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Resumen de la tesis

Se propusieron y analizaron dos modelos para explicar la ci-
nética de los cambios de la intensidad de fluorescencia en experi-
mentos llevados acabo con células Retzius. Experimentos biologi-
cos han mostrado que la exocitosis de serotonina en estas neu-
ronas esta mediada por motores moleculares. La esencia de nue-
stros modelos es acoplar el movimiento aleatorio realizado por las
vesiculas al difundirse en la célula, con la fuerza ejercida por los
motores moleculares. La descripcion de la dindmica de las vesicu-
las de serotonina se realiza usando una ecuacion de Fokker-Planck
que contiene un término de arrastre; éste continene la fuerza que
los motores ejercen sobre las vesiculas. La fuerza es modelada de
dos maneras: en un primer modelo suponemos que la accién del
motor es semejante a la de un campo de fuerzas arménicas, mien-
tras que en el segundo caso, hemos modelado al motor como un
resorte en traslacién que jala a las vesiculas hacia la membrana.
Ambos modelos permiten describir la cinética de la exocitosis de
serotonina con el ajuste de un sélo parametro que mide la intensi-
dad de la fuerza ejercida por el motor: la frecuencia. Se relaciona
este trabajo con otros modelos que le permitan asentar los valores
obtenidos para dicho pardmetro para futuros trabajo.
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Disposicion de la tesis

La tesis estd organizada de la manera siguiente:

La primera parte esta dedicada a poner en contexto el problema de nues-
tro interés. El capitulo 1 resume toda la evidencia experimental relacionada
con la secrecién somatica de serotonina. En la seccién (1.1) se presentan los
experimentos en células Retzius que pretendemos modelar y el papel que jue-
gan los motores moleculares. En la seccién (1.2) se explica cémo funciona un
motor molecular con base en la evidencia existente, y por ltimo, la seccion
(1.3) sirve de transicién con el siguiente capitulo: presenta la relacién entre
los motores moleculares y el citoesqueleto, con el movimiento browniano y los
procesos difusivos. El segundo capitulo de la tesis bosqueja la teoria de proce-
sos estocasticos necesaria para plantear las ecuaciones de Fokker-Planck. En
la seccidon (2.1) se presenta la teoria de procesos estocasticos desde el enfoque
de Langevin. En la seccién (2.2) se plantea la ecuacién de Fokker-Planck y
su relacién con la ecuacion de Langevin. Finalmente, en la seccién (2.3) se
estudia la propiedad de Markov para un proceso estocastico y se presenta la
ecuacién de Fokker-Planck no markoviana.

La segunda parte de la tesis estd dedicada a la exposicion de nuestros
dos modelos usados para describir la secrecion somatica de serotonina. En
los capitulos 3 y 4 se exponen el primer y segundo modelo, respectivamente,
las hipdtesis de cada planteamiento, la solucion analitica de la ecuacién de
Fokker-Planck correspondiente y sus resultados.

La tercera parte analiza los resultados obtenidos de ambos modelos. El
capitulo 5 discute y compara ambos modelos, ademas de la relacién de éstos
con otros experimentos. Finalmente, el capitulo 6, presenta las conclusiones.
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Introduccion



Capitulo 1

Evidencia experimental

1.1. Experimentos de secrecion de serotonina
en células Retzius

1.1.1. La serotonina en neuronas de Retzius

La serotonina es una sustancia que participa en la comunicacién nerviosa
entre muchos tipos neuronales, sirviendo ya como neurotransmisor!, o co-
mo neuromodulador?. En diversas especies animales, la serotonina juega un
papel importante en multiples funciones fisiolégicas y conductuales, como
por ejemplo el sueno, la alimentacion, la regulaciéon de ritmos bioldgicos,
transtornos conductuales, etc.. A pesar de esto, sorprende que la proporcién
de neuronas que la contienen en el sistema nervioso es muy baja, al igual que
las conexiones sinapticas que la utilizan como mensajero.

En organismos como la sanguijuela, a diferencia de la sinapsis, donde los
neurotransmisores se liberan ante la estimulacion eléctrica, se ha descubierto
que la serotonina puede ser secretada del soma celular. La secrecién somatica
a diferencia de la sinaptica ocurre mas lentamente y libera mayor cantidad
de neurotransmisor.

Estas observaciones han motivado la realizacién de experimentos que re-
velen la dindmica de la serotonina en el interior de una neurona [1]. Estos
experimentos se realizan en neuronas de Retzius, que son células que
contienen maés del 50 % de la dopamina presente en especies como la san-

' Mensajero quimico entre neuronas
2Regulador de la integracién sindptica cuando se encuentra en el medio extracelular.
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Figura 1.1: Micrograffa de una neurona de Retzius. Antes de la estimulacién, los ctimu-
los vesiculares (cabezas de flecha) y el reticulo endopldsmico (asterisco) se encuentran a
distintas distancia de la membrana. La barra mide 2um. Tomado de [1].

guijuela. Estas células pueden ser manipuladas en el laboratorio (in wvitro)
para mantenerlas en condiciones similares a las del ganglio (in vivo). En es-
tos experimentos se extraen las neuronas Retzius de una sanguijuela y se
activa la secrecion de serotonina de su interior, ya sea poniendo la célula en
presencia de cafeina, o mediante la aplicacion de un protocolo de impulsos
eléctricos. Los resultados proceden de micrografias de la célula, y de méto-
dos de fluorescencia de la membrana celular que se explicaran en la siguiente
seccion.

En cuanto a la informacion de las micrografias se sabe lo siguiente. En re-
poso (es decir, antes de la aplicacién de cafeina o la estimulacién eléctrica), las
vesiculas® se encuentran alejadas a distintas distancias de la membrana celu-
lar, formando cimulos plasméticos de la membrana celular (Figura 1.1). Sin
embargo, una vez ocurrido alguno de los procesos de activacion, las vesiculas
aparecen adyacentes a la membrana (Figura 1.2) sugiriendo se ha llevado a
cabo la exocitosis'[5]. La evidencia microgréfica también revela que la mov-
ilizacion de los cumulos vesiculares depende del citoesqueleto. En particular

3Bolsas de membrana donde estd contenido el neurotransmisor; en este caso, la sero-
tonina.
4Proceso celular por el cual las vesiculas situadas en el citoplasma se fusionan con
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Figura 1.2: Micrografia del soma de una neurona Retzius. A) La disposicién de los
ctimulos de vesiculas sin estimulacién eléctrica es lejana a la membrana (flechas); B) Al es-
timular eléctricamente a 20Hz, aparecen adyacentes a la membrana y rodeados de reticulo
endopldsmico (asterisco). Tomado de [1].

se observaron vesiculas cercanas a manojos de fibras de proteinas de grosor
similar al de los microtiibulos® (Figura 1.3). Lo anterior sugiri6 la partici-
pacién de los motores moleculares® en el transporte de las vesiculas, hecho
que confirman los experimentos basados en fluorescencia.

1.1.2. Experimentos basados en fluorescencia

Esta técnica consiste en incubar durante algin tiempo la célula de Retzius
con un colorante que sélo fluoresce en contacto con la membrana celular.

la membrana citoplasmatica, liberando su contenido. Esto sucede cuando llega una senal
extracelular (en nuestro caso particular, cafeina o estimulacién eléctrica).

®Los microtibulos son estructuras tubulares de 25 nm de didmetro exterior y unos 12
nm de didmetro interior, con longitudes que varian entre unos pocos nanémetros a mi-
crémetros, que se originan en los centros organizadores de microtibulos y que se extienden
a lo largo de todo el citoplasma. Se hallan en las células eucariotas y estdan formadas por
la polimerizacién de un dimero de dos proteinas globulares, la alfa y la beta tubulina [4].

5De manera preliminar, un motor molecular es una proteina dimérica que “camina” a
lo largo de los microtibulos y que es capaz de transportar organelos en el interior de las
células. El siguiente capitulo esta dedicado a ellos.
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Figura 1.3: Se observan estructuras fibrilantes en neuronas de Retzius estimuladas a
1Hz (A) y a 20Hz (B), formando un sitio activo para la exocitosis. Flechas, microtibulos;
asterisco, Reticulo endopldsmico. La barra mide 400nm. Tomado de [1].

Cuando las vesiculas que secretan serotonina se fusionan con la superficie de
la membrana, aumenta su superficie, y por ende, su fluorescencia ¢(t) (Figura
1.4). Esta es cuantificada mediante instrumentos Opticos y registrada como
funcién del tiempo una vez que se activan el proceso de la secreciéon. Los
resultados de éstas pruebas realizadas en los laboratorios del Instituto de
Fisiologia Celular de la UNAM y sus conclusiones pueden resumirse de la
siguiente manera [1]:

1) En 7 células control, donde la activacién se realizé aplicando estimulos
eléctricos, se encontré que el primer tren de impulsos provocd una rafaga
de potenciales de accion que aumentaron la fluorescencia rapidamente. El
resultado de los impusos eléctricos es abrir los canales i6nicos de la célula y
permitir la entrada de Ca™ extracelular, activando los motores e iniciando
el transporte de vesiculas hacia la membrana, y por tanto, el proceso de se-
crecién de la serotonina. Al fusionarse las vesiculas a la membrana celular,
se incrementa la fluorescencia hasta llegar a un punto de saturacion alrede-
dor del cuarto tren de pulsos. Esta saturacién se debe a que el nimero de

vesiculas es limitado. A diferencia de los procesos con cafeina y colchicina’,

"De aqui en lo venidero, referiremos al “proceso activado mediante la aplicacién de
cafeina” simplemente como el “proceso de la cafeina”, y designarmemos a “las células
donde la activacién se hizo mediante la aplicacién de cafeina” simplemente como las “célu-
las con cafeina”. Lo mismo para el proceso de la colchicina y de impulsos eléctricos. Esto
es con el tnico propdsito de facilitar y agilizar la discusion.
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Figura 1.4: Imdgenes instantdneas de la cinética de fluorescencia para el caso de la
estimulacién por cafefna. A partir de que se activa la liberacién de calcio (¢ = 0), las
vesiculas que secretan serotonina arriban a la membrana y se adhieren, aumentando el
tamano de la membrana , y por ende, su fluorescencia. Tomado de [1].

estas muestras exhiben una gran variabilidad unas respecto de otras, reve-
lando una alta sensibilidad de la célula a la forma de la estimulacién (Ver
Figura(1.5)).

2) En 4 células control donde la activacion fue inducida por la aplicacién
de cafeina® en el medio extracelular, se encontré que la fluorescencia se
incrementaba rapidamente, mostrando entre ellas una respuesta similar. La
accién de la cafeina es promover la liberacién el C'a™ en el interior de la
célula activando asi a los motores. Estas pruebas demuestran que hay una
gran cantidad de C'a™ en el interior de la célula, pues sélo asi se podia esperar
respuestas homogéneas.

3) En ocho células que antes de la estimulacion eléctrica fueron tratadas
con el farmaco colchicina, se encontré que la fluorecencia se incrementaba
lentamente respecto a las que no fueron tratadas con el farmaco .

La cochicina es un farmaco que inhibe la polimerizacion de los mi-
crotibulos y disminuye la agregacion de més dimeros de tubulina, provo-
cando la desintegracion de los microtibulos. Dado que la actividad de los
motores moleculares depende de la presencia de las redes poliméricas for-
madas por los microtibulos, la disminucién de la florescencia cuando éstos
se han despolimerizado, revela que son los motores moleculares los que guian
a las vesiculas en su proceso de secrecion. El aumento escaso en la fluores-

8La cafefna es un compuesto alcaloide que actia como estimulante del sistema nervioso
central, el cual es capaz de quitar la somnolencia y restaurar el nivel de alerta. La cafeina
lleva a cabo estas funciones liberando los neurotransmisores de las células neuronales.
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Figura 1.5: Cinética de fluorescencia para las células control. El comportamiento de las
muestras es muy distinto entre si, revelando la alta sensibilidad de las células a la forma

de la estimulacion. El tiempo esta en segundos.

cencia se debe a que la despolimerizacién no es completa, y algunas vesiculas
logran llegar a la membrana.

En conclusion, los experimentos en células Retzius revelan la importan-
cia de los motores moleculares en la secrecion de la serotonina. Por ende,
para entender la dinamica de la secrecion, es necesario comprender mejor
funcionamiento de un motor molecular. Esto se hard en la siguiente seccion.



1.2 Los motores moleculares 9

1.2. Los motores moleculares

En esta secciéon hacemos un breve resumen de las caracteristicas princi-
pales de los motores moleculares procesivos para familiarizar al lector con
sus caracteristicas y su funcionamiento.

1.2.1. Caracteristicas principales

Un motor molecular es una molécula capaz de transportar organelos y
vesiculas en el interior de la célula desplazandose a lo largo de largas cade-
nas proteinicas ? . Los motores citoesqueléticos constan de dos subunidades
protéicas que se sujetan alternadamente al citoesqueleto (llamadas cabezas),
una cadena capaz de cambiar de configuracién para optimizar la caminata
(cuello enlazador) y una cadena mas larga en forma de espiral que une a
las cabezas con la carga que transporta, conocida como tronco (Figura 1.6).
En presencia de ATP y de calcio, los motores moleculares son capaces de
transportar su carga durante varios nanémetros con una alta procesividad
[4] 10‘

Un ejemplo de motor molecular es la miosina V. La miosina es una
proteina alargada que puede desplazarse a través de filamentos de actina.
Experimentalmente, en pruebas de motilidad molecular, se observa que un
solo par de moléculas de miosina y actina son capaces de generar una fuerza
y desplazarse. Dicho experimento consiste en colocar una esfera adherida a
una ldmina de vidrio y rodearla de una solucién que contiene moléculas de
miosina separadas periddicamente. Por encima de la esfera hay un filamento
de actina cuyas puntas penden de pinzas 6pticas. Al agregar ATP, el filamento
de actina es jalado por las moléculas de miosina, y dado que éstas estéan fijas,
el filamento es jalado en pasos discretos en una direccion definida, y se aleja
de la posicién inicial definida por las trampas épticas (Figura 1.7). La fuerza

9En la actualidad ya se conocen varios tipos de motores moleculares con movimientos
muy diferentes a la procesividad lineal de los motores presentados en esta seccién conocidos
como motores citoesqueléticos, por su relacién con los microtibulos. Asi por ejemplo,
existen los motores de polimerizaciéon que no se impulsan sobre riel alguno y que en vez
de caminar, se encogen y extienden alternadamente. También existen motores rotatorios
que sirven para la propulsién de la célula y proteinas G que utilizan el ribosoma como
brazo de palanca en el desplazamiento de RNA’s [4]. En este trabajo nos concentraremos
en el entendimiento de los motores lineales (citoesqueléticos) como la quinesina.

0Esto significa que son capaces de dar muchos pasos (alrededor de 100) antes de de-
sprenderse del citoesqueleto.
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Figura 1.6: Estructura bésica de un motor molecular: tallo (con el que sujeta al organelo);
tronco (enredado en forma de espiral); el cuello enlazador (estructuras que conectan el
tronco con las cabezas y que cambian de configuracién para facilitar la caminata), y las
cabezas de motor (con las que se enlaza el motor al microtibulo).

macroscépica ejercida por los musculos tiene origen en este motor molecular.

Los motores moleculares resultan sumamente importantes en el com-
portamiento celular. Por ejemplo, se sabe que mutaciones en este tipo de
proteinas estan relacionadas con enfermedades neuroldgicas y sordera. Ademas,
estudios genémicos y funcionales revelan que toda la complejidad de los mo-
tores moleculares de organismos mas elevados procede de combinaciones y
ligeras alteraciones genéticas de los s6lo 5 motores moleculares de eucari-
otes primitivos, por lo que su estudio podria revelar nuevas estrategias de
evolucién [3].

1.2.2. Funcionamiento de la quinesina

Otro ejemplo importantisimo de motor molecular es el de la quinesina.
La quinesina convencional (o bicéfala) es un homodimero ' cuya estructura
le permite desplazarse a lo largo de microtiibulos con una alta eficacia. Para
ello, la quinesina desengancha alternadamente a una de sus cabezas mientras
la otra efectia un paso. Mediante técnicas de interferometria, se ha logrado
determinar que la longitud del paso de la quinesina es de 8.3nm. Esta es
justamente la distancia que existe entre los centros de unién consecutivos
entre quinesina y microtibulo [2] . La velocidad promedio de un motor
como estos es de 800nm s~

Otros experimentos muestran que esta “caminata” raramente retrocede.

1 Es decir, una asociacién de dos subunidades proteicas idénticas o dimeros.
12Estos sitios de unién son los tinicos lugares donde ambas estructuras se pueden enlazar.



1.2 Los motores moleculares 11

Figura 1.7: En pruebas de motilidad molecular es posible determinar la fuerza que ejerce
un motor molecular como funcién del desplazamiento del filamento de actina.

Por cada molécula de ATP, la quinesina da un paso hacia adelante!?, y éste
es practicamente independiente de la carga que transporta. La direccion de
avance es determinada por la polaridad de los microtibulos. Estos estan
formados por dos tipos diferentes de subunidades alternadas y orientadas en
una sola direccién: la quinesina se mueve hacia el polo positivo. Otro motor
molecular llamado dineina se mueve hacia el lado opuesto.

Estos elementos dan pie al modelo més aceptado sobre el funcionamiento
de la quinesina (Figura 1.8). Inicialmente, la quinesina tiene sujeto al organe-
lo, pero al no estar ligada al microtiibulo su movimiento es guiado puramente
por movimiento browniano. En este estado, ambas cabezas del motor tienen
ADP fuertemente ligado a ellas. Cuando alguna de las cabezas alcanza el
sitio correcto de unién con el microtibulo, se liga fueremente liberando su
ADP y casi de inmediato una molécula de ATP entra al sitio de unién entre
el microtibulo y la cabeza anclada. E1 ATP produce el golpe de potencia
entre el cuello enlazador que jala del tallo del motor de tal manera que éste
impulsa a la otra cabeza a moverse hacia adelante, cerca del siguiente punto
de unién. Esto cuesta a la cabeza (ahora) posterior un fosfato que la deja de
nuevo ligada a ADP. Mientras la cabeza posterior se separa lentamente del
microtibulo, la (nueva) cabeza delantera se liga al microtibulo liberando su
ADP, y recibiendo instantaneamente ATP y el ciclo se repite [3].

De este modo, la quinesina (el motor) logra avanzar procesivamente sobre
el microtibulo utilizando la energia disponible en forma de ATP transportan-
do un organelo sobre ¢l (la carga).

I3A esto se le llama acoplamiento fuerte
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Figura 1.8: Modelo plausible para el movimiento dirigido de la quinesina bicéfala: el
esquema de pasos sucesivos. Una vez anclada una de las cabezas al microtibulo, ésta jala
a la otra mediante el cuello enlazador hasta que puede alcanzar el siguiente punto de
unién. Una vez que esto se logra, se intercambian los papeles. Estos procesos son llevados
mediante la absorcion y liberacién sucesiva de fosfatos.

1.3. Difusién en presencia de motores molec-
ulares y microtubulos

1.3.1. Difusién y movimiento browniano

La difusion es un proceso espontaneo que consiste en el transporte de
particulas de regiones de alta concentracién hacia regiones de menor concen-
tracion.

Desde el punto de vista de la Fisica Estadistica, la difusién es el resultado
del movimiento browniano!*. Este consiste en el movimiento aleatorio de
una particula mesoscépica '° inmersa en un fluido. Para entender su me-
canismo, hay que considerar que una molécula de un coloide experimenta
alrededor de 10! colisiones por segundo por parte de las particulas del medio
[12]. Por tanto, a la particula se le transfiere impulso sobre su superficie; las

14Es necesario aclarar que en este trabajo usaremos el concepto de “movimiento brow-
niano” de una manera mas general que la que se le di6 inicialmente para referir a los
experimentos de Brown de 1827 y que fueron explicados por Einstein en 1905. Lo usamos
como sinénimo de movimiento aleatorio de una particula mesoscépica.

15La escala mesoscépica refiere a la escala en que uno puede estudiar un fenémeno o un
material sin preocuparse por el movimiento detallado de los atomos individuales que lo
conforman, pero teniendo en cuenta el efecto que las fluctuaciones térmicas tienen sobre
él. Como tal, recae entre la escala macroscépica y la dtomica, y su determinacién depende
del problema especifico. Para fines practicos, para la mayoria de los sélidos y liquidos, la
escala es cercana a los nanometros.
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Figura 1.9: Imagen pictérica del movimiento browniano.

fluctuaciones térmicas del fluido que esta en equilibrio térmico provocan que
el golpeteo sobre la superficie de la particula browniana no sea uniforme, lo
que produce un desplazamiento neto que es posible detectar con ayuda de
un microscopio (Figura 1.9).

Segun esto, la explicacion de la difusion es la siguiente: las moléculas que
se difunden se moveran aleatoriamente entre areas de alta y baja concen-
tracién, pero como hay més moléculas en la regién de alta concentracion (y
por ende, mayor niumero de colisiones), méas moléculas abandonarén esta re-
gién que las que abandonan la regién de baja concentracion. La consecuencia
de esto es que habra un movimiento neto de particulas a la region de baja
concentracion.

Si el fluido esta en esuilibrio termodinamico, la movilidad de las particulas
estd relacionada con las caracteristicas del fluido a través del coeficiente de
difusién D determinado mediante la relacién de Einstein'®

((Az)*), = 2D (1.1)

donde ((Azx)?), es el desplazamiento cuadratico medio (MSD por sus
siglas en inglés) y 7 el tiempo que lleva la particula difundiéndose. Este es un
promedio sobre un ensemble de particulas brownianas inmersas en el mismo
fluido y sujetas a las mismas condiciones iniciales. El coeficiente de difusion
puede estimarse en términos de la temperatura 1" del fluido, la constante de
Boltzmann k£ | su viscosidad 7 y el radio de la particula a como

kT

D=
6man

(1.2)

16E] subindice x representa a un promedio sobre el ensemble.
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lo que indica que el desplazamiento promedio de las particulas serd mayor
cuanto mas grande sea la temperatura, y se reducira cuanto mas viscoso sea
el fluido y més grande sea la particula [12].

1.3.2. Motores moleculares como trinquetes

En sistemas bioldgicos, la difusién es el mecanismo basico para el trans-
porte pasivo de moléculas en el interior y exterior de una célula. Sin embargo,
una gran parte del transporte molecular en sistemas bioldgicos no sélo ocurre
por difusién sino también por el transporte activo de biomotores. Este tipo
de difusién activa funciona a grandes rasgos como sigue. La carga trans-
portada por el biomotor se encuentra en un medio fluido, por ello, sobre su
superficie habra un gran nimero de colisiones por parte de las moléculas
del medio acuoso intracelular. Entonces, si la particula cargada es de escala
mesoscopica, llevara a cabo movimiento aleatorio. Sin embargo, a diferencia
de un proceso difusivo libre (en el cual la particula browniana no esté sujeta
a fuerzas externas'?), la carga se encuentra ligada a un motor molecu-
lar. Por ello, podemos esperar que las particulas “cargo” tienen ademas del
movimiento aleatorio, un movimiento dirigido y una velocidad relacionada
con la velocidad promedio del motor molecular.

Para considerar tanto el movimiento difusivo como el del arrastre, se
ha propuesto que un biomotor funciona de manera similar a un dispositivo
mecanico conocido como ratchet o trinquete molecular [4][8].

Un trinquete es un dispositivo microscépico (del orden de nm-pm) que
consiste de una varilla con una serie de clavijas a su alrededor (Figura 1.10).
Cuando esta inmerso en un medio fluido en condiciones de equilibrio térmico,
el trinquete desarrollarda movimiento browniano. Sin embargo, a diferencia de
un ensemble de particulas brownianas cuya posicion promedio es la posicién
original, ciertas condiciones pueden hacer que el trinquete avance de manera
dirigida en una sola direccién. Por ejemplo, si las clavijas del trinquete tiene
una cierta asimetria, habra mas colisiones y por ende, mayor desplazamiento
hacia el lado de las clavijas que exhiban mayor superficie, produciendo un
movimiento preferencial en una de las direcciones.

En realidad, la explicacién detallada del funcionamiento de un trinquete
es mas complicada. La estructura asimétrica no es suficiente para convertir

7Con este término se enmarcan a cualquier fuerza que no provenga del movimiento
aleatorio de las moléculas del medio fluido.
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Figura 1.10: Un trinquete molecular supone un paisaje de energia periédico y asimétrico.
La asimetria y la energia disponible les dan las condiciones para un movimiento aleatorio
y dirigido. Esto sugiere que los motores moleculares funciona de un modo similar.

energia interna almacenada en un movimiento unidireccional: la maquina no
avanza si no tiene energia necesaria para hacerlo'®. Para obtener trabajo
util a partir de una de estas maquinas hay que llevarla fuera del equilibrio
termodinamico. Solo baste decir que en el caso de los biomotores, la asimetria
espacial necesaria esta dada por la polaridad de los microtibulos y la energia
“externa” (no-térmica) proviene del ATP disponible en la célula [4].

A pesar de que en nuestro trabajo no usaremos el modelo de trinquete
para describir un motor molecular, éste nos ayuda a entender los elementos
bésicos del modelo probabilistico necesario para su estudio. Uno puede pensar
al organelo-carga como una particula desarrollando movimiento browniano en
presencia de un paisaje de energia libre'® que favorece el movimiento hacia
la region positivo del microtibulo. Sin embargo, las fluctuaciones térmicas
pueden dar lugar a movimientos retrogrados, haciendo que después de varios
pasos hacia adelante, el organelo dé algunos pasos hacia atras. Dada esta
aleatoriedad de la trayectoria de cada organelo, es necesario considerar un
ensemble? de ellos. Si uno coloca al tiempo inicial todas las particulas en la
misma posicién gy, uno puede medir después de un cierto tiempo t el niimero
de ellas que arriban a una posicion alrededor de x. Dividiendo entre el niimero

18Gi sélo bastrara la asimetria espacial, uno podria doblar el trinquete sobre si y conectar
sus dos puntas convirtiéndolo en una maquina de movimiento perpetuo; en un sistema
cerrado, ésta realizara trabajo solo a partir de la energia térmica, enfriando por completo
el sistema y disminuyendo la entropia del universo, lo cual viola la segunda ley de la
termodinamica.

19Un paisaje de energia libre es una grafica donde se muestra la energfa potencial de la
particula browniana como funcién de la posiciéon. Sin embargo, a diferencia de un proceso
determinista donde la trayectoria de la particula estd determinada por la fuerza externa,
en un paisaje de energia la particula puede “deslizarse” sobre las barreras de potencial
debido a la energia extra proporcionada por las fluctuaciones térmicas. Cuanto mayor sea
la energia térmica del fluido y més pequena sea la barrera de potencial, mayor probabilidad
existe de que la particula lo sobrepase, y viceversa.

20Un ensemble es un conjunto de muestras preparadas de igual manera, o en caso de un
proceso estacionario, una muestra seguida en distintos tiempos.
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total de particulas, uno encuentra la distribucién de probabilidad P(z,t).
Esta funcién, como su nombre lo dice, cuantifica la distribucién espacial
mas probable de las particulas como funcién del tiempo. Con ellas se puede
oobtener el comportamiento mayoritario (promedio) de las particulas y borra
la informacién inutil de considerar todas las trayectorias al promediar sobre
todas las muestras. Los métodos para buscar esta funcién son el objetivo del
segundo capitulo de este trabajo.

1.3.3. Difusién en presencia de redes poliméricas sim-
ilares a microtibulos

Antes de plantear los métodos para arribar a la distribucion de probabil-
idad (Capitulo 2), es necesario describir cémo la presencia de los microtibu-
los afecta el proceso de difusién. Dada la importancia del citoesqueleto para
muchos procesos intracelulares, aunada a la dificultad para hacer mediciones
in vivo del mismo, se ha intentado elucidar las propiedades mecéanicas del
citoesqueleto en procesos difusivos estudiando movimiento browniano en re-
des de actina F 2! in vitro. En experimentos tipicos [6], se estudia el proceso
de difusion bajo los distintos casos posibles entre el radio a de la particula
browniana y el tamano caracteristico ¢ de la red polimérica. Para ello, se
forman redes a partir de la polimerizacién de actina G 22 con una longi-
tud caracteristica determinada por la concentracién de actina?®. La red se
coloca en un medio acuoso donde es posible registrar las trayectorias de las
particulas por métodos de videograbacion acoplados a un microscopio.

Los resultados esperimentales muestran diferencias significativas en la
dependencia temporal del MSD cuando se cambia el cociente a/¢ . En par-
ticular, se encontré que cuando a es menor o del orden de & (relaciéon mas
comun entre los organelos transportados y el citoesqueleto), el desplazamien-
to cuadratico promedio sigue una ley de potencias de la forma

(@*(7))e = Degy7” (1.3)

donde D.¢s es un coeficiente de difusién efectivo y v es el exponente que
caracteriza la subdifusion. Ademads, se obtuvo que este exponente es una

2 Actina filamentosa

22 Actina globular.

2La longitud en micras esta dada por & = 0.3/,/ck, donde ¢ es la concentracién de
actina.
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Figura 1.11: MSD de esferas de actina de a = 0.25um para distintos parametros de red
¢. La linea sélida indica el ajuste lineal. Imagen tomada de [6]

funcién de la razén a/€, y que su rango es de 0 < v < 1?* (Figura 1.11).

La figura (1.11) muestra los resultados esperimentales para el MSD como
funcion del tiempo. Es importante notar que la magnitud del MSD también
cambia al cambiar el cociente a/{. Este resultado puede comprenderse si
tenemos en cuenta que al difundirse en presencia de la red polimérica y de
otras particulas, el coeficiente de difusién dado por (1.2) cambia debido a los
efectos particula-particula, y particula-pared [7]. Para una particula esférica
que se difunde alejada de dos paredes a distancias x; y 2 el coeficiente de
difusién se modifica como:

mientras que para considerar la influencia de las otras particulas, el coefi-
ciente de autodifisiéon se modifica como:

D' = D<1 - %(2)4 + O(p_6)>,

donde r es la distancia de separacién entre esferas.

La conclusion importante de esta seccién es que el proceso difusivo de
las particulas en la célula resulta del balance entre la fuerza ejercida por los
motores, y la subdifusién debida a la presencia de los microtibulos.

24En contraste a la difusién normal (y = 1) y la superdifusién dada por v > 1.
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Capitulo 2

Procesos estocasticos

2.1. Planteamiento de Langevin

2.1.1. Supuestos del planteamiento

La ecuacién de Langevin es una ecuacién diferencial estocastica utilizada
para describir la dindmica colectiva de un ensemble de particulas brownianas
sujetas a una fuerza externa [13].

La primera hipotesis del planteamiento de Langevin es que se puede es-
cribir la siguiente ecuacién de movimiento (tipo Newton) para la particula
browniana

dv
i —Bv+ F(t), (2.1)

donde el lado derecho de la ecuacion contiene la fuerza ejercida por el fluido al
ser considerado como medio continuo (ley de frenado de Stokes), y una fuerza
instantdnea! F(t) resultante de las colisiones de las moléculas del medio con
la particula browniana. Si se quisiese tratar el problema de manera exacta (al
estilo de la dindmica cldsica), se tendria que conocer con precisién la forma
de esta fuerza neta F(t) en cada instante de tiempo. Para ello, no sélo seria
necesario acoplar esta ecuacion con cada una de las ecuaciones de movimiento
de todas las moléculas del medio (del orden de ~ 10%* moléculas), sino que
ademads seria necesario resolver para cada conjunto de condiciones iniciales
separadamente. Dado que esto es impracticable, en lugar de tomar un sélo
sistema e intentar resolverlo de manera exacta, en el enfoque de Langevin se

'Por conveniencia, todas las fuerzas consideradas en este trabajo se escriben por unidad
de masa.
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opta por considerar un ensemble de sistemas y tratar de encontrar resultados
a partir de caracteristicas promedio de la fuerza estocastica de Langevin
F(t).

En este sentido, la segunda hipétesis consiste en considerar que la fuerza
neta ejercida en la particula browniana por todas las moléculas del medio
tiene, en cada tiempo, magnitudes y direcciones completamente aleatorias.
Es decir, si promediamos sobre las realizaciones del ruido, entonces 2

(F(t))r =0. (2.2)

La tercera hipétesis en el planteamiento es que el promedio ? de la fuerza
estocéastica a un tiempo no guarda ninguna relacién con su valor a otros tiem-
pos (se dice que no guardan ninguna correlacién). Esto parece razonable
en tanto las colisiones de la particula con las moléculas del fluido son aproxi-
madamente independientes unas de otras en tiempos distintos*. Asi entonces,
promediando sobre las realizaciones del ruido

(FOF X)) r = qo(t = 1), (2.3)

donde ¢ es un coeficiente a determinar, y dependera de las propiedades del
sistema en equilibrio termodindmico y 0 es la funcién delta de Dirac. Esta
hipStesis serd buena en tanto el tiempo de relajacién 7 = 37!(es decir, el
tiempo que le toma a la particula perder la mayor parte de su velocidad
inicial) sea mucho mayor al tiempo que duran las colisiones 79 °.

Si a las propiedades (2.2) y (2.3), le agregamos la condicién de que el
ruido F'(t) es gaussiano, entonces se le llama ruido blanco o markoviano.

2l subindice F representa al promedio sobre las realizaciones del ruido.

3Sobre las realizaciones del ruido.

4E . . . . . /

sto significa a su vez que los momentos de las paticulas del fluido en un instante ¢

estdn descorrelacionados de sus valores en ¢ (¢ > t'). Esto es vélido sélo si los instantes
“sucesivos” son suficientemente largos.

5De hecho, una mejor aproximacién consistiria en asumir que el promedio de la fuerza
a dos tiempos (su correlacién) es nula para tiempos mayores al tiempo que dura la colisién
70

(FF("))r =0 para |t —t|> T
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2.1.2. Teoremas de Fluctuacion-Disipacion

Para determinar el coeficiente ¢ de la ecuacion (2.3), se despeja v(t)de la
ecuacién (2.1) como si fuera una ecuacién tipo Newton:

t /
o(t) = voe M+ [ F(E)e Nt (2.4)
0

Promediando sobre el ruido y sobre condiciones iniciales, se tiene que ©

(0()) Fwg = voe™™,
puesto que el promedio de F'(t) es cero. Esto significa que, en promedio, las
particulas brownianas siguen el resultado macroscépico esperado por la ley
de frenado de Stokes: (0(t))r = —[(v(t)).
Por otro lado, elevando al cuadrado la ecuacién (2.4) y tomando el prome-
dio sobre el ruido y sobre las condiciones iniciales, se obtiene

t t
<’L)2(t)> _ 1)0672ﬁt + 672[%‘/0 ‘/0 <F(t/)F(t//)>eﬁ(t/+t//)dt,dt//,

donde se han suprimido los término proporcionales a F'(t) cuyo promedio es
cero. Sustituyendo la expresién de la correlacién, ecuacion (2.3), se obtiene

(V2(£)) pay = Vo€ 2% + —L (1 — €720,
20
La constante hasta ahora desconocida, puede determinarse a partir de las
condiciones de equilibrio termodindmico [17]. Para t > 7 = 37! el efecto
de la velocidad inicial ha desaparecido, la particula macroscépicamente se
ha frenado y el promedio del cuadrado de la velocidad debe llegar a su val-
or de equlibrio dictado por el teorema de equiparticién, segin el cual”

(W () =

" i 9 q kT
Jim (0%(6), = 5 =~
lo cual resulta en 2BKT

6El subindice vy representa el promedio sobre las conciciones iniciales para la velocidad.
"El subindice v representa el promedio sobre todos los valores de la velocidad del
ensemble.
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Por tanto, segin (2.3), la correlacién para las fuerzas estd determinada
por las propiedades estadisticas del ensemble en equilibrio

 2BKT

(FOF()r ==

(t—1t). (2.6)
A esta relacién se le conoce como el primer teorema de Fluctuacién-
Disipacidn, el cual relaciona la magnitud de las fluctuaciones térmicas k7' /m
que dan origen a la fuerza estocastica y la constante de amortiguamiento (3.

Una aplicaciéon importante de la ecuacién de Langevin es encontrar el de-
splazamiento cuadratico medio de la particula browniana [14]. El desplaza-
miento viene dado por

Aclt) = | Lot

Sustitutendo la ecuacién (2.4), elevando al cuadrado y tomando el promedio
sobre el ensemble, uno obtiene

2kT
Az (1)), = —[t _le_ﬁt}.
(Ba?(t), = = [t +6
Para tiempos mayores al tiempo de relajacién de la velocidad 571, el
segundo término del lado derecho es despreciablemente pequeno y resulta

h (AL (1))s = Q(Z—Z>t. (2.7)

Como vimos en la seccion (1.3.1), la férmula de Einstein para el desplaza-
miento cuadratico de una particula difundiéndose es 2Dt, donde D es el coe-
ficiente de autodifusion de la particula browniana. Por lo tanto, al comparar
(1.2) con (2.7), y recordando que

6man
b=

= (2.8)

se obtiene una relacién entre el coeficiente de difusion D, el coeficiente de
frecion [y la energd térmica especifica kT /m:

kT
= d
Esta tltima relacion se conoce como la relacién de Stokes-Einstein y consti-
tuye el segundo teorema de Fluctuacién-Disipacioén.

D (2.9)
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2.2. Ecuacion de Fokker-Planck

2.2.1. La ecuacién de FP y su relacion con la ecuacion
de Langevin

La ecuacién de Fokker Planck (FP®) es una ecuacién para la funcién de
distribucién de la probabilidad (PDF, por sus siglas en inglés). En el caso
del movimiento browniano, (P(x,t)) representa la densidad de probabilidad
de encontrar a la particula alrededor de la posicién? x después de un cierto
tiempo ¢ y su evolucion estd determinada por la ecuacién de FP general [15]

oP 0 10
E(Lt) = |- %A(f) + 5@3@) P(z,1) (2.10)

El rango de z es necesariamente continuo y para la presente discusion es
(—00, +00). El primer miembro del lado derecho se le conoce como término
de transporte (convectivo o de arrastre), mientras el segundo es el término
difusivo . Al representar una densidad de probabilidad, 1a PDF debe cumplir
la condiciéon de normalizacion

/ P(a,t) = 1, (2.11)

donde el subindice x significa que se promedia sobre todos los valores posibles
de z .

Los coeficientes A(z) y B(x) coinciden con los primeros dos momentos de
la distribucion, y pueden determinarse con un minimo de conocimientos del
sistema en cuestion. Los momentos de la PDF se calculan como cualquier
otra cantidad promedio

(A0)")e = [y = yo)" Pla,t)dy. (2.12)

Si P(z,t) es solucién de la ecuacién (2.10), para un intervalo pequeno,
podemos reescribir esta ecuacién en término de diferencias finitas, usando

8En este trabajos, de aquf en adelante se designa asf a la ecuacién de Fokker-Planck.

9Para el desarrolllo de este capitulo, la discusién se lleva a cabo en términos de otra
variable estocdstica: la posicién (a diferencia de la seccién anterior donde planteamos la
ecuacién de Langevin en término de la velocidad). La razén de ello es que nuestros modelos
se desarrollan en términos de la posicién y no de la velocidad.
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At =t —tyy Ay =y — yo. Sustituyendo en la ecuacién de FP y tomando el
limite cuando At — 0, uno puede deducir que [13]

z)? x z)")z
o, L7 gy 50

(Ax),
At

—0 v>3 (2.13)

Una vez hecha esta identificacion, la ecuacién de FP sirve para encontrar
el comportamento a tiempos largos (comparados con el tiempo de relajacion
de la velocidad 37'). Los promedios de las ecuaciones (2.13) son sencillos de
evaluar con las ecuaciones de Langevin, y dado que resolver esta tltimas no
es sencillo [14], es preferible convertirlas a sus respectivas ecuaciones de FP.
A continuacién ejempificaremos esta equiparacién entre ambas ecuaciones.

2.2.2. La particula libre.

En la descripcion de Langevin del movimiento browniano descubrimos
que la dindmica de la particula evoluciona de acuerdo a (2.1)

donde v es la velocidad de la molécula, F(t) es el ruido “blanco” y [ es el
coeficiente de friccién relacionado con el coeficiente de difusién del fluido de
acuerdo con la relacién de Stokes-Eistein

kT
= S

De la aleatoriedad de la fuerza estocastica uno puede derivar a partir de
la ecuacién de Langevin que (z(t)), = 0, y que a tiempos largos (?(t)), =

2Dt, por lo que sustituyendo en (2.13) y luego en (2.10), uno obtiene que la
ecuacion de difusion para la particula browniana es

D

oP 0?P

oF _p P h e 214
ot =~ Vo cte (2.14)

donde P es la funcién de distribucién de probabilidad.

Una vez advertido esto, procedamos a resolver la ecuacion de FP para la
particula libre en el caso unidimensional. Considérese (sin pérdida de gener-
alidad) un ensemble de particulas que al tiempo ty estdn en el origen. Esto
quiere decir que nuestra condicién inicial para la probabilidad de transicién
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es P(x,t =0) = d0(x) con I la funcién delta de Dirac. Uno puede comprobar
con algo de algebra que la solucién a t > 0 que cumple la condicion inicial

estd dada por
2

1 x
P(x,t) = mexp( - 4—Dt> (2.15)

Esto dice que las particulas del ensemble, inicialmente en la misma posi-
cion, paulatinamente se van alejando del origen conforme avanza el tiempo.
De aqui puede obtenerse que, conforme pasa el tiempo, cada particula se ale-
ja del origen de manera tal que al tomar el promedio de este desplazamiento
sobre el ensemble, se obtiene (z(t)), = 0. Sin embargo, la distribucién se
ensancha con el tiempo. El ancho de la distribucién estd dado por (Ax?(t)).,
el cual crece linealmente con el tiempo.

En esta etapa conviene traer a cuenta un concepto que mas adelante
serd de mucha utilidad: el concepto de flujo de probabilidad. La ecuacion de
Fokker-Planck se puede escribir como una ecuacién de continuidad para P

de la forma op
“—(x,t) = =V - J(x,1), (2.16)
ot
donde .J representa el flujo de probabilidad. Para entender su significado,
considérese una superficie cerrada S en el dominio del proceso estocastico.
Integrando la ecuacién anterior en el volumen )V encerrado por S, segun el

teorema de Gauss, se tiene que

op B}
v = — [ T adA,
[ Srav /SJ id

Por tanto, la disminucién o aumento de probabilidad de que la particula

esté dentro de V dependera del flujo de probabilidad J a través de la superficie
S.

10La, condicién inicial sugiere la forma de la solucién para la probabilidad de transicién
P. Uno propone una solucién de la forma

pP= Pof(t>exp< - %)

con Ay f una funcién sélo del tiempo. Sustituyendo en la ecuacién (2.14) resulta en una
ecuacién que relaciona A y f. Py se obtiene por la condicién de normalizacién. Es este el
método usado en la solucién de todas las ecuaciones de este trabajo. Ademés, existe una
razén fisica para sugerir este tipo de solucion: el Teorema de limite central, segin el cual,
cualquier distribucién cercana al equilibrio debe ser una gaussiana [15].
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Esta afirmacién abstracta puede concretarse con el ejemplo de la particu-
la browniana libre. Tomemos como frontera imaginaria un circulo centrado
en cero de radio zy. De la ecuacién (2.14) y (2.16) es claro que en el caso
unidimensional de la particula libre

J(x,t) = —Dg—i(z,t).

De la ecuacién (2.15) se deduce que

2
___ % _ T
J($0>t) - \/Wezp< 4Dt>’

y representa el flujo de particulas brownianas del ensemble a través de z
como funcién del tiempo.

2.3. Caracter no markoviano

Hasta ahora hemos estudiado la difusiéon de una particula browniana en
el caso en que la fuerza estocdstica en (2.1) contituye un ruido blanco gaus-
siano, o de manera equivalente, a través de una ecuacion de FP con coefi-
cientes independientes del tiempo. Esta descripcién resulta adecuada cuando
la particula se difunde en un fluido simple. Sin embargo, el medio intracelular
es un fluido complejo compuesto de una multitud de polimeros y particulas
(seccién 1.1.1). Para describir la difusién en un fluido complejo, es necesario
tener en cuenta el cardcter no-markoviano del proceso, es decir, que el rui-
do estocastico no es blanco en el caso del planteamiento de Langevin, o que
los coeficientes de la ecuacién de FP dependen del tiempo. En esta seccién
se profundizara en el estudio de la propiedad de Markov.

2.3.1. El oscilador armonico

Considere a la particula browniana inmersa en un fluido sujeta a una
fuerza restitutiva proporcional al desplazamiento (como por ejemplo, sujeta a
un resorte o a un campo de fuerzas tal que se encuentre oscilando alrededor de
la posicién de equilibrio). La generalizacién obvia a la ecuacién de Langevin
estd dada por el par de ecuaciones

dx
— 2.17
dt Y ( )
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Z—: = —w?r — Bv+ F(t), (2.18)

donde w es la frecuencia natural de oscilacién del resorte. En el caso en que
los efectos viscosos y difusivos sean mucho mayores que los efectos inerciales
debidos a la accién del resorte!!, se cumplirian también

(F(t)r=0, y

kT
(F(OF({t))r = 2% (t—1t).
El Teorema de fluctuacion-disipaciéon dictaria la intensidad de la correlacion
de la fuerza estocéstica y el problema se resuelve de manera analoga al de la
particula libre. Ademas, se puede plantear una ecuacion de FP equivalente

para la velocidad y la posicién, con ayuda de relaciones similares a las de la
ecuacién (2.13), (2.17) y (2.18). La ecuacién es

oP 9P, 9P

or | or KT 0°P
ot oz Y00

—=a | (2.19)

3 %(Pv) +

Esta ecuacion tiene solucién analitica cuando la condicién inicial para
este problema es P(x,v,t = 0) = d(x — 29)d(v — vy) donde xy y vy son la
posicion y velocidad iniciales. El calculo de dicha solucién es largo y tedioso
[11]. Para nuestros fines, baste con resaltar que en el caso amortiguado P
resulta una distribucién gaussiana (en 2D) para v y z, en la cual el centro o
pico de la distribucién Z(t) se mueve de acuerdo a la ecuacién de oscilador
armoénico amortiguado

ez di o,
mﬁ%—ﬁa%—w mz =0,

oscilando con amplitudes pequenas (comparada con xg) hasta llegar al origen.

En conclusion, tanto el enfoque de Langevin como el de FP markovianos
reproduce el comportamiento esperado para el oscilador browniano cuando la
frecuencia es pequena. Planteado en términos probabilisticos, las ecuaciones
(2.18) y (2.19) suponen que la posicién de la particula browniana oscilando
por un resorte solo depende de la posicién que tenia un momento antes y no
considera en absoluto la velocidad que tenia o la historia de la trayectoria de
la particula. Se dice que es un proceso sin memoria o proceso de Markov.

1Es decir, en el régimen w — 0.
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Esto, por supuesto es una idealizacién; en la practica, ningtin proceso es del
todo markoviano!2.

También cabe resaltar que el hecho de que un proceso sea o no markoviano
depende del tipo y nimero de variables escogidas para su descripcién. Si se
enfrenta a un proceso no markoviano (como el del oscilador en la variable
posicién), uno puede agregar una o mas variables (como la velocidad), y
entonces el proceso sera markoviano en las dos variables.

2.3.2. Procesos con memoria

Un proceso estocastico mas realista resulta de reconocer que los proce-
sos reales son no-markovianos [14]. La posicién y velocidad actual de la
particula dependen, en general, de todo lo que le ha sucedido con anteriori-
dad. Por ello, en el caso en que la particula esta sujeta a fuerzas externas, es
de esperarse que se modifique la forma en que interactia con el medio, dado
que inevitablemente habra efectos inerciales presentes en su dinamica. Por
ello, en el caso no markoviano, la friccién al tiempo ¢ depende de la historia
de la velocidad v(s) y de la posicién z(s) para tiempos s < t. En este caso,
la friccion contiene la memoria. El coeficiente de friccion ( se reemplaza por
una funcién 3(t), algunas veces llamada funcién de memoria o de efectos
retardados. La fuerza de friccion con un coeficiente de arrastre § constante
en el tiempo se cambia por

~ult)— [ ; Bt — s)u(s)ds.

De este modo, los procesos “no-markovianos” se caracterizan por la apari-
cién de coeficientes dependientes del tiempo. La ecuacion de Langevin gen-
eralizada para el caso del oscilador browniano es [14]

mi(t) + [ " H (Bt — T)dr + mee(t) = F(b), (2.20)

donde F' es el mismo ruido blanco gaussiano, m la masa del oscilador y w su
frecuencia. ((t) es el kernel de friccién o funcién de memoria.

La ecuacién (2.20) es imprescindible cuando se quiere describir compor-
tamientos de subdifusion, como aquellos descritos en la seccién (1.3.3). En

12En la préactica, la mayorfa de las veces la aproximacién markoviana suficiente; sin
embargo, hay problemas que requieren el otro tipo de aprosimacién, como por ejmplo, el
caso de subdifucién en redes poliméricas [19].
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estos casos, la ecuacién que los describe puede incorporar tanto las carac-
teristicas de medio, como el hecho de que la particula browniana tiene en
realidad un cierto tamano finito [19]. Este objetivo se logra a través de la
friccion efectiva ((t) que aparece en (2.20) como variable fenomenolégica y
cuya determinacién experimental se obtiene a partir de la generalizacion del
primer teorema de fluctuacion disipacién (ecuacion (2.6)) para la correlacion
de la fuerza estocastica

(F(t)Fo)r = Wﬁ(t). (2.21)

Por ende, el teorema de fluctuacién-disipacién se modifica. Se dice en-
tonces que F'(t) es un ruido no-blanco o no-markoviano.

Es posible plantear una ecuacién de FP equivalente que reproduzca este
caracter no markoviano, sin embargo, su deduccion excede el alcance e interés
de este trabajo [18]. La ecuacién de FP tridimensional generalizada al caso
no-markoviano para una particula browniana sujeta a una fuerza F(x) es

or )
—-(x,t) = DOVP

1
B(t)

donde D(t) es el coeficiente de difusién efectivo relacionado a la mobili-
dad efectiva (3(t) segun el segundo teorema generalizado de Fluctuacion-
Disipacién

v. [PF(X)], (2.22)

ET 1
D(t) = ———.
m 3(t)
Ademsés, con argumentos de autoconsistencia [16], es posible mostrar que al

igual que en el caso markoviano de la particula libre, D(t) puede obtenerse
mediante

(2.23)

1
= 6%(1«2@» (2.24)

Maés alla de todo lo que involucra el planteamiento detallado de las tlti-
mas tres ecuaciones, nos limitamos a presentarlas como una generalizacion
de aquellas que entendimos antes y a usarlas sin demostracion de aqui en
adelante para nuestros modelos.

D(t)
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Capitulo 3

Modelo 1: Balance de fuerzas
armonicas

3.1. Introduccion.

Una vez estudiados la descripcién biolégica del problema y la metodologia
bésica para describir los procesos difusivos, en esta seccion procedemos a
conjuntar ambas visiones en un modelo que describa cuantitativamente el
fenémeno en cuestién: la difusion de vesiculas de serotonina en el interior de
células Retzius. El desarrollo de la solucién es mas bien largo y sinuoso por

lo que conviene trazar al lector un mapa general del modelo:

= Hay que reconocer que nuestro problema es un tanto como el de una
caja negra: lo que se registra en estos experimentos es unicamente la
llegada de las diversas vesiculas a la membrana celular. Este hecho
incrementa la longitud de la pared celular, y por ende, la fluorescencia
registrada como funcion del tiempo. Para describir esto, necesitamos
conocer el nimero de vesiculas por unidad de tiempo que alcanzan la
membrana; la fluorescencia en t es entonces proporcional a la suma de
todas las particulas que han alcanzado la frontera en tiempos menores
a t, para lo cual es necesario modelar su dinamica.

Cuando la neurona es excitada (ya sea por medio de la cafeina o de
impulsos eléctricos), se desencadenan una serie de reacciones quimicas
que provocan el transporte de vesiculas que contienen serotonina hacia
la membrana. Este transporte se lleva a cabo en el interior de una célula
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donde la vesicula viajera interacciona con el medio a través de colisiones
aleatorias, por lo que la vesicula desarrolla movimiento aleatorio en su
desplazamiento. De este hecho, surge la necesidad de usar la ecuacion
de FP que incorpora el caracter estocastico de la dindmica.

Ademas de los efectos difusivos, durante su desplazamiento, las vesicu-
las interaccionan con el medio a través de fuerzas eldsticas debidas al
arrastre que ejercen los motores y el medio celular. Son estas fuerzas
las que otorgan el caracter no markoviano a su dinamica, por lo que es
menester incorporar a la variable tiempo en los coeficientes de difusion
y de arrastre. Estos coeficientes puede incorporar no sélo la informacién
proveniente de la historia de la vesicula desde que inicié el proceso, sino
también el hecho de que la particula en realidad tiene un cierto tamano
finito.

La vesicula puede llevar a cabo diferentes formas de difusién dependi-
endo de su interaccion con las redes de microtibulos del citoesqueleto
y de la actividad de los motores moleculares, hechos que a su vez de-
penden de la forma en que hayan sido estimuladas y de la presencia o
no de la colchicina. Mientras que la accién de los motores es incremen-
tar la movilidad de las vesiculas, la red polimerica la reduce. Ambos
factores son incorporados (en primera aproximacion) como fuerzas pro-
porcionales al desplazamiento y que se oponen entre si.

Toda esta informacién se compila en la ecuacién de FP no markoviana
para la PDF| la cual se resuelve analiticamente cuando la funcién de
memoria se aproxima a tiempos cortos. Una vez obtenida, se obtiene el
flujo de particulas como funcién del tiempo. Al integrar el flujo total de
vesiculas a través de la membrana con respecto al tiempo, uno obtiene
el nimero total de vesiculas que han arribado hasta el tiempo ¢, el cual
debe ser proporcional a la fluorescencia emitida.

En cuanto a la organizacion de este capitulo, primero desarrollamos con

todo detalle el modelo para el caso de las células control. En el caso en
que las células han sido tratadas con colchicina simplemente se presentan
los resultados, ya que los supuestos y la manera de realizar los calculos son
idénticos a los de las células control.
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3.2. Hipoétesis en las que se fundamenta el
modelo

3.2.1. Necesidad de una ecuacion de FP

Los cimulos de vesiculas en el interior de la célula de Retzius se encuen-
tran practicamente fijos antes de la estimulacion. La evidencia experimental
senala que hasta esta etapa, el inico movimiento de los cimulos vesiculares
se debe a la agitacién térmica. Asi pues, se puede considerar que las vesicu-
las obedecen una dindmica browniana restringida a una regién (Ver seccién
(1.3.1)). Esta aproximacion es valida porque el tamano de las vesiculas esta en
la escala mesoscépica (= 1um).

Una vez que los estimulos externos inducen la entrada y la liberacion
de Cat intracelular, se dan las condiciones de no equilibrio necesarias para
la activacién de los motores moleculares. Debido a una serie de reacciones
quimicas (entre las que destaca la captura de ATP que proporciona la en-
ergia quimica necesaria), se produce un acoplamiento mecanoquimico entre
el microtibulo y el motor molecular que permite a éste arrastrar al ciimulo de
vesiculas a lo largo del microtibulo. Entonces se produce un desplazamiento
dirigido hacia fuera de la carga (las vesiculas).

De todo esto ultimo resulta clara la necesidad de una ecuaciéon que con-
sidere la difusién de particulas brownianas sujetas a fuerzas externas. La
ecuaciéon que determina esta dinamica es la ecuacién de Fokker-Planck. Para
tiempos mucho més largos que el tiempo caracteristico 3y 1 = m /671y, donde
a es el radio de la vesicula, m su masa y 19 la viscosidad del solvente, la
dindmica de esta particula browniana se describe en términos de la ecuacion
de FP en la forma

oP
&7 (% 1) = DOV’P = 571 ()V - [PF(x)], (3.1)
donde el coeficiente de difusién efectivo D(t) esta relacionado a la movilidad

de acuerdo a
kT 1

donde kT es la energia térmica. Como antes P(x,t) es la distribucién de
probabilidad y F es la fuerza neta que da cuenta de la interaccion de la
vesicula con el medio intracelular (Ver seccién (2.3.2)). Esta ecuacién incluye

(3.2)
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el caracter no markoviano del proceso, reflejado en la dependencia explicita
con el tiempo de los coeficientes de difusion y friccion.

3.2.2. Caracter no markoviano y el coeficiente de ar-
rastre efectivo (3(t).

Puesto que el medio intracelular estd constituido por una variedad de
organelos, polimeros y otras particulas, su respuesta a esfuerzos mecanicos
serd similar a la de ciertos materiales viscoledsticos caracterizados por la de-
pendencia en el tiempo de las propiedades de transporte, como el coeficiente
de arrastre () [19].

Debido a que la particula se mueve en un medio inhomogéneo, se ha obser-
vado que la presencia de redes del citoesqueleto provoca transporte anémalo
o subdifusién (Ver seccién(1.3.3)). Esto se ha cuantificado en experimentos
en microreologia, que han mostrado que la ley de potencias para el MSD de-
pende del radio entre la longitud caracteristica de las particulas (su radio a)
y la longitud caracteristica de la red polimerica que forma el citoesqueleto (el
tamano promedio de la red &, seccién (1.3.3). Estas interacciones con la red
polimérica introducen correcciones a la movilidad de las particulas, similares
a las que surgen en presencia de paredes o de otras particulas brownianas .
De acuerdo a la literatura [19], es plausible suponer que la distancia de la
particula a la cavidad formada por la red de microtiibulos es del mismo orden
que la longitud caracteristica de la red polimérica £. Entonces, en primera
aproximacién podemos suponer 3(t) — [(t,a/€) es de la forma [19]

570 = 5" (1= Big )0 = e (33

donde (3(t) es la funcién de memoria adimensional y a un coeficiente que
introduce los efectos de tamano finito de la particula a través del factor
a/€. El valor del parametro By dependerd de la naturaleza de la frontera; en
nuestro caso, dependera del tipo de redes que formen los microtiibulos dentro
de la célula.

!Estas interacciones son de cardcter hidrodindmico. Por sencillez en la exposicién, no
nos detendremos en su justificacién. Ver [19)].
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3.2.3. Fuerzas armonicas a las que esta sujeta la vesicu-
la

En los experimentos, se observé que, en ausencia de perturbaciones exter-
nas (como cafeina o impusos eléctricos), los ciimulos de vesiculas permanecen
sujetos al citoesqueleto, probablemente a través de los motores moleculares,
que permanecen inactivos. La unién se produce a través del tronco del motor
que liga al cimulo de vesiculas con los microtibulos (Figura (1.6). Estos cuel-
los no son rigidos, sino que son capaces de doblarse para permitirle al motor
molecular aferrar una de las cabezas al microtibulo mientras la otra realiza
un paso hacia delante (Ver seccién (1.2.2)). Bajo esas condiciones, podemos
suponer que las proteinas motoras aplican una fuerza elastica de sujecién
parecida a la de una cuerda o resorte: F; = —w%r donde w; corresponde a
la frecuencia caracteristica que evita al cimulo difundirse libremente en el
medio intracelular. Hemos supuesto también que la fuerza es radial donde
r = x|l

Sin embargo, una vez que la perturbacién ha inducido el incremento en
la concentracién de iones de C'at dentro de la célula, los motores se activan
aplicando fuerzas de arrastre a los ciimulos. Dicha fuerza puede sustituirse por
un potencial de energia que disminuya conforme maés cercana esté la vesicula a
la membrana celular. Se favorecera el movimiento hacia afuera de las vesiculas
(Ver seccién (1.3.2)). Esto implica que en primera proximacién, la fuerza
puede ser modelada por medio de una relacién lineal: Fy = wir, donde la
frecuencia caracteristica ws mide la intensidad del arrastre del motor.

Asi pues, la fuerza resultante sobre el cimulo de vesiculas dependera del
balance entre ambas fuerzas: una fuerza elastica que la mantiene atada al
motor por medio del tronco (presente incluso en condiciones de equilibrio),
y una fuerza de arraste cuyo origen se situa en la transduccién de energia
quimica en mecénica (que se inicia sélo hasta que la célula se perturba). Por
tanto, una vez que el proceso se activa, ambas fuerzas contribuyen dando una
fuerza resultante

F = ew’r (3.4)

donde w? = w? — w? y € es un parametro cuyo sentido fisico se explica a
continuacion. Por supuesto, el modo de definir w presupone que la fuerza
de arrastre sobrepasa a la fuerza de sujecion. En este sentido, este modelo
sustituye la accion de los motores con un campo de fuerzas dependiente de
la posicién.
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3.2.4. El parametro e.

El pardmetro € incorpora los efectos debidos al tamano finito de la particu-
la browniana [19]. En particular, refleja el efecto de los esfuerzos ejercido por
el fluido sobre la superficie de la particula durante su movimiento en el fluido.
La explicacién detallada de la necesidad de este parametro escapa a nuestro
alcance e interés, por lo que su procedencia sélo se esboza [21].

En las formulaciones anteriores de las ecuaciones de FP y de Langevin,
lo tinico que hemos dicho acerca del tamano de la particula browniana es
que debe estar en la escala mesoscépica, pero nada hemos dicho de como
esto afecta su movimiento en un fluido. Para dar una vision mas realista
del proceso estocastico, es menester considerar también la manera en que
el corpusculo browniano (en nuestro caso, un cimulo vesicular aproximada-
mente esférico) se mueve dentro de un fluido. Asi pues, cuando una esfera
de radio a se mueve dentro de un fluido con velocidad v, se sabe que sufre
una fuerza de arrastre dada por el teorema de Faxen : F o< v — v donde
V5 ~ vo+ (a*/6)V?vq es el promedio de la velocidad del fluido v sobre la
superficie de la esfera.

Al considerar la producciéon de entropia generada por la esfera al mo-
verse uno puedg reconocer que la forma general para este parametro es

&= (ma?/6kT )/37 . 3 donde 5 es la forma méas general de la movilidad efec-
tiva. Dado que el tiempo caracteristico de difusién 7p en una distancia a es
0 = ma®B(te)/6kT, y que la vesicula presenta simetria esférica, podemos
suponer que el pardametro € esta dado por € = 7p (). Bajo esta condiciones,
el pardmetro € toma la forma

ma?[33
€= :
6kTa?

(3.5)

Por lo tanto, la forma de la fuerza elastica asume que se origina de particulas
con un cierto tamano y que las particulas puntuales no se ven afectadas por
la red en los intervalos de tiempo que estamos considerando.

3.3. Solucion de la ecuacion de FP.

Una vez introducidos los ingredientes basicos del modelo, procedemos a
la busqueda de la distribucién de probabilidad. Entonces, consideremos un
ensamble de particulas brownianas. Sustituyendo las expresiones (3.2), (3.3),
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(3.4) v (3.5) en la ecuacién (3.1) de FP resulta

ﬁ(t)aa—}t)(r,t) = k—Tva — ew?V - [Pr]. (3.6)

m

La solucién no estacionaria puede obtenerse introduciendo las variables
adimensionales T = a~'r y £ = t; 't con ty = (3, ', donde (3, es el tiempo de
relajacion de la velocidad y a el radio de la particula browniana. Adimensi-
nalizando también los operadores, la ecuacién de FP deviene

BEoOP kT -
=—VP— PJ. .
GO L) = VP — eV - i) (37)
Ahora, escalamos el tiempo segin 2
b
r= / FN@)di, (3.8)
0
Sustituyendo en la ecuacién anterior, se tiene que
ﬁo) ( kT ) -
= P — [P .
(2) 5@ = (o5 )P = ()Y - [P, (39)

que no es otra cosa que la ecuacién (3.1) para las variables X y t. Ahora,
sugerimos la forma para la solucién como

7

P(%,7) = f(r)ean| - m] (3.10)

donde 7 = |[x||. Primero, sabemos que la distribucién de probabilidad P(x,t)
debe estar normalizada a la unidad, pero evaluada en las variables originales,
por lo que para toda t (y por ende, para toda 7) mayor que cero

1= / Pl tydx =’ / P(&, 7)d%. (3.11)

T

Introduciendo la ecuacién (3.10) en (3.11), uno puede obtener una relacién

de la forma f(7) = ? ;}l Regresando estos valores a la ecuacién (3.10) uno

obtiene que
f2

1 _3
A e | -]

2Es importante hacer notar que todas estas transformaciones (¥, y 7) son lineales. Esto
quiere decir que al evaluar en cero o infinito las variables originales, también hacemos lo
mismo para las variables transformadas. Esto sera de gran ayuda cuando hagamos distintos
cambios de variable.

P(E,7) = (3.12)
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Sustitucién directa de esta expresién en la ecuacién de FP (3.9) resulta
en una relacién para A(T)

BE . 4kT
() + 2ew)A(r) = .
donde el punto significa derivacién respecto de 7. Ahora, es necesario conocer
la condicién inicial de A(7) para resolver la ecuacién diferencial®. Asf pues,
observando la ecuacién (3.12), la condicién inicial de delta de Dirac P(r,t =
0) = d(r), se expresa como A(T =0) = 0.
Entonces, si definimos

kT B2
2 0
= = 3.13
YT~ a2’ 6a2ws’ (3.13)
la solucién de la ecuacion diferencial para A(7) se lee como
12w2.a w?

Sustituyendo estos valores a la funcién de distribucién (3.12) se obtiene

2272
o 1 ( ujzﬁg )3/2 61’]9( - 12wF.02[exp(w?/3aw?.  T)—1]
© 2a37m3/2 \12wha? lexp(w?/3awd 1) — 1]3/2

P(x,7) ) . (3.15)
En términos de 7 es posible calcular el MSD (r*(7)) como f, 7*P(x, T)dx =
%A(T), de donde uno obtiene

18a’wia? w?
2 _ T
() = en(527) -1 3.16)

La distribucién de probabilidad al igual que el MSD para ~laus variables
originales se obtiene sustituyendo en (3.15) los valores de X, 7 y t en términos
deryt.

3Por comodidad supondremos que todas las vesiculas se encuentran en el centro de la
esfera en el momento en que inicia la perturbacién externa. Esto, por supuesto es una
aproximacion, pues sabemos que las vesiculas se encuentran distribuidas a distintas dis-
tancias dentro de la célula (Ver seccién (1.1.1)). No obstante, esta condicidn inicial permite
resolver analiticamente la ecuacién para A(7) y su validez dependerd de los resultados que
arroje.
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3.4. Aproximacién a tiempos cortos.

Dado que 7 estd expresada en términos de una integral, conviene hacer
una aproximacién a tiempos cortos que permita expresar la PDF y el MSD
en términos de las variables originales de manera més manejable. Para ello es
conveniente analizar la ecuacion de evolucién para la funcién de relajaciéon

X (t) definida por
(i) = / x - %o P(x, 1) dx. (3.17)
VIE
Haciendo uso de la ecuacién (3.6), uno puede obtener

d - w?
—= t ==
th( )

07 B ().

6aws

Entonces, tomando en cuenta el reescalamiento dado por ecuacién (3.8), uno
obtiene por integracién directa que

N DY) R
~1 [X({)] | (3.18)

Segun esto, el escalamiento para 7(t) depende de la forma explicita de

la funcién de relajacién x(t). No obstante, la expresién para 7(t) a tiempos
cortos, en general, puede inferirse expandiendo x(f) a primer orden en ¢:
x(t) = x(to)(1 — Bat) + O(#?) con B, un pardmetro que caracteriza el tipo de
relajacion [19]. Usando esta expresion y expandiendo alrededor del logaritmo

se obtiene

T A Byftowt/v”, (3.19)

El MSD puede estimarse ahora, usando por comodidad, la expresion para
tiempos cortos de la ecuacion anterior. Expandiendo en (3.18) la exponencial
—(w2/3aw2 )T . . . . ., .
e 7)7 a primer orden en 7, uno obtiene una distribucion gaussiana con
una varianza que depende linealmente en 7.

P(x,7)~ L ( % )3/2exp[ B ﬁ

2a3m3/2 \dw?ar 3aw? T

Regresado a la variable original ¢, sustituyendo directamente la expresion

para 7 de la ecuacién (3.19) y el valor de wr de la ecuacion (3.13), uno obtiene
t baw?. /w?
(r*(t)) ~ 6ay "' Do By [t—] o (3.20)

0
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donde Dy = n’fb—go es la expresién usual para el coefieciente de difusién en

términos del coeficiente de friccién (3y. Este resultado muestra que, tal y
como era de esperarse, el desplazamiento cuadratico promedio se ve afectado
por el factor a /¢, es decir, depende de la dimensién relativa entre la particula
browniana y la red (Ver seccion (1.3.3)). Esta dependencia del MSD con a/&
se da a través del exponente de subdifusion ~

2
_ bowr

= (3.21)

(puesto que a depende de a/f), y en su magnitud, pues como se vera a
continuacion, By depende de a también. Lo interesante de este resultado
es que el tipo de subdifusion que lleve a cabo la vesicula dependera de la
temperatura, de la red en presencia de la cual se difunda, y de la actividad
de los motores.

Por ultimo, la ultima expresién descubre que a tiempos cortos, las propie-
dades viscoelasticas del medio se manifiestan a través del coeficiente efectivo

de arrastre (3(t). Este puede obtenerse explicitamente usando las ecuaciones,
(3.8) v (3.19):

. t 6aw? /w?—1
o= (3.22)
to

donde hemos identificado By = w? /6aw%. De esta manera, la funcién adi-
mensional 371(¢) incorpora los efectos de memoria y de tamaifio finito que

buscabamos (Ver seccién (2.3.2)).

3.5. Incremento de la fluorescencia

Como explicamos en la seccién (1.1.2), la exocitosis somatica de sero-
tonina se estimé por medio de experimentos de fluorescencia. El cambio en
la fluorescencia ¢(t) depende del ritmo en el cual las vesiculas arriban a la
membrana por unidad de tiempo. Una medida de la cantidad de particulas
brownianas (en este caso, las vesiculas de serotonina), que arriban hacia una
superficie (en este caso, la membrana celular) estd dada por el flujo J(x,t)
que indica la fraccion de las particulas del ensemble que estan alrededor de x
después de un cierto tiempo ¢ (Ver seccion (2.2.2)). Si suponemos que la célu-
la es aproximadamente esférica con radio R (Ver Figura (1.4)), entonces el
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flujo total de vesiculas por unidad de tiempo esta dado por

dolt) / J(Reat, t) - S, (3.23)
dt Seel

Es decir, el cambio en la fluorescencia sobre la membrana es proporcional

al nimero de vesiculas que alcanzan la membrana en ese instante. Ademas,

puede suponerse que las vesiculas se mueven a lo largo de microtibulos pura-

mente radiales, lo cual simplifica la integral: [ J(Ree, t) - NdS = 47 R3,J(Reer, ).

Sustituyendo esta expresién en la ecuacion (3.23), e integrando en el tiempo,
se obtiene la fluorescencia como funcién del tiempo:

t
O() = b0+ 4R | J(Reat, V)l (3.24)

donde ¢y es el valor basal (el valor de referencia para la intensidad de fluores-
cencia inicial) y ¢ es una constante de proporcionalidad entre la fluorescencia
y el flujo a través de S .

De este modo, sélo es necesario determinar el valor de J(x, t) a partir de la
distribucién de probabilidad P(x,t) obtenida previamente e integrar respecto
al tiempo para conocer la fluorescencia. El flujo de probabilidad esta definido
segin 0P/0t = —V-J, por lo que si comparamos con la ecuacién de FP (3.1),
se tiene que el flujo de probabilidad esta dado de forma general para cualquier
fuerza F(x) por

mD(t)
kT

Utilizando la distribucién de probabilidad dada (3.15) para el caso de la
fuerza arménica F(r) = ew?r, se obtiene en las variables transformadas T, T

J(x,t) = —D(t)VP(x,t) +

F(x)P(x,1). (3.25)

2 N mew?
A(T) kT

J(r,t) = [ ]D(T)P(f‘,’T)f‘.

Para determinar la corriente J sélo es necesario conocer la forma de el

coeficiente efectivo de difusién D(t). Este puede obtenerse de su definicién
para el caso no markoviano (2.24): D(t) = £ 4(r?(t)). Para la variable 7, de
las ecuaciones (3.8) y (3.16), se obtiene

D(r) = MB_I(T) exp ( - 5 7‘).

Bo 3ows
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Usando ahora la relacién con 37! de la ecuacién (3.2) y las aproximaciones
a tiempos cortos de las ecuaciones (3.19) y (3.22), se obtiene la siguiente
expresion para D(t)

Baw?

t1 =1 w
D(t) =D [—] Y
(*) to P (18@%}%

t
to

6aw?2,/w?
! ) (3.26)

Con estas cantidades en mente y una computadora es posible entonces
realizar los ajustes para los experimentos en fluorescencia. El procedimiento
es el siguiente. Se fijan los valores de las constantes fisicas (Dy, (o, k1) con
valores caracteristicos de este tipo de experimentos, se recopila la informacion
propia del sistema (a, Re, £ m) y se ajusta el valor del tinico pardmetro
libre: la frecuencia w. Las otras cantidades dependen de éstas (wr, «).

3.6. Comparacion con experimentos

3.6.1. Modelo 1 aplicado a las células control

Resulta conveniente hacer una pausa y resumir los resultados mas rel-
evantes para no perder la visiéon de conjunto del primer modelo cuando se
aplica a las muestras que no fueron tratadas con colchicina.

Se justificé el uso de una ecuacién de FP para las vesiculas electrodensas
después de la activacion llevada a cabo por la cafeina o los impulsos eléctricos.
El proceso se modelé mediante dos fuerzas; una atractiva: F(x) = —ew?x
debida a la ligadura que ejerce el lazo del motor, y otra que guia a las vesiculas
preferencialmente hacia el exterior: F(x) = ewsx. El resultado es una fuerza
neta hacia afuera escrita como F(x) = ew?x, con w? = w3 — wi.

Una vez considerados los efectos de memoria a través del coeficiente de
arrastre efectivo dependiente del tiempo ((t) y los efectos debidos al tamano
finito de las vesiculas (a través del factor €), obtuvimos una ecuacién de FP

ﬁ(t)%—f(r, t) = %TWP — ew?V - [Pr]. (3.27)

Esta ecuacién diferencial se resolvié con la condicién inicial que las particu-
las brownianas se encuentran todas en el centro de la célula en el momento
de la activacion. Usando una aproximacién para tiempos cortos para el coefi-
ciente de arrastre efectivo 371 () ~ 1[tﬁo]6aw2T/ w2_1’ se obtuvo una solucién
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aproximada para la PDF

o wzﬁgrz )
P(I‘ t) _ 1 ( wzﬁg )3/2 CXP ( 12wt.a2a?[exp(w? /182w [tﬁg]Gaw%/wz)—l]
’ 2a3m3/2 \ 12wha? [exp(w? /1802w [tFo]0owt/«?) — 13/
(3.28)
y un coeficiente de difusién efectivo dado por
t 60“2% -1 wi t 6aw?. /w?
D(t) = Dy [—] N exp | =57 | , (3.29)
t(] 18a2wT t(]

donde Dy = 7’;—50 es la expresién para el coeficiente de difusion cuando el

fluido esta en esuilibrio.
Usando estos resultados, se obtiene que el flujo de particulas estda dado
por

w23 n mew?

J(r,t) =
"0 laa%%a?u—exp(—ﬁ[woww%/wzﬂ KT

D(t)P(r,t)r. (3.30)

Suponiendo que la célula es aproximadamente esférica con radio R, la
fluorescencia como funcion del tiempo es

t 232 2
w* B, MeEW
t) = ¢o+4TR2, cp/ 0 + D' \P(Ree, t')dt’
o= l 0 lGQQW%QQ[eXP(lsz:fT [tﬂo]ﬁaw%/wz) —1] k1 (et 1)

(3.31)

donde ¢ es el valor basal de la fluorescencia y ¢ una constante de pro-

porcionalidad entre la fluorescencia medida por el dispositivo experimental
particular y el nimero de particulas arribando a la superficie celular.

Con ayuda de una computadora es posible realizar los ajustes para los
resultados dados en los experimentos fijando Dy ~ 107 'm?2s™! (Dy ~ 1072
um?s™), By ~ 210%™ kKT = 4,14 x 1072YJ (kT = 4,14 x 10~Cgum?2s=2).
El pardmetro « estd determinado por a ~ 3.5 x 1078m (a ~ 3.5 x 107 2um) y
por £ ~ 6 x 10~ um (Estas dos medidas provienen de medicién directa de la
micrografias de la tesis).Usando un valor similar al obtenido en hidrodindmica
para By ~ 2/3, se tiene a ~ 0.96. El valor de la masa promedio® de las

4Este valor se estimo usando el volumen esperado para una vesicula de radio a y una
densidad apenas superior a la del agua.
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Figura 3.1: Ajuste de la cinética cambion en la fluorescencia para la cafefna utilizando el
Modelo 1. Los datos experimentales son el promedio sobre 4 muestras. La frecuencia usada
para el ajuste de w ~ 7.9 x 103571, wy ~ 2.1 x 103571, wo ~ 8.8 x 103571, y v ~ 0.31.

particulas brownianas fue m ~ 107%g, resultando en wr ~ 1.8 x 103s7 L.
También a partir de las micrografias, R., se estimé de aproximadamente
37um. Los valores de w, ws, vy 7 = 6aw4/w? aparecen en el pie de las Figuras
(3.1) y (3.2), para el caso del promedio de las células con cafeina y para
cuatro muestras de control eléctrico, respectivamente.

Las figuras (3.1) y (3.2) muestran un ajuste satisfactorio entre la teoria
del Modelo 1 con los experimentos para el caso de las células a las que se les
aplicé cafeina, y para las células estimuladas eléctricamente respectivamente.

3.6.2. Modelo 1 aplicado a las células dopadas con colchic-
ina

La evidencia experimental revela que la colchicina inhibe la polimerizacién
de microtubulos en la célula, lo que cancela el transporte activo llevado a cabo
por los motores moleculares (Ver seccién (1.1.2)).

Bajo esta hipdtesis, es necesario modificar la ecuacién de difusién de
Fokker-Planck de tal manera que ya no considere el arrastre de los motores
moleculares (es decir, haciendo ws = 0. Asi pues, la tinica fuerza ejercida so-
bre las vesiculas es la fuerza de confinamiento realizada por el lazo enlazador
del motor molecular, F(x) = —ew?x. Ademds, suponemos que la intensidad
de la ligadura llevada a cabo por el motor molecular no se ve modificada
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Figura 3.2: Comparacién entre experimento y teorfa para el caso de 4 muestras estimu-
ladas electricamente utilizando el Modelo 1. El ajuste de la frecuencia se realiza muestra
por muestra. Los valores de w, wy y v aparecen en los recuadros. A pesar de la disparidad
aparente, nétese que en todos los casos la frecuencia neta de las muestras se desvia poco
del valor promedio @ ~ 4.6 x 1073571,
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por la polimerizacién o despolimerizacion de los microtibulos, por lo que
la frecuencia w; debe tener el mismo valor que en las células estimulasdas
eléctricamente.

Sin embargo, al igual que el modelo anterior, suponemos que el proce-
so sigue siendo no markoviano y que es necesario considerar los efecto del
tamano finito de las particulas brownianas a través del pardmetro e. Con
esto en mente, es posible resolver la ecuacién de FP para el caso de la colchi-
na de una manera completamente analoga a como se ha hecho en la seccion
anterior, inicamente modificando el signo de la fuerza.

En este caso, la ecuacion de difusién de FP es

ﬁ(t)a—P(x, t) = k—TV2P + ewiV - [Pr]. (3.32)
ot m

Suponiendo que la condicion inicial para el ensemble de particulas es una
delta de Dirac P(x,t) = d(x), uno obtiene una distribucién de probabilidad
para las variables adimensionales 7, 7 dada por

e
— 1 ( w%ﬁg )3/2 eXP ( B lzw%az[l—oxp(—wgﬁaw% 7’)])
2a373/2 \ 12w a? (1 —exp(w?/3aw? 1)]3/2 )

P(%,7) (3.33)
la cual puede leerse en las variables originales r, ¢ haciendo la aproximacién a
tiempos cortos de la ecuacién (3.19): 7 & (w%/Gaw%)[tﬁo]Gasz/w% y resultando
en

wi B3
1 W22 32 P ( " 12wha2a2[1—exp(—w? /1802w, [tﬁolﬁa“’%“’?n)
 2a373/2 (12w§4poz2> [1 — exp(—w?/18a2wh [tB,]60wr/«3)]3/2

(3.34)

De la ecuacién anterior, uno obtiene que el coeficiente efectivo de difusion

Gawz

t WZT -1 (U4 t 6ow?, /w?

Dt:D[—] i — T . 3.35
®) 0 exp( 18a2wi Ltg (3:35)

Usando la ecuacion (3.25), el flujo de particulas esta dado segin la ecuacion
(3.25) para el caso de la fuerza F(x) = —ewix por

P(r,t)

€s

2  met

6a2wpa[l — exp(— dr [tAo]0oer/et)] AT
T

J(r,t) = [
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Figura 3.3: Ajuste de la cinética de fluorescencia para el caso de la cochicina utilizando
el modelo 1. Los datos experimentales corresponden al promedio de ocho muestras. La
frecuencia esperada es wy ~ 2.5 x 107357, El coeficiente de subdifusién es v ~ 0.4097.

y la fluorescencia como funcién del tiempo es

t 2122 2
o) = oo +Ar e [ b | D) P (R, )
0 [6a’wia?[l — exp(—lgzﬁ[tﬁo]ﬁawﬂwl )] kT
T

(3.37)

Utilizando los mismos valores utilizados en la secciéon anterior para los

parametros fisicos (con lo cual suponemos que la colchicina no modifica el

valor de kT, Dy, a /&, etc.) se puede ajustar la curva promedio de fluorescencia

en las células tratadas con colchicina. En la figura (3.3) se muestra el buen

ajuste para las células dopadas con colchicina logrado por el Modelo 1. Los
detalles de los parametros aparecen en el pie de figura.
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Capitulo 4

Modelo 2: Motores como
resortes que se trasladan

Para entender la secrecién somatica de serotonina en las células control, en
esta seccién se presenta un modelo radicalmente distinto a los dos anteriores.
En este modelo, se considera al motor como un resorte que jala de la vesicula
mientras la base del motor mismo se traslada con velocidad constante hacia la
membrana de la célula. El modelo 2, a diferencia del primero, es markoviano.
Esto se debe a que el problema no markoviano para el modelo 2 es mas dificil
de resolver, por lo que su solucion queda pendiente.

4.1. Hipoétesis del modelo 2 y solucién de la
ecuacion de FP

Supodngase que situamos un sistema de referencia justo en la base del mo-
tor que carga a la vesicula. Podemos suponer que la vesicula, en su proceso
difusivo, inicamente ve el lazo del motor que la mantiene atada al microtiubu-
lo y una multitud de organelos y redes que se aproximan y alejan de ella.
Desde su perspectiva, la tnica fuerza que siente es una fuerza atractiva lle-
vada a cabo por el motor y una arrastre “hacia atras”que arquea el tronco
del motor debido al contacto con los otros cuerpos que habitan el interior de
la célula.

Este punto de vista supone que el mecanismo que guia a la vesicula du-
rante su camino desde su posicion inicial hasta la membrana no cambia de
manera significativa en el trayecto, es decir, que situados en el centro de masa



52 Modelo 2: Motores como resortes que se trasladan

del motor molecular, la vesicula sélo describe un proceso difusivo similar al re-
alizado cuando no ha sido estimuladal. Para el caso de la participacién activa
de motores moleculares, la evidencia experimental senala que estos realizan
un movimiento altamente procesivo con una velocidad v aproximadamente
constante (Ver seccién 1.2.2), lo cual sugiere una fuerza que se traslada como
una perturbacion ondulatoria

F(x,t) < x — vt. (4.1)

La siguiente hipotesis del modelo es que la trayectoria promedio de las
vesiculas en la exocitosis es preferencialmente radial. Se sabe que en realidad
lo microtibulos forman redes complejas en el interior de la célula. Sin embar-
go, es de suponer que en pro de la eficacia energética, los motores moleculares
toman el camino mas corto hacia su destino?. En el caso de la exocitosis, este
camino es radial hacia afuera, por lo que podemos suponer que la velocidad
promedio de los motores es también radial: ve,, y por ende, la trayectoria de
las vesiculas es radial en primera aproximacién: (x(t)) ~ vte, 3.

Ahora hay que considerar la direcciéon de la fuerza. Para ello conviene
regresar la discusion en términos de los paisajes de energia. Suponiendo que
w? mide la intensidad del arrastre, la fuerza F(x,t) = —w?(x — vt) sugiere un
paisaje de energia en forma de pozo que se desplaza del centro hacia afuera
de la célula. En este caso, la vesicula permanecerd confinada en el pozo,
moviéndose (en promedio) con velocidad constante v (Ver seccién 1.3.2).
Esta fuerza es similar a la fuerza de sujecion del Modelo 1.

Como en los caso anteriores, los efectos de tamano finito seran considera-
dos a través del pardametro e. En conclusién, el segundo modelo markoviano
requiere la fuerza externa de la forma

F(x,t) = —ew?(x — vt); v =vé, (4.2)

'Es decir, cuando atin no se han liberado el Ca+ por cafeina o por impulsos eléctricos.

2Esto no es necesariamente el caso. Las vesiculas pueden, en principio, llevar a cabo
trayectorias que no sea radiales. Sin embargo, uno podria suponer que el movimiento es
colectivamente radial si noy ningin otro tipo de fuerza involucrada aparte de la de los
motores, puesto que estos consumen menos energia entre menos distancia “caminen”.

3Lo anterior es valido tinicamente cuando la velocidad del motor es relativamente
pequena comparada con el movimiento convectivo ejercido por el medio. Cuando esto
no es el caso, veremos mas adelante que aparece una correcciéon a la posicién promedio
que pondera la intensidad del arrastre.
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La ecuacion de FP correspondiente para la PDF P(x,t) es entonces

oP kT
B (x,t) = V2P+ew2V [(x — vt)P]. (4.3)
Haciendo el cambio de variable y = x — vt — 5— , y recordando que en
coordenadas esféricas el vector x puede escribirse como x = xe,, conx = ||x||,
uno obtiene una ecuacion de FP analoga a la que hemos resuelto antes
oP kT
B— T (y,t) = —V2P +ew?V, - [y P). (4.4)

El subindice y nos recuerda que los operadores en coordenadas esféricas deben
también ajustarse con el cambio de variable.
Como antes, la condicién de normalizacién [y, P(x,t)dx = 1 requiere una

solucién de la forma: P(y,t) = 2\}73 ~3(t) exp A(t , donde y* = |y|?. Usan-
do la condicién inicial de delta de Dirac, sustitucion directa en la ecuacién
(4.4), lleva a que
2kT 2ew?
At) = 1-— ——2t]|. 4.5
0= |- o (- 252 (4.5)

La PDF correspondiente es entonces

mewz(m—vt—l— ﬁ” )2 ]
<))
1= exp(- )

P [_ 2kT[1— oxp(—

Plx.1) = 1 (mew )%

4.
o2m3/2\ 2kT (4.6)

Usando la ecuacién (3.25) para el flujo en el caso markoviano obtenemos

J(x,t)——j;—ﬁVP( £) — 6;3

Sustitucion directa de la ecuacién (4.6) en (4.7), lleva a

(x — vt)P(x,t). (4.7)

J(x,t) = P(x,t)—=* — (z —vt)|é,. (4.8)

Por argumentos completamente anélogos a los expresados en la secciéon
(3.5); uno puede obtener que la fluorecencia en la membrana celular ¢(t)
evoluciona de acuerdo a (3.24), dando lugar a:
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Figura 4.1: Ajustes de la cinética de fluorescencia para el caso de la cafefna utilizando
el Modelo 2. La frecuencia utilizada para el ajuste es w, ~ 4.2857 1.

4%R§elewggp /t (Reet — vt + Ei—%)
0

— (Rt — vt) | P(Rewy, t')d1.
B 1—exp(—%t) (B )| P(Beat,¥)

o(t) = ¢o +
(4.9)

4.2. Comparaciéon con los experimentos

Para establecer un punto de comparacién con el Modelo 1, utilizaremos
los valores para todos los parametros fisicos (KT, Dy, B, a, m, Ree). El tinico
nuevo valor que se necesito para hacer los ajustes de la frecuencia fue el de la
velocidad media de los motores que se estima con ayuda de otros experimen-
tos como v ~ 800nms™' (v ~ 0,8ums™!) [2]. Con estos valores, es posible
ajustar satisfactoriamente las curvas de fluorescencia para el caso de las célu-
las estimuladas con cafeina (Figura 4.1), y con impulsos eléctricos (Figura
4.2). Los valores de la frecuencia aparecen al pie de cada figura.



4.2 Comparacion con los experimentos 55

15| O Experimentos - o ]
Teoria: Modelo 2

300

240 -

210 -

180

150 |-

330 -

#(t) (unidades arbitrarias)

315 -

300

285 -

270 -

0 2 4 6 8 10 12 14 16 -3 0 3 6 9 12 15 18 21

Figura 4.2: Ajuste de la fluorescencia para las células con estimulacién eléctrica utilizando
el Modelo 2. Los valores de frecuencia w, obtenidos son: 99.3, 124, 85.7 y 42.6 Hertz
respectivamente. El valos promedio es w, = 81.9571.
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Capitulo 5

Discusion de los Resultados

5.1. Comparacion entre ambos modelos

Ajustes

El ajuste se realizo de la siguiente manera. Se fijaron los valores de las
cantidades fisicas (como el coeficiente de difusién Dy, el de arrastre [, la
energia térmica k7") usando valores tipicos para el tipo de medio acuoso que
es el soma celular. Cantidades como el radio de la vesicula a, su masa m,
el radio celular R, y el parametro de red, se establecieron directamente a
partir de las micrografias disponibles. En el caso del Modelo 2, también se ha
usado v, la velocidad promedio de un motor molecular. Asi pues, en ambos
modelos el inico pardmetro a ajustar es la frecuencial. En este sentido, ambos
modelos resultan atractivos en tanto que tinicamente requieren un parametro
a determinar que, por lo demas, resulta fisicamente sencillo de interpretar.

El Modelo 1 presenta un muy buen ajuste de los datos para la colchicina
y la cafeina, cuyas dinamicas son relativamente lentas comparadas con las
estimuladas eléctricamente. Comparado con el Modelo 2 para el ajuste de la
cafeina, las diferencias son minimas y ambos modelos pueden reproducir su
cinética satisfactoriamente (Ver Figura (5.1)). No obstante, en el caso de la
estimulacién eléctrica, las diferencias entre ambos modelos son méas aprecia-
bles (Ver Figura (5.2)). Aunque ambos reproducen de manera satisfactoria
la dindmica de fluorescencia tanto a tiempos cortos (cuando apenas inicia

1Ya sea la frecuencia de arrastre efectivo w, la de atrapamiento wg en el caso de la
colchicina, o la frecuencia w, del modelo 2.



60 Discusién de los Resultados

200 —4———————F—————————————

180 O Experimento
Modelo 1
Modelo 2

160 |-

120

100

#(t) (unidades arbitrarias)

80 |-

60 - * B )
1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1
0 50 100 150 200 250 300

t(s)

Figura 5.1: Comparacién entre ambos modelos para el caso de las muestras con cafeina.
Recuadro: cinética a tiempos intermedios.

la activacién) como largos (cuando generalmente se espera una dindmica de
saturacion), el modelo (2) resulta mucho mas preciso para ajustar el compor-
tamiento a tiempos intermedios (aproximadamente entre 2 y 8 segundos).

Estas observaciones indican un par de cosas. Primero, que una cinética de
secrecion relativamente lenta no distingue entre ambos modelos, y segundo,
que las hipotesis del segundo modelo son més apegadas al funcionamiento real
de un motor. Esto puede entenderse en términos de la PDF y cémo difiere
en ambos modelos. En la figura (5.3), se observa la evolucién de la PDF en
el tiempo para ambos modelos. Para el modelo 1, se observa que la PDF es
es una gaussiana que se va ensanchando: el paquete inicial de vesiculas se
va esparciendo con el tiempo, pero no se mueve de su posicion inicial. En
el caso del Modelo 2, el méaximo de la PDF se traslada hacia la derecha: no
solo las vesiculas separadamente tienen un movimiento neto promedio hacia
la membrana celular, sino también el paquete.

En el Modelo 2, el desplazamiento de las particulas se realiza con una
velocidad determinada: el paquete es jalado por los motores, y por ello, el
paquete puede moverse como grupo. En el primer modelo, las particulas tam-
bién se mueven hacia afuera, pero lo hacen debido solamente a las fluctua-
ciones térmicas: lo unico que diferencia este comportamiento de la difusién
normal es la intensidad con que se mueven hacia afuera, no la forma.

Puesto que el Modelo 2, que es markoviano, reproduce mejor los resul-
tados que el Modelo 1 que es no-markoviano, cabria esperar que la version
no-markoviana del Modelo 2, mejoraria aiin mas los ajustes logrados.
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Figura 5.2: Comparacién entre ambos modelos para el caso de una de las muestras

estimulada electricamente.
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Figura 5.3: Se grafica la PDF como funcién de la posicién para tres distintos tiempos.
Se compara el modelo de fuerzas arménicas (izquierda) con el traslacional (derecha) para

el caso de una muestra estimulada eléctricamente.
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Relacién entre la velocidad de las vesiculas y la de los
motores

La discusion anterior puede ponerse en términos de la velocidad de las
particulas y del paquete. Esto resulta sencillo de cuantificar para el Modelo
2. Uno puede calcular el promedio de la PDF dada por la ecuacién (4.6) y
encontrar que

p

(x(t)) = vt — 2 (5.1)

En este caso, v es la velocidad que asignamos a los motores moleculares y
coincide con la velocidad del paquete de vesiculas, ya que

d
() =v. (5.2)

El segundo término de la ecuacién (5.1) es una constante que mide qué tan-
to se retrasa la vesicula-cargo por la accién del fluido respecto a la posicion
del motor vt. Contiene en el numerador la fuerza de arrastre —3v, indicando
que un medio muy viscoso dificulta el movimiento a través de él y que, por
ende, las particulas brownianas seran frenadas en su movimiento hacia la
membrana. En el denominador aparece el coeficiente de la fuerza de arrastre
€w?; esto indica que a mayor fuerza del motor, menor serd la influencia de la
fuerza de arrastre debida a la viscosidad del fluido.

Por otro lado, el Modelo 1 no puede dar cuenta de la velocidad de los
motores. Con las hipdtesis del Modelo 1 se encuentra que la posicién promedio
de las vesiculas es cero: (x) = 0. Esto implica que la velocidad del paquete
mismo es cero. El paquete no se mueve de su posicion original y lo tnico
que hace es difundirse. Esto no corresponde a un buen modelo de un proceso
donde hay un motor molecular. Uno espera que el paquete mismo se mueva
con velocidad constante v (como lo hace un motor). Este es un defecto del
modelo, cuya solucién puede radicar en la eleccion de la posicién de equilibrio
del potencial arménico y de la condicién inicial?.

2Sin embargo, éste modelo resulta un tanto mds complicado. En la seccién (5.3) se
esboza un poco de la posible solucién.
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Figura 5.4: Se grafica una condicién inicial quizd mas apegada a la realidad que la uti-
lizada en nuestro trabajo. Esta en particular tiene la forma P(r,t = 0) = Pye~% cos?(bt),
a y b constantes.

La condicion inicial de delta de Dirac

De las aproximaciones hechas para ambos modelos 2, quizd la hipdtesis
menos apegada a la realidad sea la condicién inicial de la PDF: P(x,t = 0) =
d(x). Esto significa que en la resolucién de la ecuacién hemos supuesto que
todas las particulas brownianas estan en el centro de la célula al momento
de iniciarse los procesos de activacion.

No obstante, sabemos de las microscopia realizada en neuronas de Retzius
que las vesiculas se encuentran distribuidas en todo el soma celular. Esto sig-
nifica que puede haber particulas que arriben a la membrana practicamente
en el momento de la activaciéon, a diferencia de nuestros modelos, donde las
vesiculas del paquete (que hemos supuesto confinado en el centro) tarda un
cierto tiempo en arribar a la membrana. Ademads, se sabe que la distribucion
original de vesiculas en el interior de las neuronas es aproximadamente esféri-
ca en casquetes concéntricos, por lo que seria necesario modificar la condicién
inicial, por algo mds parecido a lo esquematizado en la Figura (5.4).

Sin embargo, es dificil apreciar del diseno experimental utilizado qué tan-
to afecta la condiciéon inicial a ambos modelos. Por ejemplo, en el caso de
las células activadas por impulsos eléctricos, aparece otro factor que impi-
de distinguir lo aproximado de nuestra hipdtesis: los trenes de impulsos. En
varias muestras, la cinética exhibe crecimiento escalonado (Figura (1.5)) que
bien puede deberse a la periodicidad del protocolo de estimulacién, o bien, a

3Entre las que destacan la aproximacién a tiempos cortos del Modelo (1) y el uso de un
dominio infinito. Tacitamente, en todas las deducciones, hemos utilizado que el dominio
de integracién de la PDF es infinito. Sin embargo, el proceso de la secrecién somatica tiene
un dominio finito, a saber, el interior de la célula. Un modelo més preciso de la exocitosis
debera considerar la forma en que la membrana celular afecta la difusién, quiza mediante
el uso de paredes absorbentes. Nuestra aproximacién parece valida en tanto P(Reei,t) ~ 0
en ambos modelos.



64 Discusién de los Resultados

la periodicidad de la distribucion de los cimulos en el interior de la célula.
De manera similar, en procesos lentos como en la colchicina y la cafeina,
la dificultad estriba en distinguir qué parte de la cinética lenta se debe a
la hipdtesis de que los cimulos estan lejos de la membrana inicialmente y
qué parte se debe a la lentitud propia del proceso, es decir, si lo estamos
observando a tiempos muy cortos para que se desarrolle.

A todo esto, hay otro elemento que impide determinar si la aproximacion
hecha para la condicion inicial es determinante o no, y esto es la variabilidad
biolégica de las muestras originales mismas.

Variabilidad biolégica

En el caso de la colchicina hemos hecho el ajuste al promedio de 8 curvas,
mientras que en el de la cafeina, el ajuste se ha hecho sobre el promedio de
4. No asi el caso de las células estimuladas eléctricamete (sin colchicina), en
donde se ha optado por hacer el ajuste de muestra por muestra. El factor
determinante para proceder asi es el grado de regularidad de la muestras: en
los primeros dos casos (cafeina y colchicina), las muestras son muy parecidas
entre si, mientras que en el caso de las células estimuladas eléctricamente
cada una exhibe cinéticas muy distintas una de otras.

La diversidad de comportamiento puede explicarse de dos formas. La
primera, seria aceptar que la variabilidad se daria para todos los casos, sin
embargo, no se aprecia en los procesos lentos (cafeina y colchicina) porque
el tiempo que durd la medicién fue muy corto para empezar a notar cambios
significativos entre una y otra muestra. La segunda forma, quiza la mas a-
certada, es pensar que la variabilidad es exclusiva de las células control. Esto
significaria que la respuesta de la célula a la estimulacién eléctrica es muy
sensible a las condiciones en que se realice*. Esto querria decir también, que
las condiciones en el interior de la célula alcanzadas por la colchicina o la
cafeina no se modifican mucho en el tiempo de medicién.

Dado esto, en el caso de la colchicina y la cafeina hemos graficado el
ajuste para el promedio del ensemble; mientras que en el caso de las células
control, se ha optado por hacer el ajuste de muestra por muestra. Se han
escogido aquellas que presentan cinética de saturacion y las que que tienen
un sélo escalén.

4Por ejemplo, en qué parte de la célula se coloca el catodo, al tiempo que ha pasado
desde su extraccion o tratamiento, a la intensidad o la frecuencia del voltaje recibido, etc.
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Otro aspecto a considerar dentro del tema de la diversidad de los resul-
tados es el de como afecta la diversidad de las muestras mismas a los resul-
tados. Por ejemplo, es necesario llevar un control acerca del tipo de células
que se utilizan para los experimentos, considerando la edad, sexo y habitat
de las sanguijuelas utilizadas. Esto debido a que diferencias en estos aspectos
pueden estar asociadas a reacciones diferentes del sistema nervioso central,
y por ende, de la respuesta de cada neurona a la estimulacion.

Ademas, la garan variabilidad que existe entre las muestras estimuladas
eléctricamente tiene otra posible fuente: el cambio en la capacitancia de la
membrana celular. Cuando un estimulo eléctrico produce la exocitosis, las
vesiculas alcanzan la membrana, aumentando su tamano. Esto a su vez afecta
la capacitancia eléctrica de la membrana, lo que afecta su respueta al siguiente
tren de estimulos eléctricos. De este modo, la respuesta del segundo tren de
impulsos es diferente a la del primero, pero depende sensiblemente de la
respuesta a éste. Lo mismo sucede para trenes subsecuentes: dependen de
qué tanto respondio la célula al estimulo anterior. Esto hace que la respuesta
en el tiempo sea altamente sensible a cémo sucedi6 el primer impulso.

En cualquier caso, no tenemos que olvidar que las muestras originales,
es decir, las neuronas de Retzius de una sanguijuela, exhiben variabilidad
biologica. A diferencia de un ensemble realizado in vitro con esferas y redes
sintetizadas ex profeso para un experimento (donde la posicién inicial de las
particulas brownianas puede controlarse al igual que la distribucién y concen-
tracién de redes poliméricas), en el caso de muestras celulares, ni las vesiculas
ni la distribucién de organelos es controlable: no porque no se puedan mo-
dificar las condiciones originales, sino que el quid de la experimentacion en
Biologia es tratar de modificarlas lo menos posible para entender como fun-
cionan en la vida real (literalmente).

El enfoque de Fokker-Planck como el de la ecuacién de Langevin es es-
tocastico, es decir reproducen el comportamiento colectivo de un ensemble de
muestras preparadas de la misma manera. Sin embargo, el comportamiento
de las muestras control esta lejos de parecer un ensemble homogéneo. Desde
este punto de vista, en el caso de las células del protocolo eléctrico resulta
initil realizar el ajuste sobre el promedio de las muestras, pues estariamos
promediando no sélo sobre el ensemble, sino también sobre la variabilidad de
las condiciones iniciales®, de la respuesta al estimulo eléctrico, de la distribu-

5La variabilidad de las condiciones iniciales si se toma en cuenta en el enfoque de
Langevin, no asi en el de Fokker-Planck.
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cién de organelos, etc.

No obstante, aiin es posible hablar de una propiedad comun a estas células
y que es ajustable por ambos modelos: la frecuencia que mide la intensidad
del amarre o del arrastre. En este aspecto, las muestras control si presentan
regularidad.

Frecuencias

En ambos modelos, son las distintas frecuencias el tinico pardametro que
se necesito para reproducir la cinética de fluorescencia, y como tal, es el
parametro fisico mas relevante en este trabajo.

En todos los casos, las frecuencias aparecen en el contexto de una fuerza:

F(x) o w’x, (5.3)

y como tal tiene unidades de fuerza por unidad de masa y de distancia®.

Recordando la relacién w = \/% para un resorte, uno puede ver la accién
del tronco del motor molecular como un resorte de constante k, tirando de la
vesicula tanto hacia afuera de la célula (w;), como hacia el microtibulo (wy
en el primer modelo y w, en el segundo).

Sin embargo, cuando se quiere relacionar la frecuencia con otras canti-
dades, es més conveniente hablar de la frecuencia efectiva wes¢. Esto se debe
a que en los dos modelos, en la forma de la fuerza, la frecuencia siempre
aparece acompanada del factor €, que como se ha explicado, es un parametro
relacionado con otras cantidades fisicas (a, T, 5y, m), y que proviene de con-
siderar el tamano finito del mévil moviéndose en un medio fluido. El valor
encontrado para € fue de 2.2 x 1072, De aqui se deduce que la accién del
medio sobre el movimiento de la vesicula sea disminuir la frecuencia a la que
oscilaria la vesicula en el vacio, lo cual parece razonable.

A continuacién presentamos una tabla con el resumen de las frecuencias
encontradas en los ajustes. En el caso particular de las células control, se
especifica el promedio de las muestras ajustadas.

Muestras w(103s™1) | wepr(s™h)
Colchicina(wy) 2.5 13.1
Modelo (1) Cafeina (w) 7.9 27.5
Control 7 () 4.6 21.7

6Recuérdese que la ecuacién de FP (2.22) considera la fuerza por unidad de masa y
que € es un parametro adimensional
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Muestras w(s™) [ wepr(s™)
Colchicina(wy) * *
Cafeina (w,) 4.28 0.201
Control (o) 81.9 4.04

Modelo (2)

Para empezar, es menester decir que no tenemos una forma de comparar
directamente estos valores, pues no sabemos de algin otro modelo o ex-
perimento similar. En este sentido, los valores presentados en este trabajo
pueden sentar base para futuras investigaciones; lo inico que podemos hacer
de momento es comparar los valores de frecuencias entre si y entender su
significado.

Primero, empecemos con el caso de la colchicina donde sélo tenemos el
Modelo 1 a considerar. Se logré un buen ajuste con una frecuencia w; del
mismo orden de magnitud que la frecuencia térmica wr ~ 1.8 x 103. Como se
puede ver en la tabla anterior, todas las frecuencias del Modelo 1 estéan en este
orden de magnitud. En nuestro Modelo 1 para el transporte activo llevado a
cabo por la entrada de cafeina y por el protocolo de impulsos eléctricos, hemos
supuesto que la frecuencia de amarre es la misma que la frecuencia obtenida
para la colchicina. De ahi, dedujimos el valor de ws, que esta relacionada
con el arrastre, y por lo tanto, con la fuerza ejercida por los motores. Esto
parece una hipotesis plausible en tanto que la colchicina despolimeriza los
microtibulos, lo cual hace imposible a los motores moleculares actien como
transportadores y sélo deja su accién de sujecion.

Observando la tabla anterior, resulta que en el Modelo 1, la fuerza de
arrastre neto en las células tratadas con cafeina resulta mayor que en las
células control. Esto resulta inesperado, ya que la fluorescencia en las célu-
las control fue mayor y mas acelerado que en las células con cafeina. La
primera hipdtesis que explicaria esta contrariedad es que el tiempo para que
se desenvuelva por completo la difusion con la cafeina es mucho mayor al
tiempo registrado; esto implicaria que estamos ajustando una region donde
no hay mucha informacién y que en realidad puede ser ajustada por otro
valor de w. Sin embargo, el segundo modelo parece refutar la idea de que
esta contrariedad sea simplemente un fallo practico. En el caso del segundo
modelo, la frecuencia de amarre w,, es menor en la cafeina, confirmando que
el arrastre debe ser mayor que en las células de protocolo eléctrico. Quiza,
la solucion a este problema sea que la estimulacién por cafeina, en realidad,
cambia alguna de las otras cantidades fisicas involucradas en el interior de la
célula (quiza la temperatura, la disposicién de las redes de microtibulos, el
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radio de las vesiculas, etc.), o quizd simplemente la cinética de fluorescencia
para la cafeina funciona de manera completamente distinta a la que hemos
supuesto.

Por ello, en el caso del control eléctrico y de la cafeina en el modelo 1,
se ha decidido reportar inicamente la frecuencia neta w y no separadamente
el amarre (wp) o el arrastre (wy), dejando pendiente la cuestién de qué tanta
informacion la colchicina puede proporcionar al respecto. En este sentido,
también resulta directa la relacién entre w, del segundo modelo y wy del
primero. Aunque ambos miden la fuerza con que sujeta el cuello enlazador
a la vesicula, no sabemos qué otra influencia puede tener la colchicina en la
célula segiin lo que se acaba de discutir.

En cuanto a las células control, ambos modelos ajustan bien los datos.
Resulta interesante notar que, a pesar de la diversidad de las muestras ajus-
tadas, la frecuencia obtenida para cada uno de ellas es muy parecida a su
valor promedio. En el caso del modelo 1 todas las frecuencias oscilan alrede-
dor de w ~ 4.6kH z, mientras que para el segundo modelo, las frecuencias
estan alrededor de w, ~ 81.6kH.

Sélo resta discutir la diferencia de magnitud entre las frecuencias del
primer modelo y del segundo. En el primer modelo, todas las frecuencias
reportadas son del orden de 10®° Hz, mientras que en el segundo son del
orden de 1 o incluso menores. La tinica razén para ello es que ambos modelos
son radicalmente distintos. En el primer modelo, el movimiento preferencial
hacia la membrana es logrado con un paisaje de energia descendente; en el
caso de segundo modelo, el movimiento se debe a que los motores jalan a las
vesiculas. No hay punto de comparacién.

5.2. Relacion con otros modelos

Como se ha dicho antes, no tenemos noticia de experimentos similares
para establecer una comparacion directa. Sin embargo, en la actualidad se re-
alizan experimentos que bien podrian ajustarse para reproducir condiciones
parecidas a las modeladas en este trabajo. Para ello analicemos a grandes
rasgos cémo hemos modelado la secrecion somatica de serotonina: esferas
pequenas (vesiculas) se mueven tanto por un golpeteo aleatorio de las particu-
las del medio fluido (movimiento browniano), como por un resorte que jala
de ellas hacia la membrana (el motor molecular); el resorte mismo estéd atado
a redes (microtibulos) que se distribuyen de manera homogénea en el medio
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(soma celular) que hemos supuesto también homogéneo. Esta vision simpli-
ficada permite establecer para ambos modelos una relacién entre los motores
y los resortes a través de la constante de Hooke k, entre los microtibulos y
un medio en forma de red a través del coeficiente de subdifusion ~, y entre
la sujecion de las vesiculas a los microtibulos y pruebas de viscoelasticidad
a través del modulo de rigidez G.

En pruebas de motilidad molecular [4], es posible medir la fuerza con
que un motor tira de su carga y el desplazamiento que dicha fuerza produce.
Entonces se puede asociar la fuerza del motor molecular con una constante de
Hooke. De nuestros modelos, se puede determinar la constante del resorte al
relacionar la fuerza ejercida por el microtibulo F(x) = —kx con la amplitud
del desplazamiento en cada paso. En este caso, a la constante de Hooke
(definida como k = mw?) podemos relacionarla con wy en el caso del modelo 1
y con w, en el caso del segundo modelo. Por lo que experimentos de motilidad
molecular realizados con motores y vesiculas similares a las que usamos,
podria confirmar nuestras predicciones para la constante de Hooke. Estas
son

Modelo Muestras k(N/m?)
1 Colchicina(wg) | 1,7 x 10710
2 Cafefna (w,) | 4,0 x 107

Control (w,) | 1,6 x 10~

Constante de Hooke

En todos los casos, es la frecuencia efectiva, werr = Vew?, la que puede
asociarse a las otras cantidades fisicas. En este punto uno podria preguntarse
por la apariciéon del pardmetro €. Si lo que siente la vesicula es finalmente es
la frecuencia efectiva wesy, jpor qué razoén es necesario éste otro pardmetro en
el modelo? La respuesta es que se busca incluir el modelo en otros contextos
de la fisica. En particular, la inclusién del parametro € (relacionado con otras
cantidades como (3, a, T, m), permite entender fenémenos de subdifusién [6]
[19].

El primero modelo de nuestro trabajo se ubica en el contexto de los mod-
elos que aspiran a explicar la subdifusién [19]. Como ya se ha dicho, éstos
son aquellos en los que el MSD no crece linealmente con el tiempo, sino con
alguna potencia de t: (r(t)) oct” con 0 < v < 1. En nuestro modelo 1 (para
el caso particular de la colchicina), la aproximacién a tiempos cortos para el



70 Discusién de los Resultados

MSD puede estimarse directamente de la PDF dada en la ecuacién (3.34)

(.U2

(1) = ——t7 4
00 = et (5.4)

donde hemos identificado el exponente de subdifusion
6aw?
y=—= (5.5)

w?

El modelo 1 explica entonces la subdifusién y como el exponente de sub-
difusién v depende tnicamente de la razén a/¢ (puesto que o = af(a/§)).
Esto hace de esta técnica un modelo confiable para la verificacion de nuestro
modelo. Ademads, los materiales utilizados permiten ajustar los valores de &£
y de a de manera que sea sencillo reproducir las condiciones del interior de
las células Retzius con materiales inorganicos de manera artificial. Lo que
resulta méas complicado es encontrar un mecanismo similar al de los motores.

Finalmente, se puede tender un lazo entre nuestro modelo y la medicion
indirecta del médulo de rigidez G. En experimentos de viscoelasticidad
microscopica, se utiliza a las fluctuaciones térmicas para medir G' en muestras
que consisten de redes y solvente [25]. Dicha muestra se coloca en un aparato
que permite variar la frecuencia con la que oscilan las esferas, las cuales tienen
un indice de refraccion mayor al de la muestra y estan sujetas a las redes.
Las fluctuaciones térmicas hacen que las particulas (y la red misma) oscilen.
Cuando la frecuencia del instrumento es la misma que la frecuencia de la
particula se produce resonancia, caracterizada por desplazamientos grandes.
Al relacionar el desplazamiento de la esfera con las propiedades elédsticas de
la red, se puede establecer una relaciéon entre el médulo de rigidez G y la
frecuencia aplicada w. En el limite lineal, la relacién esta dada por [25]

a2
G =wn (—) (5.6)
§
donde n = gnTi es la viscosidad del solvente. Los valores obtenidos son

Modelo | Muestras G(Pa)
Colchicina | 1,1 x 107°

, .. 1 Cafefna | 2,3 x107°
Modulo de Rigidez Control | 1.8 x 10~
2 Cafefna | 1,6 x 1077

Control | 3,4 x 1076
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De este modo, futuros experimentos en condiciones similares pueden de-
cidir sobre la fiabilidad de cualquiera de ambos modelos.

5.3. Perspectivas

Una de las virtudes de los modelos estudiados es su sencillez. Es de pen-
sar que otros proceso difusivo en el que participan los motores moleculares
lineales puede ser aproximado por los modelos aqui presentados. Por ello, la
mejora del presente trabajo se hace indispensable. En ésta linea, hemos es-
bozado ya en esta discusion varias maneras de mejorar ambos modelos, como
por ejemplo, tomar condiciones iniciales mas realistas, avanzar en el nivel de
las aproximaciones a tiempos cortos para el Modelo 1, resolver analitica o
numéricamente la ecuaciéon de FP del Modelo 2 en el caso no markoviano,
considerar paredes absorbentes, etc.

Por otro lado, existen incognitas que éste trabajo deja pendientes y que
pueden ser resueltas con la implementacién de experimentos nuevos y mas
especificos. Asi por ejemplo:

1) ;/qué tan buenos pueden ser los experimentos basados en el incremento
de la fluorescencia en la membrana celular para conocer la dinamica de los
motores? Kl arreglo experimental sélo nos permiten ver la cinética de difusion
“por fuera”. Una manera mas directa de conocer el funcionamiento de los
motores estaria ligada con el seguimiento de las vesiculas mismas, es decir,
con la medicién directa de (z(t)) y del MSD. Esto puede lograrse con métodos
muy similares a los de fluorescencia utilizados en los experimentos, y de hecho,
ya hay pruebas preliminares para estos experimentos.

2) {Qué hace tan diferentes los resultados entre las células estimuladas
por cafeina y aquellas estimuladas eléctricamente? Hemos visto que ambos
modelos predicen frecuencias de amarre més bajas de las reportadas para
las células control, lo cual es inesperado tomando en cuenta que la cinética
de las primeras fue mucho mas acelerada. Seria necesario hacer pruebas mas
especificas con cafeina para tener en cuenta cuales parametros se estan es-
capando a los modelos aqui presentados. Quiza se deba cambiar el valor de
algunas variables fisicas, o quiza, ambos modelos son insuficientes para dar
cuenta de la complejidad del proceso activado por la cafeina

3) Mucho méas importante aun, es necesario estudiar los resultados de
otros procesos llevados a cabo por motores moleculares. Es dificil imaginar
un equivalente “artificial” de un motor molecular con el cual puedan lle-
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varse a cabo experimentos perfectamente controlados de difusién. Por ello, la
generalidad del modelo solo puede establecerse comparando con otros experi-
mentos llevados a cabo en otro tipo de células donde motores citoesqueléticos
participen en la secrecion. Esta es la tinica piedra de toque de nuestros mod-
elos.

Finalmente, dentro del terreno tedrico hay diversos temas que continian
a este trabajo.

Por ejemplo, falta considerar la endocitosis. Hay evidencia de que la en-
docitosis también es llevada a cabo por motores moleculares; por ello, un
modelo similar al de este trabajo deberia poder dar cuenta de la cinética.
Sin embargo, para resolver el problema también hay que considerar el doble
proceso seguido por las vesiculas de ida y de vuelta y su entrecruzamien-
to (crosswalk) a lo largo de los microtibulos; aun més, se debe considerar
el hecho de que probablemente tanto la endocitosis como la exocitosis son
llevadas a cabo por distintos motores y que éstos pueden interactuar [3].
No obstante, poco se sabe aiin de céomo se lleva a cabo la dindmica de en-
trecruzamiento o de qué motores (en el caso de que tenga verdaderamente
alguna participacién) llevan a cabo la endocitosis.

Por otro lado, hay pruebas de que la velocidad de los motores moleculares
depende a tiempo cortos de la concentracién de Ca™ en el medio (es decir, que
la velocidad no siempre es constante). Ademés, aunque los motores alcanzan
una velocidad constante réapidamente, existen pequenas variaciones de su
velocidad promedio dependiendo de la disponibilidad del C'a™. A parte de
las herramientas utilizadas en este trabajo, seria necesario conectarlas con la
cinética quimica del proceso: es decir, relacionar la procesividad del motor
con el consumo ATP y la presencia de Ca™.

Otro problema tedrico tiene que ver con el defecto encontrado en el Mod-
elo 1, donde la velocidad del paquete no coincidia con la velocidad de los
motores moleculares. Probablemente la solucién a este problema pueda lo-
grarse cambiando la posicién de equilibrio del resorte a la membrana celular.
Esta condicion haria que el ciimulo de vesiculas situado en el centro sea tirado
por la fuerza externa hacia la membrana y haria que el paquete se moviera
hacia afuera. Esto, a su vez, cambiaria la posicién promedio de las vesiculas y
su velocidad de grupo que coincidirian con la posicion y velocidad promedio
del resorte.



Capitulo 6

Conclusiones

La secrecién somatica de serotonina puede modelarse como
un proceso difusivo acoplado a fuerzas externas. Esto puede lle-
varse a cabo con ayuda de la ecuacion de Fokker-Planck, donde
el término de difusién incorpora el movimiento browniano de
las vesiculas secretoras, y el término de arrastre, la accion de los
microtubulos sobre ellas.

En un proceso de secreciéon, la accién de los motores puede
simplificarse. La compleja caminata del motor es modelable de
dos maneras: 1) como un paisaje de energia descendente que
favorece el movimiento hacia el exterior de la célula; 6 2) como
un resorte que jala a las vesiculas mientras él mismo se traslada
hacia el exterior.

Cuando la fuerza con que el tronco del motor se sujeta a la
vesicula se aproxima por una fuerza armonica, es posible encon-
trar una frecuencia caracteristica de oscilacion de las vesiculas.
Esta frecuencia puede relacionarse con experimentos en motili-
dad molecular, subdifusion y viscoelasticidad microscopica.

A pesar de que la acciéon de los motores moleculares es fa-
vorecer la difusion, en procesos en el interior de una célula, la
secrecion puede ser subdifusiva, debido a la presencia de la red
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de microtubulos. Por ende, cualquier modelo de la difusion guia-
da por motores debe considerar el tamano finito de la particula
y su relacion con la red del citoesqueleto.

Dada la poca informacion de este tipo de procesos, es nece-
sario llevar a cabo mas experimentos donde la secrecion sea in-
ducida por motores para verificar los modelos realizados en este
trabajo, al igual que es menester la mejora de éstos.

Finalmente, esta investigacién puede sentar las base de nuevas
inquisiciones, por ejemplo, en relacién a la endocitosis, o a la

relaciéon que guarda la velocidad de los motores con la presencia
de Ca™.
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