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Introduccion.

La hipétesis de Riemann (HR) establecida por G. F. B. Riemann (1826-
1866) en el ano de 1859, en su célebre publicacién “Sobre los niimeros primos
menores que una cantidad dada” (ver [Rie59]), es uno de los problemas més
importantes de las matematicas modernas. En 1900, D. Hilbert incluyé la
HR entre sus famosos 23 problemas del siglo, por lo que la HR ha sido
estudiada ampliamente por muchos matematicos ilustres. En el ano 2000, la
HR aparecio dentro de los 7 problemas del milenio anunciados por el Instituto
Clay de Matematicas.

Por més de un siglo la HR ha sido un problema abierto y hoy en dia
se conocen una gran variedad de proposiciones equivalentes a esta conjetu-
ra. En este escrito nos interesa una equivalencia publicada en 1979 por D.
Zagier (ver [Zag79]). El teorema de Zagier nos dice que la HR depende del
comportamiento de ciertas medidas en la orbidad modular. La conexién de
la HR con estas medidas se encuentra mediante las series de Eisenstein y el
método de Rankin-Selberg en la orbidad modular.

Para s € C un nimero complejo con $(s) > 1, la serie infinita

f: 1 =1 + = + ! + — ! +-
— ns 35 4

define una funciéon holomorfa. Esta funcion se extiende a una funcién mero-
morfa en el plano complejo C, que denotamos nuevamente por ((s), llamada
la funcién zeta de Riemann. La funcién ((s) posee un polo simpleen s =1y
éste es su tnico polo. Dénde se encuentran todos los ceros de ((s) es uno de
los misterios mas profundos de las matematicas. Riemann mostré que los ini-
cos ceros con parte real negativa, estan en los valores s = -2, —4, —6, -8, - - -
Estos ceros se llaman los ceros triviales de la funcién zeta de Riemann. Mas
aun, ((s) no se anula si R(s) > 1. Se sigue que los ceros no triviales de ((s)
se encuentran en la banda critica {s € C | 0 < R(s) < 1}. La hipdtesis de
Riemann es la aseveracion de que los ceros no triviales de ((s) se encuentran

en la recta R(s) = 3.
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La hipdtesis de Riemann es un problema muy importante dentro del es-
tudio de los nimeros primos y posee una larga historia. Nosotros estamos
interesados en su conexion con la geometria hiperbdlica y el grupo modular
encontrada por D. Zagier. El hemiplano superior H:= {2z € C| J(z) > 0}
con la métrica ds* = (dz?+dy?)/y?* es isométrico al plano hiperbélico de cur-
vatura gaussiana constante igual a menos uno. El grupo modular se define
como el grupo cociente

I' = PSLy(Z) := SLy(Z)/{+id},

donde SLs(Z) es grupo de las matrices de dos por dos con coeficientes en Z y
determinante uno. El grupo modular I" actia en H mediante transformaciones
de Moebius y preserva la métrica hiperbdlica de H. El espacio cociente

X(I) :=T\H

es una 2-orbidad hiperbdlica llamada la orbidad modular. La orbidad modular
posee una métrica especial con la cual tiene dos puntos singulares cénicos.
Asimismo, la orbidad modular posee una cuspide (ver fig. 1).

L3

Zin

Figura 1: La orbidad modular.

La orbidad moédular posee una familia de horiciclos cerrados correspon-
dientes a su cuspide. Sea C, :={ v +iy | + € R } C H el horiciclo que es una
recta paralela al eje real a altura y en H. Entonces, C, desciende mediante la
proyeccion canénica Pr: H — X(I') a X(I') en una curva cerrada de logitud
1/y, que denotamos nuevamente por C,. Sea m, la medida de probabilidad
en la orbidad modular soportada en el horiciclo C,. Esto es, para una funcién
f: X(I') = C continua y con soporte compacto

1/2

my(f) = f(z +iy)de.

—-1/2
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Sea myg la medida en la orbidad modular inducida por el elemento de area
hiperbdlica dxdy/y?, normalizada a ser una medida de probalidad, i.e.,

dxdy
y

3 .
mf) =2 [ s

En esta tesis exponemos el siguiente resultado:

Teorema de Zagier. Sea f una funcion de clase C* en X(I') con soporte
compacto. Entonces,

my(f) = mo(f) +o(y'?),

cuando y — 0. Mds atin, el término de error puede hacerse o(y*/*~¢) para
todo 0 < € < 3/4 si y sdlo si la hipdtesis de Riemann es cierta.

Este resultado de D. Zagier se obtiene usando el método de Rankin-
Selberg, el cual expresa la funcién ((2s)~! como una integral en la orbidad
modular aplicando las series de Eisenstein. Las series de Eisenstein se definen
para z € Hy s € C con R(s) > 1 de la siguiente manera

S

1 Y I s
E(Z,8)=§ Z m: Z S(v(2))%,

(c,d)ez? Y€l \T
(e,d)=1
donde I', = {£ ( (1] 711 | n € Z}. La funcién zeta de Riemann se relaciona

con las series de Eisenstein mediante la ecuaciéon

s

1 ! Y
(29)E(z,8) =5 Y ————,
2(m,n)€Z2 \mz + n’

donde Z/ indica la suma sobre todos los (m,n) € Z*\{(0,0)}. La hipdtesis

de Riemann es equivalente a que las series de Eisenstein se pueden continuar
analiticamente en la variable s (excepto por un polo simple) en el hemiplano
R(s) > 1/4 para todo z € H.

Para una funcién f complejo valuada en X (I') diferenciable y soporte
compacto el método de Rankin-Selberg “desenrrolla” la integral de f sobre
X(I'), multiplicada por las series de Eisenstein, en una integral sobre de f
un cilindro. Esta integral sobre un cilindro es la trasformada de Mellin de
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my(f). De esta manera se relaciona la hipétesis de Riemann con la orbidad
modular y las medidas involucradas en el teorema de Zagier.

En el capitulo I damos una resena del contexto histérico en el que se es-
tablecié la conjetura de Riemann. Asimismo exponemos algunos resultados
de la teoria de la funcion zeta de Riemann. En el capitulo II presentamos
la orbidad modular y las series de Eisenstein. En la primera secciéon expone-
mos la geometria de la orbidad modular. En la segunda seccién veremos las
series de Eisenstein y su relacion con la orbidad modular y la hipdtesis de
Riemann. En el capitulo IIT exponemos el teorema de Zagier. En la primera
seccién describimos el método de Rankin-Selberg en la orbidad modular. En
la segunda seccion veremos el teorema de Zagier como una aplicacion del
método de Rankin-Selberg. En el apéndice I enunciamos algunos resultados
del Analisis de Fourier.



CapriTuLO 1
La funcién zeta y la hipo6tesis
de Riemann.

En este capitulo exponemos la funcion zeta y la formulacion de la hipotesis
de Riemann. En la primera secciéon damos una breve descripcion del contexto
histérico en el cual Riemann formulo esta conjetura: la hipdtesis de Riemann
surgi6 en relaciéon con el estudio de los niimeros primos. En la segunda secciéon
presentamos algunos resultados de la teoria de la funcién zeta de Riemann. Se
pueden consultar las referencias [Edw75], [Bom00], [Mon99], [Tit88], [Ahl81],
[Apo76] y [Neu].

1. Contexto histérico de la hipoétesis de Rie-
mann.

En 1859 Riemann establecié su célebre hipdtesis en su memoria “Sobre el
nimero de nimeros primos menores que una cantidad dada” (ver [Rie59]).
En esta seccion exponemos brevemente la relacién de esta conjetura con los
nimeros primos. Recomendamos las referencias [Edw75], [Bom00] y [Mon99].

1.1. Inicios de la funcion zeta: la distribucion de los
numeros primos y la funcion zeta de Euler.

Sea N={1,2,3,---} los numeros naturalesy Z ={--- ,—-1,0,1,2,--- }
los niimeros enteros. N es un monoide con la multiplicacion y un semigrupo
con la suma. Z es el grupo formado al incluir los inversos (y el cero) del
semigrupo aditivo N.

Los ntimeros enteros Z con las operaciones de suma y multiplicacién for-
man un dominio entero. En Z se define la relacién de divisilbilidad a | b si



2 I La funcién zeta y la hipétesis de Riemann.

existe ¢ € Z tal que b = ac. El subconjunto P C Z definido por
P:= {p>1 ‘ 1|pép|pperoatppara todo a € Z diferente de 1 yp}

se llama el conjunto de los nimeros primos.

En el siglo IIT A.C. Euclides demostré que existe un ntimero infinito de
numeros primos de la siguiente manera: supongamos que existe un ntmero
finito de niimeros primos, luego si ordenamos los niimeros primos con el orden
natural

P1<p2 <p3<..

existe un numero primo py mas grande. Como el nimero pyps - - - py+1 no es
divisible por ningin nimero primo, se sigue que es un nimero primo mayor
que py, lo cual es una contradiccion.

Teorema fundamental de la aritmética. Todo entero n > 1 se descom-
pone como producto de un niumero finito de primos

_ 1,02 (¢33
n=Dp1 P2 Pg
donde los exponentes «; son numeros enteros positivos. Mds aiun, esta des-
composicion es unica salvo orden.

Consideremos la representacion de los niimeros naturales en la recta como
se muestra en la figura (I1.1). Con la criba de Eratdstenes podemos encontrar

Oooo0ooooOooo0o0oo0oooooo
1 5 10 15 20

Figura I.1: Los nimeros naturales en la recta.

los nidmero primos (ver figura (I1.2)). Si nos alejamos un poco para ver la

23 7 11 13 17 19
mnm | Jupupuly Bull Euluisl Qs) Qu)

5
om0
5 10 15 20

O
1
Figura [.2: La criba de Eratdstenes.

figura (I.2) veremos una cantidad mayor de ntimeros primos (figura (1.3)). Si

nos alejamos una catidad suficientemente grande veremos la “densidad” de
los primos en la recta.
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23 7 11 13 17 19 23 29 31 37
mm EOO00ONONOOONONDOOORO0O00O0OMOROO000OROO0

5
om0
5 10 15 20 25 30 35 40

O
1
Figura 1.3: Los niimeros primos menores que 40.

., Cémo se distribuyen los primos? Existen huecos arbitrariamente gran-
des; por ejemplo, los niimeros consecutivos

m+IN+2,n+1)!+3,(n+ 1) +4,...(n+ 1) +n+1,

donde n > 1, no son primos. Asimismo, existen muchos huecos de longitud
2, como por ejemplo (3,5), (5,7), (11,13) y (17,19). La conjetura de los
primos gemelos asevera que existe una cantidad infinita de niimeros primos
p tales que p + 2 también es primo.

El siguiente lema nos permite estudiar la convergencia de series mediante
la convergencia de integrales.

Lema I.1. (Criterio de la integral) Sea [ : [1,00) — R una funcién
continua positiva y decreciente, entonces la serie

> fn)

es convergente (divergente) si y solamente si la integral

/ " Ha)da,

donde dx denota la medida de Lebesque, es convergente (divergente).

Demostracién. Como f(z) es decreciente,para n > 1 tenemos

/n " fayde < fn) < / nl f(@)de.

Luego, sumando en los naturales n > 1 obtenemos

/:O f(z)dx < gf(n) < /loo f(z)dx.

De estas desigualdades se sigue nuestro lema. U
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Teorema 1.1. (Euler 1737) La serie de los reciprocos de los nimeros primos
11 1 1 1 1

L 1L L1
SRR R VIS TR (1)

es divergente.

Demostraciéon. Supongamos que

Z<oo

vep P

entonces existe k£ > 0 tal que
o L1
n=k+1 Pn 2

Sean N := p1py--pp y an := 1 +nN paran = 1,2,3,--- Entonces p; t a,
paral <i<kyn=1,23,--- Luego,

m

;1—%—171]\7 §i<ii>t’

t=1 \k+1 P

ya que, por el teorema fundamental de la aritmética, el lado derecho tiene
mas sumandos. Como

Z (nzkgl p—n> < i (1/2)¢

tenemos que la serie

Zl+nN

es converge. Por otro lado, el criterio de la integral implica que la serie
o2 1/(14nN) diverge, ya que la integral [~ 1/(1+2N)dxz es divergente,
lo cual es una contradiccion. Esto termina la prueba de nuestra asercién. [

Observacion I.1. El teorema de Euler (1.1) implica el teorema de Euclides
sobre la infinitud de los niimeros primos. Esto se sigue, ya que si existieran
un nimero finito de primos, entonces la serie (I1.1) seria convergente, lo cual
contradice el resultado de Euler. Si bien esta observacién es sencilla marcé un
cambio muy importante en la manera de estudiar los nimeros naturales y
los niimeros primos, ya que se introdujo el andlisis como herramienta.
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Observacién 1.2. La prueba original de Euler del teorema (1.1) es diferente
a la que hemos mostrado y en su demostracion Euler utiliza la funcion zeta,
que discutiremos mds adelante, como herramienta importante (ver [Eul37]).

El teorema de los niimeros primos.

El teorema de los niumero primos comienza con otra asercion de Euler,
como parte del teorema (1.1), sobre el orden de crecimiento de la serie de los
reciprocos de los niimeros primos. Euler escribi6 en su publicacion [Eul37] lo

siguiente

1 1 1 1 1 1
ST T N NN H pyys | . 1.2
Sty sttt og(log(c0)) (I.2)

Si bien Euler no especificé de manera precisa lo que debe entenderse por la
ecuacion (I.2), podemos interpretarla de la siguiente manera:

Z% ~log(log(z))  (z — o), (1.3)

p<z

donde el lado izquierdo denota la suma sobre todos los primos p menores o
iguales que x. Esto es,
1
ZPSI P

5 Togflog(a)) -

Como, por el teorema de cambio de variable tenemos

log(z) du T dv
ogllog(a)) = [ = [ s

1 u vlog(v)’

se sigue que (1.4) expresa lo siguiente: la integral de la funcién % en el intervalo
(e,00) con respecto a la medida dy; := dt/log(t) (donde dt denota la medida
de Lebesgue) diverge como la integral de la funcién 1/t con respecto a la
medida discreta dus en el intervalo (1,00), definida como la medida que
asigna peso 1 a los niimeros primos y cero a cualquier otro punto. En otras
palabras,

De esta manera, la ecuacién (I1.3) nos dice que la “densidad” de los primos es
estrictamente 1/log(v). No obstante que hemos reformulado (I1.2) en vista de
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motivar lo que se conoce como el teorema de los nimeros primos, no existe
evidencia de que Euler considerara la densidad de los ntimeros primos.

Para x > 2 un ntimero real sea 7(z) el nimero de primos que no exceden
a x. Esto es,

m(z)={peP|p<a}.

Teorema de los niimeros primos. Se satisface la identidad

lim 7(x)log(x)

T—00 T

~1. (L5)

Este teorema fue conjeturado a finales del siglo XVIII, tanto por Gauss
como por A.M. Legendre.

La funcién zeta de Euler.

Como hemos observado anteriormente, la demostracion de Euler del teo-
rema (1.1) es distinta a la que hemos mostrado. La prueba de Euler conlleva
a la teorfa de la funcién zeta y el tratamiento de series infinitas. Las series
infinitas aparecieron esporadicamente en la historia de las matemaéticas y fue
Euler el primero en tratar ampliamente con series y productos infinitos. Por
ejemplo, la serie armonica

1+ L + ! + ! +
2 3 4 ’
aparecio por primera vez en un libro en el ano de 1332. La serie armonica es
una serie divergente. Sin embargo, se puede “perturbar” de manera apropiada
para obtener una serie convergente. Por ejemplo, la serie

(@=1+24v24 1 (L6)

es una serie convergente (esto se puede mostrar utilizando el criterio de la in-
tegral). La serie (1.6) fue mencionada en un libro de Mongeli, donde pregunta
acerca del valor de esta serie.

Euler estudié ampliamente el problema de Mongeli y desarrolld técnicas
para aproximar los valores de las series

111
1t — b — - I.
() =1+ttt (L.7)



1 Contexto histérico de la hipétesis de Riemann. 7

para n > 1 un numero natural. Euler exitosamente resolvié el problema de
Mongeli y obtuvo el valor de la serie (1.6). Euler mostré que

1 1 1 2
N=14+—F — 4 —Fee=—,
¢(2) +22+32+42+ 5

Mas tarde, Euler encontré los valores de la serie (I.7) para n un niimero par.
De esta manera Euler introdujo la funcién zeta de Euler.!

((n)zzi:1+i+i+i+m (n > 1),

para n un ntimero natural. El también mostré la memorable identidad?

¢(n) :Hl—;

_n)
» p

donde el producto se toma sobre todos los primos, la cual escribié como

1+1+1+1+ o 3" 5 "
on - 3n - 4n Som—1 3n—1 H5n—1 Tm—1

Asimismo Euler considerd series de la forma
— c(n)
1.8
Z ol (18)

donde ¢(n) depende del valor de n médulo N para algunos valores pequenos
de N.

En los anos 1830’s Dirichlet reconocié en las series de Euler (I.8) una he-
rramienta importante en la teoria de niimeros y llevé este tema mas adelante.
Sea Q ={%|aecZ be Z\{0}} los nlimeros racionales. Q es el campo
de fracciones del anillo Z. Dirichlet introdujo las series L. sobre los niimeros
racionales

()

nS

(s €Q),

n=1

'La notacién ¢(n) fué introducida posteriormente por G. B. Riemann.
2La relacién entre la funcion zeta y los ntiimeros primos dada por esta identidad es muy
estrecha y en la prueba de Euler del teorema (1.1) se muestra esta conexién.
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donde y es un cardcter médulo N (para nuestra exposiciéon es importante
mencionar unicamente que un caracter es una funcién que depende sélo de su
congruencia médulo V). Con estas series Dirichlet probé su famoso teorema
sobre la infinitud de los niimeros primos en progresiones aritméticas: sean a, b
enteros primos relativos, entonces existe una infinidad de niimeros primos de
la forma a + nb, donde n € N.3

1.2. Sobre el nliimero de nimeros primos menores que
una cantidad dada.

En 1859, la Academia de Ciencias de Berlin nombré a G.F. B. Riemann
(1826-1866) uno de sus miembros. Para esto, Riemann debia escribir y enviar
un reporte sobre sus ultimos trabajos, como indicaba la academia. Riemann
escojié su investigacién sobre la distribucion de los ntimeros primos y en-
vi6 una memoria titulada “Uber Die Anzahl der Primzahlen unter einer ge-
gebenen Grosse” (ver [Rie59]), que podemos traducir como “Sobre los nime-
ros primos menores que una cantidad dada”. En estos anos estaba abierto el
teorema de los ntimeros primos.

En su memoria Riemann extendié la funcion zeta de Euler a los ntimeros
complejos C e introdujo la funcién zeta de Riemann definida en el hemiplano
R(s) > 1, por la serie absolutamente convergente

1
C(S) = Ea
n=1
y en el plano complejo C por continuacion analitica excepto en s = 1. Como
demostré Riemann, ((s) se extiende a C como una funcién meromorfa con
un polo simple en s = 1, con residuo 1, y satisface la ecuacion funcional

D)) = 7 IS )

El triunfo de Riemann en su célebre memoria es una expresién analitica de
la funcién 7(x), en términos de los ceros de la funcién zeta de Riemann, i.e.,
las soluciones p € C de la ecuacién ((s) = 0. Una de las importancias de
esta formula es que implica el teorema de los ntimeros primos. La férmula de

3La demostracién de Dirichlet sobre la infinitud de los niimeros en progresiones aritméti-
cas es una generalizacién de la prueba de Euler del teorema (1.1)(ver por ejemplo [Apo76]).
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7(z) obtenida por Riemann muestra que la fraccién x/log(x) es por mucho
el término que contribuye maés al valor de 7(x).
Riemann introdujo la funcién compleja en la variable ¢, definida por
1 s I
E(t) = 5s(s = D PL(S)C(s), (5= 5 +it)

2 2 2
y mostré que £(t) es una funcién entera de t que es par (i.e., {(t) = £(—t))
cuyos ceros tienen parte imaginaria entre —i/2 e i/2. Igualmente él establecid,
bosquejando una demostracion, que entre el rango 0y 7', la funcién £(¢) tiene
aproximadamente

T T T

~ og(—) — —
27 Og(27r) 2

ceros y que el error relativo en esta aproximacion es del orden de log(1/T).
Riemann continua: “Man findet nun in der That etwa so viel reelle Wurzeln
innerhalb dieser Grenzen, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln
reell sind.”, lo cual puede traducirse como “De hecho, uno encuentra entre
esos limites que algunos ceros son reales, y es bastante probable que todos los
ceros lo sean.” La aseveracién de que todos los ceros de la funcién £(t) son
reales es la hipotesis de Riemann.

La funcién ((s) tiene ceros en los enteros pares negativos —2, —4,--- y
nos referimos a estos como los ceros triviales. Los otros ceros son los niimeros
complejos %+i0z donde « es un cero de £(t). Luego, en términos de la funcién
((s), podemos establecer

(L9)

Hipdtesis de Riemann. Los ceros no triviales de la funcion ((s) tiene parte
real igual a %

Los ceros de ((s) estan relacionados con los nimeros primos mediate la
féormula de Riemann:

1 1
m(x) + éw(xlﬂ) + §7T(ZE1/3) +---=Li(z) — Z Li(x?),
{p:C(p)=0}

para = > 2, donde z* = e los(@) y

) Toodt
Lz(:v):/2 Tog(®)’

Estos resultados de Riemann fueron completados por otros matemaéticos.
El teorema de los ntimeros primos fue probado por J.Hadamard y C.J. de la
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Vallée Poussin independientemente, utlizando que la funcién {(s) no se anula
en la recta R(s) = 1. Asimismo Hadamard y Von Mangoldt demostraron la
formula de Riemann.

En la actualidad muchos matematicos opinan que la hipétesis de Riemann
y su extension a clases méas generales de funciones L, es probablemente hoy
en dia, el problema mas importante en matematicas puras.

2. La funcion zeta de Riemann.

En esta seccion presentamos la teoria de la funcion zeta de Riemann. Para
un tratamiento detallado se puede consultar [AhI81] y [Tit88]. Una exposicion
mas general sobre las series L de Dirichlet se tratar en [Apo76] y [Neu].

Recordemos que, en el contexto de la funcion zeta, escribimos un niimero
complejo por s = +it € C. *

Definicién 2.1. Para s en el hemiplano R(s) > 1 se define la funcién zeta
de Riemann de la siguiente manera

C(s) =) —, (1.10)

donde n~% = e~slos(n)

Lema 1.2. La serie que define a ((s) converge absolutamente en el hemiplano
R(s) > 1 y uniformemente en el hemiplano R(s) > 1 + €, para todo € > 0.
Por lo tanto, ((s) define una funcion holomorfa en el dominio R(s) > 1.

Demostracién. Probaremos primero que, si s = o > 1 es real, entonces ((s)
esta bien definida. Como la funcion
1

— =
xO’

—zlog(o)

es decreciente, el criterio de la integral implica que la serie

o

1

nO’
n=1

4El uso de la variable s se encuentra en el célebre trabajo de Dirichlet de 1837 sobre
los niimeros primos en progresiones aritméticas.
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converge o diverge de la misma manera que la integral

Luego, la serie (I1.10) es convergente para s = o > 1.
Para s = o + it € C, tenemos que, si n > 0 entonces

n=s = e—slog(n) _ e—alog(n)e—ztlog(n)'

Se sigue que
In®|l =n"7.

Por lo tanto
oo

1
2

n=1

o0

1

no’

n=1

1
ns

00
53
n=1

es convergente si R(s) = 0 > 1. Més atin, como la funcién = es decreciente
en los reales positivos, entonces para todo € > 0y s € C con R(s) > 1 + ¢,
se tiene la desigualdad

=1 =1
Zlﬁ §21n1+6<00.
n= n=

Por el criterio M de Weierstrass se sigue que la serie (1.10) converge uni-
formente en cada hemiplano R(s) > 1 + ¢, para todo € > 0. Luego, por el
teorema de convergencia de Weierstrass ((s) define una funcién holomorfa
en el hemiplano $(s) > 1. O

La manera de relacionar la funcién ((s) con los niimeros primos es me-
diante la identidad de Fuler que expresa a la funcién zeta como un producto
infinito. Antes de enunciar y probar este teorema necesitamos un resultado
del andlisis compejo (ver por ejemplo [AhI81]).

Sea { a, } una sucesién de nimeros complejos distintos de —1 tales que
a, converge a 0 cuando n tiende a oo. Un producto infinito es una expresién
de la forma

(I+a)(1+ax)(1+ag):---,

el cual denotamos por [[° (1 + a,).
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Definicién 2.2. El producto infinito [[,— (1 +ay) se dice convergente, si el
limite
N
1i 1+a,
Nl—I>noo _1( ta )

existe y es distinto de cero.

Proposicién 1.1. Sea U C C un abierto. Supongamos que f; : U — C son
funciones holomorfas tales que f;(z) es distinto de —1 para todo z € U y

> 1Al
=0

converge uniformemente en subconjuntos compactos. Entonces, el producto
infinito
o)
[Ta+5
j=0

converge uniformenente en subconjuntos compactos. Por lo tanto, define una
funcion holomorfa en U que no se anula en ningin punto.

Teorema 2.3. (Identidad de Euler) Se satisface la identidad

()= — (R(s) > 1),

1 _ m—S
» p
donde el producto se toma sobre todos los niumeros primos p € P.

Demostracién. Para s € C tal que (s) > 1, se tiene que la serie
>,
o P

donde la suma se toma sobre todos los nimeros primos, esta acotada por la
serie Y~ |1/n®|. Luego, por la proposicién anterior, el producto infinito

11 (1 - pi> : (1.11)

donde p se toma sobre todos los ntimero primos, converge absolutamente y
uniformente en el hemiplano R(s) > 1+¢, para todo € > 0. Por lo proposicién
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(I.1) tenemos que el producto infinito (I.11) define una funcién analitica
diferente de cero en R(s) > 1.
Mostaremos ahora que

ﬁzg(l_é), (R(s) > 1).

Si multiplicamos a la funcién ((s) por la funcion compleja (1 — 1/2%) obte-
nemos

Como el lado derecho de la ecuacién es la resta de la serie Y-, 1/n® menos
. , . o0 S
la serie formada por sus términos pares -, 1/(2n)®, tenemos que

1 1
¢(s) (1 - ;) = Z ol
(m,2)=1

donde (m,n) denota el méximo comun divisor de (m,n). Luego, si multipli-
camos por (1 —1/3°%) obtenemos

@(-2)(5)-(Zm) (-5)

(112)

7 . <z . 1 .
Como la ultima expresion es la serie Z(n,Q):l —~5 menos la serie formada por
sus términos que contienen un multiplo de tres, se sigue que®

(2045 b

5Observemos que este procedimiento corresponde a la criba de Eratéstenes, excepto
que también eliminamos los niimeros primos
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Continuado este proceso inductivamente se obtiene que, para N > 1, si

P1, P2, P3, - -+ ,pn denotan los primeros /N ntimeros primos, entonces
N
1 1
( - 2;) ¢(s) = Z —
i=1 i (m,L)=1

(1.13)

donde L = Hf\il p;. Por el teorema fundamental de la aritmética se tiene que
la dltima seria es la cola de la serie convergente >~ | nl Se sigue que

1 N
> 0 =],
=1

(m,L)=1

cuando N — oo. Por lo tanto,

$=H<1—%) (R(s) > 1),

p

lo cual es equivalente a nuestra asercién. U

Observacion I.3. La identidad de Euler muestra la funcién ((s) es distinta
de cero para todo s en el hemiplano R(s) > 1.

Observacion 1.4. La identidad de Euler implica el teorema de Euclides
sobre la infinitud de los niimero primos, ya que si el nimero de primos es
finito, entonces ((s) = [],1/(1—p~*) se aproxima a un limite cuanto s tiende
a 1, pero esto contradice el hecho de que la serie armonica diverge.

2.1. Férmula integral de ((s).

Podemos decir que la identidad de Euler representa el teorema fundamen-
tal de la aritmética en una sola ecuaciéon. De este modo la funcién zeta de
Riemann posee naturalmente informacion sobre los niimeros naturales. Esto
ha llevado a estudiar sus propiedades més de cerca. Por definicién, la funcién
((s) estd dada sélamente en el hemiplano R(s) > 1. Aun asi, admite una
continuacion analitica al plano complejo en el punto s = 1, y satisface una
ecuaciéon funcional que relaciona el argumento s con el argumento 1—s. Estos
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hechos cruciales se basan en “férmulas integrales” para la funcién ((s) que
resultan de la funcion gama. Nosotros estamos interesados en la representa-
cién de ((s) dada en la segunda demostraciéon de Riemann de la ecuacién
funcional de ((s), ya que esta demostracién contiene los ingredientes necesa-

rios para estudiar las series de Eisenstein. Se puede consultar las referencias
[AhI81],[Tit88], [Apo76] y [Neu].

La funcién gama de Euler.

En esta seccién enunciamos algunas propiedades fundamentales de la fun-
cion gama de Euler.

Sea R* := (R*,-) el grupo formado por los niimeros reales positivos con
la operacién de multiplicacién. R® es un grupo topoldgico abeliano localmente
compacto. La medida de Borel dz/x en R®, donde dx denota la medida de
Lebesgue, es una medida de Haar en R® (ver por ejemplo [Kat04]). Esto
es, dr/x es invariante por traslaciones en R®. En otras palabras, para toda
f : R* — C integrable con respecto a dz/z, si L,(f)(x) := f(az) denota la
traslacion izquierda de f por a € R®, entonces

| @S = [T (114)

T T

Esta propiedad se obtiene de la regla de la cadena y se conoce como la
mvarianza bajo traslaciones de la medida de Haar en R®.

Para R(s) > 0 la funcién gama de Euler se define mediante la integral
absolutamente convergente

[e.9] d oo
I'(s) ::/ O :/ e Tx" dx (L.15)
0 0

donde z* = eslog(®)

La funcion I'(s) satisface las siguientes propiedades:

1. I'(s) es analitica en el hemiplano R(s) > 0 y posee una continuacién
meromorfa a todo C.

2. I'(s) no se anula en ningin punto del plano complejo y tiene polos
simples en los valores s = 0,—1,—2. — 3,--- con residuo (—1)"/n! en
s = —n. No tiene polos en ningun otro punto.
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3. T'(s) satisface las siguientes ecuaciones funcionales: para todo s € C

[(s+1)=sI(s), (1.16)
[(s)[(1—s) = Sin?m), (1.16a)
D(s)T(s + 3) = ngms). (L16b)

4. T'(s) toma los siguientes valores I'(1/2) = /7,I'(1) = 1,I'(n + 1) = n!,
paran =0,1,2,...

5. T'(s) decrece exponencialmente en rectas verticales, i.e., para todo o €
R existen K,C > 0 tales que

IT(o +it)| < Ke °lH,

La serie teta asociada a la funcién zeta.

La segunda demostracion de la ecuacion funcional de Riemann representa
la funcién zeta de Riemann como una integral de una funcién teta, la cual
posee una ecuacién funcional que herada a la funcion zeta. En esta seccién
establecemos la ecuacién funcional de esta funcion teta.

Definicién 2.4. Parat > 0 definimos

0(t) := i e (1.17)

n=—oo

Observacion 1.5. La serie teta se definine usualmente en le hemiplano su-
perior ¥(z) > 0 por laserie S°° __ ¢™°#. Tomando 2 = it obtenemos (I.17).

Lema 1.3. La serie que define a 0(t) converge absolutamente para t > 0
y uniformente si t > €, para todo € > 0. Por lo tanto, define una funcion
analitica real para t > 0.

Demostracién. Observemos que, si ¢t > 0, entonces la serie (I.17) es una
serie de términos positivos. Mas aun, por el criterio de la integral, se puede
comparar con la integral (gaussiana)

—mta? —7z?
e doe = — e dr = —.
/Oo \/E /OO \/%



2 La funcion zeta de Riemann. 17

Luego, 0(t) es convergente para ¢ > 0. Por otro lado, como la aplicacién e

es decreciente en los reales positivos si t > €, entonces 6(t) < 6(¢). Por los
teoremas de Weierstrass se sigue nuestro resultado. U

Proposicién 1.2. La funcion 0(t) satisface

o(1) %9(%) (t>0).

Demostracién. Para ¢ > 0 sea f; : R — R la aplicacién defina por fi(z) :=
e~™=* Entonces, la transformada de Fourier de fi estd dada de la siguiente
manera -

ﬁ(g) _ / e—ﬂtx2€—27ri§xdl, (5 € ]R)

—00

Luego, haciendo el cambio de variable u = v/t2 obtenemos

/ e—wtm —27rz§xdx _ / u? —27rz§zudu'
oo Vi

—

Utilizando que la transformada de Fourier e~ (£) = ™™ se sigue que la
ultima integral es igual a

—6 —mu? (i) T — i
Vit Vi©oVit Vi

Esto es,

~

ﬂw7m> (118)

Por otro lado, como f;(£) = e ™ pertenece al espacio de Schwartz S(R), la
férmula de Poisson implica que (ver apéndice 1)

=Y A= > filn)

n=—oo n=—oo

Por lo tanto, de (I.18) tenemos que

o0

1 1
=i > fi(n) (t)'

n=—oo
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La representacion integral.

Antes de enunciar la siguiente proposicién importante probaremos un
lema que nos permite relacionar la funcién gama con series de Dirichlet y sus
funciones teta asociadas.

Lema 1.4. Sea n > 0 un numero real positivo. Entonces

I'(s) _/°° entts% (R(s) > 0) (1.19)

Demostracién. Recordemos que, para R(s) > 0, la funcién gama esta dada

por
> dt
I'(s) = / e 't —.

0 t

Luego, si n > 0, de la invarianza por traslaciones de la medida de Haar en
R®, tenemos

o dt o dt * dt
[(s) = / et — = / Ly(e %) — = ns/ e s
0 t 0 t 0 t

Dividiendo sobre n® obtenemos el resultado. O

Para $(s) > 1 definimos
¢*(s) = 7 PT(G)E(s),

donde ((s) es igual a Y >7 L. Asimismo escribimos

0(t) = 1+ 20(t), (1.20)

donde .
Y(t) =Y e ™ (1.21)

n=1

Proposicién 1.3. Sea s en el hemiplano R(s) > 1. Entonces,

C*(S) _ /OOO w(tﬂ%@ — l/ooo(g(t) _ 1)153/2@-

t 2 t
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Demostracién. Por el lema (1.19), para todo nimero natural n, se tiene
que, si (s) > 1, entonces

I'(s/2 > s dt
7T—s/2n—sr(§) _ (S/ ) :/ e—ﬂ'n?tt
0

(ﬂ-n2)3/2 t

Sumando sobre n se sigue

_S/QF Z/ _7m2tts dt

Como R(s) > 1 la dltima integral converge absolutamente. Luego, por el
teorema de Fubini tenemos que la ultima integral es igual a

LE)ot-Lo

n=1

g

Lema 1.5. La funcion ¥(t) = > 7, e~ decrece rdpidamente cuanto t
tiende a infinito. FEsto es

para todo entero N > 0.

Demostracién. Sea t > 1. Si multiplicamos ¢ (¢) por la aplicacién e™ tene-
mos que

Ze—“"—l < ().

Como 9 (t) — 0 cuando t — oo tenemos que exite C' > 0 tal que

Y(t)e™ < K

para t suficientemente grande. Esto muestra que ¢(t) decae rapidamente en
infinito. U
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Teorema 2.5. La funcién (*(s) se extiende a una funcidn meromorfa a todo
el plano complejo, analitica salvo por dos polos simples en s = 0 y s = 1.
Mas aun, satisface la ecuacion funcional

¢ (s) = C*(s = 1).

Esto es,
1—

T D(S)G(s) = w IR (=

2)C1 - s).

Demostracién. Supongamos que R(s) > 1. Entonces, por la proposicién
(I.3), tenemos
> dt
= [ vwere
0 t

Partiendo la integral como fol + floo obtenemos

c)= [ oot [T umers
= ()+I2()

Observemos que la integral que define a I, representa una funcién analitica
para todo s € C, ya que 9(t) decrece rapidamente cuando ¢t — oo. La
continuaciéon meromorfa se encuentra en la integral que define a I; como
sigue. Evaluamos I; de la siguiente manera: como v (t) = (6(t)—1)/2 tenemos

! a1 ! a1 (' . dt
= D= == | or2= —/ 32—~
o= [Cwwer =5 [Comer -5 [ et

Luego, como

2 t 2s/2l s’

1 a1 ! dt 1
tt5/2—:—/ O(t) /> — — =,
[ oS =5 [oweet -

Ahora, si consideramos la sustitucién ¢ — 1/u en la dltima integral, tenemos

1 Sy _ 2 00
1/ 9( )tS/th _1/ Q(E)U—S/QM — 1/ Q(l)t—s/Qﬂ'
0 1 1

2 t 2 u 1/u 2 t t

1 /1ts/2dt o latPpr 1
0

se sigue
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Utilizando la ecuacién funcional (1/t) = v/t0(t), obtenemos

1/ 1 1 [
_/ 9(_)75—3/2@ — _/ g(t)t(l—s)ﬂ@
2 ; t t 2/ t

Como 6(t) =1+ 2¢(t), tenemos

%/oo g(t)t(l—s)/2ﬂ — /OO w@)t(l—s)/Qﬂ + /Oo t(l_s)/gﬂ
1 1 1

t t t
*° dt 1
_ -2 '
/1 YOS —
Esto es,
e dt 1 1
Ii(s) = PR _— 2
)= [l -
Sumando I; e I tenemos que
o dt 1 1
(s /1 () (¢ + ) t s 1-¢

para R(s) > 1. Como la integral del lado derecho es convergente para todo s €
C y define una funcién holomorfa en el plano, ya que ¢ (t) decae rapidamente
cuando ¢ — oo obtenemos la continuacién meromorfa de (*(s) para todo
s. Como esta expresion es simétrica bajo s — 1 — s obtenemos también la
ecuacion funcional. O

Observacién I.6. El teorema anterior muestra que la funcién ((s) se ex-
tiende a una funcién meromorfa en plano dada por

((6) = )

= POt (1.22)

por lo que de las propiedades de la funcién I'(s) podemos deducir propiedades
de la funcién ((s). Por ejemplo, como la funcién T'(s/2) tiene polos en los
enteros negativos pares (y el cero), podemos ver que ((s) tiene un polo simple
en s = 1 y se antla en los enteros negativos.

Observacién 1.7. La ecuacién funcional nos indica que los ceros de ((s)
en la banda critica son simétricos con respecto del punto % Luego, se sigue

que la hipdtesis de Riemann es cierta si y sélo si ((s) no tiene ceros para
R(s) > 1/2.
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CapriTuLo II
Series de Eisenstein en la
orbidad modular.

En este capitulo exponemos la orbidad modular y las series de Eisenstein.
En la primera seccion describimos la orbidad modular y su geometria. En la
segunda seccién presentamos las series de Eisenstein y mostramos su relacion
con la hipétesis de Riemann y la orbidad modular. Se pueden consultar las
referencias [Ver82], [Ver92|, [MBBO00], [Thu80], [Mon03], [BMP03], [Bum96|
y [Zag92].

1. Geometria de la orbidad modular.

En esta seccion exponemos la orbidad modular y los resultados funda-
mentales sobre su geometria. Para una introduccién detallada a la geometria
hiperbdlica se puede consultar [Ver82]. En [MBBO00] se puede consultar un
tratamiento general de acciones de grupos discretos en el plano hiperbdlico.
La teoria general de orbidades puede tratarse en [Mon03], [Thu80] o [BMPO03].
En [Ver92] se encuentra una exposicion detallada de la orbidad modular.

SeaH:={z=x+1iy € C|S(2) =y >0} el hemiplano superior. En H
tenemos definida la métrica riemanniana dada por ds* = (1/y*)(dz* + dy?).
Con esta métrica H es isométrico al plano hiperbélico de curvatura gaussiana
constante igual a menos uno. El grupo de isometrias de H que preservan
orientacién Isom™ (H) se describe de la siguiente manera: sea S Ly(R) el grupo
de Lie de las matrices de dos por dos con coeficientes en R y determinante
uno. Esto es,

wim-{(21)

ab—cd =1, a,b,c,dG]R}.
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El grupo SLy(R) actia por isometrias en H por trasformaciones de Moebius

((&0)5)—ae =55 @a-we=n.

cz+d

Esta accién no es efectiva y posee nicleo igual a {£id}. Se sigue que la accién
de SLy(R) en H dada por (II.1) induce una accién del grupo proyectivo
especial lineal PSLy(R) := SLy(R)/{+£id} en H por isometrias. De hecho se
tiene que esta accién de PSLy(R) en H identifica a PSLy(R) con el grupo
completo de isometrias de H que preservan orientacién I'som™ (H).

Las siguientes férmulas son fundamentales: si g = ( (Z 2 ) € PSLy(R),

entonces, para z € H, tenemos

% = (cz+d)?, (11.2)
|det(dg/dz)| = \cz%drl (I1.2b)
S(g(2)) = S(2)/ |cz + d|?, (I1.3)

donde (z) denota la parte imagiaria de z.

Sea SLs(Z) C SLy(R) el subgrupo

i -{(2 )

Definicién 1.1. El grupo cociente

ad —bec =1, a,b,c,dGZ}.

['= PSLy(Z) := SLy(Z)/{%id} C PSLy(R)
se llama el grupo modular.

El grupo modular I" actia en H restringiendo la accién (II.1) a I". Como
I es un subgrupo discreto de PSLo(R), ya que SLy(Z) es discreto en SLq(R),
se tiene que la accién de I en H es H es propia y discontinua. Esto es, dados
dos subconjuntos compactos L, K C H, entonces, el conjunto

{gEF’g(K)ﬂL%@}
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es finito. Se sigue que, para todo z € H el subgrupo de isotropia

I = {7 € PSLy(Z) ‘ (2) :z} (2 € H)

es trivial o un grupo ciclico de orden finito. Por lo tanto, el espacio cociente
X():=T\H

posee una geometria modelada localmente por el plano hiperbdlico, médulo
un subgrupo ciclico de orden finito (en un nimero finito de puntos, ya que
X(T') posee area finita). Esto es, X(I') posee una estructura de 2-orbidad
hiperbdlica (se puede consular [Thu80] para una definicién). La orbidad hi-
perbdlica X (I') se llama la orbidad modular. El conjunto

D:{26H|1<]z\,—%<§)‘t(z)<%} (11.4)

es un domino fundamental para la accion de PSLy(Z) en H (ver figura I1.1).
Esto es, D es un abierto tal que:

(1) User v(D) = H, donde D es la cerradura de D.

(i) % (D) NA2(D) = 0 para todo 1,72 € T tales que v; # 7s.

-~

-
/:_\

S\

A2 0 12 1
Figura II.1: Dominio fundamental del grupo modular.

Sean S, T € I los elementos del grupo modular dados por

s=(V9) (o)
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Entonces, para z € H, tenemos que S(z) = —1/zy T(z) = z+ 1. Los
elementos S y T generan el grupo I' y satisfacen las relaciones S? = id
y (ST)? = id. El elemento S genera el grupo de isotropia del punto i €
H. Asimismo, ST genera el grupo de isotropia del punto p € H, donde
p = (1 +4/3)/2. Mas aun, todos los puntos en H no equivalentes a i, p,
bajo la accién de I' en H, tienen grupo de isotropia trivial. Asi, X (I") posee
unicamente dos puntos conicos. El punto cénico correspondiente a la orbita
del punto ¢ € H posee una vecindad isométrica al espacio métrico que se
obtiene al identificar isométricamente los dos lados iguales de un triangulo
hiperbdlico isésceles, cuyos lados iguales se encuentran en un angulo de 7. El
punto cénico correspondiente a la érbita del punto p € H posee una vecindad
isométrica al espacio métrico que se obtiene al identificar los dos lados iguales
de un triangulo hiperbdlico isésceles, cuyos lados iguales se encuentran en un
angulo de %” Identificando los lados de la regiéon fundamental D con las
relaciones dadas por los elementos Sy T" obtenemos la orbidad modular (ver
figura I1.2).

43

Zs

Figura I1.2: La orbidad Modular.

La proyecién canénica Pr : H — X(I') definida por z — I' - z es una
aplicacion cubriente de orbidad'. Con la proyeccién Pr podemos determinar
una identificacién entre objetos I'-invariantes en H y objetos en X (I"). Por
ejemplo Pr determina una identificacién entre las funciones f (diferenciales,
continuas, etc.) en la orbidad modular X(I') y las funciones f I-invariantes
en H de la siguiente manera f = foPr. Usualmente identificamos una funcion
en X (I') con su correspondiente funcién I'-invariante en H.

) Y . vari . -
1Las nociones de geometria diferencial en variedades corresponden a nociones “equiva
riantes” en las orbivariedades (ver por ejemplo [BMP03])
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El elemento de 4rea hiperbélica dz = dzdy/y* en H induce el elemento
de 4rea hiperbdlica dz = dxdy/y? en X(I') como sigue. Para f: X(I') — C
una funcién continua y con soporte compacto tenemos

B . dxdy
/ )= | tarin=,

donde D es un dominio fundamental en H del grupo modular.

(IL5)

Observacién II.1. Por la formula de Gauss-Bonet el area hiperbdlica de
X(I') es igual a 7/3. Luego, normalizando el elemento de érea hiperbdlica
dz en X(I'), podemos definir una medida de probabilidad my en X (T') de la
siguiente manera: para una funciéon f continua y con soporte compacto

La cispide de X(I').

La orbidad modular X (I") no es un espacio topolégico compacto y posee
una “punta”. Esta punta puede describirse como sigue. El grupo modular I' =
PSLy(Z) actia en la frontera de O0H = RU{oco} = P!(R) por trasformaciones
proyectivas extendiendo la férmula (I1.1). Esta accién fija el vértice impropio
al infinito co del dominio fundamental D. El grupo de isotropia del punto co
es el grupo de traslaciones enteras

o)

La superficie cociente

neZ}CF.

X(Foo) i=Too\H,

es una superficie (suave) hiperbdlica homeomorfa a un cilindro con proyeccién
cubriente Pry : H — X(T'y), dada por z — 'y, - z. Asimismo, para ¢ > 0,
si H. := {z € H : (2) > ¢}, entonces el cociente ' ,\H, C T',,\H es
un cilindro hiperbdlico con frontera. Si ¢ suficientemente grande, entonces el
cilindro ', \H, puede encajarse isométricamente en R* como un subconjunto
de la pseudoesfera.

El cilindro X (I'w,) cubre (con puntos de ramificacion) a X (I') mediante
la aplicacién Pry : X(I',) — X (I') dada por ', - 2 — I'- z. Resulta que, para
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¢ > 1, la proyeccién Pry restringida al cilindro con frontera I',\H, define
un encaje isométrico, por lo que la geometria de la cuspide de la orbidad
modular puede visualizarse en R? como la geometria de la pseudoesfera (ver

figura (I1.3)).

/

Prl

Figura II.3: Cubrientes

Los horiciclos cerrados de X (I').

Un horiciclo geométrico en el plano hiperbdlico H es un circulo euclideano
tangente a la recta real o una recta paralela a ésta (ver figura I1.4). Un
horiciclo es una curva en H parametrizada por longitud de arco tal que su
imagen es un horiciclo geométrico. Usualmente identificamos un horiciclo
(curva parametrizada) con su horiciclo geométrico determinado (imagen de
la curva).

Figura II.4: horiciclos geométricos.

Los horiciclos del plano hiperbdlico descienden a X (I') mediante la pro-
yeccién canénica Pr: H — X (I') (ver figura I1.5). Paray > 0, sea C, := {2z €
H : z = x 4 iy} el horiciclo en el hemiplano que es una recta paralela a la
recta real a altura y. Se tiene que C, desciende a un horiciclo cerrado X (I'),
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Ly

Figura II.6: horiciclos cerrados en X (I').

que denotamos nuevamente por C,, de longitud i (ya que el grupo modular
contiene la traslacién z — z + 1 (ver figura I1.6)).

Para y > 0 el horiciclo cerrado C, en X(I') determina una medida de
probabilidad m, en X(I') soportada C, de la siguiente manera: para una
funcién f: X(I') — C continua y con soporte compacto

1/2

my(f)i= [ fla+iy)da.

—-1/2

Observacién I1.2. Por el teorema de Hedlund y un resultado de Dani (ver
por ejemplo [MBB00]) tenemos que los horiciclos de X (I') se pueden clasificar
de la siguiente manera: sea C un horiciclo en X(I'). Entonces, se tiene una
de las dos siguientes situaciones: C es una curva cerrada que es igual a un
horiciclo C, asociado a la ctspide de X(I'), para algin y > 0; C es una recta
inmersa densamente en la orbidad modular.
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2. Series de Eisenstein.

En esta seccién estudiamos las series de Eisenstein E(z,s). Estas series
determinan funciones en la orbidad modular en la variable z y se relacionan
con la hipétesis Riemann en la variable s. Se pueden consultar las referencias
[Bum96|, [Zag79] y [Zag92].

La funcién zeta de Epstein.

Antes de definir las series de Eisenstein necesitamos estudiar la funcién
zeta de Epstein asociada a una forma cuadratica positiva definida. Denotamos
por u = (u,v) un vector en R?.

Definicién 2.1. Una forma cuadratica real en R? es una aplicacion @ :
R? — R de la forma

Q(u) = Au® + Buv + Cv?, (u = (u,v)) (I1.6)
donde A, B,C' son numeros reales cualesquiera.

Una forma cuadratica en R? se llama positiva definida, si para todo u €
R2, tenemos
Q(u) =0
y la igualdad se da si y sélo si u = 0. Por ejemplo, el cuadrado de la funcion

2 » . :
norma ||u|” = u? 4+ v? en R?, es una forma cuadrética positiva definida en
R2.

Lema II.1. Sea Q) : R?> — R la forma cuadrdtica definida por Qo(u) :=
|w||®. Entonces, la serie

S Qo(m.n), (I17)

/
donde E indica la suma las parejas de enteros m,n no ambos iguales a
cero, es convergente si o > 1.

. o -2

Demostracién. Sea o > 1. Entonces, la aplicaciéon en R? dada por ||u| ™

decrece cuando el valor de la norma ||u|| crece. Luego, de manera andloga
s 0o 1 . .

a la funcién ) " | =, podemos acotar superiormente la serie (IL.7) por un

multiplo de la doble integral

//mdudv,
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tomada sobre el plano menos un disco centrado en cero. Como esta integral
es convergente para g > 1 se sigue el lema. U

Lema I1.2. Sea Q una forma cuadrdtica positiva definida en R%. Entonces,
existe una constante ¢ > 0 tal que

Qu) = clul®,  (ueR?). (IL.8)

Demostracién. Escribamos u = (u,v) € R?. Por hipétesis Q(u,v) > 0 para
todos los puntos en la esfera unitaria u? +v? = 1. Luego, la funcién continua,
() tiene un minimo c en la superficie de la esfera; esto es,

Q(uy,v1) > ¢, siu? + 02 = 1.

Luego, si escribimos
u v
Uy = )
Vu? +v? Vu? +v?

para reales arbitrarios u,v no ambos cero, obtenemos (I1.8). Esto concluye
nuestro lema. g

Uy =

Definicién 2.2. Sea Q una forma cuadrdtica positiva definida en R%. Para
s en el hemiplano R(s) > 1 la funcién zeta de Epstein se define por

/

Eq(s) == > Q(m,n)™", (I1.9)

/
donde E indica la suma sobre las parejas de enteros m,n no ambos iguales
a cero.

Proposicién I1.1. La serie que define a Eg(s) converge absolutamente en el
hemiplano R(s) > 1 y uniformemente en el hemiplano R(s) > 1+ € para todo

€ > 0. Por lo tanto Eq(s) representa una funcion holomorfa en el hemiplano
R(s) > 1.

Demostraciéon. Como () es un forma cuadratica positiva definida, por el
lema (I1.2), existe C' > 0 tal que (u*+v*)C < Q(u,v), para todo (u,v) € R%

Luego,
/
[Ea(s)| <

m,ne”

o
Q(m,n)*

1 ! 1
< - -
oY

mneZ
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donde s = ¢ +it. Por el lema (II.1) la dltima serie converge absolutamente
en el hemiplano $(s) > 1. Més aun, la convergencia es uniforme en cada
hemiplano $(s) > 1 + ¢, para todo € > 0. O

Nosotros estamos interesados en las siguientes formas cuadraticas rela-
cionadas con la geometria hiperbdlica. Para cada z € H, sea @), la forma
cuadrdtica positiva definida en R? dada por (comparar con la férmula (I1.3))

_mz+ n|?

Qz(m7 TL) - Cx

6 ((m,n) € R%). (1I1.10)

Si escribimos z = x + iy, entonces

. 2
mx +n +wmy

(mz +n)? + (my)?

Y
2 9 2 2
:mzx— + —xmn—l— - —i—mzy_
Y Y Y Y
r?+ 9?2« n?
= 2( Y )+—mn+—.
Y Y Y

Luego, podemos escribir
Q.(m,n) = A.m* + B.mn + C.n?,

donde ) ) ) .
A="TY g - o=
y y y

Para cada z € H tenemos la funcién zeta de Epstein asociadada a (@),: para

R(s) > 1
Eo.s)= Y Qmny =Y —7

5,
m,ne” m,neZ |mz + TL| °

S

Series de Eisenstein.

El método de convolucion de Rankin-Selberg que veremos en el capitulo
III es una de las herramientas méas poderosas en la teoria de formas auto-
morfas. El ingrediente escencial de este método son las series de Eisenstein.
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Definicién 2.3. Las series de Eisenstein ? E(z,s) se definen para z = x +
iy € H ys e C tal que R(s) > 1 de la siguiente manera

1 1 Y
E(z,8) == g Q.(c,d)™° == —, (IT.11)
2 ,d€Z. 2 cd€Z. |cz +d|
(e, d)=1 (e, d)=1

donde (c,d) denota el mazimo comin divisor de ¢ y d.

Observacion II.3. Las series de Eisenstein son similares a las series de
Eisenstein clasicas pero tienen diferencias importantes. Por ejemplo, E(z, s)
no es holomorfa como funcién de z debido a la presencia de y = J(z) y el
valor absoluto.

Proposicién I1.2. Sea z € H. Entonces, la serie que define a E(z,s) con-
verge absolutamente en el hemiplano R(s) > 1 y uniformente en RN(s) > 1+e€
para todo € > 0. Por lo tanto, E(z,s) define una funcién holomorfa en el
hemiplano R(s) > 1.

Demostracién. Como |E(z, s)| estd acotado por la serie de Epstein |Eq. (s)],
ya que ésta contiene mas términos, el resultado se sigue de la proposicion

(IL1). O

Las series de Eisenstein estan relacionadas con el grupo modular I' me-
diante la siguiente proposicion.

Proposicién 11.3. Las series de Eisenstein E(z,s) satisfacen

E(z,s)= Y S(72)", (11.12)

YEL\T

donde Zweroo\r indica la suma sobre un conjunto de representantes de las
clases T, \I'.?

Demostracién. Primero observemos que, si v € T', entonces el valor $(vz)*
no depende del representante I'-Orbita de ~, ya que I', consta de trasla-
ciones en H. La proposicién se sigue de la férmula (I1.3) y el hecho que exite
una biyeccién entre la parejas de enteros £(c, d) primos relativos y las clases
de equivalencia I' \I'. O

2En la literatura estas series se conocen como series de Eisenstein no holomorfas o real
analiticas en distincién de las series de Eisenstein cldsicas. Sin embargo en este escrito las
hemos llamado series de Eisenstein.

3T« actiia en I' por multiplicacién a la izquierda.
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Observacion I1.4. La ecuacién (I1.12) implica que E(z, s) es invariante en
la variable z por el grupo modular. Esto es,

E(v(z),s) = E(z,s) (R(s) > 1), (I1.13)

para todo v € I' y z € H. Esto es una diferencia importante con las series de
Eisenstein clésicas.

Lema I1.3. Sea K C H wun subconjunto compacto. Entonces, existe una
constante C' > 0 tal que

Q-(m,n) > C(m*+ n?)
para todo z € K y (m,n) € R2.

Demostracién. La aplicacién definida por Q(z,m,n) = Q.(m,n) es con-
tinua en H x R2. Luego, si K C H es un subcojunto compacto, entonces
Q(z,m,n) > 0 para 2 € K y m?> + n? = 1. Continuando como en la demos-
tracion del lema (I1.2) obtenemos el resultado. U

Proposicién 11.4. Sea s en el hemiplano R(s) > 1. Entonces, la serie que
define a E(z,s) converge absoluta y uniformente en subconjuntos compactos
de H. Por lo tanto, representa una funcion analitica real en la variable z € H.

Demostracién. Sea K C H un subconjunto compacto. Por el lema (II.3)
existe una constante C' > 0 tal que

Q-(m,n) > C(m?* 4+ n?)

para todo z € K y (m,n) € R% Luego, tenemos que |E(z,s)| estd acotado
por la serie

DI (R(s) = o)

— —, s)=o0

C (m2 4+ n?)°

m,nEL

para todo z € K. Por el lema (I.1) la tltima serie converge para R(s) > 1.
Esto muestra que F(z, s) converge uniformemente en subcojuntos compactos

de H. O

Observacién IL.5. Para R(s) > 1 hemos mostrado que E(-,s) : H — C es
funcién analitica real y I'-invariante. Luego, F(-,s) determina una funcién
analitica real en la orbidad modular X (T").
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2.1. Foérmula Integral de E(z,s).

Para z € H las series de Eisenstein E(z, s) esta definida para R(s) > 1. Sin
embargo E(z, s) se extiende a una funcién meromorfa “divisible” por ((2s) y
posee una ecuacion funcional, que relaciona el argumento s con el argumento
s — 1. La demostracion de esto es analoga a la segunda demostracion de
Riemann de la ecuacién funcional de ((s) (ver [Bum96] y [Zag79]).

La siguiente proposicién contiene la relaciéon fundamental entre las series
de Eisenstein y la funcién zeta de Riemann.

Proposicién I1.5. Sea s con R(s) > 1. Entonces,

C(25)E(z, 5) = % 3 _v %EQz(s). (I1.14)

n,me”L |mZ + n|

Demostracién. Como ((2s) = > o7, 7~ si R(s) > 1, si multiplicamos la
serie de Eisenstein F(z,s) por la funcién ((2s), obtenemos

C<28 Z Z 7”25 |CZ+d|

r=1 c,d€Z
(e,d)=1

S

Z Z Irez 4 rd|*

r=1 c,d€Z
(e,d)=1

l\l)l»—l

Luego, si escribimos m = rc, n = rd obtenemos que
S

(25)B(z5) =5 3

T 28
nme”Z |mZ + n| ’

/
donde E indica la suma sobre todas las parejas de enteros m,n no ambos

iguales a cero. Esto es

CONB(z5) = 5 3 Qulm) ™ = SEq.(s), (R()> 1),
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Para z € H la serie de Dirichlet que define a la funcién zeta de Eps-
tein ((2s)E(z,s) = 1 Eq, se puede representar como una integral sobre una
funcién teta. Para z € H definimos

0.(t) = > e (> 0).

mneZ
La serie que define a 0,(t) satisface las siguientes propiedades (ver [Lan94]):

1. 0.(t) converge absolutamente en si ¢ > 0 y uniformente si ¢t > ¢, para
todo € > 0. Por lo tanto, define una funcién analitica real para t > 0.

2. 0,(t) satisface la ecuacién funcional
1
02(2) =10.(t). (I1.15)

Asimismo tenemos las propiedades:

1. Sit > 0, entonces 0,(t) es invariante en H por el grupo modular. Esto
es,

O (t) = 0:(1),
para todo y € I.

2. 0.(t) decae rdpidamente cuando t — oo uniformemente en subconjuntos
compactos de H. Esto es, si K C H es un conjunto compacto, entonces

0.(t) =0(t™)  (t— o0),
paratodo N >0y z € K.
Consideremos la serie de Eisenstein modificada:
E*(z,8) == 1 °T'(s)((2s)E(z, s) (R(s) > 1). (I1.16)
Proposicién 11.6. Sea R(s) > 1. Entonces

F'(z5) = 5 /0 (0.0 — 1)
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Demostracién. Sea s con R(s) > 1. Entonces, por la proposicién I1.5,
tenemos que

E*(z,s) = —W’SF Z Q.(m,n)~*

mne”
1 ! s
:EF(S) Z Q. (m,n)]"".
m,neL
(I1.17)
Como, por el lema (1.19), tenemos que
F(S) _ /OO e—sz(m,n)tts—ldt’
,/TQ(ma n)s 0
para toda pareja de enteros m,n no ambos cero. Se sigue que
1 ! -5 77rtQZ(mn s—1
() Y e Qulmm)) =5 3 / £t
mne” mnGZ
1 > ! —7tQz(m,n s—1
:5/ (> ermQtmmy iy
0 m,neL
1 e s—1
== [ (6.(t) = 1)t* 'at.
2 Jo
O

Teorema 2.4. Sea z € H. Entonces, E*(z,s) se extiende analiticamente
excepto por polos simples en s =0 y s = 1. Mads aun, satisface la siguiente
ecuacion funcional

E*(z,8) = E*(z,1 — s)

Demostracion. Para z € H, consideremos la aplicacién

Por la proposicién (I1.6) tenemos que

_1 > s—1
: /0 F(6)t5 e
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Luego, rompiendo la integral como fol + floo tenemos que

1 [e) 1 1 00
5/0 fz(t)ts_ldt:§ (/0 fz(t)ts_ldt+/1 fz(t)ts_ldt)

1 1
=: §Il(z, s)+ 512(2, s). (I1.18)

Como f(t) decrece rdpidamente cuando ¢ — oo la integral que define a
I5(z, s) representa una funcién holomorfa para todo s € C. La continuacién
meromorfa se encuentra en I1(z, s) que evaluamos como sigue. Considerando
el cambio de variable ¢ — 1/t obtenemos

1 [e)
Il(z,s):/o fz(t)ts_ldt:/l fz(%)t—s—ldt.

Luego, por la ecuacién funcional 6,(1/t) = t6,(t), se tiene que

0.(3) = H8() 1)+ 1 = £2(1) + 1

Esto es, )
fz(g) =tf.(t)+t— 1.

Por lo tanto, tenemos

(2,5) /fz Tt = /(tfz()+t—1)t‘s‘1dt.

:/1 L7 sil i

Sumando [;(z,s) e I5(z,s) obtenemos

x s—1 1 1
E*( /fz YT+t )dt+(_1) %
Como la integral del lado derecho de la tultima igualdad representa una fun-
cién analitica en s, ya que la f,(t) = 0,(t) — 1 decae rdpidamente cuando
t — 00, obtenemos la continuacién meromorfa de E*(z,s). Asimismo como
la 1ltima expresion es simétrica con respecto de s y 1 — s obtenemos la
ecuacion funcional. O
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Observacién I1.6. Para todo z € H las series de Eisenstein F(z,s) se
extienden a una funcién meromorfa definida por

_ E(z,s)
E(z,s) := T ()C(28)

Como la funcién gama no tiene ceros se tiene que los polos de E(z,s) se
encuentran en los ceros de la funcién ((2s) (contando los polos de E*(z, s)).
Luego, por las propiedades de la funcién zeta de Riemann, se tiene que F(z, s)
es holomorfa para R(s) > 1/2 excepto por un polo simple en s = 1 cuyo
residuo es independiente de z

Ress—1(E(z,5)) = (Vz € H). (I1.19)

SRS

Maés aun, la hipétesis de Riemann es cierta y sélo si E(z, s) es holomorfa para
R(s) > 1/4 excepto por un polo simple en s = 1 para todo z € H.
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CapiTuLo 111
Teorema de Zagier

En este capitulo exponemos el teorema de Zagier. En la primera seccion
describimos el método de Rankin-Selberg. Este método desdobla integrales
en la orbidad modular en integrales en un cilindro utilizando las series de
Eisenstein. En la segunda seccion veremos el teorema de Zagier como una
aplicacion del método de Rankin-Selberg. Se puede consultar las referencias
[Bum96), [Zag79], [Zag92], [Sar80], [Ver92] y [Ver94].

1. El método de Rankin-Selberg.

Antes de enunciar y probar siguiente teorema necesitamos algunas defini-
ciones preliminares. Recordemos que denotamos por I' := PSLy(Z) el grupo
modular y por X(T') el espacio cociente T"\H.

Sea C°(X(I")) el conjunto de funciones complejo valuadas en X (I') de
clase C* y con soporte compacto. Esto es, f € C®(X(I')) si y sélo si
f : X(I') — C es una funcién continua y con soporte compacto tal que
su correspondiente funcién I'-invariante en H, que denotamos nuevamente
por f, es de clase C*°.

Lema III.1. Sea f € CX(X(I")). Entonces, eziste una constante A > 0 tal
que f(z) =0 para todo z = x + iy € H con y > A.

Demostracién. Sea f € C*(X(I')). Supongamos por contradiccién que
existe una sucesion z, = x, + y, en H tal que y, — ooy f(x, + y,) # 0.
Entonces, el soporte de f no es compacto en X (I'), ya que contiene puntos
arbitrariamente cerca de la cuspide. Esto es una contradiccion. O

Sea f € C°(X(I')). Entonces f(z + iy) es periddica de periodo uno en
la variable z, ya que es una funcion invariante por el grupo de traslaciones
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' C I'. Luego, para cada y > 0, podemos desarrollar f(x + iy), en la serie
de Fourier

fle+iy) = an(fy)e®™  (y>0),

neL

donde a,(f,y) es el n-ésimo coeficiente de Fourier de f(x + iy). Esto es,

1/2

an(f,y) = o f(z +iy)e ™" dg, (ITL.1)

Sea y > 0, entonces el “término constante de la serie de Fourier a altura
y” define una medida de probabilidad en X(I'), soportada en el horiciclo
cerrado C, = Pr(R + iy) de la siguiente manera: sea Cy(X(I')) el espacio de
Banach de las funciones continuas de X (I') en C que se desvanecen en el
infinito con la norma supremo. Por el teorema de representacién de Riesz, el
espacio dual Cy(X(I"))* se identifica con el espacio de medidas de Borel en
X(T).

Definicién 1.1. Para y > 0 definimos el funcional m, : Co(X(I')) — C
dado por

1/2
my(f) == ao(f,y) = / f(x +iy)dz, (111.2)
~1/2
para toda f € Co(X(I)).
De la integral que define a m, se obtiene directamente que ||m,| = 1,

por lo que m, representa una medida de probabilidad en X (I'). Asimismo,
tenemos que m,, tiene soporte en el horiciclo C,,.

La transformada de Mellin de m,(f).

Para cada f € C(X(I')) consideremos la transformada de Mellin de
my(f):

o . dy
My(s)i= [y (111.3)
0 Y
Observacién III.1. Estrictamente hablando la ecuacién (II1.3) es la trans-

formada de Mellin de m,(f)y. Sin embargo nosotros la llamamos la transfor-
mada de Mellin de m,,(f).
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Proposicién II1.1. La integral que define a My(s) converge absolutamente
en el hemiplano R(s) > 1 y uniformemente en R(s) > 1+ € para todo € > 0.
Por lo tanto, define una funcion holomorfa en el hemiplano R(s) > 1.

Demostracion. Sea f una funcion diferenciable y de soporte compacto en
X(I'). Entonces, por el lema (III.1), exite A > 0 tal que m,(f) = 0 para
y > A Sea |[fl.. = sp.cxqry (=)l Como my(f)] < [fll., entonces, si
R(s) > 1, tenemos

Aofl

oc—1

IMs(s)] < [Ifll < ) , (donde R(s) = o). (I11.4)

Por lo tanto, tenemos convergencia absoluta en R(s) > 1. Mas aun, esta
convergencia es uniforme en R(s) > 1 + € para € > 0. O

El siguiente teorema se conoce como el método de Rankin-Selberg. Este
método relaciona la orbidad modular con las series de Eisenstein (ver por
ejemplo [Bum96)).

Teorema 1.2. Sea f € C*(X(I')). Entonces,
M (s) = / E(z,s)f(2)dz (R(s) > 1), (IT1.5)
X(I)

donde dz = dxdy/y? denota el elemento de drea hiperbdlica en X(T') y E(z, s)
las series de Fisenstein.

Demostracién. Sea s en el hemiplano £(s) > 1. Entonces la integral del lado
derecho de (IIL.5) converge absolutamente, ya que E(z,s) = > \r S(7(2))°
es continua en 2z y f es de soporte compacto. Luego, por el teorema de Fubini
tenemos

E(z,s)f(2)dz = S(v(2))° f(2)dz
/Xm< ) (2) /X(F)Z (1(2))°(2)

YET o \I'

= 2. /X (F)%(V(Z))Sf(z)dz (I11.6)

7EL\T

Para evaluar la tltima serie escojemos 71, 79, - - - un conjunto de representan-
tes de las clases de I'\I' y evaluamos los sumandos sustituyendo X (I") por
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el dominio fundamental D como sigue. Para cada v = v; con v = ( CCL b )7

por la formula (I1.3) | tenemos que

_os dzdy

[ 861z = [ 3Gy e+

D y?

= / S(2)*72f(2) |ez + d| > dxdy
D

_ / S(2)2f(2) ez + 47267 |ez + d|~* dady
D

- /D S(1(2)) 2 (2) |ez + d|* dudy.

Como |det(dy/dz)| = |cz +d|™* y f es -invariante podemos escribir la tlti-
ma integral de la siguiente manera

/D S(v(2)) 2 f ((2)) |[det (v(2))| dady.

Luego, si cambiamos la variable v(z) por z, obtenemos

[ S0CDT 0 Ret Dl dedy = | 3 (E)dody

(D)

- /7 b I(2)°f(2)dz.

Esto es,
| stieyreiz= [ s,
X(T) (D)
para todo i = 1,2, ... Sumando sobre i obtenemos que la serie (I11.6) es igual
a

; L . S(2)* f(2)dz.

Como |U;°7i(D) es una dominio fundamental para la accién de ', en H
tenemos que

3 I(2) f(2)dz = (=) dedy
;/m-(D) (2)°f(z)d _/X(Foo) (2)°f(2) 2
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Ahora, podemos tomar la tltima integral sobre cualquier dominio fundamen-
tal para I'y,. Si consideramos el dominio fundamental definido por 0 < z < 1,
y > 0, entonces

o s dedy [ L . @_
/X(Foo)\y(z) f(z) 7 —/0 /0 Yy f(x+zy)d:vy = M;(s).

U

Observacién III.2. De la ecuacién (IIL1.5) se obtiene que M (s) posee las
mismas propiedades que E(z,s). Esto es, M¢(s) posee una continacién me-
romorfa a todo s que es regular en R(s) > 1/2 excepto a lo més por un polo
simple en s = 1 con

Ress—1(Mg(s)) = 3 /X(F) f(z)dz (I11.7)

™

Ademds, la hipdtesis de Riemann es cierta si y sélo si M¢(s) es regular para
R(s) > 1/2 excepto posiblemente por un polo en s = 1.

Observacién II1.3. Si consideremos la funcién modificada:

M(s) = m°T(5)¢(25) My(s). (IT1.8)
Entonces, como E*(z,s) = 7 °I'(s)((2s)E(z, s), el método de Rankin-Selber
implica que

Mi(s) = / E*(z,8)f(z)dz.

X(T)
De las propiedades de E*(z,s) tenemos que M3(s) tiene una continacién
meromorfa a todo s, con a lo més polos simples en s =0y s = 1. Ademas
1

Ress—1(Ms(s)) = 5 . f(z)dz (I11.9)

2. Teorema de Zagier.

Antes de enunciar el teorema de Zagier necesitamos algunos resultados
preliminares sobre el crecimiento en lineas verticales de la transformada de

Mellin M (s).
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La serie de Fourier de E*(z,s).

Como E*(z + 1,s) = E*(z,s) podemos expresar las series de Eisenstein
como un serie de Fourier

E*(z,s) = Z a(y,s)e*™ ™.

n=-—o0o
Los coeficientes estdn dados de la siguiente manera (ver [Bum96]):

1.
ao(y, ) = 7" T(s)C(2s)y” + 70 (s — D)C(2s — 1yt

2. Si r # 0 tenemos que

ar(y,8) = 2172 o1 as (Ir) VUK 1227 |7 ),

donde 01_94(r) = >, m' "> y K es la funcién de Macdonald Bessel
dada por

1 [ - dt
zqwzé/ v
0

Como la funcion K de Bessel decae rapidamente, se puede mostrar que el
crecimiento de E*(z,s) estd controlado por el término constante de su se-
rie de Fourier. Asimismo, el crecimiento de M7(s) estd controlado por el
término constrante de la serie de Fourier de £*(z, s). Dividiendo M7 (s) por
7°I'(s)((2s) podemos obtener en particular que el creciminento de M (s),
en lineas verticales t — o+it, esta controlado por el crecimiento de la funcién
(ver [Sar80])
o(s) = /20 (s — 1/2)¢(25 — 1)

[(s)¢(2s)
Se sigue que el crecimiento M(s) puede estimarse a partir de la funcién
I'(s) y la funcién ((s).

Estimaciones de la funcién ((s).

Sea (o) el infimo de los nimeros reales [ > 0 tal que
C(o +it) = O(|t|") cuando |t| — co. (I11.10)

Entonces pu tiene las siguientes propiedades (consultar [Tit88]):
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1. p es continua no decreciente y no negativa.

2. 1 es convexa en el sentido de que la curva y = p(o) no posee puntos
encima de ninguna cuerda que una cualesquiera dos de sus puntos.

3. o) =0sic>1ypulo)=31—osio<0.

Asimismo tenemos la siguiente implicacion de la hipotesis de Riemann debida
a Littlewood: supongamos que la hipotesis de Riemann es cierta. Entonces,
para todo € > 0y s = o + it con 0 > 1/2 se satisface
(s)=O(t) y —— = O0(t) (I1L11)
s) = y = , :
¢(s)
cuando |t| — oo.

Ahora enunciamos el teorema de Zagier. Recordemos que, para y > 0, te-
nemos definida la medida de probabilidad m, en la orbidad modular soporta-
da en el horiciclo C, de la siguiente manera: para una funcién f : X(I') — C
continua y con soporte compacto

1/2

my(f)i= [ fla+iy)da.

—-1/2

Asimismo, tenemos la medida de probabilidad mg inducida en la orbidad
modular por el elemento de area hiperbélica dzdy/y?, normalizada a ser una
medida de probalidad, i.e.,

dxdy
v

3 .
mof) =2 [ Saviy

Teorema de Zagier. Sea f € C°(X(I')). Entonces,

my(f) = mo(f) +o(y'?),

cuando y — 0. Mds aun, el término de error puede hacerse 0(3/3/4_6) para
todo 0 < € < 3/4 si y sdlo si la hipdtesis de Riemann es cierta.

Bosquejo de la demostracién. Sea f € C°(X(I")). Entonces, la trans-
formada de Mellin M ¢(s) de m,(f) es holmorfa en

R(s) > © = £ sup{R(s) | {(s) = 0}
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excepto a lo mas por un polo simple de residuo

3
mo = — z)dz
=7 [ 16

en s = 1. Por la féormula de inversién de Mellin, se tiene

1 24100 1

my(f) = — M;(s)y'5ds = _7r/ M(2 +it)y ty dt.

270 Jotioo 2

Ahora, la integral de M ;(s)y'~* sobre la frontera de la banda vertical % <2
existe siempre que la funcién M f(% + it) perentenesca a L'(R,C). Luego,
por las estimaciones de la funcién u(o) y el hecho que f es diferenciable se
tiene que la integral de M (s) sobre frontera de la banda vertical % <o<2
existe y es igual al mismo tiempo a mg(f) = Ress—1(My(s)) e igual a

IS B
mlf) = 5= [ Myl o+ itty

Como

[NIES

o0 1 L
‘/ My(5 + it)wy“dt‘ =y

[ My ity = ot
ya que por el teorema de Riemann-Lebesgue:

lim
y—0

/ /\/lf(5 + z't)y“dt' =0

tenemos
my(f) = mo(f) + o(y"?).

Supongamos ahora que la hipdtesis de Riemann es cierta. Entonces por la
estimacién de Littlewood (II1.11) tenemos que la integral de M ;(s)y' ~* existe
sobre la frontera de la banda % + e <o < 2. Por lo tanto

I 1 -
my(f) = Ress1(My(s)) + o / My (5 + e +it)y™ "y <dt.

Nuevamente, por el teorema de Riemann-Lebesgue, obtenemos

my(f) = mo + o(yi~°).
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Reciprocamente, si my(f) = mo(f) 4+ o(y3~) para todo € > 0 y para toda
feCe(X(T)), entonces Mg(s) es holomorfa (exepto por un polo en s = 1)
en el hemiplano R(s) > i + €, para todo € > 0, lo cual implica la hipdtesis
de Riemann. La razén por la que M¢(s) es holomorfa en el hemiplano, bajo
la hipétesis de que my,(f) = mo(f) + K(y), donde K(y) = o(y17¢) cuando
y — 0, es el siguiente:

mo(f)

My(s) = =7

+ / K(y)y* 2dy. (I11.12)
0

La integral en el lado derecho de (II1.12) converge absolutamente y uniforme-

mente en el hemiplano R(s) > ;11 + €, por lo que define una funcién holomorfa

en ese hemiplano. O

Comentarios finales. Sea Q C K C C un cdmpo de numero algebraicos.
Esto es, la dimensién de K como espacio vectorial sobre QQ es finita. Esta
dimension se llama el grado de K,

n:=[K : Q] := dimg K.
Tal campo de ntimeros posee n encajes diferentes
K—C, a—a (1<i<n)

dentro del campo de los nimeros complejos. Decimos que K es totalmente
real si las imagenes de sus encajes a los nimeros complejos estan contenidas
en R. El grupo modular de Hilbert se define como ' := SL(2,Ok), donde
O denota el anillo de enteros de K. El grupo modular se inyecta en el grupo
de Lie SLy(R)"™ como un subrupo discreto utilizando los n encajes de K. Se
sigue que el grupo modular de Hilbert actia en el producto de n planos
hiperbdlicos H" = H x H - - - H de la siguiente manera:

M(z):= (M(z1), ..., Mp(2)),

donde
M = (M, ..., M,).

El espacio cociente I'g \H"™ se llama la variedad modular de Hilbert. La va-
riedad modular de Hilbert posee propiedades anédlogas a la variedad modular
(ver [Fre80]). La hipdtesis de Riemann generalizada en campos de ntimeros
se puede estudiar por medio de la convergencia de medidas en esta varie-
dad de manera andloga al teorema de Zagier. En ([Con99]) se encuentra una
generalizacion del teorema de Zagier para campos cuadraticos imaginarios.
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Apéndice I.

En este apéndice presentamos algunas definiciones y resultados fundamen-
tales del Andlisis de Fourier en R". Asimismo describimos la transformada
de Mellin. Un tratamieto detallado puede consultarse en [Kat04].

Sea L'(R",C) el conjunto de los funciones Lebesgue integrables en R™.
Para f € L'(R") definimos la transformada de Fourier f : R" — R" de f de
la siguiente manera

fla)= | f@emoay,

donde (,) denota el produto interno usual en R2.

Si ||z|| denota la norma de z € R", entonces tenemos que la funcién
flz) = e~lzll” og autoreciproca i.e., f = f. Sea S(R™) el espacio de Schwartz
de R™. Entonces, se tiene la férmula de inverién de Fourier: para f € S(R")
se satisface

fla)= [ f)e* @0t
-

Mads atn, para f € S(R"™) se tiene la formula de Poisson

ST =Y ).

lezn lezn

Para n > 1 sea T" := R"/Z". Entonces tenemos determinada una iden-
tificacién natural entre las funciones Z"-invariantes en R™ (medibles, conti-
nuas, diferenciables,...) y los funciones en T™ (medibles, continuas, diferen-
ciables;...)

La medida de Lebesgue dx en R™ determina una medida de probabilidad
dt en T™ de la siguiene manera: una funcién f es integrable en T" si su
correspondiente funcién Z"-invariante, la cual denotamos nuevamente por f,
es integrable en el cubo (0,1)" C R™. En este caso escribimos

. f(t)dt = /(0,1)" f(x)dx.
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Sea L'(T™,C) el espacio de las funciones Lebesgue integrables en T". Para
[ € Z", el l-ésimo coeficiente de Fourier esta dado por

-~

F) = | f(t,s)e>Dat,
T

donde (,) denota le producto interno usual en R". Si f es una funcién dife-
renciable en T". Entonces

) =3 Fyermien,

lez™

converge uniformemente un t.

Finalmente el teorema de Riemann-Lebesgue para n = 1 nos afirma que
si f € L'(R), entonces

Iynﬂ@=0

El grupo aditivo R es isomorfo al grupo multiplicativo R® de los reales
positivos mediante el isomorfismo e' : R — R®. La transformada de Mellin
resulta de trasladar el anélisis de Fourier en R a R® mediante este isomorfis-
mo.

Sea f : R* — C un funcién medible. La transformada de Mellin se define
de la siguiente manera

M(s) = / Oof(y)ys%

siempre que esta integral sea absolutamete convergente. Observemos que si

1 Jdy
/0 o

es absolutamente convergente para algin valor de s, entonces es absoluta-
mente convergente para cualquier valor de mas grande que s. Asimismo, si

o0 s@
/1 fy)y y

es absolutamente convergente para algiin s, entonces es absolutamente con-
vergente para cualquier valor méas pequeno que s. Luego, existen o1,09 €
(—o00, 00) tal que integral que define a M(s) es absolutamente convergente
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para R(s) € (01, 02), mientras que la integral es divergente para R(s) < o7 0
R(s) > o9. Entonces, el dominio de M(s), si no es vacio, es una banda ver-
tical que puede ser un hemiplano o todo C. Para ¢ € (01,03) y 0 < y < o0,
tenemos la formula de inversion de Mellin

1 o+i00

fly) = i) M (s)y?ds,

donde la integral indica una integral de contorno sobre la recta vertical que
pasa por o.
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