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Resumen
En esta tesis proponemos varios modelos estad́ısticos de mezclas de fermiones y bosones que

usamos para describir propiedades claves de sistemas superconductores bi- y tri-dimensionales.

En uno de ellos se considera que entre los dos tipos de gases no hay interacción, el número de

fermiones es independiente del número de bosones. Este modelo es llamado “Modelo bosón-

fermión sin interacciones.” Con este modelo se calcula el calor espećıfico y se justifica el com-

portamiento bosónico de los pares de Cooper.

Luego analizamos el “modelo estad́ıstico boson-fermión ideal.” En esta mezcla bosón-fermión

los fermiones se pueden aparear y desaparear por lo que el número de pares, tratados como

bosones, es dependiente de la temperatura. El modelo de interacción que forma los pares de

Cooper es el propuesto por la teoŕıa BCS. Restringiéndonos a dos y tres dimensiones espaciales

encontramos que la relación de dispersión bosónica depende de la intensidad del acoplamiento

entre fermiones.

Procurando ser más realistas en el estudio teórico de la superconductividad arribamos al

“Modelo estad́ıstico bosón-fermión completo de la superconductividad”(CBFM, por sus siglas

en inglés) en el que, además de los electrones, se considera la participación de los huecos. Tam-

bién aqúı los electrones, y los huecos, se pueden aparear y desaparear para formar bosones.

Entre las propiedades que se estudian bajo este modelo está el comportamiento de la temper-

atura de transición al estado superconductor como función de la asimetŕıa entre el número de

pares de electrones y huecos en el sistema. Este modelo reproduce el obtenido por BCS para

cuando el número de pares de electrones es igual al de huecos. Nuestros resultados muestran

que cuando el condensado consta sólo de pares de huecos la temperatura de transición es más

grande que cuando consta sólo de pares de electrones. Por medio de este modelo también se

calculó la enerǵıa libre de Helmholtz como una función del parámetro de asimetŕıa para las

fases puras. El resultado que obtuvimos fue que cuando la razón del número total de electrones

entre el número de fermiones desapareados, en la temperatura de transición, es menor que la

unidad, es más estable el condensado de los pares de huecos y cuando es mayor que la unidad

es más estable el condensado de los pares de electrones. Cuando esta razón es igual a la unidad,

tienen la misma estabilidad, lo que quiere decir que estamos en el caso BCS donde hay igual

número de pares de electrones y huecos, tanto en el condensado de BE como en la totalidad

de estados excitados. Al calcular la enerǵıa de condensación haciendo el número de pares de

huecos condensados igual al número de pares de electrones condensados, se llegó al resulta-
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do obtenido por medio de la teoŕıa BCS a cualquier valor del acoplamiento fermiónico. Este

resultado refuerza la idea que CBFM en simetŕıa perfecta reproduce BCS.

En la misma teoŕıa CBFM, al considerar la interacción atractiva entre los electrones (o

huecos) como el de una sola part́ıcula de masa reducida en el centro de masa que está en un

potencial delta atractivo, obtenemos una generalización de las ecuaciones de Miyake al sistema

en que se considera no sólo electrones sino también huecos.

Otro tema que se toca en este trabajo es el comportamiento de la relación de dispersión

bosónica. Recopilamos datos experimentales para materiales considerados en 1, 2 y 3 dimen-

siones espaciales; encontramos que la relación de dispersión puede aproximarse a una función

lineal en el vector de onda.
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Introducción
Al paso de una corriente eléctrica, los metales ofrecen una resistencia por lo que parte de

la electricidad se transforma en calor; esto permite innumerables aplicaciones tecnológicas tales

como la plancha, la tostadora o el calefactor eléctrico. En otros usos de la electricidad, sobre

todo en su transmisión a través de cables, no resulta económico que se pierda enerǵıa en forma

de calor. En el año 1911 el f́ısico holandés Heike Kamerlingh Onnes descubrió que ciertos metales

conducen la electricidad sin resistencia siempre y cuando se les enfŕıe a temperaturas cercanas

al cero absoluto, unos 273 grados cent́ıgrados bajo cero. Dado que conseguir temperaturas tan

bajas resulta muy costoso, uno de los grandes objetivos de la ciencia de materiales es encontrar

superconductores que operen a temperaturas más altas.

En el año 1986 la comunidad cient́ıfica recibió con entusiasmo la noticia de que los f́ısicos

K. A. Müller y J. G. Bednorz hab́ıan encontrado un material completamente nuevo que no es

aleación metálica sino cerámica hecha a base de óxido de cobre mezclado con bario y lantano.

Este material (BaLaCuO) pod́ıa ser superconductor a una temperatura de 240 grados cent́ıgra-

dos bajo cero. Desde entonces se han encontrado varios tipos de superconductores cerámicos,

compuestos de cuatro tipos diferentes de átomos, entre ellos el ox́ıgeno y el cobre, con temper-

atura de transición al estado superconductor cada vez mayores. En 1993 se alcanzó el récord

actual de temperatura cŕıtica superconductora, ésta la tienen los cupratos superconductores

basados en elemento mercurio y dopados con flúor, que alcanzan los -135 ◦C a presión ambiente

y los -107 ◦C bajo presiones cercanas a las 20,000 atmósferas. No obstante, se tiene la esperan-

za de encontrar superconductores que trabajen como tal a temperatura del medio ambiente, la

cual está alrededor de 20 grados cent́ıgrados.

Los superconductores cerámicos cuyo núcleo de su composición es formado con átomos de

cobre y ox́ıgeno disponen sus átomos en capas alternas dentro del material, permitiendo que

un cierto número de electrones puedan desplazarse entre los mismos sin resistencia alguna. Tal

arreglo genera un comportamiento bidimensional de las propiedades de estos materiales. En el

presente trabajo hacemos énfasis en los modelos teóricos de superconductores bidimensionales.

A la fecha se han desarrollado varias teoŕıas que intentan explicar el fenómeno de la supercon-

ductividad. En 1935 F. London introdujo un conjunto de ecuaciones para estudiar fenomenológi-

camente la superconductividad, sin embargo aún en 1950, 39 años después del descubrimiento

de este fenómeno, no exist́ıa una adecuada teoŕıa microscópica. No fue sino hasta 1957 que J.

Bardeen, L.N. Cooper y J.R. Schrieffer [1] publicaron sus trabajos sobre la superconductividad
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donde propusieron la teoŕıa que en su honor es conocida como teoŕıa BCS. Ésta nos dice que

los portadores de la supercorriente son pares de electrones (llamados pares de Cooper) que se

enlazan por medio de fonones en una red periódica de iones oscilantes.

Paralelamente en 1925 se predijo la llamada Condensación de Bose-Einstein (BEC, por

sus siglas en ingés) la cual fue introducida por Satyendra Nath Bose y Albert Einstein (Pág.

v de [2]). La BEC propone un estado del sistema de muchas part́ıculas en el cual hay una

cantidad macroscópica de ellas en el nivel de mı́nima enerǵıa, denominado estado fundamental.

El condensado es una propiedad que viola el Principio de Exclusión de Pauli, el cual rige la

distribución de part́ıculas llamadas fermiones (entre ellas los electrones) en sus niveles cuánticos

de enerǵıa. Por tanto, sólo part́ıculas llamadas bosónicas pueden acceder al estado condensado.

Existe una conexión entre el tipo de estad́ıstica que obedecen las part́ıculas y su esṕın. Los

fermiones tienen espines semienteros y los bosones enteros. Como los electrones tienen esṕın

semientero, los pares de electrones propuestos en la teoŕıa BCS, vistos como una sola part́ıcula

tienen esṕın entero. Además, puede haber un número indeterminado de pares de Cooper con

enerǵıa total cero. De aqúı que dichos pares pueden ser tratados como bosones y se puedan dar

teoŕıas que unifiquen BCS con BEC para explicar el fenómeno de la superconductividad.

La primera vez que se propuso que una condensación de Bose-Einstein de pares de electrones

fuera la causante de la superconductividad fue en 1946. Esta propuesta se le debe al qúımico

experimental R. Ogg (Pág. v de [2]). Formalmente esta idea fue estudiada por J.M. Blatt, et

al. a mediados de los 50’s [2], poco antes de la publicación de la teoŕıa BCS.

En esta tesis discutiremos diferentes modelos que suponen mezclas de bosones (pares de

electrones) y fermiones (electrones libres). En el Caṕıtulo 2 se discute el modelo teórico más

simple que lleva el nombre de “Modelo Bosón-fermión sin interacciones.” En éste se considera un

gas ideal de fermiones y un gas ideal de bosones sin interacción entre śı en dimensión espacial

dos. El número de fermiones es independiente del número de bosones. Aśı, tanto el número

de electrones desapareados como el de bosones permanece constante a cualquier temperatura.

Trabajando este modelo obtuvimos el comportamiento del calor espećıfico como función de la

temperatura. Reprodujimos la discontinuidad de la primera derivada que exhiben materiales

superconductores bidimensionales.

En el Caṕıtulo 1, por medio de una recopilación de datos experimentales se argumenta que

la relación de dispersión que describe bosones moviéndose en un mar de Fermi es lineal en lugar

de cuadrática como se supone usualmente.
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La teoŕıa BCS propone un parámetro que nos dice que tan acoplados están los pares enlaza-

dos. Es de esperarse que la temperatura de transición al estado condensado de Bose disminuya

si el parámetro de acoplamiento disminuye hasta llegar a cero donde los pares se rompen y,

por lo tanto, la Tc de BEC se hace cero. Sin embargo, el “Modelo estad́ıstico boson-fermión

ideal,”modelo en el cual los fermiones se pueden aparear y desaparear, nos lleva a un valor finito

en la temperatura de transición cuando el parámetro de acoplamiento se va a cero. Lo anterior

resulta cuando la relación entre la enerǵıa bosónica y el momento no depende del acoplamiento.

En el Caṕıtulo 3, al introducir el parámetro de acoplamiento en la relación enerǵıa-momento

encontramos el comportamiento f́ısicamente esperado.

Continuando con el estudio de la temperatura de transición, en el Caṕıtulo 4 se analizará el

“Modelo estad́ıstico bosón-fermión completo de la superconductividad”(CBFM, por sus siglas

en inglés). Se le llama completo en el sentido que considera, además de los pares de electrones,

la participación de los pares de huecos. Se calculó la temperatura de transición al estado su-

perconductor como una función de la simetŕıa en cuanto al número de electrones y huecos en

el ensamble. En todas nuestras gráficas vemos que cuando el condensado consta sólo de pares

de huecos la temperatura de transición es más grande que cuando el condensado consta única-

mente de pares de electrones. Esto es de esperarse por que la superconductividad por huecos

en cupratos tiene más alta Tc que la superconductividad por electrones.

Después se simplificó la teoŕıa CBFM quitando la interacción entre fermiones y bosones.

Al introducir la relación de dispersión cuadrática para bosones se obtiene una temperatura

de transición igual a cero, resultado que concuerda con la teoŕıa de la condensación de Bose-

Einstein.

En el presente trabajo se defiende la idea de que si consideramos simetŕıa perfecta entre pares

de part́ıcuals y de huecos, nuestro modelo CBFM reproduce BCS. Siguiendo con las propiedades

termodinámicas del gas descrito por CBFM, al introducir simetŕıa perfecta se calculó la enerǵıa

de condensación llegando al mismo resultado obtenido por BCS.

Por otro lado, considerando los dos electrones (o huecos) en interacción BCS como una

sola part́ıcula, de masa reducida en el centro de masa, en un potencial delta atractivo bajo la

descripción CBFM, obtenemos una generalización de las ecuaciones de Miyake [3] al sistema

en que se considera, no sólo los electrones y pares de electrones, sino también huecos y pares

de huecos.

Finalmente, el Caṕıtulo 5 contiene nuestras conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Relación de dispersión lineal de los pares
de Cooper

A lo largo de esta tesis se utiliza el caso que a momento lo suficientemente pequeño, de

modo que ~
2K2 << 4me, donde ~ es la constante de planck dividida entre 2π, K es el vector

de onda bosónico y me la masa de un electrón, la relación de dispersión bosónica cuando los

bosones se encuentran en un mar de Fermi puede ser aproximadamente lineal. Demostraciones

teóricas se encuentran en [4], [5], [6] y [7]. En este caṕıtulo se justifica la relación de dispersión

lineal por medio del análisis de datos experimentales.

Un modelo de condensación de Bose-Einstein es aplicado por Rosencwaig [8] en siete su-

perconductores cupratos con temperaturas de transición que van desde 22K hasta 133K:

La2−xSrxCuO4 (LSCO), Nd2−xCexCuO4 (NCCO), YBa2Cu3O7−y (Y123), Bi2Sr2CaCu2O8−y

(Bi2212), Bi2Sr2Ca2Cu3O10−y (Bi2223), HgBa2CaCu2O7−y (Hg1212) y HgBa2Ca2Cu3O9−y

(Hg1223).

Este modelo parte del conocido hecho de que BEC ocurre bajo la temperatura T tal que el

diámetro de la cuasi-part́ıcula bosónica, λ = h/
√

2πmkBT , se hace más grande que la separación

promedio interfermiónica (o distancia de interación), con m = 2me la masa del bosón, h, la

constante de Planck y kB la constante de Boltzmann. Más espećıficamente, BEC aparece cuando

nBλ3 = 2.612, (1)

donde nB es la densidad de número bosónica. Esto lleva a la temperatura cŕıtica Tc dada por

la fórmula familiar

Tc =
2π~

2n
2/3

B

(2.612)2/3mkB

≃
3.31~

2n
2/3

B

mkB

(2)

de la teoŕıa convencional BEC, ver ecuación (13.32) de [9]. La fracción del condensado está dada

por

N0(T )

N0(0)
=

{

1 − (T/Tc)
3/2 para T ≤ Tc,

0 en otro caso;
(3)

donde N0(T ) es el número de pares a temperatura T en el estado de enerǵıa más bajo con

número de onda de centro de masa K = 0; notemos que N0(0) = N es el número total de

bosones.
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Hablemos de la enerǵıa de un bosón. Como los fermiones se aparean cerca de µ(T ), la enerǵıa

que hay en los dos electrones que se aparean es 2µ(T ), como se ocupa una enerǵıa ∆K(T ) en

el enlace, al aparearse el par tiene una enerǵıa EK(T ) dada por

EK(T ) = 2µ(T ) − ∆K(T ), (4)

Definiendo la enerǵıa bosónica a partir de E0(T )

εK(T ) ≡ EK(T ) − E0(T ) = ∆0(T ) − ∆K(T ) (5)

.

Rosencwaig propone su modelo en 3D con enerǵıas de excitación dada por

εK =
~

2K2

2m
, (6)

que es lo que tendŕıamos si los bosones se movieran en el vaćıo. Sin embargo, en la presencia del

mar de Fermi la relación de dispersión es lineal (ver Ref. [5], [7], [10] y [11]). Un ejemplo de la

discusión de dispersión lineal contra cuadrática se da en Ref. [5] en 2D suponiendo un potencial

delta atractivo entre los electrones. Este potencial se supone regularizado [12] para obtener un

sólo estado de enlace de enerǵıa −B2 con lo cual se obtiene un acoplamiento constante, con

0 ≤ B2 < ∞ para el intervalo de acoplamiento débil al fuerte. Esta interacción interfermiónica

simula el efecto neto de repulsión coulombiana más la atracción debida a la interación electrón-

fonón. En vez de (6) en Ref. [5] Ec. (8) se llega a la expresión anaĺıtica

εK = ∆0(T ) − ∆K(T ) =
2

π
~vF K +

[

1 −

{

2 −

(

4

π

)2
}

EF

B2

]

~
2K2

2(2me)
+ O(K3), (7)

donde ∆K es la enerǵıa de amarre del par de electrones que forman un bosón con momento

total dado por K, aśı, εK es la enerǵıa del par de electrones que se mide a partir de la enerǵıa

de amarre del par con momento total cero; vF es la velocidad de Fermi definida a través de la

superficie de Fermi EF ≡
1

2
mev

2

F y me la masa efectiva del electrón; el śımbolo O(K3) significa

que siguen términos con K de orden mayor e igual a tres.

Si K es lo suficientemente pequeña para que K2, y K ′s de orden mayor, puedan ser despre-

ciadas, la relación (7) se puede considerar lineal. En el ĺımite del vaćıo donde EF → 0, tenemos

vF → 0 y aśı la relación de dispersión se puede considerar cuadrática como en (6) con m = 2me.

Propogamos la relación de dispersión

E = CsK
s, (8)
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donde K es el vector de onda, s el orden de la relación de dispersión y Cs una contante que

depende del orden de la relación de dispersión. Utilizando esta forma de la enerǵıa se obtienen

expresiones generales para Tc y para la fracción del condensado a cualquier dimensión d > 0 y

cualquier s [13]. Éstas son

Tc =
Cs

kB

[

sΓ(d/2)2d−1πd/2nB

Γ(d/s)gd/s(1)

]s/d

; (9)

y

N0(T )

N0(0)
=

{

1 − (T/Tc)
d/s para T ≤ Tc,

0 en otro caso
(10)

donde nB es la densidad de part́ıculas bosónicas; gσ(1) son las integrales de Bose, para σ > 1

éstas coinciden con la función zeta de Riemman ζ(σ) y diverge para σ ≤ 1; Γ(σ) es la función

gamma. La divergencia de gσ(1) para σ ≤ 1 asegura, de (9), que Tc = 0 para todo d < s.

Cuando la relación de dispersión bosónica es lineal, es decir, s = 1, ver Ec. (8), BEC puede

ocurrir para toda d > 1. Esto concuerda con el hecho de que los superconductores de más

baja dimensión que han sido encontrados son casi unidimensionales, éstos son los orgánicos que

consisten de cadenas paralelas de moléculas [14, 15].

En d = 3 y una relación de dispersión cuadrática s = 2 y C2 = ~
2/2m, (9) y (10) se reducen

a (2) y (3) respectivamente, ya que g3/2(1) = ζ(3/2) ≃ 2.612.

Wilson [16] por medio de evidencias emṕıricas aboga por la naturaleza de dispersión lineal

de los pares de Cooper (CP’s) en BSCCO. Esto también ha sido sugerido por datos de dispersión

en scanning tunneling microscope condutance obtenidos por Davis y colaboradores [17], [18].

En el presente trabajo mostramos evidencias adicionales, ver Figura 1. Ésta contiene datos

experimentales para dos superconductores en 3D [19], [20], dos cuasi-2D [21], [22] y [23] y uno

cuasi-1D [24]. Los datos están de acuerdo, al menos para T > 0.5Tc, con la fórmula (10) de la

fracción del condensado en su fase pura (sólo 2e− o 2h−CP) para d = 3, 2 y 1, suponiendo

s = 1. Para más bajos valores de T’s uno puede argumentar que una fase mixta de BEC

conteniendo 2e− y 2h− CP’s es más estable (es decir, tiene una enerǵıa libre de Helmholtz más

baja) tanto que la fórmula de fase simple (10) no es estrictamente válida.

En la Figura 1 se muestran curvas de la fracción del condensado de BE para bosones en

3D, 2D y 1D suponiendo la relación de dispersión (8) para s = 2 y 1, para una fase pura de

2e− o 2h−CP’s comparadas con datos emṕıricos para superconductores 3D (Nb/Cu y Sn),

cuasi-2D (Y123 y Bi2212 con Tc ≃ 93K y 91K, respectivamente) y cuasi-1D (nanotubos de 4Å

de ancho con Tc ≃ 15K). También se graficaron datos tomados de [25] para [∆(T )/∆]
2

lo cual
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Y123 Microondas

T/Tc

N
0
(T

)/
N

0
(0

)

0

0.5

1

10.80.60.40.20

Sn
Nb/Cu superlattice

nanotubos de 4A

Y123 SR
Bi2212 Microondas

cuasi-2D

3D

cuasi-1D

Figura 1: Curvas de la fracción del condensado de BE para bosones en 3D, 2D y 1D.

equivale a m0(T )/m0(0) de acuerdo con la relación ∆(T ) = f
√

m0(T ), donde ∆(T ) es el gap

fermiónico a temperatura T , ∆ es el gap fermiónico a temperatura cero, m0(T ) es el número de

pares de Cooper de huecos por unidad de volumen en el estado condensado a la temperatura

T y f es la constante de acoplamiento bosón-fermión. En la Figura 1 también se muestra la

curva 1 − (T/Tc)
4 que surge del modelo de dos fluidos [27]. En la misma figura, para efecto de

comparación con los datos experimentales, se incluye la curva de la Fig. 6 de Ref. [8] etiquetada

por d/s = 3/2.

En la figura 1 los datos para materiales en 3D claramente se acomodan sobre la curva teórica

de la fracción del condensado en 3D con relación de dispersión lineal y se encuentran demasiado

alejados de la curva en 3D con relación de dispersión cuadrática.

En el caso 2D los valores experimentales se acercan más a d/s = 2/1 que a d/s = 2/2,

aunque por abajo de T/Tc = 0.5 se acercan a d/s = 3/2.

Para el caso 1D tengamos en mente que, según (9) cuando d/s = 1/1 se tiene Tc = 0. Los

datos experimentales que rodean a la curva d/s = 1/1 se consideran en la dimención d = (1+ǫ)
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donde ǫ es muy pequeño pero distinto de cero tal que sea posible la BEC.

Podemos concluir que el orden de la relación de dispersión bosónica está más próximo a

uno que a dos. Sin embargo, debemos mencionar que, para T/Tc < 0.5, los cupratos mostrados

en la figura 1 tienen un comportamiento tridimensional si son descritos con una relación de

dispersión cuadrática.

Los resultados experimentales que se muestran en este caṕıtulo muestran que la relación de

dispersión de bosones inmersos en un mar de Fermi es lineal.
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Caṕıtulo 2

Modelo bosón-fermión con bosones
irrompibles

2.1 Introducción

Antes de analizar los sistemas teóricos de mezclas binarias de bosones y fermiones com-

partiendo el mismo volumen, usando el modelo bosón-fermión completo (CBFM, por sus siglas

en inglés) y modelo ideal bosón-fermión (IBFM, por sus siglas en inglés), en los cuales se toma

en cuenta la interacción entre fermiones y bosones, veamos la forma del calor espećıfico para un

sistema simplificado. Este sistema está formado de un gas ideal de electrones libres y pares de

electrones, tratados como bosones. No hay interacción entre fermiones y bosones. Supondremos

que estos dos gases son independientes uno del otro y que la existencia del sistema bosónico no

afecta al sistema fermiónico. Aśı, tanto el número de electrones desapareados Nf como el de

bosones NB permanece constante a cualquier temperatura.

Se quiere mostrar que con esta simplificación se pueden obtener propiedades termodinámicas

de materiales superconductores. Para esto, se calcula el calor espećıfico y se compara con la

forma del calor espećıfico experimental. Los dos muestran una discontinuidad en su derivada

al pasar por la temperatura de transición. Ésta tiende a desaparecer conforme el número de

bosones se acerca a cero, lo que equivale a extinguir la fase superconductora.

Si N es el número total de electrones de conducción, entonces, N = Nf + 2NB, o bien,

Nf = (1 − 2NB/N)N (11)

Si fe(ǫ) y fB(ε) son la función de distribución de los fermiones y de los bosones, respectivamente,

la enerǵıa interna del sistema tiene la forma

U = 2

∫

∞

0

dǫge(ǫ)fe(ǫ)ǫ +

∫

∞

0

dεgB(ε)fB(ε)ε, (12)

donde ge(ǫ) y gB(ε) son la densidad de estados de los fermiones y de los bosones, respecti-

vamente. El factor 2 de la suma en los fermiones es la degeneración de esṕın. Aqúı estamos

considerando bosones con esṕın total cero por lo que no tienen degeneración.
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Para poder escribir más expĺıcitamente la enerǵıa interna de nuestro sistema nos hace falta

conocer la densidad de estados de los fermiones y de los bosones.

En [28] se utilizó la relación de dispersión dada en (8) para llegar a la densidad de estados

en su forma generalizada

g(E) =

(

L

2
√

π

)d
d

s

(E)d/s−1

Γ(1 + d/2)C
d/s
s

, (13)

donde s es el orden de la relación de dispersión y d nos da la dimensión espacial. En caṕıtulos

posteriores utilizaremos una relación de dispersión que contenga un estado base B distinto de

cero. Por tanto, consideremos la relación de dispersión como sigue

E = B + CsK
s. (14)

Con esta nueva relación de dispersión la Ec. (13) se reescribe como

g(E) =

(

L

2
√

π

)d
d

s

(E − B)d/s−1

Γ(1 + d/2)C
d/s
s

. (15)

En este trabajo queremos estudiar en especial la dimensión espacial d = 2 ya que nos in-

teresa buscar un modelo teórico de superconductores cupratos que son considerados en dos

dimensiones espaciales. Estos materiales son los que, hasta el momento, han obtenido la más

alta temperatura de transición. Los cupratos superconductores basados en elemento mercurio

y dopados con flúor, tienen una temperatura de transición al estado superconductor de -135 ◦C

a presión ambiente. Este resultado experimental se obtuvo en 1993 y no se ha superado.

Procedamos a encontrar la densidad de estados fermiónica. La relación de dispersión que

describe a los fermiones tiene la forma

ǫ =
~

2k2

2m
. (16)

Notemos que para llegar de (14) a (16) se debe hacer B = 0, Cs = ~
2/2m y s = 2. Sustituyendo

estos valores en (15), para una dimensión espacial d = 2, obtenemos la densidad de estados

fermiónica ge

ge =
L2m

2π~2
, (17)

donde se utilizó Γ(2) = (2 − 1)! = 1. La densidad de estados por unidad de área es

N(ǫ) =
ge(ǫ)

L2
=

m

2π~2
, (18)
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es independiente de la enerǵıa.

Ahora calculemos la densidad de estados bosónicos, gB(EK). Para K pequeña, en (7), pode-

mos despreciar los términos de orden mayor a uno

εK
∼=

2

π
~vF K. (19)

Por tanto, según (14), Cs = 2~vF /π, con s = 1. Aśı, la Ec. (15) en 2D se reduce a

gB(εK) =
πL2

8~2v2

F

εK (20)

que es la densidad de estados para bosones en 2D con relación de dispersión lineal.

Para calcular el calor espećıfico también necesitaremos las funciones de distribución fer-

miónica y bosónica, estas son, respectivamente,

fe(ǫ) =
1

exp[β(ǫ(T ) − µe(T ))] + 1
(21)

y

fB(ε) =
1

exp[β(ε − µB)] − 1
(22)

donde µe es el potencial qúımico fermiónico y µB es el potencial qúımico bosónico.

Para toda temperatura T , fe(µe) = 1/2, esto es, el estado con energia µe tiene igual proba-

bilidad de estar ocupado o desocupado.

Ahora fijémonos en fB(ε). Si µB fuera positivo el estado orbital ε = µB tendŕıa un número

de ocupación infinito. Entonces, para que un gas tenga un número acotado de part́ıculas el

potencial molar de Gibbs es siempre negativo. Con esto, sólo tendŕıamos divergencia cuando

µB → 0. Dicho ĺımite se tiene para T ≤ Tc donde hay una gran cantidad de bosones en el

estado base; esto es la condensación de Bose Einstein.

2.2 Calor espećıfico fermiónico

Lo que queremos es calcular la forma del calor espećıfico CV del modelo bosón-fermión

descrito en el presente caṕıtulo. Como CV es la primera derivada de la enerǵıa interna respecto

a la temperatura, entonces, de la Ec. (12) podemos decir que CV es simplemente la suma del

calor espećıfico de un gas ideal bosónico y un fermiónico por separado. Encontremos primero

CV para los electrones.
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Introduciendo ˜Ue = Ue/EF , ǫ̃ ≡ ǫ/EF , µ̃e ≡ µe/EF y ˜T ≡ T/TF la enerǵıa de los electrones

se reescribe como

˜Ue = 2gEF

∫

∞

0

dǫ̃ ǫ̃

z−1
e exp[ ǫ̃

˜T
] + 1

. (23)

la fugacidad ze tiene la forma

ze = exp[µ̃e/˜T ]. (24)

En el Apéndice E de [29] se demuestra la siguiente integral

∫

∞

0

xη−1dx

z−1
e ex + 1

= Γ(η)fη(ze). (25)

donde

fη(ze) =

∞
∑

l=1

(−1)l−1
zl

e

lη
, (26)

para el caso de (23) η = 2. El potencial qúımico fermiónico µe en 2D está dado por

µe =
1

β
ln [exp (βEF ) − 1] , (27)

[28] Ec. (17). Combinando (24) y (27) se tiene

ze = e1/ ˜T
− 1. (28)

Al resolver la integral de (23) por medio de (25) y recordando que Γ(2) = 1, la enerǵıa interna

del gas de electrones se reescribe como

˜Ue = 2geEF
˜T 2f2(ze). (29)

Ahora, calculemos N . Para simplificar el problema, y suponiendo que el número total de

electrones no cambia con la temperatura, calculemos N en T = 0, el resultado va a ser válido

a cualquier T . En T = 0 la distribución de Fermi vale uno desde cero hasta EF y cero desde

EF hasta infinito. Como la densidad de estados es constante, resulta que

N = 2

∫ EF

0

ge(ǫ)dǫ = 2geEF , (30)

el factor 2 nos da la degeneración debida al esṕın. Derivando Ue con respecto a T obtenemos

el calor espećıfico de los electrones. Aśı, sustituyendo (30) y (28) en la derivada con respecto a

T de (29) obtenemos
CV e

NkB

= 2˜Tf2(ze) +
f1(ze)

e−1/ ˜T − 1
. (31)
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Cambiemos la variable ˜T = T/TF por t = T/Tc. En la Ec. (9) se encuentra la forma para Tc

para un sistema bosónico cuya relación de dispersión es de orden s en una dimensión espacial d.

Donde nB es la densidad de part́ıculas bosónicas; Cs es la constante de proporcionalidad entre

la enerǵıa y el vector de onda de las part́ıculas bosónicas, para este caso C1 = (2/π)~vF , ver

Ec. (19). Sustituyendo s = 1 y d = 2 en (9) tenemos

Tc =
4
√

3

π3/2

~vF

kB

√
nB. (32)

Como t = ˜TTF /Tc, de la ecuación anterior tenemos

t =
˜TEF

(4
√

3/π3/2)~vF

√
nB

. (33)

Por otra parte, dividamos (30) entre L2,

n ≡
N

L2
= 2N(ǫ)EF , (34)

donde N(ǫ) ≡ ge/L
2 está dada en la Ec. (18). Combinando (18) y (34) se obtiene

EF =
π~

2n

m
. (35)

Sustituyendo la expresión anterior en (33) obtenemos

˜T =
4
√

6

π2

√

NB

N
t. (36)

Con esto podemos reescribir (28) como sigue

ze = exp

[

π2

4
√

6NB/N

1

t

]

− 1. (37)

Sustituyamos (36) y (37) en (31) para llegar a

CV e

NkB

= 8
√

6NB/N
t

π2
f2(ze) − exp

[

π2

4
√

6NB/N

1

t

]

f1(ze)

ze

. (38)

2.3 Calor espećıfico bosónico

El calor espećıfico para un gas ideal de bosones se calcula en Ref. [30]. Utilizando el hecho

que la fugacidad bosónica, zB = exp[µB/kBT ], es aproximadamente la unidad para T ≤ Tc (ver

Cap. 7 de Ref. [29]), para este intervalo de temperaturas CV B está dado por

CV B = NBkB

(d/s)(d/s + 1)gd/s+1(1)

gd/s(1)
td/s, (39)
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donde t ≡ T/Tc, d la dimensión del sistema, s el orden de la relación de dispersión y gd/s(zB)

la función de Bose que tiene la forma

gd/s(zB) =

∞
∑

l=1

zl
B

ld/s
, (40)

ver Apéndice E de [29]. Se puede demostrar que

gd/s(1) =

∞
∑

l=1

1

ld/s
−→ ∞ cuando d/s ≤ 1, (41)

y que para d/s > 1 gd/s(1) es igual a la función Zeta de Riemann representada por ζ(d/s), es

decir,

ζ(d/s) =

∞
∑

l=1

1

ld/s
, (d/s > 1). (42)

Como ya mencionamos, nos interesa estudiar teóricamente la superconductividad bidimensional,

d = 2, donde los pares de Cooper sean tratados como bosones con relación de dispersión linel,

s = 1. Con dichos valores de d y s la ecuación (39) se reduce a

CV B

NBkB

=
6ζ(3)

ζ(2)
t2 = 4.384t2, t ≤ 1, (43)

ya que ζ(3) = 1.202 y ζ(2) = 1.645 (ver Apéndice D de Ref. [29]). Utilizando la idea de que el

número de bosones condensados es cero en comparación con NB para T ≥ Tc en la Ref. [30] se

demuestra que

CV B = NBkB

[

(d/s)(d/s + 1)gd/s+1(zB)

gd/s(zB)
−

(d/s)2gd/s(zB)

gd/s−1(zB)

]

, t ≥ 1. (44)

Haciendo d = 2 y s = 1
CV B

NBkB

=
6g3(zB)

g2(zB)
−

4g2(zB)

g1(zB)
, t ≥ 1. (45)

Escribamos la forma del calor espećıfico bosónico en unidades de NkB a cualquier temperatura.

De (43) y (45)

CV B

NkB

=
NB

N

CV B

NBkB

=
NB

N
x

{

4.384t2 si t ≤ 1

6g3(zB)/g2(zB) − 4g2(zB)/g1(zB) si t ≥ 1,
(46)

donde t = T/Tc. La fugacidad bosónica la podemos obtener de la expresión para el número de

bosones

NB =

∫

∞

0

dε gB(ε)

z−1

B exp[βε] − 1
; (47)
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en esta expresión no tomamos en cuenta el número de bosones condensados, por lo que solamente

es válida para temperaturas mayores que la de transición. Insertando la densidad de estados

bosónicos dada en (20) y adimensionalizando las variables de enerǵıa con EF (47) se reescribe

como

NB =
πmL2EF

16~2

∫

∞

0

dε̃ ε̃

z−1

B exp[ε̃/˜T ] − 1
(48)

donde ε̃ = ε/EF y ˜T = T/TF . Con el objetivo de simplificar la ecuación anterior sustituyamos

la densidad de estados fermiónicos (17) en (30) para obtener la siguiente forma del número

total de fermiones, N ,

N =
mL2EF

π~2
; (49)

recordemos que este es el número de electrones libres mas dos veces el número de pares de

electrones. Por medio de esta expresión podemos modificar la apariencia de (48) como sigue

2NB

N
=

π2

8

∫

∞

0

dε̃ ε̃

z−1

B exp[ε̃/˜T ] − 1
. (50)

De esta ecuación podemos calcular la fugacidad bosónica, en forma numérica, como función de

la temperatura para un valor de 2NB/N dado.

2.4 Calor espećıfico total

El calor espećıfico CV del sistema bidimensional del gas ideal de fermiones y bosones que

no interactúan entre śı es la suma de los calores espećıficos, por tanto de (38) y (46) obtenemos

CV

NkB

= 8
√

6NB/N
tf2(ze)

π2
− exp

[

π2

4
√

6NB/N

1

t

]

f1(ze)

ze

+
NB

N
x

{

4.384t2 si t ≤ 1

6g3(zB)/g2(zB) − 4g2(zB)/g1(zB) si t ≥ 1.
(51)

Cuando t >> 1 en (37) vemos que ze se hace pequeña por lo que podemos despreciar los

términos de (26) de orden mayor que uno, es decir, fn(ze) ∼= ze para toda n. Algo similar pasa

con la función gd/s(zB). Como zB = exp[µB/tTc] cuando t >> 1 zB se hace pequeña y de (40)

vemos que gd/s(zB) ∼= zB para toda d/s. Para escribir (51) en dicho ĺımite, reemplacemos f1(ze)



13

y f2(ze) por (37), aśı como gd/s(zB) por zB,

CV

NkB

= 8
√

6NB/N
t

π2

(

exp

[

π2

4
√

6NB/N

1

t

]

− 1

)

−exp

[

π2

4
√

6NB/N

1

t

]

+ 2NB/N. para T >> Tc (52)

Expandiendo, en potencias de 1/t, hasta primer orden

CV

NkB

= 1 +
2NB

N
. para T >> Tc (53)

Cuando tenemos puros fermiones, es decir, NB → 0,

CV

NkB

→ 1 para T >> Tc (54)

lo cual es la ley de Dulong-Petit que nos dice que para t >> 1 CV /NkB → d/s (recordemos

que d = 2 y s = 2).

Cuando tenemos puros bosones, es decir, 2NB → N ,

CV

NkB

→ 2 para T >> Tc, (55)

también se satisface la ley de Dulong-Petit, ya que en este caso d = 2 y s = 1. Este compor-

tamiento se exhibe en las gráficas de la Figura 2. Para el caso de puros bosones NB = 0,5N

el cociente CV /NkB tiende a 2 para T > Tc. Cuando se disminuye el número de bosones

NB = 0,05N , es decir, al acercarnos al extremo de sólo fermiones, el cociente CV /NkB tiende

a 1 para T > Tc.

Otra cosa importante que observamos en las gráficas de la Figura 2 es que hay una cúspide

en las curvas del calor espećıfico al pasar por Tc. En gráficas experimentales del calor espećıfico

contra la temperatura para superconductores considerados por algunos autores en 2D, como

por ejemplo los cupratos, aparece la cúspide al pasar por la temperatura de transición al estado

superconductor (ver [32] página 113); este pico va desapareciendo al ir desapareciendo la fase

superconductora, es decir, cuando disminuye el número de pares de Cooper. Para el presente

trabajo dicha cúspide disminuye conforme se disminuye el número de bosones. Esto podŕıa in-

dicarnos que la transición superconductora es producto de una condensación a la Bose-Einstein

de los pares de Cooper tratados como bosones.

Los materiales superconductores llamados cupratos, y considerados teóricamente en 2D,

han alcanzado las más altas temperaturas de transición superconductora. En estos materiales
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Figura 2: Calor espećıfico de un gas compuesto con un número fijo de electrones (N) y de

bosones (NB) para distintos valores de 2NB/N .

se deplazan átomos con mayor aportación de electrones para la conducción por atomos con

menor aportación de electrones. A este proceso se le llama dopage. Aśı, se introducen huecos

entre láminas de cobre-óxido. En la figura 3 se muestran tres curvas del calor espećıfico del

cuprato Y0.8Ca0.2Ba2Cu3O7x dividido por la temperatura como una función de la temperatu-

ra. Cada curva muestra un “pico” en su temperatura de transición. Aunque estas curvas no

son del todo igual a las curvas obtenidas por el modelo descrito en el presente caṕıtulo, Fig.

2, si hay importantes similitudes. En las dos figuras se muestra un pico en las curvas del calor

espećıfico al pasar por la temperatura de transición. En la figura 3 la curva de pico más pronun-

ciado se obtuvo con con dopaje óptimo, es decir, el cuprato se encuentra en un estado tal que

puede tener más pares de Cooper. La curva con el pico más pequeño se obtuvo con el mismo

cuprato mencionado anteriormente pero con un dompamiento bajo, es decir, poca posibilidad

de formación de pares de Cooper. Esta es otra similitud entre las curvas de las figuras 2 y 3.
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Sobre dopado

Óptimo dopaje

Bajo dopaje

C
V
 /
 T

T (K)

Figura 3: Calor espećıfico divido por la tempertura en función de la temperatura para una

muestra de Y0.8Ca0.2Ba2Cu3O7x. La curva de menor pico representa una muestra con bajo

dopamiento; la curva con el pico más pronunciado representa una muestra con dopamiento

óptimo. La curva con pico intermedio se obtuvo con un sobre dopamiento [31].

En los próximos caṕıtulos veremos a los pares de Cooper como bosones y, como ya se

discutió en el Caṕıtulo 1, los describiremos por medio de una relación de dispersión lineal.

En este caṕıtulo se estudió la forma del calor espećıfico del un gas ideal de fermiones y

bosones sin interacción entre śı. Se encontró que dicho calor espećıfico tiene un comportamiento

similar al de un material superconductor en la temperatura de transición.
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Caṕıtulo 3

Modelo Estad́ıstico Bosón-Fermión Ide-
al de la Superconductividad

3.1 Introducción

En esta sección estudiaremos un ensamble de pares de Cooper en d-dimensiones, sin

interacción, en equilibrio qúımico y térmico con fermiones desapareados. Esta teoŕıa recibe

el nombre de Modelo Estad́ıstico Boson-Fermión Ideal (IBFM, por sus siglas en inglés). La

diferencia con el modelo estudiado en el Caṕıtulo 2 es que aqúı los fermiones se pueden aparear

y desaparear formado y destruyendo pares de Cooper, que trataremos como bosones, conforme

variamos la temperatura. Por tanto, el número de bosones es dependiente de la temperatura.

El modelo de interacción que forma los pares de Cooper es el propuesto por la teoŕıa BCS

vk,k′ =

{

−V si µ(T ) − ~ωD < ǫk1
, ǫk1

< µ(T ) + ~ωD

0 en otro caso.
(56)

donde ~ωD es la enerǵıa de Debye. El número total de electrones N se divide en dos grupos: el

número de part́ıculas fermiónicas apareables N2(T ) y el número de part́ıculas fermiónicas no

apareables N1(T ). Aśı,

N = N1(T ) + N2(T ).

Los electrones apareables están en los estados de enerǵıa comprendidos entre las enerǵıas µ(T )−

~ωD y µ(T ) + ~ωD. Las enerǵıas de electrones no apareables están fuera de dicho intervalo.

Denotemos con N20(T ), NB,0(T ) y NB,0<K<K0
(T ) al número de fermiones desapareados pero

apareables, al número de bosones en estado condensado y al número de bosones en estados

excitados, respectivamente. El número de electrones apareables resulta

N2(T ) = N20(T ) + 2[NB,0(T ) + NB,0<K<K0
(T )] (57)

donde K0 es el número de onda del par al cual se rompe el enlace.

Denotando con ǫ la variable de enerǵıa de cada estado, el número total de part́ıculas fer-

miónicas apareables está dado por

N2(T ) = 2g(µ)

∫ µ+~ωD

µ−~ωD

dǫ
1

exp [β{ǫ − µ}] + 1
, (58)
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estamos integrando sobre un intervalo pequeño, aśı, podemos tratar como constante a la den-

sidad de estados g; por esta razón la hemos sacado de la integral.

Para resolver la integral de (58) definamos

u ≡ exp [β(ǫ − µ)] + 1 (59)

derivando respecto a ǫ

du = βexp [β(ǫ − µ)] dǫ,

dividiendo entre βu en ambos lados de la igualdad

1

β

du

u
=

(

1 −
1

exp [β(ǫ − µ)] + 1

)

dǫ,

Integrando y reordenando

∫ b

a

dǫ
1

exp [β(ǫ − µ)] + 1
=

∫ b

a

dǫ −
1

β

∫ u(b)

u(a)

du

u
.

Sustituyendo u por su valor dado en (59), después de integrar tenemos

∫ b

a

dǫ
1

exp [β{ǫ − µ}] + 1
= b − a −

1

β
ln [exp [β{b − µ}] + 1] +

1

β
ln [exp [β{a − µ}] + 1] . (60)

Aplicando este resultado en (58) se obtiene

N2(T ) = 2g(µ)

[

2~ωD −
1

β
ln (exp [β~ωD] + 1) +

1

β
ln (exp [−β~ωD] + 1)

]

. (61)

Reagrupando términos

N2(T ) = 2g(µ)~ωD, (62)

es decir, el número total de fermiones apareables es independiente de la temperatura, N2(T ) =

N2.

Llamemos µ2 al potencial qúımico del número de fermiones desapareados pero apareables

N20. Aśı,

N20(T ) = 2g(µ)

∫ µ+~ωD

µ−~ωD

dǫ
1

exp [β{ǫ − µ2}] + 1
. (63)

Como los fermiones apareables pero desapareados siguen estando en el intervalo de enerǵıas

que va de µ − ~ωD hasta µ + ~ωD, los ĺımites de integración y la enerǵıa en que se evalúa la
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densidad de estados son los mismos que en el caso de N2. Obtengamos N20(T ) con la ayuda de

(60) cambiando µ por µ2 en el integrando. Aśı,

N20(T ) = 2g(µ)

[

2~ωD −
1

β
ln (exp [β{µ + ~ωD − µ2}] + 1) +

1

β
ln (exp [β{µ − ~ωD − µ2}] + 1)

]

.

(64)

Colocando todos los términos en un sólo logaritmo

N20(T ) =
2g(µ)

β
ln

[

1 + exp [−β{µ − ~ωD − µ2}]

1 + exp [−β{µ + ~ωD − µ2}]

]

. (65)

El número de bosones en los estados excitados está dado por

NB,0<K<K0
(T ) =

K0
∑

K>0

1

exp [β{EK(T ) − 2µ2}] − 1
, (66)

donde EK(T ) es la enerǵıa del par de fermiones.

Para obtener la siguiente ecuación, restemos en ambos miembros de (4) la cantidad 2µ2,

además de sumar y restar ∆0(T ) en su segundo miembro,

EK(T ) − 2µ2 ≡ εK(T ) − 2[µ2(T ) − µ(T )] − ∆0(T ). (67)

Definamos el potencial qúımico de los bosones, µB(T ), como

µB(T ) ≡ 2[µ2(T ) − µ(T )] + ∆0(T ). (68)

Con (67) y (68) el número de bosones en estados excitados (66) se reescribe de la siguiente

manera

NB,0<K<K0
(T ) =

K0
∑

K>0

1

exp [β{εK(T ) − µB(T )}] − 1
, (69)

Con (62), (65) y (69) la ecuación de número (57) toma la forma

2g(µ)~ωD =
2g(µ)

β
ln

(

1 + exp [−β{µ(T ) − µ2(T ) − ~ωD}]

1 + exp [−β{µ(T ) − µ2(T ) + ~ωD}]

)

+2NB,0(T ) + 2

K0
∑

K>0

1

exp [β{εK(T ) − µB(T )}] − 1
(70)

La enerǵıa libre de Helmholtz F = U −TS, donde U es la enerǵıa interna y S la entroṕıa, para
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la mezcla ideal binaria bosón-fermión es,

F2 = 2

∫ µ+~ωD

µ−~ωD

dǫge(ǫ){fe(ǫ)ǫ + kBT [fe(ǫ) ln fe(ǫ) + {1 − fe(ǫ)} ln{1 − fe(ǫ)}]}

[2µ(T ) − ∆0(T )]NB,0(T ) +

K0
∑

K>0

{[2µ(T ) − ∆K(T )]NB,K(T )

+kBT [NB,K(T ) ln NB,K(T ) − {1 + NB,K(T )} ln{1 + NB,K(T )}]},

ver Ec. (14) de [33]. El término de la integral es la contribución de los fermiones desapareados

pero apareables por eso es que sus ĺımites de integración son los extremos del intervalo de

enerǵıas donde hay interacción BCS. En este término fe(ǫ) es el promedio del número de

fermiones desapareados pero apareables con enerǵıa ǫ; el factor 2 de la integral nos da la

degeneración de esṕın fermiónico. El segundo término da la enerǵıa libre de los bosones con

momento de centro de masa cero K = 0 para los cuales su entroṕıa es despreciable en el ĺımite

termodinámico; aqúı NB,0(T ) es el número de bosones con K = 0 a la temperatura T . El

término de la sumatoria representa la enerǵıa libre de los bosones con K 6= 0.

De la enerǵıa libre F2 obtenemos el gran potencial Ω2 para la mezcla de fermiones desa-

pareados pero apareables y bosones,

Ω2 = F2 − µ2N2.

Minimizando Ω2 con respecto a NB,0(T ) [33] se obtiene

µ(T ) − µ2(T ) = ∆0(T )/2 (T < Tc), (71)

relación válida sólo en el intervalo de temperatura dado ya que para otro caso NB,0(T ) es

despreciable. Por definición Tc es la temperatura bajo la cual empieza a acumularse un gran

número de bosones en el nivel de mı́nima enerǵıa. Ésto equivale, según la función de distribución

bosónica (22), a tener µB(Tc) ∼= 0. Por medio de este razonamiento y con la Ec. (68) la relación

(71) en T = Tc es

µ(Tc) − µ2(Tc) ∼= ∆0(Tc)/2. (72)

La ecuación de número para T < Tc se obtiene sustituyendo (71) en (70). Aśı, después de dividir

entre 2g(µ)~ωD, se obtiene

1 =
kBT

~ωD

ln

(

1 + exp [−β{∆0(T )/2 − ~ωD}]

1 + exp [−β{∆0(T )/2 + ~ωD}]

)

+
1

g(µ)~ωD

[

NB,0(T ) +

K0
∑

K>0

1

exp [β{εK(T ) − µB(T )}] − 1

]

(T < Tc). (73)
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3.2 IBFM en 2D

Como ya mencionemos antes, nos interesa investigar teóricamente la superconductividad

de “alta temperatura” cuyos materiales son considerados en 2D. Por tal motivo, en esta sección

restringiremos a 2D la teoŕıa IBFM.

Para T = Tc el número de bosones condensados es despreciable comparado con el número

de bosones excitados y µB(Tc) = 2[µ(Tc) − µ2(Tc)] − ∆0(Tc) ∼= 0, ver Ec. (72). Aśı, la ecuación

de número (73) en dicha temperatura es

1 =
kBTc

~ωD

ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
1

ge~ωD

L2

2π

∫ K0(Tc)

0

dK
K

exp [βcε] − 1
. (74)

Para transformar la sumatoria bosónica en integral

∑

K

→

∫

gB(K)dK. (75)

se utilizó de la densidad de estados bosónica gB(K) = (L2/2π)K. En (74) hemos escrito ge en

lugar de ge(µ) ya que en 2D la densidad de estados fermiónicos es constante, ver Ec. (17).

Para cambiar la variable de integración K de (74) por la enerǵıa bosónica ε necesitamos la

relación de dispersión para K pequeña que está dada por (7), que a primer orden en K es

εK = ∆0(T ) − ∆K(T ) =
2

π
~vF K, (76)

donde vF es la velocidad de Fermi definida a través de la enerǵıa de Fermi EF ≡ ~
2k2

F /2m =

1

2
mv2

F . Utilizando (76) la Ec. (74) se reescribe como

1 =
kBTc

~ωD

ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
1

ge~ωD

L2

2π

(

π

2~vF

)2 ∫ 2

π
~vF K0

0

dε
ε

exp [βcε] − 1
. (77)

Utilizando (17) obtenemos la siguiente relación

1

ge~ωD

L2

2π

(

π

2~vF

)2

=
π2

8~ωDEF

. (78)

Por otro lado, como K0 es la K donde se rompe el enlace entre fermiones ∆K0
= 0 de (76) se

obtiene

∆0(T ) =
2

π
~vF K0. (79)
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Con estas dos últimas ecuaciones (77) se simplifica como sigue

1 =
kBTc

~ωD

ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
π2

8~ωDEF

∫

∆0(Tc)

0

dε
ε

exp [βcε] − 1
. (80)

y en unidades de EF ,

1 =
T̃c

ν
ln





1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 − ν}/T̃c

]

1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 + ν}/T̃c

]



 +
π2

8ν

∫

∆̃0(T̃c)

0

dε̃
ε̃

exp
[

ε̃/T̃c

]

− 1
; (81)

donde la tilde significa, para el caso de enerǵıa, que la cantidad está dividida entre EF o entre

TF , para el caso de temperaturas; ν = ~ωD/EF .

La ecuación de eigenvalores para un par de fermiones con K = 0 y temperatura T inmersos

en N − 2 fermiones dentro de la franja de enerǵıa donde se enlazan electrones por medio del

potencial de interacción (56) está dada por la Ec. (27) de [33]. Aqúı la escribimos en T = Tc y

en unidades de EF

1 = λ

∫ ν

0

dξ̃
(

exp
[

−ξ̃/T̃c

]

+ 1
)

−2

[2ξ̃ + ∆̃0(T̃c)]
−1, (82)

con ξ̃ = ǫ̃ − µ̃(T ). Para que el segundo miembro no diverja cuando ∆̃0(T̃c) tienda a cero

λ << 1 ⇔ ∆0(Tc) << 1. (83)

De (81) y (82) se obtiene la curva de T̃c vs. ν que se muestra en la Figura 4 marcada con

C1 = (2/π)~vF . En esta gráfica observamos que la temperatura crece con ν. Como ν = ~ωD/EF

nos da el ĺımite de la enerǵıa fonónica y el mecanismo de formación de bosones es el intercambio

fonónica entre electrones, entonces a mayor ν mayor probabilidad de formación de pares y a

mayor número de pares mayor temperatura de transición, ver Ec. (9). La Fig. 4 también nos

muestra que nuestro modelo predice temperaturas de transición inferiores a las predichas por el

modelo de la condensación de Bose Einstein, donde se consideran todos los electrones apareados

(curva etiquetada por “Irrompibles”). Sin embargo, Tc es mayor que el obtenido por BCS.

Nuestros valores están muy cerca del valor experimental de los superconductores cupratos, lo

que nos dice que nuestro modelo es una buena aproximación en 2D para este tipo de materiales.

Averiguemos el comportamiento de Tc en acoplamiento débil, λ << 1, lo cual, según (83),

es equivalente a tener ∆0(Tc) << 1. Primero desarrollemos en serie de Taylor el logaritmo de
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Figura 4: Tc/TF como función de ν en 2D por medio de la teoŕıa IBFM para C1 = (2/π)~vF y

C1 = (λ/2π)~vF , las otras curvas nos sirven para comparar.

(81) con respecto a ∆0(Tc)/2~ωD,

ln





1 + exp
[

−ν/˜Tc{
˜∆0(˜Tc)/2ν − 1}

]

1 + exp
[

−ν/˜Tc{
˜∆0(˜Tc)/2ν + 1}

]




∼= ln





1 + exp
[

ν/˜Tc

]

1 + exp
[

−ν/˜Tc

]



 +
1 − exp

[

ν/˜Tc

]

1 + exp
[

ν/˜Tc

]

˜∆0(˜Tc)

2ν

+O

[

˜∆0(˜Tc)

2ν

]3

. (84)

Consideremos la siguiente relación trivial,

ln

[

1 + ea

1 + e−a

]

= ln

[

ea(e−a + 1)

1 + e−a

]

= a. (85)

Haciendo a = ν/˜Tc en (85) simplifiquemos el primer término de la Ec. (84),

ln





1 + exp
[

−ν/˜Tc{
˜∆0(˜Tc)/2ν − 1}

]

1 + exp
[

−ν/˜Tc{
˜∆0(˜Tc)/2ν + 1}

]




∼=

ν

˜Tc

+
1 − exp

[

ν/˜Tc

]

1 + exp
[

ν/˜Tc

]

˜∆0(˜Tc)

2ν
+ O

[

˜∆0(˜Tc)

2ν

]2

. (86)
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Tomando (86) sólo hasta el grado uno en ˜∆0(˜Tc), la Ec. (81) se transforma en

˜Tc

exp
[

ν/˜Tc

]

− 1

exp
[

ν/˜Tc

]

+ 1

˜∆0(˜Tc)

2ν
=

π2

8

∫
˜∆0( ˜Tc)

0

dε̃
ε̃

exp
[

ε̃/˜Tc

]

− 1
. (87)

Definamos

I2D(y) ≡
1

y

∫ y

0

dx
x

ex − 1
. (88)

La gráfica de esta función se encuentra en la Figura 5. Veamos que 0 < I2D(y) ≤ 1.

En (87) hagamos el cambio de variable x = ε̃/˜Tc y reordenemos factores para llegar a

tanh
ν

2˜Tc

=
exp

[

ν/˜Tc

]

− 1

exp
[

ν/˜Tc

]

+ 1
=

π2ν

4
I2D(y). (89)

donde y ≡ ˜∆0(˜Tc)/˜Tc.

Si ˜Tc → 0 cuando ˜∆0(˜Tc) → 0, el primer miembro de (89) tiende a la unidad y como

0 < I2D(y) ≤ 1 (ver la Figura 5), entonces,

4

π2

∼= 0.405 ≤ ν, ˜Tc → 0.

Experimentalmente ν ∼ 10−2, es decir, en el ĺımite ˜∆0(˜Tc) → 0 debemos tener ˜Tc 6= 0.

Por medio del teorema de Taylor podemos obtener la expansión

x

ex − 1
= 1 −

x

2
+

x2

12
−

x4

720
+ O (x)

5
; (90)

este desarrollo es válido cuando x = ε̃/˜Tc < 1, y el valor más grande que nos interesa es el

ĺımite superior de la integral I2D(y) que es x = y = ˜∆0(˜Tc)/˜Tc. Éste es menor que uno (se acaba

de demostrar que ˜Tc 6= 0 cuando ˜∆0(˜Tc) → 0). Integrando término a término la relación (90) y

sustituyendo en la Ec. (89) obtenemos

tanh
ν

˜Tc

=

π2ν

4







1 −
1

4

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

+
1

36

(

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

)2

−
1

3600

(

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

)4

+ O

[

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

]5






. (91)

Teniendo presente que cuando ˜∆0(˜Tc) → 0 la temperatura de transición es distinta de cero,

podemos reducir la ecuación anterior a

tanh
ν

2˜Tc

=
π2

4
ν. (92)
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Figura 5: La función I2D(y) para toda y ≡ ∆0(Tc)/kBTc es menor o igual a la unidad.

Despejando ˜Tc

˜Tc =
ν

2 tanh−1 π2

4
ν

para ˜∆0(˜Tc) → 0, (93)

cuando ν se hace cero la temperatura de transición al estado condensado también se hace cero.

Esto quiere decir que si no hay fonones no hay condensación a la Bose-Einstein.

Ahora analicemos la ecuación desde el parámetro ˜∆0(˜Tc). Si ˜∆0(˜Tc) → 0 y, por ejemplo,

ν = 0.04, se espera que la temperatura de transición sea cero ya que si no hay acoplamiento

entre fermiones tampoco puede haber transición de fase, aún cuando hay fonones. Para este

caso, según (93), tenemos Tc
∼= 0.202 TF , no se logra alcanzar el cero.

Para mejorar nuestros resultados veamos lo que pasa cuando usamos el término lineal de la

enerǵıa para bosones (par de electrones) obtenida con la ecuación de la función de onda que

Bethe-Salpeter construyó tomando en cuenta pares de Cooper de electrones y pares de Cooper

de huecos, Ec. (5) de [7]. Nuestra nueva relación de dispersión es

εK =
λ

2π
~vF K. (94)
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Para este caso la ecuación de número en forma análoga a (80) es

1 = kBTc ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
1

g

L2

2π

(

2π

λ~vF

)2 ∫

∆0(Tc)

0

dε
ε

exp [βcε] − 1
. (95)

Con la ayuda de (17) reduzcamos el coeficiente de la integral, a la vez reescribamos la ecuación

en unidades de EF ,

1 =
T̃c

ν
ln





1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 − ν}/T̃c

]

1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 + ν}/T̃c

]



 +
2π2

λ2ν

∫
˜∆0(T̃c)

0

dε̃
ε̃

exp
[

ε̃/T̃c

]

− 1
. (96)

Con este resultado y (82) podemos encontrar numéricamente Tc/TF como función de ν, la curva

resultante se muestra en la Figura 4 marcada con C1 = (λ/2π)~vF la cual predice Tc’s muy

parecidas a las predichas por BCS, cuya curva está dada en trazas. En dicha figura se aprecia

que cuando tomamos una relación de dispersión que tome en cuenta la existencia de huecos,

como lo es la relación de dispersión de Bethe-Salpeter, obtenemos temperaturas de transición

más pequeñas y más cercanas a BCS que con la relación de dispersión anterior. Aqúı también

observamos que la temperatura de transición aumenta cuando aumenta el parámetro ν =

~ωD/EF , lo cual nos dice que entre más modos de oscilación, obtendremos condensación de

Bose a temperaturas más altas.

También en la Figura 4 vemos la curva para la mezcla bosón-fermión con bosones rompibles

pero considerando todos los fermiones apareados. Notemos que para este caso la temperatura

es muy grande y está muy alejada de BCS.

Para ver el ĺımite de acoplamiento débil, lo cual, como ya hab́ıamos mencionado, es equiv-

alente a ∆0(Tc) << 1, tomemos (86) sólo hasta el grado uno. Aśı, la Ec. (96) se transforma

en

˜Tc

exp
[

ν/˜Tc

]

− 1

exp
[

ν/˜Tc

]

+ 1

˜∆0(˜Tc) =
4π2ν

λ2

∫
˜∆0(T̃c)

0

dε̃
ε̃

exp
[

ε̃/˜Tc

]

− 1
. (97)

Con el cambio de variable x = ε̃/˜Tc la ecuación anterior se transforma en

exp
[

ν/˜Tc

]

− 1

exp
[

ν/˜Tc

]

+ 1
=

4π2ν

λ2

˜Tc

˜∆0(Tc)

∫
˜∆0( ˜Tc)/ ˜Tc

0

dx
x

ex − 1
. (98)

Recordemos que λ << 1 implica ∆0(Tc) << 1. Como una aproximación, consideremos λ ≈

∆0(Tc) para λ < 10−2. Introduciendo esta idea en la Ec. (98) se obtiene la gráfica de la Figura

6, donde se observa que cuando λ → 0 también ˜Tc → 0.
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Figura 6: Tc/TF vs. λ con C1 = (λ/2π)~vF en 2D. ν = 0.05.

Combinando (90) y (98), sin la aproximación λ ≈ ∆0(Tc) que sólo se tomó para darnos una

idea de la forma Tc/TF vs. λ, y después de integrar, se obtiene

exp
[

ν/˜Tc

]

− 1

exp
[

ν/˜Tc

]

+ 1

=
4π2ν

λ2







1 −
1

4

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

+
1

36

(

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

)2

−
1

3600

(

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

)4

+ O

[

˜∆0(˜Tc)

˜Tc

]5






. (99)

Analicemos lo que pasa para ˜∆0(Tc) → 0. Suponiendo que para este caso Tc 6= 0 la Ec. (99)

nos lleva a lo siguiente
exp [~ωD/kBTc] − 1

exp [~ωD/kBTc] + 1
=

4π2ν

λ2
(100)

el primer miembro es menor o igual a la unidad y el segundo diverge. Por lo tanto, podemos

concluir que para λ → 0, tenemos, Tc → 0, lo cual concuerda con lo esperado y que mostramos
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en la Figura 5. Recordemos que para llegar a esto se necesitó introducir en la relación de

dispersión el parámetro de acoplamiento fermiónico, lo cual viene de un análisis fermión-bosón

donde se toman en cuanta, tanto los electrones como los huecos. En los siguientes caṕıtulos se

estudia un modelo que toma en cuenta los huecos.

3.3 IBFM en 3D

Veamos el caso 3D. La relación de dispersión que utilizaremos fue estudiada en [10] Pág.

33 y tiene la forma

εK ≡ ∆0(T ) − ∆K(T ) =
1

2
~vF K. (101)

Con el auxilio de la transformación (75), donde para 3D g(K) = (L3/2π2)K2, la Ec. (73) en

T = Tc se escribe como

1 =
kBTc

~ωD

ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
1

g(µ)~ωD

L3

2π2

∫ K0(Tc)

0

dK
K2

exp [βcεK] − 1
(102)

ya que NB,0(Tc) y µB(Tc) son cero.

Hagamos el cambio de variable ε = 1

2
~vF K. Como en K0 se pierde el amarre, entonces,

∆K0
(T ) = 0. En consecuencia, según (101) y el presente cambio de variable, el ĺımite superior

de integración en (102) es εK0
= ∆0(T ). Con esto, la ecuación de número (102) se reescribe

como

1 =
kBTc

~ωD

ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
1

g(µ)~ωD

L3

2π2

(

2

~vF

)3 ∫

∆0(Tc)

0

dε
[ε]2

exp [βcε] − 1
. (103)

Considerando la relación de dispersión cuadrática dada en (16), podemos obtener la densidad

de estados g(ǫ) haciendo s = 2, Cs = ~
2/2m y d = 3 en (15),

g(ǫ) =
L3m3/2

21/2π2~3

√
ǫ, (104)

para llegar a este resultado se utilizó Γ(5/2) = 3
√

π/4. Con esta expresión de la densidad de

estados fermiónicos la Ec. (103) se ve como sigue

1 =
kBTc

~ωD

ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
2

√
µ~ωDE

3/2

F

∫

∆0(Tc)

0

dε
[ε]2

exp [βcε] − 1
. (105)
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Es conveniente escribir la ecuación de número en unidades de la enerǵıa de Fermi EF

1 =
T̃c

ν
ln





1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 − ν}/T̃c

]

1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 + ν}/T̃c

]



 +
2

√
µ̃ν

∫

∆̃0(T̃c)

0

dε̃
[ε̃]2

exp
[

ε̃/T̃c

]

− 1
, (106)

donde las variables con tilde significan que están divididas por EF .

Para que a partir de la Ec. (106) encontremos Tc/TF necesitamos la Ec. (82) para obtener

∆̃0. Sólo falta encontrar una expresión para µ̃.

La forma del potencial qúımico fermiónico se obtiene de la expresión para el número total

de part́ıculas fermiónicas. Ésta la obtenemos integrando de cero a infinito de la distribución de

Fermi, Ec. (21),

Nf = 2

∫

∞

0

dǫ
g(ǫ)

exp (β{ǫ − µ}) + 1
. (107)

La densidad de estados g(ǫ) está descrita por la Ec. (104), la cual se obtuvo a partir de la

relación de dispersión cuadrática, Ec. (16). Aśı, (107) resulta

Nf =
21/2L3m3/2

π2~3

∫

∞

0

dǫ
ǫ1/2

exp (β{ǫ − µ}) + 1
(108)

En T=0 la exponencial de la distribución de estados fermiónicos es cero si ǫ < µ e infinito si

ǫ > µ. Para el segundo caso (108) resulta

Nf =
21/2L3m3/2

π2~3

∫

∞

0

dǫǫ1/2 =
2

3

21/2L3m3/2

π2~3
E

3/2

F . (109)

Como el número total de fermiones no cambia con la temperatura, podemos igualar (108) y

(109) para obtener

2

3
=

∫

∞

0

dǫ̃
ǫ̃1/2

e
ǫ̃−µ̃

˜T + 1
, (110)

donde las cantidades con tilde significan que están divididas entre EF ; en el caso de la temper-

atura tenemos ˜T = T/TF . La forma de µ en función de T/TF , según (110), se muestra en la

Figura 7.

Ahora si podemos encontrar Tc/TF en función de ν a partir de la Ec. (106) con la ayuda

de (82) para obtener ∆̃0 y con la ayuda de (110) para obtener µ̃. El resultado se muestra en la

Figura 8.

Como en el caso de 2D, de (82) vemos que acoplamiento pequeño implica ∆̃0(T̃c) pequeña,

y podemos sustituir (86) en (106) sólo hasta primer orden en ∆̃0(T̃c) y obtener

T̃c

ν

exp
[

ν/T̃c

]

− 1

exp
[

ν/T̃c

]

+ 1

∆̃0(T̃c)

2ν
=

2
√

µ̃ν

∫

∆̃0(T̃c)

0

dε
ε2

exp
[

ε/T̃c

]

− 1
, (111)



29

m/
F

T/TF

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

3D

Figura 7: Potencial qúımico fermiónico µ en 3D como una función de la temperatura T/TF .

Notemos que µ = 0 cuando T/TF = 0.988.

Ahora hagamos el cambio de variable x = ε/T̃c para obtener,

√
µ̃

4ν

1

T̃c

exp
[

ν/T̃c

]

− 1

exp
[

ν/T̃c

]

+ 1
= I3D(y). (112)

donde hemos definido

y ≡ ∆̃0(T̃c)/T̃c

y

I3D(y) ≡
1

y

∫ y

0

dx
x2

ex − 1
. (113)

Debemos notar que en (112) Tc no puede ser cero. Cuando Tc = 0 tenemos µ̃ = 1, ver Figura

7, y en consecuencia el primer miembro de (112) divergeŕıa. Sin embargo, como se muestra en

la Figura 9, el segundo miembro no diverge sea cual sea el valor de y.
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Del teorema de Taylor obtenemos la siguiente expansión

x2

ex − 1
= x −

x2

2
+

x3

12
−

x5

720
+

x7

30240
−

x9

1209600
+ O [x]

10 , (114)

que al integrarla término a término y sustituirla en (112) resulta

√
µ̃

4ν

1

T̃c

exp
[

ν/T̃c

]

− 1

exp
[

ν/T̃c

]

+ 1
=

1

2

∆̃0(T̃c)

T̃c

−
1

6

(

∆̃0(T̃c)

T̃c

)2

+
1

48

(

∆̃0(T̃c)

T̃c

)3

−
1

4320

(

∆̃0(T̃c)

T̃c

)5

+
1

241920

(

∆̃0(T̃c)

T̃c

)7

−
1

12096000

(

∆̃0(T̃c)

T̃c

)9

+ O

[

∆̃0(T̃c)

T̃c

]10

(115)

Como T̃c 6= 0 y estamos suponiendo ∆̃0(T̃c) << 1, la serie anterior se puede aproximar a su

primer orden y reducirse a
√

µ̃

2ν

exp
[

ν/T̃c

]

− 1

exp
[

ν/T̃c

]

+ 1
= ∆̃0(T̃c). (116)
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Haciendo T̃c = 0.988 en (116) se tiene ∆0(Tc) = 0. Esto por que en T̃c = 0.988 el potencial

qúımico es cero, ver Figura 7. Llegamos al mismo conflicto del caso 2D cuando se toma la relación

de dispersión sin parámetro de acoplamiento. ¡Tenemos un estado condensado de bosones sin

bosones!

Introduzcamos la relación de dispersión lineal de Bethe-Salpeter, Ec. (70) de [34]

ε = ∆0(T ) − ∆K(T ) =
λ

4
~vF K. (117)

Con ésta la Ec. (103) es

1 =
kBTc

~ωD

ln

[

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 − ~ωD}]

1 + exp [−βc{∆0(Tc)/2 + ~ωD}]

]

+
1

g(µ)~ωD

L3

2π2

(

4

λ~vF

)3 ∫

∆0(Tc)

0

dε
ε2

exp [βcε] − 1
(118)
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con (104), el coeficiente de la integral, después de adimensionalizar con EF , se reduce a

1 =
T̃c

ν
ln





1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 − ν}/T̃c

]

1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 + ν}/T̃c

]



 +
16

λ3
√

µ̃ν

∫

∆̃0(T̃c)

0

dε̃
[ε̃]2

exp
[

ε̃/T̃c

]

− 1
. (119)

Podemos obtener Tc/TF de esta ecuación si nos auxiliamos de (82), para obtener ∆̃0, y de

(110), para obtener µ̃. La Figura 8 exhibe el comportamiento de Tc/TF como una función de ν.

Al igual que en 2D con la relación de dispersión de Bethe-Salpeter obtenemos temperaturas de

transición más pequeñas, aunque todav́ıa muy grandes, del orden de la temperatura de Fermi

la cual es tipicamente de 105 K (ver página 8 de [32]).

Investiguemos lo que pasa en este caso cuando ∆̃0(T̃c) << 1. Haciendo x = ε/T̃c la Ec.

(119) se reescribe como

1 =
T̃c

ν
ln





1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 − ν}/T̃c

]

1 + exp
[

−{∆̃0(T̃c)/2 + ν}/T̃c

]



 +
16T̃ 3

c

λ3
√

µ̃ν

∫

∆̃0(T̃c)/T̃c

0

dx
x2

ex − 1
. (120)

Suponiendo que T̃c → 0

∆̃0(T̃c) =
32T̃ 3

c

λ3
√

µ̃

∫

∆̃0(T̃c)/T̃c

0

dx
x2

ex − 1
para T̃c → 0 (121)

Por otro lado, escribamos (82) en unidades de EF y evaluemos T̃c = 0

1

λ
=

∫ ν

0

dξ[2ξ + ∆̃0(0)]−1. (122)

Haciendo U = 2ξ + ∆̃0(0)

1

λ
=

1

2

∫

2ν+∆̃0(0)

∆̃0(0)

dU

U
=

1

2
ln

[

2ν + ∆̃0(0)

∆̃0(0)

]

; (123)

sustituyendo este resultado en (121)

∆̃0(T̃c)/

[

ln
2ν + ∆̃0(0)

∆̃0(0)

]3

= 4T̃ 3

c

∫

∆̃0(T̃c)/T̃c

0

dx
x2

ex − 1
; (124)

donde se utilizó el hecho que µ̃ → 1 para T̃c → 0, ver Figura 7. Hagamos y ≡ ∆̃0(T̃c)/T̃c para

reescribir (124) como sigue

0.25T̃−2

c

[

ln
2ν + ∆̃0(0)

∆̃0(0)

]

−3

=
1

y

∫ y

0

dx
x2

ex − 1
para T̃c → 0, (125)
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de la Figura 9 observamos que el segundo miembro es finito. El primer miembro también es

finito ya que T̃c → 0; de otra manera el primer miembro divergeŕıa ya que ∆̃0(T̃c) → 0.

Para bosones irrompibles (es decir, que pueden permanecer apareados para cualquier valor

de su momento de centro de masa ~K) tenemos

∆̃0(T̃c)/

[

ln
2ν + ∆̃0(0)

∆̃0(0)

]3

= 4T̃ 3

c

∫

∞

0

dx
x2

ex − 1
para T̃c → 0, (126)

la integral es una integral de Bose la cual se puede evaluar

∫

∞

0

dx
x2

ex − 1
= ζ(3)Γ(3), (127)

donde ζ(3) ≃ 1.202 es la zeta de Riemann evaluada en 3 y Γ(3) = (3− 1)! = 2. Con esto (126)

se reduce a

∆̃0(T̃c)

[

ln
2ν + ∆̃0(0)

∆̃0(0)

]

−3

= 9.616T̃ 3

c para T̃c → 0, (128)

como T̃c está tendiendo a cero, entonces, ∆̃0(T̃c) → 0.

Este resultado, a diferencia del obtenido con la relación de dispersión anterior, tiene sentido

f́ısico. Si no hay acoplamiento fermiónico no hay bosones y por tanto Tc = 0.

En [13] se llega a la relación

Tc

TF

≃ νa(d)d(d − 1)

(

e2/λ

ν

)

−−→
λ→0

∞ (129)

(ver Ec. (18) de [13]), donde d es la dimensionalidad espacial que para el presente caṕıtulo es

d = 2, 3. Dicha ecuación contrasta con lo anteriormente expuesto. Como ya hemos visto, que el

acoplamiento tienda a cero equivale a K0 → 0. En [13] se dice que esto significa que todos los

pares están en K = 0, en otras palabras, el sistema está en el estado condensado para toda T .

Sin embargo, debemos tomar en cuenta que entre más débil sea el acoplamiento más disminuye

la probabilidad de formación de pares y por tanto disminuye la temperatura de transición a tal

grado que cuando λ = 0 no hay bosones y en consecuencia tengamos Tc = 0.

En resumen, el papel que juegan los pares de huecos en el mecanismo que conduce a la

superconductividad no debe despreciarse si queremos que nuestros modelos sean más realistas.

Por otro lado, notemos que el tratamiento bosónico que se le da a los pares de Cooper no

contrasta con el acoplamiento fermiónico introducido en la teoŕıa BCS.
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Caṕıtulo 4

Modelo estad́ıstico bosón-fermión com-
pleto de la superconductividad

4.1 Introducción

Con el fin de mejorar los resultados encontrados con el IBFM, consideraremos otra teoŕıa más

completa de la mezcla bosón-fermión en la cual se toma en cuenta tanto la formación de pares

de Cooper por electrones como por huecos [26]. Esta teoŕıa, la cual recibe el nombre de Modelo

Bosón-Fermión Completo (CBFM), completo en el sentido de que considera las participación de

los huecos, es desarrollada para ver: a) si el modelo de interacción tipo BCS para el mecanismo

dinámico electrón-fonón es suficiente para predecir los altos valores de Tc/TF (∼ 0.01 − 0.05

[35]) exhibidas por los llamados superconductores exóticos en 2D y 3D (los valores predichos

por BCS son ≤ 10−3, valores que corresponden a los superconductores convencionales); y b) si

se puede explicar porqué los materiales superconductores dopados con huecos tienen más altas

Tc’s.

En la teoŕıa BCS original se considera a los fermiones como part́ıculas individuales, aunque

sabemos que estos están interaccionando fuertemente con los pares de electrones y huecos con-

densados a la Bose-Einstein. De hecho los creadores de la teoŕıa BCS [1] nunca aceptaron que

la superconductividad fuera una BEC. Aqúı consideraremos los pares de Cooper no como dos

electrones con espines directamente opuestos moviéndose con direcciones opuestas cuyo mo-

mento es ~k1 y −~k1 y con una fuerte correlación de Cooper, si no como part́ıculas bosónicas

individuales en estados de enlace 2e (≡ dos electrones) o 2h (≡ dos huecos), es decir, como

part́ıculas extendidas compuestas de tamaño finito las cuales sólo existen en la fase supercon-

ductora. Aunque los operadores de creación y aniquilación para los pares de Cooper con k1 y

k2 definidos no satisfacen exactamente la familiar relación de conmutación de bosones [10], los

pares con K definida (pero no k) pueden ser tratados como bosones ya que obedecen la distribu-

ción de Bose-Einstein. Esto es porque con el modelo de interacción BCS (ver Ec. (56)) habrá,

para cualquier acoplamiento y en el ĺımite termodinámico, un número indefinido de valores

para el momento relativo ~k ≡
1

2
(~k1 − ~k2) que dan un sólo valor de ~K total ≡ ~k1 + ~k2.
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4.2 Hamiltoniano de interacción

En el modelo CBFM se propone el Hamiltoniano H = H0 + Hint para un sistema de

muchos electrones dentro de un volumen de tamaño Ld (el cual lo reescribiremos para el caso

2D), donde el Hamiltoniano sin perturbación H0 corresponde a un gas ideal (es decir, sin

interacción) compuesto de la mezcla de electrones más ambos tipos de pares de Cooper (CP,

por sus siglas en inglés), 2e y 2h. Dicho Hamiltoniano está dado por [26]

H0 =
∑

k1,s1

ǫk1
a+

k1,s1
ak1,s1 +

∑

K

E+(K)b+

K
bK −

∑

K

E−(K)c+

K
cK, (130)

donde a+

k1,s1
y ak1,s1 son los operadores de creación y aniquilación de electrones, respectivamente,

con momento ~k1 y proyección de esṕın s1; b+

K
, bK y c+

K
, cK son operadores de creación y

aniquilación para 2e- y 2h-CP respectivamente, de momento total ~K. La enerǵıa para los

electrones está dada por ǫk ≡ ~
2k2/2m. La enerǵıa para 2e está dada por E+(K) = E+(0) +

2∆ + λ/2π~vF K; donde E+(0) es la enerǵıa de estado base del par de electrones y ∆ es el gap

fermiónico introducido por BCS, el fartor 2 viene de que son dos fermiones. La enerǵıa de 2h

es E−(K) = E−(0) − 2∆ − λ/2π~vF K, ésta es de signo contrario a la de 2e ya que la enerǵıa

de una part́ıcula es la necesaria para meterla al sistema, y la enerǵıa del hueco es la enerǵıa

necesaria para sacar la part́ıcula. E−(0) es la enerǵıa de estado base del par de huecos.

En el presente modelo las interacciones entre electrones, entre pares 2e y entre pares 2h son

omitidas. Son tomadas en cuanta las interaciones entre electrones y los pares 2e y 2h debido a

los procesos elementales de decaimiento de 2e o 2h en un par de electrones o de huecos. O bien,

los procesos inversos.

El Hamiltoniano de interacción Hint tiene la siguiente forma [26]

Hint = L−d/2
∑

k,K

f+(k)
{

a+

k+
1

2
K,↑

a+

−k+
1

2
K,↓

bK + a−k+
1

2
K,↓ak+

1

2
K,↑b

+

K

}

+L−d/2
∑

k,K

f−(k)
{

a+

k+
1

2
K,↑

a+

−k+
1

2
K,↓

c+

K
+ a−k+

1

2
K,↓ak+

1

2
K,↑cK

}

. (131)

donde Ld es el volumen del sistema, f+(k) es el parámetro de interacción entre los electrones y

los pares 2e; f−(k) es el parámetro de interacción entre los electrones y los pares 2h. La primera

suma describe los siguientes procesos: 1) aniquilación de un bosón 2e con momento dado por

~K y creación simultánea de dos electrones con espines opuestos cuyo momento está dado por

~k+ 1

2
~K y −~k+ 1

2
~K; 2) creación de un bosón 2e con momento dado por ~K y aniquilación
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simultánea de dos electrones con espines opuestos cuyo momento está dado por −~k + 1

2
~K y

~k + 1

2
~K.

La segunda suma describe los siguientes procesos: 1) creación simultánea de un bosón 2h con

momento dado por ~K y dos electrones de espines opuestos con momento dado por ~k + 1

2
~K

y −~k + 1

2
~K; 2) aniquilación simultánea de un bosón 2h con momento dado por ~K y dos

electrones con espines opuestos cuyo momento está dado por −~k + 1

2
~K y ~k + 1

2
~K.

Al considerar una condensación de Bose-Einstein (BEC) con N0 pares de electrones y M0

pares de huecos con K = 0 y reemplazar cada operador de creación y aniquilación b+

0
y b0

por
√

N0 y cada operador c+

0
y c0 por

√
M0, además de despreciar las interacciones entre

electrones desapareados y bosones excitados (K 6= 0) pero tomando en cuenta las interacciones

entre electrones desapareados y bosones condensados, el Hamiltoniano propuesto en CBFM se

reduce a

H − µN = [E+(0) − 2µ]N0 + [2µ − E−(0)]M0 +
∑

k1,s1

[ǫ(k1) − µ]a+

k1,s1
ak1,s1

+
∑

K6=0

[E+(K) − 2µ]b+

K
bK +

∑

K6=0

[2µ − E−(K)]c+

K
cK

+
∑

k

[
√

n0f+(k) +
√

m0f−(k)](a+

k,↑a
+

−k,↓ + a−k,↓ak,↑), (132)

donde µ es el potencial qúımico fermiónico, n0 = N0/L
d y m0 = M0/L

d.

Antes de continuar recordemos algunas relaciones entre los potenciales termodinámicos (ver

por ejemplo [36]). La enerǵıa libre de Helmholtz se define a través de la enerǵıa interna E, la

temperatura T y la entroṕıa S como

F ≡ E − TS. (133)

El potencial gran canónico o termodinámico Ω es, al igual que la enerǵıa libre de Helmholtz,

una transformada de Legendre de la enerǵıa interna

Ω ≡ E − TS − µN. (134)

De las Ecs. (133) y (134) vemos que

F ≡ Ω + µN. (135)

El potencial termodinámico se puede ver como [29]

Ω(Ld, T, µ, N0,M0) = −kBT lnTr[exp {−β(H − µN)}] (136)
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(donde Tr significa traza y β = 1/kBT con kB ≡ constante de Boltzmann).

De los valores propios del operador (132) y la relación (136) se obtiene que el potencial

termodinámico Ω por unidad de volumen tiene la forma

Ω(T, Ld, µ, N0,M0)

Ld
=

∫ ∞

0

dǫN(ǫ)[ǫ − µ − E(ǫ)] − 2kBT

∫ ∞

0

dǫN(ǫ) ln{1 + exp[−βE(ǫ)]}

+[E+(0) − 2µ]n0 + kBT

∫ ∞

2∆

dεM(ε) ln{1 − exp[−β(ε + E+(0) − 2µ)]}

+[2µ − E−(0)]m0 + kBT

∫ ∞

2∆

dεM(ε) ln{1 − exp[−β(ε − E−(0) + 2µ)]} (137)

donde n0 y m0 son las densidades del número de pares condensados dos-electrones y dos-huecos,

respectivamente; ε es la enerǵıa de los pares de electrones o de huecos dada en (94) pero ahora

se incluye la enerǵıa necesaria para alcanzar el primer estado excitado ∆, que según la teoŕıa

BCS es ~ωD/ sinh(1/λ), ver ecuación (2.40) de [1]. Es decir,

εK = 2∆ +
λ

2π
~vF K. (138)

N(ǫ) es la densidad de estados fermiónicos y M(ε) la densidad de estados bosónicos. En (137)

también se utilizó la definición

E(ǫ) ≡
√

(ǫ − µ)2 + ∆2(ǫ) (139)

que es la enerǵıa de exitación fermiónica, donde el gap fermiónico de enerǵıa (enerǵıa de mı́nima

excitación fermiónica) ∆(ǫ) tiene la siguiente forma

∆(ǫ) ≡
√

n0f+(ǫ) +
√

m0f−(ǫ). (140)

Definamos los parámetros

δε ≡
1

2
[E+(0) − E−(0)], (141)

y

Ef ≡
1

4
[E+(0) + E−(0)], (142)

no confundir con la usual enerǵıa de Fermi de un gas ideal de Fermi. Estos dos parámetros

tienen carácter fenomenológico. Es evidente que

E±(0) = 2Ef ± δε. (143)

En contraste con la teoŕıa BCS, en la CBFM las enerǵıas E±(0) de CPs sin movimiento (es

decir, K = 0) no están relacionadas con la enerǵıa de Fermi EF .
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4.3 Ecuaciones de número y de gap

De la relación termodinámica ∂Ω/∂µ = −N se llega a la ecuación de número

n ≡ N/Ld = 2nB(T ) − 2mB(T ) + nf (T ) =

2n0 +

∫ ∞

2∆

M(ε)dε

[

2

exp [β(ε + 2Ef + δε − 2µ)] − 1

]

−2m0 −

∫ ∞

2∆

M(ε)dε

[

2

exp [β(ε − 2Ef + δε + 2µ)] − 1

]

+

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ

[

1 −
ǫ − µ

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ)

]

, (144)

donde n es el número total de electrones dividido entre el volumen del sistema, nB es el número

de pares 2e dividido entre el volumen, mB es el número de pares 2h dividido entre el volumen

y nf es el número de electrones libres dividido entre el volumen.

El número de pares de electrones excitados (i.e., con K > 0) es

nB+(T ) ≡

∫ ∞

2∆

M(ε)dε

[

1

exp
[

1

2
β{ε + E+(0) − 2µ}

]

− 1

]

(145)

mientras que el número de pares de agujeros excitados es

mB+(T ) =

∫ ∞

2∆

M(ε)dε

[

1

exp
[

1

2
β{ε − E−(0) + 2µ}

]

− 1

]

. (146)

Es evidente que

nB(T ) ≡ n0(T ) + nB+(T ) (147)

y

mB(T ) ≡ m0(T ) + mB+(T ). (148)

El parámetro nf (T ) es el número de electrones desapareados y está dado por la última integral

de (144).

De la minimización de Ω, Ec. (137), con respecto de N0 y M0, se llega a las ecuaciones tipo

gap que tienen la forma

2
√

n0 [E+(0) − 2µ] =

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
∆(ǫ)f+(ǫ)

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ), (149)

2
√

m0 [2µ − E−(0)] =

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
∆(ǫ)f−(ǫ)

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ). (150)
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El modelo de interacción boson-fermión (BF) entre electrones y pares de electrones está dado

por [37]

f+(ǫ) ≡

{

f si Ef < ǫ < Ef + δε,

0 en cualquier otro caso;
(151)

donde f es una constante de acoplamiento positiva y puede ser tomada como parámetro

fenomenológico. Esta ecuación nos dice que hay probabilidad de la formación de una pares

2e si los electrones que la van a formar estan en los niveles de enerǵıa Ef y Ef + δε.

El modelo de interacción BF entre electrones y pares de huecos

f−(ǫ) ≡

{

f si Ef − δε < ǫ < Ef ,

0 en cualquier otro caso,
(152)

en palabras, hay probabilidad de formación de pares 2h si dos electrones saltan de la región

que va desde Ef − δε hasta Ef a la región que se forma entre Ef y Ef + δε, ver Fig. 10.

Utilizando el modelo de interacción anterior en la Ec. (140) llegamos a la siguiente expresión

del gap fermiónico de enerǵıa

∆(ǫ) =















f
√

n0 si Ef < ǫ < Ef + δε,

f
√

m0 si Ef − δε < ǫ < Ef ,

0 en cualquier otro caso.

(153)

Si consideramos m0(T ) = n0(T ) y mB(T ) = nB(T ), es decir, simetŕıa perfecta, según (145)

y (146) necesitamos que

E+(0) − 2µ = 2µ − E−(0),

y de (142) se deduce

Ef = µ. (154)

De manera análoga se puede ver que si Ef > µ se tiene nB+ < mB+ y para Ef < µ se tiene

nB+ > mB+.

Introduciendo (154) y el modelo de interacción boson-fermión en las Ecs. (149) y (150)

obtenemos

1 ∼=
f 2N(µ)

2δε

∫ µ+δε

µ

dǫ
1

√

(ǫ − µ)2 + ∆2
tanh

1

2
β
√

(ǫ − µ)2 + ∆2. (155)

y

1 ∼=
f 2N(µ)

2δε

∫ µ

µ−δε

dε
1

√

(ǫ − µ)2 + ∆2
tanh

1

2
β
√

(ǫ − µ)2 + ∆2. (156)
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Ef - d∂

2e

2h

Ef

Ef + d∂

Figura 10: Este diagrama nos señala los niveles de enerǵıa donde hay formación de pares de

electrones (región 2e)y la region donde se forman pares de huecos (región 2h). La formación de

pares de huecos es debido al salto de electrones de la región 2h a la región 2e.

donde se definió ∆ ≡ f
√

n0 = f
√

m0. Las relaciones (155) y (156) son exactas en 2D y una

buena aproximación en 1D y 3D si δε ≪ µ. Si hacemos el cambio de variable ξ = ǫ − µ, el

integrando de (155) y (156) resulta simétrico; por tanto sus integrales son idénticas y se vuelven

1 ∼=
f 2N(µ)

2δε

∫ δε

0

dξ
1

√

ξ2 + ∆2
tanh

1

2
β
√

ξ2 + ∆2. (157)

Identificando
f 2

2δε
≡ V, δε ≡ ~ωD, (158)

donde V es la intensidad del potencial de interacción BCS y ~ωD la enerǵıa de Debye, la Ec.

(157) en el ĺımite de acoplamiento pequeño f =
√

2~ωDV → 0 se puede reescribir como

1 ∼= V N(EF )

∫

~ωD

0

dξ
1

√

ξ2 + ∆2
tanh

1

2
β
√

ξ2 + ∆2, (159)
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que es la ecuación fundamental de la teoŕıa BCS (ver Ec. (3.27) de la ref. [1]). En resumen, la

teoŕıa CBFM reproduce BCS al considerar simetŕıa perfecta con respecto al número de pares

de electrones y al número de pares de huecos. Esto muestra que ignorando ya sea los pares 2e

o los pares 2h no se puede reproducir la ecuación del gap de la teoŕıa BCS.

La región de temperaturas que nos interesa tienen valores lo suficientemente pequeños para

hacer la aproximación µ ≈ EF . Veamos por que.

En [9], Pag. 348, se deduce la relación

µ ≈ EF

[

1 −
π2

12

(

T

TF

)2
]

. (160)

El valor de TF está dentro del rango 104 − 105K. Cuando T = 1000K se tiene µ ≈ 0.99EF . Por

esta razón en (159) se sustituyó µ por EF .

En la Figura 11 se ilustran las regiones en las que la teoŕıa CBFM reproduce otras teoŕıas

referentes a la superconductividad. El eje m0 representa la fase condensada pura m0; el eje

n0 representa la fase condensada pura n0. El plano sombreado es la región para la simetŕıa

n0 = m0. En dicho plano tenemos la regón BCS cuando el acoplamiento, dado por λ, es débil.

Cuando el acomplamiento es fuerte el plano sombreado nos da la región que estudia la teoŕıa

de la condensación de Bose-Einstein BEC con sus pares irrompibles. Cuando el acoplamiento

es intermedio el plano sombreado nos señala la teoŕıa BCS-Bose crossover.

4.4 Enerǵıa de condensación

Utilizaremos el potencial termodinámico Ω para encontrar la enerǵıa que se necesita

sacar al sistema fermión-bosón en d-dimensiones descrito por la teoŕıa CBFM para condensarlo

(a ésta se le llama enerǵıa de condensación). La relación entre la enerǵıa libre de Helmholtz F y

la enerǵıa interna E se describe como F = E −TS, donde T es la temperatura y S la entroṕıa.

En términos de Ω la enerǵıa libre de Helmholtz es F = Ω + µN . Por lo que para T = 0

E = Ω + µN. (161)

donde µ es el potencial qúımico y N el número total de fermiones. Sea Es y Ωs la enerǵıa

interna y el potencial termodinámico, respectivamente, del sistema bosón-fermión en el estado

superconductor, es decir, en el estado condensado de los bosones. Sea En y Ωn la enerǵıa interna
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m0 (2h-BEC)

n0 

BEC (λ = ¶)

1/λ BCS for λ << 1

[if nB+(Τ) = mB+(Τ)]

,

(2p-BEC)

m 0
 =

  n 0 

BCS-Bose crossover

Figura 11: Diagrama de fases donde los ejes representan las fases puras y la ĺınea a trazos la

fase a simetŕıa perfecta donde m0(T ) = n0(T ) y mB(T ) = nB(T ). El eje 1/λ nos sirve para

señalar las regiones sobre el plano sombreado: para acoplamiento débil encontramos la región

BCS, si el acoplamiento es fuerte obtenemos la región BEC, y el acoplamiento intermedio que

nos lleva a la teoŕıa BCS-Bose crossover.

y el potencial termodinámico, respectivamente, en el estado normal. Aśı, en T = 0 la enerǵıa

de condensación es

Es − En

Ld
=

Ωs(T = 0) − Ωn(T = 0)

Ld
, (162)

ya que µ y N se mantienen constantes. Nuestro problema ahora es encontrar Ωs y Ωn a T = 0.

Para n0(T ) = m0(T ) y nB(T ) = mB(T ) el parámetro δε, dada en (141), es la enerǵıa de

Debye, ver Ec. (158). Para el presente caso, en T = 0, la Ec. (137) es,

Ωs(T = 0)

Ld
= 2~ωDn0(0) +

∫ ∞

0

dǫN(ǫ)
[

ǫ − µ −
√

(ǫ − µ)2 + ∆2(ǫ)
]

. (163)

Recordando que para simetŕıa perfecta µ = EF y representando con la letra ∆ al valor de ∆(ǫ)
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en los intervalos de enerǵıa donde es distinta de cero, ver Ec. (153), llegamos a

Ωs(T = 0)

Ld
= 2~ωDn0(0)+2

∫ µ−~ωD

0

dǫN(ǫ)[ǫ−µ]+N(EF )

∫ µ+~ωD

µ−~ωD

dǫ
[

ǫ − µ −
√

(ǫ − µ)2 + ∆2

]

.

(164)

La densidad de estados sale de la integral ya que el rango de integración sobreviviente, después

de introducir (153), es muy pequeño y está alrededor de µ que es igual a EF para T = 0, ver

Ec. (160). Observemos que el primer y segundo integrando de la segunda integral son funciones

par e impar, respectivamente; por lo tanto

Ωs(T = 0)

Ld
= 2~ωDn0(0)+2

∫ µ−~ωD

0

dǫN(ǫ)[ǫ−µ]−2N(EF )

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
√

(ǫ − µ)2 + ∆2. (165)

Por otro lado, para el estado normal el número de part́ıculas condensadas en un estado cualquiera

es muy pequeño comparado con el total de part́ıculas bosónicas, de modo que n0 = 0, m0 = 0.

Por tanto de la definición (153) ∆(T ) = 0. Aśı, tomando en cuenta (139) y recordando que

T = 0 de (137) tenemos

Ωn(T = 0)

Ld
=

∫ ∞

0

dǫN(ǫ) [ǫ − µ − |ǫ − µ|] = 2

∫ µ

0

dǫN(ǫ) [ǫ − µ] ; (166)

Según la Ec. (162) la enerǵıa de condensación en el CBFM se obtiene restando (166) de (165).

Aśı

Es − En

Ld
= 2~ωDn0(0) + 2N(EF )

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
[

ǫ − µ −
√

(ǫ − µ)2 + ∆2

]

. (CBFM) (167)

Utilizando la Ec. (2) de la Sec. 4.3.3.1 de la Ref. [38] la integral vale

−
1

2
~ωD

√

(~ωD)2 + ∆2 +
(~ωD)2

2
+

1

2
∆2 ln

∆

~ωD +
√

(~ωD)2 + ∆2

−−→
∆→0

1

2
∆2 ln

(

∆

2~ωD

)

−
1

4
∆2

−
1

16

∆4

(~ωD)2
+ O

(

∆

~ωD

)6

. (168)

Por otro lado, de la Ec. (153) obtenemos

n0(0) = ∆2/f2. (169)

Sustituyendo (168) en (167) y usando la relación anterior encontramos que para acoplamiento

débil, f → 0, es decir, ∆ = f
√

n0 → 0, la enerǵıa de condensación según CBFM para simetŕıa

perfecta es

Es − En

Ld
−−→
λ→0

−
1

2
N(EF )∆2

[

1 −
1

4

(

∆

~ωD

)2

+ O

(

∆

~ωD

)4
]

. (170)
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Por otro lado, con el fin de comparar la enerǵıa de condensación obtenida por medio de

la presente teoŕıa y la que obtuvo originalmente BCS, reescribamos la Ec. (167). Para esto,

consideremos la siguiente relación

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
√

(ǫ − µ)2 + ∆2 =

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
(ǫ − µ)2

√

(ǫ − µ)2 + ∆2
+

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
∆2

√

(ǫ − µ)2 + ∆2
. (171)

esto se demuestra sumando los dos integrandos de la derecha. La ecuación del gap fermiónico

de la teoŕıa BCS, dada en la Ec. (2.39) de Ref. [1], en T = 0 es

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
√

(ǫ − µ)2 + ∆2
=

1

N(EF )V
. (172)

sustituyendo (172) en (171) se obtiene

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
√

(ǫ − µ)2 + ∆2 =

∫ µ+~ωD

µ

dǫ
(ǫ − µ)2

√

(ǫ − µ)2 + ∆2
+

∆2

N(EF )V
. (173)

Ahora, de (169) y recordando que V = f 2/2δε, ver Pág. 43 de [26], resulta lo siguiente

2~ωDn0(0) =
∆2

V
; (174)

donde V es el potencial de interacción entre fermiones. Sustituyendo (173) y (174) en (167)

obtenemos

Es − En

Ld
= 2N(EF )

∫ µ+~ωD

µ

dǫ

[

ǫ − µ −
(ǫ − µ)2

√

(ǫ − µ)2 + ∆2

]

−
∆2

V
, (175)

que es la expresión original dada por la teoŕıa BCS en la expresión (2.41) de Ref. [1]. La

ecuación para la enerǵıa de condensación calculada bajo la teoŕıa CBFM o bajo la teoŕıa BCS

son equivalentes para toda λ = V N(EF ) = f2N(EF )/2δε. Con esto se refuerza la idea de que

CBFM reproduce BCS haciendo la restricción mB(T ) = nB(T ) aśı como m0(T ) = n0(T ).

4.5 Interacción delta atractiva en 2D según CBFM

Recordemos que el modelo BCS nos dice como una interación electrón-fonón puede

llevar a una interacción atractiva entre dos electrones. Podemos ver el problema como una

sola part́ıcula de masa reducida en el centro de masa y que está en un potencial atractivo

que es una función de la coordenada relativa. Dicho potencial puede ser una delta atractiva
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V (r) = −v0δ(r), donde v0 > 0 es la intensidad de la interacción. En el espacio de los momentos

una interacción interfermiónica separable es

vkk′ = −v0/L
2gkgk′

donde L es la longitud del sistema y gk = (1 + k2/k2

0
)−1/2 con k0 el inverso del alcance del

potencial. Aśı para el potencial delta k0 = ∞, o bien, gk = 1, vkk′ = −v0. La transformada de

Fourier de la función delta es una constante. De aqúı que no debe de haber restricción para el

acoplamiento entre part́ıculas y pares. Para este caso, el modelo de interacción es

f+(ǫ) ≡ f+ para 0 < ǫ < ∞ (176)

y

f−(ǫ) ≡ f− para 0 < ǫ < ∞, (177)

donde a diferencia de la CBFM aqúı las electrones y los huecos no necesariamente tienen la

misma constante de acoplamiento, esto se discutirá más adelante. Veamos primero la ecuación

de número dada en Ec. (144). Como en T = 0 no hay bosones excitados y la tangente hiperbólica

de infinito vale la unidad, entonces, la ecuación mencionada se simplifica a la siguiente expresión

n = 2n0 − 2m0 +

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ

[

1 −
ǫ − µ

√

(ǫ − µ)2 + ∆2

]

, (178)

Como ∆(ǫ) =
√

n0f+(ǫ) +
√

m0f−(ǫ), ver (140), y como, para el presente caso, f+(ǫ) y f−(ǫ)

son constantes, ver las Ecs. (176) y (177), el gap de enerǵıa ∆ no depende de ǫ.

Por otro lado, tomando en cuenta que para 2D la densidad de estados N(ǫ) es constante,

ver Ec. (18), la densidad de número de fermiones se puede calcular de la siguiente manera

n = 2N

∫ EF

0

dǫ ⇒ n = 2NEF ⇒ N =
n

2EF

. (179)

Sustituyendo, (179) en (178)

n − (2n0 − 2m0)

n
2EF =

∫ ∞

0

dǫ

[

1 −
ǫ − µ

√

(ǫ − µ)2 + ∆2

]

. (180)

Haciendo u = (ǫ−µ)2+∆2 es fácil calcular la integral de (180). Después de integrar y reacomodar

términos
(

2
nf (0)

n
EF

)2

− 4
nf (0)

n
EF µ = ∆2; (181)
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donde

nf (0) = n − (2n0 − 2m0) (182)

es el número de fermiones desapareados en T = 0.

Ahora introduzcamos la interación delta a las ecuaciones tipo gap de la teoŕıa CBFM, Ecs.

(149) y (150). Aśı, la Ec. (149) con (176) es

2
√

n0 [E+(0) − 2µ] = ∆f+

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
1

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ), (183)

y (150)con (177)

2
√

m0 [2µ − E−(0)] = ∆f−

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
1

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ). (184)

Definamos el potencial de interacción entre dos electrones, v+

0
, y entre dos huecos, v−

0
, como

v+,−
0

=
f2

+,−

δε
. (185)

Empleando la definiciones (143) y (185) las Ecs. (183) y (184) nos dan

2
√

n0f+

[

2
Ef − µ

δε
+ 1

]

= ∆v+

0

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
1

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ). (186)

y

2
√

m0f−

[

−2
Ef − µ

δε
+ 1

]

= ∆v−
0

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
1

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ). (187)

Sumando las dos últimas ecuaciones

4 (
√

n0f+ −
√

m0f−)
Ef − µ

δε
+2 (

√
n0f+ +

√
m0f−) = ∆(v−

0
+v+

0
)

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
1

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ),

(188)

dividiendo entre 2∆

2

(√
n0f+ −

√
m0f−

√
n0f+ +

√
m0f−

)

Ef − µ

δε
+ 1 =

v−
0

+ v+

0

2

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
1

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ), (189)

En CBFM el parámetro δε nos da el intervalo de interación en el espacio de momentos, entonces,

para el presente caso no podemos hacer δε = ~ωD, debemos hacer δε → ∞. Además, como la

diferencia Ef − µ es finita, entonces,

1 =
v−

0
+ v+

0

2

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ
1

E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ). (190)
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Si hacemos que los potenciales de interacción fermiónica sean iguales, v−
0

= v+

0
, aplicando

δε → ∞ a la suma de las ecuaciones (186) y (187) se obtiene n0 = m0. Es decir si hay igualdad

entre los potenciales de interacción entre electrones y entre huecos, hay igual probabilidad de

obtener pares de huecos que pares de electrones, recuperamos el caso BCS.

Volviendo al caso general busquemos una expresión para vo suponiendo dos part́ıculas en el

espacio libre que interactuan a través de un potencial delta. Para esto denotemos los estados

k por |k〉, la función de onda como Ψ = ΣkCk|k〉 y la enerǵıa de enlace para estados ligados

−B2. Aśı, la ecuación de Schrödinger es

HΣk′Ck′|k′
〉 = −B2Σk′Ck′|k′

〉. (191)

Sea 〈k|H|k〉 la enerǵıa del estado k de los dos electrones formando el par o alternativamente,

la enerǵıa de una part́ıcula de con masa reducida mm/(m + m) = m/2 en el centro de masa

que experimenta el potencial delta atractivo que es una función de la coordenada relativa. Por

lo tanto

〈k|H|k〉 =
h2k2

2(m/2)
=

h2k2

m
≡ 2ǫk.

El potencial de interción entre un fermión en el estado k y otro en el estado k′ está repre-

sentado por 〈k|H|k′〉 ≡ vkk′ . Utilizando las dos definiciones anteriores después de multiplicar

(191) por 〈k| se obtiene

2ǫkCk + Σk′Ck′vkk′ = −B2Ck. (192)

reordenando

Ck =
v0Σk′Ck′

2ǫk + B2

, (193)

donde se utilizó el hecho de que la transformada de Fourier de una delta es constante, es decir,

si V (r) = −v0δ(r), entonces, vkk′ = −v0 para toda k. Sumemos sobre k

∑

k

Ck =
∑

k

v0Σk′Ck′

2ǫk + B2

⇒
1

v0

=
∑

k

1

2ǫk + B2

. (194)

En el ĺımite L → ∞
1

v0

=

∫ ∞

0

N(ǫ)
dǫ

2ǫ + B2

, (195)

donde como antes N(ǫ) es la densidad de estados por unidad de volumen. Debemos notar que

este análisis se realizó en el vaćıo. Suponiendo que v0 = v−
0

+ v+

0
, podemos utilizar (195) en

(190)
∫

Λ

0

N(ǫ)
dǫ

2ǫ + B2

=

∫

Λ

0

N(ǫ)dǫ
1

2E(ǫ)
tanh

1

2
βE(ǫ). (196)
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donde Λ → ∞. Para T = 0

∫

Λ

0

N(ǫ)
dǫ

2ǫ + B2

=

∫

Λ

0

N(ǫ)dǫ
1

2
√

(ǫ − µ)2 + ∆2
+

,

donde se puede eliminar N(E) por ser constante en 2D. Integrando obtenemos

ln (2Λ) − ln B2 = ln (2Λ) − ln
(

−µ +
√

µ2 + ∆2

)

, (197)

es decir

B2 + µ =
√

µ2 + ∆2, (198)

o bien

∆2 = B2

2
+ 2B2µ. (199)

Combinemos (181) y (199)

(

nf (0)

n
EF

)2

−
B2

2

4
=

(

nf (0)

n
EF +

B2

2

)

µ,

después de eliminar el factor (nf (0)EF /n + B2/2) de ambos lados de la igualdad, encontramos

la siguiente expresión para el potencial qúımico

µ =
nf (0)

n
EF −

B2

2
. (200)

Por último, sustituyamos esta forma de µ en (199) para obtener ∆

∆ =

√

2
nf (0)

n
EF B2. (201)

Las ecuaciones (200) y (201) son la generalización de las ecuaciones de Miyake [3] el cual es el

caso de BCS con interacción tipo delta entre fermiones. De tal forma, si n0 = m0 (200) y (201)

se reducen a las ecuaciones de Miyake [3]:

µ = EF −
B2

2

y

∆ =
√

2B2EF .
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4.6 Temperatura de transición al estado condensado

De las ecuaciones (144), (149) y (150) podemos calcular la temperatura de transición al

estado condensado Tc y el potencial qúımico como una función de n/nf (donde n ≡ N/Ld con Ld

el volumen del sistema, y nf la densidad de número de fermiones desapareados). Comencemos

calculando Tc.

Dividiendo la Ec. (144) entre el número de electrones desapareados a la temperatura T ,

nf (T ),

2nB(T )

nf (T )
−

2mB(T )

nf (T )
+ 1 =

n

nf (T )
. (202)

El parámetro n/nf (T ) es una medida de la simetŕıa en cuanto al número de pares de huecos y

de electrones, por ejemplo, cuando n/nf (T ) = 1 la simetŕıa es perfecta.

Tomemos el caso m0 = 0. Por definición de la temperatura de transición en T = Tc tenemos

n0 = 0, para este caso, según (140) se tiene ∆(ǫ) = 0. Para encontrar una expresión de Tc

hagamos T = Tc en la Ec. (149). Para reducir esta ecuación debemos tomar en cuenta el

modelo de interacción bosón-fermión de la Ec. (151). La densidad de estados N(ǫ) en 2D puede

salir de la integral ya que es constante. Otra cosa que debemos tener presente es que el producto

de la densidad de estados electrónicos de un sólo esṕın en la enerǵıa de Fermi EF por el potencial

de interacción V se le conoce como el parámetro adimensional de acoplamiento λ ≡ N(EF )V

(ver [1]) y Tolmachev definió en Pág. 403 de [26] V ≡ f2/2δε. Es decir,

λ ≡
f2N(EF )

2δε
. (203)

Con todo lo anterior llegamos a una nueva forma de (149)

2 [E+(0) − 2µ] = 2δελ

∫ Ef+δε

Ef

dǫ
1

ǫ − µ
tanh

ǫ − µ

2kBTc

; (204)

donde utilizamos tanh(x) = − tanh(−x) para quitarnos el valor absoluto de |ǫ − µ|. Intro-

duciendo E+(0) en la forma dada en (143), identificando δε = ~ωD y adimensionalizando con

Ef llegamos a

1 +
~ωD

2
− µ =

~ωD

2
λ

∫

1+~ωD

1

dǫ
1

ǫ − µ
tanh

ǫ − µ

2Tc

(205)

donde la ĺınea sobre la cantidad nos dice que está dividida entre Ef .
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Por el momento, restrinjamos nuestras ecuaciones al caso 2D. El número total de fermiones

por unidad de volumen n lo podemos despejar de (30)

n =
N

L2
=

mEF

π~2
, (206)

donde se utilizó la forma de la densidad de estados dada en (18). Análogamente

nf = 2

∫ Ef

0

N(ǫ)dǫ =
mEf

π~2
, (207)

Dividiendo (206) entre (207) obtenemos una relación entre la enerǵıa de Fermi y el parámetro

Ef ,
n

nf

=
EF

Ef

, (208)

con la cual podemos pasar de (205) en unidades de Ef a una expresión en unidades de EF

nf

n
+

ν

2
− µ̃ =

ν

2
λ

∫

n
f

n
+ν

n
f

n

dǫ̃
1

ǫ̃ − µ̃
tanh

ǫ̃ − µ̃

2˜Tc

; (209)

aqúı definimos ν ≡ ~ωD/EF y ǫ̃ ≡ ǫ/EF .

La ecuación anterior tiene dos incógnitas: Tc y µ como función de n/nf , por lo que debemos

obtener otra ecuación si deseamos conocer Tc. Trabajemos con la Ec. de número (144) en su

fase pura 2e, es decir, m0 = 0. En estas condiciones (144) toma la forma

n =

∫ ∞

2∆

M(ε)dε
2

exp [β(ε + E+(0) − 2µ)] − 1
−

∫ ∞

2∆

M(ε)dε
2

exp [β(ε − E−(0) + 2µ)] − 1

+

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ

[

1 − tanh
ǫ − µ

2kBTc

]

. (210)

La densidad de estados fermiónicos por unidad de volumen se encuentra en la Ec. (18). Para

construir la densidad de estados bosónicos por unidad de volumen M(ε) consideremos la relación

de dispersión lineal (138) que tiene la forma de (14). La densidad de estados para una relación

de dispersión de esta forma se da en (15). Aśı, en (15) debemos hacer la identificación E = ε,

B = 2∆, C1 = (λ/2π)~vF , d = 2 y s = 1, para obtener,

M(ε) =
2π

λ2~2v2

F

[ε − 2∆]. (211)

Sustituyendo las densidades de estados en (210), adimensionalizada con Ef , se tiene

n

nf

=
2π2

λ2

nf

n

∫ ∞

2∆

dε
ε − 2∆

exp
[(

ε + 2 + δε − 2µ
)

/T c

]

− 1
(212)

−
2π2

λ2

nf

n

∫ ∞

2∆

dε
ε − 2∆

exp
[(

ε − 2 + δε + 2µ
)

/T c

]

− 1
+

1

2

∫ ∞

0

dǫ

[

1 − tanh
ǫ − µ

2T c

]
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también se usaron (143) y (208). La linea sobre los parametros energéticos significa que están

divididos por Ef ; T̄ ≡ T/Tf con Tf la temperatura correspondiente a la enerǵıa Ef . En unidades

de EF la ecuación de número tiene la forma

1 =
2π2

λ2

∫ ∞

2˜∆

dε̃
ε̃ − 2˜∆

exp
{

[ε̃ + 2(nf/n) + ν − 2µ̃]/˜Tc

}

− 1

−
2π2

λ2

∫ ∞

2˜∆

dε̃
ε̃ − 2˜∆

exp
{

[ε̃ − 2(nf/n) + ν + 2µ̃]/˜Tc

}

− 1

+
1

2

∫ ∞

0

dǫ

[

1 − tanh
ǫ̃ − µ̃

2˜Tc

]

, (213)

la tilde sobre los parametros energéticos significa que están divididos por EF ; T̄ ≡ T/TF con

TF la temperatura correspondiente a la enerǵıa de Fermi.

Análogamente, en la fase pura 2h (n0 = 0) las ecuaciones para µ y Tc son

−
nf

n
+

ν

2
+ µ̃ =

ν

2
λ

∫ nf n

(nf /n)−ν

dǫ̃
1

ǫ̃ − µ̃
tanh

ǫ̃ − µ̃

2˜Tc

(214)

y

1 =
2π2

λ2

∫ ∞

2˜∆

dε̃
ε̃ − 2˜∆

exp
{

[ε̃ + 2(nf/n) + ν − 2µ̃]/˜Tc

}

− 1

−
2π2

λ2

∫ ∞

2˜∆

dε̃
ε̃ − 2˜∆

exp
{

[ε̃ − 2(nf/n) + ν + 2µ̃]/˜Tc

}

− 1

+
1

2

∫ ∞

0

dǫ

[

1 − tanh
ǫ̃ − µ̃

2˜Tc

]

. (215)

Con las Ecs. (209), (213), (214) y (215) obtenemos la forma de Tc a varios valores de λ, ésta se

exhibe en la Figura 12. El valor más grande que tomamos para λ es el 2.89, ya que para valores

más grandes, teóricamente, la resistividad crece al disminuir la temperatura, ver Figura 1 de

[39]. También graficamos Tc para λ = 1/2 valor considerado como frotera entre en acoplamiento

débil y fuerte. Este rango de valores de λ intenta mostrar que el modelo de interacción BCS

con acoplamiento moderadamente débil es suficiente para predecir valores de Tc inusualmente

grandes.

Los valores promedios experimentales de la temperatura de Debye y de Fermi para cupratos

son ΘD = 400K y TF = 12, 000K (ver [40] y [41] respectivamente). Con esto obtenemos el

coeficiente ν = ΘD/TF = 0.033, el cual usamos para obtener los resultados de la Figura 12.
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Cuando se consideran sólo bosones 2e en el condensado la Figura 12 muestra curvas monótonas

crecientes. Esto tiene una interpretación. Cuando n/nf crece, como n es constante, nf decrece

y por tanto, el número de fermiones apareados aumenta. Bajo estas condiciones, según la teoŕıa

de la condensación de Bose-Einstein Tc debe aumentar [30].

Al calcular la temperatura de transición con el condensado formado sólo de bosones 2h, la

única forma de elevar la temperatuta de transición es elevar el número de pares 2h y la única

forma de elevar el número de las pares 2h es elevar el número de electrones libres, ver ecuación

(131). Es decir, para el caso 2h, Tc aumenta cuando n/nf disminuye. Lo cual se refleja en las

curvas en trazos de la Figura 12 que fueron calculadas considerando una condensación sólo

de bosones 2h. Para este caso, las regiones monótonas crecientes se pueden ver como regiones

inestables. De esta manera notamos que para cada valor de n/nf donde hay una temperatura

de transición estable hay una inestable.

En 2D no hay curvas en trazas para λ = 1/2 ya que sólo hay solución para Tc en valores de

n/nf menores o iguales a la unidad.

Las curvas Tc/TF vs. n/nf con n0 = 0 deben de estar por arriba de aquellas con m0 = 0.

Esto es por que la superconductividad por huecos en cupratos tiene más alta Tc que la super-

conductividad por electrones [42]. En la Figura 12 vemos que al considerar en el condensado

sólo pares de huecos se tienen más altas Tc’s que cuando se consideran en el condensado sólo

pares de electrones.

Otra observación del resultado plasmado en la Figura 12 es que cuando n/nf → 0 tenemos

Tc/TF → ∞. Esta “catástrofe”se exhibe aún cuando la relación de dispersión es cuadrática (ver

Pág. 62 de [43]), donde la teoŕıa de la condensación de Bose Einstein predice Tc = 0, ver [30].

Sin embargo, el parámetro n/nf no puede ser menor a la unidad, el número de electrones libres

no puede ser mayor al número total de electrones.

Cabe mencionar, por ejemplo, que en YBaCuO [44] y en HgBaCaCuO [45], los cuales pueden

ser tratados en 2D, el condensado consiste de pares de electrones ya que el coeficiente de Hall

se vuelve negativo por debajo de Tc. Para este caso, se puede descartar la condensación por

parte de los pares de huecos.

En la Figura 13 mostramos curvas de la temperatura de transición en 3D con ν = ΘD/TF =

0.005, que es un valor experimental representativo. Para poder comparar los dos casos 3D y

2D tomamos los mismos valores de λ. El comportamiento de Tc en 2D y 3D es muy parecido.

Todas las curvas para 2h tienen la forma de “hoz” que tiene la curva para λ = 2.75 en la Figura
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Figura 12: Las curvas en trazos nos dan el comportamiento para la fase con n0 = 0. Para la

fase con m0 = 0 utilizamos curvas continuas. Todas las curvas están etiquetadas con el valor de

λ que fueron calculadas. También incluimos, en puntos gruesos, la temperatura de transición

que se obtiene por madio de BCS con λ = 0.5 y 2.89 en orden ascendente. Estas curvas fueron

calculadas con f 6= 0.

12 solamente que para las demás el regreso se encuentra en valores de n/nf tan grandes que no

los incluimos en la figura.

El ĺımite BCS se obtiene de hacer nB(T ) = mB(T ) y n0(T ) = m0(T ), lo que equivale a

n/nf = 1, ver (202). La temperatura BCS esta dada por

Tc

TF

= 1.14
ΘD

TF

exp

[

−
1

λ

]

, (216)

ver Ec. (3.29) de [1]. El punto negro en las Figuras 12 y 13 representa este ĺımite, punto que

debe coincidir con el cruce de las curvas continuas (representando a los pares de electrones) y en

trazas (representando a los pares de huecos) con la misma λ. Considero importante mencionar

que en 2D el cruce entre los dos tipos de curvas, con λ’s mayores a 2, se aleja del resultado
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Figura 13: Las curvas en trazas nos dan el comportamiento para la fase con n0 = 0. Las curvas

continuas representan la fase con m0 = 0. Todas las curvas están etiquetadas con el valor de

λ que fueron calculadas. Los puntos gruesos señalan la temperatura de transición BCS para

λ = 1/2 y 2.89.

BCS, realizandose en valores mayores de Tc. Este alejamiento crece junto con λ.

Las curvas de las Figuras 12 y 13 están contenidas, en un buen tramo, en la región de

temperaturas ambiente (RTSC, siglas de “room-temperature superconductivity”), saliéndose de

esta región al acercarse al ĺımite BCS. En general vemos que entre más grande es la diferencia

entre el número de pares 2h y el número de pares 2e, obtenemos una mayor temperatura de

transición al estado condensado, o lo que es lo mismo, mayor temperatura de transición al

estado superconductor.
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4.7 Potencial qúımico fermiónico

De (209) y (213), obtenemos la forma del potencial qúımico fermiónico en la temperatura

de transición, µ(Tc), como una función de n/nf , para la fase m0 = 0; en la Figura 14 ésta se

encuentra en la región n/nf < 1. De (214) y (215), obtenemos la forma de µ(Tc) como una

función de n/nf , para la fase n0 = 0, la cual se exhibe en la región n/nf > 1 de la Figura 14.

En dicha figura vemos que el potencial qúımico fermiónico decae monotonicamente conforme

disminuye el número de electrones libres.
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Figura 14: Comportamiento del potencial qúımico del sistema descrito por la teoŕıa CBFM en

2D. A la derecha de n/nf = 1 tenemos la fase pura n0 = 0, la izquierda Tc/TF la fase m0 = 0.

4.8 Enerǵıa libre de Helmholtz

El estado de mı́nima enerǵıa potencial es el que determina en cual de las posibles fases

de equilibrio termodinámico se encontrará un sistema. Un estado microscópico significa una
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especificación en detalle del momento y las posiciones de todas las part́ıculas. Aśı la enerǵıa E

del sistema es la suma de las enerǵıas cinéticas y potenciales.

El principio fundamental de la mecánica estad́ıstica es que la probabilidad de encontrar al

sistema en un cierto estado microscópico con enerǵıa E es proporcional a exp(−E/kBT ) (ver

Ec. 7.7 de [9]). Todos estos estados microscópicos tienen la enerǵıa E vista macroscópicamente.

Aśı, un estado macroscópico dado de enerǵıa E tendrá un gran número de estados microcópi-

cos correspondientes al número de formas p(E) en que la enerǵıa E puede ser particionada

entre los muchos grados de libertad. Por lo tanto la probabilidad de ocurrencia de un estado

macrocópico debe ser proporcional a p(E)exp(−E/kBT ). De (133), podemos reescribir esto

como exp(−F/kBT ), donde S ≡ kB ln[p(E)] es la entroṕıa. De esto podemos ver que el estado

más probable es el que corresponde al mı́nimo valor de F , a diferencia del sistema de una sola

part́ıcula en el cual el estado más probable es el que corresponde al mı́nimo valor de E. En

T = 0 la minimización de F corresponde con la minimización de E, ya que para este caso, según

(133), F = E. Este estado de más baja enerǵıa tiene sólo una forma de particionar la enerǵıa,

es decir p = 1 lo que implica S = 0. El estado base es el más ordenado correspondiendo a

entroṕıa cero. Es evidente que a temperaturas lo suficientemente altas el término de la entroṕıa

en F puede dominar la enerǵıa libre. En general p(E) y, por lo tanto, la entroṕıa incrementa

con la enerǵıa habiendo más formas de particionar la enerǵıa entre los grados de libertad. El

correspondiente estado macroscópico es más desordenado.

A continuación se calcula la enerǵıa libre de Helmholtz en 2D como función de la temperatura

de transición Tc con la ayuda del potencial gran canónico Ω.

Habiendo deducido las ecuaciones (209) y (213) que nos dan la temperatura cŕıtica y el

potencial qúımico como funciones del parámetro de simetŕıa n/nf , necesitamos una expresión

para el potencial termodinámico en función de Tc y µ. Por tanto, sustituyamos T = Tc, ∆ = 0,

n0 = 0, y m0 = 0, en (137), aśı,

Ω(Tc)

L2
= 2

∫ µ

0

dǫN(ǫ)(ǫ − µ) − 2kBTc

∫ µ

0

dǫN(ǫ) ln{1 + exp[βc(ǫ − µ)]}

−2kBTc

∫ ∞

µ

dǫN(ǫ) ln{1 + exp[−βc(ǫ − µ)]}

+kBTc

∫ ∞

2∆

dεM(ε) ln {1 − exp[−βc(ε + 2Ef + δε − 2µ)]}

+kBTc

∫ ∞

2∆

dεM(ε) ln {1 − exp[−βc(ε − 2Ef + δε + 2µ)]} ; (217)

donde se utilizaron las Ecs. (139) y (143). La densidad de estados fermiónicos y bosónicos por
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unidad de volumen está dada en (18) y (211) respectivamente.

Tomando en cuenta la relación (208) aśı como (207) y EF = mv2

F /2 llegamos a otra relación

que nos ayuda a obtener la expresión final del potencial gran canónico

2πE2

f

λ2~2v2

F

=
π2

λ2

n2

f

n
. (218)

Con la ayuda de las relaciones anteriores y adimensionalizando la última expresión para Ω

con el parámetro Ef obtenemos

Ω(T c)

L2Efnf

= −
µ2

2
− T c

∫ µ

0

dǫ ln{1 + exp[(ǫ − µ)/T c]}

−T c

∫ ∞

µ

dǫ ln{1 + exp[−(ǫ − µ)/T c]}

+T c

π2

λ2

nf

n

∫ ∞

2∆

dε[ε − 2∆] ln
{

1 − exp[−(ε + 2 + δε − 2µ)/T c]
}

+T c

π2

λ2

nf

n

∫ ∞

2∆

dε[ε − 2∆] ln
{

1 − exp[−(ε − 2 + δε + 2µ)/T c]
}

, (219)

donde la ĺınea sobre las variables de enerǵıa significa su adimensionalización con Ef ; de la misma

manera, T c ≡ Tc/Tf . Para escribir esta expresión en unidades de EF basta con multiplicar todas

las variables de enerǵıa por Ef/EF ,

Ω(˜Tc)

NEF

= −
µ̃2

2
− ˜Tc

∫ µ̃

0

dǫ̃ ln{1 + exp[(ǫ̃ − µ̃)/˜Tc]}

−˜Tc

∫ ∞

µ̃

dǫ̃ ln{1 + exp[−(ǫ̃ − µ̃)/˜Tc]}

+˜Tc

π2

λ2

∫ ∞

2 ˜G(0)

dε̃ [ε̃ − 2 ˜G(0)] ln
{

1 − exp[−(ε̃ + 2(nf/n) + ˜δε − 2µ̃)/˜Tc]
}

+˜Tc

π2

λ2

∫ ∞

2 ˜G(0)

dε̃ [ε̃ − 2 ˜G(0)] ln
{

1 − exp[−(ε̃ − 2(nf/n) + ˜δε + 2µ̃)/˜Tc]
}

; (220)

la tilde significa las variables de enerǵıa están en unidades de EF y la temperatura en unidades
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de TF . De (135) vemos que

F (˜Tc)

NEF

= µ̃ −
µ̃2

2
− ˜Tc

∫ µ̃

0

dǫ̃ ln{1 + exp[(ǫ̃ − µ̃)/˜Tc]}

−˜Tc

∫ ∞

µ̃

dǫ̃ ln{1 + exp[−(ǫ̃ − µ̃)/˜Tc]}

+˜Tc

π2

λ2

∫ ∞

2 ˜G(0)

dε̃ [ε̃ − 2 ˜G(0)] ln
{

1 − exp[−(ε̃ + 2(nf/n) + ˜δε − 2µ̃)/˜Tc]
}

+˜Tc

π2

λ2

∫ ∞

2 ˜G(0)

dε̃ [ε̃ − 2 ˜G(0)] ln
{

1 − exp[−(ε̃ − 2(nf/n) + ˜δε + 2µ̃)/˜Tc]
}

(221)

La forma de F sin tomar en cuenta los pares de huecos condensados se obtiene de (221) al

utilizar la ecuación tipo gap (209) y la ecuación de número (213) para µ̃ y ˜Tc. Para obtener F

sin pares de electrones condensados utilizamos (221), (214) y (215). En la Figura 15 se grafican

estas dos ramas de F como una función de n/nf . Para n/nf < 1 son más estables los pares de

huecos y para n/nf > 1 más estables los pares de electrones. Notemos que, según (202), para

n/nf (T ) < 1 el número de pares de huecos es mayor que el de pares de electrones electrones y

para n/nf (T ) > 1 lo contrario. En n/nf = 1 tienen la misma estabilidad, estamos en el caso

BCS donde hay igual número de pares de electrones y huecos.

4.9 Temperatura de transición en 2 ≤ d ≤ 3

Veamos el comportamiento de Tc tomando la dimensión espacial en el intervalo que va

desde d = 2 hasta d = 3. Para esto restrinjámonos a m0 = 0. Recordemos que en la temperatura

de transición el número de bosones condensados es cero, n0 = 0, comparados con los bosones

excitados y que ∆(ǫ) = 0. Con esto, la Ec. (144) se reduce a

n =

∫ ∞

2∆

M(ε)dε
2

exp [βc(ε + 2Ef + δε − 2µ)] − 1

−

∫ ∞

2∆

M(ε)dε
2

exp [βc(ε − 2Ef + δε + 2µ)] − 1

+

∫ ∞

0

N(ǫ)dǫ

[

1 − tanh
1

2
βc(ǫ − µ)

]

. (222)

Tomemos la relación de dispersión cuadrática (16) para describir a las part́ıculas fermiónicas.

Haciendo C2 = ~
2/2m, s = 2 y B = 0 en (14) y (15) construimos la densidad de estados en
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Figura 15: F/NEF vs. n/nf . En la región n/nf < 1 son más estables los condensados con pares

de huecos y en n/nf > 1 más estables los condensados con pares de electrones.

d-dimensiones para dichas part́ıculas,

N(ǫ) =
g(E)

Ld
=

( m

2π

)d/2 ǫd/2−1

Γ(d/2)~d
. (223)

Busquemos una relación de dispersión bosónica. Tomando el caso de la relación de dispersión

lineal, s = 1, el coeficiente de proporcionalidad entre ε y K en 2D es

C1 = (λ/2π)~vF (224)

y en 3D

C1 = (λ/4)~vF . (225)

Sin embargo, necesitamos una expresión para C1 que recorra el intervalo continuo d = 1 − 2.

Como una aproximación a dicha expresión propongamos que sea lineal, es decir,

C1 =
d(π − 2) − 2π + 6

4π
λ~vF , (226)
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que en d = 2 reproduce a (224) y en d = 3 reproduce a (225).

Sustituyamos s = 1, B = 2∆ y el valor obtenido para C1 en (15)

M(ε) =
g(E)

Ld
=

d

(2
√

π)d

(4π)d[ε − 2∆]d−1

Γ(1 + d/2)[{d(π − 2) − 2π + 6}λ~vF ]d
. (227)

Ahora veamos la forma del número total de fermiones en d-dimensiones. Como dicho número

es independiente de la temperatura, nos conviene hacer T = 0, donde la distribución de Fermi

vale uno de ǫ = 0 a ǫ = EF y cero en cualquier otro intervalo de enerǵıas, es decir,

n = 2

∫ EF

0

N(ǫ)dǫ = 2
( m

2π

)d/2 E
d/2

F

Γ(d/2 + 1)~d
. (228)

Análogamente,

nf = 2
( m

2π

)d/2 E
d/2

f

Γ(d/2 + 1)~d
. (229)

Dividiendo estas dos relaciones obtenemos una ralación entre n y nf

n

nf

=

(

EF

Ef

)d/2

(230)

Auxiliándonos de estas relaciones y haciendo y = ε/Ef y x = ǫ/Ef la ecuación de número (222)

se reescribe como

n

nf

=
2d−1dπd

λd[d(π − 2) − 2π + 6]d
nf

n

∫ ∞

2∆

dy
2[y − 2∆]d−1

exp
[

(y + 2 + δε − 2µ)/T c

]

− 1

−
2d−1dπd

λd[d(π − 2) − 2π + 6]d
nf

n

∫ ∞

2∆

dy
2[y − 2∆]d−1

exp
[

(y − 2 + δε + 2µ)/T c

]

− 1

+
d

4

∫ ∞

0

dxxd/2−1

[

1 − tanh
x − µ

2T c

]

(231)

donde la barra significa que la cantidad está dividida por Ef .

Ahora encontremos la expresión para la ecuación tipo gap (149). Si en dicha ecuación susti-

tuimos (140) y (151), recordando que estamos considerando el caso mB = 0,

2 [E+(0) − 2µ] =

∫ Ef+δε

Ef

N(ǫ)dǫ
f2

ǫ − µ
tanh

ǫ − µ

2kBTc

, (232)

y en unidades de Ef

1 +
δε

2
− µ = λ

δε

2

(nf

n

)1−2/d
∫

1+δε

1

dx
xd/2−1

x − µ
tanh

x − µ

2Tc

. (233)
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Nos conviene escribir las ecuaciones en términos de ˜δ = δε/EF en lugar de δε, ya que el primero

se puede relacionar con el parámetro fenomenológico ν. La Ec. (231) queda como

n

nf

=
2d−1dπd

λd[d(π − 2) − 2π + 6]d
nf

n

∫ ∞

2∆

dy
2[y − 2∆]d−1

exp
{

[y + 2 + ˜δε(nf/n)2/d − 2µ]/T c

}

− 1

−
2d−1dπd

λd[d(π − 2) − 2π + 6]d
nf

n

∫ ∞

2∆

dy
2[y − 2∆]d−1

exp
{

[y − 2 + ˜δε(nf/n)2/d + 2µ]/T c

}

− 1

+
d

4

∫ ∞

0

dxxd/2−1

[

1 − tanh
x − µ

2T c

]

(234)

y la (233) como

(nf

n

)2/d

+
˜δε

2
− µ

(nf

n

)2/d

= λ
˜δε

2

(nf

n

)1−2/d
∫

1+ ˜δε(
n

f

n
)
2/d

1

dx
xd/2−1

x − µ
tanh

x − µ

2Tc

, (235)

Con estas ecuaciones obtenemos la gráfica de la Figura 16 que nos señala un comportamiento

decreciente de Tc/TF con la dimensión espacial del sistema, en el intervalo 2 ≤ d ≤ 3, cuando

estamos alrededor del caso BCS. En dicha gráfica se nota que cuando el parámetro de simetŕıa

n/nf crece, la temperatura de transición aumenta.

4.10 CBFM con f = 0

Si en el presente modelo despreciamos la interacción entre los electrones desapareados y

los 2e-CP, lo mismo para la interacción entre los huecos desapareados y los 2h-CP, el potencial

termodinámico, dado en (137) se reduce a

Ω0(T, L2, µ, N0,M0)

Ld
= [E+(0) − 2µ]n0(T ) + [2µ − E−(0)]m0(T )

−
kBT

π

∫ ∞

0

kdk ln[1 + exp{−β(ǫk − µ)}]

+
kBT

2π

∫ ∞

0+

KdK ln[1 − exp{−β[E+(K) − 2µ]}]

+
kBT

2π

∫ ∞

0+

KdK ln[1 − exp{−β[2µ − E−(K)]}], (236)

con las definiciones n0(T ) ≡ N0(T )/L2 y m0(T ) ≡ M0(T )/L2.

De la relación termodinámica N = −∂Ω0/∂µ, podemos encontrar el número total de elec-

trones al derivar el potencial termodinámico con respecto al potencial qúımico, aśı,

n ≡ N/L2 = nf (T ) + 2nB(T ) − 2mB(T ), (237)
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Figura 16: Comportamiento de Tc/TF con la dimensión espacial d a diferentes valores de n/nf .

donde

nf (T ) ≡
1

π

∫ ∞

0

kdk[exp{β(ǫk − µ)} + 1]−1, (238)

nB ≡ n0(T ) +
1

2π

∫ ∞

0+

KdK[exp{β[E+(0) − 2µ + εK ]} − 1]−1 (239)

y

mB ≡ m0(T ) +
1

2π

∫ ∞

0+

KdK[exp{β[2µ − E−(0) + εK ]} − 1]−1. (240)

La ecuación de número (237) nos asegura la conservación del número de part́ıculas al transfor-

marse de fermiones a bosones y viceversa.

Con el fin de simplificar nuestra ecuación de número escribamos la densidad de número n

en términos de kF . Aśı, sustituyamos EF = ~
2k2

F /2m en (206) para obtener

n =
k2

F

2π
. (241)



63

Sustituyendo este resultado en (237), junto con las definiciones (238), (239) y (240), llegamos a

k2

F

2
=

∫ ∞

0

kdk[exp{β(ǫk − µ)} + 1]−1

+2πn0(T ) +

∫ ∞

0+

KdK[exp{β[E+(0) − 2µ + εK ]} − 1]−1

−2πm0(T ) −

∫ ∞

0+

KdK[exp{β[2µ − E−(0) + εK ]} − 1]−1. (242)

Para equilibrio termodinámico debemos tener un valor mı́mimo de Ω0 con respecto a n0 y

m0. Al derivar la ecuación (236) respecto a n0 sólo sobrevive el primer sumando, ya que es el

único que tiene dependencia en n0. Al derivar la ecuación (236) respecto a m0 sólo sobrevive el

segundo sumando, ya que es el único que tiene dependencia en m0. Aśı, llegamos a

∂Ω0

∂N0

= E+(0) − 2µ = 0 y
∂Ω0

∂M0

= 2µ − E−(0) = 0. (243)

Imponiendo E+(0) = 2µ sólo la primera ecuación es satisfecha. Esto quiere decir que M0 = 0,

aśı que estamos en la fase pura 2e−CP. La condensación de Bose Einstein BEC ocurre por

abajo de una temperatura Tc determinada por n0(Tc) = 0. Para el presente caso la Ec. (143),

con δε = ~ωD, es

2µ = 2Ef + ~ωD y E−(0) = 2Ef − ~ωD. (244)

Con lo anterior y sustituyendo ǫk = ~
2k2/2m y εK = 2∆ + λ~vF K/2π (ver Ec. (69) de [34]),

después de adimensionalizar con EF , la ecuación de número (242) se reduce a

1

2
=

∫ ∞

0

k̃dk̃[exp{(k̃2
− ñ−1

−
ν

2
)/T̃c} + 1]−1

+

∫ ∞

0+

K̃dK̃[exp{(2∆̃(0) + λK̃/π)/T̃c} − 1]−1

−

∫ ∞

0+

K̃dK̃[exp{(2ν + 2∆̃(0) +
λK̃

π
)/T̃c} − 1]−1. (245)

en esta ecuación hemos definido k̃ ≡ k/kF , K̃ ≡ K/kF , ñ ≡ n/nf , T̃c ≡ Tc/TF , ∆̃(0) ≡ ∆(0)/EF

y ν ≡ ~ωD/EF .

La función polylogaritmo, PolyLog[σ,−az], está definida en [46] como sigue

PolyLog[σ,−az] = −
1

aΓσ

∫ ∞

0

dx
xσ−1

z−1 exp x + a
=

1

a2
Σ∞

l=1

(−az)l

lσ
. (246)

Cuando a = −1 esta función se reduce a la integral de Bose gσ(z), que tiene la forma

gd/s(zB) =

∞
∑

l=1

zl
B

ld/s
, (247)
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ver Apéndice E de [29]. Ésta a su vez, para z = 1 coincide con la zeta de Riemann, ζ(σ), ver

Apéndice E de [29]. Para a = 1 la función PolyLog[σ,−az] se vuelve la integral de Fermi fn(z)

definida en el Apéndice D de [29] y que tiene la forma

fn(ze) =

∞
∑

l=1

(−1)l−1
zl

e

ln
. (248)

donde ze = exp
[

µ̃e/˜T
]

. Con la ayuda de dichas funciones la igualdad (245) toma la forma

1/2 = −
T̃c

2
PolyLog[1,− exp{(ñ−1 +

ν

2
)/T̃c}]

+

(

πT̃c

λ

)2

{PolyLog[2, exp(−2ν/ sinh(1/λ)/T̃c)]

−PolyLog[2, exp{−[2ν + 2ν/ sinh(1/λ)]/T̃c}]}; (249)

donde se tomó la forma de ∆ dada por

˜G(0) =
ν

sinh (1/λ)
, (250)

ver Ec. (2.40) de [1].

Para obtener la ecuación correspondiente a la fase pura 2h−CP del condensado de Bose-

Einstein debemos tomar E−(0) = 2µ con lo cual solamente la segunda igualdad de (243) es

satisfecha. De esta forma, siguiendo un procedimiento análogo con el que obtuvimos (249)

podemos obtener la correspondiente ecuación de número para la fase pura 2h−CP la cual tiene

la forma

1/2 = −
T̃c

2
PolyLog[1,− exp{(ñ−1

−
ν

2
)/T̃c}]

+

(

πT̃c

λ

)2

{PolyLog[2, exp{−[2ν + 2G̃(0)]/T̃c

−PolyLog[2, exp(−2G̃(0)/T̃c)]}]}. (251)

Usando (249) se obtuvieron las curvas continuas de la Figura 17 y con (251) las curvas en trazas.

En esta figura se grafica T/TF vs. n/nf para ν = ΘD/TF = 0.033 a varios valores de λ. En

dicha figura se muestra que para la fase pura 2e−CP siempre se obtiene una curva monótona

creciente para la temperatura de transición. Esto es debido a que cuando la supercondutividad

es debida sólo a pares de electrones, la temperatura de transición es proporcional al número de

2e, ver Ec. (9).
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Para la fase pura 2h−CP cuando n/nf decrece (es decir el número de fermiones libres crece)

la temperatura de transición crece. Esto es de esperarse por que cuando la superconductividad

es debida sólo a los pares de huecos, la temperatura de transición aumenta con el número de

pares de huecos (que son las que juegan el rol de los bosones, ver Ec. (9)), y el número de 2h

crece con el incremento de electrones libres, ver ecuación (131). Podemos decir que el intervalo

en que crece Tc con n/nf , para la fase pura 2h−CP, esta formado por estados inestables.

Por otro lado, observemos que para n0 = 0 tenemos una Tc más grande que para m0 = 0 (ver

Figura 17). Lo cual no es de extrañarse ya que la superconductividad por huecos en cupratos

tiene más alta Tc que la superconductividad por electrones [42].

Cabe mencionar que para los valores utilizados de λ y de ΘD/TF no hay diferencia signi-

ficativa entre los resultados obtenidos con f 6= 0, ver Figura 12, y los resultados obtenidos con

f = 0, ver Figura 17. Sin embargo, cuando tomamos ΘD/TF = 0,35 la diferencia fundamental

del comportamiento de la temperatura de transición como función del parámetro de simetŕıa

es que con f = 0 no hay intersección entre la curva n0 = 0 y su correspondiente, respecto a

su valor de λ, m0 = 0. Recordemos que el cruce, como se da en n/nf = 1, nos da el valor

BCS. Esto refleja el acierto del modelo CBFM al introducir la intercción entre los electrónes

desapareados y los electrones o huecos apareados.

Reescribiendo la ecuación de número para la fase pura 2e−CP ahora con relación de dis-

persión bosónica cuadrática, εK = ~
2K2/2m, obtenemos,

1 = T̃c

∫ ∞

0

dx[exp{x − (ñ−1 +
ν

2
)/T̃c} + 1]−1

+T̃cg1(1) − T̃c

∫ ∞

0+

dx[exp{2ν/T̃c} exp{x} − 1]−1, (252)

donde x = K̃2/T̃c. Como g1(1) diverge (ver Apéndice D de [29]), la ecuación anterior nos lleva

a una aparente contradicción. De un lado de la igualdad tenemos la unidad y del otro lado

una divergencia. Propongamos T̃c = 0. En la primera integral, como (ñ−1 + ν
2
)/T̃c → ∞, el

integrando vale uno a menos que x sea infinito, donde nuestra función vale 1/2. Como una

buena aproximación, podemos tomar nuestro integrando como la unidad si tomamos el ĺımite

superior de la integral como (ñ−1+ ν
2
)/T̃c. Con esta idea, después de realizar la primera integral,

la ecuación (252) se reduce a

1 = ñ−1 +
ν

2

+T̃cg1(1) − T̃c

∫ ∞

0+

dx[exp{2ν/T̃c} exp{x} − 1]−1. (253)
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Figura 17: Las curvas continuas nos dan el comportamiento para la fase m0 = 0. Para la fase

n0 = 0 utilizamos las curvas en trazas. Todas la curvas estan etiquetadas con su valor de λ.

Los dos puntos negros indican el valor BCS de Tc/TF con λ = 1/2 y 2.89 en forma ascendente.

Estas curvas fueron calculadas con f = 0.

La solución a esta ecuación es T̃c = 0, ya que sólo este valor contrarresta la divergencia de

g1(1); además el integrando se hace cero.

Para la fase pura 2h−CP tenemos la misma conclusión

1 + ñ−1
−

ν

2
= T̃cg1(1). (254)

El que Tc sea cero en 2D para relación de dispersión cuadrática, es un resultado muy

conocido, ver Ec. (9). La teoŕıa de la condensación de Bose-Einstein concluye que no hay estado

condensado para sistemas tales que d/s ≤ 1 [30]. El mismo resultado se obtiene si en CBFM

hacemos λ = 0 en vez de f = 0. Esto resulta de que en la temperatura cŕıtica el potencial

qúımico bosónico alcanza el valor del estado base de enerǵıa, es decir,

µB = 2µ = 2Ef + ~ωD = E+(0) (255)
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o bien,

µB = 2µ = 2Ef − ~ωD = E−(0) (256)

lo cual es la condición para obtener las faces puras 2e−CP y 2h−CP respectivamente.

Para CBFM con f finito el potencial qúımico bosónico no alcanza el estado base del espectro

bosónico, esto es debido al mecanismo de formación y destrucción de pares de fermiones lo que

está reflejado en las ecuaciones del potencial qúımico (149) y (150).

La discusión más importante de este caṕıtulo es la generalización de la teoŕıa BCS al ale-

jarnos de la simetŕıa perfecta entre el número de pares de electrones y de huecos en el estado

condensado. Esto nos llevó a obtener más altas temperaturas de transición teóricas. Según

CBFM, si experimentalmente se pudieran aumentar el número de pares de part́ıculas por sobre

el número de pares de huecos en un material superconductor, se podŕıa llegar a una Tc del orden

de la temperatura ambiente. Más aún, si en este mismo ĺımite los portadores de carga son pares

de huecos se podŕıa llegar a Tc’s todavia más altas que si los portadores fueran pares de part́ıcu-

las, ver figuras 12, 13 y 17. Esto resalta la idea que hemos llevado a lo largo de este trabajo al

defender la participación de los pares de huecos en el fenómeno de la superconductividad.

También debemos mencionar que el papel que juega la dimensionalidad es irrelevante en el

incremento de la temperatura de transición al alejarnos de la simetŕıa perfecta, ver figuras 12

y 13. Aunque muy cerca de la simetŕıa perfecta la temperatura de transición es menor en 3D.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones
• Tratando a un sistema superconductor como una mezcla ideal de fermiones y bosones

encontramos que la cúspide del calor espećıfico que exhiben gráficas experimentales en super-

conductores considerados por algunos autores en 2D, como por ejemplo los cupratos, desaparece

conforme disminuye el número de bosones. Este resultado reafirma que los pares de Cooper,

introducidos a la teoŕıa de la superconductividad por BCS, los cuales son los causantes de la

transición al estado superconductor, pueden tratarse como bosones.

• Para T > 0.5Tc y d = 3, 2 y 1 la relación de dispersión bosónica es lineal en su fase

pura (sólo 2e− o 2h−CP). Para más bajos valores de T’s uno puede argumentar que una fase

mixta de BEC conteniendo 2e− y 2h− CP’s es más estable (es decir, tiene una enerǵıa libre de

Helmholtz más baja).

• Al utilizar una relación de dispersión que no toma en cuenta el papel que juegan los pares

de huecos en el mecanismo que conduce a la superconductividad, la temperatura de transición

tiende a Tc
∼= 0.202TF (donde TF es la temperatura de Fermi) cuando el acoplamiento tiende

a cero. Esta temperatura es grande, y aún más tomado en cuenta que el acoplamiento entre

fermiones para formar un par bosónico es cero. F́ısicamente esperaŕıamos que, al ser muy dif́ıcil

el apareamiento, la temperatura de transición al estado condensado sea muy chica de modo

que la vibración térmica de la red cristalina sea lo suficientemente pequeña de forma que no

pueda impedir el apareamiento. Al introducir una relación de dispersión que toma en cuenta

la participación de los pares de huecos en la superconductividad se obtiene que cuando el

acoplamiento tiende a cero la temperatura de transición también tiende a cero, como se espera

f́ısicamente. De ésto también notemos que el tratamiento bosónico que se le da a los pares de

Cooper no contrasta con el acoplamiento fermiónico introducido en la teoŕıa BCS.

Algo análogo ocurre en 3D. Cuando utilizamos la relación de dispersión independiente de

λ encontramos que al tender a cero el acoplamiento, Tc tiende a 0.988TF . Al introducir la

dependencia de λ en la relación de dispersión Tc tiende a cero cuando el acoplamiento tiende a

cero.

• Por medio de la teoŕıa CBFM se estudió de la enerǵıa libre de Helmholtz en 2D. Encon-

tramos que para n/nf < 1 son más estables los pares de huecos y para n/nf > 1 más estables

los pares de electrones. En n/nf = 1 tienen la misma estabilidad, estamos en el caso BCS donde
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hay igual número de pares de electrones y huecos.

• En todas nuestras gráficas de Tc/TF vs. n/nf vemos que cuando el condensado consta sólo

de pares de huecos la Tc es más grande que cuando el condensado consta únicamente de pares

de electrones. Resultado que concuerda con resultados experimentales.

• Otro resultado de interés que nos arroja el análisis de las curvas Tc/TF vs. n/nf es que

conforme λ crece por arriba de 1/2 la teoŕıa CBFM se aleja de BCS. En λ = 1/2 se obtiene,

por medio de CBFM, el valor de Tc obtenido con BCS, pero en λ = 2.89 CBFM predice una

Tc ligeramente más grande que BCS.

• La conclusión más importante que se obtiene del estudio de la teoŕıa CBFM es que para

acoplamiento fermiónico moderadamente débil el modelo de interacción BCS es suficiente para

predecir valores de Tc inusualmente grandes. Cuanto mayor es la diferencia entre el número de

pares de electrones y el número de pares de huecos, mayor es la temperatura de transición al

estado superconductor.

• También se analizó la teoŕıa CBFM sin interacción entre fermiones y bosones. Al introducir

la relación de dispersión cuadrática para bosones en CBFM con f = 0, o alternativamente λ = 0,

se obtiene Tc = 0, resultado que concuerda con la teoŕıa de la condensación de Bose-Einstein.

Esto resulta de que al hacer f = 0, o bien, λ = 0, a la temperatura Tc el potencial qúımico

bosónico es igual al estado base de enerǵıa bosónica.

Al calcular Tc con interacción entre fermiones y bosones se puede ver que, con f y λ distintos

de cero, caso en el que Tc 6= 0, el potencial qúımico bosónico no alcanza el estado base del

espectro bosónico. Esto nos hace pensar que la distancia entre el potencial qúımico bosónico y

el estado base es proporcional al intervalo de enerǵıas donde se forman los pares.

• Trabajando con la teoŕıa CBFM en simetŕıa perfecta y con la teoŕıa BCS se llegó al

mismo resultado al calcular la enerǵıa de condensación. Este resultado refuerza la idea que

CBFM reproduce BCS haciendo m0(T ) = n0(T ) aśı como mB(T ) = nB(T ).

• Estudiamos la interacción atractiva entre los electrones (o huecos) de la teoŕıa CBFM

como una sola part́ıcula, de masa reducida en el centro de masa, en un potencial atractivo que

es una función de la coordenada relativa. Tratamos dicho potencial como una delta atractiva

V (r) = −V0δ(r), obtenemos una generalización, al sistema en que se considera, no sólo los

electrones y pares de electrones, sino también huecos y pares de huecos, de las ecuaciones que

W. Miyake publicó en 1983 .

• A través de la teoŕıa CBFM se puede llegar a una descripción teórica de superconduc-
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tores tanto de alta como de baja temperatura de transición. Con ésta se podŕıa investigar las

condiciones bajo las cuales se puede dar la superconductividad a temperatura ambiente.
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