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Resumen

Utilizando un generador de mallas eliptico se analiza numéricamente el
efecto de una perforacién circular sobre la transferencia de calor en tres
placas rectangulares, con diferentes razones entre la longitud y el ancho de
la placa, para diferentes radios de corte. Se desarrolla una aproximacién
analitica de la solucién del problema para radios de corte pequenos a partir
del método de imagenes y de la formulacion de flujos potenciales.

Se calcula el nimero de Nusselt promedio para los tres casos encontrando
de esta manera una caracterizacién de los efectos del corte circular sobre la
transferencia de calor en las tres placas. Ademds, al comparar los tres casos
se encuentra que para radios de corte pequenos la transferencia de calor se
ve afectada de manera independiente de la longitud de la placa. Para radios
adimensionales intermedios los efectos negativos en la transferencia de calor
son notoriamente mayores para la placa de longitud menor. Finalmente, para
radios de corte grandes de nuevo se tiene que el efecto sobre la transferencia
de calor es muy similar para las tres longitudes analizadas.
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Capitulo 1

Introduccion

La conduccién es el proceso mediante el cual el calor se transfiere en los
sélidos en presencia de un gradiente de temperatura, desde la regién que se
encuentra a temperatura mayor a la que se encuentra a temperatura me-
nor. El flujo de calor a través del medio esta relacionado con una propiedad
intrinseca de los materiales llamada conductividad térmica; y es tal que la
magnitud del flujo es proporcional a la magnitud de esta conductividad. El
flujo de calor no se puede medir directamente, este concepto estd relaciona-
do con la cantidad escalar medible llamada temperatura. Es por esto que
una vez que se conoce la distribucién de temperatura dentro de un cuerpo
en funcién de la posicién y el tiempo, el flujo de calor puede ser calcula-
do facilmente de acuerdo a las leyes que relacionan el flujo de calor con el
gradiente de temperatura. Por esta razon, el estudio de la conduccién del
calor se preocupa principalmente por la determinacién de la distribucién de
la temperatura dentro de sélidos.

En la industria y en el ambito experimental, muchas veces se trabaja
para incrementar la conduccién de calor, ya sea utilizando materiales con
alta conductividad térmica o usando grandes areas de contacto. En otras
ocasiones el efecto buscado es exactamente el contrario, pero en cualquiera
de los casos anteriores, el objetivo se logra a través del uso de intercambia-
dores de calor. Dependiendo del propdsito de dichos dispositivos y de los
criterios de construccién, se puede dar un nimero inmenso de configuracio-
nes posibles. Ademaés, en muchas ocasiones se tiene que los intercambiadores
de calor utilizan materiales con conductividad térmica grande o tienen lon-
gitudes caracteristicas pequenas, lo que implica que la conduccién sera la
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forma dominante de propagacion de calor. Por estas razones, el estudio de la
conduccion de calor a través de medios con geometrias arbitrarias es de gran
interés. Muchas veces la informacién mas confiable se obtiene de mediciones
directas provenientes de los experimentos. Sin embargo, realizar dichas me-
diciones no solo resulta econémicamente costoso, sino que también consume
mucho tiempo. Cada nuevo patrén requeriria la construcciéon de un nuevo
modelo de intercambiador de calor para realizar las mediciones de manera
directa.

Otra forma de obtener datos de un intercambiador de calor sin necesi-
dad de construirlo, es haciendo un estudio tedrico, esto siempre y cuando
el fenémeno en cuestion pueda describirse de manera apropiada por un
modelo matemético. Desafortunadamente cuando se consideran geometrias
arbitrarias en dispositivos de longitud finita el tratamiento analitico de las
ecuaciones que describen la conduccién de calor se complica enormemente.
Por esta razén, las soluciones numéricas se han conviertido en una buena
alternativa en el tratamiento de problemas con geometrias complejas. Las
simulaciones numéricas usualmente brindan predicciones razonables, espe-
cialmente cuando pueden reproducir los resultados para casos que no se
alejan mucho de aquellos cuyos resultados han sido confirmados experimen-
tal o analiticamente.

Las aplicaciones de los intercambiadores de calor cubren un campo muy
diverso. En el ramo de los alimentos se suelen utilizar en los procesos de en-
friamiento, termizacién y pasteurizacién de diversos productos, como leche,
salsas, vinagres, vinos y aceite. Ademads en la industria quimica y petro-
quimica son ampliamente utilizados para la produccién de combustibles,
pinturas y aceites industriales, entre otros productos. Son fundamentales
para la industria del aire acondicionado y la calefaccién, y permiten generar
agua caliente a partir de paneles solares. Finalmente, en la industria del
transporte se utilizan para el enfriamiento de motores y lubricantes.

El diseno y construccién de los intercambiadores de calor suele impli-
car el uso de arreglos de placas perforadas y tubos, como es el caso de los
intercambiadores de placas-aletas y tubos, comunmente utilizados en los
radiadores de los automoviles. La eficiencia de dichos dispositivos depende
de sus propiedades geométricas y de los materiales utilizados en su cons-
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truccién. Por este motivo los efectos de las perforaciones en las placas de
los intercambiadores de calor han sido objeto de amplio estudio e interés.
La figura 1.1 muestra un esquema de la seccién de un intercambiadores de
calor de placas-aletas y tubos.

Figura 1.1: Esquema intercambiador de calor.

1.1. Antecedentes

Para analizar problemas con geometrias complejas desde el enfoque de
los métodos numéricos se suelen utilizar sistemas de coordenadas computa-
cionales (mallas) que se ajustan a la forma del dominio fisico estudiado. Con
el objeto de tener un panorama general del empleo de dichos métodos en la
resolucién de diversos problemas de transferencia de calor se hace una breve
revisién de trabajos anteriores con planteamientos similares al estudiado en
el presente.

A continuacién citamos dos ejemplos de la utilizacién de generadores de
mallas computacionales. En 1997 Chen y Liu [1] resolvieron el problema de
conveccion doble-difusiva debida a una fuente cilindrica de calor sumergida
en una solucién salina inhomogénea utilizando un generador de mallas elipti-
co. Encontraron y caracterizaron dos tipos de inestabilidades en el campo de
flujo debidas a la interaccion del gradiente de temperatura con el gradiente
de salinidad. Para el nimero de Nusselt local, que cuantifica la razén del
flujo de calor por conveccion con el flujo de calor por conducciéon en cada
punto, encontraron un perfil caracteristico correspondiente a la conveccién
de pluma y a una estructura escalonada; mientras que para el niimero de



“tesis” — 2008/5/8 — 11:59 — page 4 — #12

4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Nusselt promedio obtuvieron un comportamiento entre la conduccién pura
y la conveccion natural, las diferencias son provocadas por la evolucién de
las capas salinas. Dos anos mas tarde se encuentra un ejemplo sencillo de la
utilizacién de los generadores de mallas elipticos [2] donde Donghong utili-
za dicho método para resolver un problema de transferencia de calor en un
superficie bidimensional con geometria irregular y condiciones de frontera
complejas.

En el estudio de los intercambiadores de calor, es muy comin encon-
trar placas con perforaciones circulares para el disefio de intercambiadores
de calor de placas-aletas y tubos. Anédlisis de este tipo de dispositivos se
pueden encontrar en los siguientes trabajos: En 1999, R. Romero-Méndez,
M. Sen, K.T. Yang y R. McClain [3] estudiaron el efecto de la separacién
entre dos aletas sobre la tasa total de transferencia de calor y la caida de
presién en un intercambiador de calor de una sola fila de aletas y tubos
utilizando visualizacién de flujo y métodos numeéricos. Encontraron que si
la distancia entre aletas es pequena respecto al didmetro de los tubos, se
obtiene un flujo de Hele-Shaw. A medida que la distancia entre las aletas se
incrementa se forma un vortice de herradura en el tubo, encontrando que el
nimero de Nusselt muestra un maximo en dicho vértice. Cuatro afios mas
tarde Mi Sandar Mon y Ulrich Gross [4] estudiaron numéricamente el efecto
del espaciamiento entre las aletas de un intercambiador de calor de cuatro
filas construido con tubos y aletas anulares dispuestos en configuraciones
lineal y escalonada y caracterizaron la transferencia de calor y la generacién
de vértices entre aletas en funcién del espaciamiento entre las mismas. En
2004 Erek y colaboradores [5] estudiaron numéricamente los efectos sobre la
transferencia de calor y la caida de presién provocados por los cambios en
la geometria de las aletas de un intercambiador de calor de tubos y placas-
aletas, encontraron que el aumento en la separacién de las placas-aletas
provoca una gran disminucién en la presion del flujo. También encontraron
que al colocar los tubos aguas abajo se incrementa la transferencia de calor
v al aumentar la elipticidad de los tubos la caida de presién se reduce con-
siderablemente, de acuerdo con los experimentos descritos en [6]. En 2007,
Wu y Tao [7] realizaron simulaciones numéricas en tres dimensiones para
la transferencia de calor en flujos laminares de un intercambiador de calor
de aletas y tubos con generadores de vértices, analizando los efectos de las
variaciones del numero de Reynolds y el dngulo de ataque del generador de
vértices sobre la transferencia de calor.
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También se encuentran geometrias similares a la estudiada en el pre-
sente trabajo al analizar el flujo de combustibles a través de arreglos de
alambres cataliticos de seccién circular. En 2004, M. Vera y A. Lindn [8]
analizaron numéricamente la combustion de una mezcla reactiva que fluye
a través de un arreglo de alambres cataliticos para bajos nimeros de Pe-
clet. Encontraron la dependencia de los valores de la temperatura lejos del
arreglo de alambres en la direccién del flujo respecto a las fracciones masi-
cas de los reactantes sobre el nimero de Peclet, el nimero de Lewis de los
reactantes, la temperatura de los alambres y la razén de del radio de los
alambres a la separacién entre ellos. Posteriormente generalizaron el analisis
para incluir los efectos de las reacciones homogéneas, demostraron que la
tasa de consumo de combustible en la fase gaseosa crece con la razén de la
velocidad de la flama laminar adiabéatica a la velocidad del flujo lejos del
arreglo de alambres en la direccién contraria al flujo, el producto del niime-
ro de Zeldovich, el niimero de Peclet y la temperatura adimensional de los
alambres. Ese mismo afio J. Lizardi, C. Trevifio y A. Lifidn [9] analizaron
el problema de la transferencia de calor y la combustién heterogénea del
flujo de una mezcla reactiva de hidrégeno/oxigeno que atraviesa un arreglo
de alambres cataliticos. Encontraron la velocidad, vorticidad y temperatu-
ra del flujo, asi como las concentraciones de los reactantes para diferentes
nimeros de Reynolds y para el valor 0.72 del nimero de Prandtl. De la
misma forma encontraron la temperatura de ignicién de las reacciones de
superficie como funcién del niimero de Peclet para un alambre de radio 0.02
cm y una separacién de 0.1 cm entre ellos. Es notable que los estudios sobre
la transferencia de calor a través de superficies altamente irregulares han
llegado a analizar geometrias prefractales. Blyth y Pozrikidis [10] analizaron
la conduccién de calor a través de superficies con geometrias fractales en
dos dimensiones, encontrando el efecto que tienen dichas geometrias en la
distribucién del flujo y en el incremento de la tasa de transporte respecto a
geometrias regulares y complejas.

En el ambito experimental se han analizado ampliamente los fenémenos
de flujo a través de obstaculos con geometria circular. J.Y. Kim y T.H Song
[11] analizaron experimentalmente el flujo y la transferencia de calor sobre
un ensamble de placas-aletas y tubos utilizando la técnica de sublimacién de
naftaleno. El estudio se realizé variando el nimero de Reynolds asi como la
razén de la separacién de las placas al didmetro de los tubos y la localizacién
de los mismos dentro del dispositivo experimental. Encontraron que el coefi-
ciente local de transferencia de calor/masa del flujo a través de los tubos es
grande tanto en el borde frontal de la placa como en la parte frontal del tu-
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bo, tomando valores relativamente bajos detras del mismo, aproximandose
al valor dado por el analisis asintético del problema aguas abajo. Utilizando
a su vez la técnica de sublimacion de naftaleno, S.M. Saboya y F.E.M. Sa-
boya [6] estudiaron el flujo y la transferencia de calor a través de un arreglo
de placas aletas y tubos de seccién eliptica para nimeros de Reynolds entre
150 y 1300. Los resultados obtenidos fueron comparados con aquellos para
tubos de seccién circular encontrando que las diferencias entre los coeficien-
tes de transferencia de ambos casos no presentan discrepancias relevantes.
Ademés, demuestran que el uso de tubos de seccién eliptica disminuye con-
siderablemente la caida de presion en el canal rectangular utilizado en el
experimento y aumenta la eficiencia de las placas-aletas.

Ahora que se tiene una visién general de los estudios realizados para
geometrias finitas con perforaciones u obstaculos circulares es posible plan-
tear el problema que se desea resolver en el presente trabajo.

1.2. Descripcion del problema.

En la seccién anterior se ha resaltado la utilidad que tiene el estudio de
las geometrias finitas con perforaciones u obstaculos circulares, principal-
mente en el diseno de intercambiadores de calor. Por esta razén se desea
estudiar el efecto de una perforacion circular sobre la transferencia de ca-
lor por conduccién sobre una placa rectangular de dimensiones finitas. Se
supondra que los extremos opuestos por los lados més largos de la placa se
encuentran en contacto con dos reservorios a temperaturas diferentes y que
tanto la perforacién circular como los extremos restantes de la placa estan
aislados de forma adiabatica.

Para resolver el problema se desarrollarda una aproximacién analitica
valida para cortes con radios pequenos respecto a la longitud de la placa,
as como cédigos numéricos que permitan obtener la solucién para radios
de corte mayores que los dados por la aproximacién analitica. Todo esto
siguiendo la siguiente estructura.
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1.2.1. Estructura de tesis.

Capitulo 1. Introduccidn.

Capitulo 2. Conduccién de calor. Se daran las herramientas tedri-
cas necesarias para la comprensién del problema estudiado.

Capitulo 3. Planteamiento del problema. Se planteara el proble-
ma a resolver utilizando las herramientas matematicas que se descri-
ben en el capitulo 2.

Capitulo 4. Esquema de la solucién numérica. Se describen
las herramientas computacionales a utilizar para resolver el problema,
ademds se describe el procedimiento seguido para encontrar la solucién
numérica del mismo.

Capitulo 5. Solucién analitica para radios de corte pequenos.
Se desarrolla la solucién analitica para radios de corte pequenos res-
pecto a la longitud de la placa.

Capitulo 6. Resultados.

Capitulo 7. Conclusiones.
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Capitulo 2

Conduccion de calor.

2.1. El flujo de calor.

La ley basica que nos da la relacién entre el flujo de calor y el gradiente
de temperatura, basada en las observaciones experimentales, es la ley de
Fourier, en honor al fisico matemético francés Joseph Fourier, quien la uti-
liz6 en su teoria analitica del calor. Para un sélido homogéneo e isotrépico
(es decir un material en el que la conductividad térmica no depende de la
direccién) la Ley de Fourier estd dada en la forma

q(r,t) = —kVT(r,t), (2.1)

donde el gradiente de la temperatura V7' es un vector normal a las super-
ficies isotérmicas. El vector flujo de calor q(r,t) representa la cantidad de
calor por unidades de tiempo y de area de la superficie isotérmica en la
direccién en la que decrece la temperatura. k es llamada la conductividad
térmica del material y es una cantidad escalar positiva. Dado que el vector
flujo de calor q(r,t) apunta en la direccién decreciente de la temperatura,
el signo menos se incluye en la ecuacién (2.1) para hacer de la magnitud del
flujo de calor una cantidad positiva. Cuando el flujo de calor estd dado en
W/m? y el gradiente de temperatura tiene unidades de °C/m, la conducti-
vidad térmica k tiene unidades de W/(m.°C).

9
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Claramente, la razon del flujo de calor para un gradiente de temperatura
dado es directamente proporcional a la conductividad térmica del material
k. Por lo tanto, en el analisis de la conduccién de calor, la conductividad
térmica del material es una propiedad esencial que controla la razén de flujo
de calor en el medio. Existe una amplia diferencia entre las conductividades
térmicas de los diversos materiales que se usan en la industria. Los valores
mas altos corresponden a metales puros y los mas bajos a gases y vapores.
Los materiales aislantes amorfos y los liquidos organicos tienen conductivi-
dades térmicas intermedias. La conductividad térmica también depende de
la temperatura. Para la mayoria de los metales puros decrece con la tem-
peratura, mientras que para los gases se incrementa conforme aumenta la
temperatura. Para la mayoria de los materiales aislantes, la conductividad
térmica aumenta cuando aumenta la temperatura.

2.2. Ecuacién diferencial para la conduccion
de calor.

A continuacién se deriva la ecuacién diferencial para la conduccién de
calor para un solido estacionario, homogéneo e isotrépico con una fuente
de calor en su interior [12]. La generacién de calor puede deberse a causas
nucleares, eléctricas, quimicas, o a otras fuentes que pueden ser funciones
del tiempo y/o de la posicién. La razén de generacién de calor en el medio,
generalmente especificada como generacion de calor por unidad de tiempo,
por unidad de volumen, es denotada por el simbolo g(r,t), y si se utilizan
las unidades del SI estd dada en W/m3.

Consideremos la ecuacién de balance de energia para un pequeno volu-
men de control V| ilustrado en la figura 2.1, dada como

flujo de calor entrante a través calor producido energia
de la + en el = enel
superficie limite del material interior de V interior de V

Los términos de esta expresién se pueden evaluar de la siguiente manera
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Figura 2.1: Energfa almacenada en V.

flujo de calor entrante a través de la superficie limite del material =

—/q-ﬁdA:—/V-qdv (2.2)
A v

donde A es la superficie que contiene al elemento de volumen V', fi es el
vector normal unitario al elemento de superficie dA que apunta hacia afuera
de la superficie, q es el vector de flujo de calor sobre dA. El signo menos se
incluye para asegurar que el flujo de calor es hacia adentro del elemento de
volumen V' y se uso el teorema de la divergencia para convertir la integral
de superficie en una integral de volumen. Los dos términos restantes son
evaluados de la siguiente manera

energia generadaen V. = / g(r,t)dv (2.3)
1%
oT (r,t
energia almacenada en V. = pCp gt" ) dv (2.4)
1%

donde C), es la capacidad calorifica a presiéon constante.
La sustitucién de las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) en la ecuacién (2.2)
nos da como resultado

OT (r,t
[[-9-at0+ o0 - 06, 0] (25)
. ot
La ecuacién (2.5) fue derivada para un elemento de volumen arbitraria-
mente pequeno dentro del sélido; por tanto V' puede elegirse tan pequeno
como sea necesario para remover la integral. Obteniendo
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oT(r,t)

-V q(I’,t) + g(r,t) = pCPT (2'6)

Sustituyendo la ecuacién (2.1) en la ecuacién (2.6), se obtiene la ecuacion

diferencial de la conduccion de calor para un sélido estacionario, homogéneo
e isotrépico con generacion de calor en su interior como

T (r,t
VT, 0] + (e 1) = G, T, (2.7

En esta ecuacién se considera que k puede depender del espacio o de la
temperatura k = k(r, T) asi como también se considera que C}, depende de
la temperatura. Cuando se supone que la conductividad térmica es constante
(es decir, no depende de la posicién ni de la temperatura), la ecuacién (2.10)

se simplifica en

1 10T (r,t)
2 — i Sk
VT (x,t) + kg(r, t) N (2.8)
donde
a= i = difusividad térmica (2.9)
pCp

Para un medio con conductividad térmica constante y sin fuentes gene-
radoras de calor, la ecuacién (2.8) se convierte en la ecuacién de Fourier.

(2.10)

En esta expresion la difusividad térmica « es una propiedad del medio
y tiene dimensiones de longitud?/tiempo, y puede estar dada en unidades
de m?/h o m?/s. El significado fisico de la difusividad térmica estd asociado
con la rapidez de propagacién del calor dentro del sélido durante cambios
de temperatura en el tiempo. Mientras mas alta sea la difusividad térmica,
mas rapido se propagara el calor en el medio.
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2.3. Numero de Nusselt.

El ntimero de Nusselt es un nimero adimensional que permite medir la
magnitud del flujo de calor por conduccién en un proceso dado. También
puede considerarse que el nimero de Nusselt es un gradiente adimensional
de la temperatura sobre la superficie en la que tiene lugar el proceso de
transferencia de calor. El nimero de Nusselt se define como

Nu=— (2.11)

donde L es una longitud caracteristica del sistema y h es el coeficiente de
intercambio térmico, que se define de tal forma que

a=nh(Ty —Ty)n,

donde T7 es la temperatura de una de las paredes que limitan el espacio
donde ocurre la transferencia de calor y Ty es la temperatura de la pared
restante.

Haciendo
T — T —1Tp ’
Ty =Ty
también se hace
«_ X «_ Y« <
T = ’ Yy = i3 z = T’

se obtiene que el gradiente respecto a las variables adimensionales, denotado
por V* de la temperatura adimensional es

T — T,
VT = 20T,
L
y h queda expresada como
k
|h| = =V*T* ,
L pared

y por tanto el nimero de Nusselt es

Nu=V*T* 7. (2.12)

pared

Y sera utilizado para medir la magnitud del flujo de calor en la placa.
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Capitulo 3

Planteamiento del
problema.

Se considera una placa rectangular de longitud 2L y ancho 2a con una
perforacién circular en el centro de radio rg. Los extremos opuestos por los
lados mas largos de la placa se encuentran en contacto con dos reservorios
a temperaturas diferentes Ty y 71 con 17 > Tp; la perforacion y los dos
extremos restantes de la placa se aislan adiabaticamente como se muestra en
la figura 3.1. Ademads, supondremos que se ha llegado al estado estacionario,
es decir, el campo de temperatura sobre la placa es constante en el tiempo.
Nos interesa conocer dicho campo de temperaturas y saber como afecta el
radio del corte al proceso de transferencia de calor sobre la placa.

Figura 3.1: Esquema del problema a resolver.

To O T1

15
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3.1. Planteamiento matematico del problema.

Una vez que se ha especificado el problema a resolver es posible invo-
car a la ecuacién de calor (2.10) para hacer la descripcién matemédtica del
problema. El segundo término de dicha ecuacién se anula ya que estamos
considerando el caso en el que se ha alcanzado el estado estacionario, obte-
niendo de esta manera la ecuacién

V3T (z,y) =0, (3.1)

que es la ecuacién de Laplace. Coloquemos ahora el origen de un sistema
coordenado en el centro de la perforacién circular de modo que el eje y este
situado a la mitad de la placa y sea paralelo a los extremos que estan en
contacto con los reservorios, como se ilustra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Sistema de referencia cartesiano utilizado.

Debido a la simetria existente en la placa respecto al eje x podemos con-
siderar tinicamente la mitad superior de la misma para resolver la ecuacién
de Laplace. Por esta razén cuando més adelante se mencionen las fronteras
del problema a resolver, se debe tener en cuenta solamente la mitad de la
placa.
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3.1. PLANTEAMIENTO MATEMATICO DEL PROBLEMA. 17

Para plantear el problema de forma cerrada es necesario considerar las
condiciones de frontera. Para los extremos que estdn en contacto con los
reservorios tenemos

T(x=-L,y) = T,
T(x=Ly) = T.
(3.2)
Para las paredes restantes de la placa tenemos
orT
— = 0, z€(=L,—r9)U(ro,L)
Y |(z.y=0)
arT
- = O7 S (*’I"(),’I’o) (33)
8’[1 _ 2__ .2
Yy=4/r5—2
orT
87 = O7 T € (_L,L)
Yl@y=as2)

donde 7 es la direccién normal a la circunferencia.

Por tanto podemos rescribir el problema a resolver de la siguiente manera

VT (z,y) = 0
T(‘T = 7La y) = TO
T(]} = La y) = Tl
oT
Fy|(w,y:0) = 07 S (_La _TO) U (TOa L) (34)
oT
aiy‘(a:,y:a) = 07 HAS (_L7L)
oT

i i = 0, z€(—rg,ro).

_ 2
Yy=+/T5—T
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3.2. Adimensionalizacién de las ecuaciones y
condiciones de frontera.

Las ecuaciones planteadas anteriormente se encuentran escritas de forma
dimensional y corresponden a un problema particular definido por la tem-
peratura de cada reservorio y por las longitudes de la placa. Sin embargo,
mediante cambios de variable adecuados que consideren una temperatura
y una longitud caracteristicas del problema se pueden reformular dichas
ecuaciones de forma adimensional. Lo que corresponde a una descripcién
general del problema que nos da la solucién sin importar la temperatura de
los reservorios.

La longitud caracteristica que se considera en este problema es la mitad
del ancho de la placa denotado por la letra a, con lo que se estudiard el
efecto de la perforacién circular sobre placas de distinta longitud. De esta
forma se tienen las siguientes expresiones para las variables espaciales

El cambio de variable adecuado para la temperatura en nuestro problema
es el siguiente:

T-1Ty
TN -Ty

Aqui las variables adimensionales son denotadas por z*, y* y 6. Se defi-
nene="2yl= % y se omiten los superindices para simplificar la notacion.
De esta forma las ecuaciones (3.4) se transforman en

6 (3.5)

V30(x,y) = 0
Oz=1y) = 1
Bl
= = 0, z€(~l,—€)U(el) (3.6)
Y |(,y=0)
? = 0, z€ (-]
Yl@y=1)
a—? = 0, z€(—€c¢)
I

que es el problema a resolver en este trabajo.
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Capitulo 4

Esquema de la solucién
numeérica.

4.1. Meétodos numéricos para la solucion de
sistemas elipticos.

La ecuacién que rige el fenémeno a estudiar en el presente trabajo es la
ecuacién de Laplace (3.1), que es una ecuacién diferencial parcial eliptica
de segundo orden. Para resolver numéricamente este tipo de ecuaciones se
puede utilizar el método de diferencia finita, en el que la ecuacién diferencial
parcial se convierte en un sistema de ecuaciones algebraicas.

Uno de los métodos més populares utilizado en décadas anteriores para
resolver el sistema de ecuaciones algebraicas es el de Gauss-Seidel, que es
un método iterativo que en el que éstas ecuaciones pueden representarse en
forma matricial como

Ax = b.
La iteracién de Gauss-Seidel es
x = (D - L) N (Ux’ +b),

donde D, -L y -U representan la diagonal, la estricta parte triangular infe-
rior y la estricta parte triangular superior de la matriz A respectivamente
v j es el paso de iteracion.

19
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En este método cada componente de la nueva iteracion depende de todas
las componentes previamente calculadas. Ademds, la nueva iteracién x*+1
depende también del orden en el que las ecuaciones son resueltas. Si el orden
cambia, las componentes de la nueva iteraciéon también cambiaran y no so-
lamente el orden de las mismas. Este método tiene la virtud de generar poca
carga en memoria, puesto que todos los cédlculos se cargan al procesador.

Otro método muy comun en la resolucion de sistemas lineales de ecua-
ciones es la descomposicién LU (Lower-Upper Band) derivado del método
de Gauss-Seidel. Consiste en una descomposiciéon de matrices que expresa
una matriz como el producto de dos matrices triangulares superior e in-
ferior. Este método se usa en andlisis numérico para resolver sistemas de
ecuaciones algebraicas o para encontrar la inversa de una matriz.

La mayor ventaja que presenta este método es que toma el sistema de
ecuaciones completo y lo resuelve en un solo paso, es decir, no hace itera-
ciones hasta cumplir un criterio de convergencia. Sin embargo, presenta la
desventaja de que es necesario construir una matriz muy grande de tamano
(m; * n;)? y la cantidad de memoria necesaria para resolver el sistema se
vuelve considerable, lo que hace necesario contar con un equipo de cémputo
especial.

Finalmente, dentro de los métodos numéricos méas utilizados para re-
solver ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden se encuentra el
método de tridiagonales. Este método consiste en escribir las ecuaciones
algebraicas obtenidas de la discretizacion de las ecuaciones diferenciales,
como el producto de una matriz tridiagonal de coeficientes por un vector de
incognitas que representan los puntos de la discretizacion. Dicho producto
se iguala a un vector de resultados que se va construyendo a partir de las
condiciones de frontera del problema.

Aunque este método fue desarrollado en principio para resolver ecua-
ciones diferenciales ordinarias, existe una forma de adaptarlo para resolver
ecuaciones diferenciales parciales elipticas. Dicho método se propuso en el
ano de 1976 para resolver ecuaciones de Poisson y no goza de mucha popu-
laridad en nuestros dias. Sin embargo, es un método poderoso que permite
resolver una ecuacion diferencial parcial de segundo orden como dos ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de segundo orden por medio de dos tridiagonales
acopladas. Este método serd utilizado para resolver la ecuaciéon de Laplace
(3.1) en el presente trabajo.
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4.2. Generacion del espacio computacional.

La principal dificultad que se presenta al abordar el problema (3.6) es la
geometria de la placa, que es compleja a pesar de poseer dos ejes de simetria.
Esto se debe a que las condiciones de frontera se imponen considerando que
la placa tiene dimensiones finitas al mismo tiempo que se toma en cuenta
la frontera circular.

Para resolver esta dificultad se pensé en la utilizacién de una malla com-
putacional que proporcionara un escenario cercano al real. Existen muchos
métodos para la generacién de mallas computacionales pero todos deben
cumplir los siguientes objetivos [13].

1. Minimizar errores numéricos. La resolucién y la orientacion de la
malla con respecto a la direccién del flujo pueden afectar a las fuentes de
errores numeéricos, tales como los errores por redondeo y por truncamiento.

2. Proporcionar estabilidad numérica. En algunos métodos numéricos,
como los métodos explicitos de diferencia finita o de elemento finito, la es-
tabilidad, depende del tamano del elemento discretizado.

3. Proporcionar economia en los cdlculos computacionales. Obviamente,
mientras mayor sea el nimero de nodos en la malla, serdn necesarios mas
célculos numéricos.

4. Proporcionar un fdacil manejo de las condiciones de frontera. En algu-
nos casos las condiciones de frontera pueden involucrar derivadas normales.
Consecuentemente es ventajoso tener lineas de malla que se ajusten a las
fronteras de una manera ortogonal.



“tesis” — 2008/5/8 — 11:59 — page 22 — #30

22 CAPITULO 4. ESQUEMA DE LA SOLUCION NUMERICA.

4.2.1. Meétodos de generacién de mallas computaciona-
les.

En la literatura existen muchos métodos para generar mallas computa-
cionales, y en esta seccién se da una breve descripcién de cuatro de estos
métodos.

Meétodos algebraicos

Mapeo Bilineal

El mapeo bilineal se usa ampliamente cuando las fronteras del proble-
ma fSico son cuadrilateros y consiste en una trasformacion de coordenadas
mediante funciones lineales que mapean al cuadrilatero unitario del espacio
computacional en la frontera del problema fisico.

Interpolacion transfinita

Este método es muy similar al mapeo bilineal, con la diferencia de que
en este caso las fronteras de nuestro espacio fisico son expresadas como
funciones no necesariamente lineales, lo que permite modelar mallas cuadri-
laterales con bordes irregulares. La principal ventaja de estos métodos es la
facilidad y la rapidez con las que se genera la malla. Sin embargo, tienen
la gran desventaja de no proporcionar suavidad en la malla en algunos casos.

Método de interpolaciéon a través de los polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite proveen un método muy tutil de transfor-
macién de coordenadas para la generacién de mallas. Se caracterizan por
proporcionar una gran rapidez de calculo, ademés de que brindan esta-
bilidad al sistema de resolucién de ecuaciones diferenciales. Sin embargo,
tienen la desventaja de que las singularidades generadas por las esquinas de
las condiciones de frontera se propagan con cierta facilidad hacia dentro de
la malla, lo cual puede resolverse redondeando las esquinas y adaptando las
condiciones de frontera sobre la regién de singularidad.
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Tomando en cuenta que para el problema a tratar es necesario tener
una malla suave que pueda dar una representacién cercana al espacio fisico
incluyendo las singularidades de las esquinas, se analiza un método mas.

Sistemas de coordenadas diferencial.

Un sistema de coordenadas diferencial (DCS, por sus siglas en inglés)
es aquel en el que las funciones de coordenadas de la transformacién son
definidas usando ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Las trans-
formaciones por sistemas de coordenadas diferencial son particularmente
tutiles en problemas que tienen dominios fisicos con fronteras complejas o
irregulares. Muchas veces son preferidos sobre los métodos algebraicos por-
que pueden ser manipulados para asegurar suavidad e incluso ortogonalidad
en la generacién de la malla. En contraparte, este método incluye algoritmos
computacionales mas sofisticados y aumenta el tiempo de computo.

En muchos casos, la aplicacién de este método estd restringida a las
transformaciones planas, es decir, mapeos de un espacio computacional bi-
dimensional a un espacio fisico bidimensional. Esto se debe a que gran parte
de la teoria y aplicacién de la generacién de mallas diferencial es resultado
de la teoria del mapeo conforme, la cual estd restringida al caso de dos di-
mensiones. Sin embargo, muchos de los desarrollos resultantes de la teoria
del mapeo conforme, tales como las transformaciones elipticas, pueden ser
aplicadas al caso tridimensional.

Los métodos elipticos tienen la ventaja de ser estables frente a pequenas
variaciones de las fronteras fisicas, ademds de que proporcionan suavidad
en el interior de la malla sin importar que las funciones que definen a las
fronteras no sean suaves. Por otra parte, una de las principales desventajas
de este método es que no garantiza una solucién inyectiva, es decir, pueden
existir regiones del dominio fisico donde la malla esté doblada. Esta dificul-
tad se presenta principalmente en dominios fisicos no convexos.

Entre los métodos de generacién de sistemas de coordenadas diferencial
se encuentran el método eliptico, el método hiperbdlico y los métodos adap-
tativo y multinivel. A continuacién daremos una descripciéon mas detallada
del primero de estos métodos.



“tesis” — 2008/5/8 — 11:59 — page 24 — #32

24 CAPITULO 4. ESQUEMA DE LA SOLUCION NUMERICA.

Meétodo eliptico de generacion de mallas.

Este método fue desarrollado por Thompson a finales de los anos 70 y
principios de los 80 [14] y [15]. En principio se utilizé para calcular los es-
fuerzos del flujo sobre superficies complejas sumergidas en medios infinitos.
Desarrollos posteriores del mismo pueden encontrarse en [16] y [17]. La base
de este método es la ecuacién de Poisson, que es una ecuacion diferencial
parcial eliptica de segundo orden. La transformacion de coordenadas se defi-
ne usando un sistema de ecuaciones de Poisson con condiciones de frontera
adecuadas al espacio fisico. La forma de la ecuacién de Poisson perimite
introducir funciones de control que brindan la posibilidad de distribuir de
manera conveniente las lineas de la malla dentro del espacio computacional,
logrando de esta manera hacer més densa a la malla en las regiones donde
se producen gradientes importantes dentro del dominio fisico.

En vista de las ventajas que proporciona este método (estabilidad ante
cambios pequenos de las fronteras fisicas y suavidad al interior de la malla
aunque las funciones que definen a las fronteras no sean suaves) se le consi-
dera como el método ideal para resolver el problema (3.6), pues las esquinas
de la placa no crearan singularidades al interior de la misma y el corte cir-
cular puede ser representado escribiendo condiciones de frontera de manera
adecuada. El tinico inconveniente que debe ser considerado es que el domi-
nio fisico es no convexo, lo que puede provocar que la malla sea no inyectiva.

4.3. Solucién numérica del problema.

Ahora que se ha elegido un método para resolver la ecuacién de Laplace
y uno para generar el espacio computacional se procede a describir el pro-
cedimiento para resolver el problema completo de forma numérica.

Primero se genera una malla utilizando un sistema de ecuaciones de
Laplace con condiciones de frontera adecuadas a la forma de la placa. En
primera instancia se imponen condiciones de frontera que se ajusten a los
bordes de la placa con una distribucion lineal. Las ecuaciones que se obtienen
se resuelven utilizando el método de tridiagonales acopladas, iterando hasta
conseguir que la diferencia maxima entre dos iteraciones sea menor que
1x 1078
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Posteriormente, se construye una segunda malla con las mismas con-
diciones de frontera que la primera pero utilizando ahora la ecuaciéon de
Laplace escrita en las coordenadas del espacio computacional. Dicha ecua-
cion se escribe a través de coeficientes de transforamcion que se calculan
usando la malla anterior. Nuevamente se itera el sistema hasta obtener una
diferencia méxima entre dos iteraciones menor a 1 x 1078,

Finalmente, se crea una tercera malla con un sistema de ecuaciones de
tipo Poisson. La forma de dichas ecuaciones hace posible introducir fun-
ciones de control que permiten ajustar la densidad de lineas de malla en
el interior de la placa, nutriendo mayormente la malla alrededor del corte
circular y en los extremos de la placa. Se imponen condiciones de frontera
ortogonales en lugar de la distribucién lineal que se tenia en las mallas an-
teriores, inicamente no se impone dicha condicién de frontera sobre el corte
circular pues esto sobredeterminaria el problema. Nuevamente se realizan
iteraciones hasta conseguir que la diferencia méxima entre dos iteraciones
sea menor a 1 x 1078,

Una vez que se tiene la malla adecuada y se confirma que no existen
puntos en los cuales no sea inyectiva se procede a resolver el problema (3.6),
obteniendo de esta manera el campo de temperatura sobre la placa. La fun-
cién de la malla es proporcionar un mapeo inyectivo del espacio fisico a un
espacio computacional con la forma de un cuadrado unitario. Dicho mapeo
permite resolver la ecuacién de Laplace en el espacio cuadrado utilizando
coeficientes de transformaciéon adecuados, los cuales son calculados a par-
tir de los valores obtenidos de la malla. Una vez que los coeficientes han
sido calculados se resuelven las ecuaciones en el espacio cuadrado. Poste-
riormente se vuelve a utilizar la malla para escribir la solucién en el espacio
fisico utilizando el hecho de que nuestro mapeo es uno a uno. Los detalles
de la transformacién de las ecuaciones al espacio computacional cuadrado,
asi como la forma de los coeficientes de transformacién estan descritos en el
apéndice A.
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Capitulo 5

Solucién analitica para
radios de corte pequenos.

5.1. Solucion analitica para la placa rectan-
gular sin perforar.

Si se considera que la perforacién circular es muy pequena en compa-
racién con el ancho de la placa se puede dar una solucién aproximada del
problema (3.6) siguiendo los métodos de las imégenes y de flujos potenciales
[18].

En primer lugar se analiza el caso de una placa rectangular de longitud
2l y ancho unitario sin perforar donde los extremos opuestos por los lados
mas largos de la placa se encuentran en contacto con dos reservorios a
temperaturas diferentes 0 y 1, respectivamente. Los dos extremos restantes
de la placa se aislan adiabaticamente como se muestra en la figura 5.1.

27
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Figura 5.1: Placa rectangular sin perforar.

Por tanto el problema a resolver es

VT, (z,y) = 0
Ty(x=-ly) = T

Ty(z=LlLy) = Th (5.1)
%Y |(a.y=0)

9z, ~ 0

%Y |(,y=1)

donde T, denota la temperatura sobre la placa.

La solucién a este problema se puede encontrar facilmente aplicando el
método de separacién de variables a la ecuaciéon de Laplace, encontrando la
siguiente expresién para el campo de temperatura

(% +1) (5.2)

| =

Tp(x7y) -
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Los detalles de la solucién de este problema se encuentran en el apéndice
B. La figura 5.2 muestra la distribucion de temperatura dada por la funcién
(5.2) para una placa de longitud 2! = 4. El color azul representa la tempe-
ratura T' = 0 mientras el rojo representa T' = 1

Figura 5.2: Temperatura sobre una placa rectangular con 2] = 4.

Se hace notar que el gradiente de la funcién (5.2) es constante y estd dado
por

VT, (z,y) = <% : 0> (5.3)
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5.2. Solucion analitica para radios de corte
pequenos.

Cuando el radio del corte r es pequeno en comparacién con el ancho to-
tal de la placa, es posible utilizar un enfoque anédlogo al que frecuentemente
se utiliza al analizar flujos laminares a través de esferas o cilindros, es decir,
el enfoque de los potenciales complejos. Es bien sabido que para obtener la
solucion al problema de un flujo laminar que fluye a través de un cilindro se
utiliza la suma de los potenciales complejos debidos a un flujo uniforme y a
un dipolo puntual. Al analizar el problema del presente trabajo es claro que
se puede tomar ventaja de esto ya que la geometria de ambos problemas es
muy similar, ademés de que ambos fenémenos estan regidos por la ecuacién
de Laplace en los casos estacionarios. De esta manera es posible construir
una solucién analitica utilizando los potenciales complejos y el método de
las imégenes.

En principio se hace notar que una primera aproximacién a la solucién
del problema (3.6) puede encontrarse utilizando la analogfa con el caso del
flujo laminar a través de un cilindro. Desafortunadamente en dicho pro-
blema se toma al cilindro como la unica frontera del problema, esto es, se
considera que el fluido llena una extension infinita del espacio. En el caso
tratado en este trabajo se tiene una placa de dimensién finita que ademas
debe cumplir con las condiciones de frontera del problema (3.6) y por tan-
to no es posible utilizar solamente esta aproximacién. Sin embargo, no es
muy complicado imaginar un arreglo de soluciones de este tipo que tome en
cuenta las condiciones de frontera.

En vista de que la placa considerada es aislante en todos sus bordes
excepto en los extremos que se encuentran en contacto con los banos térmi-
cos, es claro que la funcién que sea la solucién para la temperatura en el
problema (3.6) debe cumplir con ser ortogonal en los bordes aislantes de la
placa. La suma de los potenciales para el flujo constante y para el dipolo
aseguran la ortogonalidad de la solucién sobre el corte circular y el borde
inferior de la placa; desgraciadamente no aseguran la ortogonalidad en el
borde superior, pues la contribucién del dipolo no puede ser despreciada
debido a que la placa es de dimensién finita. Se puede resolver esta difi-
cultad si se coloca un segundo dipolo como imagen del primero utilizando
el borde superior de la placa como eje de simetria, lo que garantiza la or-
togonalidad sobre dicho borde pero afecta la ortogonalidad sobre el corte
circular y sobre el borde inferior de la placa. Es posible resolver a su vez
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dicho inconveniente poniendo un nuevo dipolo como imagen del segundo,
utilizando el borde inferior de la placa como eje de simetria, esto afecta de
nueva cuenta la ortogonalidad en el borde superior de la placa por lo que
se debe colocar un dipolo mas como imagen de este tltimo. Se hace notar
que este proceso genera un arreglo infinto de dipolos equidistantes situados
sobre el eje vertical de la placa, donde la separacion entre los dipolos es el
doble del ancho de la placa. El arreglo construido de esta forma puede verse

esquematicamente en la figura 5.3.

Figura 5.3: Arreglo infinito de dipolos.
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El potencial complejo asociado un solo dipolo de magnitud unitaria es

P(z2) =

donde zg es el punto donde se localiza el dipolo, por tanto el potencial
complejo asociado al arreglo infinito de dipolos es

oo

\p(z)zi+kzl<

1
)
zZ — 20

1 n 1
z— 2k 242k

Esta suma converge a la cotangente hiperbdlica, esto es

1 1

> 1 T Tz
\IJ — — = — —_— .4
(2) z+k:1<z2ik+z+2ik> 2COth(2) (54)
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La expresién para la temperatura estard dada por la parte real de (5.4),
que resulta ser

i senh(mx)
6 = - . 5.5
p(9) 2 cosh(mx) — cos(my) (55)
Por tanto, la solucién del problema (3.6) sera de la forma
B h
Oz, y) = A+ 2~ m senh(rz) (5.6)

o cosh(mz) — cos(my)’

donde el A, B y m son constantes que se determinardn mediante las con-
diciones de frontera y el término 3; corresponde al flujo uniforme de calor
sobre la placa sin perforar que fue determinado en la seccién 5.1.

La constante m se puede obtener a partir de una aproximacién de la
ecuacién (5.6) para valores de x e y cercanos al radio del corte. Los célculos
correspondientes se encuentran en el apéndice B.2, siendo el resultado hasta
segundo orden en €

3me?
1(12 — m2e2)’

Por lo tanto la solucién general es

m =

2

Bz 3me senh(mwx
Oz, y) =A+ — + 55 (rz) .
21 (12 — w2€?) cosh(mwz) — cos(my)
Ahora, para los extremos de la placa en contacto con los reservorios se
deben cumplir las condiciones de frontera correspondientes del problema
(3.6), las cuales se pueden expresar de la siguiente forma

(5.7)

ltm O(z,y) = 1,
x/51£n>1 (z,y)

lim  6(x,y) = 0.
gyl (z,9)

Puesto que estamos considerando que el radio del corte es pequeno, estas
dos condiciones conducen a
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Finalmente, la solucién del problema (3.6) para radios de corte pequetios
es

1 67e> x 3me? senh(mwx)
0 =+l ] = O(e
(z,9) 2+< (12 — 7T2€2)> 21+l(12 — m2€2) cosh(mx) — cos(my) +O(<)

(5.10)

De la expresién (5.10) es posible obtener el nimero de Nusselt tomando

la derivada parcial con respecto de x e integrando respecto a y, dando como
resultado

- 1 3me?
(P L L — 5.11
YT T 12— a2 (5.11)

De manera normalizada respecto al nimero de Nusselt promedio corres-
pondiente a la placa no perforada se tiene

Nu - Gre>
Nuy 1(12 — 72e2)’

Los célculos correspondientes se encuentran en el apéndice B.2. Las ex-

(5.12)

presiones (5.11) y (5.12) permitirdn dar validez a los resultados numéricos
obtenidos.

Cabe mencionar que para obtener las expresiones (5.11) y (5.12) se con-
sideré que la placa es de longitud infinita. Dicha suposicion es valida cuando
el radio de corte es muy pequeno respecto a la longitud de la placa, y per-
mite resolver el problema (3.6) considerando las condiciones de frontera en
los extremos en contacto con los reservorios como limites al infinito. De no
hacer esto, el problema queda sobredeterminado, pues se tienen demasiadas
condiciones de frontera dado que las dimensiones de la placa son finitas.
Por esta razén, no es posible extender mas la aproximacion analitica y se
recurre a los métodos numéricos.
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Capitulo 6

Resultados.

6.1. Resultados del método numérico.
A partir del método numérico descrito en la seccién 4.3, se generaron
mallas computacionales con la geometria que demanda el problema (3.6).

Dichas mallas se generaron en tres pasos, donde los resultados correspon-
dientes a cada paso se muestran a continuacién en las figuras 6.1, 6.2 y 6.3.

Figura 6.1: Malla en primera fase.

35



36

“tesis” — 2008/5/8 — 11:59 — page 36 — #44

CAPITULO 6. RESULTADOS.

Figura 6.2: Malla en segunda fase.

Figura 6.3: Malla en tercera fase.
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Utilizando mallas como la mostrada en la figura 6.3 se calcul6 el campo
de temperaturas para placas de diferentes longitudes y con cortes de dife-
rentes radios. A continuacién, en las figuras 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7, se muestran
cuatro casos correspondientes a placas de longitud 2 = 3 y radios de corte
€ =0.05, ¢ =0.21, e = 0.47 y € = 0.69 respectivamente.

Figura 6.4: Isotermas para 2l =3 y € = 0.05

Figura 6.5: Isotermas para 2l =3 y € = 0.21
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Figura 6.6: Isotermas para 2] = 3 y € = 0.47

Figura 6.7: Isotermas para 2l =3 y € = 0.69

En la figura 6.4 se aprecia que para el caso extremo ¢ = 0.05 el campo
de temperatura es muy similar al esperado para una placa rectangular sin
perforacién alguna, figura 5.2.
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Para el caso intermedio € = 0.21 de la figura 6.5, se observa una defor-
macién en el campo de temperaturas sobre el corte circular y se aprecia que
dicha deformacion afecta ligeramente el campo de temperaturas en el borde
superior de la placa y practicamente no afecta a la temperatura cerca de los
extremos en contacto con los reservorios respecto al caso de e = 0.05.

Para ¢ = 0.47 mostrado en la figura 6.6, se aprecia que la deformacién
del campo de temperatura alcanza el borde superior de la placa, haciendo
maés estrecha la zona de intercambio de calor. Ademas, la temperatura cerca
de los extremos en contacto con los reservorios también sufre modificaciones
apreciables.

Finalmente para el caso extremo ¢ = 0.69 mostrado en la figura 6.7, se
encuentra que la deformacion del campo de temperatura sobre toda la placa
se hace mucho mas pronunciada y la zona de intercambio de calor se hace
muy estrecha.

A continuacién se muestran los campos de temperaturas correspondien-
tes a placas de longitud total 2] = 4 con los mismos radios de corte que
en el caso anterior, de nuevo se encuentran las caracteristicas mencionadas
para la placa de longitud total 27 = 3.

Figura 6.8: Isotermas para 2l =4 y € = 0.05
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Figura 6.9: Isotermas para 2l =4y ¢ = 0.21
Figura 6.10: Isotermas para 2l =4 y ¢ = 0.47
—®
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Figura 6.11: Isotermas para 2l =4 y ¢ = 0.69

En la figura 6.8 vemos que para el radio € = 0.05 el campo de tempe-
raturas se ve poco afectado por el corte circular, tal como en el caso anterior.

Para el radio intermedio ¢ = 0.21 se aprecia de nuevo la deformacién del
campo de temperaturas alrededor del corte circular, el cual provoca lige-
ras deformaciones sobre el campo de temperaturas en el borde de la placa,
tal como se muestre en la figura 6.9. También se observa que el campo de
temperaturas cerca de los extremos de la placa en contacto con los reservo-
rios no presenta variaciones considerables respecto al caso extremo e = 0.05.

Para el radio € = 0.47 se aprecia que la deformacién del campo de tem-
peraturas se extiende de forma considerable hasta el borde de la placa y
provoca un estrechamiento en la zona de transferencia de calor, figura 6.10.
También se observan deformaciones en el campo de temperaturas cerca de
los extremos en contacto con los reservorios.

Finalmente de la figura 6.11 se hace notar que la zona de transferencia
de calor se compacta drasticamente para el caso extremo € = 0.69, de la
misma forma el campo de temperaturas cerca de los extremos en contacto
con los reservorios sufre grandes modificaciones respecto al caso de la per-
foracién de radio € = 0.05.



“tesis” — 2008/5/8 — 11:59 — page 42 — #50 ja

42 CAPITULO 6. RESULTADOS.

Ahora se incluyen los resultados obtenidos para placas de longitud total
2l = 5 con radios de corte € = 0.05, e = 0.21, e = 0.47 y ¢ = 0.69

Figura 6.12: Isotermas para 2l =5 y € = 0.05

Figura 6.13: Isotermas para 2l =5y ¢ = 0.21
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Figura 6.14: Isotermas para 2l =5y € = 0.47

Figura 6.15: Isotermas para 2l =5 y ¢ = 0.69

a
Como en los dos casos anteriores de la figura 6.12 puede notarse que

para el caso extremo € = 0.05 el campo de temperaturas es muy similar al
esperado para una placa rectangular sin perforacién alguna.
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En la figura 6.13 se observa que para el radio intermedio ¢ = 0.21 se
presenta de nuevo la deformaciéon del campo de temperaturas alrededor del
corte circular, provocando ligeras deformaciones sobre el campo de tempe-
raturas en el borde superior de la placa. El campo de temperaturas cerca de
los extremos de la placa en contacto con los reservorios no presenta defor-
maciones considerables respecto al caso de la perforacién de radio € = 0.05.

Para el radio € = 0.47 de la figura 6.14 se aprecia que la deformacién del
campo de temperaturas se extiende de forma considerable hasta el borde de
la placa y provoca un estrechamiento en la zona de transferencia de calor, se
hace notar que el campo de temperaturas cerca de los extremos de la placa
que se encuentran en contacto con los reservorios presentan una deforma-
cién de menor impacto en relacién con los casos de las placas de longitudes
20=3y2=4.

Por dltimo, de la figura 6.15 se hace notar que la zona de transferencia
de calor se compacta drasticamente para el caso extremo ¢ = 0.69 y que
la deformacién sobre el campo de temperaturas cercano a los extremos de
la placa que se encuentran en contacto con los reservorios por efecto de la
perforacién es muy grande, como en los casos de las placas de longitudes
20=3y2=4.
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6.2. Resultados numéricos para el nimero de
Nusselt.

Con los campos de temperatura encontrados en la seccion 6.1 se puede
calcular el niimero de Nusselt promedio en cualquier extremo de la placa,
mismo que cuantifica la magnitud del flujo de calor a través de los bordes
de la placa. A continuacién se muestran los resultados de dicho cédlculo para
cada una de las tres placas en funcién del radio de corte.

Figura 6.16: Ntimero de Nusselt promedio obtenido numéricamente (2 = 3).
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Figura 6.17: Ntimero de Nusselt promedio obtenido numéricamente (21 = 4).

Figura 6.18: Ntimero de Nusselt promedio obtenido numéricamente (21 = 5).
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Es posible ver el impacto sobre la transferencia de calor que tendra el
corte circular si se normaliza el niimero de Nusselt promedio sobre la placa.
Esto se logra dividiendo los resultados mostrados en las figuras 6.16, 6.17 y
6.18 por el valor del nimero de Nusselt promedio correspondiente a la placa
sin perforar. Los resultados obtenidos se muestran en la figura 6.19, donde
puede verse que para radios de corte pequenios el efecto sobre la transferencia
de calor en la placa es muy similar para los tres casos considerados, para
radios de corte entre € = 0.25 y € = 0.60 vemos que el efecto desfavorable
hacia la transferencia de calor es notoriamente menor mientras la longitud
de la placa es mayor, obteniendo finalmente resultados muy similares para
los tres casos cuando el radio de corte se aproxima al valor del ancho de la
placa.

Figura 6.19: Numero de Nusselt normalizado para 2l =3, 2l =4y 2l = 5.
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6.3. Comparacion resultados numéricos-aproximacion
analitica.

En el capitulo 5 se obtuvo una solucién aproximada para radios pe-
quenos, encontrando la expresién (5.11) para el nimero de Nusselt pro-
medio. Evaluando dicha expresién para cada una de las placas se pueden
construir las figuras 6.20, 6.21 y 6.22 para comparar los resultados de la
aproximacion analitica y del método numérico.

Figura 6.20: Comparacién del nimero de Nusselt promedio para 2 = 3.
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Figura 6.21: Comparacién del nimero de Nusselt promedio para 2] = 4.

Figura 6.22: Comparacién del nimero de Nusselt promedio para 2l = 5.
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En todos los casos se observa que ambas soluciones tienen el mismo
comportamento para radios de corte menores que € = 0.36 y ademas tienen
valores muy cercanos. Se hace notar que la regién en la que ambas solucio-
nes se comportan de la misma forma es aquella en la que se espera que la
solucion analitica tenga validez dadas las suposiciones hechas al obtener la
expresion (5.11).
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Capitulo 7

Conclusiones

Utilizando un generador de mallas eliptico se analizé numéricamente el
efecto de una perforacién circular sobre la transferencia de calor en tres
placas rectangulares con diferentes razones entre la longitud y el ancho de
la placa (L/a = 1.5, L/a = 2.0, L/a = 2.5). Se estudiaron radios de corte
entre € = 0.001 y € = 0.69, desarrollando ademés una aproximacién analiti-
ca para radios de corte pequenos a partir del método de imagenes y de
la formulacion de flujos potenciales. Los resultados numéricos, para valores
pequenos de €, concuerdan con la solucién analitica.

Se calcul6 el nimero de Nusselt promedio para los tres casos encontrando
de esta manera una caracterizacién de los efectos del corte circular sobre la
transferencia de calor en las tres placas. Ademads, al comparar los tres casos
se encuentra que para radios de corte menores que € = (.15, la transferencia
de calor se ve afectada de manera independiente de la longitud de la placa.
Para radios adimensionales entre € = 0.15 y € = 0.60 los efectos negativos en
la transferencia de calor son notoriamente mayores para la placa de longitud
menor. Para radios de corte mayores a ¢ = 0.60 de nuevo se tiene que el
efecto sobre la transferencia de calor es muy similar para las tres longitudes
analizadas.

51
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El estudio presentado en este trabajo puede extenderse a otras geome-
trias. Por ejemplo se podrian analizar cortes de seccion eliptica, que son
ampliamente utilizados en los casos précticos en intercambiadores de calor,
ademaés se hace notar que el método que se siguié para resolver el problema
es 1til también para resolver el caso no estacionario, mismo que puede ser
interesante desde el punto de vista de la termodinamica irreversible, con
modificaciones menores a los c6digos numéricos desarrollados.
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Apéndice A

Ecs. del sistema generador
de mallas elipticas

Para construir la malla descrita en el capitulo 4 se utilizé el método
propuesto por Thompson y colaboradores (1974-1977), donde se plantea un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales elipticas de segundo orden con
la forma de la ecuacion de Poisson como el sistema generador de coordena-
das.

e 0
@‘F@Tﬂ = P(n)
?*n Oy
92 Tyg = Q(&mn)

En dicho sistema de ecuaciones los puntos del sistema coordenado rec-
tangular (£,7) se calculan en funcién de las coordenadas (x,y). Como se
desea hacer los célculos en el sistema coordenado rectangular se deben in-
tercambiar los roles de las variables dependendientes e independientes, lo
que se logra a través del Jacobiano de la transformaciéon, obteniendo el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales elipticas no lineales

9%z 0% Pr 2 9z oz
G Vg oy~ (PenGeraEn )
8%y y Py 0y Oy
"6 g gt = P (PEmgEraEn g ()

55



“tesis” — 2008/5/8 — 11:59 — page 56 — #64 gf

56 APENDICE A. ECS. DEL SISTEMA GENERADOR DE MALLAS ELIPTICAS

donde J es el jacobiano de la transformacién y «, 3, y <y son coeficientes
de transormacion que tienen la siguiente forma

Oz, y) _ 0xdy 0Oxdy (A.3)

T = o " ooy onoe

o\ oy 2
= (&) < () .
0r 0 0y 0y
on o&  On o€

@ w

Se puede tener control sobre la separacion de las lineas coordenadas en
el espacio computacional y sobre el comportamiento de dichas lineas cerca
de las fronteras si se imponen condiciones de frontera de tipo Neumann a
través de las funciones de control Py Q.

P&n) = - Zaisign(f —&)exp(—c [§— &)

=1

Q&n) = —Y_ aisign(n—m)exp(—c; [n—n;)

i=1

Estas funciones de control son una simplificacién de las propuestas por
Thompson y colaboradores, quienes estudiaron la funcién exponencial para
lograr la atraccién de lineas coordenadas con otras lineas coordeanas y/o
con puntos de la malla.
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A.1. La ecuacién de Laplace en el espacio &, n

En vista de que los cdlculos necesarios para resolver la ecuacién de Lapla-
ce del problema (3.6) se desean hacer en el sistema coordenado rectangular
(&,7m) debemos transformar dicha ecuacién a través del Jacobiano, de donde
se obtiene

00 00 020 020 020

Donde 7 y o estan definidos de la siguiente manera
1 0x dy
r= (5 Dy 5o D) (A.8)
1,0y ox
con
0%x 0%x 0%x
Dy =a— — 28— 4 y=—- Al
P =00 ﬁaganﬂan’z (A.10)
2 2 2
D, =l 90y . O (A.11)

V=g = ogon o
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Apéndice B

Calculos para la
aproximacion de radios
pequenos.

B.1. Calculos para la placa rectangular sin
perforar.

Para resolver la ecuacién (5.1) se aplicé el método de separacién de
variables, el desarrollo de dicho método en coordenadas cartesianas es el
siguiente, en primer lugar la ecuacion a resolver es

T (z,y) N T (z,y)
Ox? Oy?

=0 (B.1)

Se supone que la solucién T'(z,y) tiene la forma del producto de dos
funciones, una que depende solamente de x y otra que depende solamente
de y.

T(z,y) = To(2)Ty(y)

sustituyendo en la ecuacién (B.1) se obtiene

d2Ty(y) o
Ty(y) dr2 + r(x)TyQ_O

dividiendo ambos miembros de la ecuacién por T, (x)T,(y) y despejando se
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obtiene ) )
1 d°T;, 1 d°T,
T.@) d> T,y dy?
Como el primer miembro de la ecuacién (B.2) depende solamente de
x y el segundo solamente de y es necesario que ambos sean iguales a una

constante para cumplir la igualdad, se propone

1 PTy(x) 1 dPT(y)
To(x) da? — T,(y) dy*> " >3

con k constante.
Ahora que la ecuacién (B.3) esta separada es posible resolver cada miem-
bro independientemente

Txl(x) d gé(x) +E2=0 (B.4)
1 dQTy(y) 2
T a0 (B.5)

se considera en primer lugar la ecuacién (B.5), donde se obtiene

d’T,(y
d;Q( ) - kQTy(y) =0

cuya solucién general es una combinacién lineal de exponenciales crecientes
y decrecientes, por tanto la expresién para T, (y) es

T,(y) = Ae¥ + Be™™v (B.6)

donde las constantes A y B son constantes de integracion que se determinan
a través de las condiciones de frontera. Notando que

o (z,y) _ (@) dT,(y)
y * dy

v que las condiciones de frontera del caso estudiado son las del problema
(5.1) se encuentra

oT

Y l(z,y=0) (y=0)

T
% = Tu(z)5* =0
Y l(@y=1) (y=1)
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como T, (z) no es idénticamente nula se concluye que

Ty -  (A-Bk =0 (B.7)
Y | (y—0)
ay, = Ake* — Bke™*® =0 (B.8)
Wy ly=1)

De la ecuacién (B.7) se sigue que k =0 6 A = B. Si se supone que k es
distinto de cero entonces A = By por (B.8) se concluye que

Ak(eF —e7F) =0

y por tanto A = 0, lo cual resulta en una solucién trivial, por ende supone-
mos k = 0 y de nuevo por (B.8) se llega a

Ty(y) = A+ B = cte. (B.9)
En vista de que k& = 0 la ecuacién (B.4) se reduce a
1 d*Ty(z)
T.(x) da?

que tiene por soluciéon general un polinomio de primer grado en x,
T.(z)=Cx+ D (B.10)

De nuevo se imponen las condiciones de frontera del problema (5.1) y se
encuentra

T(x=-l,y) = —-Al+B=0
Tx=1ly) = Al+B=1
de donde es claro que
1 1

A=g v B=3

por tanto la expresién para T,.(x) es
z 1
T.(z) = 3 + 3 (B.11)

Que es la solucién general del problema (5.1), ya que el valor constante
de T, (y) puede absorberse en las constantes de integracién sin cambiar su
valor final.

(B.12)

T 1
T(x,y) = a"ﬂ‘i
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B.2. Calculos de la solucién analitica para ra-
dios pequenos.

De la seccién 5.2 tenemos que la solucién del problema (3.6) se expre-
sara como la parte real del potencial complejo asociado a un arreglo infinito

de dipolos situados en el eje vertical de la placa, dicho potencial esta dado
por

1 = 1 1 ™ T2
\I] — _ = — —_— .1
(2) z+;<22ik+z+2ik> 200th(2) (B.13)

La parte real de dicho potencial se calcula utilizando que

Re[coth (%)] = % (coth (%) + coth (%))

Yy que

de donde se obtiene que

T2\, _ senh(mx)
2 )] ~ cosh(mx) — cos(my)

Re[coth ( (B.14)

Ahora, para valores de x e y cercanos al corte circular la ecuacién (B.14)
se podra escribir como

Tz senh(mFecosd)

2 )] - cosh(nrecosp) — cos(nresend)

Relcoth ( (B.15)

donde = = Fecosgp, y = Feseng y 7 = r /e, si estamos cerca del corte cir-
cular tendremos que 7 ~ 1 y podemos expandir en serie la ecuacién (B.15)
en términos de € < 1.
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Primero consideremos el denominador

272 4;4

cosh(nrecosp) — cos(nfesend) = 1+ T cos’pe® + 7T24

cos*¢ et

252 474
- <1 - % sen?¢ e + 7;2 sento e4> +O(€%)

272 2 7.‘_4~4 4

9 9 e
(cos ¢+ sen ¢)—|— o

(cos*¢ — sen’¢)+O(€”)

cosh(nrecosp)—cos(nieseng) = 1+

252 2 272 2
cosh(nrecosp)—cos(mreseng) = T g < <1 +Z 126 (cos®¢ — sen2¢))+0(e5)

Ahora consideramos la expresién completa

senh(mFecosd) senh(mFecosd)

cosh(riecosp) — cos(mieseng) — T (1 4 ZEE (cos2¢ — sen2@)) + O(e)

< = 252 2
senh(mrecos) _ 2senh(7r2recos<b) (1 L7 : € (cos?g — sen2¢)>+0(e5)

cosh(nrecosp) — cos(nresend) 2722 2

Si ahora se expande el seno hiperbédlico en potencias de € se encuentra a
primer orden que

senh(mwFecosg) _ 2cos9 L mrecosg +0()  (B.16)

cosh(miecosp) — cos(mreseng) TTe 6

Por tanto, en vista de la ecuacién (5.6) la expresion aproximada para la
temperatura cerca del corte circular es

0(7,¢) = A+ {B;;e +m (:Fe + Wgeﬂ cosp + O(me?) (B.17)

Finalmente, se calcula

00 [ Be -2 TE 9
7= [21 +m <7ref2 + 6” cos¢p + O(me”) (B.18)
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Y se encuentra que
00 3Bre?
- = = B.19
ol _, = VT M T e ey (B.19)
Con lo que se obtiene la forma de la solucién (5.7)
Bx 3Bme? senh(mx) 4
=A+— (0] B.20
bz, y) ot 1(12 — w2€2) cosh(mz) — cos(my) +0(€) )
—®
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Apéndice C

Calculo del numero de
Nusselt promedio.

Para calcular el nimero de Nusselt promedio se considera la ecuacién
(B.20)

Bx 3Bme? senh(mz)

21 1(12 = w2€?) cosh(mx) — cos(my) +0() (C.1)

Tomamos la derivada parcial de 6 respecto a x y la evaluamos en x = 0,

00 B 3Bm2e? 1
— ==+ 55 (C.2)
0x|,_q 20 (12 —72%€2) 1 — cos(my)
calculamos el niumero de Nusselt integrando sobre y
1 2.2 1
- 00 B 3Bm“e 1
Nu = — dy=—(1- dy (C.3
“ /6 0x|,_q 4 21( €+ 1(12 — 7w2€2) /6 1 — cos(my) y (C3)

Haciendo la integral del segundo miembro de la ecuacion anterior se ob-
tiene

/1 1 dy:/l 1+ cos(my) dy
. 1—cos(my) . 1—cos?(my)

65
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1 1 1
1 1 1
/cscz(wy)dﬁ/ wdy:_fw = Leot ()
. . sen?(my) m sen(my) |, ™ 2

Por tanto el nimero de Nusselt es

Nu=—(1—-€)+ —————55-—cot 5

T2 (12— m2e?) 7

Haciendo la expansién de la cotangente en serie de Taylor se encuentra

- B 3Bm2%e2 1 <7T€)
0

B 3Bn2e? 2 €
Nu=—(1- | = - 408
Y 2l( )+ 1(12 — 72e?) |:7T26 6 +0(e )}
- B Be Be 5
ﬂ - g + g + 0(6 )
Finalmente tenemos
. B
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