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1. INTRODUCCION

El condensado de Bose-Einstein (BEC por sus siglas en inglés), uno de los fendmenos més apasio-
nantes de la fisica moderna, se da en nubes atémicas de 100 particulas enfriadas a temperaturas del
orden de nanokelvins. Bajo éstas condiciones, las funciones de onda de cada una de las particulas se
traslapan hasta que éstas pierden su identidad. El comportamiento colectivo del conjunto es una repro-
duccién fiel del comportamiento individual de cada una de sus componentes. Asi pues, las propiedades
cuanticas que en condiciones usuales sélo pueden ser observadas a escala microscépica son amplificadas
a una escala mesoscépica. Esta propiedad hace que el fendmeno sea de gran interés, ya que permite
explorar los fundamentos mismos de la mecanica cuantica a una escala més accesible.

A los distintos niveles de energia accesibles a las particulas de un BEC se les llama modos. Esto se
debe a que los modelos que describen a éstos sistemas consideran a las particulas como modos de un
oscilador armoénico. El condensado multimodal méas sencillo es el condensado de dos modos 6 bimodal,
el cual estd compuesto por particulas que se encuentran restringidas a ocupar dos subespecies. Estas
corresponden generalmente a estados internos de energia 6 a la localizacién de las particulas en algin
minimo de un pozo doble de potencial. Se asume que todos los modos energéticos son despreciables
con excepcién de los correspondientes a los estados base de las dos subespecies.

El modelo que se usa de forma candnica para describir al BEC es un caso particular del Modelo
de Bose-Hubbard, el cual describe el comportamiento de particulas bosénicas a través de una red
Sptica (optical lattice en inglés) [20, 21]. Las redes dpticas estdn compuestas por bosones a muy bajas
temperaturas atrapados en un potencial periédico. Dicho potencial estd compuesto por una serie de
minimos formados por el patrén de interferencia de 2 haces de luz laser, el cual recuerda en su forma
a un cartén de huevo. Recientemente los condensados de Bose-Einstein han cobrado mucho interés
gracias a la posibilidad de ser un medio adecuado para la implementacién de computo cudntico, ya
que los sistemas mas apropiados para este propdsito son los sistemas cuanticos de muchos cuerpos.

Hasta hace poco, una de las mayores dificultades para la descripcion tedrica de los condensados de
Bose-Einstein multimodales era la falta de soluciones analiticas para los modelos utilizados hasta ahora.
Los resultados presentados en trabajos anteriores eran obtenidos por medio de simulaciones numéricas
6 por métodos aproximados [16, 14, 11]. La principal desventaja del uso de métodos numéricos es que
el andlisis se vuelve prohibitivamente dificil al aumentar el nimero de grados de libertad. En éstos
casos se utilizan ecuaciones semiclasicas. La més utilizada ha sido la ecuacién de Gross-Pitaevski, que
tiene validez a temperaturas muy bajas con un nimero suficientemente grande de dtomos [22]. En este
modelo, el nimero de particulas y la diferencia de fase entre los modos se tratan de manera clédsica.

Recientemente, Fuentes-Schuller y Barberis-Blostein [8] presentaron un modelo para describir al
BEC de dos modos, que en este trabajo se llamara ”Modelo con Colisiones Inelasticas de Multiparticu-
las” (CIM). Este es una extension de los modelos previos cuya diferencia principal es que contempla la
aparicién de procesos inélasticos. Estos procesos no habian sido considerados en los modelos tedricos
previos, ademaés de que en los experimentos se les trataba de minimizar 6 suprimir debido a que pueden
provocar pérdida de particulas en la trampa. Sin embargo, es sabido que los procesos inelasticos estan
presentes en las situaciones fisicas, y existen célculos microscépicos que lo demuestran [5]. Una gran
ventaja de este modelo es que, en algunas situaciones, el Hamiltoniano que incluye procesos inelédsticos
cuenta con soluciones exactas y analiticas.

En las fases mas frias del condensado, donde la densidad de partéulas es alta, las colisiones de mul-
tiparticulas ya no son despreciables. Por lo tanto, es posible que el Modelo CIM nos de una descripcion
maés realista de los propiedades del sistema, ya que puede ser generalizado para incluir colisiones elasti-
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cas e inelasticas de orden mayor a dos, procesos no contemplados en los modelos previos. En el trabajo
presentado por Fuentes-Schuller y Barberis-Blostein se propone el modelo que incluye éstas interac-
ciones pero no se estudia el efecto de éstos procesos en el comportamiento del condensado. En este
trabajo de tesis mostraremos que la inclusion de colisiones de multiparticulas tiene una influencia im-
portante en las propiedades cudnticas del condensado, como son la evolucién temporal de la poblacién
de cada subsistema, la distribucién de probabilidades del estado base y el enredamiento.

Uno de los aspectos maés estudiados en los BECs bimodales ha sido la diferencia de poblacién
entre los 2 modos. Es bien sabido que su evolucién temporal presenta un comportamiento conocido
como colapsos y reavivamientos (collapses and revivals en inglés), cuya aparicién més conocida se
da en el caso de interacciones semiclasicas entre fotones y dtomos de 2 niveles descritos por medio
del modelo de Jaynes-Cummings [23]. Los reavivamientos consisten en oscilaciones de Rabi que se
presentan durante ciertos periodos de tiempo, los cuales se encuentran intercalados con periodos en
los que se las oscilaciones se desvanecen completamente y el comportamiento se vuelve uniforme. A
éstos tltimos se les denomina colapsos. Este comportamiento se presenta tanto en el modelo canénico
como en el CIM. Sin embargo, en el modelo candnico el comportamiento no es uniforme, es decir, los
intervalos de tiempo en los que aparecen las oscilaciones de Rabi no tienen la misma duracién, y la
amplitud de cada oscilacion es diferente. Al paso del tiempo, las oscilaciones se presentan en periodos
cada vez mas grandes y su amplitud es menor. Al incluir colisiones ineldsticas, el comportamiento
puede volverse completamente uniforme en algunas situaciones, que son las mismas en las que hay de
soluciones analiticas para el modelo. Esto esta determinado por los valores que toman los parametros
del Hamiltoniano. La situacién descrita con anterioridad se ha estudiado tnicamente en el caso de
interacciones dobles. En esta tesis, mostraremos que la aparicién de colisiones de orden mayor a 3 en
el modelo puede acabar con el comportamiento uniforme que se presenta en el caso de interacciones
dobles e incluso inhibir la apariciéon de reavivamientos si su intensidad es lo suficientemente grande.

El enredamiento es un concepto fundamental en la mecanica cudntica. Este consiste en una cor-
relacién entre sistemas cuanticos que tiene propiedades que carecen de analogo en la fisica clasica. El
enredamiento surge de la estructura del producto tensorial utilizado en mecénica cudntica para definir
el estado total de una unién de sistemas. Su importancia radica, entre otras cosas, en sus implicaciones
filoséficas y en el hecho de que nos provee de herramientas para investigar los fundamentos mismos de
la teoria cuantica. Ademads, es un elemento fundamental en el campo de la informacién cuantica. Se
ha sugerido que el enredamiento es el causante del incremento en la velocidad de procesamiento para
el cémputo cudntico con respecto al cémputo clésico [7]. Y juega ademds un papel fundamental en los
algoritmos de teleportacion de estados cuanticos. Por esta razon es de mucho interés entender como
se genera el enredamiento en sistemas de muchas particulas como el condensado de Bose-Einstein. La
generacién de estados enredados en condensados de Bose-Einstein con dos componentes ha sido estudi-
ada de forma extensa [28, 29, 30, 31, 32, 33]. Se sabe que es posible generar enredamiento manipulando
la intensidad de las interacciones entre las particulas del condensado. En este trabajo se muestra que el
enredamiento tiene una dependencia notoria de la relacién entre la intensidad de las colisiones eldsticas
e inelasticas, ademds de que su evolucion temporal se encuentra correlacionada con la evolucién de la
diferencia de poblacién, y por lo tanto se puede ver afectado seriamente por la apariciéon de colisiones
multiples.



2. EL CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

2.1. Historia y realizacion experimental

En esta seccion comenzaré por explicar brevemente los aspectos historicos del condensado y el
procedimiento experimental para obtenerlo. En un principio, el fisico hindu Satyendra Nath Bose
formulé una estadistica que sirve para describir a sistemas de muchos fotones. Posteriormente, Einstein
extendié esta estadistica a la descripcién de sistemas de muchas particulas idénticas de tipo bosénico
(es decir, de spin entero). En 1924, Einstein predijo que si un sistema de muchas particulas bosénicas
es enfriado por debajo de cierta temperatura critica, una fraccién de éstas se colapsara al estado base,
fenémeno que conocemos como condensacion de Bose-Einstein. Este fenémeno fue predicho suponiendo
que las particulas no interaccionan entre si. Por tal motivo, la mayoria de los cientificos de la época
pensaron que este sistema no era mas que un caso patolégico ajeno al mundo real. Sin embargo,
Fritz London sugirié que la condensacién de Bose-Einstein se presentaba en helio liquido a muy bajas
temperaturas. De hecho, London responzabilizé a la condensacion de Bose-Einstein del fenémeno de
la superfluidez que se presenta en el helio liquido, a pesar de la intensa interaccién que existe entre sus
atomos.

El primer reporte sobre nubes gaseosas enfriadas a temperaturas menores que la temperatura de
condensacién de Bose-Einstein datan de 1995 . La primera realizacion experimental fue lograda por un
grupo de cientificos de JILA con dtomos de rubidio [1]. Posteriormente se reporté su realizacién con
atomos de sodio [2] y de litio [3]. El premio Nobel del ano 2001 fue otorgado por este logro.

A continuacién se describe el procedimiento que llevé a la condensacion de Bose-Einstein:

Al principio los 4tomos se encuentran en un horno a una temperatura de 350 grados centigrados.
Estos salen disparados del horno formando un haz que lleva una velocidad de 800 metros por segundo.
Después son frenados hasta una velocidad de 6 metros por segundo por medio de un haz de luz laser
aplicado en direccién contraria a la direccién del chorro atémico. Posteriormente éstos atomos, ya
frenados (y por lo tanto enfriados) son reunidos en una cdmara al alto vacio, en donde son confinados
en un volumen muy reducido gracias a una trampa magneto-dptica.

nube de - ﬁg&

dtomos
frios

espejo

camara de
wacio

haz de luz lazer
circularmerte polarizado

espiras magneticas en configuracion "Anti-Helmhottz"

Fig. 2.1: Trampa magneto-6ptica
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La parte Optica de esta trampa consiste en un arreglo de 6 ldseres que emiten luz a una frecuencia
ligeramente desfasada de la frecuencia de resonancia de los atomos. Estos laseres inciden perpendicu-
larmente sobre la muestra, un par incide en direcciones opuestas sobre el eje x, otro sobre el eje y, y
otro sobre el eje z (ver figura (2.1)). La parte magnética de la trampa es una bobina anti-Helmholtz.
Esta configuracion consiste en una pareja de espiras que se encuentran alineadas sobre un eje comun,
tal y como en una bobina de Helmholtz. Sin embargo, la diferencia esta en que las corrientes que fluyen
por éstas espiras no van en el mismo sentido, sino en sentidos opuestos. Esto se debe a que el efecto
deseado no es un campo magnético con magnitud constante, sino que el gradiente de este campo tenga
una magnitud précticamente constante en la region central.

El arreglo de laseres sirve para enfriar ain maés al sistema, utilizando un efecto conocido como
enfriamiento Doppler. Este efecto consiste en la aparicién de una fuerza sobre los atomos de la muestra,
la cual es siempre opuesta a la direccién de su movimiento. Esta fuerza es consecuencia de la interaccién
entre los atomos y el campo electromagnético de los laseres. Esta fuerza sélo se manifiesta si el atomo
se mueve en la misma direccién del vector de onda del campo electromagnético. Por eso es necesario
tener laseres incidentes en todas direcciones. Esta dispositivo también es conocido como melaza dptica,
yva que el efecto es andlogo a tener a los dtomos sumergidos en un fluido viscoso. Por medio de este
fenémeno es posible enfriar los atomos hasta una temperatura limite donde se alcanza un equilibrio
con los efectos de emisién espontanea. Las temperaturas limite alcanzadas son de microkelvins, muy
bajas pero insuficientes para lograr la condensacion, ya que esta requiere temperaturas del orden de
nanokelvins.

Una vez que la muestra ha llegado a la minima temperatura posible por medio del enfriamiento
6ptico, es necesario recurrir a un mecanismo relacionado con el enfriamiento evaporativo para alcanzar
temperaturas aun menores. En general, el enfriamiento evaporativo es un fenémeno en el cual las
particulas que escapan de un sistema en evaporacion toman su energia cinética y bajan su temperatura.
En el condensado se induce la evaporacién por medio de un técnica conocido como evaporacién inducida
por radio-frecuencias (rf-induced evaporation). Esta técnica consiste en una lenta modificacién del
potencial que permite a los dtomos mas rapidos escapar de la trampa, dejando atrapados a los mas
frios. Se aprovecha el hecho de que los d4tomos tienen distintas alineaciones de spin. Los dtomos con
una alineacion especifica son atraidos al centro de la trampa, donde el campo magnético es minimo,
quedando atrapados. Las particulas con otras orientaciones seran atraidas hacia regiones exteriores
con campo mas intenso, escapando de la trampa. Se utilizan ondas de radio para cambiar el spin
de las particulas mas energéticas. De esta forma es posible seleccionar y remover las particulas mas
energéticas, y enfriar la muestra a temperaturas menores a 170 nanokelvins.

Se han reportado otras variantes del condensado por medio de diferentes arreglos experimentales.
Por ejemplo, se logro la formacion de dos condensados compuestos por dtomos de rubidio 87 en una
sola trampa. La diferencia entre éstos condensados, ademas de la separacién espacial, radica en que los
atomos de cada muestra se encuentran en niveles hiperfinos distintos, correspondientes a los estados

|[F=1,m = —-1)y |F = 2,m = 2). Esto se logré gracias a una técnica denominada ”Enfriamiento
simpatetico” (Sympathetic cooling en ingles)[4]. Este método consiste en el enfriamiento de los 4tomos
en el estado |F = 1, m = —1) por medio de la evaporacidn, y posteriormente enfriar la nube de dtomos

en el estado |F' = 2, m = 2) por medio del contacto térmico con la otra nube. Este condensado doble se
logro utilizando un dispositivo que contiene dos trampas magneto- 6pticas conectadas con una trampa
magnética.

2.2.  Descripcion matematica del condensado de Bose-Einstein

A continuacidn se explicaran las caracteristicas propias de sistemas de bosones. En el mundo clédsico
siempre es posible determinar la trayectoria de una particula, sin importar si esta forma parte de un
sistema de particulas totalmente idénticas. Sin embargo, esto no es posible en la mecédnica cuantica,
aun en principio. En el mundo cudntico, la trayectoria de una particula es un concepto que carece de
sentido. A esta clase de sistemas se les denomina sistemas de particulas indistinguibles
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La fisica que describe a los sistemas cudnticos de particulas indistinguibles debe de permanecer
invariante ante intercambios entre cualquiera de sus particulas. Los tinicos estados fisicamente acepta-
bles deben permanecer igual é cambiar de signo ante un intercambio de particulas. Esta condicion es
conocida como principio de simetrizacion, y se expresa mateméaticamente de la siguiente manera:

Py ;|V) = [¥) (2.1)
P j|¥) = —|¥)

donde hemos introducido el operador de intercambio F; ;, cuya accién es permutar las particulas que
se encuentran en las posiciones i-ésima y j-ésima. A los estados que cumplen con la condicién 2.1 se
les llama simétricos y a los que cumplen la condicion 2.2 antisimétricos. Por ejemplo, el estado de un
sistema de sélo dos particulas puede ser simetrizado 6 antisimetrizado por medio de los operadores
S=(1/2)(14+ Pi12) y A= (1/2)(1 — P12), aplicados a algin estado no simetrizado, que generalmente
es el producto de los estados individuales de cada particula.

Como la experiencia nos dice que la simetria mixta no se da en la naturaleza, las particulas se
dividen en dos grandes tipos: los bosones, y los fermiones. Los bosones deben su nombre a Satyendra
Nath Bose, y son particulas de spin entero descritas por estados simétricos. Los fermiones deben su
nombre a Enrico Fermi, y son particulas de spin semientero descritas por estados antisimétricos. Esta
relacion entre la naturaleza entera 6 semientera del spin y el tipo de simetrizacién de los estados debe
de ser aceptada como un postulado en mecdnica cudntica no relativista. Solo es posible demostrarla
en el marco relativista.

La estadistica que obedecen los sistemas de fermiones es llamada estadistica de Fermi-Dirac. De
la construccién antisimétrica de los estados fermidnicos surge una regla conocida como el principio de
exclusion de Pauli. Este establece que no estd permitido que dos 6 méas particulas de un sistema de
fermiones ocupen el mismo estado de forma simultanea. Este enunciado es fundamental, sobre todo en
los campos de la fisica atémica y molecular. Sin embargo, su estudio esta fuera del propdsito de este
trabajo.

Los bosones cumplen con la estadistica de Bose-Einstein. Al contrario de los fermiones, los bosones
carecen de restricciones para ocupar el mismo estado cuantico. De hecho, los bosones son particulas
mucho mas ”sociables”, que tienden a ocupar el mismo estado. Einstein predijo que a una cierta
temperatura, casi todos los bosones caerdn al estado de menor energia, dando asi origen al fenémeno
de la condensacion de Bose-Einstein.

Conforme aumenta el nimero de particulas que forman un sistema, las funciones de onda que
lo describen se vuelven largas y complicadas. La descripcién de los estados de muchas particulas se
vuelve mas sencilla si se formula en segunda cuantizacion. En este formalismo el estado de un sistema
se determina por medio de vectores de estado abstractos en lugar de funciones de onda simetrizadas.
Estos vectores de estado contienen las propiedades de simetrizaciéon de las funciones de onda de los
bosones y los fermiones en forma implicita.

Sea un gas de bosones encerrado en un volumen V, al cual podemos describir por medio de un
conjunto de osciladores armoénicos asociados a los estados accesibles para cada particula. La funcion de
onda para el sistema de N particulas se construye simetrizando el producto de los estados individuales:

O 72y = [T
XY [Wp(r1 )y (r2). abp(rn,)
P
X |¢q(r7zp+1)wq (Tnp+2)~-~¢q (Tnp-l-nq»-"
X k(o 1)Uk (o 2) -k (Tny 10 )] (2.3)

donde P representa las permutaciones de N objetos, ny, ng, ..., Nt representan los numeros de ocupacién
de cada estado, los cuales cumplen que ), n; = N, donde cada n; puede tener valores que van desde
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’LS*TJ'

0 a N. Las funciones de onda de cada particula estdn dadas por |1)(r;)) = e . Considerando que

las particulas interactuan entre si por medio de un potencial de la forma:

N
V= Zv(rj), (24)

Un estado puede transitar desde el estado [¢,(r;)) al estado |¢x(r;)) por medio de la interaccién con
el potencial, con una amplitud de transiciéon dada por:

S = [ )l (2.5)

De la misma forma, es posible que la dispersién a través del potencial V lleve a una particula del estado
(2.3) a un estado final dado por:

O (7172 r)) = [T
X Z[Wp(”l)#’p(rz}---Z/Jp(rnp—l))
P
X Wq(Tnp)wq(ranrl)---wq(ranranl»---
X k(o +1) Uk (T +2) - Ok (T 4np)) s (2.6)

con una amplitud de transicién dada por:

My = /.../drl...drN(Wﬁ;_l,nq’mnk_‘_lw(7"1,7"2,...rN)|
Y o)UY e (P17, ).
J
(2.7)

Como todas las permutaciones son idénticas es posible sustituir > ;" , v(r;) = Nv(r1). Podemos
entonces escribir esta amplitud de transicién en términos de funciones de onda de una sola particula,

MN )|<W7]:;—11 Mgy Nk, (TQ,...TN)|

X Il
T
=
C/\
5
%’T‘
j:
=
S
=+
—_
@
§

N
)>|\Ilnp711 Ng,...nE+1,. (T27"'TN)

/drl\/m 22 (4 ()| N v () [y (1))- (2.8)

La caracteristica de muchos cuerpos se encuentra contenida en los factores |/n;, y /1y + 1 asociados
con la aniquilacién de una particula en el estado |1),) y la creacién de otra particula en el estado |¢y).
Esto es completamente equivalente a la creaciéon y aniquilacion de excitaciones en una coleccién de
osciladores arménicos descritos por el estado |n,, ng, ...n...) con operadores de creacién y aniquilacién
definidos por:

A |np, Ng, .. NE...) = /Mg |Np, Ng, ...y — L), (2.9)
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A [Ty gy o Mpen) = Vg + LMy gy oy + 1,22, (2.10)

En los vectores de estado de la forma:

[Tps Mgy vy My o) (2.11)

np es el nimero de particulas en el p-ésimo estado, n, es el numero de particulas en el g-ésimo estado,
etc. Estos vectores son ortogonales y forman un conjunto completo:

/

/ li
25 T oo s oo Tlpy Mgy ey My o) = Onp,nt, Ong,nt - Ony i -

(n f

(2.12)

I
>

Z [Ty Ty «eves My o) (M Mgy vy s e (2.13)

MNp,MgyeeesMkyen

Los operadores de aniquilacién y creacién a y ' cumplen con las reglas de conmutacién de operadores
bosoénicos:

[, &L] = O k', (2.14)

(4, ar) = [ay), af] = 0. (2.15)

Estas relaciones de conmutacién surgen al exigir que los vectores de estado cumplan con el postulado
de simetrizacién dado por(2.1). Asi pues, toda la informacién sobre la simetria de los estados ya
estd contenida en la relacién de conmutacién dadas en (2.14).

A partir de éstas relaciones de conmutacién es posible definir el operador de numero Ni, = a'a, cuya
accién sobre un estado es la siguiente:

Ny gy ooy Ty +22) = M| Py gy ooy My 22 (2.16)

El vacio es el estado que no tiene particulas en ninguno de los estados disponibles:

0,0,...,0). (2.17)

Cualquier vector de estado se construye por medio de aplicaciones sucesivas de los operadores de
creacion al vector que representa al vacio. Por ejemplo, para un sistema de un solo nivel energético:

CLT”
10 =) (2.18)

2.3.  El modelo candnico en la aproximacion de dos modos

Aqui presentaré el modelo mds socorrido para hacer predicciones sobre el BEC, el cual es conocido
comunmente como el modelo candnico que describe al condensado. Este describe a un sistema formado
por una nube de dtomos restringidos a ocupar dos grados de libertad internos denominados |A4) y
|B). Las interacciones entre los dtomos son colisiones eldsticas de tipo AA, BB 6 AB. Ademds se
inducen transiciones de tipo Raman entre |A) y | B) por medio de un ldser. El hamiltoniano de segunda
cuantizacién que describe a esta clase de sistemas esta dado por:
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H=Hs+Hp +Hint+Hlas; (219)
donde

. . 1 s e .
HA(B) = \/d3:r\:[/j4(]5,)(QE)[—m VQ +§Mw§1(3)x2 + T\I/A(B)(QE)\I/A(B)((E)]\I/A(B)(CE), (220)

Arh2ase PN NP NINPSE
Hine = A8 [ %00, (@)@ 0(0) (), (2.21)
he o o
Hige =~ / BB ()T a(@)e 2 1+ (@) T (@), (2.22)

Las funciones \iJL 5@y U A,B(%) son operadores de campo de Heisenberg, cuya accién consiste
en crear y aniquilar particulas de los tipos A 6 B con diferente probabilidad para cada punto del
espacio . Estos operadores obedecen las relaciones de conmutacién [¥ A(f),@i‘(f’ )] = d(x — '),
(05 (), W (2")] = 6(x — 2'), [V a(@), Up(a’)] = 0, y [Wa(Z), P (27)] = 0.

Los términos representados en (2.20) son los hamiltonianos independientes para cada clase de
particula. La parte encerrada en corchetes dentro de la integral es el hamiltoniano estandar expresado
en términos de operadores de Heisenberg. El primer término de (2.20) corresponde a la enérgia cinética
de la particula. El segundo corresponde al potencial de interaccién por efecto Zeeman con el campo
magnético externo de la trampa, donde wy4, g son pardmetros que nos dicen la intensidad con la que se
siente el potencial de la trampa segtn el estado interno de las particulas. Finalmente, el dltimo término
corresponde a la enérgia de interaccién de colisiones entre 2 particulas del mismo tipo, donde aif( B) €
el parametro de dispersién correspondiente a colisiones entre particulas de clase A y B respectivamente.
Una discusién més profunda sobre el origen de éstos términos se da en [10]

La ecuacién (2.21) describe a las colisiones eldsticas entre particulas de diferente clase. Es similar al
ultimo término de (2.20), con un pardmetro de dispersién a’’5. Finalmente (2.22) describe transiciones
entre subniveles inducidas por medio de un ldser con frecuencia desplazada una cantidad A (llamada en
ingles detuning) de la frecuencia de transicién de los dtomos. Esta interaccién provocan un fenémeno
llamado acoplamiento Josephson, que consiste en la transferencia de particulas entre |A) y |B) de ida
y vuelta en forma oscilante.El factor Q es conocido como frecuencia de Rabi y es la frecuencia de las
oscilaciones que se dan entre los niveles hiperfinos |A) y |B).

Las particulas dentro del condensado tienen acceso a un espectro de estados energéticos, los cuales
son denominados modos, como estados del oscilador armoénico. Los operadores de campo cuantico
pueden ser escritos como una expansién en términos de esos modos:

Uy (%) = Z Pa,j(x)ay,

\:A[/B(f) = Z (i)b’k(x)i)k.
k
(2.23)

En donde ¢4 j(x) y ¢».1x(x) son las funciones de onda espaciales correspondientes al modo j-ésimo
de las particulas del tipo A y al modo k-ésimo de las particulas del tipo B, respectivamente. Los
operadores a; y l;k son los operadores de aniquilacion de cada modo de A y B respectivamente. Estos
operadores cumplen con las relaciones de conmutacion: [a;, a;] =0y [a;, a}] = 0;,; con j=1,2 donde los
diferentes indices indican operadores correspondientes a distintos tipos.
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La temperatura en un BEC es muy cercana al cero absoluto, y practicamente todas sus particulas
se encuentran en el estado base correspondiente a cada tipo de particula. Por este hecho es posible
despreciar los términos correspondientes a modos excitados en (2.23). Al hacer esto, los operadores de
campo cuantico son: U4 = ¢4 (z)a y U = ¢p(2)b, donde ¢(z) es una funcién de onda espacial ,  es el
operador de aniquilaciéon de particulas del primer tipo y bes el operador de aniquilacién del segundo
tipo. Esta aproximacién es conocida como la aproximacién de dos modos, y es muy socorrida para
formular modelos relativamente sencillos para la descripcién del BEC, pero que reproducen fielmente
la fisica del Hamiltoniano (2.19).

Para obtener el Hamiltoniano del BEC en la aproximacion de dos modos, es conveniente reescalar
el Hamiltoniano dado en (2.19) usando un conjunto de unidades adimensionales.

Para esto, primero se divide este hamiltoniano entre fiw, donde w = %(w A+wp). Después se definen
las variables adimensionales r = Z/xq, ¢4 5(7) = ¢4 5(Z)20%/?, xa.p = wa,p/w, con zg = (h/Mw)/2.

Al hacer esto es posible separar la parte que consiste en productos de operadores de la parte de
integrales de las funciones de onda ¢, . El Hamiltoniano en la aproximacién de dos modos se escribe
como:

H = Ha+Hb+Hint+HlaS7
U,
H, = waaaT + 7aTaTaa,
U
Hy = wbbl + "bTbTbb
H;y = Ua'btab,
Hy,, = —)\(aTbe_iAt + abTemt).

(2.24)

Los pardmetros estdn relacionados con las integrales de las funciones ¢, () de la siguiente manera:

G / s+ S 1B,
Uay = 97 / |q3a,b<f>|4d3x,
v = 4”““‘3 JEGREGRES

» = 2 / FolP)BH( PP, (2.25)

Milburn y colegas demostraron que el hamiltoniano (2.24) describe por igual a condensados con
grados de libertad externos ¢ internos [14]. Como ejemplo de grados de libertad internos estén los
niveles de energia hiperfinos . El caso més conocido de grados de libertad externos son separaciones
espaciales entre los distintos componentes de un condensado, como son los minimos de un pozo doble de
potencial. En esta clase de sistemas las transiciones entre los subniveles de energia son substituidas por
el tunelaje de particulas entre los dos pozos. Los pardmetros w,p) estén relacionados con la profundidad
de cada pozo. Las funciones de onda de los subsistemas estdn centradas en los minimos. La tasa de
colisiones entre particulas de distintos tipos es proporcional al tamano de la regién de superposicién
las funciones de onda e inversamente proporcional al tamao de la barrera que separa a cada pozo. En
el caso de separaciones externas hay que ser cuidadosos al aplicar la aproximacién de dos modos, ya
que en [14] se demostré que esta no es vélida en casos donde el niimero de particulas es muy grande.
La aproximaciéon de dos modos pierde validez si Na >> xg donde N es el numero de particulas, o
es un parametro de dispersiéon asociado al tipo de particulas que componen al condensado y zq es el
tamano de la muestra. Para valores tipicos « = dnm y xy = lum. sélo es valida para condensados
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con menos de doscientas particulas. Esto se debe a que las colisiones de muchos cuerpos afectan las
propiedades del estado base si hay muchas particulas en el sistema [14].

El Hamiltoniano (2.24), conocido comtinmente como el Hamiltoniano candnico, no es mas que una
version restringida a dos grados de libertad de el Hamiltoniano de Bose-Hubbard. E1l Hamiltoniano de
Bose-Hubbard describe a un conjunto de particulas bosénicas con interactuantes, atrapadas en una
red 6ptica (optical lattices en inglés) con tunelaje de particulas entre minimos adyacentes.

La base para los estados del condensado descrito en (2.24) estd conformada por vectores de la
forma:

[Pa, ), (2.26)

donde n, es el nimero de particulas en el nivel |4) y n; es el ndmero de particulas en |B). Recordando
la ecuacién (2.18):

_ ()=
|na’nb> N \/na!nb!

El ntimero total de particulas estd dado por el operador N =N, + N, =ala+blb.

El Hamiltoniano (2.24) se escribe de una manera mas compacta si se le expresa en términos de
operadores de momento angular de Schwinger en vez de expresarlo con operadores de creacién y
aniquilacion. Los operadores de Schwinger se definen como:

10,0). (2.27)

J+ = aTb,
J_ = abl,

Lot o
J, = g(aa—bb).

(2.28)
Estos operadores cumplen con las relaciones de conmutacién propias de operadores de momento
angular: [J4,J_| =2J, y [J., J+] = £J+.

El operador de momento angular total se define como: J? = %(jJr J +J j+) + jzz’ cuyo significado
fisico esté relacionado con el operador de nimero total de particulas, ya que se puede mostrar:

+1), (2.29)

la accién de éstos operadores es:

Ji|na,mp) = aJ‘b|na,nb> =/ (np)(neg + 1)|ng + 1,np — 1),
J_|na,np) = bTa|na,nb> =/ (ng)(np + 1)|ng — 1,np + 1),

1 1

Je|na,np) = i(aTa—bTb)\na,nwzi(na—nb)ma,nb)
n,n

J2|na7nb> = §(§+1)|na,nb>.

(2.30)

Nétese que ninguno de los operadores actuando en (2.30) cambia el ntimero total de particulas del
sistema. Podemos obtener expresiones familiares de las ecuaciones de operadores de momento angular
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haciendo la sustitucién j = (n, +np)/2 y m = 1/2(n, —nyp). Los estados ahora son de la forma |4, m),
y en virtud de (2.27) estan definidos por:

j—m

Tt 0

en donde |0) ® |0) es el estado que representa al vacio. Las expresiones para la accién de lo operadores
en la base |j, m) son:

|4,m) =

Jelgym) = VG -m)G+m+1)jm+ 1),
J_ljym) = VG+m)G—m+1)jm- 1),
Jolj,m) = mlj,m)

Jlim)y = (G +1)lj.m).

(2.32)

Asi pues, el niimero cuéntico j estd relacionado con el nimero total de particulas: j = n/2 = %(na—&—nb),
y el valor propio m del operador J, representa a la diferencia de poblaciéon entre los dos niveles:
m = %(n, —np). El ndmero m puede tomar valores que van de —j a j

El Hamiltoniano escrito en términos de los operadores de momento angular definidos en (2.28) es:

H=al, +BJ2+7[e? Ty +e ?J_] (2.33)

Donde o = (wg —wp) + (2J — 1)Uy = U) /2, B= (U, + U, —U) /2y ¢ = At.

El Hamiltoniano (2.33) también puede ser usado para describir fermiones. Esta relacionado con el
modelo LMG (Lipkin-Meshkov-Glick) de fisica nuclear. El Hamiltoniano LMG describe a un sistema
de N fermiones interactuantes entre si, cada uno con dos niveles de energia. Puede describir tanto a un
sistema de spines interactuantes 6 a conjuntos de atomos de dos niveles en interaccién con un campo
electromagnético. Por tal motivo, este modelo tiene una gran importancia en el campo de los sistemas
de muchas particulas.

2.4. Predicciones tedricas del modelo canénico de dos modos

En esta seccién presentaremos predicciones sobre el BEC modelado con el Hamiltoniano (2.24),
que soOlo puede ser resuelto en forma aproximada é numéricamente, ya sea en primera é segunda
cuantizaciéon. Este modelo aun no ha sido verificado cuantitativamente en los experimentos, aunque
si reproduce algunos resultados cualitativos. Se han escrito una gran cantidad de articulos estudiando
las predicciones del modelo canénico. Los resultados mostrados a continuacién fueron tomados de [11],
donde se calcula el estado base por medio del método conocido como ”la aproximacién de campo
medio”, considerando los valores U, = U, = Uy, wg = wp, y A = 0.

Para estudiar el comportamiento de las distribuciones de probabilidad sera necesario desarrollar al
estado base |¢) en la base de estados |m) ® |[N — m):

N

k) = D ai'lm) ® [N —m). (2.34)
m=—N
Dado que |¢;) se determina en forma numérica, su distribucién de probabilidad |¢f*|? también se
calcula numéricamente. En la figura (2.4) se muestra una coleccién de gréficas correspondientes a
las distribuciones de probabilidad para diferentes pardmetros, mostradas originalmente en [11]. Es-
tas graficas muestran la aparicién paulatina de una superposicién de estados 6 estados de gato de
Schrodinger.
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A/N=1 /\ (b)

5000 10000
(a)
A/N=0. 997V\
5000 10000
(b)
A/N=0.994 /\/\
5000 10000
(c)
AMN=0.99 M
5000 10000

(d)

Fig. 2.2: Distribucién de probabilidades del estado base para N=1000, publicadas originalmente en [11].
Aqui podemos apreciar la aparicién paulatina de una superposicién de estados conforme A\ decrece

suavemente.
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(m)

n=0,A=0

Fig. 2.3: En esta figura se puede observar la evolucién de la diferencia de poblacién entre los 2 modos en el
modelo sin colisiones inelasticas. Imagen cortesia de Pablo-Barberis

Mas adelante se verd que los estados superpuestos también aparecen de forma paulatina para
el caso del Hamiltoniano con colisiones ineldsticas pero en la regién donde no es posible encontrar
solucién analitica. Sin embargo, la forma en que éstos aparecen es ligeramente diferente. La figura
(2.4) muestra la diferencia de poblacién entre los dos modos, donde se observa la aparicién de colapsos
y reavivamientos. Nétese que, conforme transcurre el tiempo, los reavivamientos son cada vez menos
intensos, pero tienen una duracién mayor. Los pardmetros p y A estan relacionados con la intensidad
de las colisiones inélasticas en el Hamiltoniano. Mas adelante se mostrara que este comportamiento se
repite para algunos casos en los que A y p son distintos de cero.



3. COLISIONES INELASTICAS EN EL CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

3.1. Importancia tedrica y experimental de las colisiones inélasticas

Las colisiones descritas por el modelo canénico son puramente elasticas, es decir, el tipo de particulas
es el mismo antes y después del proceso. Los procesos inelasticos son aquellos en los que las particulas
resultantes después de la interaccion son de tipos diferentes a las iniciales. Un ejemplos de interaccién de
este tipo serfa la creacién de una particula en |A) y otra en |B) después de la colisién de dos particulas
en el estado |A), proceso que se representa como a'bfaa en lenguaje de operadores. Otro ejemplo serfa
la colisién de dos particulas en el estado | B) dando como resultado dos particulas en |B), proceso que se
escribe de la forma bfbTaa. En los experimentos se hacen grandes esfuerzos para suprimir los procesos
inelasticos. El principal motivo es que las colisiones inelasticas no son del mismo tipo que las descritas
justo arriba, si no que pueden dar lugar a pérdida de particulas. Entre las colisiones inélasticas mas
conocidas de este tipo estan las colisiones con particulas a temperatura ambiente localizadas dentro
de la cAmara, recombinaciones triples de atomos que dan lugar a moléculas que escapan de la trampa,
interacciones entre particulas que provocan que alguna de éstas 6 ambas cambien a un estado de spin
que no es atrapado por el potencial, interacciones dipolares entre particulas, etc. En el Modelo con
Colisiones Inelasticas de Multiparticulas se consideran procesos ineldsticos en los cuales las particulas
cambian de modo después de la interaccion y cuyo exceso de energia no es suficiente para provocar la
pérdida de éstas. De hecho, existen calculos microscépicos que muestran que éstas colisiones pueden
ser inducidas por la presencia de un campo electromagnético externo durante la colisién [5]. Es posible
que alguna de las particulas en colisién absorba 6 emita un fotén del campo, provocando una transicién
entre niveles.

3.2.  El modelo con colisiones ineldsticas

Aqui se introduce el Modelo con Colisiones Inélasticas de Multiparticulas (CIM) presentado por
Fuentes-Schuller y Barbers-Blostein por primera vez en [8]. El Hamiltoniano es:

H Ao + dw(ata — b'b)
Meatd + e *?bTa) + Uablab
A(e*®atalbb + h.c)

p(e(a’atab — blatbb) 4 h.c.)

+ o+ o+

(3.1)

El término Ay es una constante. El segundo término es la diferencia de poblacién entre los dos modos
modulado por un pardmetro dw, el cual representa la diferencia de frecuencia entre los modos. El tercer
término corresponde la interaccion de tipo Josephson inducida por la interaccién de las particulas con
un campo electromagnético clasico. En esta interaccién ocurre la aniquilacién una particula de un
modo, y su creacion en el otro. Los términos que consisten de producto de 4 operadores representan
las colisiones entre dos particulas. El término con parametro de dispersion U describe a las colisiones
elasticas. Los términos con pardmetros ;o y A describen a las colisiones ineldsticas. Nétese que si
hacemos p = A = 0, regresamos al hamiltoniano candénico presentado en (2.24), aunque a primer vista
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faltan los términos %aTaTaa y %bTbTbb. Estos términos forman parte de la constante Ag, la cual
tiene la forma A; N + A3 N2, para algunos coeficientes A; y As. El Hamiltoniano (2.24) y otros del
mismo tipo s6lo pueden ser resueltos con métodos numéricos. La principal ventaja del Hamiltoniano
CIM es que este puede tener solucién exacta y analitica. Sin embargo, esta solucion sélo existe si los
pardametros satisfacen ciertas condiciones, que a su vez dependen de la tasa de colisiones inélasticas
presente en el sistema. Esto es mds evidente si escribimos al Hamiltoniano (3.1) en la representacién
de momento angular definida en (2.28):

H = Ay+20wl, + ATy +e?J )
+ Lli((]g ;N2) + A(eZ“z’J_?_ +e 20 J?)
+ (€T (J. + 1)+ h.e)),
(3.2)
Consideremos ahora el Hamiltoniano Hy = Aj(J,) + Az(J,)? con estados propios |j,m). Este

Hamiltoniano describe a un condensado sin interaccién Josephson, es decir, sin tunelaje ni interaccién
con un laser. A; corresponde a la diferencia de energia entre modos y As al pardmetro de dispersiéon
de colisiones elésticas de dos cuerpos. No es dificil verificar que si los pardmetros del modelo satisfacen
las siguientes condiciones:

Ay = %(COS2 ON? 4 sin? ON),
ow = (Ajcosb)/2,
A = (A;sin0)/2,
U = Ay(1—3cos?6)/4,
uw = (Azsinfcosh)/2,
A = (Aysin®6)/4. (3.3)

entonces el Hamiltoniano (3.2) puede ser escrito de la forma Hy = UHoUT
H A (cos(0)J, +sin() (e T +e?J))

+  Ay(cos§?J2 +sin? (e JF + e I + T J_ + J_Jy)

4+ cosOsinf(J, (e Ty + e T ) + h.c.)),

(3.4)

donde Hy = A1J, + AsJ2 y U = exp(:0.J,) exp(14.J,) es una rotacién general, que en el campo de la
Optica cudntica se le conoce como operador de desplazamiento de dos modos. El operador U(6, ¢) es
unitario, por lo que es facil ver que la soluciones exactas y andliticas previstas con anterioridad son
de la forma: U'[j,m). El espectro de energias de Hy permanece invariante: &, = A;m + Aym?. El
estado base UT|j,mg) se obtiene trivialmente minimizando esta ecuacién. Para Ay > 0 tenemos que
my es el entero més cercano a —A; /245 6 mg = A1 N/|A4] si |A1/245] > N. Para Ay < 0 el minimo
corresponde a mg = N si Ay < 06 my =—N cuando Az > 0. El cociente A;/2A5 es un pardmetro que
mide la intensidad de las colisiones entre particulas en comparacién con la diferencia entre frecuencias
de los dos modos en ausencia de interacciones de tipo Josephson.

Este hamiltoniano tiene exactamente los mismos términos que el hamiltoniano (2.24). Sin embar-
go los pardmetros son distintos. De hecho, el hamiltoniano de la ecuacién (3.1) tiene 6 pardmetros:
Ag,dw, U, N\, u y A. Mientras que el espacio de pardmetros de (3.4) estd restringido a 4: 6, ¢, Ay y As.
Para que (3.1) tenga soluciones analiticas no es suficiente con incluir las colisiones ineldsticas, también
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debe ser posible encontrar ndmeros 0, ¢, A; y A tales que cumplan las condiciones dadas en (3.3).
Las ecuaciones (3.3) definen una regién en el espacio de de los pardmetros del Hamiltoniano. Si los
valores de los parametros de un Hamiltoniano con colisiones inelasticas caen en dicha region, este
Hamiltoniano tiene solucién analitica. Ademads, el comportamiento de las propiedades fisicas cambia
dependiendo si el Hamiltoniano estd dentro 'gfuera de la region analitica.

La tasa entre colisiones eldsticas e inelasticas estd dada por:

Adp 2sin? @ + cos O sin 0
u 1—3cos?6

(3.5)

Ademas de ser el resultado de una restriccién matematica, esta relacién tiene una razoén fisica. Esto
se debe a que las colisiones inelasticas son provocadas por la interaccién con laseres. Si graficamos
(3.5) con respecto a 6 se puede apreciar que hay dos regiones en las que tiene valores negativos y una
regién intermedia de valores positivos. Cabe destacar que (3.5) no puede tomar valores en el intervalo
que va de 0 hasta 1.699.

3.3.  Predicciones del modelo CIM con solucién analitica

Se mencioné anteriormente que el comportamiento del sistema descrito por el Hamiltoniano CIM
varia dependiendo de la existencia de una solucién analitica. Esto se puede ver al analizar las dis-
tribuciones de poblaciéon en ambos casos. Para el Hamiltoniano CIM sin solucién analitica se uti-
lizan métodos numéricos para calcular los coeficientes |¢i*|>. En el Modelo CIM, el estado base es
de la forma UT|j,m) para algin mg. Si queremos obtener sus distribuciones de probabilidad, debe-
mos obtener los coeficientes de su expansién en la base [j,m): UT|j,mo) = Y., df, . |j,m), donde
&, o = (5, m|UT[j,mg). Las distribuciones se obtienen al graficar P, = |dJ, ,,,,|* como funcién de m.
Aprovechando que contamos con la solucién analitica del problema, podemos dar una expresién exacta

de éstos coeficientes:

Maz|j+mo,j—m A . A A
b ISR et /O G~ G (= ool
o E'(j+mo — k)(j —m — k)l (k —mg +m)!

k=M1in[0,mo—m]

0.5 s
% COS[*]QJ 2k+mo—m sin

[g]Qk—nLo-i-nL (36)

Los coeficientes (3.6) son conocidos como coeficientes de Wigner. Estos son fundamentales en el
célculo de los resultados presentados en este trabajo, por lo que en el apéndice se da una explicacion el
método utilizado para su obtencién explicita. En la figura (3.3) se muestran una serie de distribuciones
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Fig. 3.1: Distribuciones de poblacién para el estado base para 1000 particulas con pardmetros dw, A y U fijos y
con A y p con los valores indicados. Nétese la aparicién de paulatina de picos cuando se A y p varfan

suavemente
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Fig. 3.2: Distribuciones de poblacién para el estado base para 1000 particulas con 6 = 1,35.
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para el estado base con 1000 particulas con distintos pardmetros fuera de la regién analitica. En la
figura (3.3) se muestran éstas mismas distribuciones pero dentro de la region analitica para distintos
valores de mg = [—A1/2A5], es decir, el menor nimero entero mayor que —A; /245 . Se puede notar
en la figura que hay un cambio abrupto si variamos el cociente —A;/2A5 de tal forma que mg vaya
de 1000 a 999 y asi sucesivamente. Este cambio brusco se debe a que nuestra solucién depende del
namero my, el cual sélo toma valores enteros. Este cambio contrasta con el comportamiento obtenido
en [11] al variar suavemente los pardmetros. A partir de my = 999 aparecen los estados de gato de
Schrodinger.

En varios articulos que analizan al modelo candnico se ha reportado la apariciéon de colapsos y
reavivamientos, sin embargo, éstos nunca exhiben un comportamiento completamente periédico. Su
forma cambia al paso del tiempo, aumentado su anchura y disminuyendo su altura. M&as adelante
veremos que en el modelo CIM existen situaciones en las cuales los colapsos y reavivamientos son
uniformes en periodo y en forma.

Al graficar (J,(t)) vs. t calculado en presencia de colisiones ineldsticas, el comportamiento obtenido
también presenta colapsos y reavivamientos. Sin embargo, el hecho de anadir las colisiones inélasticas
afecta dramaticamente la evolucién del sistema. Si los pardmetros son cambiados, moviéndose hacia los
determinados por las ecuaciones (3.3), el comportamiento se vuelve cada vez méas uniforme, hasta ser
completamente periddico cuando los parametros corresponden a un Hamiltoniano que tiene solucién
exacta y analitica.

En la figura (3.3) se muestra que al variar los pardmetros A y p de las colisiones ineldsticas, desde
cero hasta valores que caen en la regiéon que cuenta con soluciones analiticas, los colapsos se vuelven
cada vez mas uniformes, hasta ser completamente periédicos.

Para calcular explicitamente la evolucién de la diferencia de poblacién en el modelo CIM, basta
con calcular la evolucién temporal del valor de expectacién del operador J, = afa — b'b = n, — ny.
Para un estado inicial [¥(t = 0)) = 3" C,,U|J,m) tenemos que:

(L) = D> > ConCrpye!Em =Bt [/ [UTUT|J, m), (3.7)

m m/

donde U = exp(10.J,) exp(1¢.J,) y como UJ,UT = cosfJ, + sinf(e’Jy + e **J_), por lo tanto, el
resultado final es:

(J.(t) = cosQZm|C’m|2 - sin@ZCmCm,l VN(N +1) —m(m —1)L,y,, (3.8)

donde L,, = cos (¢ + (Epm—1 — En)t).

En caso de tener al estado base |¥(t = 0)) = |4, mo) como estado inicial, los coeficientes son: Cy, =
emeds . (0), donde df, . (0) son los coeficientes (3.6)

Si se sustituyen en la ecuacidn (3.8) los coeficientes (3.6) y los valores del espectro de energfa, la férmula
obtenida para la diferencia de poblacién es:

(2N)!

N
< J.(t)> = mgcos’h —sind Z N =V £ = 1)1

m=—N+1

X (;05[%]2"'*'2’”_1 sim[g]%_Qm+1 cos[((As — A1) — 2Aam)t]. (3.9)

Se puede aprovechar la existencia de soluciones exactas y analiticas para calcular explicitamente los
tiempos de colapsos y reavivamientos. El tiempo de colapso t. es aquel en el cual todos los cosenos de
la férmula (3.8) se cancelan mutuamente. Por lo tanto . es el tiempo tal que los argumentos de tales
cosenos tengan una diferencia de fase de 2n + 17 con n algin nimero entero:



3. Colisiones inelasticas en el condensado de Bose-Einstein 22

(m) =0, A=0 (mp 1=0,064, A=0,0089

(b)

(a) (b)

45}“’) H=0.12, A=0.066 (m) 1=0.053, A=0.12

20

-20
~40

(c) (d)

(c) (d)

Fig. 3.3: Aqui tenemos unas graficas que representan el comportamiento de la diferencia de poblacién entre los
dos modos. La figura (a) representa al modelo canénico, y las siguientes representan al modelo CIM.
La ultima imagen representa a la region donde existe solucién analitica
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(Em—1— En)te — (B — Epy1)te = (2n + D), (3.10)

como E,, = Aym+ Aym? tenemos que t. = (2n+ 1)7/2A,, si suponemos que el tiempo t=0 est4 justo
a la mitad de un reavivamiento, entonces t.(n = 0) corresponde justo a la mitad de la distancia entre
reavivamientos.
Para calcular el periodo de evolucién hay que encontrar el tiempo T tal que (J,(0))=(J,(T)). Esto se
cumple cuando:

(Em—1 — Ep)T = 270y, (3.11)

siendo n,, un nimero entero diferente para cada m. Si introducimos el valor E,, = Aym + Asm? en la
ecuacién (3.11), obtenemos:

(—=Ay — Ay(2m — )T = 27ny,. (3.12)

Dividiendo la ecuacién (3.12) entre m nos queda:

—(AL1T/7) — (AT /m)(2m — 1) = 2ny,. (3.13)

Se puede observar que el término del lado derecho de la ecuacién (3.13) es un nimero entero, por lo tanto
el lado izquierdo también lo debe de ser. Esta condicién sélo se puede satisfacer si los nimeros AT /7y
AT /7 son enteros. La condicién anterior implica que el cociente Aj/As debe de ser un niimero racional.
Si no es asi, la ecuacién (3.12) nunca se cumple y la funcién (3.8) no es periddica. Se presentaran los
colapsos y reavivamientos, pero la forma particular de cada reavivamiento serd diferente. Si A;/As
es racional entonces T representa al periodo. Definiendo un periodo P, = m cuya unidad es el

ntimero de reavivamientos. Como t.(n = 0) corresponde a la mitad de un reavivamiento, entonces si
P, =k, la estructura del primer reavivamiento se repite después de k reavivamientos. Suponiendo que
Ay = cAs, con ¢ = p/q y con p y q enteros, entonces si p-q es par P. = p y si es impar entonces
P, = 2q. Como ejemplo esta la figura (3.3), en donde se muestra la evolucién de la poblacién relativa
para 6 = 1,35 con ¢ = 49,50, 101/3,59/2, valores que fueron escogidos para que P, = 1,2, 3, 4.

Cabe destacar que en el modelo canénico (A, = 0), si la intensidad de las colisiones eldsticas
es mucho mayor que la intensidad de las interacciones de tipo Josephson (U/\ >> 1), entonces las
oscilaciones de Rabi se inhiben totalmente, dejando al condensado atrapado en un solo modo, fenémeno
conocido como ”Self-Trapping”. En el Modelo CIM, al dejar fijo A1 y A, tenemos que la relacién U/ es
méxima para 6 = 0 y se puede ver trivialmente en la ecuacién (3.8) que no hay oscilaciones produciendo
el fenémeno de Self-trapping. Sin embargo, para 6 # 0 en el caso de que Ay >> A; que es lo mismo
que U/X\ >> 1, siempre habrd un colapso en ¢, y nunca se observard el fenémeno de Self trapping.
Esto implica que las colisiones inelasticas inhiben la aparicién de este fenémeno.
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4. ENREDAMIENTO CUANTICO

Segun los postulados de la mecédnica cuantica, el espacio de Hilbert de un sistema compuesto por
dos subsistemas A y B esta dado por el producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada uno de
sus componentes: Hap = Ha ® Hp. Se dice que un vector de estado perteneciente a H 45 es enredado
cuando no es posible escribirlo como el producto tensorial de vectores de estado independientes en cada
subsistema. El enredamiento es una consecuencia de los postulados de la mecanica cuantica, y carece
completamente de analogo clasico. El enredamiento es una propiedad que le da un toque extrano y
controversial a la mecanica cuantica. La discusién respecto a esta propiedad comenzd a principios del
siglo XX con un conocido trabajo publicado por Einstein en colaboraciéon con Podolsky y Rosen en
1935 [24]. Uno de los aspectos que més inquietaba a este grupo de investigadores era el hecho de que no
es posible asignar una realidad fisica objetiva e independiente a los objetos que forman a un sistema que
se encuentra en un estado enredado, hecho que intentaron usar como argumento para mostrar posibles
inconsistencias en la tedria cudntica. Schrodinger respondié a este argumento [25], introduciendo el
conocido concepto de estado de gato y senalando que no es posible explicar la superposiciéon de
estados 6 los estados enredados de forma clasica. Ademads de afirmar que en mecdnica cudntica no es
posible asignarle un estado individual a los objetos que conforman un sistema.

En 1967 Bell publicé su trabajo en donde mostraba que las correlaciones clésicas entre sistemas
deben de cumplir ciertas condiciones, llamadas en su honor desigualdades de Bell. Sobra decir que éstas
condiciones son violadas por las correlaciones que existen entre dos sistemas enredados. Cuando dos
sistemas se encuentran en un estado enredado, exhiben entre si correlaciones de caracter no local. Si
uno de los sistemas es alterado, el otro también sufrira modificaciones atin si los dos sistemas estuvieran
desconectados causalmente.

Actualmente, el enredamiento sigue siendo un foco de atencién, no sélo por el papel clave que
juega en los fundamentos mismos de la tedria cuantica é por sus aspectos filoséficos. También ha
adquirido relevancia al haber sido identificado como un recurso potencial para aplicaciones en teoria
de la informacién cudntica, tales como la teleportacién y la criptografia cuantica. De hecho, se ha
propuesto que el enredamiento es el responsable del aumento de la eficiencia del procesamiento de
informacién en cémputo cudntico.

La teoria del enredamiento atin estd muy lejos de estar completada. Unicamente han logrado definir
criterios y medidas definitivas para determinar el enredamiento en estados de sistemas de dos partes
(lamados bipartitos). Para sistemas consistentes en més de dos partes existen problemas para definir al
enredamiento de manera satisfactoria, ya que existen estados no separables en su totalidad, y estados
no separables sélo entre algunos de los subsistemas. Tal es el caso de los sistemas con tres partes
(Namados tripartitos)

4.1. Teoria del enredamiento

El objetivo de esta seccién es presentar las bases matematicas de la teoria del enredamiento, a partir
de las cuales sera definida la entropia de Von Neumann, la cual se sabe que cuantifica al enredamiento. Si
un sistema fisico se encuentra dividido en n subsistemas bien diferenciados, cada uno con su respectivo
espacio de Hilbert H; de dimensién m, el espacio de Hilbert total estd dado por el producto tensorial de
los espacios de Hilbert de cada una de sus partes H = Hy ® Hs... ® H,,. Si |¢>f’> es la base del espacio de
Hilbert del sistema i-ésimo, con dimensiéon k;, entonces el sistema completo tiene una base compuesta
por los productos tensoriales de los elementos de las bases de cada subsistema. Cualquier estado del
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sistema total puede ser escrito como una combinacién lineal de tales productos. La dimensiéon del
espacio de Hilbert del sistema total es el producto de las dimensiones de las espacios que la componen.

El estado més general de un sistema bipartito cuyos subsistemas tienen espacios de Hilbert H4 y
Hp y bases [i) 4 v |7) 5 es:

(W)a,B = Zaij|i>A ®17) B> (4.1)
4,J

donde 37,  lay|* =1
Un estado separable es aquel que puede ser factorizado en el producto tensorial de algin estado
|¢) 4 del subsistema A con otro estado |¢) g de B:

(W) ap = |d)a ®[¢) 5. (4.2)

Sin embargo, es posible que los coeficientes a;; sean tales que (4.1) no puede ser factorizado en el
producto de los estados correspondientes a cada uno de los subsistemas. Esa clase de estados son
llamados no separables 6 enredados. Un ejemplo tipico de un estado enredado es:

1
V2

El estado (4.3), corresponde a un sistema de dos particulas con spin, donde | |) y | T) representan
la proyeccion positiva y negativa del spin en el eje z, respectivamente. Notese que para este estado
los dos sistemas estén completamente correlacionados: Si medimos que la particula A tiene proyeccién
positiva de spin, sabremos con certeza que si medimos la particula B esta tendra proyeccién negativa.
Esto sucede incluso si los dos subsistemas estan desconectados causalmente. Por eso se dice que el
enredamiento es una correlacién no local.

Un criterio para determinar si un estado es enredado 6 no es la Descomposicion de Schmidt. Sea
|¢) el estado de un sistema compuesto AB. Por lo tanto existen estados ortonormales |i4) en el sistema
Ay |ig) en el sistema B tales que:

W) (I Dal e+ 1al Dp)- (4.3)

) = Z)\i|iA>|iB>a (4.4)

donde los coeficientes \; son coeficientes de Schmidt. Como consecuencia de esta descomposicién
sabemos que los operadores densidad reducidos del estado [¢0) son pa = >, |\i|?lia)(ial ¥ pp =
> IXilli) (ig|. El ntimero de Schmidt se define como el niimero de coeficientes de Schmidt distintos
de cero en la expresién (4.4). Si el ndmero de Schmidt es mayor a uno, entonces el estado es no
separable. La descomposicifon (4.4) tiene sentido aun si los espacios de Hilbert H4 y Hp no tienen
la misma dimensién. Esto se debe a que el nimero de valores propios de ps y pp diferentes de cero
es el mismo. Si los espacios de Hilbert son de dimensiones diferentes, el nimero de valores propios
iguales a cero en pa es diferente al de pp. La descomposicién de Schmidt nos da un criterio para
determinar la separabilidad de un estado, pero no proporciona directamente criterios para cuantificar
al enredamiento.

Para definir la entropia de Von Neumann es necesario introducir el concepto de matriz densidad
u operador densidad, pero antes de eso hay que definir el concepto de ensamble. Un ensamble es una
coleccién de un gran nimero de sistemas fisicos idénticos. La teoria cudntica hace sus predicciones
sobre ensambles, ya que sus predicciones son probabilisticas. Un ensamble puro se caracteriza porque
todos sus elementos estdn descritos por algin vector de estado |a). Esto pasa si todos los sistemas
que conforman el ensamble fueron preparados de forma idéntica. Un ensamble mezclado es aquel que
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tiene a sus elementos descritos por mas de un estado. Un ejemplo de ensamble mezclado es aquel cuyos
elementos estdn descritos en un 60 por ciento por el vector |a) y 40 por ciento por otro vector |3). Los
ensambles mezclados se dan cuando hay incertidumbre sobre la forma de preparacién de los estados de
los sistemas que lo componen. Si un sistema pertenece a un ensamble puro, se dice que se encuentra
en un estado puro, y si no, se dice que se encuentra en un estado mezcla.

Es posible describir a los estados mezcla por medio del lenguaje de los vectores de estado. Sin
embargo, es més adecuado recurrir al formalismo de la matriz densidad . El operador densidad se
define como:

p= sz’|ai><ai|v (4.5)

donde |a;) son los estados que ocupan los componentes del ensamble, y w; es la fraccién de poblacién
correspondiente a ese estado . Los vectores de estado |a;) no tienen que ser ortogonales necesariamente
y por lo tanto, el nimero de términos puede ser mayor que la dimension del espacio de Hilbert del
sistema.

Para que un operador p sea un operador densidad correspondiente a algin ensamble, este debe de
cumplir las siguientes propiedades:

= p es positiva: para cualquier estado |¥) tenemos que (¥|p|T) >0
= tr(p) =1

De aqui se sigue que p es diagonalizable, tiene valores propios reales y positivos, y su suma es igual
a uno.

Si un sistema se encuentra en un estado puro, existe algiin coeficiente w; en (4.5) que es igual a 1,

mientras que los otros coeficientes valen cero. Por lo tanto, si un operador densidad p corresponde a
un estado puro, entonces se cumple que p? = p.
La formulacién de la matriz densidad es matemaéticamente equivalente a la que utiliza el lenguaje
de los vectores de estado. Sin embargo, la matriz densidad es mas apropiada para la descripcion de
ciertas situaciones; en particular para la descripcién de subsistemas individuales de un sistema cuantico
compuesto en un estado puro. Esta descripcion esta dada en términos del operador densidad reducido,
cuya definicion es:

pa=Trp(pap) (4.6)

El mapeo Trp es conocido como la traza parcial sobre el sistema. La traza parcial sobre B esta definida
como:

Trp(pas) =Y slilpasli)s. (4.7)

i

La traza parcial es la inica operacién que nos da la descripcién correcta de cantidades observables
para subsistemas de un sistema compuesto.

Se sabe que la entropia de Von Neumann es una medida que cuantifica el enredamiento para estados
puros bipartitos. La entropia de Von Neumann se define en funcién de la matriz densidad reducida:

S(pa) = =Trlpalogy(pa)] (4.8)
Algunas de sus propiedades més relevantes son:

= S(p) = 0 para estados separables.
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Aditividad S(p™) = nS(p)

Subaditividad S(pap) < S(pa)+ S(pp). La igualdad se cumple si pap = pa ® pp
= Invariancia Si U es una transformacién unitaria entonces S(p) = S(UpUT)
= Valor mdxzimo S(p) < LogD donde D es el nimero de valores propios no negativos de p.

Si escribimos p4 en su forma diagonal:
pa =Y Cili)il, (4.9)

veremos que la entropia de Von Neumann se escribe como:

S(pa) =— Z Cilog,[C] (4.10)

Como la entropia de Von Neumann depende tnicamente de los valores propios de la matriz densidad
reducida, los cdlculos daran los mismos resultados sin importar si la traza parcial se aplica en el subsis-
tema A 6 en el subsistema B. Vale la pena destacar que los coeficientes C; en (4.9) estdn relacionados
con los coeficientes de Schmidt \; de la forma C; = |)\;|?. Asf pues, si conocemos la descomposicién
de Schmidt del estado que queremos cuantificar, la entropia de Von Neumann estara en funcién de los
coeficientes de Schmidt:

S(pa) = =2 I\if* logy | (4.11)

y ya no serd necesario calcular la matriz densidad para obtener los coeficientes C;.

4.2. Enredamiento en el BEC

La posibilidad de generar enredamiento en BECs con dos modos ya ha sido estudiada exhausti-
vamente [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]. Se sabe que las colisiones en el BEC generan enredamiento de
muchos cuerpos entre grados de libertad internos de spin de un condensado de dos componentes [28].
Esto se debe a que la evolucién de las propiedades del sistema estd determinada por la fuerza de las
interacciones entre las particulas. As pues, regulando la intensidad de éstas interacciones es posible
generar estados enredados entre las particulas del condensado. Una manera de hacer esto es aplicar un
campo magnético externo, el cual cambiara el potencial de interaccion de los a&tomos en el condensado.
Otra forma es por medio de pulsos provenientes de un laser [27].

El BEC de dos componentes es un sistema descrito por estados puros bipartitos. En el caso de
transiciones entre niveles de energia, los subsistemas son las particulas en los distintos niveles hiperfinos
|A) v |B). En el caso de tunelaje en un pozo doble, la interaccién tipo Josephson ya no se da en la
transicion entre niveles de energia sino en el tunelaje de particulas entre los dos pozos. En el caso
de un pozo doble el enredamiento se da entre las nubes de particulas contenidas en cada uno de los
pozos, y se vera afectado por la intensidad del tunelaje y por la diferencia de energia entre los minimos
de los dos pozos de potencial. En ambos casos es mas conveniente estudiar el enredamiento entre los
dos modos que estudiar el enredamiento entre particulas individuales, dado que no es posible hacer el
seguimiento de cada una. Ademads, los componentes asi definidos son més accesibles de ser investigados
experimentalmente.

El estado del BEC de dos modos con solucién analitica en la base desacoplada |N +m) ® [N —m)
es:

(@) ap = Ullj,m) =Y dl, o li +m) @ |j —m), (4.12)
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Particle Number

Fig. 4.2: Enredamiento como funcién de € y mo para N=100

el cual estd representado como una descomposiciéon de Schmidt con coeficientes dgn,mo‘ Por lo tanto,
sabemos que la entropfa de Von Neumann para un BEC de dos modos para el estado (4.12) es:

J
SN, m0,0) = =2 3 [d, 1, (6) 108 |, 1, (0) (4.13)
n=—j

En la figura (4.1) aparece una grafica de enredamiento contra mg y contra N, en donde se puede
apreciar que el grado de enredamiento es mayor mientras crece el niimero de particulas. En [9] se afirma
que este comportamiento se sigue presentando hasta valores de N de 10° particulas. En la figura (4.2)
se grafica enredamiento como funcion de 6 y mg. En general se ve que el enredamiento es mayor para
valores de mg cercanos a 0. Esto corresponde a valores en los que la distribucién de probabilidades
tiene el nimero méximo de picos. Los valores de A; y As son comparables, lo que significa la fuerza de
las colisiones es comparable con la diferencia de frecuencias entre los modos en ausencia de interaccién
de Josephson. En la figura (4.2) se ve que existe un minimo local para mg =0y 6 = 7/2. Si queremos
generar un estado de méximo enredamiento debemos de evitar este minimo, el cual se da cuando la
interaccién de Josephson es muy grande(6 = 7/2) y A2 > Ay . En el caso de tunelaje en un pozo doble
habra maximo enredamiento si el parametro de dispersién en ausencia de tunelaje es comparable pero
menor a la diferencia de energia entre los pozos.



5. EFECTOS DE LAS COLISIONES MULTIPLES EN EL CONDENSADO DE
BOSE EINSTEIN DE DOS MODOS

5.1.  Relevancia de las colisiones de orden mayor a dos

En capitulos anteriores se revisaron algunas propiedades del modelo CIM introducido en [8]. En este

capitulo se concentra el trabajo original contenido en esta tesis. A continuacion se procederd a analizar
aspectos que no fueron abordados en [8]. Principalmente se estudiara la influencia de las colisiones
multiples en las propiedades del condensado estudiadas en capitulos anteriores.
Se verd que el hecho de pasar de colisiones dobles a colisiones triples trae consigo cambios importantes
en el comportamiento del sistema. El primer caso que estudiaremos aqui sera la diferencia de poblacion.
En ese caso la diferencia en el comportamiento entre colisiones dobles y triples se hace evidente. Las col-
isiones triples afectan severamente al comportamiento periddico en la diferencia de poblacién, llegando
a inhibir los colapsos y reavivamientos estudiados en el capitulo tres. Otro aspecto no estudiado en
[8] es la evolucién temporal del enredamiento. Este aspecto serd analizado en este capitulo, mostrando
que hay una gran correlacién entre este y la diferencia de poblacién, siendo afectado de forma similar
al incluir colisiones de orden mayores a dos.

5.2.  El modelo con colisiones triples y su espectro de energias

Antes de presentar los cambios traidos por la adicion de colisiones triples, sera conveniente presentar
el Hamiltoniano del BEC que incluye a esta clase de procesos en su forma més general:

Hs=H;+ Hyr + Hygy, (5.1)
en donde:
H = Ay+Aia'a+ Ab'b+ Bia'™d + Bobla
H;; = Cia'ataa+ Cya'vtab + CsbTbthb

+ Diatatab + Dyatalvb + Dsa’vlaa + Dya’biob + Dsbibtaa + Db vt ab

= &alatalaaa + EbTHIBT0OL + E5aTbTbTabb + Esatatbiaab

Fratatataab + Foalaalabb + FzaTala’bbb + FralaTbTaaa + Fsatalblabb + FeataTvivbd

FratbTbTaaa + FeaTbTbTaab + FoaTbTbTbbb + Fiob' b bTaaa + Fi1bTbTbTaab + FiobTb bl abb
(5.2)

=
~
~
|

+ +

Hy abarca a los operadores de nimero de cada uno de los niveles (con pardmetros A; y Az), y a los
procesos de intercambio directo entre tipos de particulas (con pardmetros By y Bz2). H;r incluye coli-
siones dobles tanto eldsticas(con pardmetros C;) como ineldsticas (con pardmetros D;). Y finalmente,
las colisiones triples tanto eldsticas (con pardmetros &) como ineldsticas (con pardmetros F;) vienen
incluidas en Hyyy.

Es posible que los pardmetros que determinan al Hamiltoniano (5.1) sean tales que este tenga solu-
cién analitica, tal y como sucede con el (3.1). Si tal es el caso, (5.1) puede ser escrito como una
transformacién unitaria aplicada a un operador més sencillo, que en este caso (colisiones triples) es
Hy = A1J, + Ay J.% + AsJ.5.
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Asi pues, el Hamiltoniano del BEC con colisiones triples y solucién analitica es:

Hs = UHU = AUTUT + AyUT U + As(UT.UT)?

Aq(cos(0)J, +sin(0) (e Ty + e )

As(cos0J2 +sin0? (P J3 + e 2T + JpJ_ + J_J4)

cos OsinO(J, (e’ J. +e " J_ + h.c.)))

Aslcos 02 T2 + cos Osin 0% (e (T, 12 + T3 T, + Jo . J1) + (2 9( LI 2+ T2 0. + Jp g J4))

T T+ J_J) + Iy (J_d,+ T o)+ J_(JyJ, + T Jy))

sinfcos 0% (e (T, Iy J, + 2Ty + Jp J.2) + €9 (L. J_J, + J.2 T, + J.J.%)

sin@3 (303 + e 3T 4 (T d Ty + J2I_ A+ J_J3) e (I Jp o+ T2 T4 + L J?))
(5.3)

+ 4+ + + + +

Como U es una transformacién unitaria, el espectro de energias es E3, = Aym + Aym? + Azm?,
que el mismo que tiene Hy. Minimizando esta ecuacién con respecto a m da como resultado el niimero

Az

Ay  3M144
734,

[—1+4/1 Az ] (5.4)

m

Si A;‘—‘Z\h > 1, entonces (5.4) es un nimero complejo y E3 no tiene minimos locales, por lo tanto,
v A1As
A3
puntos senialados por los dos distintos signos en (5.4). Si A3 > 0 entonces la raiz con signo positivo es
el valor donde se encuentra este minimo local y si A3 < 0 entonces el minimo local es la raiz negativa.

El rango de m va de -N a N, y es posible que N sea lo suficientemente grande como para que el estado

base sea otra vez mg = *I\VTI:\?v asi que habra que comparar la energia correspondiente a este valor con

la energia del entero més cercano al valor del minimo local. El valor que sea menor es el estado base.

mo = —%. En caso de que < 1 entonces hay un maximo y un minimo locales, que estan en los

5.3.  Distribuciones de probabilidad

En el Modelo CIM la intervencion de colisiones de orden mayor modifica al espectro de energias
propias E,,, sin embargo, deja invariantes a los vectores propios, los cuales son U |4, m) independiente-
mente del orden de las colisiones. Asi pues, las figuras que representan las distribuciones de probabilidad
en funciéon de m permanecen inalteradas para un valor de mg fijo, ya que representan a los coeficientes
|cl,1fmo|2 que no dependen explicitamente de F,,. Sin embargo, para la distribuciéon correspondiente
al estado base la introduccién de un valor As distinto de cero altera drésticamente el valor mg del
estado base, aun si este valor es de orden mucho menor a A; 6 As. Por ejemplo, para el caso de 100
particulas con mg = A;/2As = 100 tendremos una distribucién con un solo maximo. Al anadir un
valor A3 = 1/600 tenemos que el estado base corresponde al valor mg = 0, que es la distribucién con
ntimero maximo de picos (ver figura (5.3)). Algo similar ocurre con las graficas de enredamiento en
funcién de 6 y mg. Estas siguen siendo validas para el caso de colisiones triples 6 mayores. Lo que va
a cambiar son las posibles combinaciones de los valores de A; para un determinado valor de my.

5.4. Efectos de las colisiones triples en la evolucion temporal del BEC

El hecho de incluir colisiones de mas de dos particulas afecta draméaticamente a la evolucién tempo-
ral de las propiedades del condensado. Una de éstas es la diferencia de poblacién entre los dos modos,
la cual fue estudiada en el capitulo 4 para el caso de colisiones dobles tal y como se presento en [8].
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A3 =7 500
0.05 —
0.04 —
0.03 —
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Fig. 5.1: Distribuciones de poblacién para A; = 200y A2 = 1. Es posible notar la transicién de una distribucién
con un solo pico a una con un nimero maximo de picos al anadir colisiones triples con un parametro

Ag = 1/600

Otra propiedad interesante es la evolucién temporal del enredamiento, la cual no fue revisado en [§]
va que sélo se investigaron los aspectos independientes del tiempo. Ademds, se realizard una compara-
cién entre ambas propiedades en presencia de colisiones dobles y con algunos ejemplos de colisiones
multiples.

Calculando el tiempo de reavivamiento por medio de (3.10) tal y como se hizo en la seccién 3.3
pero con E,, = Aym + Aam? + Asm?® que es el valor de la energfa propia en presencia de colisiones
triples; obtendremos la siguiente condicién:

2(Az +3Asm)tc = (2n+ 1)m (5.5)

El tiempo de colapso t. se define como el tiempo en el que todos los cosenos en la férmula (3.8)
se cancelan simultaneamente. Por eso es que la expresién que define a t. debe de ser valida para
toda m. Al introducir colisiones triples en (3.10) obtenemos la expresién (5.5), en donde aparece una
dependencia en m, lo que nos indica que los términos en (3.8) nunca se cancelan simultdneamente.
Como se puede apreciar, las colisiones triples inhiben la aparicién de colapsos y reavivamientos. La tinica
forma en que es posible observar los colapsos y reavivamientos para colisiones mayores a dos es haciendo
que estan tengan una intensidad muy baja, en particular para el caso de colisiones triples tenemos que
As >> 3A3N. En la figura (5.4) se puede apreciar este efecto. Los valores de los coeficientes de
orden menor a dos son A; = 49 y A, = 1. Estos valores fueron seleccionados de tal manera que los
reavivamientos son siempre idénticos para el caso de colisiones dobles, es decir P, = 1. El valor de Ag
es diferente para cada grafica. Se puede notar al observar éstas figuras que un valor de Az de orden 4
veces menor al de Ay ya influye de forma sustancial en el comportamiento. También es posible observar
que el tiempo que tardan en descomponerse es cada vez menor si se aumenta el valor de Ag, y si este
llega a ser del orden de A2/3N no se alcanza a formar ningin reavivamiento.

El papel que juegan las colisiones frias en el enredamiento ha sido poco estudiado, no sélo en el BEC,
sino en cualquier sistema cuantico de muchos cuerpos. Para muestra, en el archivo del laboratorio de
Los Alamos sélo hay referencia a 4 articulos que investigan la relacién entre colisiones y enredamiento.
Todos éstos articulos estdn relacionados directa ¢ indirectamente con el BEC. En [16] se propone
un esquema para la generacién controlada de estados altamente enredados entre dtomos neutros (no
ionizados)de un BEC 6 una red éptica, por medio de colisiones frias. Sin embargo, este articulo incluye
Unicamente a las colisiones dobles, ya que los estados enredados se generan entre pares de dtomos. [17]
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reporta la generacion de enredamiento entre &tomos pertenecientes a una red éptica. Esto se logra por
medio de colisiones entre dtomos vecinos en la red éptica. El articulo [18] nos habla de la influencia
de las colisiones atémicas en el enredamiento entre atomos bosénicos ultra frios y un campo 6ptico.
Finalmente, en [19] se propone un esquema para la generacién de estados EPR por medio de disociacién
de moléculas diatéomicas en pares de atomos, para después implementar la teleportacion de paquetes
de onda por medio de las colisiones. Todos los articulos antes mencionados sélo hablan de colisiones
dobles. La relacién entre colisiones multiples y enredamiento es un campo atun inexplorado, pero que
sera abordado en este tesis.

Para obtener la evolucién temporal del enredamiento hay que calcular la evolucién de la matriz
densidad p = [¥)(¥|. Para esto sabemos que, para un |¥(0)) = [j,mo) = > _,, CrnU|j, m), entonces

W) = Y Cne MUTN,m),
= Y Cone®UT N, m),
= ) Cuefrtemmeay, L(0)IN,m),

= > eftdl N, N m),

mo,m
m,m’

= Y Qu@IN +m) @ N —m'), (5.6)

donde Q. (t) =", d%,)m(e)d%mm(e)e“ﬂmt . Tal y como en el caso independiente del tiempo, el estado
estd escrito en la representacion de Schmidt, y por lo tanto no es necesario calcular la matriz densidad

reducida. Se hace pues evidente que el enredamiento en funcién del tiempo esta dado por:

S(N,mo, 0,8) = =2 [ (1) * logy [ (¢)]] (5.7)

En las figuras (5.4) se representa la evolucién temporal del enredamiento en color guinda. Nétese
que sus oscilaciones se alejan muy poco de cierto valor, que es el valor maximo de la entropia de Von
Neumann, dado por log, (2N + 1), el cual es ligeramente mayor a 5, ya que N estd entre 17 y 25 en
los casos expuestos en las figuras. En éstas también aparece la diferencia de poblacion tal y como se
presento en el capitulo 3, con periodos relativos P, = 1,2, 3,y4. Esto se hace para mostrar que éstas
dos propiedades estan correlacionadas. De hecho el periodo del enredamiento es el mismo para ambas
propiedades, y la estructura del enredamiento se repite segin los valores de P,., de la misma forma
en la que lo hace la diferencia de poblacién. Ademés, los puntos donde el enredamiento es méximo se
dan precisamente en el punto medio de cada colapso y cada reavivamiento. Evidentemente, dada esta
correlacién, el comportamiento temporal del enredamiento también se vera seriamente afectado por la
aparicion de colisiones multiples, tal y como se muestra en la figura.

5.5.  Colisiones miltiples

Se ha demostrado que las colisiones de ordenes mayores a dos estén presentes en el BEC [5]. Por lo
tanto, éstos procesos deberdn ser incluidos si se desea que los modelos utilizados para la descripcién
del sistema se acerquen mas a la realidad. El Hamiltoniano més general en la aproximacion de dos
modos que incluya colisiones de orden n deber de incluir todos los procesos de ordenes mas bajos,
tanto elasticos como inelésticos. Si suponemos que no hay pérdida de particulas, todos los términos en
el Hamiltoniano tendran el mismo nimero de operadores de aniquilacién y creacion. Por ejemplo, si
queremos escribir el Hamiltoniano de orden n-ésimo, simplemente debemos de anadir los términos de
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Fig. 5.2: Aqui se muestra la forma en la que influyen las colisiones triples en la evolucién de J.. Estas figuras
fueron realizadas con A1 =49, Ay =1y As el valor especificado en cada figura.
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Fig. 5.3: Comparacién entre la diferencia de poblacién y el enredamiento para un estado inicial |j,7), con
P,=1,2,3 y 4. Es posible apreciar que el enredamiento repite su comportamiento segun el valor de P;
de la misma forma en que lo hace (J.)
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Fig. 5.4: Aqui se muestra la distorsién en el comportamiento periédico que aparece tanto en (J.) como en
el enredamiento al aumentar As. Los pardmetros Ay y Ao fueron escogidos de tal manera que la
estructura del enredamiento y de los reavivamientos en (J.) sean siempre idénticas en el caso de

colisiones dobles.
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orden 4 (p. ej. a'a’a’babbb) al Hamiltoniano (5.1). Posteriormente se afiaden los términos de orden 5
(p. €j. atatalbTbTabbbb) y asi sucesivamente.

Aplicando el mismo procedimiento que llevo al Hamiltoniano (5.3) se obtiene una familia de Hamilto-
nianos de orden arbitrario menos general que la definida justo arriba pero con solucién analitica. Para
esto hay que aplicar la transformacién unitaria U definida en la seccién 3 a una combinacién lineal
de potencias de J, Hy = Zp A,J?, El grado del polinomio Hy = Zp ApJ? en J, es el orden méaximo
de colisiones incluidas. El Hamiltoniano obtenido esH,, = UTHoU = Y °_ A,(UTJ.U)P. Toda esta

familia de Hamiltonianos tiene como solucién al vector U'|j, m), sin importar el orden de las colisiones
incluidas. El espectro de energia estd dado por EP, = Zp A,mP con —j < m < j. El estado base se
obtiene resolviendo la siguiente ecuacién con respecto a m:

> pAmPN =0 (5.8)
P

Para investigar lo que sucede con la evolucién temporal del BEC, hay que escribir la ecuacién que
define el tiempo t. de aparcion de un colapso en la diferencia de poblacién (5.5), pero incluyendo los
términos correspondientes a colisiones multiples de orden arbitrario:

(i Ap((m+1)P —2mP + (m — 1)P)te = (2n + 1)7. (5.9)

p=1

En el caso de colisiones dobles, la ecuacién (5.9) nos daba el tiempo en el que todos los términos de
la ecuacion (3.8) se cancelan entre si. A causa de la dependencia en m que hay en (5.9), éstos términos
no se cancelan simultdneamente, tal y como sucede cuando se incluyen solamente colisiones triples. Se
observaran colapsos y reavivamientos durante un cierto tiempo si los coeficientes A, con 3 <p < n
son lo suficientemente pequeos. El tiempo que duran los colapsos y reavivamientos serd menor si la
intensidad de las colisiones multiples aumenta, tal y como se muestra en la figura (5.5). Esta condicién
se cumple para n > 2, y por lo tanto, no habra comportamiento periédico en presencia de colisiones
multiples de cualquier orden. Para la evoluciéon del enredamiento pasa algo similar, un patrén que
originalmente es periédico pierde su estructura al paso del tiempo en presencia de colisiones multiples
de cualquier orden.
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Fig. 5.5: Aqui se muestra el cambio en el comportamiento periédico del BEC en presencia de colisiones quin-
tuples. Se puede apreciar que el cambio es similar al que se da en presencia de colisiones triples.



6. CONCLUSIONES

El hecho que las colisiones inelasticas tienen una gran influencia en las propiedades el condensado ya
era conocido desde hace tiempo. Con el modelo CIM se hace posible un estudio teérico més detallado de
las colisiones multiples que no provocan esta pérdida de particulas, lo cual es un campo relativamente
inexplorado. En este modelo se facilita el entendimiento de la fisica del condensado al introducir
soluciones analiticas, ademas de tener la ventaja de ser escalable a colisiones multiparticulas de orden
arbitrario. En [8] ya se habfa mostrado que la inclusion de colisiones ineldsticas tiene efectos drasticos
en las propiedades del BEC con respecto a los modelos utilizados tipicamente.

En este trabajo de tesis se utilizan los resultados presentados en [8] y se presentan nuevas predic-
ciones tedricas. Estas predicciones extienden el trabajo realizado en [8], sobre todo en el aspecto de
las colisiones multiples, en particular en el caso de las colisiones triples. Aqui se muestra que éstas
colisiones tienen efectos visibles sobre el comportamiento observado con colisiones dobles: Es posible
pasar directamente de un estado no superpuesto a la superposicién méxima posible sin atravesar por
estados intermedios y la evolucién temporal de la diferencia de poblacion y del enredamiento pierde el
comportamiento uniforme y periédico observado en el caso de interacciones dobles. Todas éstas predic-
ciones son, en teoria, susceptibles de ser medidas experimentalmente, y por tanto existe la posibilidad
de determinar que tan factible es el inducir procesos ineldsticos sin pérdida de particulas, y que tan
influyentes son éstos procesos en las situaciones experimentales reales. Sin embargo, uno de los prob-
lemas abiertos del modelo introducido en [8] es la determinacién de los valores de los pardmetros que
corresponden a situaciones reales. Esta tarea se vuelve dificil debido a que hay un distanciamiento entre
el lenguaje que utilizan los fisicos tedricos y los experimentales. Es decir, si se realiza un experimento
sobre el BEC, no se tiene un conocimiento claro de sobre los pardmetros que corresponden a un mod-
elo tedrico que describa correctamente a tal experimento. Por lo tanto, aun es necesario determinar la
relacion entre las variables experimentales y los parametros de los modelos tedricos. Este conocimiento
nos permitira saber en que regiones del espacio de parametros el hamiltoniano tiene sentido fisico, y en
consecuencia nos permitird saber si la soluciones analiticas lo tienen. Los resultados aqui presentados
podridn tener relevancia para las redes Opticas y los sistemas de fermiones interactuantes por medio
de spin, gracias a la relacién que existe de el modelo utilizado para describir al BEC con los modelos
de Bose-Hubbard y de Lipkin-Meshkov-Glick.

Se habia mencionado con anterioridad que el BEC es uno de los sistemas favoritos para la imple-
mentacién del computo cudntico. Por eso, existe una linea de investigacién futura la cual contempla
la posibilidad de implementar compuertas cuanticas en el BEC. La existencia de soluciones analiticas
hace més fécil el estudio de esta posibilidad. El principal reto de esta investigacién consiste en el deter-
minar la forma més conveniente para definir en el BEC la unidad fundamental del computo cuéntico,
el qubit.



APENDICE



A. OBTENCION DE LA FORMULA EXPLfCITA PARA LAS MATRICES DE
ROTACION

Para obtener explicitamente los elementos de la matriz de rotacién U = exp®’v es conveniente
recordar que los estados |j, m) se definen como por medio de la ecuacién (2.31):
. (ahy" " @y
gym) = —= = ,
V(i +m)l(j —m)!

Asi pues, si le aplicamos el operador de rotacién obtendremos:

|0,0) (A1)

Uatuty T wytuty "
V3 +m)l(j —m)!

A partir de la definicién de /v =" % se puede ver que U|0) = |0). En consecuencia sélo

necesitamos saber la accién de el operador de rotacién sobre los operadores a' y bf: para este propésito
invocaremos a la férmula de Baker-Haussdorf:

Ulj,m) = Ul0,0) (A.2)

, , i\ A"
elCr Ae™1CN = A +iM[G, A] + %[a G, A + ...+ ’77{0, G, (G, [...[G, A))..] + .. (A.3)
Para calcular el resultado de la férmula anterior sustituyendo A = af 6 6T A =0y G = —Jy es util
saber que:
i L
pal] = oob (A.4)
i 1 i

Es claro que al aplicar sucesivamente los conmutadores la dependencia en af y bf siempre es lineal
por lo tanto podemos agrupar sus coeficientes, los cuales corresponden a las funciones seno y coseno
evaluados en 6/2. El resultado es:

2 3
e~ Mlgtetvd = o 4 (G/Q)bT — (92?) at — (Qé?) bi...
= a'cos g + b' sin g (A.6)

y andlogamente para b':

, . 0 0
e~ WulqTet v = bl cos 3~ a'sin 3 (A.7)
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por lo tanto, si sustituimos las ecuaciones (A.6) y (A.7) en la ecuacién (2.31) y recordamos el
teorema binomial:

NlghN—kyk
(x+ y>N = ; (Nfik)gf' (A.8)

obtendremos:

o107y

, +m)!(j —m)!
jym) = ZZ j+mj k'k'(j m — )

[aT COS(Q/Q)]J_H" k[btsin(0/2))k
VG +m)l( —m)!
[—a'sin(8/2)19 ™= [b cos(6/2)]*|0) (A.9)

X

Los coeficientes de la matriz de rotacién di;l,m(G) estan definidos por medio de la ecuacion:

010y ! e aT)J-i—m (bT)
|.77 ;l.ﬁ >dm’ Zd +m/) (] — )|‘0> (AIO)

Nétese que el operador af en (A.9) como exponente a 2j 4+ 2m — k — 1. Por lo tanto, para comparar
(A.9) v (A.10) podemos igualar:

2—k—l=j+m (A.11)

Por lo tanto, la sumas sobre 1 y sobre k no son independientes, y como deseamos obtener los
coeficientes para una m’ fija, podemos eliminar la suma sobre 1 y dejar sélo la suma con indice k
sustituyendo | = j — k —m’. Y esta sustitucién es congruente con los exponente k+1y j —m’ de bt en
(A.9) y (A.10). Finalmente, es necesario identificar los coeficientes de cos (6/2), sin (0/2) y de -1, que
son:

jAm—k+1l = 2j-2k+m—m
k+j—-m—1 = 2k—m+m
j—m—-1 = k—m+m

(A.12)

en donde se ha usado (A.11) para eliminar 1. Asi pues, se obtiene que la expresién para dfn,m es:

J = _1\k—m+m’ \/<-]+m) (.7_ )'(]+m/)'(]—m’)|
(@) = D (-1) Ghm B — k= k — )

. ! ’
92] 2k+m—m 92k m—+m

X cosy sin 3 (A.13)

k

Para esta expresion tenga sentido, los argumentos de los factoriales en el denominador deben ser
positivos, lo que implica que el indice k debe de cumplir con las siguientes condicién:

Min[j +m,j—m'] > k> Maz[0,m — m/] (A.14)
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