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Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo primordial auxiliar a los alumnos de
las asignaturas de Programacién Lineal e Investigacién de Operaciones en
la comprensién y repaso de temas relacionados con la Programacién Lineal,
tomando como base los temarios de las asignaturas antes mencionadas para
el Plan de Estudios de la carrera de Actuaria del ano 2000 de la Facultad
de Ciencias, de la UNAM.

El segundo objetivo es dividir la informacién necesaria para cumplir con los
temarios de las asignaturas en 40 sesiones tedricas y 7 précticas, cada una
con un objetivo claro y concreto. Ademas la extension de cada una de las
sesiones es corta a fin de que no implique al lector invertir mucho tiempo en
su lectura y comprensién, como una sesién en el aula.

El trabajo cuenta con siete capitulos, cada uno con un objetivo y con
secciones que se relacionan con el tema del capitulo y que representan en
s{ mismas una sesion.

El primer capitulo, Conceptos Bdsicos, es un breve repaso de las herramien-
tas de Algebra Lineal que se requieren para la resoluciéon de problemas; se
proporcionan también las instrucciones béasicas de Matlab, puede consider-
arse como opcional para el lector.

En el segundo capitulo, El Problema de Programacion Lineal, se definen
términos importantes como Investigacién de Operaciones, Programacién
Lineal, region de soluciones factibles, espacio de requerimientos, entre otros,
para introducir al lector al tema de estudio.

Se utiliza un programa de software libre llamado Graph para generar ima-
genes en R? que permitan visualizar los conjuntos de soluciones que puede
tener un problema para hacer conciencia en el lector de la necesidad de un
método o algoritmo para la solucionar el problema.

En el tercer capitulo, Método Geométrico y Grdfico, se resuelven problemas
usando el método gréfico que es muy visual e intuitivo y el método geométri-
co en el cual se analizan todas las posibles soluciones al problema, se observa
la clara limitacion de estos métodos atin con el uso de la computadora.

El cuarto capitulo, El Algoritmo Simplex, es el centro del trabajo, no solo
por que en él se desarrollan las nociones que llevan a la construccién del
algoritmo Simplex y sus diferentes enfoques, sino porque se requiere que el
lector haya asimilado el algoritmo Simplex y lo pueda aplicar correctamente
para la comprensién de los siguientes capitulos.



Ademids el capitulo presenta diferentes formas de representaciéon para
las tablas Simplex as{ como su relacién entre ellas, lo que permite al lector
consultar con facilidad cualquier otro material o libro relacionado con la
programacién lineal.

El quinto capitulo, Encontrando una solucion inicial, se explica como en-
contrar una solucién basica factible inicial a cualquier problema factible o
bien a concluir que el problema no tiene solucion, se analizara por medio de
algunos ejemplos en que casos el algoritmo Simplex no llega a una solucién
6ptima, es decir no converge.

En el sexto capitulo, Dualidad y Andlisis de Sensibilidad, se estudian mas
propiedades de la tabla Simplex y de la solucién encontrada, se dan las he-
rramientas para utilizar una soluciéon para obtener otra nueva.

En el séptimo capitulo, Reduciendo el Numero de Operaciones, se explican
algunos métodos para la resolucién de problemas a fin de realizar solo los
calculos necesarios para llegar rapidamente al resultado, estos métodos son
mas practicos cuando el lector hace los calculos manualmente.

El tercer objetivo del material es incitar al lector a auxiliarse de la computa-
dora para realizar cdlculos y proporcionar algunos programas que solucionen
los problemas.

Cabe resaltar que no es necesario leer todos los capitulos para llegar a una
comprension de los temas, aiin cuando es recomendable, para los lectores que
tengan un primer acercamiento con la Programacion Lineal pueden excluir
de su estudio el capitulo 7, la parte de Analisis de Sensibilidad del capitulo
6 y el Apéndice A en el cual se encuentran algunas de las demostraciones
mas importantes de la programacién lineal, por ser estos tépicos un poco
mas formales y enfocados también a la minimizaciéon del tiempo invertido
en la solucién de problemas y no en la explicacién del Algoritmo Simplex en
si.

En el Apéndice B se encuentran las lineas de c6digo en Matlab de los algo-
ritmos que se explican a los largo de los siete capitulos que abarca este texto
a fin de que si el lector los utilice para corroborar resultados y facilitarse
célculos.

Para los lectores que cuenten con nociones claras de Programacién Lineal
no serd necesario resolver las secciones de ejercicios que aparecen al final de
cada uno de los capitulos, ya que estas solo sirven para que el lector evalie
su aprendizaje por lo que se proporcionan las respuestas a los ejercicios en
el Apéndice C.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

El objetivo de este capitulo es repasar los conceptos de Espacio Vecto-
rial y Transformaciones Lineales, revisados en las materias de Geometria y
Algebra Lineal, que son necesarios para comprender y resolver problemas
de optimizacién lineales que se presentan en los cursos de Investigacién de
Operaciones y Programacion Lineal.

1.1. El Espacio de las Matrices

Objetivos: Definir Espacio Vectorial, operaciones bésicas en el Espacio
de las Matrices de m x n. Para matrices cuadradas se explica el cédlculo de
la inversa y el determinante.

Definicion 1.1.1 Un Espacio Vectorial sobre un campo K es un conjunto
no vacio V con una operacion binaria

+:VxV =V

(u,v) — u+wv

y una funcion

p:KxV -V
(a,v) = p(a, V) = av
que cumple los siguientes axiomas:
1. u+ v =v+ u Conmutatividad
2. (u+v)+w=u+ (v+w) Asociatividad
8. 30€V tal que v+ 0 = v Neutro Aditivo

4. Para cadav € V existe un elemento, denotado por -v tal que v+(-v)=0
Inverso Aditivo
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5. a(u+v) = av + au Distributividad del producto

6. (a+ B)v = av + Bv Distributividad del producto por escalares
7. (af)v = a(fv) Asociatividad del producto

8. Para 1 € K 1v=v; Neutro Multiplicativo o, 3,1 € K,u,v,w € V

Los elementos del Espacio Vectorial sobre K se denominan wvectores, los
elementos del campo K son los escalares y la funcion p se llama multi-
plicacion escalar. Para nuestro estudio en particular nos enfocaremos en el
Espacio Vectorial sobre el campo de los niimeros Reales.

Sea +: (R xR") x (R"™ xR") - R™ xR"

(A,B)— A+ B

y una funcién
R x (R™ x R") — (R™ x R")

(A A) = (A A)=A\- A

llamado Espacio de Matrices de mxn (M, x,) cada elemento de este espacio
es denominado Matriz, sin embargo cuando m=1 o n=1, se nombran vector
renglon o vector columna respectivamente.

Definicién 1.1.2 Sean A, B € Myp, con A = (ai;), B = (bij) se define la
suma de matrices como:

A+ B = (aij + bij) ie. (A+ B)ij = a;j + by

. (2 3 4 (1 =2 3
Ejemplo 1.1 Sean A= (7 1 5>,B— (O 6 8)

(241 3-2 443\ _ (3 1 7
A+B= <7+0 1+6 5+8>" (7 7 B)

Definicion 1.1.3 Sean A € R y A € My« el producto por un escalar se
define como:

aill a19 e A1n )\&11 )\&12 e )\aln

A=\ a:21 CL:22 e a?n _ )\Cfgl )\61;22 e )\a:2n :()\aij)

Aml Am2 - Gmn A1 ANam2 ... Admn
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Ejemplo 1.2 Sean A= <; i) g) yrx=-—2

va==2 (31 5)= (33 )
Otra operacion util es la multiplicacién de matrices
* 1 Mysn X Mpxi — Mpxi
(A,B) — Ax B

Definicién 1.1.4 Sea A € Mxn, B € M,y se define el producto de
matrices como:

ail a2 ... aip bi1 bz ... by
a1 azy ... a2, bor b2 ... by
AxB= . . . *
Gml am2 ... Qmp bpi b2 ... by
n n n
Yoimqabin Yol qaube ... DT anby
n n n
Yoimqazibin Yo jazbi ... D agby
n n n
Yoim1 mibit Do mibia o Do amiby
es decir

(A * B)ij = Z aikbkj

k=1
1 5 3
Ejemplo 1.3 A = <; 2 g),B— 2 7 4
3 9 -1
1 5 3
Ax B = <; 3 g>* 2 7 4
3 9 -1

Aap— (11432473 1.543.747-9 1.343-4+47-(-1)
~ \2:146-2+5-3 5-24+6-7T+5-9 2-3+4+6-445-(—1)

28 89 8
AxB = (29 97 25)
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Definicion 1.1.5 La transpuesta de una matriz es la operacion definida
como:

AT = (ay)" = (az)

1 3 7 b2
Ejemplo 1.4 Si A = —-AT = [3 6
2 6 5 75

Para las matrices cuadradas (M,,x,) se tienen las operaciones Inversa y
Determinante; con estas operaciones se pueden definir Grupos' o Espacios
Vectoriales, como el Grupo Lineal Especial (GL), con la siguiente operacién
binaria:

*: (R x R") x (R" x R") - R" x R"

(A,B) — AxB
10 0
0 1 0
y con elemento neutro I2 = | . : :
00 ... 1

Definicion 1.1.6 El determinante de una matriz de M, x,, es una funcién
que va de Myxn, — R y que se calcula como:

n

Det(A) = Z(—l)”jaijaij

j=1
donde «;; es el determinante de la matriz formada al suprimir la fila i y la
columna j, nombrado el “menor” de a;j,cuando incluimos el factor (—1)itJ
al menor de a;j se dice que es el cofactor de a;;.

Si el determinante de la matriz A es cero se dice que A es no invertible, lo
que implica que no existe A™! tal que Ax A™1 = A1« A =1 donde A~ ! es
la inversa o inverso multiplicativo de A.

1 3 4
Ejemplo 1.5 A = 2 7 5
4 3 2
— + —
—/1 3 4 3 sin pérdida de
Det(A)= +(2 7 5 |=) (-1)"Yaya;; generalidad
—\4 3 2 j=1 sea 1 =1

1Un Grupo es un conjunto no vacio con una operacién binaria que satisface: la
asociatividad, existe el neutro y los inversos.
b
2Al elemento neutro I se le denomina matriz identidad.
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3
=Y ()" a1 = (=1)%a11 +3 - (=1)%a12 + 4(=1) a3
j=1

7 5 2
:a11—3a12+4a13:‘ 3 9 ’—3‘4 2'+4'4

w

= 7-2-5-3-3(2:2-5-4)+4(2-3-4-7)
=14—15—3(4—20) +4(6 — 28) = 1 + 48 — 88 = —41
Al = —41

La importancia del determinante® no solo indica si existe o no la inversa de
una matriz, sino también sirve para su célculo.

A™h = A/|A]

Donde Aes la transpuesta de matriz formada por los cofactores, ie.
(A)ji = (1) a;j, A se denomina la Matriz Adjunta Clasica.

Ejemplo 1.6 Calcular la inversa de A usando la Matriz Adjunta Cldsica

1 3 4
A= |2 7 5 Det(A)#0 —3A!
4 3 2
~ 75 ~ 3 4 ~ 3 4
An = (—1)2 3 9|~ -1 Ay = (—1)3 3 9 ‘ =6 Az = (_1)4 75
- 2 5 ~ 1 4 ~ 1
Ajg = (—1)° Lo | =16 Ap= (-1)* 4 9 ' =-14 A =(-1)° 5
_ 2 7 ~ 1 3 ~ 1
A= (-1)* 4 3 |=722 Agg = (—1)° 4 3 ’ =9 Az =(-1)° 9
N -1 6 -—13
A=1| 16 -14 3 Det(A) = —41
—22 9 1
1/41  —6/41 13/41
A7l =] —16/41 14/41 —3/41

22/41 —9/41 —1/41

Otro método para calcular la inversa, es el Método de Gauss-Jordan.
Sea A = (aj;) invertible y k=0;

1. Construimos B=(A:I)

3El determinante de A se denota como |A].
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2. Sea k=k+1
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s Si apr # 0 dividimos el renglén k-ésimo entre agj y hacemos cero
las entradas ap; con j # k mediante operaciones elementales?

entre renglones.

» Si a,=0 permutamos® la k-ésima columna con la j-ésima, donde

aj 70y j>k

3. Si k=n+1 terminar, se ha encontrado la inversa (I:A~1), si no regresar

al paso 2

Ejemplo 1.7 Calcular la inversa de A usando Gauss-Jordan

1 3 4
A= |2 7 5 Det(A)#0 —3A™!
4 3 2
1 3 4 1 00 1 3 4 1
B= 12 75 01 0]=1]0 1 -3 -2 1
4 3 2 0 0 1 0 -9 —14 —4 0 1
1 0 13 7 -3 1 0 0 1/41 —6/41
=1lo 1 -3 -2 1 ~ 0o 10 —16/41 14/41
0 0 —41 -22 9 0 0 1 22/41  —9/41
1/41  —6/41 —13/41
A7 = | —16/41 14/41 -3/41
22/41 —9/41 —1/41

Otro método poco frecuente pero

La Inversion de

bastante practico es

Matrices por Particion

Con una matriz A € M,«, no singular, se particiona en cuatro bloques
segun la descomposicién n=p-+q para filas y columnas

M =

B C
D FE

)

4La suma de renglones y la multiplicacién por escalares(distintos de cero) no afecta las

propiedades de la matriz.

°Se deben guardar los cambios en una matriz permutada.

13/41

—3/41
—1/41
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En consecuencia B € My, C € Myyq, D € Mgxp y E € Myxq.
Supongamos que E es no singular y con una inversa facil de calcular,
proponemos la inversa de A con el mismo esquema de particién

4 (XY
(7o)

donde X, Y, Z y U son matrices a determinar y del mismo tipo que B,

vy E, respectivamente.
de forma que debe verificarse

B C X v I, 0
Ax A = % =7
D E 7 U 0 I,

es decir
BX +CZ =1,
DX+FEZ=0
BY+CU=0
DY + EU = I,

De (1.2) EZ = —DX multiplicando por E~!
Z=—-E"'DX
Sustituyendo(1.5) en (1.1)
BX +C(-E7'DX) =1,
(B-CE'D)X =1,
X=(B-CE'D)™!
De (1.4)
EU =1,—- DY
U=E'-E DYy
Sustituyendo (1.7) en (1.3)
BY + (CE™' —CE™'DY) =0
(B—-CE'D)Y = -CE™!

X'%V=-CE!
Y =-X"lcg!

Con las ecuaciones (1.5)-(1.8) se pueden determinar X, Y, Z y U.

11

C,D

A/\,\,_\
—_
=W NN =
_— O — —

(1.6)

(1.7)
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Ejemplo 1.8 Determinar la inversa de A utilizando el método de particion

de matrices

Entonces de acuerdo con la particion anterior

B:(é i>,02<§>,D:(4 3),E=(2)

1l =6
a1 41
X = —-16 14
a1 41

HH »Jk‘\
SN

13 13 )
41 41 -

(43)*<3>:<3>:41
41 41

1/41  —6/41 13/41
At = —16/41 14/41 —3/41
22/41  —9/41 —1/41

d

Il
DO | =
|
N =
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1.2. Repaso de Algebra Lineal

Objetivo: Definir combinacion lineal, dependencia e independencia
lineal, subespacio generado, dimensién, base y rango de una matriz.

Definicién 1.2.1 Sean ui,us,...,um € R™ y A1, Aa,..., Am € R, @ se dice
que es una combinacion lineal de wui,uo, ..., Uy St existen A1, A2, ..., Am
numeros reales tales que

U= Aui+ Xus + ...+ A\ntum

Ejemplo 1.9 Sean u1=(1,2,0), ua=(3,0,1), us=(1,1,1) y u=(4,5,2).
Demuestre que u es combinacion lineal de uy,us, ug.

(47 57 2) = )‘1(17 270) + )‘2(3707 1) + )‘3(15 ]-a 1)

(4,5,2) = (A1,2A1,0 - A1) + (3A2,0 - Ag, A2) + (A3, A3, Az)
(4,5,2) = ()\1+3/\2+)\3,2)\1+0-)\2+/\3,0-/\1+)\2+)\3)

M+ 3 +A3=4
221 +0- X+ X3 =5
O- M+ X+A3=2
1 3 1 A1 4
2 0 1 X | = 5
0 1 1 A3 2

Calculando la inversa por alguno de los métodos revisados anteriormente

1/5 2/5 —3/5
At= | 2/5 —1/5 —1/5
-2/5 1/5  6/5

1/5  2/5 —=3/5 4
A=A"1lsu= 2/5 —1/5 —1/5 % [5
-2/5 1/5  6/5 2

AL 8/5

A= [ X ] = |1/5

A3 9/5

. u es una combinacion lineal de uy,us y us.



Nétese que: si un
conjunto es li y le
quitamos un elemen-
to el subespacio ge-
nerado es menor

14 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
Definiciéon 1.2.2 Sean ui,us,...,u,n € R™. El subespacio generado por
UL, U, ..., Uy € R™ es el conjunto de todos los vectores que son combinacion
lineal de los vectores u;, i =1,...,m ie..

m

{XGRWXzEZ&m &ER}

i=1

Definicion 1.2.3 Un conjunto de vectores ui,us, ..., U, son linealmente

independientes(li), si

el vector 0 es una combinacion lineal de éstos con

;=0 para toda i, es decir:

S 6:)\1u1—|—)\2u2—|—...—|—)\mum = \=0 Vi

Ejemplo 1.10 Demuestre que el conjunto uy,us,us del ejemplo 1.9 genera

el espacio R3 y que los

(z,y,2)

vectores dados son linealmente independientes.

:)\1(17270>+)‘2(37071)+A3(17171)

1 3 1 )\1 €T
2 0 1 vl= |y
0 1 1 )\3 z
A A <

A = T+ 2y — 3z

)

20 —y — z

-2z 4+y+ 62

Ny = YR

5

A1, A2, A3 estdn bien definidas ¥V z,y,2 € R. . A1, A2, A3 generan R3.

PD. que ui,us2,ud son

linealmente independientes.

Si (z,y,2)=(0,0,0) entonces

0+2-0—3-0

Como )\1 = )\2 == )\3:0,

Definicion 1.2.4 Un

2.0-0-0

—2.04+0+6-0
0 A= 0 A= t0+6-0_

5 )

los vectores son linealmente independientes

conjunto de vectores uy,ua, ..., Uy, Son linealmente

dependientes si mo son linealmente independientes es decir:

g £ 0

tal que 0= Ajuj + dous + ...+ At

0
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Ejemplo 1.11 Muestre que u;=(1,0,1), ue=(0,2,0) y us=(-2,2,-2) son li-
nealmente dependientes

(2,y,2) = A1(1,0,1) + A2(0,2,0) + A3(—2,2, —2)

-2 A1
2 A2 | =

10
0 2
1 0 -2 A3
A

e ed
A

*{Nt@ 8

A =2+ 23

— 2\
Yo =
MMER z==x

Todos los vectores de la forma (x,y,z) con z # z no estdn en el subespacio
generado por w1, ug, u3 por lo tanto el conjunto no genera a R3

PD. w1, u9,us son linealmente dependientes

A= 04+2X3 = 2)3
— 2
)\2:0 LY

2
A3 €ER

Si A3 #0 — A\ # 0,)2 # 0 de forma que los vectores son linealmente
dependientes.

Definicién 1.2.5 Sea U un espacio vectorial,su dimension, dim(U), es el
numero minimo de vectores necesarios para generar el espacio.

Ejemplo 1.12

Sea U = {Y € R3|4:c +y=0z+y+z= O} calcule la dimension de U

de+y+0-2=0— y=—4z sustituyendo
z+y+z2=0— —3rx+ z2=0— 2= 3z
U={XeR}X = (z,—42,3z) z€R}
U={XeRX = z(1,-4,3) z€eR}
o (1,—4,3) genera U S.dim(U) =1
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Definiciéon 1.2.6 Una base de un espacio E™ es un conjunto de vectores
ai,as,...,ar que generan E™ de forma que si cualquiera de ellos es removido
los restantes no generan E™.

Ejemplo 1.13 Encuentre una base para

U={XeR'2z+y—2+0-w=0, 2+2y+z+w=0, z,y,z,w € R}

24+ y—2=0— 2= 22+ y
r+2y+2z+y)+w=0— 3r+3y+w=0— w=-3x—3y
(z,y,2z,w) = (x,y,2z +y, -3z — 3y) = =(1,0,2,-3) + y(0,1,1,—3)
-.{(1,0,2,-3),(0,1,1,—-3)} es una base para U
Definicién 1.2.7 El rango de una matriz Amxn €s el nimero de renglones
o columnas linealmente independientes, de donde rang(A)< min{n,m},si el

rang(A)=min{n,m} decimos que A es de rango completo,en particular si
m=n la matriz A es invertible.

Una forma de encontrar el rango de una matriz es mediante los siguientes
pasos

1. Se elige cualquier elemento no cero de la matriz dada como pivote y
se divide por este elemento la fila correspondiente.

2. Los restantes elementos de la columna pivote se transforman en ceros
mediante operaciones elementales.

3. El transformado de todo elemento que no figure en la fila ni en la
columna pivote se determina siguiendo la regla del rectangulo.

Tomando a como pivote

/_.h
[l — e

4. Se repite el mecanismo eligiendo como pivote un elemento que no
pertenezca ni a las filas ni a las columnas de los pivotes anteriores.

5. el niimero de vectores candnicos es el rango de la matriz.

Ejemplo 1.14 Calcule el Rango de A = < i ; _11 (1) )
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rango(A) < min{2,4} =2

—1 —1

(21—1 0>N<1 T0)N<10—1T
~ 5 ~ )

1 2 1 1 0 5 1 01 1 5

Tiene 2 vectores canénicos, la columna 1y 2 ,entonces el rang(A)=2

NI Nl

6 bien < _11 ) Yy ( (1) ) son linealmente independientes el rango(A)=2.

El concepto de rango puede ser extendido a los sistemas de ecuaciones, para
determinar el rango de un sistema Ax = b el vector de coeficientes b se
aumenta a la matriz A para formar la matriz A|b el rango de ésta es el
rango del sistema de ecuaciones.

El rango sirve para definir la consistencia é inconsistencia® de un sistema
mediante las reglas

1. Un sistema de ecuaciones es consistente si y sélo si el rango de la
matriz aumentada A|b es igual al rango de la matriz A. Si un sistema
es consistente entonces tiene solucién.

2. Un sistema de ecuaciones tiene solucién tnica si y sélo si el rango del
sistema de ecuaciones es igual al nimero de variables.

Sistema de

Ecuaciones
Ax=b

Consistencia

Inconsistencia
rango(A)=rango(A | b)

Solucidn unica Soluciones
#variables=rango(A) Infinitas

No hay solucién

5Decimos que sistema es inconsistente si no es consistente
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1.3. Introduccién a Matlab

Objetivo: Conocer como introducir a Mtalb algunas de las instrucciones

més usadas para los calculos de dlgebra lineal realizados en las secciones 1.1
y 1.2.
Las definiciones antes mencionadas seran utilizadas en las siguientes lec-
ciones. Se pretende encontrar soluciéon de problemas concretos mediante al-
goritmos que requieren cdlculos matriciales y no acentuar la mecanizacion
de operaciones matriciales.

Resultaréd de gran ayuda para el lector auxiliarse de programas matemaéticos
que le permitan resolver los problemas de una forma mas facil y rapida, a
continuacién se da una breve introduccién al Programa Matlab.

= Introducir una matriz:

ail a12 cee Qln

asi a9 e aon
Sea A = . . .

Aml1  Am2 oo Qmn

Para introducir en Matlab la matriz A escribimos en la ventana de
comandos la instruccién:

> A=[011,012 -+, Al Qml, Gm2y - - - 5 Gmn) <

donde las a;; son los valores numéricos de las entradas de la matriz.
Los corchetes indican que es una matriz y el punto y coma marca el
inicio de un nuevo renglén

= Visualizar el i-ésimo renglén 6 la j-ésima columna de una matriz:
> Afi:)

Los dos puntos le indican la programa que muestre todas las entradas
de ese renglén.
> A(:,7) <«

Los dos puntos le indican la programa que muestre todas las entradas
de esa columna.

» Ver el valor de la entrada a;;:

> A(i, j) <

. (7T 8 2 5
Ejemplo 1.15 SeaA—<4 1 9 0>
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Introduciendo en la ventana de comandos de Matlab
> A=1[7,8,9,54,1,-9,0] <

78 2 5
A_41

-9 0
> A(l,:) <«

ans= 7 8 2 5

> A(:,2) «
ans =

> A(1,3) «
ans= 2

Las operaciones elementales de Matrices estan definidas en Matlab, basta
con dar la instruccion adecuada.

Suponemos A,Be M,,x, y ambas previamente introducidas en la ventana
de comandos de Matlab.

s Suma de Matrices

>A+ B«
= Multiplicaciéon de Matrices

> Ax B«
= Transpuesta

> A e
= Determinante

> det(A) «
= Inversa

> inv(A) <«
= Tamano

> size(A) «

Regresa [m,n]=[numero de renglones, niimero de columnas]
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= Rango
> rank(A) «—
» La minima entrada de un vector
> min(A) «
Regresa [r,k]=[la minima entrada del vector,posicién]
» Matriz Identidad de m x n
> eye(m,n) <
genera una matriz identidad de (m x n)

= Matriz Cero
> zeros(m,n) <

genera una matriz cuyas entradas son todas cero.

» Matriz Uno
> ones(m,n) <

genera una matriz cuyas entradas son todas uno.
Ejemplo 1.16

1 5 3
1 3 7 1 -2 3
SeaA-( ),B— 2 7 4 ,C—( )
2 6 5 43 9 0 6 8

Introduciendo en la ventana de comandos de Matlab

>A=1[1,3,7;2,6,5] «—

1 3 7
A_265

> B=[1,5,32,7,44,3,2] <

LW = Ot
N = W

1
El cardcter “”al fi-| B = 2
nal de la instruccién 4
evita que el resultado
se muestre en la pan-| > C = [1,-2,3;0,6,8]; <
talla, pero éste se al-
macena en la memo-| > A+ C <«
ria

1 10
2 12 13

ans —
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> A*x B«

35 47 29
34 67 40

ans =

> A

(G2 SN erIN \V)

1
ans = 3
7

> det(B) «
ans=-/4
> inv(B) «
~1/2 1/4 1/4
ans = —3 5/2  —1/2
11/2 —17/4 3/4

> zeros(2,3) «

ans — 0 00
000
> ones(1,4) «
ans= 1 1 1 1

> eye(2,3) «

S 100
010
> eye(3) <«

100

ans= 0 1 0

0 01

21

Si sélo se da un
numero, se asume

que la matriz
cuadrada.

es
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1.4. Ejercicios

Objetivo: Reafirmar los conocimientos aprendidos en las secciones 1.1,
1.2y 1.3.

1. SeaU:{Y€R3\3x+2y+z:5 a?—y—i—?)z:l}
L Qué tipo de regién es?

a) Un punto

Un plano

)
b) Una recta
c)

)

d) R3

2. Demuestre que los vectores encontrados en el ejemplo 4.5 son lineal-
mente independientes.

3. Encuentre el rango del sistema U, concluya entonces si el sistema es
consistente o inconsistente.

U:{Y€R4\x1+x2—2:€3+3$4:4,2x1—m2+4x3—x4:6}

4. Encuentre una base para el espacio U y muestre que cualquier vector
de la kﬁse puede ser reemplazado por (-55,-25,23,23).
U = {X € R*92z1 + 6925 + 22623 + 6924 = 0,

11521 — 9229 + 14323 — 3224 = 0}

4 5 7

5. SeanA—(6 3 _3

15
) ,B=1| 4 2 calcule usando Matlab
3 6

)
)
)
d) Rango B
)
)
)
)

f) (A=B)™!
g) (AxB)"tx A
h) Bx(AxB)™!
2
-1 2 10 4 . .
6. Sea A = < 001 1 1 >, T = 1 introduzca las matricez
-3

y escriba las siguientes instrucciones en la ventana de comandos de
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Matlab.

> A*xx

> B =[A(;1),A(:,2)], XB = [z(1) : (2)] «

> N =[A(:,3),A(:,4)], XN = [2(3) : x(4)] <

>Bx XB+Nx*xXN <«

JHay alguna relacién entre A*x y B¥*XB+N*XN ? ;Cudl? ;Siempre
sucede esto?

1
1 3 2 4

7.SeaA:(O 0 1 2

> , = _21 divida A en dos submatrices
-2
B,N
y X en dos vectores XB,XN de tal forma que:
= B sea cuadrada
= Det(B)#0
s Ax=BXB+NXN

. Es posible encontrar w # x tal que Aw = Ax y w contenga al menos
dos ceros? Si la respuesta es afirmativa proporcione w.

1 0 2 4
8. Sea A= 0 1 3 -7 | ;Existe B submatriz de 3x3 que sea
000 O

invertible? Justifique su respuesta.
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Capitulo 2

El Problema de
Programacion Lineal

El objetivo de este capitulo es introducir al lector a los conceptos de
Investigacion de Operaciones y Programacién Lineal, para el planteamiento
de problemas, asi como presentar definiciones que se ocupan en las lecciones
subsecuentes para la solucién de problemas.

2.1. ;Qué es la Investigacion de Operaciones?

Objetivos: Definir los conceptos de Investigacién de Operaciones y
Programacién Lineal. Proporcionar los pasos para el planteamiento de un
Problema de Programacién Lineal y los supuestos en los que se incurre.

Las actividades militares requieren una gran coordinacién para la imple-
mentacién de planes y estrategias, al comenzar la Segunda Guerra las autori-
dades estadounidenses de la Comandancia Suprema, quienes se encargaban
de tomar las decisiones, senalaron que esta tarea era cada vez mas ardua
por lo que se busco la ayuda de expertos para obtener reglas y técnicas que
fueran consistentes para programar los procesos militares.

Se tuvieron dos factores importantes para la creacion de estas técnicas: el
primero es el desarrollo de un modelo inter-industrial por parte de W. Leon-
tief y el segundo es el desarrollo en gran escala de las computadoras.

Comenzé entonces en junio de 1947 el proyecto SCOOP (Calculo Ciéntifico
de Programas de Optimizacién) cuyos principales miembros eran Marshall
Wood, John Norton, Murray Geisler y George B. Dantzing; su objetivo
era generalizar la aproximacion del problema inter-industrial, el resulta-
do de éste proyecto se dio en Julio de 1947 con el Método Computacional
Simplex. En el siguiente diagrama podemos resumir los eventos historicos
que llevaron a la creacién de la Investigacion de Operaciones.

25
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Veamos algunas de las definiciones méas comunes de Investigacion de
Operaciones:

Definicién 2.1.1 La Investigacion de Operaciones se describe como la
utilizacion del método ciéntifico para la toma de decisiones que involucran
operaciones en el sistema organizacional.

Definicion 2.1.2 La Investigacion de Operaciones es la aplicacion de la
ciencia para la toma de decisiones basandose en modelos matemdticos que se
obtienen de agrupar simbolos que representan objetos de acuerdo con ciertas
reglas. [0, |

Las contribuciones del estudio de la Investigacion de Operaciones son:

1. Estructurar una situacién de la vida real en un problema matemético!
abstrayendo sus elementos esenciales para obtener una solucién rele-
vante que permita la toma de decisiones.

2. Contar con procedimientos sisteméticos para obtener las soluciones a
los problemas.

3. Desarrollar soluciones, basandose en teoria matematica y si es nece-
sario tasar el valor ptimo del sistema .

En la Investigacién de Operaciones se formulan problemas de Programacion
Matematica partiendo de los siguientes supuestos:

= Se conocen las limitaciones o restricciones, generalmente relacionadas
a recursos econémicos o humanos.

= Se cuenta con un objetivo, entre los que se encuentran maximizar
ganancias o minimizar costos.

= Se pueden generar diversas alternativas para solucionar el problema.

Para plantear un Problema de programacion Matematica seguiremos los
siguientes pasos:

1. Definicién de las variables de decision: el tomador de decisiones
tiene el control sobre la forma como son asignados los recursos, es decir
que se relaciona directamente con el hecho de que existen diversas
alternativas para solucionar el problema.

2. Establecimiento de las restricciones: Los recursos estan limitados
y este hecho debe representarse matematicamente en términos de las
variables de decisién.

1Un problema matemético consiste en buscar una determinada entidad matemaética en-
tre un conjunto de entidades del mismo tipo que ademés satisfaga las llamadas condiciones
del problema.
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3. Definicion de la funcién objetivo: La evaluacién de una solucién
en la funcién objetivo proporciona el criterio de comparacion entre
diversas soluciones.

La clasificacién de los problemas de Programacién Matematica los divide en
dos grupos principales: Deterministicos si es posible predecir con certeza los
coeficientes del problema y Probabilisticos cuando los coeficientes dependen
de alguna clase de eventos. La clasificacién se puede observar en el siguiente
diagrama:

Discreto 6 continuo
Dinamico 6 No dinamico

I

Sin

Deterministico Probabilistico

‘L oponentes

Distribucion | | | Distribucién | Conim
istribucion
H . oponentes
. Lineal No lineal de de | QOP
- — probabilidad probabilidad
I I .. conocida ' desconocida
I " 1 . 1 - 1 i proco
‘ . Juegosl | Multiperso-
Estructuras Estructuras ConveRs N convaxe | @ Bipersonales ‘_! SRR
| Generales Especiales
= 1 =

En este trabajo nos enfocaremos en los Problemas de Programacion
Lineal(ppl) en los que:

» La funcién objetivo es una funcién lineal® que se desea optimizar min-
imizando o maximizando.

s Las restricciones estan represetados por igualdades o desigualdades
lineales.

s Las variables de decisién son numeros reales.

Definicién 2.1.3 La Programacion Lineal® es el conjunto de técnicas
matemdticas que resuelven problemas de la forma:

Max f(z) = cx

2Una funcién lineal es una funcién f(x) tal que si z,y € V, \,u € K

fOx + py) = Af (@) + nf(y)
3El término Programacién Lineal fue sugerido por el autor T.C. Koopmans en 1951
como una alternativa a la antigua forma de “programacién en una estructura lineal.”
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Az < b
x>0

Los supuestos de la Programacién Lineal son:

» Proporcionalidad: Sea x; una variable del problema. Su contribucién
a la funcién objetivo estd dada por cz; y su contribucién a la i-ésima
restriccion estd dada por a;jx;.

s Aditividad: El costo total expresado en la funcién objetivo es la suma
de los costos individuales.

» Dwwvisibilidad: La variable de decision z; puede dividirse en cualquier
nivel fraccionario.

= Deterministica: Todos los valores de A,b y ¢ se encuentran de manera
deterministica, es decir estos valores no corresponden a variables o
funciones aleatorias.

2.2. El Planteamiento de un ppl

Objetivo: Ilustrar mediante dos ejemplos la forma de plantear un ppl.
El Problema de la Mezcla
La senora Marcela vende bolsas de botanas de un kilogramo. El primer tipo
de bolsa contiene al menos un 30 % de pistaches, al menos 25 % de nueces
de la India y el resto son cacahuates.Cada bolsa se vende a $120. El segundo
tipo de bolsa contiene al menos 35 % de pepitas, a lo méas 50 % de cacahuates
y el resto de pistaches.Cada bolsa se vende a $95.
En la siguiente tabla se muestra la disponibilidad de los ingredientes y su
costo por kilogramo.

Ingrediente | Costo x Kg | Disponibilidad
Pistaches 150 20
Cacahuates 80 40
Nueces de 1 75 18
Pepitas 50 50

Plantear el problema de maximizar la ganancia de la Sra Marcela.
Paso 1. Definicién de las Variables de Decision

.Sobre qué tiene control la Sra. Marcela?
Veamos algunas opciones erréoneas que pudiesen ser propuestas.
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» Sobre los porcentajes de producto en cada mezcla(o tipo de bolsa).
Si damos un valor a los porcentajes de cada producto en la mezcla no
nos dicen cuantas bolsas se estan produciendo.

= Sobre el nimero de bolsas a producir.
Al saber cuantas bolsas se produjeron se calcularia la ganancia. Sin
embargo no estariamos especificando si se cumplieron los porcentajes
requeridos.

Analicemos otra opcién

s La Senora Marcela tiene control sobre la cantidad de kilogramos a
comprar de cada producto.
Tomando en cuenta que el peso es una medida continua, podemos
dividir en cualquier cantidad de partes el Kg no se desperdicia nada
de la materia prima por lo que la suma de Kg de pistache+Kg de
cacahuate+Kg de nueces+ Kg de pepitas=Total de Kg de bolsas de
botanas. Considerando que las mezclas para las bolsas son distintas,
tenemos que especificar cudnto de cada producto se usa para cada
mezcla.

Utilizando esta informaciéon podemos definir las variables:

x;j = # de Kg del producto i usado en la mezcla j.

i = 1(pistache), 2(cacahuate), 3(nueces), 4(pepitas)
j = 1(Bolsa tipo 1),2(Bolsa tipo 2)
Paso 2.Establecimiento de las restricciones

;,Qué recursos estan limitados?
= Cada uno de los ingredientes esta limitado a cierta cantidad disponible.
(Disponibilidad)
» Porcentaje de cada ingredientes en cada una de las mezclas no puede

exceder cierto nivel.

Restricciones de disponibilidad:

11+ 12 < 20
pistaches pistaches pistaches
en la mezcla 1 en la mezcla 2 disponibles

total de Kgs de pistache usados en ambas mezclas

Similarmente
o1 + x22 < 40

r31 < 18
T42 < 50
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Restricciones sobre el porcentaje

,Cuantos Kg de la Mezcla 1 se produciran ?

La mezcla 1 estd formada por pistaches, cacahuates y pepitas, entonces:
#Kg Mezcla 1 = pistache en My + cacahuate en My + pepitas en M;.
#Kg Mezcla 1 = x11 + xo1 + 31

Analogamente #Kg Mezcla 2 = x12 + T99 + x40

100z . .
Como Erpws ol el % del producto i en la mezcla j
T11 30 30
Entonces T11t w21 a1 2 100 — m(«rll + 21 + 3731) S T11
Las demds restricciones sobre el porcentaje son?:
25
ﬁ(wu +x21 +w31) <w31 — T+ w21 — 3w31 <0
35
m(ﬂcm + w22+ 242) <wa2 —  Triz + Twae — 137242 <0

1
Tog < 5(3312 +xo2+242) — x12— T+ x42<0

x;j > 0 Los kilogramos son cantidades no negativas

Paso 3.Definicién de la funcién objetivo

Ganancia o pérdida = ingresos por la venta de las bolsas - costos por
compra de los ingredientes

Mazimizar z = 120(x11 + x21 + x31) + 95(x12 + x22 + x42)(Ingresos)
—150(z11 + x12) — 80(x21 + x22) — 75231 — 50242(Costos)

Mazximizar z = 120x11 — 150211 + 120291 — 80291 + 120231 — 7Hx3;
495219 — 150212 + 95199 — 80x29 + 95149 — H0x49

4Las escribimos de esta forma para notar claramente que son funciones lineales.
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Modelo Completo

Maximizar — 30x11 + 40x21 + 45231 — 9512 + 15222 + 45242
sujeto a
11 + 212 < 20
x21 + w22 < 40
31 <18
T42 < 50
11+ w1 — 3x31 <0
Tx12 + Tx99 — 13249 < 0
T2 — T2+ x42 <0
2 >0 i=1,234 j=1,2

Un Problema de Flujo Maximo

Se desea enviar agua de la Ciudad A a la Ciudad B por medio de un conjunto
de tuberias que se muestran en la siguiente figura:

_ Las flechas

correponden a
R los tramos de
\ tubo y los
circulos
’L 1 corresponden
a "estaciones

<9 \) ’ de bombeo"
necesarias para

i) llevar el agua

de A hasta B

Figura 2.1: Sistema de Tuberias
El niimero asociado a cada tramo de tuberfa es la cantidad de agua en m?
que puede pasar por el segmento de tubo. Tomando en cuenta que la Ciudad
B desea recibir la mayor cantidad de agua posible y que el agua no puede
quedarse en puntos intermedios de la red.
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Planteamiento del Problema de Programacién Lineal.

Paso 1. Definicién de las variables de decision p : :
x;; estd definido si

existe el tramo de tu-
beria que une al pun-
to i con el j.

En este problema se observa que se tiene el control sobre la cantidad de agua
a enviar en cada tramo de tuberia.

x;j = # de m?3 de agua a ser enviados del punto i al punto j.
1=A,1,2,3,4,5 j=1,2,3,4,5,B.

Paso 2. Establecimiento de las restricciones

Capacidad de las tuberias

ra1 <7 Ta2 <2 T14 <3 13 <4 23 <5

T34 < 2 xo5 < 1 x35 < 1 245 < 1 x4 <8 x5 < 3

Evitar pérdida en los puntos intermedios, es decir el total de agua que llega
a cada punto es igual al total de la que sale.

TAl = T14 T T13
TA2 = T23 + X25
13 + T23 = T34 + X35
T14 + T34 = T45 + T4B

T35 + T25 + T45 = X5

T;j €S no-negativo
por ser un volumen.

2i; >0 i=A,1,2,3,4,5 j=1,2,3,4,5B

Paso 3. Definicién de la funcién objetivo

Como el total que se envia de A es igual al total que se recibe en B por que
no se pierde agua en la red de tuberias entonces:

Maximizar z = Ta1 +Ta2 = Maximizar z = x4 + 5B
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Resumiendo la informacion, el ppl es:

Maximizar T4 + T5B
xA1 <7

Tpa2 <2

214 <3

r13 <4

23 <5

T34 < 2

x5 <1

x35 <1

x5 <1

x4 <8

x5 <3

TAl = T14 + T13

TA2 = %23 + T2s

T13 + %23 = T34 + T35
T14 + T34 = T45 + T4B
T35 + T25 + Ta5 = T5B
Lij >0

2.3. La Region de Soluciones Factibles

Objetivo: Definir y proporcionar las principales propiedades de la
regién de soluciones factibles, al igual que la forma de graficarla.
Una vez que se cuenta con un modelo matemaético para resolver el problema
podemos comenzar a buscar la solucién éptima.

Definicion 2.3.1 La Region de Soluciones Factibles S es el conjunto de los
puntos © = (x1,...,%,) que satisfacen todas las restricciones de un ppl.

Definicién 2.3.2 Sea x € S tal que x mazimiza(minimiza) la funcién obje-
tivo entonces x es una solucion optima.

Definicion 2.3.3 Si uq,uo,...,ur € U, z es una Combinacion Lineal
convexa de ui,us,...,u, € U si:

k
i=1 i
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Definicion 2.3.4 Un conjunto U es convero si para cualesquiera ui, us € U
Aul + (1 — )\)UQ eU Ve [0, 1]

ie. el segmento de recta que une uy con usg(incluyéndolos) estd completa-
mente contenido en S.

Definicion 2.3.5 H es un hiperplano de R™ cuando
H = {YE R™az1 4+ agzo + ... + apzy :b} con (ap,--+,an) #0
E's un semiespacio cerrado cuando tiene cualquiera de las formas siguientes

H = {YGR"klel +agxo + ...+ apxy > b}

H ={X € R"|a1z1 + agwa + ... + anz, < b}
Definicion 2.3.6 Un subconjunto S de R™ es acotado si 3 r > 0 tal que
IX|<r VvXes
Si T no existe decimos que S es no-acotado.

Definicion 2.3.7 Dado un conjunto convexo S, r es un punto extremo de
S si no puede ser expresado como combinacion lineal convexa estricta de dos
puntos y,w € S.

Pasos para Graficar un ppl en R?

1. Suponemos la igualdad en las restricciones.

2. Encontramos 2 puntos que pertenezcan a cada restriccion, existe una
Unica recta que pasa por estos dos puntos y divide el espacio en 2
partes.

3. Sea X € R2. Si 7 satisface la restriccién sombreamos el semiespacio que
lo contiene, si no la satisface entonces sombreamos el otro semiespacio.

4. S es la interseccién de todos los semiespacios®.

Ejemplo 2.1 Dibuje la region de soluciones factibles del siguiente ppl

Min z = —x1 + 3x9

-1+ x9< 4 (1)
—x1 + 2x9 < 12 (2)
x1+ 22 <10 (3)
x1> 0 (4)

x2 > 0 (5)

5 . . - .
°S puede ser vacia en cuyo caso no existe ningin punto factible.

Usaremos la norma
Euclideana ||||
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S:{T€R2’—$1+$2§4, —x1 + 2z < 12, $1+$2§10x120,x220}

Observamos que las restricciones del problema son semiespacios cerrados y
como X € R? entonces podemos graficar.

Paso 1 Suponemos:
—z1+ 290 = 4 (1)

—x1 + 229 = 12 (2)

14+ a2 =10 (3)

1= 0 (4)

zg= 0 (5)

Paso 2 Encontramos 2 puntos en c/u de las rectas

o= 4+x pasa por {(0,4),(2,6)} (1)

12 + a1
2

x9 =10 — 21 pasa por {(3,7),(10,0)} (3)

Tr9 —

pasa por {(0,6),(2,7)} (2)

x1 =0 es el eje x; (4)

xo =0 es el eje xo (5)

Paso 3 Evaluamos si el punto X = (0,0) estd en los semiespacios

-0+ 0 =0< 4 (1)
0+2-0=0<12 2)
0+ 0 =0<10 (3)
Ademds 1,12 > 0 es sdlo el primer cuadrante. (4),(5)

Sombreando los semiespacios que contienen al X = (0,0) correspondientes
a cada una de las restricciones tenemos la siguiente grdfica:
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Los puntos extremos de S son {(0,0),(0,4),(3,7),(10,0)}

4
S = {X = (:L‘l,xg) = )\1(0,0) + )\2(0,4) + )\3(3,7) + )\4(10,0),2)\1 =1X> 0}
i=1

porque S es acotada y cada par de vértices se unen por un segmento de
recta, es equivalente a decir que dos puntos extremos son adyacentes si el
segmento de recta que los une es una arista de S.

De la expresién anterior tenemos:

A1

0 0 3 10 \ T

047 0 ;::1:2
3

11 1 1 N 1

A T b

Para escribir (x1,22) € S como una combinacién lineal convexa se deben
encontrar valores para A1, As, Az y Aq. De la expresion anterior se tiene:

AN=b — B 'AN=B%

00 3 i -1

Si B=|0 47 — B'=| -1 1 o0

111 0 0

1 o0 I A o2y
oro =B LR 2o
001 % N o

Escribiendo como ecuaciones

7 X1 T2

=1—- = 2
M Mt T
Ny = M T2 T
27 % 4 12
1 — 10\

)\3: 1 ; 4
0< <1

Para dar un valor a A4 podemos tomar en cuenta las restricciones de no
negatividad combinadas con las anteriores:
7)\4 Tl To 4+ Tr1 — T2

S e T <
A =1 2+4 4_O—> A < 11



2.3. LA REGION DE SOLUCIONES FACTIBLES 39

35)\4 X9 7$1 7.1‘1 — 3372

= L o> > = Tt
Az 6 "1 1220 7 M= 70

1’1—10)\4 I

A3 = — >0 M < —

3 3 = =10

0< <1

Expresemos (5,2) € S como una combinacién lineal convexa de los puntos

extremos
4+5-2 1 7.5-3.2 29 5 1
<20 Te_ 2 O e <22
MS— 5 M2 70 0 M1
29 1
<o
70 ="1=79

Cualquier valor en el intervalo anterior cumple las restricciones, sin pérdida
de generalidad Ay = %

7/(1 5 2
:1—7 — _ — = =
A1 2<2>+4 1 0
5

W BG) 2 Ts 1

2 6 412 2
5—10(1

A3 = 3(2)=0

(5,2):o-(o,o)+%'(0,4)+0-(3,7)+%(10,0)

El punto (7,4) ¢ S. PD. que no es una combinacién lineal convexa de los
puntos extremos
44+7-2 1 7.-7-3.4 37 1

1 s A - (¥
14 5 M2 0° 2

\%

A4

IN

SO, A2 A3, N
Ejemplo 2.2 Dibuja la region de Soluciones Factibles del siguiente ppl

Min z = —x1 + 229

—z + 225 < 10 (1)
3x1+ 219> 6 (2)
x9 > 1 (3)
x1> 0 (4)
z9 > 0 (5)

Grafiquemos la region de soluciones factibles

Cuando se cumple la
restriccién (3) tam-
bién lo hace la res-
tricciéon (5), por lo
tanto no es necesario
graficar ésta tultima.
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Paso 1 Suponemos:

—x1 + 222 = 10 (1)
3x1 4222 = 6 (2)
xo =1 (3)
1= 0 (4)

Paso 2 Encontramos 2 puntos en c/u de las rectas

10
Xy = % pasa por {(07 5)7 (276)}
6—3
Ty = Tajl pasa por {(07 3)’ (27 O)}
Zo =1 pasa por {(0,1),(1,1)}

Paso 3 Evaluamos si el punto T = (0,0) estd en los semiespacios

—0+2-0<10
3.0+2-0% 6

0% 1

-x1+x2=10

Semiespacio de -x1+x2<=10
OIS TS TS TS ST r s

3x1+2x2=6

Semiespacio de 3x1+2x2>=6

\\\1\\\\?)\ \\)\(\2\\\\\1\\\\\\\\\\\\\\\\\
x1>= =

!-Wiig‘a. IIIII\_\H}\I\HHHHHHHHHHHH

Vertices

La region S es no-acotada, pero es poliédrica por tanto {(0,5),(0,3), (3,1)}
son los puntos extremos del conjunto.
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> -x1+x2<=4
Sombreado 1
fx)=(12+x)/2
Sombreado 2
== x1+x2<=10

N

Por lo tanto S es

La region S es poliédrica porque es la interseccion de un numero finito de
semiespacios cerrados y todo vértice del poliédro satisface

n
Zaij$j§bj z':l,---,m (1)
j=1
y es la tnica solucién del sistema
n
Zaijxi =b 1€l (2)
j=1

decimos entonces que cada vértice es un punto extremo®.

5Ver demostracién en el Apéndice A.

S es acotada por que
existe r=10 tal que
IX] <10 ¥X € S
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2.3.
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El punto T = (0,5) es el extremo donde comienza H; N S, entonces para
todo punto y € H; NS existe d = (ua, 1) tal que

(y17y2) = (075) + (:u27,ul) = (M275 +,u1)

Sustituyendo en Hj
—p2+2(5+m) =10 — p2=2u  ademas pz >0
(y17 y?) = (07 5) + (2/1’17 Hl) = (07 5) + H1 (27 1) sea d = (27 1)

s HynS={(0,5) + i (2,1) > 0}

Similarmente

4
HgﬂSz{y€R2|y2=1 y123}

El punto Z = (3,1) es el extremo donde comienza Hs N S, entonces para
todo punto § € Hz NS existe d = (ua, 1) tal que

4 4
(y1,y2) = gal + (p2, 1) = §+,u2,1+,u1

Sustituyendo en Hj

1+puy=1 — u1 =0 ademas ps >0
(Y1, 92) = (2 4+ 2, 1) = (3,1) + 12(1,0)  sea d = (1,0)
s HzNS={(5,1) + p2(1,0)  p2 >0}
SiXesS
X = X1(0,5) + X2(0,3) 4+ A3 (4/3,1) + p1(2,1) 4 p2(1,0)

con A+ +A3=1 A1, A2, Ag, pa, p2 > 0

De la expresion anterior tenemos

A1
4
00 4 21 N .
5 3 1 10 )\3:1'2
1
111 H
Voo . —
A ——
B
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4 3 1 3
00 3 i 27 3
Si B=|5 31 ptl=| -3 -+ 3
111 50 0
A1
100 2 3 Ao Soy 12278
010_% _% A3 | = M
001 3 3 ’“ 31
M2

Escribiendo como ecuaciones

\ —6 + 321 + 220 — 81 — 3u2
1:

4
5—3x] — x4+ Tuy + 3u2
Ay =
2
e 3x1 — 61 — 32
5=
4
p1, 2 >0

Para dar un valor a pq,po utilizamos las restricciones de no-negatividad
combinadas con las ecuaciones anteriores.

=6+ 3wy + 2w9 — 8uy — 3u2

Al = 1 >0— —643z1 + 222 > 8u1 + 3u2
Ay = 5_3$1_$22+7“1+3“220—>7m+3u22—5+3x1+x2
Az = 3:61_651_3”220 - Ty > 241 + po

w1, p2 >0

Expresemos (6,5) € S como una combinacién lineal convexa de los pun-
tos extremos, mas una combinacién lineal positiva de las direcciones d, d.

81 +3u2 < —6+3-6+2-5=22
Tur+3u2 > —-5+3-6+ 5=18

6 > 211 + po
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Sin pérdida de genaralidad pp = 2

8:-2+3u2 <22 — pup <2

4
7T-243u2 > 18 — M2Z§

6>2-24u — p2 <2

La variable ps puede tomar cualquier valor en el intervalo [%, 2].
Sin pérdida de generalidad sea ps = 2, sustituyendo los valores de 1, o

_ —6+3-6+2-5-8-2-3-2

Al = 1 =0
—3.6— .9 )
Ay = 5—3-6—-5+7-243 _ 1
2
3-6—-6-2—3-2
A3 = 1 =0

(6,5)=0-(0,5)+1-(0,3)+0-(4/3,1) +2-(2,1) +2- (1,0)

El punto (1,7) ¢ S. PD. que no se puede escribir como una combinacién
lineal convexa de los puntos extremos més una combinacién positiva de d, d

8ui +3ue < —64+3-14+2-7=11
T +3pu2 > -54+3-1+4 7=15
12> 2p1 + p2
Realizando algunas multiplicaciones
1> 2p1 4 pg por (=7) —14py — Tpg > =7
Tuy + 3ue > 5 por ((2) 1441 4+ 60 > 10

0-p1—p2 =31

.'.ﬂ)\la >\27 )\37 H1, p2

2.4. Graph

Objetivo Conocer el programa Graph que realiza gréaficas en R? y su
utilidad para explicar conceptos de la Investigacion de Operaciones.

Graph es un programa de software libre que hace graficas en R?, evalta fun-
ciones, encuentra intersecciones, colorea semiespacios, entre otras funciones.

En el ambiente de Graph veamos la forma de introducir algunas instruc-
ciones bésicas:
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» Para introducir una funcién sleccionamos en el menu la opcién Fun-
cién e insertar funcion o bien utilizamos la tecla INS.
Visualizaremos el ménu siguiente:

Insertar funcién Q
Tipo de funcidn: (I L ) = Introducirla
ecuacionen
~Ecuacién de la funcién — 1

Darel intervalo tig= = términos de x
de evaluacion

parax \

Intervalo

™
Ngesdezl Hasta: Easuﬁ:l

1~ Puntos extremos 1
Inicio: v Fin: ']

| | La leyenda
Testo de laleyenda que debe

| Degerpete: [ 4+ a d
Descripcién: — parecerde

L lafuncion

| Propiedades de la gréfica

Dar estilo, Estilo de linea: v| Tipo dedibujo: |Automético *i

colory

grosor Color: O Pm:" Grosor: i j
L |
Aesplar | Concolr | Awda |

» Para graficar semiespacios acceder a menid “Funcién” seleccionar
“Insertar sombreado” o accionar la tecla F3, en esta opcién el
usuario debe escoger entre las diversas posibilidades de sombreado, el
estilo y el color.

Insertar relleno ﬁ Insertar relleno ﬁ

Segunda funcidn

Opciones | Segunda funcidn | Relleno

Descripcidn: iRelIeno 1

P

rIntervalo
i % %/ o Desde: | [~ Disminuir hasta interseccion
=

< Entre la funcidn y Por debajo de la ~ Por encima de Hasta: | [~ Aumentar hasta interseccisn
3 eleie X € funcién £ la funcién i

, rPropiedades

A Estilo: I— '| v Marcar el inicio del relleno

ik
¢ Entrelafunciény ~ Derrodela  ~ Entre dos Color: |-j' WV Marcar elfinal delreeno
elee Y funcién funciones

Aceptar l Cancelar Ayuda Aceptar I Cancelar Ayuda
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s Para visualizar la regién de soluciones factibles como la interseccién
de todos los hiperplanos, existe la opcién Insertar relacion donde se
pueden introducir diversas desigualdades y condiciones de las

variables.

Para esto ir al meni “Funcién” seleccionar Insertar relaciéon 6
accionar la tecla F6. Se observara en el siguiente ment:

Insertar relacion

Relacion: "

Condiciones: I

~Teato de la leyenda—

Descripcian: ]

[ Propiedades

Estilo: 1W v]

Color: ]. Persona v] Grosar: 1‘5 ﬂ n

Aceptar |

Cancelar ‘

UAlAlE

Fyuda

Introducir las
desigualdades en
términosde XyY
Intervalos
paraxoy

Leyenda para
larelacion

Estilo, colory
grosor de
sombreado de
laregion

= Una vez que se han introducido funciones en el ambiente de Graph,
seleccionamos la opcion “Evaluar” 6 al accionar CTRL-+E es posible

calcular las siguientes opciones:

El valor de la funcién en algiin punto.

Interseccion de la funcién con los ejes.

1.
2.
3. El 6 los puntos de interseccién entre funciones.
4.

El extremo, encuentra valor minimo o maximo de la funcién
usando la derivada.

1 1 2
x= x= |
fi= | fix- |
fid= | F= |
Fige | P |

Veren: J Funcidn b ]

‘u’eren:]EjeX "1

Fix)=

Ver en: 1Intersecc:’6n v]

)=
Veren: |Exdremo A ]
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Es importante mencionar que, como la funcién f(x) se puede intersectar
con mas de una funcién, entonces la interseccion que nos proporciona es
la mas cercana al cursor del mouse. Por esta razon lo que tenemos que
hacer es accionar el botén izquierdo del mouse(click) cerca del punto
de interseccién que deseamos conocer y el programa lo calculara.

= Para definir las coordenadas de los puntos de intersecciéon o algunos
otros puntos en el plano, se utiliza la opcién Insertar serie de puntos
6 F4. El programa muestra una tabla para introducir las coordenadas
de los puntos, las opciones de forma del punto, el tamano y la posiciéon
de las coordenadas, etc.

Leyendade la serie de

puntos
P
Insertar serie de puntos / [ |
Descripcién @1; Marcas 1 Bamras de emor |
% v | Marca- s
Estilo o - Diseno
Color [ Meren e ~|  e=mtde los
Tamario 2 = _J
Insertar las =l puntas
coordenadas Lines
del t i r—_Jj'
e los puntos ot = T
Grosor 1 j
Interpolacién: | Lineal -]
~Etiqueta
¥ Wercoordenadss -z
/ Posicién: [Abajo -]

Ver coordenadas
y posicién

Muestra

(2.37,9.53)

Aceptar | o J oaia J

Ejemplo 2.3 Graficar la region de soluciones factibles con Graph
Min =x1 — 2x9
Z1
— <3
5 + x2 <

—x1+ x2>1
41 + 322 <9

1
xz1 > 0, 36221

Cada una de las restricciones tiene un hiperplano asociado que define las
funciones siguientes:

flx)= 3+

8 N8
Q
S—



x1 =0 se
entendera
como el

eje f(x).

48 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

=(9—4x)/3 c)

1/4 d)

Se realizan las siguientes instrucciones en la ventana de comando de Graph,

Insertar funcion:

a) b) _
Insertar funcidn 4 ﬂ Insertar ﬁJerAon ﬂ
Tipa de funcién: IFuncién esténdar  y=fid) _v! Tipo de funcidn: iFuncién estandar  y=fi) _v_]

i Ecuacion de la funcion Ecuacién de la funcion
o= [3-0.5 Fey= [1x
Interval intervalo
Desde: | Hasta: I Pasos: | Desde: I Hasta: Pasos: I
—Piiritos Puntos
Inicio: | vi Ein: | 'I Inicio: | vI Ein | vl
Leyenda l Leyenda
Descripeion: [0.5¢1+x2<=3| Deseripcion: [x1+x2>=1
~Propiedades de la gréfica i~ Propiedades de la gréfica

Estilo de linea l_ vI Tipo de dibujo IMoma'T.lco vI

Color i. Persona 'I Grosor: I3 ﬁ Color: I_ j' Grosor: 3 ﬁ
I
Aceptar l Cancelar | Ayuda | Aceptar I Cancelar | Ayuda |
©) d)
Insertar funcion [ES] Tnsertar funcisn X ]
Tipo de funcion: [Funcion estandar  y=ix) | Tipo de funcién: [Funcion estandar  y=ffg) B4
i Ecuacién de la funcion Ecuacién de la funcidn
fép= [19-2¢)3 Fog= [174
Interval ~Intervalo
Desde: | Hasta: | Pasos: | Desde: | Hasta: | Pasos: I
Puntos Puntos
Inicio I vI Fin I vI Inicio:l VI FEin: | VI
Leyenda i Leyenda
Deseripeion: [4x1+3x2<=3 Descripeién: [¢2>=1/4
i Propiedades de la grafica i~ Propiedades de la gréfica
Estilo de linea: I— v! Tipo de dbujo: | Automatico vI Estilo de linea: I— vl Tipo de dibujo: I.‘\Lrtoménco vI
coor [MET] o ol G B
| I
Aceptar | Cancelar | fyuida | Aceptar | Cancelar | Toada |

Hasta ahora, se han definido las rectas generadas por las restricciones,
pero no se han obtenido todavia los semiespacios correspondientes.
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Primero se determina el semiespacio a sombrear utilizando como refer-
encia al origen X = (0,0) sustituyéndolo en las restricciones:

0
= —0<
o+ 0=0<3
—0+ 0=0%1

4.043-0=0<9

1
O —
73

a) Para la restriccién - + 2o < 3, como X = (0,0) satisface la primera
restriccidn se selecciona en la ventana izquierda la funcién 0.5x1+x2<=3y
se oprime la tecla F3. En el ment se selecciona el botén correspondiente a
“por debajo de la funcion” por ser el semiespacio que contiene a X.

Ej Graph - CA\Users\Brenda\Documents\Tesis\CapituloZ\correcaon 2.3.grf
Archive Editar Funcion ZFoom  Calcular  Ayuda

NEH +H#E |V & wmA|l/Jadm|PPLOD

*’%“ Ejes

&l 4= Seleccion de la funcion + F3
W™ 1 x2x=1

™ g1+ 2<=9

WM™ x2x=1/4

- - »
Editar sombreado e [ﬁ Editar sombreado \‘ lﬁ
- s
Opciones ] Sequnda funcidn Sombreado
= Descripcidn: |Sombreado 1
% 77 Descripcion i
" P gﬁ/é/ ntervalo-
5 x’j e % Desde: [~ Disminuir hasta interseccin
r Entl_'e la funcidn y & Por d§bajo de Iaf« Por en_cjma de Hasta: [~ Aumentar hasta interseccion
eleje X funcidn a funcidn
%ﬁg A Propiedades-
] B
i Egtio: ||| ||| ||| =] ¥ Macarinicio del sombreado
7 :
b o :
e b oy Dentro de la Entre dos Lolor: [:| Persona | W Marcarfinal del sombreado
[ fiages L 7 L :
elejgY funcion funciones

Pyuda J

Aceptar Cancelar Ayuda Aceptar | Cancelar

=

b) Para la restriccién —z; + x5 > 1, como X = (0,0) no satisface la
restriccién se selecciona en la ventana izquierda la funcién -x14+x2>= 3 y
se oprime la tecla F3. En el menu se selecciona el botén correspondiente a
“por encima de la funcion” por ser el semiespacio que contiene a X.
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Bl e 25 | egitar sombreado =5
pciones | Segunda funcidn Sombreado Sequnda funcion
Descripcion: ISombreado 2
rIntervalo
% Desde: | [~ Disminuir hasta interseccin
e
(- Entre Iafunclony fa Pordebajo dela; Porencimade Hasta: | [ Aumentar hasta interseccidn

funcion |a funcidn

rPropiedades
Eeflo: [ ¥ | @ Marcarnicio del sombreado
S

Entre s func:ony Dertro dela Entre i Color: . Azulma v | W Marcarfinal del sombreada

el geY FLII"IC10I"I funcmnes

Aceptar l Cancelar Fyuda Aceptar | Cancelar | Fyuda |

= E TR 3 L

e

c) Para la restriccién 4z1 + 3z9 < 9, como X = (0,0) no satisface la
restriccién se selecciona en la ventana izquierda la funcién 4x1+3x2<=9y
se oprime la tecla F3. En el ment se selecciona el botén correspondiente a
“por debajo de la funcién” por ser el semiespacio que contiene a X.

P v 3
Editar sombreado ﬁ Editar sombreado ﬂ

Sequnda funcidn Sombreado ODGONES Segunda funcidn
Descripeitn: iSombreado 3
‘ % % ‘ ! % Desde: | [ Disminuir hasta interseccién
i :
I Entre |a funcion y @ F'ordeba]o de Ia Por encima de Hasta: | [~ Aumentar hasta interseccién

el gje X funcion Ia funcidn

~Propiedades
1 Estlo: [7////: ¥| ¥ Marcarinicio cel sombreado

-~ Eife Iafunc:ony (- Derincela (- Enecos Color: ||l Fucsia »| ¥ Marcarfinal del sombreado
eleeY funcidn funaones

Aceptar | Cancelar | Ayuda | Aceptar | Cancelar l Ayuda l

d) Para la restriccién zo > 1» » COMO X = (0,0) no satisface la restriccién se
selecciona en la ventana izquierda la funcién x2>=1/4 y se oprime la tecla
F3. En el ment se selecciona el botén correspondiente a “por encima de la
funcion” por ser el semiespacio que contiene a X.
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| Editar sombreado

Editar sombreado w

IOpciones | Sequnda funcién

eleje X funcidn lafuncidn

5 [T PR

Entre la funcidny -~ Dertro dela Entre dos
™ e
elejeY funcidn func:ones

e Entre la funcidn y c Par debajo de Ia(- Por encima de

Sombreado

Descripcin: JSombreado 4

rIntervalo

Desde: | [™ Disminuir hasta interseceidn
Hasta: | ™ Aumertar hasta interseccion

rPropiedades
Esfilo: | 'l ¥ Marcar inicio del sombreado

Calor: D Verdea, v | ¥ Marcarfinal del sombreado

Aceptar | Cancelar | Fyuda

Aceptar | Cancelar | Fyuda
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Luego de indicar las regiones para cada una de las restricciones, sabemos
que la region de soluciones factibles es la intersecciéon de todos los semies-
pacio definidos por las restricciones, asi que tenemos que tomar en cuenta
también la restriccién x1 > 0 lo cual nos ubica en los cuadrantes 1 y 4 defini-
da la regién factible S de este ejemplo.

Como la region factible S existe entonces los puntos extremos estéan definidos
por la interseccién de dos restricciones. Usando la opcién de Calcular y
luego Fvaluar o accionando la tecla F4 es sencillo localizar los puntos ex-

tremos de este conjunto:

x= I[l
fi= |3

fid= |-1.3333

fid= |-1.3333

x= ID.EE?HZ%‘ %= |1.0000001E-7

fi= |1.8571

fod= |1
fii= |1

Fi= [o Fi= [o Fid= [o
Veren: Ilrrtefseccién :"I Veren: ilntersecdc’un vi Veren: |Irrtersecci6n 'l

A saber (0,3), (0,1) y

(6/7,13/7)

Después de llevar a cabo las instrucciones anteriores la grafica resultante es

la siguiente:
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;%3@ : > 1\2x1+x2<=3

> Sombreado 1

< \fl(lxl)l\z\ll_li_lx\\ (RN

4
R 4
4
o
i
N Sombreado 2
4
h
4
"
v
i

AN
Ax1+3x2<=9
o Sombreado 3
AL IS

x2>=1/4
Sombreado 4

o
e

Sﬁzrie 1.

Ejemplo 2.4 La region de soluciones factibles es la interseccion de todos
las regiones en el primer cuadrante, utilizando Graph existe una forma mds
sencilla de encontrar S.

En un archivo nuevo en el mentd Funcidn elegimos Insertar Relacion o F6,
con las siguientes instrucciones:

Insertar relacion u

Relacion: ID.&:-if<ﬂ and x+y=1 and de+dy<=9

Condiciones: Ix>=ﬂ and yx=0

Leyenda
Descripcidn: IF{egion de Soluciones Factibles

~Propisdades

Estio: RREREECT~ ] Color: [N | Grso:3




53

2.5. EL ESPACIO DE REQUERIMIENTOS

Insertar serie de puntos

Marcadores 1 Barras de emor |

iSErie 1

Descripcion:

Colar:

~Marcador—

13/7

&7

Tamario

Linea

én:| Lineal

Interpolaci

W \er coordenadas

Rétulos

i
bt
g

Posi

[ Muestra

53

37.9

- (2

da

Cancelar PN

Aceptar

ido

lan s

’

Luego de introducir la relacién y los puntos extremos que hab

emplo especificar

]

i0 en este e

e

ior sera necesar

emplo anter

€]

calculados en el

que x1 > 0 en la parte de condiciones.

-0.1

tos

imien

El Espacio de Requeri

2.5.

de

16n

tos e interpretac

del espacio de requerimien

icién

Objetivo: Defin
la factibilidad por medio de éste.
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Graph es una herramienta titil para graficar en R?

., Qué pasa con los problemas que no se pueden graficar?

Ejemplo 2.5 Dadas las siguientes restricciones
7
Tx1+ 319 — dx3 + 8y = 5

11$1

+5x9+ 223+ x4=4

T1,22,T3, T4 > 0
s Bziste la region de soluciones factibles?

Reescribiendo el problema:

7 3 -5 8 z
% T+ 5 T2 + 5 T3 + 1 Ty = i
equivalentemente
11 7
1 <7, 2) + x2(3,5) + 23 (—5,2) + x4 (8,1) = < 4)

4) como una combinacién

1)}

Entonces el problema se reduce a encontrar (%,
lineal no negativa de {(7, %) ,(3,5),(—=5,2),(8,

Al multiplicar un vector por una constante pasa uno de los siguientes casos:

m Sil>XA>0— AV es un vector en la misma direcciéon de V, pero su
magnitud disminuye.

= Si A > 1 — AV es un vector en la misma direccién de V, pero su
magnitud se incrementa, es decir que el vector se elonga.

= Si A =1 el vector es el mismo.

Definicion 2.5.1 Sean aq,as9,...,a, vectores. Se llama cono convexo, al
conjunto de todas las combinaciones lineales no negativas de los a;s.

Cono = {Z i@ A > 0}
i=1

El cono convexo generado por los vectores es:

U= {y =1 (7, %) + X2 (3,5) + x3 (—5,2) + x4 (8, 1) T1,T9, L3, T4 = O}

que graficamente se ve como:
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Lema 2.1 El Problema de Programacién Lineal tiene solucion si y solo

s, el vector b pertenece al cono convero generado por ai,aso, ..
también se le llama espacio de requerimientos’ .

Ejemplo 2.6 Analice la factibilidad del problema siguiente, usando el
espacto de requerimientos

T1+3x2— 3+ 14 <3
2x1 + o+ 523 + 224 <6
x1,T2,23,74 > 0

Reescribiendo el problema

1 (15 2) +x2 (37 1) +x3 (_L 5) +T4 (17 2) < (37 6)
~—— ~—— ~—— ——

al a2 as a4 b

Observamos que tenemos una desigualdad, podemos utilizar dos métodos:

1. Sumamos los vectores as y ag a fin de obtener la igualdad

95

.,y al que

1‘1(1,2) + x2(3, 1) + .%'3(—1,5) + 1‘4(1, 2) + .%'5(1,0) + xg(O, 1) = (3,6)

"Recibe ese nombre por que se analizan los requerimientos del vector b para que exista

la factibilidad.

Como b se
encuentra
en el cono
generado
por
vectores a;,
el problema
es factible

los
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No es necesario dibujar el espacio de requerimientos pues si 5 =3 ¥
Tg tenemos:

3(1,0) +6(0,1) = (3,6)
ya que as,ag son los vectores candnicos, entonces tenemos una com-
binacion lineal no negativa.

Bl problema es factible.

2. Dejamos la desigualdad, pero como nos interesan los vectores b < (3, 6)
sombreamos el conjunto donde by < 3,by < 6 e intersectamos con el
cono convero generado por ai,as,as Y 4.

T IVectores ai

i e
(3}6) | Multiplos de (-1.5)
~ | |Multiplos de (3.1)

o Gl I
> P r
(-1}5) : L COno convexo
= i
,F‘ !

b2=6

| Vectores <b

\ b1=3

x1
>
»

Debido a que se intersectan ambas regiones podemos concluir que el
ppl es factible.

Ejemplo 2.7 Determine si el siguiente problema es factible

6x1 +8x2+ x3+drs =14

1
3x1+4x2—§m3+ T4 =3

T1,X2,T3,T4 >0
Reescribiendo el problema
x1(6,3) + z2(8,4) + z3(1, —1/2) + 24(5,1) = (4,3)

Dibujando el espacio de requerimientos



2.5. EL ESPACIO DE REQUERIMIENTOS

_=1 (0]

s

(1,-172)

Vectores ai

Vector b

Muiltiples de (6,3)

Cono convexo

El vector b no pertenece al cono convexo

... El problema es infactible.

57
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2.6. Ejercicios

Objetivo: Reafirmar los conocimientos aprendidos en las lecciones 2.2,
2.3, 2.4y 2.5, permitir al lector familiarizarse con el uso de Graph para la
solucién a los ejercicios dados e invitarlo a plantear ppl para que evalué su
capacidad de abstraer problemas y plantearlos con un modelo matematico.

1. Una fabrica de harina para pasteles desea planificar su produccién
para los proximos 3 meses, se sabe que la demanda del mes 1 es 50
toneladas, la del mes 2 es de 70 toneladas y la del mes 3 es de 35
toneladas.

A lo ma se pueden producir 65 toneladas de harina por mes y el costo
mensual de almacenamiento por tonelada es $200.

Cada tonelada se vende en $5000.

Plantee el problema que maximice la ganancia en los 3 meses.

2. Una refinerfa puede comprar dos tipos de petréleo crudo: ligero 6
pesado. Los costos por barril son de $11 y $9 respectivamente.
Cada tipo de petrdleo se produce por barril las siguientes cantidades
de gasolina, keroseno y combustible para reactores:

Gasolina | Keroseno | Combustible
Crudo Ligero % % 2—70
Crudo Pesado % % %

El petrdleo crudo ligero 6 pesado que no se convierte en gasolina,
keroseno 6 combustible para reactores se pierde en el proceso de
refinacién.

La refineria tiene un contrato para entregar al menos un millén de
barriles de gasolina , 400 mil barriles de keroseno y 250 mil barriles de
combustible para reactores.

a) Formular el problema de encontrar el nimero de barriles de cada
tipo de petrdleo que satisfagan la demanda y minimicen el costo
total.

b) Dibuje la regién de soluciones factibles, S, del problema

¢) La region S jes acotada o no-acotada?
3. Dado el siguiente ppl

Mazx z = 25x1 + 2329

LI
2071 T 0" =

1 1
S <1
5071 T g2 = 18
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1 1
— — <2
10x1 + 203:2 <20
x1, w2 20

a) Dibuje la regién de soluciones factibles usando Graph

b) Encuentre todos los puntos extremos de la regién S.

4. Dado el siguiente ppl

Max z = 3x1 — 9
201 + 20 >4
6x1 + 3x2 > 9

1,22 > 0

a) Dibuje la regién S.
b) Determine si S es o no acotada.

¢) (Qué pasa con la regién S si eliminamos la restriccién 61 +3z9 >
97.

d) ;Coémo se modifica S si invertimos la desigualdad en la segunda

restriccién, ie. 6x1 + 3z < 97

5. Interprete la factibilidad del siguiente problema usando el espacio de
requerimientos.

Min z =3x1+ Txo — 3x3+ 24
r1+ x2 — 223+ 74 <3
201+ 3224+ 0-234+724 <5

X1,X2,T3,T4 > 0
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Capitulo 3

Los Métodos Geométrico y
Grafico

Objetivo: Enunciar el Teorema de Representacién y su importancia
para solucionar los problemas de Programacién Lineal.
Explicar el Método Geométrico y el Método Grafico y aplicarlos para la
solucion de algunos problemas, utilizar Graph como una herramienta para
facilitar del procedimiento el Método Gréfico.

3.1. El Teorema de Representacion
Objetivo: Enunciar el Teorema de Representacion, definir direccién,
direccién extrema y calcular la solucién 6ptima de los ejemplos 2.1 y 2.2.

Hemos graficado problemas de programacién lineal en R?(aunque también
se puede hacer en R3) para encontrar la regién S. Si ésta existe, tiene un
punto o una infinidad de ellos, los cuales tendriamos que evaluar en la fun-
cién objetivo para determinar la mejor solucidn, pero esto no siempre es
posible.

4
(21, 72) = A1(0,0) + A2(0,4) + A3(3,7) + A4(10,0) > XN=1, A >0
=1

S es un conjunto cerrado y acotado entonces la funciéon objetivo alcanza
su méximo (o minimo) en un punto del conjunto, ie. 3 x* € S tal que
z(z*) = —x] — 325 es minimo

(.%'1, 1'2) = (3)\3 4+ 104, 4X0 + 7)\3)
z(x)
z(x)

z(x)

= —(3)\3 + 10)\4) - 3(4)\2 + 7)\3)
— _3)\3 — 10)\4 — 12/\2 — 21/\3

—24X3 — 10y — 129

61
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El problema se transformo en :
Min z = =243 — 10A4 — 12)9
AMt+X+As3+M=1
Ai >0

Nos conviene aumentar el valor de Az, despejando A3 =1 — A — X — A4 ¥y
sustituyendo en la Funcién Objetivo obtenemos:

Min z = =24 + 2401 4+ 2400 + 2404 — 1024 — 129
Min z = —24 424X + 12X9 4+ 14y

Si las variables A1, A2, A4 son positivas la funcién objetivo aumenta, como el
objetivo es minimizar, entonces A1, Ao y Ay deberan tomar su valor minimo

AM=X=X=0—-2A3=1

Loat=(3,7) z(z*) = —24

., Qué pasa con el ejemplo 7

El conjunto S es cerrado pero no es acotado entonces ; Como demostramos
que existe el éptimo?

Min z = x1 + 2x9
x1, T2 >0—>2z=21+222>0 Vry, 22 >0

.. z es acotada inferiormente, como el objetivo es minimizar entonces existe
el minimo.

(x1,22) = M(0,5) + X2(0,3) + A3(4/3,1) + 11(2,1) 4+ p2(1,0)
(x1,22) = (4/3X3 + 21 + p2, 5 1 + 3A2 + Az + 1)
)\1+)\2+>\3:1 )‘13>\27)‘37.LL1’M220

Sustituimos en la funcién objetivo

. A\
Min » = 73+2u1+u2+10>\1+6)\2+2)\3+2u1

10\
Min 2z = 10>\1+6)\2+?3+4u1+u2

Reformulamos el problema

10X
Min z =10\ + 62 + 33 + 4py + po

A+X+A3=1
A1, A2z, 1, 2 > 0
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Despejando A3 de la ecuacién Az =1 — A1 — Ao
Sustituimos en z

10  10A1  10X9
= 10X 6 _—— —
z 1+ 06A2 + 3 3 3

z—g—l—&/\l—i—&—i—él +
3 3 3 11+ H2

Para minimizar la funciéon \y = Ao =y = pus =0

+ 4y + p2

ds=1 a*=(4/3,1)

En ambos problemas la solucién 6ptima es un punto extremo, ;Pero esto
siempre sucede? ;Qué pasa si se eligen otras direcciones?

Definicion 3.1.1 Sea S un conjunto convexo, un vector d # 0 es llamado
direccion del conjunto si ¥V X € S, {X +Ad A> 0} también estd con-
tenido en el conjunto.

Existen una infinidad de direcciones en los conjunto no-acotados ya que si
d es una direccién ad también lo es YVa > 0; para evitar la duplicacion
tomaremos dy + do + - + d,, = 1, es decir normalizaremos el vector d con la
norma 1.

El conjunto de direcciones normalizadas tiene una infinidad de elementos.
Definimos a continuacién un criterio para la eleccién de direcciones.

Definicion 3.1.2 Una direccion extrema del conjunto, es una direccion del
conjunto que no puede ser expresada como una combinacion lineal positiva
de otras dos direcciones del conjunto.

Dos vectores d” y d” son distintos 6 no equivalentes, si d’ no puede ser
representada como un multiplo positivo de d”; cualquier direccién que no
sea un multiplo de d’ y d” puede ser expresada como: Aid’ + Aod” A1, Ao > 0

Ejemplo 3.1 Encuentre las direcciones extremas del ejemplo 2.2.
Sea d una direccion y X € S — X +Xd €S VYA >0
—x1 + 229 + )\(—dl -+ 2d2) <10

3x1 + 220 + /\( 3dy + 2d2) > 6

To+Ady > 1
Pero X € S entonces
—d1 4+ 2dy <0 E's un nuevo problema de programacion lineal.
3d1 +2dy >0 Los puntos extremos de éste son las direcciones

da >0 extremas del ejemplo 2,2.



3d1 4+ 2dy > 0 es
redundante, por
esta razén no se
graficd.
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Aumentamos la restriccién d; +ds =1

—di1 +2dy <0 Graficaremos el problema
3dy +2d2 >0 utilizando Graph para
di+ do =1 encontrar los puntos
di,dy >0 extremos.

En la ventana de comandos de Graph introducimos las instrucciones:

Insertar funcién
f(x)=1-x
Descripcién:d1+d2=1

Insertar funcién
f(x)=x/2
Descripcién: —d1 + 2ds <=0

Insertar sombreado
Entre la funcion y el eje X.
Descripcion:Region de Soluciones Factibles sin normalizar
Intervalo: Desde 0
Estas instrucciones nos muestran la regién de soluciones factibles del
problema Ad < 0y la recta d1 + dy = 1, los puntos de interseccién son los
puntos extremos, para encontrarlos seguimos las siguientes instrucciones:
Senalando la funcién f(x)=1-x seleccionamos en Evaliia
Ver en Interseccién, aparece x=2/3 , f(x)=1/3
Ver en Eje X, se despliega x=1 f(x)=0
La figura que se obtiene es:

1= dl+d2=1
LG -d1+2d2<=0
Reﬁi.é.n de Soluciones Factibles sin normalizar

1.44 1 (RN
i Puntos extremos
. o 0 .

0.8+ o
0.6+

0.4+ ( 1

0.2+

0.1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 INJ.1 12 13 14 15 1.6 17 18
0214

. Las direcciones extremas del conjunto son: d' = (3, %) y d” = (1,0)
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Definicién 3.1.3 El vector X es un punto extremo, si X € R™ y es la
interseccion de un conjunto de n hiperplanos de definicion' linealmente
independientes.

Definicién 3.1.4 Dos puntos extremos son adyacentes si comparten (n-1)
hiperplanos de definicion.

Podemos concluir que para obtener una direccién extrema de un ppl Az <b
es necesario encontrar los puntos extremos del ppl:
Ad < 0 més la restriccién Y ;" | d; = 1.

Ahora que conocemos los conceptos de punto extremos y direcciones
extremas podemos enunciar un teorema muy importante en la Programacion
Lineal.

Teorema 3.1.1 Teorema de Representacion?®
3

Sea S ={x: Ax <b x>0} un conjunto poliédrico no vacio’.
Entonces el conjunto de puntos extremos es no vacio y tiene un numero
finito de elementos: x1,xo,...,Tk.

El conjunto de direcciones extremas es vacio si y solo si S es acotado.
Si S es no-acotado entonces el conjunto de direcciones extremas es no vacio

y tiene un numero finito de elementos dy,ds,...,d;.
Ademds T €85 si y sdlo si puede ser representado como una combinacion
lineal convexra de x1,x2,...,xE mds la combinacion lineal no-negativa de

di,ds,...,d; esto es:

l

k k
EZZ)\ixi"i‘Zﬂjdj Z)\Z‘Zl)\i,ﬂjzo Vi, j
i=1 j=1 i=1

De este teorema se desprende que si el dptimo existe se encuentra en un
punto extremo.

Teorema 3.1.2 Si la region de soluciones factibles es acotada, entonces el
valor mdzximo o minimo de la funcion objetivo se alcanza en al menos un
punto extremo.

Teorema 3.1.3 n Si la region de soluciones factibles es mo-acotada en
un ppl de mazximizacion y 3M € R tal que

f@) <M vz e R

la solucion optima existe y se encuentra en al menos un punto extremo.

1Un hiperplano es de definicién si éste define la regién de soluciones factibles.
2La demostracién del Teorema se incluye en el Apéndice A.
3En la péagina 71 se muestra como todo ppl puede tener esa forma.
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w Si la region de soluciones factibles es no-acotada en un ppl de mini-
mizacion y AM € R tal que

g(x) > M vz € R

entonces existe un punto extremo optimo.

3.2. El Método Geométrico

Objetivo Describir el Método Geométrico y calcular los puntos extremos
de un ppl usando Matlab.
No todos los ppl se pueden graficar para encontrar los puntos extremos, asi
que tenemos que mostrar otra forma de identificarlos.

Ejemplo 3.2 FEncuentre todos los puntos extremos del siguiente problema:

Mazx z = —x1 + 3z + bx3
1+ 2+ 23 <D
—x1 4+ To+ 223 <4
221+ 32+ 23 <6
x1,x2,23 > 0
Multiplicamos las restricciones de no negatividad por (-1) para que todas

sean de menor o igual y asi realizar algunas comparaciones en las posteriores
lineas de cédigo.

Mazx z = —x1 + 3z + bx3
r1+ T2+ 3<5
—Tr1+ w2+ 213 <4
201 — 3x0+ 23 <6
—x1 <0
-9 <0
—x3>0

n =3, Los hiperplanos de definicion son :
Hi: x14+ x94+x3=25, Hy:—x14+ 290+ 2203=4
Hs3:2x1 — 329+ 23 =206 Hy:—21=0
Hs:—20=0, Hg:—x3=0

Tenemos 6 hiperplanos y tres variables, el ntimero de intersecciones es:

6 6-5-4-3!
(3)‘ TR
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Existen a lo mas 20 puntos extremos dados por las intersecciones de los His.
Auxilidndonos de Matlab analicemos como encontrar las combinaciones de
6 en 3.

Sean ¢ ={1,2,3,4,5,6}, b=1{2,3,4,5,6} y a = {3,4,5,6} los conjuntos de
los cuales tomamos 1 elemento para formar el conjunto {a, b, ¢} con b > ¢
y a > b, decimos entonces que {a, b, ¢} es una combinacién, al hacerlo de
todas las formas posibles obtendremos las combinaciones de 6 en 3 .

La estructura “for” ejecuta una instruccién o conjunto de instrucciones un
nimero especifico de veces.

Tiene la forma:

for “variable” ="valor inicial” : ”valor final”

instruccién 1

instruccién 1
end

Tenemos que movernos en tres espacios, los correspondientes a,b y c.

¢ vadellal6
b dec+1al6
a deb+1alb

Escribiremos las combinaciones con la estructura de un vector, por ejemplo:
combinacién=[1, 2, 3].

> forec=1:6+«

> forb=c+1:6+«

> fora=b+1:6«

> combinacion = [a, b, ] <
> end

> end <

> end

Introduzca las lineas anteriores en Matlab y observard que aparecen las 20
combinaciones de 6 en 3, sin embargo nuestro problema principal es calcular
las intersecciones de los hiperplanos, por ejemplo:

combinacién=[1,2,3]— H; N Hy N Hs.

1 1 1 T1 )
=1 -1 1 2 T | =| 4
2 -3 1 I3 6

B X bl

X=B1xbl si el determinante(B) # 0

Asi aseguramos que
a,b,c toman valores
en su conjunto con
b>c, a>b.




En la seccion 1.3
se muestra que
H(i,:) nos propor-
ciona el renglén
i-ésimo de H.
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Dada una combinacién, podemos introducir la matriz B y el vector bl para
realizar el cdlculo, pero no es necesario hacerlo en cada iteracién, escribamos
el problema en forma matricial.

1 1 1 5
1 1 2 4
L2 s LY | e
1 0 0 22 | o
3
0 -1 0 |. , 0
0 1 X 0
——
H d

Para la combinacién=[a,b,c|, la matriz asociada es B=[H(a,:);H(b,:);H(c,:)]
y bl=[d(a);d(b);d(c)].
Regresemos a la ventana de comandos de Matlab

>H=[111;-112;2 -31;-100;0 —10;00 —1];«
> d = [5;4;6;0;0;0]; <

> forc=1:6+«

> forb=c+1:6+«

> fora=b+1:6«

> combinacion = [a, b, c] <

> B =[H(a,:); H(b,:); H(c,:)] <
> b1 = [d(a); d(b); d(c)] <

> if(det(B) «»=0) <«

> X =inv(B) bl «—

> end

> end

> end

> end

Utilizando el cédigo anterior podemos encontrar todas las intersecciones que
existen; no todas ellas corresponden a puntos extremos ya que podrian en-
contrarse fuera de la regién S, debemos verificar cumpla con las restricciones?
ie. HX <d.

Definamos dos funciones

» fprintf(‘texto’) despliega en la pantalla el texto que aparezca entre
comillas

4Es el formato que tiene el problema en la pagina 64.
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s if es una funcién condicional de la forma:
if expresion
enunciados
elseif expresién
enunciados
else
enunciados
end

69

En nuestro cédigo la condicién estd dada por HX < d — X es un punto

extremo, en caso contrario X no es un punto extremo.
Regresando a la ventana de comandos®

S>H=[111-1122 —-31;-100;0 —10;00 —1];«

> d = [5;4;6;0;0;0]; <

> fore=1:6+«

> forb=c+1:6«

> fora=b+1:6+«

> combinacion = [a, b, c] <

> B =[H(a,:); H(b,:); H(c,:)]; <

> b1 = [d(a); d(b); d(c)]; <

> if(det(B) «=0) <

> X =inv(B) % bl «—

> end <

S if(H* X <=0) <

> fprintf('Es un punto extremo\n') «
> else

> fprintf('No es un punto extremo\n') «
> end <

> end

> end <

> end <

Al introducir las instrucciones anteriores Matlab despliega:

combinacion = [3 2 1]

25/23
z=| 3/13
37/13

Es un punto extremo

5 7 . z . .z
°En el apéndice B aparece este c6digo con la estructura de una funcién.

Note que la forma en
que escribimos H nos
permite asegurar que
el problema tiene la
estructura HX <d.

1 es el equivalente
al salto de linea.
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combinacion = [4 2 1]

0
T = 6
-1

No es un punto extremo

De donde podemos concluir que:
{(25/13,3/13,37/13),(1/2,9/2,0), (0,0, 2), (0,4,0), (3,0,0), (0,0,0) }
son los puntos extremos del conjunto S.
Utilizando los teoremas 3.1.2 y 3.1.3 resolvemos el problema
0<z1+22+23<5—-0<21<5, 0<22<5, 0<23<5

Si cada una de las variables esta acotada, entonces la region S estd acotada;
por lo tanto existe el maximo y se alcanza en al menos en un punto extremo.

Punto Extremo Funcién Objetivo
(71,72, 73) —x1 + 32 + 5a3
(25/13,3/13,37/13) | —25/13 + 3(3/13) 4+ 5(37/13) = 13
(1/2,9/2,0) —-1/243(9/2)+5-0=13
(0,0,2) —-0+3-0+5-2=10
(3,0,0) —-3+3:-04+5-0=-3
(0,0,0) —04+3-04+5-0=0

.Los puntos extremos (25/13,3/13,37/13) y (1/2, 9/2,0) son 6éptimos, por
que su valor, 13, de la funcién objetivo es el mayor posible.

La forma de resolver el ejemplo anterior es un método llamado

“El Método Geométrico” que consiste :
1. Encontrar todos los puntos extremos del conjunto, la cota para el

nimero de candidatos esta dada por:

< K ) k = #de restricciones n = #de variables

n

2. Aplicar los Teoremas 3.1.2 0 3.1.3

3. Si el éptimo existe evaluar la funcién objetivo en cada uno de los
puntos extremos e identificar la solucién éptima.



3.3. LA FORMA CANONICA Y LA ESTANDAR 71

3.3. La Forma Canonica y la Estandar

Objetivo: Definir la forma candnica y la estandar de un ppl y analizar
algunas propiedades de la regién de soluciones factibles como conjunto con-
Vexo.

Para resolver un ppl se utilizan algoritmos, sin embargo todos parten de que
el ppl esté expresado en cualquiera de las 2 formas siguientes:

= Forma Canoénica de un ppl

Max z = cx Min z = cx
Az <b Ax > b
x>0 z>0

» Forma Estandar de un ppl

Max z = cx Min z = cx
Axr =10 Axr =10
x>0 x>0

Todo ppl se puede transformar a cualquiera de estas formas mediante
operaciones sencillas. Suponemos un problema de minimizacién que de-
seamos llevar a la forma canonica.

Si a1z + asxo + ... + apx, < b multiplicamos por -1
— Q1T — A%y — ... — ApTy > —b

= Siajx; +asxy+...+ a,r, = b tenemos un hiperplano definido por la
interseccion de dos semiespacios:

a1x1 +asro+ ...+ apr, < by arx1+agxe+...+apxTy >b—
—Q1x1 — 2Ty — ... — GpTy > —by arxr; +agxo+ ... +apxy, >0

» Siz; <0 hacemos un cambio de variable 2} = —z; — 2} > 0

» Si z; no tiene restriccién de signo (SRS 6 NR) hacemos un cambio de
variable x; = a} — 2/ con x},2! > 0, por que:

/ 1
T; > T r; € RT
A/ o
T; = T ;=0
/ 1 —
T; < T z; €R

= Si la funcién objetivo esta expresada como Max z=cx, multiplicamos
por (-1)— Min -z=-cx
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Ejemplo 3.3 Escriba en forma candnica de minimizacion el siguiente ppl.
Max 2 =4x1 — 229+ Txs+0-x4 — x5

1 — 224+0-23+0-24+ 0-25> 3

O-z1+ a9+ 223+ 24+0-25=-1

O-z1+0-20+ 223+0-24 — 25< 8

z1,23,25 > 0

o <0 x4 €R

» 223 — x5 < 8 se sustituye por —2z3 + x5 > —8

m o+ 23424 =—-1=>a20+203+24 > -1y xo+223+24 < —1
cambiamos la segunda desigualdad por —xo — 2x3 — x4 > 1.

Se sustituye en las desigualdades z,=-x9 x4 =) — 2

Max z=4x1 — 2x9 + Tx3 — x5=Min -z=—4x1 + 229 — Tx3 + 5
Sustituyendo
Min z = —4xy — 225 — Txs + 0 -2 — 0 - 2 + x5
r1+a5+0-23+0-24 —0-2f +0-25> 3
0-21— x5+ 2x3+ aj— zj+0-25>-1
0-z1+ ahb— 2w3— a4+ 2i+0-25> 1
0-$1+0-x2—2x3+0-$ﬁl—0~xﬁ£+ T5 > —8
T, T, T3, Ty, T, 5 > 0

En forma matricial

Minz=(—-4 -2 -7 0 0 1)X

1
1 1 0 0 0 0 ) 3
0 -1 2 1 —-10 w3 | o | -1
01 -2 -1 1 0 o | = 1
0 —2 0 0 1 2! -8
x5

T _ / / "
X' = (.171,(172,1‘3,334,1’4,565) >0



3.3. LA FORMA CANONICA Y LA ESTANDAR 73

Para llevar un ppl a la forma estdndar de minimizacion:

» Siajzy + asxe + ...+ apx, < b sumamos una variable® Tptk >0
—a1x1+axa+ ...+ aptn +Tpyp =0

Si a1z + agxsy + ... + anTy > b restamos una variable x4 > 0
— a1x] + a2x2 + ...+ ATy — Tpykp = b

= Si x; < 0 cambiamos la variable por mg = —x;
» Siz; e Ra; =2, — 2 conz,z] >0
= Si la funcién objetivo es Max cx sustituimos por Min -cx
Ejemplo 3.4 FEscriba el ppl del ejemplo 3.3 en forma estdndar de
minimizacion.
= Sustituimos x1 — 9 > 3 por 1 — x2 — g = 3
= Sustituimos 2x3 — x5 < 8 por 223 — x5 + 7 = 8
» Cambiamos xg < 0 por 2 = —z9 > 0
» Cambiamos x4 € R por z4 = 2}y — ]
s Max z=4x1 — 2x9 + Tx3 — x5=Min -z=—4x1 + 229 — T3 + x5
Reescribiendo:
Min z = —4x1+ 225 — Tes+0-2, —0-2f + x5+0-26+0-27
1+ ahb+0-23+0-2,—-0-24+0-25 — x26+0-27= 3
0-21— :B’2+ 2x3 + :Bﬁl— $Z+0'l’5+0'l’6+0'l’7:—1
1+ 0-20 + 2:1:3+0-xﬁl—0-:vg— z5+0-264+ x7= 8

/ / "
L1y, Lo, T3, T yyTy,T5,T6, L7 Z 0

En forma matricial

Minz=(—-4 -2 =7 0 0 1 0 0)X

Tl
/
Lo
X
0 xf’
0 s =1 -1
1 T4
x5
T6
x7

T _ / o
X = ($1,$2,$3,ZII4,$47LE’5,(L’6,$7) 2 0

5A la que llamaremos variable de holgura.
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Proposicion 3.3.1 La region de soluciones factibles S de un ppl es un
congunto convezo.

Suponemos un ppl candénico de maximizacion

Sean X,Y € S. Por definicién AX < b, X >0y AY <b, Y >0

Sea Z = AX + (1 — A\)Y con 0 < X < 1 una combinacién lineal convexa de
XyY.

Se demostrara que Z € S, es decir que todo punto en el segmento de recta
que une X y Y esta contenido en S.

X>0 — AX >0
Y>0 — (1-2N)Y >0
AX <b AY <b
AAX < b (1-XNAY < (1-M\)b
Sumando ambas desigualdades
MX + (1-=XNAY <X+ (1 - M)
AMNX)+ A1 -NY <b
ADNX + 1=-2)Y)<b
AZ <b

LAZ<b Z>0 ZeS
.S es un conjunto convexo

Proposicién 3.3.2 Un ppl tiene cero, una o una infinidad de soluciones
optimas.

= Si S=0 no existe éptimo debido a que no hay regién factible,ie. no
existe una solucién.

» Si S# () pero la funcién objetivo no esté acotada, no existe el éptimo
finito pues Z — oo

» Si S# 0 con Z acotada existe el 6ptimo y se encuentra en un punto
extremo

1. Existe un unico éptimo.
2. Existen al menos 2 puntos éptimos X,Y tal que CX = OY = Z*.

PD Z = XX + (1 = A\)Y con 0 < A < 1 es una solucién éptima.

CZ =CAX+(1-NY) =XCX+(1-NCY = \Z*+(1-\) 2" = Z*
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. Z es 6ptima y por la proposicién 3.3.1 Z € S

.. Si existen al menos 2 soluciones 6ptimas, existen una infinidad
de soluciones 6ptimas en la recta que los une.

..Un ppl tiene cero, una o una infinidad de soluciones 6ptimas.
Ejemplo 3.5 Escriba el conjunto de soluciones dptimas del ejemplo 3.2

X = (25/13,3/13,37/13) y Y = (1/2,9/2,0) son soluciones éptimas del ppl,
por la proposicion 3.3.2.

Z = \(25/13,3/13,37/13) + (1 — X\)(1/2,9/2,0) 0<A<1
es una solucién 6ptima de problema.
C={Z e R*|Z = \(25/13,3/13,37/13) + (1 — A\)(1/2,9/2,0),0 < A < 1}

es el conjunto de 6ptimos del problema. ;Por qué existe una infinidad de
Optimos en este problema?
1+ o+ x3<5 z1+ z2o+ 23< 5
—x1+ 20+ 23<4 — —2x1+4+2x0+4r3< 8

z = —x1+4+3r2+ 523 <13

La funcién objetivo es una combinacion lineal positiva de dos restricciones,
ademads nuestro objetivo es maximizar por lo que toma su valor maximo en
13, si hubieramos deseado minimizar, el 6ptimo serfa x=(0,0) y no existirian
soluciones infinitas.

3.4. El Método Grafico

Objetivo Describir el Método Grafico y utilizar Graph para la aplicacién
de este método.

Definicion 3.4.1 El gradiente de un campo escalar en un punto es un
vector definido como el unico que permite hallar la derivada direccional en
cualquier direccion como:

9¢ = (grade) * n = 7 én, donde n es un vector unitario.

on

Se verifica que el gradiente:

» Es ortogonal” a las superficies equiescalares definidas por ¢=cte.

"Dos vectores u,v € R™ son ortogonales si (u,v) = 0, con el producto interno usual
(u,v) =30 uiv; =0
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= Apunta en la direccién en la que la derivada direccional es mdzima

Los ppl se limitan a funciones del tipo z=cx

..z = c e indica la direccién de crecimiento.

.. ¢ es ortogonal a las superficies definidas por z=cte.

De esto deducimos que la direccién de crecimiento de la funcién objetivo es
senalada por el gradiente. Con esta informacién contamos con otro método
de solucién para problemas en R? o R3.

Método Grafico
1. Dibuje la regién de soluciones factibles.
2. Identifique los puntos extremos.

3. Dibuje Z=cte para diferentes constantes (en direccién Vmaz 6—min)
mientras que la superficie definida tenga intersecciéon con S.

4. Encuentre si existe él o los puntos donde se intersecta la 1ltima superfi-
cie para la cual se tienen los valores Z,qz 0 Zpin. Sino existeny S # ()
concluya que el problema es no-acotado pues Zap — 00(6 Zmin —
—00).

Ejemplo 3.6 Resuelva por el Método Grdfico el ejemplo 2.2 wutilizando
Graph para las siguientes funciones objetivo.

a)Min z = x1 + 2x9 b)Max z = —2x1 + 49
c)Min z = 3x; d)Max z = x1 — 3z2

Paso 1
En el ambiente de trabajo de Graph realizamos las siguientes
instrucciones para dibujar S:

Insertar relacién «

Relacion:-x+2y<=10 and 3x+2y>=6

Condiciones: x>=0 and y>=1

Descripcion:-x14+x2<=10 , 3x142x2>=6, x1>=0,x2>=1

Paso 2

Identificamos los puntos extremos, para este ejemplo en particular es facil
ubicarlos si utilizamos la cuadricula (o bien los senalamos).

Para visualizar la cuadricula damos click en Ejes:

Eje X Ver cuadricula

Eje Y Ver cuadricula
Los puntos extremos son {(0,3),(0,5) y (4/3,1)}
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-

3.4.

Paso 3

a)

Damos valores a Z

— (Z-21)/2

1 + 2x9 — 2

VA
INS

i
2Z
/m
NN
NS,
0 A&
(.m
Il 2
W8
= A

(2-x)/2

f(x)

INS

Cae fuera de S intentamos con Z > 2

n Z=2

ipcién

Descr

f(x)=(3.5-x)/2

INS

Z

1SIMmM1Nnulmos un poco

D

7=3.5

7

ipcion

Descr

INS

[ap)

~

(aw]
o
—~
{3
RN
9
o O
-
(-n
| o
w8
= A

Z=10/3

Puntos Extremos

<t

*

7

1110 unico T

Encontramos el 6pt

Paso 3

Damos valores a Z

(Z +2x1)/4

Z = —2x1 +4x9 — 19 =

INS

b)

4

7=

=(4+2x)/4
Descripcién

f(x)
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INS

f(x)=(8+2x) /4

8

7—

7

ipcién

Descr

INS

f(x)

(16+2x) /4

16

7—

’

ipcion

Descr

INS

7=20

ipcién

f(x)—(20.—{—2x)/4

Descr

bre la recta

y sigue so

(0,5)

*

11mo €S un rayo que comienza en xr

El 6pt

10.

—x1 + T2

A>0}

+ A(2/3,1/3),

)

5

)

0

(

X =

X € R?|

{

C =

x2

20

-x14+2x2<=10, 3x1+x2>=6 , x1>=0 , x2>=1

Puntos Extremos

Paso 3

1zamos un

til

3

i6n, asi que u

Z =311 — w1 = Z/3 pero esto no es una func
truco, para dibujar una linea vertical, ie. 21 = k definimos f(x)=1000(x-

c)

k)?

donde f(k)=0 y la pendiente es muy grande por esta razén en el

parece una linea vertical.

programa

INS

£(x)=1000(x-3)

n Z=3

ipcién

Descr
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INS
f(x)=1000(x-2)
Descripcion Z=2

INS
f(x)=1000(x-1)
Descripcién Z=1

INS
f(x)=1000x
Descripcion Z=0

T Puntos Extremos
poa i i 2 . ; s A
P e
204 . 7=2
b i
184 b
P R ————
164 U I I D =
i
14+ i
P
124 i
[
104} .
[
N
o A
@
(4/3.1) ; i
2 !4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
[} 1
TR i el iy il b i it i

El éptimo es un segmento de recta que comienza en (0,5) y termina en
(0,3).

S C={X eR’IX = A(0,5) + (1 = A)(0,3), 0<A<1}
Paso 3

d) ZZ$1—3.’L‘2—>$2=($1—Z)/3
INS
f(x)=(x-3)/3

Descripcion Z=3
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INS

f(x)=(x-10)/3

Descripcién Z=10

No hay ningun hiperplano que acote a la funcién objetivo.
.".El problema es no acotado.

[ = x142x2<=10, 3x1+x2>=6 . x1>=0 . x2>=1
B R e TN L TR e s B R SR RS SER s LR e
11 Pgntos.Ext@mos 3 3 . .
7=3
10
Z=10
- —
8
7
6,,
4
2
()
.2_ .....
. 4/3,1 L
‘ o e || | —
05| 05 1 15-2-75 3 35 4 45 3 55 6 65 7 75 8§ §5-4=95 101051111512
i ! —

Otra herramienta de Graph que podemos usar para resolver problemas
por el Método Grafico es la opcién de animacion, la cual genera un archivo
de video que reproduce los movimientos de la funcién objetivo, para una
serie de valores dados.

Primero tenemos que definir a Z como una variable que pueda ser utilizada
en las funciones f(x).

/f(x) ahora dependede Z

s = . ~
Personalizar funciones/constantes ' @ Insertar funcidn / ﬂ
Nombre !Deﬂruclén I Tipo de funcl estandar  y=Fbg | -
Z 1
~Ecuacion de la funcin — |
\ ii=[Zaiz
Definicion de Z como variable
~Intervalo
Desde | Hasta Pasos: | ‘
|

~Purtos extremo: |

Inicio: Vi Fin 'i |

—Texto de la leyenda ‘

Descripeitn: ;Z:z

iedades de la grafica

P
Estilo de linea: |——— ~| Tipo de dibujo: | Automatico v;
Color. WA v Grosor 3 ﬁ

Aceptar I Cancelar i Ayuda I

Aceptar i Cancelar Aplicar Ayuda |
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Ahora podemos activar en el menti Calcular la opcién Animacidn, se elige el
intervalo de valores para Z y también el tamano de los pasos en el intervalo.

Animacién ._ a _
Constarte: |z =l Animacion |
rIntervalo
Desde | ]
Hesa: —
Paso: -1

| [COpciones deimagen——
Anchuadeimagen: [880

I Altura de imagen: 583

NE .

|

El resultado es un archivo de video que muestra los movimientos de
la funcién objetivo en el intervalo dado. De esta forma también es posible
encontrar el éptimo.

El é6ptimo es x=(4/3,1)
Z=10/3

=4 z=2

Las imdgenes muestran la solucién al ejercicio 3.6 a).
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3.5. [Ejercicios

Objetivo: Repasar la introduccién de instrucciones en Matlab para la
resoluciéon de problemas, utilizar Graph para la graficacién y acercar al lector
a la forma de solucién de algunos problemas.

1. Resuelva el problema por el Método Geométrico. Utilice para esto el
cédigo combinacion3(H,d) que aparece en la pdgina 263.

Min z=—x1 —x2+x3+0 24
T1+ 2x0— w3+ w14 <2
201 — 204+0-234+40-24 <3
1+ x2+ 23+0-24<5
921+ 0-29— 3 + 24 <6
r1,%2, 23,24 > 0
2. Utilizando el Método Geométrico resuelva
Mazx z =321+ 0 29 + 323 — 314
1 —22+0-234+ x4=3
O-21+x04+ x3—224=1
r1,Z2,23,T4 > 0
3. Resuelva graficamente el ppl

Min z = —x9
r1+22 < 3
—x1 + 12 < —1

1,72 > 0

4. Resuelva gréaficamente el ppl

Max z = 3x1 + 29
—x1 4229 <6
ZL‘2§4

z1,T2 > 0

Si S es no-acotada encuentre sus direcciones extremas.
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5. Escriba el siguiente problema en forma candnica de maximizacién y
estdandar de minimizacion.

Min z = 4x1 — 2x9 + Txz — x5
1 — 29 > 3
1+ 2x9 + x4 = —1
2x3 —x5/4 < 8
r1,x3,25 > 0
To <0 rqs €R

6. Lleve a la forma candnica

Min z = x1 + 9
|1 — 3| + |a2] < 3/2
0<xr; < 2
0<z2< 1

7. Sin graficar, establezca si las siguientes restricciones determinan una
region acotada o no acotada.

—z1+ 22 <4

2
%4—1’222

1,22 > 0

Justifique su respuesta.
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Capitulo 4

El Algoritmo Simplex

Objetivos: Mostrar diferentes enfoques del algoritmo Simplex partiendo
de las nociones més elementales a aquellas que son mas practicas, para que
el lector conozca la esencia del algoritmo Simplex y el concepto de cada uno
de sus pasos.

Construir programas en Matlab para cada algoritmo con la finalidad de
realizar los cédlculos en menor tiempo.

4.1. El Calculo de las Bases
Objetivo: Definir base factible para un ppl y su relaciéon con los puntos
extremos.

Recordemos que una base de E™ es un conjunto de vectores ai,ae,...,ag
que generan K" y si cualquiera de ellos es removido los restantes no generan
ETL

Todo ppl de la forma

Min z = cx
Az =b
x>0

Se puede escribir como

Min z =cprp + cNTN
Brgp+ Nzy=b
zp,xN 2 0

Decimos que B es una base factible si
= B es una base

«» B 1p>0

85

Con B una matriz
cuadrada de m x m
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Ejemplo 4.1 Dado el ppl

Max z=2x1+22+0-23+0 24
3r1+2x0+ x34+0-24=09
dry — 294+0-23+ x4=05

T1,22,T3,T4 > 0

Construya todas las bases posibles y diga si son o no factibles.

A g N TN b
e A R B v T B
AR
B-1p B-lNzy

..B es una base factible

IR R EH

SR A AN EN

AR A

B-1p B-Nzy

..B es una base factible

R ER R

e[ 2] e 20 [0]- 2]

o= [ 5]-[ 0 2] (2]

B—1b B-INzyn
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B es una base, pero no es factible

2 1 i) 3 0 _:E1 o 9
R ET R RN
~—— —— =
B B N TN b
4 [0 -1 4, [0 =177971 [-5
b [1 o |- Bb=1 2 ||5] |19
. -5 . —4 -1 -.’L'l
BT 19 112 || 2
—— -
B~ 1b B~ 1Nzy

.".B es una base, pero no es factible

LU1-

o LAl ] -
B TB TN b
RIS HREA

(927 [3/2 12][m
“B= 1 19/2 11/2 1/2 | | =3
B~1p B-1Nzn
.".B es una base factible
1 0 T3 3 2 1| |9
o Loy n]+ Al
B TB N TN b
1 |10 1, |10 91 19
sr=[o v ]ome=[o ][] =15
- 91 |3 2 T
B~ 15 4 =1 || a9
—
B-1p B-1Nzy

.".B es una base factible

Recordemos que un punto extremo es la intersecciéon de n hiperplanos de
definicién, al calcular para una base factible B, xg = B™'b — B~ !Nz y es-
tamos encontrando la interseccién de m hiperplanos , si m < n nos faltarian
intersectar n-m hiperplanos de definicién con los utilizados en B.

Si se verifica que se cumplen las restricciones principales, Az = b, para el
punto x entonces solo hace falta revisar si se cumplen las restricciones de
no-negatividad x > 0.



88 CAPITULO 4. EL ALGORITMO SIMPLEX

Si Ar =b — 2 = B~'b — B~'Nzy,por lo que zy tiene n-m variables y
necesitamos intersectar n-m hiperplanos

~Sizny =0y B es factible — zp es un punto extremo.!

Ejemplo 4.2 FEncuentre todos los puntos extremos generados por las bases
factibles del ejemplo 4.1.

) [ 2R]-[ ][

son=[ ][] o= [21]
-z = (19/11,21/11,0,0)
R EARETEAIE)
o [2]- 3] - 2]
sx=(5/4,0,21/4,0)
3 Tp= [ 199//22 ] - [ 131//22 1?3 } [ 2 ]

. 0 [ 9/2
S”CN:H; - 0}_”63: 19//2}

sz =(0,9/2,0,19/2)
(9] [3 2 ][m
h es=| 5 {4 —1]_@]

o [3]-[3] [

- X ={(19/11,21/11,0,0), (5/4,0,21/4,0), (0,9/2,0,19/2), (0,0, 5,9)}

-z =(0,0,9,5)

Ejemplo 4.3 En la base [x1,x2] del ejemplo anterior calcule los valores que
puede tomar x tal que xp > 0.

1Ver en el Apéndice A en la pagina 252 la demostracién de la equivalencia entre puntos
extremos y bases factibles.
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| [BE

1/11 19/11
[ 4/11 21/11 ]

19/11
21/11

} _'[ i?ii :14}31

=]
J<|

Multiplicando por 11 la desigualdad y tomando en cuenta que x3, x4 son no
negativas por definicion, el problema queda.

2/11
-3/11

[ r3/11 + 224/11

19/11
d5/11 — 3a4/11

21/11

T3+ 2x4 <19
4ors — 3xy < 21
x3, 24 > 0

Graficamos la region de soluciones factibles para encontrar los puntos
extremos del conjunto.

134

(@%p/2)

9
8-

74

9,5)

El conjunto de puntos (z3,x4) € S es infinito, por el Teorema de
Representacién todo punto en S se escribe como una combinacién lineal
convexa de los punto extremos, ie.

4
21 19\
S:{erM:<zﬁ+ﬂ&,12+5M)§:&:LogMgl}
=1

Los valores que
pueden tomar x3, x4
son los puntos en la
regiéon de soluciones
factibles del problema.
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Evaluando la base [z1, 2] en los puntos extremos

X1 ={(0,0),(0,19/2), (9

,5),(21/4,0)}

f19/11 ] [1/11 2/ | [o]  [19/11
B 9111 4/11 =3/11 || o | | 21/11
f19/10 ] [1/1no2/10 [ o | [ o]
TE= o111 4/11 =3/11 | | 19/2 | | 9/2
f19/11 ] [ /11 2/11 21/4 | [ 5/4
B o111 4/11 —3/11 o | | o
Sl [y o2m o] Jo
BT o1 411 =311 || 5| |0

Por lo tanto al evaluar en los puntos extremos del problema encontramos
los puntos extremos del ejemplo 4.1.

.. Para encontrar todas las bases del ejemplo 4.1 podemos
= Calcular x5 = B~'b — B~!Nzy para alguna base factible.

» Encontrar los puntos extremos &) del problema B 'Nzy < B~ 'b,
zny >0

» Evaluar x5 = B~'b— B"'Ni con & € X}

Pero el hecho de resolver B~'Nzy < B~'b, xny > 0 para encontrar la
solucién de Bxp+Nxy < b,xp,xny > 0 podria generar demasiados célculos,
por ésta razén en la siguiente seccién proponemos otra forma de encontrar
el valor de z3, x4.

4.2. El Algoritmo Simplex Rudimentario

Objetivo: Describir el algoritmo Simplex Rudimentario, la construcciéon
de sus pasos en busqueda de la optimalidad y resumir éstos en un algoritmo.

Por el Teorema de Representacion, el éptimo si existe se encuentra en al
menos un punto extremo. Dado un punto extremo xg es posible encontrar
un vector w tal que al sumarlo con xg éste se mueve en direccién del siguiente
punto extremo; como se observa en la figura.
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x2
(2/3,5/3)
1.6
b T T T T T T W
1.44 - |
-
s |
- |
12 p s |
7 |
Qur = = = o
Xo
0.8-
0.6--
N
0l 1/2.1/2)
0.2~
(0,0) < (3/2/0) =

-0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 1.3 1.4 1E5) 1.6

A continuaciéon definimos la forma de encontrar el vector w dado xg.

Definicion 4.2.1 Dada una base factible B de un ppl, definiremos una
direcccion de movimiento \;x como:

N St xp €xp

0 e.o.c.
donde
> 4 =—ai
Cl?]'GB

Ejemplo 4.4 Calcule Azx, Asx para xp = [x1,x2] del ejemplo 4.1

()-Lom]-Lm a2
Tp B1p B-1N TN

BN EH

o Ase = (—1/11,—-4/11,1,0))

BRI ET R

- Agz = (—2/11,3/11,0,1))

Para Aszx

Para Aux
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Ademas, como Az, Asx son direcciones de movimiento que parten del punto
(19/11,21/11,0,0), entonces existen Az, Ay > 0 tal que:

{(19/11,21/11,0,0) + Ag(—1/11, —4/11,1,0)} C S
{(19/11,21/11,0,0) + Ay(—2/11,3/11,0,1)} C S

;,Cémo calculamos el valor maximo de A;?
Sea T = x+ A\;A;x con x un punto extremo, existe A; > 0talque z € Sy A;
es maxima.

Az = A(x + )\,A,.%') =Ax + NAAx =D
T=z+ NNz >0 Az > —x
s Si A;z, =0 \; toma cualquier valor en los reales positivos
v Si Az >0— N\ > —x/Ajzg, por lo tanto \; € RT

v Si Ay <0— X< —x/Ax en este caso el valor de \; se encuentra
limitado y tenemos que tomar el menor valor para asegurarnos que se
cumple la restriccion para toda k.

S =man{—z; /Ay Ajz; < 0}

Ejemplo 4.5 Calcule A3 y Ay para las direcciones del ejercicios anterior,
verifique ademds que si \; es mdximo el punto T es un punto extremo.

_(19/11 21/11 ,
A3 = S S o 19,21/4} = 21/4
3 mm{ iR 4/11} min{19,21/4} = 21/

-7 =(19/11,21/11,0,0) + 21 /4(—1/11,-4/11,1,0) = (5/4,0, 21/4,0)

19/11

A :mm{ 2/11

} = min{19/2} = 19/2
-7 =(19/11,21/11,0,0) + 19/2(—2/11,3/11,1,0) = (0,9/2,0,19/2)

Los puntos obtenidos corresponden a los puntos extremos calculados?.

Las direcciones A;x nos permiten movernos de un punto extremo a otro y
el éptimo, si existe, se encuentra en al menos un punto extremo.

. Pero es necesario encontrar todos los puntos extremos?

Analicemos la funcién objetivo

n
z = E Cix; 512 =x+ N\jAjx
i=1

%Vea pagina 90.
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n n n
z = E CiT; = E C;x; + )\j E CZ'Aj.%'i
=1 =1 =1

Si Yt eAjr; =7z Ajxz >0 el valor de la funcién objetivo aumenta.
Definicién 4.2.2 El coeficiente de costo reducido ¢; asociado a xj € TN es
¢ =c- ij

donde Ajx es la direccion que incrementa x;

Ejemplo 4.6 Calcule z para la base [r1,x2] del ejemplo 4.1

Primero encontramos los coeficientes de costo reducido para w3, x4

11
—4 —6
Gg3=cAgz=(2 1 0 0)x]| U =17
1
0
S
3 1
E4ZCA4$:(2 1 0 O)* 11 :H
0
1
Ademis
19
11
21 59
—(92 1 11 _ 2
cr ( 0 0)* 11
0
0
59 6x3 14
2= = — — —
11 11 11

Si deseamos maximizar z— x3, x4 deben ser cero
o =(19/11,21/11,0,0)
Ejemplo 4.7 Si la funcion objetivo del ejemplo 4.1 se cambia a

Min z=—x1 + xo sFEl dptimo sigue siendo el mismo? si no es asi encuentre
el dptimo.
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Recalculamos los coeficientes de costo reducidos para xs3, x4 y cX.

—_

1

11
_ = -3
03:cA31::(—1 1 0 O)* =
1
0
=2
1
2 5
G=clr=(-1 10 0)«| T ==
0
1
Ademas
19
11
21 2
—( _— 1 ——
cx ( 1 10 0)* 1
0
0
2 3x3 %

z =
11 11 11

Si deseamos minimizar z — 3 debe aumentar su valor®.
T =(19/11,21/11,0,0) + A3(—1/11,—-4/11,1,0) = (5/4,0,21/4,0)

El punto extremo cambid, en consecuencia se ven afectadas las direcciones
de movimiento, obtenemos Agxz, Ayx para el punto (5/4,0,21/4,0)

Para Asx

B NEEEEA
o Agx = (1/4,1,-11/4,0))

Para A4z

e EAR A

o Az = (—1/4,0,3/4,1))

3El calculo de )3 se encuentra en el ejemplo 4.5.
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Una vez mas calculamos los ¢;’s

1
4
3
EQZCAQCL‘:(*l 1 0 0)* 1 = —
—11 4
4
0
-1
4
1
E4—CA4$:(*1 1 0 0)* g = -
1 4
1
Ademais 5
: 5
0
=(-110 0 =2
0

=5 3xe | 1y
e YL T

Para minimizar el valor de z, las variables no béasicas toman su valor minimo.
te. x9 =24 =0

coa* = (5/4,0,21/4,0)

No fue necesario conocer todos los puntos extremos para encontrar el 6ptimo
de problema, basto con tener B, una base factible inicial, Az, A, cAz.
Estos pasos constituyen un algoritmo al que llamaremos

“Algoritmo Simplex Rudimentario”

1. Obtener una base factible B y calcular zg + B"'Nxzy = B~ 'b
z® = B~1p con t=0.

2. Calcular Azt Vz; € TN como

Nk St x, € xB

A =01 Sik=i
0 e.o.c.
donde
> ajn; = —ai
$]‘EB

3. Calcular ¢; = cx Azt Vg, € apy
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4. Sic¢; >0, Vx; € xy terminar, el problema es 6ptimo.
(t)
¢

Si no, ¢x = min {¢;}, calculamos A\ = min {Akzd“) : Akxg.tﬂ) < O}
j

Para un problema . . .
.. p ., = Si \; no existe, terminar el problema es no acotado
de minimizacién

» Si existe, actualizar 2D = 2 4+ X\ ALzt
t=t+1 e ir al paso 2.

4.3. Aplicaciéon del Algoritmo Simplex
Rudimentario

Objetivos: Dar ejemplos del Algoritmo Simplex Rudimentario y cons-

truir las lineas de c6digo en Matlab que nos permite resolver problemas por
este algoritmo.

Ejemplo 4.8 Resuelva con el Simplexr Rudimentario el ejemplo 2.1.

Escribiendo el problema en forma estandar:

Min z= —x1—322+0-23+0-24+0-25
—x14+ 29+ x234+0-244+0-25= 4
—x1+2224+0-234+ 244+0-25=12
1+ x22+0-23+0-24+ 2x5=10

x1, %2, %3, 24,25 > 0
El punto extremo e

que genera  es Comencemos por la base factible dado por [z3, 24, x5].
(0,0,4,12,10)

Tr1 T2 T3 X4 Ty b

1 1 1 0 0] 4
1 2 0 1 012
1 1.0 0 1/]10
t=0 N N B B B Sixy=1,29=0
—1+z23=0—>o23=1
z® 0 0 4 12 10 cx=0 —l+a4=0—-24=1
l+25=0—25=-1
Az 1 0 1 1 -1 e=-1 cr=cxAr=-1

Sz’xlz(),xg:l
1+x3:()—>a;3:—1
24x4=0—>24=-2

Aoz 0 1 -1 =2 -1 |&g=-3

- - 1 F R =d l4a5=0— 25 = —1
G =c* Aoz = —3
MAsr 0 4 —4 -8 —4 Glg=-12 Cr = min {a’ @} = -3

D = 2O 4 X\yApz
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Sixlzl,xgzO

t=1 N B N B B —14+22=0—1292=1
—1+2r04+24=0
sz 0 4 0 4 6 cx=-12 —rg=—1
l+294+25=0— 25 = -2
Aoz 1 1 0 -1 -2 [Gg=-4 cr=cx Az =—4
Six1:0,x3:1
4 6 200+ x4 =0 —> x4 =2
- - - 1 3 Ar=3 To+35=0—1z5=1
cz=c*Aszx =3
MA1z 3 3 0 -3 —6 ¢A=-12 ¢k = min {c1,c3} = —4

CL'(Q) — gj(l) + )\1A1~’U

St a:3:1,:c5:O

1—$1—|—{L‘2:0—>$1:%
O—w1+2x2+x4:0
—1
t=2 B B N B N — T2 =5
0+$1—|—(1§2:O—>x4:%
@ 3 7 0 1 0 cx=-24 cz=cxAzrx =1

Sizy3=0,25=1

—T1+ T =021 =3

—x1+ 2204+ 24 =0

1 C5:2 _)1,2:—71
$1+$2+1=0—>J}4:%
G5 =cx Asz = 2
e = min{c3, e} =120

g
w
8
N[
||
—_
—_
[\G][VV]
o
3
w
|
—_

D=

..La solucién 6ptima es z* = (3,7,0,1,0) con z*=-24.

Ejemplo 4.9 Resuelva por el Algoritmo Simplex Rudimentario el siguiente
problema:

Max 2=3x1+0-204+0-23 — x4
1 — To+0-234+ x4=3
O-21+ 220+ a3 —224=1
.Z'l,xg,(lfg,lezo

Comenzando por la base factible dada por [z1, z3].
T1 To X3 X4 b

1 -1 0 1|3
0O 1 1 -2|1
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t=0 B N B N

z9 3 0 1 0 cx=9

Aoz 1 1 -1 0 |m=3

Az =1 0 2 1 c=-4
- - 1 - x=1

- - = = M—©

.. El problema es no-acotado en direccién de x4 ie.
T=(4,1,0,0) + X4(1,2,0,1) C S VA, >0

Otra forma de expresarlo es

1 =4+ x4
3:2:1—1—23;4
1'420

Los valores que pueden tomar x3, 4 se pueden obtener graficando el espacio
de las variables no basicas.

z =12 —3x3 4+ 224

T1+a3— x4=4 — T3 — x4 <4
To+x3— 214 =1 — T3 — 214 <1
x3,x4 20

Dibujando la regién de soluciones factibles
Suponemos la igualdad en las restricciones

x3—x4=4 — pasa por {(4,0),(3,7)}
x3 —2x4=1 — pasa por {(170)7 (37 7)}
3 =14 =0 son los ejes
Evaluamos en el punto # = (0,0)
0-0=0<14
0-2.0=0<1
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e

| Rgiin do Dolusiones
e o
6
< I
P a3
2
00 am 1 : : : : 1 ; , =
i 2 3 4 5 6 71 8 ¢ 10 11 12

-1

w es la variable que
le indica al programa
cuando dejar de rea-

Expresemos los pasos del algoritmo Simplex Rudimentario? con su
equivalente en instrucciones computacionales que puedan se utilizadas en
la ventana de comandos de Matlab.

Paso del Algoritmo

Min cx
Az <b
z>0
En forma estandar
Min cx+0-2
Ar+IT =0
z,z >0

En la base es B = Identidad
X =(z,7)

La primera tabla es

2@ =(0,...,0,b1,...,bn)

Cddigo en Matlab

>ce

> A b

> n = size(A);

> B = eye(n(1));

> ¢ = [c, zeros(1,n(1)];

> A=[A, B];

> base = [n(2) +1:n(2) +n(1)];
> w = 0;

>z = [zeros(n(2),1);b];
>m=mn(l);n=n(1) + n(2);

> fprintf('La tabla Inicial es’)
> disp([A, b))

while(w == 0)

E =inv(B) *[A,b];

lizar las iteraciones
en la instruccién
while

La variable Aux es
la matriz en la que
se guardan las direc-
ciones

En la matriz E se ac-
tualiza en valor de la
base B en cada pa-
so, te. tiene despe-
jadas las entradas en
términos de las varia-
bles bésicas

4En el Algoritmo en particular se supone un problema de minimizacién donde la base
esta dada por las variables de holgura en restricciones de menor o igual, en el siguiente
capitulo se muestra como encontrar una base factible.



E(j,i) es el valor de
la a; en su entrada
j-ésima.

Al calcular las di-
recciones para todas
las wvariables quita-
mos aquellas que son
bésicas.

Multiplicamos lamb-
da por realmax para
que al hacer la prue-

ba del radio mini-.

mo queden exclu-
idas las variables con
Akl'(tJrl) >0

El simbolo de% en
la funcién fprintf es
el lugar en donde
serd sustituida la
variable que aparece
después de las
comillas

En la actualizacién
de la base, una vez
encontradas las xp y
x; se sustituyen en la
base la columna q
por la a.

100

Calculamos Ax para las © € xn
Yoajlixj = —a; con Njz; =1
y Ajxp =0 Vo, € oy (k#1)

Calculamos ¢ = cApx Vg € N

Por el criterio de optimalidad
st todos los coeficientes de costo
reducidos son positivos
terminar, el problema es optimo.

5t no
cr = min{c}
y la variable que entra es xy,

el problema es no acotado

si no, calculamos

o
Al = min { N xzt+1> : Akﬂl‘,gtJrl) < 0}

(
kT,

. sale de la base
Actualizamos el punto
2D = 20 4 AA
FEvaluamos en z
5 — cp(tHD)

regresar al paso 1
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Auz = [ ]

fori=1:n

IX = zeros(n,1); for j=1:m
IX(base(1,7),1) = E(j,1);
IX(i,1)=1;end

Aux = [Auz, IX];end

fprintf('Las direcciones son : \n')
disp(Auzx)

> C = c* Aux;

fori=1:m

C(1,base(1,4)) = 0;end
fprintf('Los coeficientes de

costo son : \n') disp(C)
if(C>=0)

forintf('El problema es optimo\n')
w =1,

else

[r, k] = min(C);

forintf('El min de los coeficientes
es%g x %t a la base\n',r, k)

> lambda = ones(n, 1) x realmax;
if(Aux(:, k) >=0)

fprintf('El problema es no acotado’)
return end

fori=1:n

if(Auz(i, k) < 0)
lambda(i,1) = —x(i, 1) /Aux(i, k);

end end

> [r, 1] = min(lambda);
fprintf('El min de las lambdas
es %g x %i sale de la base\n',r, 1)
fprintf('El punto extremo es\n')
x=x+7r* Aux(:, k); disp(z)
forintf('El valor de la funcion
objetivo es z = %g', ¢ * x)

fori=1:m
if(base(1,i) ==1)
B(:,i) = A(:, k);
base(1,1) = k;
end endend end

El c6digo del algoritmo con estructura de funcion esta en el Apéndice B.
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4.4. El Algoritmo Simplex

Objetivo: Desglosar la forma en que se construye la tabla Simplex, dar
interpretacion a sus entradas para concluir que el Algoritmo Simplex es una
version mejorada del algoritmo Simplex Rudimentario.

En el algoritmo Simplex Rudimentario tenemos que calcular una direcciéon
A;x antes de saber si tenemos que movernos en direcciéon de xz;, es mas
conveniente primero conocer el valor de ¢; para elegir la variable que al
aumentar su valor mejora el valor de la funcién objetivo antes de construir
su direcciéon de movimiento asociada A;x.

Recordemos que z = cx = cgxp + cyzny = cgB7 b — (cgB™'N — cy)zn
si conocemos B! 6 cgB~! es més sencillo encontrar ¢; y posteriormente
encontrar A;x

A continuacién veremos otra forma de presentar la tabla Simplex, que nos
ayuda a encontrar ¢; sin calcular Azx.

Suponemos un ppl en forma estddar de minimizacién que tiene al menos una
solucién factible.

Min z = cx
Axr =1b
x>0

3 B tal que x5 = B~'b — B~ 'Nay

Min z = cgxp + cNTN
Bxp+ Nxy =0
x>0

sustituyendo xp
Min z =cgB™' — (¢cg B"'N — cy)zn
Irg+ B 'Nay =B'b
x>0
Es equivalente a
Min z+0-x5 + (cgB™'N —cy)zy = cgB™1b
0-z+Irp+ B Nay = B'

x>0

I es la matriz identi-
dad de m x m

0 es el elemento neu-
tro de R™, mientras
que 0 es el vector
columna con todas
sus entradas cero.




102 CAPITULO 4. EL ALGORITMO SIMPLEX

LD os abreviatura Construimos una tabla Simplex de la forma

para expresar el

lado derecho de Z B 931N LD 1
una ecuacion. z |1 ‘ 0 ecgB™ N —cn ‘ cgB™b
zp| 0|1 BIN BT

decimos que tanto z, como el vector xpg son variables dependientes porque
estan expresadas en términos de x .
Definamos algunos cambios de variable:

w=cgB™', b=DB', Y = B la

m

2k = Wag = CBYk = Z CBiYik
i=1

Redefiniendo la tabla con las nuevas variables

Z Ip TN LD
1‘6 wN—cN‘wb

z

Y8B1o|I BN |b

6 bien z = wb — 3, (¢ — 2i)xi

Observemos que:
= 7 es una funcién de x; y b

LA <1Ub ~ Lieay(Ci — zz’)ﬂﬁi)

gj - oz

=—¢jt+ 7

. —cj + zj es la tasa de cambio de z con respecto a z;

6z O(wb—37 . (¢ — zi)w;)

T 5b v
» zp también es dependiente de x
xp=DB"'b— Z YiTi
1ETN
0xR 0 (Bilb - ZiExN yixi)

6Ij (535]'

.. —yj es la tasa de cambio de xp con respecto a la variable x;.
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A continuacion proporcionaremos el Algoritmo Simplex, que fue creado por
George Dantzing en 1947 para resolver los problemas de programacién lineal.

Algoritmo Simplex

1. Dado un problema de programacién lineal en forma estandar

Min z=cx+0-2 Mar z=cx+0-2
Ax+ Iz =b Az + Iz =)
z, x>0 z, x>0

Se identifica una solucién inicial bésica factible. Las variables de
decisién correponden a variables no bésicas (x=0) y las variables de
holgura corresponden a las variables basicas iniciales (7).

2. Prueba de optimalidad: la solucién béasica factible actuales 6ptima
si y sélo si todos los coeficientes en el renglén z(las z; —c;) son positivos
para un problema de maximizar o negativos para un problema de
minimizar, si es as{ terminar.

3. Se determina la variable no-bésica entrante xj tal que

» ¢ =min{cj — z; xj € xn} para un problema de maximizar, yj
es la columna pivote.

» ¢ =maz {¢; —z; =; € xy} para un problema de minimizar, yj
es la columna pivote.

4. Se determina la variable que sale de la base aplicando la prueba del
cociente minimo

Se eligen los coeficientes de la columna pivote que son estricta-
mente positivos, ie. y;; > 0

Se divide el elemento del lado derecho(vector b) entre cada coefi-

ciente, 7e.
b.
{1 Vyik > 0}
Yik

Se identifica el reglén que tiene la menor de estas razones

b; b;
L = min{z Vi > 0}
Yik Yik

La variable bésica para este renglén ie. xpj sale de la base.

El renglén correspondiente es el renglén pivote.
El ndmero en la intersecciéon de la columna pivote y el reglén pivote
es el elemento pivote y;x, si no es posible elegir un elemento pivote
(ie yr < 0) terminar el problema es no-acotado.



RU=1 simboliza el
renglén i-ésimo de
la tabla Simplex,

para i=1 diremos

R®)
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5. Se calcula la nueva solucién factible usando operaciones elementales
con los renglones®. Se regresa al paso 2.

Ejemplo 4.10 Resuelva utilizando el algoritmo Simplex
Max z = 2x1 + x90 — 223
z1+z2+ 231
0 21+ o2+ 43 <2
r1, 22,23 2> 0
Escribiendo en forma matricial y estandar
Max z —(2,1,-2,0,0)z =0
1
= (!
S\ 2
T4
5

=
B
O =
= o

T1,T2,T3,T4,T5 > 0

Paso 1 Construimos la tabla Simplex inicial

Z X1 X2 X3 T4 X LD
z [1]-2 -1 2 0 0| O
zg 0] 1 1 1 1 O 1
x5 |00 1 4 0 1 2

Iteracion 1
Paso 2 Criterio de optimalidad

Z1—61:—2z0

ZQ—CQZ—lzo
zZ3 — C3 = 220

Paso 3
cr=min{z; —c1,20 —c2,23 — 3t =min{-2,—-1,2} = -2 k=1

la variable entrante es

1 b; . 1 .
n=1{, —=minq—, j=1, xp1 =24
Yil 1

la variable bésica que sale es x4 y el pivote es y11 =1

Paso 4

°Suma de renglones y multiplicacién por escalares distintos de cero.
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Paso 5 Realizamos operaciones elementales con los renglones
RY = 2RV RO = 2(0,1,1,1,1,0,1)+(1, -2, -1,2,0,0) = (1,0,1,4,2,0,2)

Reescribimos la tabla

Z Tr1 T2 T3 X4 Tj LD
z 110 1 4 2 0 2
z7 01 1 1 1 O 1
z5 |00 1 4 0 1 2

Iteracién 2
Paso 2 Criterio de optimalidad

22—022120
23—03:420
Z4—C4:220

.. La solucién éptima es £*=(1,0,0,0,2) cx*=2

Ejemplo 4.11 Resuelva utilizando el algoritmo Simplexr y muestre en la
region S el movimiento sobre los puntos extremos del problema.

Min z = —2x1 — x9

.CE1—.’E2§10

229 < 40

x1,22 >0

Escribiendo en forma estandar

Min z+2x1+ 29+0-23+0-24= 0
1 — 29+ x3+0-24=10
0-z14+2x9+0-23+ x4 =140

XT1,X2,I3,T4 > 0

Paso 1 Construcciéon de la tabla

Z Ir1 T2 I3 T4 LD

z (112 1 0 O 0
zz3 |01 -1 1 0] 10
x4 |00 2 0 1] 40
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Iteracién 1

Paso 2 Criterio de optimalidad

21— C1 = 2 f 0
zZ9 — Cy = 1 ﬁ 0
.. la solucién x=(0,0,10,40) no es éptima.

Paso 3

Cr =max{z1 —c1,22 —cof =max{2,1} =2 k=1

la variable entrante es x;

Paso 4 Prueba de radio minimo

Y = ——=minqg—, j=1 xp =x3
0 Yil 1

la variable béasica que sale es x3, el pivote es y11 = 1

Paso 5 Operaciones elementales
RY = 2R 4 RO— 2(0,1,-1,1,0,10)+(1,2,1,0,0,0)=(1,0,3,-2,0,-20)
Z Tr1 T2 I3 T4 LD

2 [1]0 3 -2 0]-20

z [0[1 -1 1 0] 10
2|00 2 0 1] 40

Iteracion 2

Paso 2 Criterio de optimalidad

z9—cCcy= 3 ﬁ 0

Z3 — C3 = -2 < 0
..La solucién, x=(10,0,0,40) no es éptima.
Paso 3

Cr =max{zg —co,23 —c3} =max{3,-2} =3 k=2
La variable entrante es x9

Paso 4 Prueba del radio minimo

— b; 40
y2:< 1> j:mm{}:% J]=2 Tpo =124
2 Yi2 2

la variable béasica que sale es x4, €l pivote es y90=2
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Paso 4 Operaciones elementales

(1)
R§2) == R; = % 07 07 2) O) 1)40) = (0707 170’ %720)

R? = B 4+ RY) = (0,0,-1,1,0,10) = (0,1,0,1,1,30) + (0,0,1,0, 1, 20)
RY = —3rY + RV = (0,0,-3,0,53,—60) + (1,0,3, —2,0, —20)
RY) = (1,0,0,-2, 52, —80)

’ 9
En la tabla

Z Tr1 T2 I3 T4 LD

z [1]0 0 -2 F[-80
z1 |01 0 1 5 |30
2[00 1 0 % |20

Iteracién 3
Paso 2 Criterio de optimalidad

23—032—230
e = —2<0
R4 — C4 9 =

.-La solucién 6ptima es z* = (30,20,0,0) z* = —80

sz 30,20
20- (30,20)

18-- iy

16 ’

14-- @q i ﬁ //’

12- S

N Dolusiones Faetibles

8 ’l/

ok /” Punto Iteracion
(0,0) 1

4- (10,0) 2

N (30,200 3

00 : wp . m

| T 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Para los ejemplos anteriores enunciamos el paso 5 como sigue:
Se calcula la nueva solucion bdsica factible usando operaciones elementales
con los renglones.



e;j representa al vec-
tor candnico j-ésimo
en R™, ie. el vector
que tiene ceros en sus
entradas y un 1 en la
j-ésima.
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Las operaciones consisten en convertir la columna g, de la siguiente tabla
en un vector e; y el coeficiente z;, — ¢ en 0; todas las operaciones se pueden
efectuar al mismo tiempo mediante lo que denominamos pivoteo.

Sea el pivote ¥,

1.

2.

3.

Se divide el reglén R; entre y;

Para ¢ = 1,...,m con ¢ # j, se actualiza sumandole el renglén R;
multiplicado por —y;, ie. R; = R; — yi R

Se cambia Rz por Rz = Ry — (z; — ¢j)R;

Al realizar estas operaciones y solo escribir los datos actualizados se facilita
la escritura de las tablas Simplex.

4.5.

Casos Especiales

Objetivo: Presentar ejemplos de degeneracion, éptimos alternativos y
problemas sin 6ptimo finito.

Analicemos algunos casos especiales que se presentan al aplicar el Algoritmo
Simplex

1.

zj—cj <0 Vz; € xy (para un problema de minimizacién); pero existe
Tk € xy tal que

oz . e

zr—c =0 — o 0 z no cambia si modi ficamos el valor de xy,
Tk

Pero (?Tf = —yg; te. los valores de las variables bésicas se ven afectados,

éste se derivan otros subcasos:

a) Si wE = mm{yik

punto extremo diferente de x* tal que ¢z = cx*

Vi > O} es positivo existe al menos T un

C={zeR'fz=X"+(1—-XN)T 0<A<1} son dptimas

decimos entonces que existen optimos alternativos

b) Si % = min {yblk Vyir > 0} = 0 entonces b; = 0 para alguna i
i 1

y al pivotear no nos movemos del punto x*.

.. No existen éptimos alternativos y decimos que z* es una solu-
cién 6ptima degenerada porque el punto x* estd generado por
mas de una base.
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c) Si yb—Jk no estd determinada es decir y; < 0 entonces todos los
J

elementos del conjunto
C={xeR"x=2a"+pAx, u>0}
son soluciones 6ptimas, decimos que existe un rayo 6ptimo.

2. Existe al menos una xp; = 0, te. una variable bésica es cero decimos
entonces que X es una solucién degenerada.

3. Si zj — ¢j > 0 (problema de minimizacién) para alguna j y y;, < 0 el
problema es no acotado.

Ejemplo 4.12 Identifique el caso especial que se presenta en el ppl siguiente

—5x9 + 4x9 < 16

—3r1+ x29< 4
l’QS 9
1,72 > 0

cuando la funcion objetivo es
a)Max zy = —10x1 + 8x2  b)Max zo =x9 c¢)Max z3 = 1 + 22
Escribiendo en forma estandar
—bro+4ra+ x3+0-24+0-25=16
—3x14+22+0-235+ x4+0-25= 4
O-z14+29+0-23+0-24+ 25=9
T1,%2,23,%4,25 > 0

Tenemos la base factible dada por las variables de holgura x3, x4, x5

Z X1 To 3 x4 x5 LD
z27 1110 -8 0 0 0] O
z |10 -1 0 0 0] O
zz |1|-1 -1 0 0 0] O
x3|0]-5 4 1 0 0] 16
x4 |0]-3 1 0 1 0] 4
x5 0] 0 1 0 0 1] 9

Pasos 2y 3

Para z1 ¢ =min{z —c1,20 — coa} = min{10,-8} = -8 k=2

Ver direccion de
movimiento en
péagina 91.

El problema esta di-
senado para que los
pivotes sean los mis-
mos en cada itera-
cién para las fun-
ciones z1,22,23, ya
que esto no siempre
sucede.
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Para zo ¢ =min{z —c1,22 —co} =min{ 0,—-1} = -1 k=2
Para z3 ¢ =min{z —c1,22 —ca} =min{-1,-1} = -1 k=2
La variable que entra a la base es x-
Paso 4
by :min{m,4,9} =4
Viz 101
.. j=16 2 sin pérdida de generalidad j=2, la variable que sale es xpy = x4

Reescribiendo la tabla

Z T To9 X3 x4 x5 LD

z1711]1-14 0 0 8 0] 32

z2 111 -3 0 0 1 0| 4

zz |11 -4 0 0 1 0| 4

z3 |0 7 0 1 -4 0] O

0] -3 1 0 1 0] 4

zs |0 3 0 0 -1 1] 5

Pasos 2y 3

Para zy ¢z =min{z1 —c1,24 —ca} =min{-14,8} = -14 k=1
Para zy ¢z =min{z1 —ci1,24 —ca} =min{ =3,1} =-3 k=1
Para z1 ¢z =min{z1 —c1,24 —cu} =min{ 4,1} =—-4 k=1

.. x=(0,4,0,0,5) no es 6ptimo para ninguna z.
La variable que entrard a la base es x

Paso 4 ) 05
L = min —,=r =0
Vi1 73

.. j=1 xp1 = x3, sale x3 y entra x; a la base.
La tabla Simplex es:

Z X1 T2 I3 T4 Xj LD

2 [1]0 0 2 0 0]32
3 =5

2210077 4
4 =9

zp (01 0 I = 0]o0

2[00 1 2 2 04

x5 |00 0 F 2 1|5
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Paso 2
Para z; tenemos z; —¢; > 0 Vj .. 2=(0,4,0,0,5) es 6ptimo y 1 = 0
con x1 € g, podemos decir que la solucién 6ptima es degenerada. Ademas
z4 — ¢4 = 0 es decir la variable x4, que es no bdésica tiene coeficiente cero.
.. Existen 6ptimos alternativos.

Para z ck:min{g _5}:_5 k=4

T 7
. [4 =9 -9
Para z3 ck:mm{T?}:? k=4

Paso 4

b; 5
—L = min s¢=7 j=3 zp3=1us
Yj4 =

.. Entra x4 y sale x5 de la base.

La tabla Simplex es

Z X1 To T3 x4 x5 LD
2 [1]0 0 2 0 0] 32
z» [1]0 0 0 0 1] 9
3 [1]0 0 Z 0 2113
z1 | 0 0o F 0 2| 4
20|01 0 0 1] 9
z5 |00 0 2 1 1] 7

) Para z1:
La funcién z; es 6ptima en T = (0,4,0,0,5) y en z* = (4,9,0,7,0) existen
optimos alternativos en el segmento de recta que une a los dos puntos.

Tx2 it ré Puntos Extremos
114 3 s —» -
2 e
10 - i ——
° 4’(4,9) :
# el
8 ”
&
# .
7 # +
l’ 4
61 ll’ il
/ R egeci
| A egicr e

- ¥
asgasassam

g

-
o
3]

%b

2 3 4 s 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

..
e
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El conjunto de las soluciones 6ptimas es:

C={z e RYz = X0,4,0,0,4) + (1 — A)(4,9,0,7,0) 0<A<1}

x)Para z:
La funcién z3 es éptima en z* = (4,9,0,7,0) pero como z3—c3 =0y y3 <0

existe un rayo éptimo, todos los elementos del conjunto C son soluciones
Optimas.

1 3
C = {:UER4|Q:= (4,9,0,7,0) + p(5,0,1, £,0) uzo}

Puntos Extremos
114 B DR b =

74 2 4 5 6 7 9 1 11 2 13 14 5 16 17 18

*)Para z3:

La funcién z3 no es éptima por que z3 —c3 = %1 pero y3 < 0 — el problema
es no-acotado.

4 ~ N
x2 N N, Puntos Extremos
114 % % e S e = e o
e £ z3=0
10 e g z3=4
& o z3=13
T 23=17
s
pan
s
s+ #
. t
= i
4 EE%
5 5
2
1
2
WENET 52 30 Aug 5 6 ¢ 10 11 12 13 14 15 16 17/~ 18
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4.6.
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El Algoritmo Programado Simplex

Objetivo: Programar en Matlab del Algoritmo Simplex para problemas
con una base factible dada por las variables de holgura.

Paso del Algoritmo

Min cx
Az <b
x>0

En forma estandar
Mincx+0-7
Ax+ 1z =10
x, x>0

La tabla es
Cp- B7'A —¢ ‘ Cp- B~
BA | B

Si todos cgx BT1A—¢<0
el problema es optimo
St no
Calculamos ¢ = max {z; — ¢;}

Hacemos la prueba del
radio minimo

b :min{bj' yik>0}

Yik Yik

Si no existe el pivote terminar
el problema es no — acotado

si existe el pivote
Actualizamos la base
entra xy,
sale xp;

Cdédigo en Matlab

A’ es la matriz del
problema luego de
incluir a las variable
de holgura.

> c

> A,b
> n = size(A);

> B = eye(n(1));
1

B es la matriz que
representa a la base,
.. B=Ien la primera
iteracion.

> ¢ = ¢, zeros(1,n(1))];

> A= [A, BJ;

CB = zeros(1,n(1))
> w = 0;

> m =n(l);n =n(2);
while(w == 0)

w es la variable que
le indica al problema
cuando terminar las
iteraciones.

> fprintf('La Tabla Simplex es\n')

>T =[CB=x*inv(B)*x A —c,

CB xinv(B) * byinv(B) * A, inv(B) * b];
disp(T)

if(CBxinv(B)* A—c<=0)
forintf('Es optimo\n');w = 1;

else

[r, k] = max(CB *inv(B) x A — ¢);

radio = ones(1, m) x realmax;

La entrada T(i+1,k)

es equivalente a
Yik, Se aumenta el
subindice en uno

por que el primer
renglon de T con-

tiene a zj — cj,
entonces se recorre
un  renglén  mas

hacia abajo.

fori=1:m

if(T(i+1,k) > 0)

radio(i) = T(i,n +m + 1)/T(i + 1,k);
end end

[r, 7] = min(radio);

if(r == realmax)

n+m es el ndmero
de columnas del ppl
luego de anadir las
variables de holgura.

forintf('El problema es no acotado\n')
return

Si r=realmax no
existe ninguna
Yik >0

else

B(:.j) = A(:, k);
CB(:,j) = c(, k);
end end end

Este algoritmo con estructura de funcién se encuentra en el Apéndice B.

Al asignar B(:,j)=
A(:k) estamos cam-
biando la columna
j-ésima de la base
por la columna k-
ésima de A’.
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Ejemplo 4.13 Resuelva con el programa del Simplex el siguiente problema

Min z = x1 — 4xy
1+ 22 <D
3%1—1‘2§3

1,72 > 0

Utilizando el algoritmo Simplex con estructura de funcién

>A=[113 —1];

>b=1[53;
>c=[1 —4];
> tablasimplex(A, b, c)
La tabla Simplex es : r1 X9 x3 x4 LD
-1 4 000 2| -1 4 00]0
1 1 1 0 5 3| 1 1 1 015

-1 0 1 3 rg| 3 -1 0 113
La tabla Simplex es : r1 X2 x3 x4 LD
-5 0 —4 0 —20 z| =5 0 -4 0]-20
1 1 1 0 5 z2| 1 1 1 0] 5
4 0 1 1 8 rg| 4 0 1 1] 8

FEl problema es optimo

En las tablas del algoritmo tablasimplex(A,b,c) no aparecen las variables,
esto se debe a que el algoritmo ocupado no cuenta con las lineas de cédi-
go de imprimir las variables, por esto se incluye una version ligeramente
modificada que permita esta opcién en el Apéndice B.

4.7. Otra representacion: Tabla de Tucker

Objetivo:Definicion de las tablas de Tucker, reglas de pivoteo y algo-
ritmo Simplex para las tablas de Tucker.

En todas las tablas Simplex donde existe una factible las expresamos.

z TR TN LD
1 ‘ 0 CBB_lN— CN ‘ CBB_lb
01 BN | BT

es equivalente a:
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(egB™IN —cn)zy —cgB~ 1t ‘ —z
B 'Nzy — B~ | —zp

despejando z v xp

(cgB™IN —cy)azy ¢ —cgB™'b | = —z

B 'Nzy . —BW% |7 7B

Intercambiando el orden de los renglones y dividiendo la matriz

TN -1
B~IN | B |= -zp
cgB7IN — ¢y ‘ cgB™b | = -z

Esta tdltima tabla se conoce como tabla condensada y sirve para definir un
nuevo modelo de Tabla Simplex.

Definicién 4.7.1 Sean {z1, -, xp,xp1, - TBm} variables que representan
en cierto orden a los elementos del conjunto {x1,xo, -+, xn}.
Entonces la tabla de Tucker/[5].

T T9 ceeooxp —1
ayn a2 - ay | by | = —wpi
a1 az -+ agr | bo | = —xB2
= —IpB
Aml Am2 " Gmk | by m
cl co - cp | d = —z

Representa el problema de programacion lineal de maximizacion con funcion
objetivo z definida como:

Z—CT]—CTy — - —Cplp =d

con restricciones

rp1 +anxy + -+ a1z = by

TR2 + a21x1 + - - - + agpxy = bo

Tk + am1T1 + -+ GmkTr = by
también

T1,T2, ", Tn ZO



116 CAPITULO 4. EL ALGORITMO SIMPLEX

Definicion 4.7.2 Un problema de programacion lineal en forma Simplex
puede ser representados por la tabla de Tucker siguiente con todas las
constantes del lado derecho no negativas.

T To sz — 1
ayn a2 - aig | b1 | = —zp1
a1 azp - az | bo | = —xp2
= —x‘B
Aml am2 - amk bm m
c co - cp | d = —z

Eaga"WaZO

Un problema de programacion lineal esta en forma Simplex si las siguientes
condiciones se satisfacen:

1. Emisten restricciones de no negatividad en todas las variables

2. Todas las restricciones principales son igualdades, y éstas forman una
base de un sistema lineal.

3. La funcion objetivo, a maximizar esta expresada solo en términos de
las variables no-bdsicas del sistema lineal.

4. Todas las constantes del sistema lineal son no negativas.

Ejemplo 4.14 Construya la tabla de Tucker del ejercicio anterior

Transformamos la funcién objetivo en una funcién de maximizacién®

Min z =x1 —4x9 — Max z = —x1 + 429
Reformulando el ppl

Max z+ 11 — 49 =0
T3+ x1+x2=205
T4+ 321 — T2 =3

T1,%2,T3,T4 > 0

Podemos escribir la tabla

5Vea la seccién forma canénica y estandar.
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.. Las Tablas de Tucker son una forma de expresar los ppl en forma estdndar
como si las variables basicas estuvieran despejadas: sirve para compactar la
escritura del ppl, pero también para redefinir el pivoteo.

Suponga que entrara la base la k-ésima variable y saldra de la base la j-ésima
variable bédsica, tomando como pivote y;y.

En una tabla Simplex definida como en el Capitulo 3, se observa que
Antes de un pivoteo se tiene la siguiente forma:

I‘BJ .. me e xk e x‘/r o .. LD
Z oo 0 .. 0 o oe . Zk —_ Ck o oe e zr —_ CT .. CBb
xBl ... 0 o .. 0 e ylk e yh" .. bl
xBJ e 1 .. 0 oo y]k o oe . y]r E
TBm| - 0 - 1 Yk e Y b

Después del pivoteo se llega a la siguiente tabla [11]

TBj - ITBm - Tk .. Ty LD
Ch—2k Yir(2E—Ck) 7 (z—ck)b;
z e 0 . 0 . zp— BRI g — T
Yjk L Yik b Yik
- YirYik 7 Yikb;
1 Yjir E
k Yjk 0 Yjk Yjk
YjrYmk T Ymkbj
TBm —@2’:—: 1 .. 0 .. ymr—% bm—%

Analicemos la Tabla Simplex después del pivoteo

= La columna de la j-ésima variable basica

Ck—Z2k

0 Yj
—Yik
0 Yjik
: —columna j — ésima
1 1 Yik
Yjik
0 “Ymk

Yk
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s La columna k-ésima

a-a) (0
Y1k 0
Yk 1
Ymk 0

= Kl renglén j-ésimo

(07"'717"'707"'>y7“k’7'"ayTja"'aa)
1 j b
= (0’...77...,07...71,...’%’...7k)
Yjk Yik Yik
o bien
renglén j—ésimo
Yjik
= La entrada i-ésima del renglén r-ésimo
Yik ~ Yir — Yjir - Yik
Yik

Yir =
Una manera de recordar la expresiéon anterior es:
Yik

Las expresiones anteriores se pueden recordar utilizando el diagrama mne-
motécnico conocido como la regla del rectangulo:

Yik  Yir
Yjk  Yjr

det

Tk Ty xBj T,
J:.B] y]k yj’f’ T Yik Yik

= Y YjirYik

—Yik . Drde

TBi | Yik Yir Tp; yj’k Yir o

Para los problemas que cumplen con la definicién anterior, de la regla del
rectangulo, se utilizan las reglas de pivoteo para las tablas de Tucker:

= Sea p el pivote elegido

= Reemplazamos p por %

= Cada entrada q en la columna que contiene a p cambia a —%.

r

= Cada entrada r en el renglén que contiene a p cambia por R
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= Sisno estd en el renglén o columna que contienen a p existen elementos
Unicos elementos q y r tal que q estd en el mismo rengléon que s y r en
la misma columna que s.
s es reemplazado por psp%qr

De estas reglas se deriva el siguiente teorema.

Teorema 4.7.1 Sea una tabla de un ppl de maximizacion de la forma

X co Tk —1
aiy - ag by | = —Tm
Qi v Qg bj
A = —ITBm
Umi Ak m
CZ “ e Ck DY d f— _z

con aji, # 0, la tabla que resulta después del pivoteo usando a aji como
pivote:

ZTj s T Bj -1
105k —05i01k . —aik blajk—bjalk
ajk ajk Ajk = —Ip
aji 1 b — Tk
ajk ajk ajk
— — = —IBm
AmiGjk—jiGmik — Qe ajkbm—amib;
7{1]% 7ajk 7“]‘1@ ~
CiAjE—0;iCk . —Ck dajk—ckbj - —Zz
7‘1]% Tjk . 7‘13'1@

Ademds se puede concluir que:
= La region factible, S, representada por las dos tablas es la misma

= El valor de las funciones objetivo de ambas tablas coincide en cada
punto de la Region S

Ejemplo 4.15 Aplique las reglas de pivoteo a la tabla de Tucker del
ejercicio 4.14 tomando como pivote agy = 3

= —I4 — = —I1
o —Z = —Z
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Debido a que las tablas de Tucker tienen la misma estructura que las Tablas
Simplex, entonces siguen los mismos criterio de éptimizaciéon y de radio
minimo, para un problema de maximizacién que cuenta con una base factible
explicita.

Algoritmo Simplex con tablas de Tucker
Sea un ppl de maximizacion representada con la tabla siguiente:

(variables independientes)

a1 aiz - ay | b

az  aze -+ azg | bo
=(variables dependientes)

Am1 Gm2 - Gk | by

c co - cp | d

57(727"‘,%20

1. Sicy, e, -+, 0 <0 terminar la tabla 6ptima
Si no ¢, = max {c;}

2. Siag, -, ame <0 terminar el problema es no-acotado
. b; [ b
Si no j:mzn{l : aik>0}
ajk Ak

Hacemos ajj, el elemento pivote y aplicamos las reglas de pivoteo.
Regresamos 1.

Ejemplo 4.16 Resuelva el ejemplo 4.14 wutilizando el Algoritmo Simplex
para las Tablas de Tucker

r1 Ty —1 T T4 -1
1 1 5
= —x3 1 1 1 = —Z2
31-1(-=1) —1 | 1.3=5(—1)
= —T4 _ 1 -1 1 = T4
- —1-1—-4-1 il 1.0—4-5 = —z
T1 i) -1
1 1 5! = —x9
-5 —4]|-20 | = —=z

. La tabla es 6ptima. La solucién éptima es (z1,x2,z3,24)* = (0,5,0,8)
con valor de la funcién objetivo z* = 20.
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Tablas de Tucker y Tablas Simplex

Objetivo: Proporcionar el Programa en Matlab para aplicar el Algorit-
mo Simplex con las tablas de Tucker y mencionar su relacién con las tablas

Simplex.

Escribimos el cédigo en Matlab para las tablas de Tucker .

Paso del Algoritmo

Max cx — d
Ax <b
x>0
Alb
cl|d
TN =1, ", Tn
IB = Tn+1, s Tnt+m
La tabla es
B7'A B~

cBB_lA—c‘cB*B_l*b—|—d

Si todos cg x B-T1TA—¢<0
el problema es optimo
Si no
Calculamos ¢ = max {z; — ¢}
Hacemos la prueba del
radio minimo

b — ind 2y
Yik 7m2n{yik y1k>0}

Si no existe el pivote terminar
el problema es no — acotado

st existe el pivote
Aplicamos las reglas de pivoteo

Por la regla del rectangulo
QirQjk—AjrAik

Qjr = @

renglén j
pivote
—columna k
pivlote

pivote

Cédigo en Matlab

>ce

> A b

> n = size(A);

>w=0; m=n(l); n=n(2);

>T = [A,b;c,d;

nobase =1 : n;
base=n+1:1:m+n

while(w == 0)

nobase, base

> fprintf('La tabla Simplex es\n')

disp(T)

if(T(m+1,1:n) <=0)
forintf('Es optimo \n') w = 1;
else

[r, k] = max(T'(m +1,1:n));
radio = ones(1,m) x realmax;
fori=1:m

if(T(i, k) > 0)

radio(i) =T (i,n+1)/T(i, k);

end end
[r, j] = min(radio);
if(r == realmax)

forintf('El problema es no acotado\
return

else

fori=1:m+1
forr=1:n+1

AT (i,r) = (T(j, k) * T(i,7)
=T(j,r) =« T(i,k)/T(j, k);
end end

AT(5,:) =T(5,:)/T(, k);
AT (5, k) = =T(:,k)/T (5, k);
AT(j,k) = 1/T(j,k);

w es la variable que

le indica al problema
cuando terminar las

iteraciones.

T(m+1,1:m) es el
vec-tor de los coe-
ficientes de costo
reducidos.

T(i,n+1)=b;,

Los indices se mue-
ven hasta m+1, n+1
por que aumentamos
la columna del vector
b y el renglén de los
/(j’oeﬁcientes de costo.

La matriz AT es
auxiliar para guardar
las entradas calcu-
ladas por la regla del
rectangulo.
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T = AT;
xgj sale de la base | auxr = nobase(k);
xi entra a la base | nobase(k) = base(j)
base(j) = aux;
end end end

La  variable aux
sirve para guardar el
indice de la variables
que entra a la base.

Se transforma la
funcién objetivo en
Max — 2z = —x1 +
To + 3x3

Ejemplo 4.17 Resuelva el siguiente problema utilizando el programa en
Matlab para las tablas de Tucker”

Max z = x1 — x9 + 2x3

1+ o —2x3< 4
—x1 + 229 4+ 323 < 10

x1,%2,23 > 0

>A=[11-2-123];

> b=[4; 10];
Se=[-11 —2):
>d=0;

> tablatucker(A,b,c,d)
nobase =1 2 3

base =4 5 1 22 x3 —1

11 -2 4 1 1 -2[4 |= a4
-12 3 10 — -1 2 310 |= a3
-1 1 -2 0 -1 1 -2|0 |= -z

nobase =1 4 3

base =2 5 1 w4y w3 —1

1 1 -2 4 1 1 2[4 |= x
-3 -2 7 2 — -3 -2 7|2 |=
-2 -1 0 —4 -2 -1 0|4 |= -z

Observe que en la ultima tabla el coeficiente de costo de x3 es cero, por lo
tanto existen 6ptimos alternativos.

T Ty x5 —1

1 3 232 |_

7 77T | T T2
=3 =2 1| 2 _

7 7 7|7 | T 713
-2 -1 0|4 |= —z

"El algoritmo de las tablas de Tucker con estructura de funcién se encuentra en el
Apéndice B.
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Ejemplo 4.18 Se resuelve el ejemplo 4.11 usando tablas de Tucker y se
compara cada tabla con la correspondiente tabla Simplex.

Min z = —2x1 — 9
xr1 —x2 < 10
2x0 < 40
T, 29 > 0

Primero cambiamos la funciéon objetivo del problema a una funcién de
maximizacién

Min z=-2x1—x9 — Max —z=2x14+29 — Max —z—2x1—22=0
Tablas Simplex Tablas de Tucker
z X X; X x3 LD X; X -1
X 0 -1 1 ] 10 1 -1 10 |==x,
x| 0 2 0 1| 40 02 | 4 |=x,
zl 1 2 i 0 0 0 2 i 0 |==

F A X xX; X3 Xy
x| 0 8 E
x| 0] 0 2 0
Z 1] 0o 3 B 0o
I x O X3 x3 LD 3 ox; -1
x| 0 o BRI 12| 30 1 12 | 30 |=x
nl o]l o 1 PENLE| i o 12| 20 |=x,
d 1] 0o o R3] -0 2 32| -80 |=z

Las tablas son equivalentes. Lo tnico que se omite de la tabla Simplex a la
tabla de Tucker son las columnas correspondientes a la submatriz identidad
ylos zj —¢c; =0 Vz; € xp.

Veamos como pasar de la tabla Simplex a la tabla Tucker

Z IB TN LD
z 1 ‘ 0 ‘ cgB™IN — ¢y ‘ cgB~™1b
ep | 0]I] BN | B
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Dando otro orden a los renglones

Z xp TN LD
ag | O|I| BN | B
z 1 ‘ 0 ‘ cgB7IN — ¢y ‘ cgB~1b

Eliminamos las columnas correspondientes a xp y 2z; colocamos estas
variables del lado derecho con signo negativo.

TN —1
B~IN ‘ B~ = —Ip
cgB™IN —cn ‘ cgB71b | = z

Queda establecida la tabla Tucker.

Antes de pasar a ppl donde no hay una base explicita, veamos una propiedad
mas de este tipo de problemas.

Min z = cx + 07
Az + Iz =0
z, >0
Sea B una base factible
Min (cgB™'A—¢)x + (cgB™' = 0)Z = cgB~'b
B l'Az+B's= B

z, x>0

Con el cambio de

variable w = cp B! Es equivalente a

Min z = (wA — ¢)z + (w — 0)T + wb
B 'Az+ B 'z=B""b

z, >0
Escribiendo la tabla Simplex
z T X LD
z 1 ‘ wA — ¢ ‘ w ‘ wb

g | 0] BTA | B '[B™ b

Las variables de holgura = en sus columnas nos proporcionan la inversa de
B y en el renglon z el valor de w.
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Ejemplo 4.19 Resuelva el siguiente ppl e identifique B~' y w en cada tabla.

Max z=4x1+ 229 —23+0-24+0- x5
dry — wmot+ a3+ 24+0-25=38
221 +0-22+23+0-24+ 25=06

T1,X2,T3,T4,T5 > 0

Por tener una base factible dada por las variables de holgura en restricciones
de menor o igual, B~! estara representada por las columnas de x4, 5 y w
por los coeficientes de costos de x3, 4.

Z Tr1 T2 I3 T4 I5 LD
z |14 -2 1 0 0| O
g4 0] 4 -1 1 1 O 8
zxs |02 0 1 0 1| 6

w = (0,0) B_lz[(l) H

Z 1 T2 I3 T4 I5 LD

z [1]0 -3 2 1 0]8
|01 £ L 1 o2
x5 |00 L & o112

1
10
w = (1,0) Bl—[ ‘ ]
=1
2
Zz X1 Ty T3 T4 x5 LD
z [1]0 0 5 -2 6] 20
z |01 0 & 0 3| 3
zo |00 1 1 -1 1| 4
o 1L
w = (—2,6) B = >
-1 1

No hay pivote.
.. El problema es no-acotado.

El Algoritmo Simplex y sus casos especiales para un problema de mini-
mizacién pueden ser resumidos en el siguiente diagrama.
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Identificar una
solucion basica
factible

J

&
Prueba de
optimalidad

‘ Todos los
Zi-CiEO

El problema

es optimo

I x, exy
con z,-¢,=0

Si Zi_Ci<0
Vx;exy

[ STy=0 J bi/Yje=
mm{bl/‘l'lr VVir:'D}

|

La solucion

dptima
unica

—

H c=max{cyz; X;Exy} J

-

Prueba del radio
minimo

Entrax,y
sale xg; de la
base

problema
esnho
acotado

Existe
un rayo Xrentraa
St la base y
sale xgj
|

nuevo punto
L extremo

Se generaun J

Existe un

Se continua

en el mismo
punto

segmento
de recta
optimo

La solucion
éptima es
degenerada

Se aplican las
reglasde
pivoteo
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4.9. Ejercicios

Min z=3x1 —3xo+ x3+ 1024+ 0 - 25
r1— X9 —2x3+ 34— TH= 2
T1— o+ 23+ 224+0-25 = —1

Z1,X2,T3, T4, L5 > 0

a) Encuentre todas las posibles bases del problema.
b) Encuentre los puntos extremos generados por las bases factibles.

¢) Resuelva el problema.

2. Escriba las lineas de c6digo que permitan encontrar todas las posibles
bases factibles con su tabla Simplex asociada usando Matlab

Min z=x1— x2+ x3+0-24
1+ 29— w3+ x4 <2
2214+  224+0-234+0-24 <3
1+ 22+ x3+0-24<5
501+0- 29— a3+ 14<6

x1,%2,%3,24 > 0

3. Utilizando el Simplex Rudimentario resuelva:

Max z=2x1 — 2o+ 23+0-24+0-25+0-x¢
201 — w0+ a3+ 24+0-254+0-26= 1
3r1 4+ 210 —223+0- 24+ 25+0-26 =10
1+ 22— 23+0-24+0-25+ x6= 3

T1,T2,T3,T4, L5, L6 > 0

4. Resuelva con el Algoritmo Simplex

Min z=3x14+ Taxo+0- 23+ 24
r1+ 2x0+4+0-23—7242>3
201 +0-204+ x3+2x42>5

x1,%2,73, T4 > 0

Hint [z1, 2] es una base factible.
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5. Resuelva con Tablas de Tucker

Mazx z =x1 + 22 — x3
1+ x9 — 223 <0
—2x1 —To+ 223 <0
r1+2z2+ 3 <1
x1,x2,23 > 0

6. Resuelva usando el Algoritmo Simplex

Max z=x14+ x99+ x3
1+ 2w9 +423 < 1
6x1 + 622+ 23<1
211 +4xo + 8x3 < 1

x1,x2,723 >0

7. Proporcione un ejemplo donde la solucién 6ptima sea degenerada.

8. El ejemplo 4.12¢) es un ppl no-acotado, encuentre una solucién factible
T tal que cx = 413



Capitulo 5

Encontrando una Solucion
Inicial

Objetivo: Mostrar los métodos de las Dos Fases y la Gran M utilizando
las diversas versiones del Algoritmo Simplex del capitulo anterior.

5.1. El Método de las Dos Fases

Objetivo: Presentar las ideas intuitivas que llevan a la construccion del
método de las Dos Fases.

Sea un ppl en forma estdndar que no cuenta con una base explicita y con
b > 0 como:

Min z = cx Max z = cx
Az =0b Ax =b
x>0 x>0

Suponemos que en un problema de maximizacién:
AI'—b:Ax—b—i—IG, < Ia:6 < ai:O vz:177m

Si agregamos la matriz identidad de dimension m al problema necesita que
todas las variables a; sean iguales a cero

Ar+Ia=b x,a>0
., Cémo forzamos a las variables a; a tomar el valor cero?

Definimos z, = )., a; una funcién objetivo auxiliar que sélo depende de
las variables a; a las cuales llamaremos variables artificiales.
m
Si a; >0 — Zg = Zai >0 la funcién alcanza su minimo en a =0
i=1

129
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Definimos el ppl

m
Min za:Zai
=1
Ar+Ta=5b
x>0

con B = I una base factible g = a
Fase I

Resolver el ppl

m
P(a): Min z, = Zai
i=1

Az +ITa=1b
x>0

La funcién z, estd acotada inferiormente y por Teorema 3.1.3 el 6ptimo
existe y se alcanza en al menos en un punto extremo, entonces el sistema
siempre tiene solucién.

De esto se desprenden 2 casos:

1. Si zg(z*) > 0, existe al menos una a; tal que a; >0 .. a; € xp.

apry + -+ a1ty +a; = b;
Si restamos a; de ambos lados de la igualdad

a1+ -t awxr, =b; —a; <b; Yr>0

.S = (), debido a que ninguna solucién x cumple la i-ésima restriccion.
.".El problema es infactible.

2. Si z4(z*) = 0 tenemos los subcasos:

a) Existe al menos una a; = 0 tal que a; € xp de donde el problema
P(a) es degenerado, es decir existen diferentes bases que generan
el mismo punto.

= Si es posible tomar una base B que genere x* tal que todas
las zp sean variables z;, B sera la base factible inicial del
problema, adem&s concluimos que la restriccion i-ésima es
redundante.

» Sino existe B con las condiciones anteriores entonces rang(A4) <
m, es decir existe al menos un  renglén
linealmente dependiente, que contiene a a;.

Eliminamos los renglones linealmente dependientes y conti-
nuamos con la fase II.
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En ambos casos la base B tal que x5 = B~'b — B"' Nz es una
base factible para el problema.

b) Ninguna de las a; estan en la base entonces existe B submatriz de
A tal que B es una base factible y 25 = B~'b — B~ Nz donde
rpj = Vj=1,---,m.

Fase 11

Al eliminar las columnas correspondientes a a; y el rengldén z se tiene la tabla

z xp xn LD
= | 1] | |
zp | 0| T|BIN|B™ b

Para el renglon z:
= El coeficientes de costo es cero para toda x que esté en la base.
» Calculamos cg B™'N — ¢y para todas las variables no-bésicas.
= Calculamos cgB~'b como el valor de la funcién objetivo.

Completando la tabla

z B TN LD
z 1 ‘ 0 ‘ cgBIN — ey ‘ cg B~ b
zg | O ‘ I ‘ BN ‘ B~ b

Aplicar el algoritmo Simplex a esta tabla.
Fin del Algoritmo de las dos Fases.

Ejemplo 5.1 Resolver el siguiente problema por el método de las dos fases
aplicando el algoritmo Simplexr Rudimentario.

Max z = x1 + 229
z1+x2 <1
—x] + 192 > 2

1,22 20
En forma estandar

Maxr z =x1+2x2+0-23+0-24
1+ w20+ w3+0-m8=1
—x1+ To+ 0-23— x:4=2

x1,T2,23,24 > 0
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No existe una base explicita para el problema, aumentamos las variables
artificiales aq, as.

Fase I Resolver

Min z,=0-214+0-294+0-23+0-24+ a1+ as
1 11 0 (oY, (1
110 -1 )" 01/ {2

T1 X9 X3 T4 a1 ao b
1 1 1 0 1 011

-1 1 0 -1 0 12
t=0 N N N N B B
z9 0 0 0 0 1 2 cx®=3
Az 1 0 0 0 -1 -1 =
Aoz 0 1 0 0 -1 -1 [ez=-2
Asz 0 0 1 0 -1 0 &=-1
Agz 0 0 0 1 0 1 e&@=1
S T R
MAoz 0 1 0 0 -1 —1 Xg=-2
t=1 N B N N N B
ZD 0 1 0 0 0 1 exM=1
Az 1 -1 0 0 0 1 =1
Asz 0 -1 1 0 0 1 =1
Agz 0 0 0 1 0 1 =1
Aa 0 -1 0 0 1 1 cAja=1

..El problema es 6ptimo z* = (0,1,1,0,0,0,1) cz*=1

Pero z, =1 >0 — EI problema es infactible debido a que a2 no sale de
la base.

5.2. Programa para el Método de las Dos Fases
Objetivo: Presentar ejemplo de degeneracién, infactibilidad, redundan-

cia utilizando el Algoritmo de las Dos Fases y presentacién del Programa en
Matlab.
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Ejemplo 5.2 Resolver el siguiente problema por el algoritmo de las dos
fases y las tablas de Tucker
Min z=x1+x9 —x3 — X4

T1+ T2+ X3+ T4 =95

Tl — X9+ T3 — T4 =2

3x1 + 22+ 33+ 24 =12

T1,%2,2T3,x4 > 0
Escribimos el problema P(a)

Max 2, =0-21+0-29+0-23+0-24 —a; —az —as

1 1 1 1 5 al
1 -1 1 -1 x = 2 — as
3 1 3 1 12 as
z,a >0
r1 X9 x3 T4 —1
. 1 1 1 5 _ Zq en términos de x1,x2, T3, T4
1 -1 1 -1 9 _ _a; —a1 =21 +x2+23+2T4—5
3 1 3 1|12 |= —gg @TI-T2Aasoaac2
51 5 1 —19 _23 —a3 =3x1 + 29 +3x3+ x4 — 12
e —a1 —as — a3 = d5r1 + o+ dxrg + x4 — 19
as Tro X3 T4 —1 as a1 XT3 T4 —1
11 3
_12023:—a1 _55015__902
1 -1 1 -1|2 |= —-n L 10k = -
-3 4 0 4|6 |- 7B -1 -2 0 0j0 |~ ™%
5 6 0 6|-9 | " —2 =30 0|0 ~Fa

La solucién 6ptima es z* = (7/2,3/2,0,0,0,0,0) cz* =0

zq = 0 con ag = 0 en la base. Estamos en el caso 2a), pero no es posible intro-
ducir alguna z; a la base, por tanto la tercera restriccion 3x1+xo+3x3+x4 =
12 es combinacién lineal de las otras 2 restricciones lo que hace que A no
sea de rango completo.

Eliminamos entonces el tercer renglon de la tabla y comenzamos la fase I1

r3 X4 — 1
expresando z en términos de 1, T
0 1] 23 |= —x Ty =—x3+ 1
2 2
1 0 % = —I To = —T4 + %
= —z T1+x20=5—2x3— T4

—2z=—5+2x3+ 214
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T1 X9 -1
- _y 0 1|3 |= —m
= -z -2 =2|-5|= -z
..La tabla es 6ptima x* = (0,0, %, %) cr* =5

Ejemplo 5.3 Resuelva el siguiente ppl utilizando el Algoritmo de las 2 fases
con el Algoritmo Simplex e identifique los movimientos en la grdfica de la
region factible S.

En forma estandar
Min z=3x1 +2204+0-23+0-24+0- x5
1+ 2o +23+0-24+0-25 =3
3xr1+a220+0-23— 244+0-25=25
1 —22+0-234+0-24— x5 =2
T1,x2,T2,x3,Tq,T5 > 0

Fase I Resolver el sistema

Minz,=0-214+0-2940-234+0-24+0-25+a1 +as +asg

1 1 1 0 0 10 0 3
310 -1 0 Jz+[0 10 |Ja=|5
1 -10 0 -1 001 2
z,a >0

Zg X1 X9 T3 T4 x5 Tg T7 xg LD

z [1]5 1 1 -1 -1 0 0 0]10

a (0|1 1 1 0 0 1 0 O0f3

a2[0[3 1 0 -1 0 0 1 0G5

a3 (0|1 -1 0 0 -1 0 0 1] 2

Z [1]0 -2 1 2 -1 0 -2 0] 32

a [O[0 2 1 %+ 0 1 -3 0] 3

z |01 + 0 -2 0 0 1 o0of3

ag|0]0 -2 0 L 10 & 1|14
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Zg X1 X2 T3 T4 x5 xg 7 x8 LD

4 1 4 1

Za 1 0 3 0 3 -1 -1 -3 0 3
2 1 1 4

1 1 1 5

a3 |0]0 -3 0 & -1 0 —3 1|1
ze 1110 0 0 O 0O -1 -1 -110
z3 |00 2 1 O 1 1 0O -1 1
z |01 -1 0 0 -1 O 0 1 2
zg (0|0 4 0 1 -3 0 -1 3 1

z* = (2,0,1,1,0,0,0,0) cz* = 0 y no hay variables artificiales en la
base, eliminamos las ultimas 3 columnas.

Fase 11
Calculemos el renglén z para la base factible dada por zs, x1, x4
c=(3,1,0,0,0) cg = (0,3,0)
2+ (cgB7'A —¢)z = cgB™'b

0 2 1 0 1 1
donde B1A=[1 -1 0 0 -1 B =1 2
0 4 01 3 1
0 2 10 1 1
z+1(0,3,0)x( 1 -1 0 0 —1 | —(3,1,0,0,0)| =z =(0,3,0)% | 2
0 4 01 3 1

— 24 (0,-4,0,0,—3)z = 6

La tabla Simplex asociada es:

Z 1 X2 I3 T4 x5 LD

z 110 4 0 0 -3| 6
z3 |00 2 1 1 1
z2|/0]1 -1 0 0 -1| 2
zq |00 -4 0 1 3| 1

*. La tabla es 6ptima z* = (2,0,0,0) cx* =6.



No es necesario ana-
dir siempre la ma-
triz identidad sélo la
cantidad de vectores
necesarios para for-
mar la base.
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Los movimientos en el espacio x1, xo, realizados por el Algoritmo de las
Dos Fases se observan en la grafica

'x2 Regién de Soluciones Factibles

X14x2<=3
xI+x2>=5
x1-x2>=2
Movimientos Simplex

09+

>

0.8+
0.7+
0.61
0.5+
04+
03+
0.2t

0.1

(0}0) (33,0)  (2)
02 04 06 08 1 12 14 16| 18 /

22 24 26 28 32 34 36 38

Ejemplo 5.4 Resuelva el siguiente problema por el método de las dos Fuases
Maxr z=2x14+ xo+ 2x3— x24+0-25
201 — X9+ 3+ 224+ x5=9
1 — To+0-234+ x24+0-25 =2
21 +0-224+ w23+ x4+0-25=7
x1, %2, %3, 24,5 > 0
Resolvemos el P(a)
Minzo=0-214+0-22+0-234+0-244+0-25+ a1+ a2
201 —wo+ a3+ 204 +25+0-a1+0-a2=9
1 —22+0-23+24+0-25+a1+0-az=2
r1+0- 22 +23+24+0-25+0-a1+ax=7

T1,%2,x3,T4,T5,a1,a2 > 0
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Za
Is
ai
a2
Za
Is
I
a2
Za
Ts
I

z3

Za X1 To T3 X4 x5 a1 ag LD
1712 -11 2 0 0 0] 9
02 -1 1.2 1 0 019
ofr -1 01 0 1 01| 2
0jr o 1 1 0 O 1|7
110 1.1 0 0 -2 0] 5
0jo 1.1 0 1 -2 0|5
0j1r -1 01 0 1 01| 2
0jo 1.1 0 0 -1 11|25
110 0 0 0 0 -1 -1]0
0jo o o 0 1 -1 -1|0
ofr -1 01 0 1 01} 2
0jo 1.1 0 0 -1 11|25
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La solucién 6ptima es =} = (2,0,5,0,0,0,0) cz} = 0y el problema es
degenerado pues x5 = 0 y es bésica.

Fase 11

Eliminamos las columnas de a, as

Calculamos el renglén z con la funcién objetivo original

z

Ts5
x1
z3
z

Ts5
x1

T2

7z X1 To T3 x4 x5 LD
170 -1 0 2 0| 7
010 O 0 11 0
o1 -1 0 1 0] 2
0j0 1 1 0 0] 5
110 0 1 2 0 12
0jo 0 0 0 1] O
0j1 o 1 1 0| 7
0j0o 1 1 0 0] 5

.. La solucién éptima es z*

degenerada.

= (7,5,0,0,0) z(xx) = 12 y es una solucién



El algoritmo aumen-
ta una variable artifi-
cial por cada restric-
cion.

d es el vector de
la funciém z,

a es el vector de las
variables artificiales.

e es un vector con
todas sus entradas
iguales a 1.

E es la matriz asocia-
da al problema P(a)
ie. al problema que
contiene las varia-
bles artificiales.

La funcién
basesimplex(A,B,b,c)
se encuentra en el
Apéndice B, utiliza
el Algoritmo Sim-
plex a partir de una
base factible dada.
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Escribamos el Programa en Matlab de este Algoritmo.

Paso del Algoritmo
Anadimos las variables artificiales

Si Az =b
Arx+Ia=0»
[AII X' =b

Escribimos la funcién z,
Min zo =0z + 1| a;
Construimos la tabla Simplex

x a LD
cgB7'A—¢ cgB ' —e|cgB b
B4 B! B~

Criterio de Optimalidad
Si Z]' — Cj S 0
El problema auxilar es
optimo
St No
2K — ¢ = max {z; — ¢}
T entra a la base
Calculamos
i :min{ bi ek >0}

Yjik Yik

zp; sale de la base

Convertimos z,, — ¢, =0
Y Yk = €5
Regresar a 1
Fasell
Siz>0
el problema no tiene
solucion factible, pues existe
una variable artificial en la base
Si no
existe una base factible
inicia la fase 11
FEliminamos las variables artificiales
Calculamos Cgx B™'A —cy CgB~'b
para la nueva tabla
Utilizamos el método Simplex

Cédigo en Matlab
n = size(A);m =n(1:)

n =n(2);
B = eye(m);
E =[A, B];

d = [zeros(1,n),ones(1,m)];
CB = ones(1,m);

w=0; while(w ==0)

T =[CBxinv(B)* E —d,

CB x inv(B) * b;

inv(B) x E,inv(B) * b]
forintf('La tabla Simplex es \1n')
disp(T)

if(CBxinv(B)*« E —d <=0)
forintf('El problema auxiliar
es optimo\n')w = 1;

else

[r, k] = max(CB *inv(B) x E — d);
radio = ones(1, m) x realmax;
fori=1:m

if(T(i+1,k) > 0)

radio(i) =
Ti+1,m+n+1)/T>GE+1,k);
end end

[r, 7] = min(radio);

B(:.j) = E(:,k);
CB(:,j)=d(:k);
end end

if(CB*inv(B) xb > 0)
fprintf('El problema no tiene
solucion factible, pues existe
variable artificial en la base)
else

fprintf(' Existe una base factible,
empieza la fase 2\n')
basesimplex(A, B, b, c)

end
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Podemos resumir el Algoritmo de las dos Fases en el siguiente diagrama:

P :Min cx

Resolver con el
Método Simplex
P(a): Min z,=Xa;
Ax+Ia=b
x,a>0

No existen Existen variables

variables artificiales en la
artificiales en la base
base

Existe una
solucion

basica factible 3v,.20 Y,=0
r=1,..,ntal r=1,...n
que a* sale entonces
de la basey a, no sale
Eliminamos entrax, de la base

las columnas
de a

Eliminamos

Calculamos
Z'I'CBB'l.A-C=CBB'1b

el renglon
k-ésimo

E
problema
es
infactible

Aplicamos
el Método
Simplex
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5.3. El Método de la Gran M

Objetivo: Presentacién del método de la gran M y los posibles casos
que podemos encontrar al aplicarlo.

El siguiente método es el llamado Método de Penalizacion o Método de la
gran M.
Como se menciond en la secciéon anterior

Az —b=Ax—-b+1z & Iz=0 & z2,=0 Vi

Forzaremos a las Z)s a ser cero penalizando a la funcién objetivo original.
Si el problema es Max z=cx haremos Max zy= c¢x -M Y ;" ;. Para que
todas las z; = 0 sean 0 asignamos a M un valor positivo muy grande.

Si el problema es Min z=cx entonces cambia a Min zp=cx+M > " | z;

Al resolver el problema P (M)
M
Min zpg :cx—i-MZfi
i=1

Az + Iz =0
z, >0

Es posible encontrar dos casos principales:
1. El 6ptimo es no-acotado es decir, z — —o0

a) T; =0 Vi; el problema original es no-acotado.

b) 3z > 0, que no sale de la base por lo que el problema es incon-
sistente.

2. El éptimo es finito z es constante
a) Sixz; =0 Vi, se encontrd la solucién optima.

b) Si 3 zx > 0, el problema no tiene soluciones factibles.

Ejemplo 5.5 Resuelva los problemas 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 utilizando el método
de la gran M y determine el caso al que corresponde cada uno.

Ejemplo 5.1 Aplicando el algoritmo Simplex Rudimentario

X1 Ty T3 x4 Tl Ty b
1 1 1 0 1 0|1
-1 1 0 -1 0 112
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t=0 N N N N B B
z9 0 0 0 0 1 2 cx©®) = —3M
Az 1 0 0 0 -1 -1 a=1
Apx 0 1 0 0 -1 —1
Asz 0 0 1 0 -1 0 G=M
Agz 0 0 0 1 0 1 i=-M
S B B R
Alox 0 1 o 0 -1 -1 AoCy = 2M + 2
t=1 N B N N N B
D0 1 0 0 0 1 eaxW=2-M
Az 1 -1 0 0 0 1 e=-2M-1
Asz 0 -1 1 0 0 1 G3=-2-M
Az 0 0 0 1 0 1 Gi=-M
AT 0 -1 0 0 1 1 eAZ=-2M-2

El problema es 6ptimo, pero no es finito z =2 — M — —o0,
xg = 1, el problema es inconsistente, por tanto corresponde al caso 1 b)

Ejemplo 5.2 Utilizando el método de las dos fases con las tablas de Tucker
Expresando zp; en términos de x1,x2,x3, T4
—Mz{ =Mz + Mzxy+ Mx3z+ Mxy — 5M de la primera restriccion
—Mz5 =Mz — Mxo+ Mxz — Mxy — 2M  de la sequnda restriccion
—Mz3=3Mz1 + Mz +3Mz3 — Mzy — 12M de la tercera restriccion
—Mz1 — M2y — M33 =5Mx; + Mxo+5Mx3 + Mxy — 19M

—zpm = —%1 — T2+ 23+ x4 — Mz — M2y — Mz
—zp = (BM — Dy + (M — 1)zg + (5M + 1)az + (M + 1)zy — 19M

T T2 T3 Ty -1
1 1 1 1 5 |= -1y
1 —1 1 ~1 2 | = -
3 1 3 1 12 | = -7
BM—1 M—1 5M+1 M+1[19M |= —zy
. I T2 fg Ty -1
0 2 ~1 2 3 R
1 -1 1 ~1 2 = —z5
0 4 —3 4 6 = T3
—2 6M —-H5M—1 6M+2|9M—2 | ~*M
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Tr1 T2 $P) T -1
o 1 -5} [3]=
B D R R
0o 0 -1 —2 0 |= -3
-2 -2 —2M -3M-1|-5 |= _,,

La solucién éptima z}, = (0,0,7/2,3/2,0,0,0) cz* =5
como T = 0 se encontré la solucién éptima del problemal! se trata del caso
2 a).

Ejemplo 5.3 Utilizando el Algoritmo Simplex

Mz =3—-— Mz — Mxyg— Mx3+0-24+0-25
Mzo=5—-3Mz1 — Mxzo+0-23+ Mxs+0-25
Mzr3=2—Mzxi+Mxo+0-23+0- 24 + Mzxs

Mz, + M2y + Mz =10M — 5Mx1 — Maxy — Maxs+ Mxzy + Mxs

zy = 3x1 + 22+ M2y + Mxo + Mz
ZM+(5M—3).%’1+(M—1)x2+Mx3—M$4—Mx5 = 10M

ZM T1 xTo T3 Ty xT5 .51 52 53 LD
ay [1[5M3 M1 M -M -M 0 0 0] 10M
|0 1 1 1 0 0 1 0 0 3
T2 |0 3 1 0 -1 0 0 1 0 5
73 |0 1 -1 0 0 10 0 1 2
ay 1] 0 —=3M—-1 M 2M-1 -M 0 -2M+1 0|3(M+1)
7 [0] 0 2 1 i 0 1 -3 0 3
zy |0 1 3 0 -3 0 0 3 0 2
T3 0] 0 -3 0 i 10 -3 1 3
ag |1 0 —2M-1 0 2M-% -M -M M+l 0| tM+3
z3 0] 0 2 1 i 0 1 -3 0 3
x| 0] 1 3 0 -3 0 0 3 0 2
T3 0] 0 -3 0 i 10 -3 1 3

!No hubo necesidad de eliminar el tercer renglén de la matriz, como sucede en el método
de las dos fases.
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ZM L1 X2 T3 T4 Th fl 552 353 LD

zMm |10 4 0 0 -3 -M -M 3M]| 6
z3 010 2 1 0 1 1 0 -1

z |0]1 -1 0 0 -1 O 0 1 2
x4 |0]0 4 0 1 -3 0 -1 3 1

..La solucién 6ptima es z* = (2,0,1,1,0) cx* =6
Se encontré la solucién 6ptima del problema de P y corresponde al caso
2 a) ya que todas las variables Z; son ceros y el valor 6ptimo de z es una
constante.

Ejemplo 5.4 Aplicando el Algoritmo Simplex

Mz =2M — Mz1+ Mzy —0-23— Mzy
Mzo=TM — Mx1+0-29 — Mx3 — Mz,

Mz + Mz =9M — 2Mxy + Mxo — Mxs — 2May

2 — X1 — L9 — 23+ x4 +0 25+ Mx1+ My =0

v+ (2M = Dxy + (M — Do+ (=M — Doz + (—2M + 1)zy = IM

M T 9 T3 T4 T3 T To LD
zy | 1] -2M-1 M-1 -M-1 -2M+1 0 0 0 9M
x5 |0 2 -1 1 2 1 0 0 9
1 |0 1 -1 0 1 0 1 0 2
Ty |0 1 0 1 1 0 0 1 7
zum |1 0 -M-2  -M-1 2 0 2M+1 0 -5M+2
x5 |0 0 1 1 0 1 -2 0 5
1 |0 1 -1 0 1 0 1 0 2
Za |0 0 1 1 0 0 -1 1 5
zam |1 0 0 1 2 0 M-1 M+2 12
x5 |0 0 0 0 0 1 -1 -1 0
1 |0 1 0 1 1 0 0 1 7
xg |0 0 1 1 0 0 -1 1 5

La solucién éptima es 2}, = (7,5,0,0,0) cx}, = 12, el problema es
degenerado pues x5 = 0 y estamos en el caso 2 a).



M es un vector con
sus entradas con va-
lor M.

D,F,G,z son varia-
bles auxiliares para
facilitar la construc-
cién de la tabla Sim-
plex.
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El método de la gran M utiliza la funcién objetivo original con algunas
modificaciones lo que permite escoger la columna que mejor optimiza la
funcidén, por esta razon en el ejemplo 5.4 se consigue llegar al 6ptimo en un
menor nimero de iteraciones con el método de la gran M que con el método
de las Dos Fases, este tltimo es mas ttil cuando lo que interesa saber si hay
degeneracién o redundancia en el problema.

5.4. Programa para el método de la gran M

Objetivo: Revisar la forma de construcciéon del método de la gran M,
presentar un programa en Matlab y dar ejemplos de su aplicacién.
El método de la gran M es un caso mas del algoritmo Simplex en el que M
es una variable con un valor positivo muy grande. Debido a que Matlab no
reconoce variables como M es complicado introducirlo en el cédigo computa-
cional, para resolver esta complicacion expresaremos cada ¢; como si fuese
un polinomio de grado 1 .

Paso del Algoritmo Cédigo en Matlab

Min cx = Min cx + M 0;k=1;

Az =1b Az +2x2 =0 B = eye(n(l)),
G es la matriz que x>0 >0 A=[A, BJ;
tiene en su primer ¢ = [e,zeros(1,n(1));
renglén las constan- Min [c,M] ' zeros(1,n(2), ones(1, n(l))]
tes de la funcién y en [A, I]2' =b CB = [zeros(1,n(1); ones(1,n(1)))];
el segundo los coefi- 2’ >0 n = size(A);
cientes que multipli- Construimos la tabla Simplex while(w == 0)
can a M. x x LD D =inv(B) * A;
—1 AT —1
CBBBfl[fl I]B—[lc M| Cgljlb b f = inv(B) = b;

fprintf imprime en
la pantalla la M para
continuar con el
formato manejado
anteriormente.

1000*G(2,:)
para darle a M el
valor d 1000, para
cuando se haga la
comparacién
los renglones de la
matriz G se marque
el hecho de que M
es un valor muy
grande.

sirve

entre

g=CB=x*xD — ¢
z=CBx F;
forintf('La tabla simplex es\n')

T =[G z; D F|;m = size(T);
fori=1:m(2)

if(T(1,0) > 0)

forintf("%ogM + %g',T(2,i),T(1,4))
else

fprintf(" %M %g',T(2,1),T(1,1))
end end
disp([D, F])
if(1000 x G(2,:) + G(1

Sizj—c; <0 Vj 1) <=0)

terminar P(M) es éptimo




5.4. PROGRAMA PARA EL METODO DE LA GRAN M

Paso del Algoritmo

Si CgB~'b depende de M
el problema es infactible

St No

FEl resultado es dptimo

ST no
zj —¢j = max {z; — ¢}

. entra a la base

. b .
st 2 no existe
Ypk

el problema es no acotado

b pin Lo,
Ypr _mm{yir yzr>0}

xBp entra a la base

Realizamos operaciones

elementales para construir
la nueva tabla
que tenga x, en lugar
de TBp

Cddigo en Matlab

if(2(2) > 0)

forint f('El resultado optimo

es %ogM + %g, 2(2), 2(1))

fprintf(’ el problema es infactible’)
else

forintf('El resultado optimo es’)
disp(z(1)) end return

else

[w, ] = maz(G(2,:));

if(w <=0)

[v,7] = max(1000 * G(2,:) + G(1,:));
if(v>0)

w = [G(L,7)];

else

fprinft('El problema es éptimo’)
return end end

if(D(:,r <=0))

fprintf('El problema es no acotado’)

return

else

fori=1:n(1)
if(D(:,r) >0)

pli) = F(3)/D(i,r);
else

p(i) = 100000

end

end

forintf('el pivote es
%9 T(p+2,7))

B(:,p) = A(,r);
CB(:,p) = c(:,1);
k=k+1;

end

end w=1

El cédigo con formato de funcién se encuentra en el Apéndice B.

D(:,r) es la columna
résima, si todas las
entradas son negati-
vas no existe el pi-
vote.

El vector p guarda
las entradas del ra-
dio minimo dando un
valor de 100000 a
los que no son can-
didatos a pivote por
que y;r <= 0.

T(P+2,r) es yp.
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Ejemplo 5.6 Resuelva utilizado el programa en Matlab para el método de
la Gran M

Min z = 4z + 2x9
1+ 3x9 > 5
r1+x2>1
x1,29 >0

Construimos P(M)

Min zyp =4z + 229 +0-23+0-24+ M 71+ M -9
r1+ 30— x3+0-24+ 1+ 0-29 =5
1+ x9+0-x23— r4+ 0-71 + 9 =1

T1,T2,x3,24,T1,T2 > 0
>A=[13 -10;110 —1];«
>b=[5;1];«
>c=1[4200;<
> penalizacion(A, b, c) <«

La tTabla Simplex es :

xl 2 x3 x4 x5 26 LD

2M —4 4M -2 —-M —-M 0 0 6M
x5 1 3 -1 0 1 0 5
6 1 1 0 -1 0 1 1

La tabla Simplex es :

zl 2 x3 x4 fots 6 LD
-2M -2 0 —-M 3M—-2 0 —-4M+2 2M+2
xH -2 0 -1 3 1 -3
2 1 1 0 -1 0 1 1

La tabla Simplex es :

xl x2 x3 z4 x5 z6 LD
-+ 0 -2 0 -M+2%2 -M ¥
x4 -2 0 -1 1 3 -1 2
2+ 1 -1 0 3 0o 3

El problema es éptimo z* = (0,5/3,0,2/3) cz* =10/3

La funcién utilizada es penalizacion(A,b,c), la cual permite al programa
imprimir las variables x;, esto se consigue aumentando algunas lineas de
c6digo al algoritmo anterior y se encuentra en el Apéndice B.
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Los resultado posibles del método de la gran M se pueden expresar en el
siguiente diagrama

P :Min cx
Ax=b
x=0

Resolver P(M):
Min z,,=cx+MX
Ax+1X=b
x,ﬁzl)

P(M) es acotado | P(M) es no acotado

X*=0 X*=0

P no tiene
soluciones
factibles

La solucion es
optima para P

El problema P
es no acotado

El problema
es infactible

5.5. La Regla Lexicografica

Objetivo: Presentar un ejemplo de ciclado en las tablas Simplex y el uso
de la Regla Lexicografica para prevenir este problema. Mostrar el programa
en Matlab.

Si revisamos los programas del apéndice B algunos de ellos cuentan con va-
riables que limitan el ntimero de iteraciones realizadas por la maquina, ain
cuando sabemos que el algoritmo Simplex converge, entonces jPor qué in-
troducir estas variables?

Ejemplo 5.7 Resolver el siguiente ppl (Problema de Beale)
. 3 1
Min z = —Z$4 + 205 — §m6 + 67
1
x1+1x4—8x5—x6+9x7:0

1 1
x9 + 5%4 — 12x5 — ixs +3z7 =0
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z3+0-244+0-254+0-26+0-27 =1

T1,T2,T3,T4,T5,T6, L7 > 0

Z T1 To X3 T4 Ts rs x7 LD
z [1]0 0 0 -3 20 5 6 [0
z1 |01 0 0 2 8 -1 9 |0
{00 1 0 4 -12 -1 3 |0
z3 (0] 0 0 1 0 0 0 0 |1
z |1/-3 0 0 0 4 I 3310
x40 4 0 0 1 -32 4 36 |0
{02 1 0 0 4 2 -15]0
z3/0/ 0 0 1 0 0 1 0 |1
z 1|1 -1 0 0 0 2 -18]0
x4 [0]-12 8 0 1 0 8 -840
z |0 3 2 0 0o 1 2 Lo
z3 [0/ 0 0 1 0 0 1 0 |1

Regresamos a la tabla original y cada una de las tablas corresponden a la
misma solucién basica factible (0,0,1,0,0,0,0), lo que sucedié con las tablas
se llama ciclaje?.

Aunque es poco comun encontrar problemas de ciclado, existen algunas
reglas que proporcionan un criterio para elegir la variable de salida para
evitar el ciclaje, la regla que revisaremos en esta seccion la regla lexicografica
especifica la variable que sale de la base si con la prueba de la razén minima
se obtienen varios candidatos.

Regla Lexicografica

Dada una solucién bésica factible con base B con 2, — ¢ = max {z; — ¢;}
para un problema de minimizacién hacemos la prueba del radio minimo

b, b;
Iy = {r: :min{ Yik >0}}
Yrk Yik

» Si|lh)=1 — xp, sale de la base

I _{ Y1 min {yzl}}
1= r.—= . —
v €10 vk

2Ver prueba de que el si el algoritmo Simplex no converge debe existir un ciclo en el
Apéndice A.

» En caso contrario
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Z r1 X9 x3 T4 x5 k¢ x7 LD
z (1] 2 3 0 1+ 0 0 3]0
% |0 -3 1 0 ¢ 0 1 2]o0
|0 ¢ -2 0 & 1 0 &0
z3 0] 2 -1 1 & 0o o0 2|1
z |11 -1 0 3 -16 0 0]0
|02 6 0 -2 5 1 0|0
zp (O] & =2 0 1 0 10
z3 |0 -2 6 1 5 56 0 0|1
z (10 -2 0 I 4 -2 0]o0
|01 3 0 -2 28 1 010
zz 0] 0 &+ 0 & 4 3+ 1]0
z3[0] 0 0 1 0 0 1 0|1

Sil{ =1 — xp, sale de la base, si no, se forma I

En general I; se forma a partir de I;_;

e (2
Yrk i€l |y

Ejemplo 5.8 Resolver el problema de Beale aplicando la regla lexicogrifica

Z X1 To T3 X4 x5 xg x7 LD
z [1]0 0 0 2 20 I 6] 0
101 0o+ 8 -1 9] 0
z2 (0|0 1 0 & 12 -1 3] 0
z3/0/0 1. 0 0 0 1 0] 1

10
In = 2:y21:mm{y”,y”}:mm o1t Ihj=1
Y24 Y14 Y24 i3

entonces rpo = xo sale de la base y entra x4.



r es el valor de yb—rk.

r

I es la variable que
guarda los indices

‘o-\
S

donde r=

T

<
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Z Tr1 T9 X3 T4 Ts5 x¢ x7 LD
z [1]0 =3 0 0 -2 2 —2L]90
z1{0]1 -2 00 2 -3 L 1o
24|00 2 0 1 24 -1 6 |0
z3/0/0 0 1 0 0 1 0 |1

Z T1 T9 X3 T4 s x¢ x7 LD
z [1]0 -3 -2 0 -2 0 -%]3
z|0j1 -+ 3 0 2 0 L |2
z[0/0 2 1 1 24 0 6 |0
26|00 0 1 0 0 1 0 |1

S (3/47070, 1,07 1) cx* = —5/4

Modificaremos el programa en Matlab tablasimplex para incorporar la Regla

Lexicografica .
Paso de la regla

Min cx
Az <b
x>0
En forma estandar
Min cx+0-%
Az + Iz =0
z,z >0

La tabla es

Cp- B 1A — ¢ ‘ Cp- B~

B7'A | B

Cddigo en Matlab

>c e

> Ab

> n = size(A);

> B = eye(n(1));

> ¢ = ¢, zeros(1,n(1))];

> A= [A, B];
> CB = zeros(1,n(1))
> w = 0

>m=n(l);n =n(2);

while(w == 0)

> fprintf('La tabla Simplex es\n')
> T =[CBx*inv(B)xA—c,

CB x inv(B) * b;inv(B) * A, inv(B) * b];
disp(T)
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Si todos cg x BT A—¢<0
el problema es optimo

Si no
Calculamos ¢ = max {z; — ¢;}
Hacemos la prueba del
radio minimo

b in d By,
Yik _mzn{yik ylk>0}

St no existe el pivote
el problema es no acotado

st existe

{’I“I b :mzn{ bi
Yrk Yik

Iy

Si |Ip| =1 entonces
x entra a la base
y sale x,
s1 no
Construimos I

Si Iy = 1 el pivote es yri
ST no

I. — . Yrj — Yij
J " " Yrk min Yik

Jj < m hasta que |I;| =1

Actualizamos la tabla
tomando como pivote Yk
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if (CB*inv(B)* A—c<=0)
forintf('Es optimo\n')
w=1;

else
i, ]
radio = ones(1, m) x realmax;
fori=1:m

if (TG +1,k) > 0)

= maz(CB % inv(B) x A — ¢);

radio(i) = T(i,n +m +1)/T(i + 1,k);
end end
[r, j] = min(radio);
if(r == realmax)
forintf('El problema es no acotado\n')
return
else
I=[1;

fori=1:n

if(radio(i) ==r)

I=1I,1;

end end

p = size(I);

i (p(2) == 1)
B(:,j) = A(:, k);
CB(: ) =l )
h=1;

while(p(2) >1 & h < m)
aur = ;

fori=1:p(2)

auxr = [auz,
T(I()+1,h)/T(I(7)+ 1,k)];
end

mini = min(aux);
fori=1:p(2)
if (auz(i) = ming)
160) = [ )
end end
p = size(l);
h=h+1; end

B(:, (I(1,1)) = A(:, k);
CB(:;,1(1,1)) = c(: k);
end
end end

u=u+1; end

h es el subindice de
I para el proceso re-
cursivo

aux es la variable que
guarda yi1/Yik-

I(i)=[ ] elimina los
cocientes que no son
minimos.

I(1,1) es el indice
de la variable que
sale de la Dbase
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En la siguiente seccién abordamos otra regla de anticiclaje con pasos més
sencillos para elegir las variables de entrada y salida.

5.6. La Regla de Bland

Objetivo: Presentar un ejemplo de ciclado y el uso de la Regla de Bland
como alternativa a la regla lexicografica para evitar ciclado en ppl.
Modificar el programa en Matlab para incorporar la regla de Bland.

A diferencia de la regla Lexicografica, la regla de Bland indica la variable que
sale de la base y también la variable que debe entrar sin aplicar el criterio:
¢, = mazx = {¢j — zj}.

A continuacién se presentan los pasos a seguir de ésta regla:
1. Las variables se escriben en una lista en cierto orden.
2. Se elige el coeficiente z; — ¢; > 0 con indice menor en la lista.

3. Se realiza la prueba de radio minimo y si existe empate se escoge la
variable con indice menor.

Ejemplo 5.9 Aplique la regla de Bland al siguiente problema®
Max z = —10x1 + 57z + 9x3 + 24xy

1 11 )

5171 — ?.'1?2 — §$3 +9$4 é 0
1 1
§$1—§$2—§x3+x4§0

1 +0-294+0-234+0-24 <1

x1,%2,23,74 >0

Z X1 To X3 X4 x5 Tg x7 LD
z [1]-10 57 9 24 0 0 0] O
zs |0 3 2 -2 9 1.0 0] 0
6|0 2 -3 -+ 1 0 1 0] O
z7 0] 1 0 0 0 0 0 0] 1

La lista puede ser x1, x2, x3, 4, T5, g, T7, como z; — c; < 0 la variables
x1 entra a la base, haciendo la prueba del radio minimo:

by . {bl bs bg} _Jo o1
—=miny—,—,— ¢ =minq 7,7,7 ¢ =0
Yr1 Y11 Y21 Y31 5 5 1

3Este problema fue propuesto por K.T. Marshall y J.W. Sourballe en 1969.
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debido a que hay empate en el cociente minimo sale x5 por tener indice
menor.

Z Tr1 T2 T3 Ty rs Tg I7 LD
z |10 53 -41 204 20 0 O O
z |01 -11 -5 18 2 0 0| O
z6 |00 4 2 -8 -1 1 0| O
z7 |00 11 5 -18 -2 0 1 1

Como z3 — cg < 0 la variable x5 entra a la base:

b, ,{bg b3} ,{0 0}
— =min4q—,— miny—,— =20
Yr2 Y21 Y32 4" 11

debido a que hay empate en el cociente minimo sale xg:

Z X1 X9 X3 T4 T5 Te Ty LD
z |1]0 0 —% 98 20 3 0| 0
z |01 0 1 4 -3 L o] o0
T2 01 4+ 2 -3 1 0] O
zz|0]0 0 -2 4 3 1l 1]

Como z3 — c3 < 0 la variable x3 entra a la base:

b, ,{bl bg} ,{0 0}
— ="Mangy o, ¢ =NMINYy 7,7 =0
Yr3 Y13 Y23 5 3

sale x1 por ser de radio minimo y tener indice menor.

Z X1 T9 T3 T4 x5 xTg x7 LD
z [1]29 0 0 -18 -15 93 0] 0
z3 |02 0 1 -8 -3 L 0
z2{0]-1 1.0 2 & -2 0] 0
z7 0] 1 0 0 0 0 1] 1

Como z4 — ¢4 < 0 la variable x4 entra a la base, haciendo la prueba del

radio minimo: B
n{ = min{3)
=mins— =ming -, =0
Y24 2

entonces la variable que sale es x5 ya que es unica posible.

by
Yra
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Z X1 To X3 x4 Ty x¢ X7 LD

z |1]20 9 0 0 -3 B oo
z3 (02 4 1.0 % -3 0|0
z |05 3 01 3 =2 0|0
zz |0/ 1 0 00 0 0 1|1

Como z5 — ¢5 < 0 la variables x5 entra a la base, hacemos la prueba del

radio minimo
b, [ b1 b _Jo o
—=minq—,— ¢ =min{ v,y 0 =0
Yrs Y15 Y25 5 7

debido a que hay empate en los cocientes minimo sale x3 por tener indice
menor.

Z Ty Tg X3 T4 Ts xg X7 LD

z |1(1-22 93 21 0 O -24 0| O

x»xs|0]-4 8 2 01 -9 0| 0
x40

z7 | 0

Como z1 — ¢1 < 0 la variables z1 entra a la base, hacemos la prueba del
radio minimo

entonces x4 sale de la base.

z |10 27 -1 44 0 20 0] O
zx |[0]0 4 -2 8 1 -1 0] O
z |01 3 -1 2 0 2 0] O
zw |00 3 1 -2 0 -2 1] 1

Como z3 — c3 < 0 la variables z3 entra a la base, hacemos la prueba del

radio minimo B B
— =mins — =ming -, =1
Yr3 Y33 1

entonces x7 sale de la base.
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T3 T4 Ty Tg

Z r1 T2
z 110 30
ZIs5 0]0 2
I 0 1 0
z3 |00 3

.. La solucién z* = (1,0,1,0,2,0,0) es 6ptima con z(x*) = 1.

Se puede verificar que en la tabla

Z r1 To X3 T4 Ts xg x7 LD
z |11-22 93 21 0 0O -24 0| O
x5 | 0] -4 8 2 01 9 0] 0
z |0 2 -3 -2 1.0 1 0] 0
z7 0] 1 0 0O 0 0 0 1 1

si se elige xg para entrar a la base ya que tiene el coeficiente de costo mas
negativo se encuentra nuevamente la tabla inicial, por lo que este ejemplo

puede presentar ciclaje.
Regla de Bland

Min cx
Ax <b
>0
En forma estandar
Mincx+0-2
Az + Iz =10
z,z >0

La tabla es
Cp- B7tA —¢ ‘ Cp- B~
B7'A | B

Cédigo en Matlab

>c

> A, b

> n = size(A);

> B = eye(n(1));

> ¢ = [e,zeros(1,n(1))];
> A =[A, B];

> CB = zeros(1,n(1))
> w = 0;

> m =n(l);

n=n(2);

while(w == 0)

> fprintf('La tabla Simplex es\n')

>T =[CBx*inv(B)* A —c,
CB x inv(B) * b;inv(B) * A, inv(B)  b];
disp(T)

Una lista posible
para todo problema
€s T1, ", Tp.

w es la variable de
“paro” del problema.
Indica al algoritmo
cuando terminar las
iteraciones.

k es el indice de la
primera variable con
coeficiente positivo.

En caso de que haya
empate en la prueba
del radio minimo, j
es el menor de los
indices.
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Si todos cg * BT'A—c¢ <0 |if(CB*inv(B)*A—c<=0)

el problema es éptimo fprintf('Es optimo\n')
w = 1;
Si no else
Tomamos el menor indice k=1;h=0;
de las z, — ¢, mayores while h ==
que cero if(T(1,k) > 0)
h=1;
else
k=Fk+1;
end end
Hacemos la prueba radio = ones(1,m) x realmax;
del radio minimo fori=1:m

b; . . . )
y]—_]k:n”Lm{yb;]C :yik>0} if(T(i+1,k) > 0)

radio(i) =T(i+ 1,n+m+1)/T(i+ 1,k);
end end

[r, 7] = min(radio);

Si no existe el pivote if (r == realmax)
el problema es no acotado forintf('El problema es no acotado’)
return
Si existen empates en los else
minimos tomamos el que tiene | h =0;j = 1;
menor indice while h ==
. e 5B . o
Jj=min {Z tal que = = yTjk} if(radio(j) ==r)
sale zj y entra B(:,j) = A(:, k);
. a la base CB(:,j)=c(:,k); h=1,
else

j=j+1; end end
end end end
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5.7. Ejercicios

Objetivo: Resolver ppl que no cuentan con una base factible explicita
inicial, utilizando los algoritmos de las dos fases y la gran M y las reglas
para evitar el ciclado.

1. Resuelva utilizando el método de las dos fases

a)
Mazx z =221+ 3x9 + 3
1+ T2+ x3=5
O-21+ 2o+ 22x3=6
3x1 —x0+4x3 > 8

x1,%2,23 >0

Min z = 5x1 — 4xo
.’L’l—l'QZ?)
201+ 20 <1

1,72 > 0

2. Resuelva utilizando el método de la gran M

a)

Min z=x1+x0 — 323+ 024 + 225
221 4+ 622 — 223+ 0 - 24 + 425 = 14
021 —2x9+4x34+24+0-25 =12
0-z1 —4x9+ 323+ 024 + 8x5 < 10

T1,T2,73,T4,25 > 0

Min z = 3x1 4+ Txo — 3 — 224
r1+rot+as+a4 <4
201 — 22+ 0-234+ 324 > 1

T1,22,T3,T4 > 0
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3. Verifique si hay redundancia en el siguiente problema usando el método
de las dos fases

Max z = 3x1 + 229 — x3
1 —xo+ 013 <7
O-z1+x9+223>1
T1 — 229 + 323 <6

£1,x2,T3 > 0

4. Resuelva el siguiente ppl por el algoritmo de la gran M
Max z = —10x1 + 8x9
—bx1 + 229 > 16
—3x1+x0 >4
0-z1+22>9

1,22 > 0

Dibuje la region de soluciones factibles e identifique el movimiento en
la grafica de los puntos generados por el algoritmo Simplex.

5. Resuelva el problema de Beale utilizando la regla de Bland.
6. Resuelva el ejercicio 5.9 utilizando la regla de Lexicogréfica.

7. Muestre usando el algoritmo Simplex que el ejercicio 5.9 puede pre-
sentar ciclado.



Capitulo 6

Dualidad y Analisis de
Sensibilidad

Objetivos: Formular el problema dual y dar una interpretacion.
Presentar el Algoritmo Simplex Dual y algunos teoremas relacionados.
Mostrar el Anélisis de Sensibilidad para algunos casos.

6.1. Dualidad

Objetivo: Introducir el concepto de dualidad y construccién del
problema dual para problemas en forma canénica 6 estandar.

Ejemplo 6.1 Sus dos mejores amigos, Alejandro y Edgar, desean jugar
cartas de acuerdo a las siguientes reglas:

Alejandro recibe 3 cartas : As rojo, As negro y Dos rojo.
Edgar recibe 3 cartas: As rojo, As negro y Dos negro.

Cada uno debe elegir una carta y mostrarla simultaneamente

= Si ambas cartas son del mismo color Alejandro gana el valor de su
carta.

= 51 son de diferente color Edgar gana el valor de su carta.
= Si ambos escogen “dos” nadie gana.

Alejandro es optimista, ya que conoce de juegos y te pide plantear el ppl
que maximice su ganancia minima.

Por otro lado, Edgar considera que hoy no es su dia de suerte y te pide
plantear el ppl que minimice su pérdida maxima.

159



Las ultimas dos res-
tricciones garantizan
que z1,r0 y x3 for-
man un vector de
probabilidades.
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Resumiendo la informacién del juego en una tablal!

Edgar
As rojo As negro Dos negro
Alejandro As rojo 1 -1 -2
As negro -1 1 1
Dos rojo 2 —1

Debido a que Alejandro y Edgar tienen 3 opciones cada uno (ninguna de las
cuales parece estrictamente mejor que las otras) y no saben cual escoger se
les asignaran probabilidades a cada una.

Planteamiento del ppl asociado a Alejandro

1. Definicion de las variables de decisién

x; = La probabilidad con la que Alejandro debe escoger la opcion i.
i = {1(As rojo), 2(As negro) 3(Dos rojo)}

2. Establecimiento de las restricciones

Sea v la ganancia minima esperada de Alejandro. Analicemos entonces las
posibles tiradas de Edgar

= Si Edgar muestra el as rojo, la ganancia esperada de Alejandro es
1(1’1) — 1(%2) + 2(.1:3)

» Si Edgar muestra el as negro, la ganancia esperada de Alejandro es

—1(1‘1) + 1(.%'2) — 1(3}3)

» Si Edgar muestra el dos negro, la ganancia esperada de Alejandro es
—2(x1) + L(z2) + 0(3)

v=min{x1 — x2 + 2x3, —x1 + T2 — 3, 221 + x2 + 0 - z3}, v es menor a cual-
quiera de las posibles ganancias que obtenga Alejandro lo que implica que:
] —x2+ 223 >0
—r1+To—T3 >0
—2x1+ 220+ 0 23>0
T+ 29 +23=1

x1,x2,23 >0

3. Definicién de la funcién objetivo

Max f=v

'La tabla estd dada en términos de la ganancia o pérdida de Alejandro.
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Modelos completo
Max f=v
T1—x9+ 203— v >0
—x1+ 10— 23— v>0
—2x1+294+0-235— v>0
T1+ax9+ 23+0-v=1
r1,x0,23 >0 veER

Planteamiento del ppl asociado a Edgar

1. Definicién de las variables de decision

w; = La probabilidad con la que Edgar debe escoger su opcion 1.
i = {1(As rojo), 2(As negro) 3(Dos negro)}

2. Establecimiento de las restricciones

Sea u la pérdida maxima de Edgar, analicemos entonces las posibles tiradas
de Alejandro:

= Si Alejandro muestra el as rojo entonces la pérdida esperada de Edgar
es 1(wy) — 1(w2) — 2(ws)

= Si Alejandro muestra el as negro entonces la pérdida esperada de Edgar
es —1(wy) + 1(wa) + 1(ws3)

= Si Alejandro muestra el dos negro entonces la pérdida esperada de
Edgar es 2(w1) — 1(w2) + 0(ws)

u=maz {w; — wy — 2ws, —wy + wa + w3, 2wy — wy + 0 - w3}, ues mayor que
cualquiera de las posibles pérdidas de Edgar lo que implica que:

w; —wy — 2wz < u
—wy +w2+ w3 <u
2wy —was +0- w3 <u
wy +we 4+ wz=1
wi, w2, wg > 0
3. Definicion de la funcién objetivo

Min g =u

Las  dltimas  dos
restricciones garanti-
Zan que wi,w2 y ws
forman un vector de
probabilidades.
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Modelo completo

Min g=u
w); —wy — 2wz3— u<0
—wytwy+ wz3— u<0
2wy —wa+0-w3— u<0
wy+we+ ws3+0-u=1
wi,wo, w3 >0 uweER

Sus amigos le piden resolver los ppl para que cada uno conozca su estrategia
oOptima.

Tome en cuenta que si beneficia a uno de sus amigos el otro se molestara

. Es posible recomendar estrategias éptimas a cada uno sin beneficiar a
alguno de los dos?

Escribiendo los problemas en forma estandar.

Max f=0-21+0-294+0-23+0 —0" +0-24+0-25+0- 26
1 —xo+ 2053— v + V' — x44+0-254+0-26=0
—z14+20— 23— UV + V' H+0-z4— 254+0-26=0

—2z14+29+0-23— v + V' H+0-244+0-25— 26=0
x1+xo+ 23400 —-0-0"4+0-24+0-254+0-26=1

/ "
T1,%9,X3,V,V ,Tq,T5, T > 0

Ming=0-w +0-wy+0-w3+u —u" +0-ws +0-w5+0-ws
wp —we — 2w3— v+ W4+ wi+0-ws+0-wg=0
—wi+wy+ w3— v+ WH0-wi+ ws+0-wg=0

2wy —we+0-w3— v+ uWH0-w+0-ws + wg=0
wiFwy+w3s+0-10 —0-u"+0-ws+0-ws+0-wg=1

/ "
wy, w2, w3, U, U , W4, Ws, We > 0

Las tablas éptimas para cada problema son:

z x1 a2 x3 v V' x4 x5 a6 LD
2 2 3 1
2 2 3 1
4 1 1 2
11 1 4 2
1 1 1 3
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z w; wy wsu U ws ws wsg LD
z |1]0 0 =2 0 0o -2 2|1
wy |0/1 0 F 0 0 0 —f 1|2
wpy [0/0O 1 2 0 0 0 % 1|2
« |0j0 0 -2 1 -1 0 -2 -2]1
wy |00 0 -2 0 0 1 - —-%]2

.. Si Alejandro juega al As negro con probabilidad 3/5 y al Dos rojo con
probabilidad 2/5 su ganancia minima esperada es 1/5.

.51 Edgar juega al As rojo con probabilidad 2/5 y al As negro con proba-
bilidad 3/5 su pérdida maxima esperada es 1/5.

L Es casualidad que las estrategias éptimas para ambos presenten la misma
ganancia( o pérdida)? ;Sucedera lo mismo en todos los problemas?

Los problemas anteriores cumplen con una propiedad importante, son dua-
les.

Cada que se resuelve un ppl, simultdaneamente se encuentra la solucién a otro
problema al que denominaremos dual y al problema original lo llamaremos
primal.

Dado que todo ppl tiene asociado un problema dual, definiremos la forma
del planteamiento de éste:

= Si el problema primal estd en forma candnica:

(P)Max cx (D)Min wb
Ar <b wA > ¢
z >0 w >0

= Si el problema primal estd en forma estandar:

(P)Max cx (D)Min wb
Az =b wA > ¢
x>0 weR

Ejemplo 6.2 Construya el problema dual para los siguientes problemas:

(a)Max 3x1 + 2x2 (b)Max Txy — 2x9 + x3
T+ 22 <3 T+ xT9—23=4
—r1+ 29 <1 201+ 290+ 23=9
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21+ 29 <4 —x1+ 2w +23=05

1,72 > 0 x1,%2,23 >0

En forma matricial:

3
Maz (3, 2,)x Minw | 1
” 4
(&
———
b
1 1 3 1 1
-1 2 Jz<| 1 w| -1 2 | >(3,2)
2 1 4 2 1 ——
\T_/ ~—— \_\A,_/
b
x>0 w >0

(D)Mm 3w + weg + 4ws
wi] — wo + 2wz > 3
w1 + 2w + w3 > 2

wi, w2, W3 > 0

En forma matricial

4
(P)Max (7, =2, 1)z Minw| 9
’ )
¢ ——
b
1 1 -1 4 1 1 -1
2 1 1 |z=|09 wl 2 1 1 | <@ -2 1)
-1 2 1 ) -1 2 1 v
———
A b A

x>0 weR

(D)Min 4w + 9wg + Sws
w1 + 2wo —wg > 7

w1 + wo + 2wz > —2

—w1 + w2 +ws > 1

wy, wa, w3 € R

6.2. La construccién del problema dual

Objetivo: Plantear el dual de un ppl y observar algunas de sus propie-
dades elementales.
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No todos los ppl se encuentran en forma canénica é estandar, pero es posible
obtener su dual sin necesidad de transformar el problema primal.
Dado un ppl con A;xn, bmx1, Tnxl Y Clxn

; Cuantas variables hay en el dual?

Debe haber tantas como restricciones tenga el problema primal. Cada va-
riable de P estd asociada a una restricciéon de D, por lo tanto el problema
dual tiene m variables.

Construcccién del problema dual de un ppl de minimizacién:

m Sia;x1+apxe+ -+ ainrn > b; la restriceion se encuentra en forma

canonica. La variable asociada w; también lo estd, ie w; > 0

m Si ;121 + aipxe + -0 + ainzn < b; la restriccién no estd en forma
candnica porque la desigualdad ésta invertida, para transformarla la
multiplicamos por -1, por lo tanto la variable asociada es —w; > 0
entonces w; < 0

s Siajx1+appre+- -+ ap,r, = b;, la restriccién estd en forma estdndar
entonces w; es no restringida. Note que es lo mismo que ocurre si se
cumplen simultdneamente que w; >0 y w; <0 ... w; € R.

» Siz; > 0 estd en forma candnica, la j-ésima restriccién de D es:

ajjwy + agjwe + -+ + AT, > Cj

» Si z; < 0 necesitamos multiplicarla por (-1) para llevarla a la forma
canodnica, entonces la j-ésima restriccién seria:

—(a1jw1 + agjwe + -+ - + amwm) < —¢;

ajjwy + agwa + -+ + AW > C;

= Si z; es no restringida se cumplen simultaneamente los dos casos an-
teriores:
a1wy + agjwe + - -+ AW, < ¢

a15W1 + + -+ Ay Wi, = Cj
a1wy + agjwe + - -+ AW,y 2> ¢

= Si la funcién objetivo del ppl es Min cx entonces su problema dual
tiene funcion objetivo Max wb.
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Podemos resumir los incisos anteriores en una tabla

Minimizacién | Maximizacion
Restricciones Variables
> >
< <
= R
Variables Restricciones
> <
< >
R —

Ejemplo 6.3 Muestre que los problemas planteados para Edgar y Alejandro
son duales.

Tomaremos el problema de Alejandro como problema primal

Ty —x2+2x3—v <0 — w1 <0
—x1+20o—23—v<0 — wy <0
—2$1+$2+0~$3—U§0 — w3§0
r1+ax9o+a3+0-v=1 — wy NR

x>0 — W) —wo — 2wz +wy >0
x2 >0 — —w;+wy+w3z+wyg >0
x3 >0 — 2w —w2+0-w3+wy >0
v ER — —wi—wr—w3+0-wy=1
Max f=v — Ming= 0-w; +0-wy+0 w3+ wy
Resumiendo
St w;=—w; 1=1,2,3 ws=1u

Min g = w4 Min g=u
w1 — wo — 2wz +wy > 0 w1 +wo — 2wz —u <0
—wi +we + w3z +wyg >0 —w1+we+ws—u<0

2w —wy +0-w3+wy >0 2wy —we+0-w3—u<0
—wy —wys—w3+0-wyg=1 wit+wrs+wz+0-wy=1
wi,we, w3 <0 wy €R wi,we, w3 > 0u R

.. Los problemas de Alejandro y Edgar son duales.
Ejemplo 6.4 Construya el problema dual del siguiente problema primal:
Min 3x1 + xo0 — 3
1+ x9 — 223 >4

xTo +5333 < 10
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—x1 4+ 229 + 33 =7

x1 >0
x9 <0
r3 € R
T+ — 203 >4 — wy >0
O-2z1 +22+523<10 — wo <0
—x1+ 23+ 3x3=7 < wy NR

1 >0 — w1+ 0-we —wz <3

o <0 — w1 + wg + 2wz > 1

z3 NR —  —2wq + bws + 3wz = —1

Min 3x1 +2x9 —x3 — Mazx 4wy + 10wy + Tws

Resumiendo

Maz 4w 4+ 10wg + Tws
wy +0-wy —w3 <3

w1 + we + 2wz > 1
—2w1 + dSwe + 3wz = —1
w; >0 wy <0 wg R

6.3. Teorema Fundamental de Dualidad

Objetivo: Enunciar el Teorema fundamental de dualidad y aplicar éste
para la resolucién de problemas.

Habiendo visto la construccion del problema dual, nos preguntamos:

. Cudl es el objeto de estudiar el problema dual? ; Existen relaciones entre
el primal y el dual?

Supdénga un ppl en forma candnica de minimizacién y su problema dual.

Min cx Max wb
Ax >b — wA<e¢
z>0 w >0

Como z >0 x; > 0 Vi entonces es posible multiplicar

wA < ¢ por la derecha por z wAzx <cx (I)
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Similarmente multiplicando

Az > b multiplicamos por la izquierda por w wAzx > wb (II)

De (I) y (II)
wh<wAzx <cx — wb<cz

.. El valor de la funcién objetivo del problema de minimizar siempre es mayor
o igual que el valor de la funcién objetivo del problema de maximizacion.
Esta propiedad se llama propiedad débil de dualidad.

Corolario 1 Si zg y wy son soluciones factibles de los problemas primal y
dual tales que cxg = wob, entonces xg y wg son soluctones optimas de sus
problemas respectivos?.

El siguiente esquema muestra los posibles casos que se pueden obtener al
aplicar el Algoritmo Simplex a una tabla de Tucker

=
|

Teoremade
las cuatro
alternativas
i ,
[ | I | )
: L y |
El problema El problema de El problema de El problema
tiene dptimo minimizacién es no maximizacion es no primal es
finito | acotado (z—-=0) acotado(z>) infactible
] ( )
|
; El problema d El problema d
El dual tiene R e El problema dual
aptinio finila maximizacion es minimizacion es ss Infactible
& L infactible .| infactible |
2
) |- ?
: B e o |- . 2 @ - . | =
. =] =] =]
a L] .
Dol I‘eoooe + B+t+6

& Los nimeros son no negativos
© Los nimeros son no positivos

2Ver demostracién en el Apéndice A.
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Teorema 6.3.1 Teorema Fundamental de Dualidad®
Dados un problema primal y su dual una de las siguientes proposiciones es
verdadera

1. Ambos problemas tiene soluciones optimas x* y w* con cx™ = w*b.

2. Un problema es no acotado, el otro problema es infactible.

3. Ambos problemas son infactibles.

Ejemplo 6.5 En los siguientes problemas construya el problema dual, re-
su€lvalo y encuentre la solucion del problema primal.

(a)Maz x1 + 2x9 (b)Min —x1 — x2 (c)Max 4x1 + 32
—r1+ 22 < 1 T +x2 >3 31 +a22 <1

1

1 — 22 < —1 —o1+a2 <1 $1+w22§
x1,x2 2 0 x1,22 20 z1,22 > 0

Para el inciso (a)

Min —w; — ws
—w; +wy >1
wy] — Wy > 2
wy,we > 0

Graficamos el problema dual

1fae Awl+w2>=1
&&N I wl-w2>=2
N
ol W\1\7‘\V2\>\7\0\ [T
N

o
v

s
y
+ —
0.5 Jr 05 1, 1 25 3

-1

I

3La demostracién se encuentra en el Apéndice A.
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.. El problema dual es infactible. El problema primal es no acotado o
infactible.

Max x1 + 229 Mazx x1 + 2x9
—x1+22 < —1 -1+ 22 < —1
r1 — 2o < —1 multiplicando por —1 x1+x9>1

x1,72 > 0

Como no se cumplen simutaneamente las restricciones 1 y 2, el problema
primal es también infactible.

.. Se observa el caso 3 del Teorema, ambos problemas son infactibles.
Para el inciso (b)
Max 3wy — wo

w] —wy < —1
w; +wy < —1

wlzo
wQSO
Por el método de la gran M
Maz 3wy + wh Maz 3wy +why +0- w3 + 0wy — Mws — Mwg
—wy —why > 1 —wp —wh — w3+ 0wy +ws+0-wg =1
7w1+w’221 —wl4+we+0-w3—ws+0-ws+wg=1
wi, wy >0 w1, W, W3, Wy, W5, W = 0
Z w1 wl2 w3 W4 Wy We LD

z 1/2M-3 -1 M M 0 0| -2M

ws | 0 -1 -1 -1 0 1 0 1
we | O -1 1 0 -1 0 1 1

z 1({2M-4 0 M M-1 0 1]-2M+1

ws | 0 -2 o -1 -1 1 1 2
wy | 0 -1 1 0 -1 0 1 1

La tabla es 6ptima pero ws es una variable artificial y es distinta de cero
.. el problema dual es infactible, por lo tanto el problema P es no acotado o
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infactible.

PD 32 € R? tal que

1+x2 >3
—x1+x2 < —1
zr1,x2 >0
Sea x = (4,0)
440=4>3
—44+0=-4<-1
. x es una solucién factible , .. El problema primal es no acotado.

Para el inciso (c)

1
Min w1 + §w2

1
Minw1—§w§+0-w3+0-w4+Mw5+Mw6

3w; +wy >4 3w1—w§—w3+0~w4+w5+0-w6:4

wy +wy >3

wy > 0we <0

wl—w§+0-w3—w4+0-w5—|—w6:3

/
w1, Wy, W3, W4, W5, We 2 0

z W wh w3 wa ws We LD
z [1]4M-1  -2M+5 -M -M 0 0 ™
ws | 0] 3 -1 10 1 0 4
we | 0 -1 0o 1 0 1 3

2M 1 M—-1 4M+1 SM+4

2 |10 =Sty T M- 0 3
wp |0 1 —1 -3 0 3 0 3
we |[0] 0 -2 : -1 -1 1 2
z |1] 0 -1 o -1 -M -M+1| 3
wp [ 0] 1 -1 0 -1 0 1 3
w3 [0] 0 -2 1 -3 -1 3 5

171

El resultado es éptimo w* = (3,0,0,0) w*b =3 esel caso 1 del teorema
.. 3 x* solucién 6ptima del primal y cx*™ = 3

_3—41‘1

41+ 320 =3 X9 3




Importante Si  un
problema es infac-
tible su dual no
necesariamente es no
acotado.
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Sustituyendo en las restricciones

<1 921 +3 — 421 <3 0<b52x1 <0 — x21=0

pp= 320 o1 gt = (0,1)

Ejemplo 6.6 Contraejemplo del regreso de la proposicion 2

Min x1 4+ 2x9
T1+x9 =2
201+ 220 =3
r1,22 NR

Escribimos el dual

Maz 2w + 3wy

wi + 2w =1
w1 + 2wo = 2
wi,ws NR

En (P): x1+x2=2 entonces 2x;+2x9=4+#3

En (D): la funcién w; +2ws no puede ir a dos puntos distintos por definicién
de funcién.

.". Ambos problemas son infactibles.

6.4. Teorema de Holguras Complementarias

Objetivo: Enunciar y aplicar el Teorema de holguras complementarias
para la soluciéon de algunos problemas.

Analicemos nuevamente la condicién débil de dualidad

wb < wAx < cx

wb < wAzx wAz < cx
wh —wAz <0 0> cx —wAx
wb—Az) <0 0> (c—wA)zx

Por el corolario 1, si xg y wo son soluciones factibles tal que wopb = cxg
entonces son soluciones éptimas.

—w'(b—Az")=0 y (c—w*A)z"=0
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es equivalente a

173

w*(Az* —b) =0 (w*A—c)z* =0
En forma matricial
air a2 ain xi by
(Wi ) a?1 a‘22 a2n vy | b:Q _35
Aml  Qm2 A x bin
a11x] + appxs + -+ apx), — by
a1 T} + agrs + - - + agp), — bo _
(Wi, -+, wy,) =0
Am1T] + Am2axs + - 4+ amp ),
wi(ainx] + apry + - +apzy, —b) =0 0= ,m
Analogamente (w*A —c¢)z* =0
(arjwy + agjwy + -+ + amgwy, —¢j)r; =0  j=1,---.n ()
Considerando los problemas
(P)Min cx (D)Max wb
Ax > b wA <c
z >0 w >0
Escribiendo en forma estandar:
(P)Min cx+0-z (D)Max wb+0-w
Ax—z =0 wA+w=c
z, >0 w,w >0
despejando
T=Az—b w=c—wA
w*(Az —b) =0 —w'T =0
(c—wA)z* =0 — wz* =0
De (I)
wiF =0 i=1,---,m si { %;100:?:28
De (II)

wir; =0 j=1,---,n si{ J

x >0—wi=0

w]>0—>x;‘—0

Los vectores w y = son las holguras del problema de maximizacién y mini-
mizacion respectivamente y de la propiedad recién mencionada se define un

teorema.
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Teorema 6.4.1 Teorema de Holguras Complementarias
St x*y w* son dos soluciones factibles cualesquiera de los problemas primal
y dual en forma candnica entonces son dptimas respectivamente si y solo si

(cj —w*aj)x; =0 j=1--n

wi(a'z* —b;) =0 i=1,---,m
Ejemplo 6.7 Dado el siguiente ppl (ejemplo 2.3)
Min — x1 — 3z9
1 — X9 Z —4
Tr1 — 2$2 > —12

—X1 — T2 Z —10

x1,22 20
1. Construya el problema dual.
2. Encuentre la solucién éptima del problema dual.

3. Encuentre la solucién del problema primal usando holguras comple-
mentarias.

Max — 4w — 12w9 — 10ws
w1 + w2 —wz < —1
—w1 — 2w2 — w3 S -3

w1, w2, w3 > 0

Max — 4w — 12wy — 10ws
—w; — w2 +wsg > 1
w1 + 2we + wg > 3

wy, w2, w3 > 0
Por el método de las dos fases

Zq W1 W2 W3 ’wl ’LT)Q ap ai LD

zz |10 1 2 -1 -1 0 0| 4

a|0-1 -1 1 -1 0 1 0| 1
aa |01 2 1 0 -1 0 1| 3
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Za w1 w2 w3 ’LAljl &}2 ap ai LD

z |11 2 3 0 1 -1 -2 0 2

w30} -1 -1 1 -1 0 1 0] 1

a2 |0} 2 3 0 1 -1 -1 1] 2
|10 0 0 0 0 -1 -1]0
1 2 1 2 1 5
ws |0 -3 0 1 -3 —3 3 3] 3
2 1 1 1 1 2
wp |05 1 0 35 -3 —3 3|3

.. El problema es factible

z wp wg w3 w; wy LD
AR
w0 =5 0 1§ 313
wlo| 3 10 § 4|3
z (1] 0 1 0 3 7|24
wg |0 0 & 1 -3 —3| 2
w01 3 0 1 -—1i| 1

..El problema es 6ptimo w* = (1,0,2) w*b =24

Escribiendo el problema primal en forma estandar

Min z = —x1 — 3x9

T1—T9— 21 = —4
:c1—2x2—52:—12
—1‘1—%2—%3:—10

x1,T2,21,%2,23 > 0

Por el teorema de holguras complementarias



176 CAPITULO 6. DUALIDAD Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD

wle wT%lzo — 51:0
wy =0 wiTa=0 — >0
w§:2 w§553:0 — 5320
@120 @1x’{:0 — Q?TZO
@220 ﬁgx’z‘:o — 1’;20

Reescribiendo el problema primal

Min z = —x1 — 329
T, — X9 = —4

r1 — 2@9 — Tog = —12
—xr1 — 29 = —10

Es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas

r1 =x9 — 4 sustituyendo en la tercera restriccion

—z1+4—29=-10 —2x9 = —14 To =7
r1=7—4=3 r1 =3
To=x1 —229+12=3-2(7)+12=3—-144+12=1 292 =1

Sox=(3,7) =1(0,1,0) cx*=24

Ejemplo 6.8 Muestre que los problemas de Alejandro y Edgar de la pdgina
168 cumplen con el Teorema de Holguras Complementarias

Expresando los problemas en forma candnica:

Max z=v Mazx z =0 ="
r1—x20+ 2x3—v >0 —z1 42— 2234+ UV — V"< 0
—T1 49— wx3—v>0 r1—x94+ a3+ v — < 0
—2x1+2904+0-23—v>0 201 —x9—0-234+ o — V"< 0
Ti+x20+ x23+0-v=1 1+ 20 + x3+0-0—0-0"< 1

—x1—x9— x3—0-04+0-0"<~1
x1,T9,23 > 0v NR x w9, 23,0 ,0" >0

Obtenemos el problema dual

Ming=0-w;+0-we+0-ws+ uw — wu

—w; + wy+ 2ws+ U — u'> 0
wy — wo— w3+ U — > 0
2w+ wy—0-w3+ - u'> 0
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w4+ wet+ ws+0-u—0-u"> 1
—w; — wy— w3—0-u+0-u">-1

’lUl,U)Q,’LUg,’LL/, U/I >0

x* = (0, %, %,0, %,0) z* = (0,0, %,0,0) asociamos las variables
W = 0
35 = = 0
2/5 = |
15 = =0
] = z 0

= z 0
= =
2/5 = —
1] = =i
= R w, =2 0

Reescribiendo el problema dual considerando que w3z =0

—wi+wr+ - W4w= 0

wy —we+  u— = 0

—2w; +wy+ u— = 0

wy +wy+0-u —0-u" = 1

—wl —wy —w3+0-u' —0- v +ws =—1

Resolviendo el sistema tenemos

wy = % ws =0 wi = ¢ wy =%
C ok — (2 3 ~ _ (2 _1
cwt = (%,%,0) w = (£,0,0,0,0) w*h =

.. Las soluciones presentan holguras complementarias.

Observando las tablas Simplex, sea B una base del problema

Min z = cx
Ax > b
x>0

La tabla Simplex es

177
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B TN RHS
z | 0| cgB™'N —cn | cgB™'b
zg| I| BN | B7'b

Definimos w = ¢gB~!

B TN RHS
z | 0 ‘ wN — cn ‘ wb
zp| I| BTN | B

de la tabla obtenemos

zj—cj:waj—cj

waj —c¢; j=1,n
6= G = 1.
j 7 n—+ 1, ,n+m

Ademss si j > n las variables son de holgura — a;_, = —e;

_Jwaj—c; j=1,-n
)6 = 5 i —
Wj—p Jj=n+1,---,n+m

LW = Cpai — Zpt 1= 1,---,m.
Ejemplo 6.9 Resuelva el siguiente problema utilizando las tablas de Tucker
Max z = 8x1 + Txo

4z + dxg < 10

71‘1 + 31‘2 < 12

1,22 20
r1 T2 — 1 52 Xro — 1
~ 4 23| 22 _
4 5110 | = -1 7T i = —I
~ 1 3 12
7 3112 | = —x9 7 7 7 = —I1
8 710 = z _8 251 _96 | = 2z
7 7 7
T9 T1 -1 Holguras
4 T | 22 N=2; < @ =0
23 23 23 = —I9 gg ! !
5 _3 30 53 = T2 — wy =0
23 23 | 23 = —x ~
0= il ad w1 Z 0
12 25| 304 | = 2 .
23 23 23 = T2 <  wy =0
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Maés aun el dual asociado

Min g = 10wy + 12wo

4wy + Twg > 8
Swy + 3we > 7
wy,wz > 0
En tablas de Tucker
w1 4 5|10
w2 7T 3112
-1 |18 710
wy w2 g

Las tablas de Tucker del problema de maximizacién y su dual de mini-
mizacién son iguales, utilizando este formato de tabla se facilita encontrar
los valores del primal y el dual.

1 T9 — 1 To T9 —1
- 4 23| 22 -
w1 4 5|10 | = —x w1 A AN = —I
~ - 1 3 12
w9 7 3|12 | = —x9 w1 7 7 i = —I1
-1 8 710 = z —1 _8 25| _9 | = z
707 7
wy Wy g wy Wy g
To T1 -1 Holguras
4 7| 2 =21 < @ =0
~ 23 23 23 = —x3 23 ! !
w2 22 _ - =0
. 5 3| 30 2= 1 < W =
w1 23 23 23 = —I . « 95
1 = I1 < w] =353
12 25| _39%4 = z ~ * 12
23 23 23 = T2 < Wy =33

wy w g
6.5. El Algoritmo Dual Simplex

Objetivos: Mostrar el algoritmo dual Simplex y su utilidad para re-
solver problemas primales y duales.
Presentar el algoritmo de la restriccién artificial para encontrar una base
dual factible.
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Recordemos que w = cgB~! entonces si cg B~! > 0 decimos que el prob-
lema dual es factible, podemos iniciar con una solucién béasica dual factible
del problema dual para resolver el problema primal, sin embargo no pode-
mos usar el mismo algoritmo, por que ahora lo que se debe encontrar es la
factibilidad del problema ya que se parte de la optimalidad.

Dada una tabla Simplex de un problema de minimizacién con zj—c; <0V j,
ie. es dual factible, suponga que el pivote elegido es y;y.

Antes del pivoteo

TBj TBm - ° Tk Ty LD
z 0 0 2L —Ck t Zp—Cp cgb
xBl PR O PEEEEY 0 PR ylk PR ylr PEEEEY bl
xB] ... 1 ... O e yjkf .. y]r ... bj
TBm 0 T 1 Ymk Ymr bm
Después del pivoteo
TBj TBm Tk T, LD
Ck—2k o Yir(z—ck) 7 (zr—cr)b;
z e 0 0 Zp — Cp in cgb Uik
—Yik _ Yir¥Yik 77 Yikby
TB1 Uik 0 0 Yir 7%% Ui
1 1 Yir b;
Lk Yjik 0 Yjik ik
_ Ymk _ YirYmk 7 _ ymka
LBm Yre 1 0 Ymr Yjk b Yik

Para no perder la dual factibilidad después de pivotear necesitamos que
todas las

Y; -
2 —c =z —c — ar(zi—cr) <0
Yik
entonces
ir(zr —cC
e < Yjr (2K — cx) o
Yik

Si % < entonces z. — . <0
ygk T T

Para lograr la factibilidad del problema primal observamos que

si b, < 0 y después pivotear se obtiene ybrk, nos fijaremos entonces en las
T

Yk < 0.
. Siyp >0 Vk

— El problema primal es infactible.
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= Si no,

e Siyjx > 0, con un razonamiento andlogo al del algoritmo Simplex
en la prueba del radio minimo

Zk_ck:nnn{%_ﬁi: %j<0} (I1)

Yrk Yij
Yir — _yjr(Zk—Ck)So
Yik Yjk
ir\ZL — C
..zT_CT_MSZT‘_CTSO
Yjik

e Siy; <0
Zy — Cp >zk—ck

por (II)

Yjr Yjk

2k — Ck
Zr_crgyjr< Uik )
J

Zk — Ck
'-Z'r’_cr_yjr< )SO
Yik

Para la eleccién de b, no hemos definido un criterio pero después de pivotear
se convierte en 3
_ b,
bj = Yjk—
Yrk

Con la finalidad de no hacer més negativas a las 523 podriamos tomar

Yjk

b, = min {b;}, aunque depende de "

Resumiendo para un problema de minimizacion:

Algoritmo Dual Simplex

1. Se inicia con una base dual factible en la cual todos los z; — ¢; < 0.

2. Se examinan las columnas del vector b. Si la columna b es no negativa
terminar, las soluciones bésicas para los dos problemas son éptimas.

3. Si b tiene al menos una entrada negativa, se selecciona cualquier colum-
na como renglén pivote para la cual b, < 0.

4. Se examinan las entradas en el reglén pivote (exceptuando la entrada
de la columna b).Si ninguna es negativa terminar el problema primal
es infactible.
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5. Si existen una o més entradas negativas en el renglén pivotal, selec-

cionar
Zk — Ck . Zi — Cj
:mm{J J yTj<0}
Yrk Yrj

6. Se toma como pivote y,; y regresar al paso 2.

Ejemplo 6.10 Usando tablas de Tucker y el algoritmo Dual Simplex
resuelva

Min z = x1 — 2x9 — 3x3
Tl — X9 +xT3 > —2
201 +x90 —x3 > —4

xr1,r2,23 > 0

T1 1 2 1
T | =1 1 | =2
I3 1 -1|-3

b, = min {51,52,53} =min{l,-2,-3} r=3

- - —4
chkzmin{z2 CQ}zmin{}:éL k=2
Y3k Y32 -1

T

T2

T2
-1

b, = min {51,52,53} =min{-5,-5,3} r=2

No hay pivote, .". El problema primal es infactible y el problema dual es no
acotado.
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Ejemplo 6.11 Resuelve el siguiente problema usando el algoritmo Dual
Sitmplex
Min z = 3x1 + 29 + 3
T1 — 9 + 223 <
—2x1 + 319 —x3 < —1
<=2

x1,x2,23 >0

0-x1 — 29+ 4z3

Escribimos el problema dual

Mazx g = 4w — we — 2ws

wy; — 2wy +0-w3 <3
—wy + 3w — wz <1
2w —we + 4wz <1

w1, wo, ws <0

Z Ir1 T2 r3 T4 T5 Te LD

z4 |0 1 -1 2 1 0 0 4
zs | 0] -2 3 -1 0 1 0 -1
z6 |0 0 -1 4 0 0 1 -2

z4 |0 1 O -2 1 0 -1 6
zs |0]-2 0 1 0 1 3 -7
z2 |0 0 1 -4 0 0 -1 2

43 3 11 25
7 1 1 5
11 1 3 7
zo 0] 0 1 4 0 0 -1 2

. El problema es éptimo z* = (£,2,0,2,0,0) w* = (0,—3 —171,0,0, %)

En el Capitulo 5 se revisé el método de la gran M para encontrar una base
inicial factible, en el paso 1 del algoritmo Dual Simplex requiere una solucién
bésica dual factible.
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A continuacion mostramos la técnica de la restriccion artificial para en-
contrar una solucién bésica dual factible para un problema de minimizacion

1. Se anade la restriccién Z;i%_l xz; < M, en donde M > 0 es muy

grande y Tpim+1 €s la variable de holgura de la restriccién adicional.
2. Se toma zj — ¢, = maz {z; — ¢;}

3. Se efecttia el pivoteo tomando como variable entrante x; y la variable
que sale la base es xpym+1

Una vez realizado el pivoteo se dispone de una solucién dual factible y se
aplica el algoritmo Dual Simplex en los cuales se puede obtener cualquiera
de los siguientes tres casos:

1. La solucién dual es no acotada y el problema primal es infactible.
2. Las soluciones 6ptimas primal y dual se obtienen con zj,,; > 0

3. Las soluciones 6ptimas primal y dual se obtienen con z;, , ; = 0, existen
dos casos:

» SizZpimt1 — Chem+1 < 0 el problema primal es no acotado.

» Si Zptmtl — Cntm+1 = 0 la solucién éptima es finita.
Ejemplo 6.12 Resuelva utilizando la técnica de la restriccion artificial
Max z = x1 + 219
T1+x0 <1
r1— T < —2
T1,22 > 0
Escribimos el problema en forma estandar y anadimos la restriccion artificial
Maxr z=x1+225+0-23+0-244+0- 25
T1+x9+ 234+0-244+0-25= 1
1 —x9+0-23+ x4+0-25=-2
1 +29+0-23+0- 24+ a5= M
x1,x2,%3,%4,25 > 0

Escribimos la tabla Simplex asociada.

zp —cp =min{z; —c1,22 —co} = min{-1,-2} = -2
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Z X1 X9 T3 T4 T LD
z |1]-1 -2 0 0 0] O
r3 |01 1 1 0 0] 1
rg |01 -1 0 1 0| -2
rz5 0|1 1 0 0 1| M
El pivote es yo3 = 1
zZ X1 To x3 x4 x5 LD
z |11 0 0 0 2 |2M
z3 |00 0 1 0 -1|1-M
x4 1012 0 0 1 1 |M-2
|01 1 0 0 1 M
bp=min{l-M}y=1-M r=1
El pivote es y51 = —1
Z X1 T2 T3 T4 Ts LD
z |11 0 2 0 O 2
z5 |00 -1 0 1 1]|-1+4M
g 1012 0 0 1 O -1
|01 1 1 0 0 1
La base es dual factible, pero by = —1 < 0 y no existe ningtin elemento

en el primer renglén que sea negativo.

.. El problema primal es infactible y el dual es no acotado.

6.6. EIl Algoritmo Dual Simplex Programado

Objetivo: Modificar los algoritmos programados anteriormente para el

uso del algoritmo Dual Simplex.

Tomando como base los programas “tablasimplex” y “tablatucker” para
utilizar el Algoritmo Simplex Dual, observamos las lineas de cédigo que
se tienen y las nuevas que deben aparecer en el cédigo del programa del

algoritmo dual.
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Comenzamos con el cédigo tablasimplex(A,b,c)

tablasimplex

tablasimplexdual

if(CBxinv(B)* A—c<=0)
[r, k] = max(CB *inv(B) x A — ¢)
Calculo del radio minimo
fori=1:m
if(T(i+1,k) >0)
radio(i) =
T(i+1,n+m+1)/T(i +1,k);
end
end
[r, 7] = min(radio);
if(r == realmax)
fprintf('El problema es
no acotado’)
return
Actualizamos la base
else
B, j) = A, b):
CB(,) = (s, )

Para el Algoritmo tablastucker

tablatucker

if(inv(B) *x b >=0)
[k, 7] = min (inv(B) * b)

fori=1:n
if(T(r+1,i) <0)

radio(i) = T(1,4)/T(r 4+ 1,14);
end

end

[k, 7] = min(radio);

if(k == realmax)
fprintf('El problema primal
es infactible)

return
else

B(:,r) = A(:j);
CB(:,r) = c(:1);

tablatuckerdual

Criterio de optimalidad
if(T(m+1,1:n) <=0)
forintf('El problema es optimo')
else

[r, k] = maz(T'(m+1,1:n));
radio = ones(1, m) x realmax;
fori=1:m

if(T(i, k) > 0)

radio(i) = T(i,n + 1)/T(i, k);
end

end

[r, j] = min(radio);

Los algoritmos completos tablasimplexdual y tablatuckerdual aparecen

en el Apéndice B.

if(T(1:m,n)=1>=0)
fprintf('El problema es optimo')
else

[r, 7] = min(T(1:m,n+1));
radio = ones(1, m) x realmax;
fori=1:n

if(T(j,1) <0)

radio(i) = T(m + 1,i)/T(j,1);
end

end

[r, k] = min(radio);
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Dado el caso especial, un problema tiene dptimos alternativos st y solo si
el dual tiene una solucion optima degenerada.

Ejemplo 6.13 Resuelva el siguiente problema con el algoritmo tablasim-
plexdual
Min z = 5x1 + 4xo + 623
—x1+ 20— 223< 1
—I1 — To + 31’3 S -3
—Tr1 — 21‘2 — I3 S -5
z1, 22,23 > 0
>A=[-11-2-1 -13;-1 -2 —1];
>b=[1 -3 -5
>c=1[5 4 6];
> tablasimplexdual (A, b, c)
La Tabla Simplex es
r1 w2 x3 T4 x5 xg LD
z -5 -4 -6 0 0 0 O
ry -1 1 -2 1 0 0 1
zs —1 -1 3 0 1 0 =3
g —1 -2 -1 0 0 1 =5
La tabla Simplex es

r1 X9 T3 x4 x5 xg LD

z -3 0 —4 0 0 -2 10
w0 310 b g
x5 -5 0 L o 1 -1 -1
zz -3 1 -2 0 0 -} -3

La tabla Simplex es

&
N
&
ot
8
<)
t~
-

ry T2 I3

= -2 0 0 -% o - @
mo 3001 B0 4 g
s § 000 o1 ¥
O R
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La tabla Simplex es

Tl Ty X3 T4 T5 ze LD

z 0 0 0 -% -2 3T 13
z3 00 1 —& & -2 0
1 0 0 —% &% —-% 1
z 01 0 & & -2 2

..El problema primal es éptimo con z* = (1,2,0,0,0,0) una solucién éptima
degenerada.

Ejemplo 6.14 Resuelva el dual el siguiente problema con el algoritmo
tablastuckerdual

Escribimos el problema dual

Max x1 + 3x2 4 53
1+ 2w + w3 < =5

—x1 + 9+ 2x3 2

IN

(@)

1 — 3w + w3 < —
z1, 22,23 > 0
La tabla Simplex es

I i) I3 LD

1 1 2 -5 —=umxy

-1 1 2 2 —=ux5
1 -3 1 -6 —=uz
-1 -3 -5 0 =-z

La tabla Simplex es

r1 x¢ x3 LD

P2 E 0 --w
250 —-a
e
-2 -1 -6 6 =-z

.. El problema dual es no acotado y el problema primal es infactible.
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6.7. Analisis de Sensibilidad 1

Objetivo: Mencionar como utilizar la solucion éptima de un problema
para encontrar el optimo de otro que es una modificacion o proviene de este
problema.

En todos los ppl pueden presentarse modificaciones en los datos del proble-
ma, ya sea a;j, Cj, b; o bien se puede anadir o eliminar alguna restriccion.

Cuando esto sucede se utiliza la solucién antes obtenida para resolver el nue-
vo problema. Estos cambios forman parte de lo que se denomina el andlisis
de sensibilidad.?

Suponemos que la tabla de un ppl de minimizacién es:

B TN LD
0| cgB™'N —cy | cgB™'b
Il BN | B

I.Cambio en el vector de costos ¢

Si el vector de costos cambia en uno o mas coeficientes entonces el vector ¢
cambia a c¢’, el problema a resolver se convierte en:

Min z=cz
Ax =b
z>0

Si ¢; cambia entonces es posible identificar alguno de los siguientes dos casos:
1. z; ¢ zp (la correspondiente x; no forma parte de la base)
Zi — ¢ = wa; — ¢ wa; = (2 — ¢) + ¢
2 — ¢ =wa; — ¢, = (2 — ¢;) +¢; — ¢,

2. x; €Exp Ti = TBr

El renglén z es de la forma cg B~'A — ¢ cambia a:
cgB'A—c—c¢;B7'a" + BT a" + (¢ — ey
Factorizando
—1 / -1 _r /
cgBTA—c—(¢; —c;)B ad" + (¢; — ¢))e;
También cambia el valor de la funcién objetivo

B~ cgB™ 4 (¢, — ¢;) B,

Donde a" es el

renglon r-ésimo de A




190 CAPITULO 6. DUALIDAD Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Z 1 T2 I3 T4 Iy LD

z |[1]0 1 4 2 0| 2

zg |01 1 1 1 0] 1
z5s |00 1 4 0 1| 2

Ejemplo 6.15 Dada la tabla optima del problema 4.10

Encuentre una nueva solucion dptima si

2. ¢ =-1
1. Como z4 ¢ xp actualizamos
za—cy=(z4—c4) tes—cf=2+0-1=1
.. La solucién sigue siendo 6ptima
2. x1 € xp cambia todo el rengléon z
cgB™YA—c+ (c; — ¢))Btat + (¢1 — €,,0,0,0,0)
=(0,1,4,2,0) — (2+1)(1,1,1,1,0) + (2+ 1,0,0,0,0)
=(0,1,4,2,0) + (—3,—-3,-3,-3,0) + (3,0,0,0,0) = (0, —2,1,—1,0)
cgB7o+ (¢ —¢)B™'b=2+ (-1 -2)(1) = -1
Reescribimos la tabla

Z X1 To T3 x4 x5 LD

z2 |01 1 1 1 0] 1
zs |00 1 4 0 1] 2

z2 |01 1 1 1 0] 1
zs |00 0 3 -1 1|1

Cambi6 la solucién 6ptima y el valor de la funcién objetivo.

4 Algunos autores le llaman anilisis de post-optimalidad.
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II.Cambio paramétrico en los coeficientes de costo

Suponga que en el problema al vector de coeficientes de costo ¢ se le
aumenta un nuevo vector ¢ multiplicado por una constante s y el pro-
blema se convierte en encontrar el valor de s tal que el problema siga siendo
6ptimo.

Podemos expresar el problema como:

Min z = (c+ sd)x
Ax =b
x>0
Dado el ppl original existen tres casos:

1. El problema original es infactible y continua siendo infactible.

2. El problema original es no acotado. Podria ocurrir que se encuentre
un valor de s tal que se pierda la condiciéon de no acotamiento.

3. El problema es 6ptimo y existe un valor de s tal que el problema sigue
siendo optimo.

Analicemos la forma en que se debe elegir s para continuar con una solucién

optima.

z=cpB7'b— (cp* B™'A—cyn)zNn
cambia a
z=(c+sd)gB7lb— (cp* B'A —cy)an — s(cg x BTYA — dy)an

2= (e = 2i) + s(c) — 2)] @i
Cada uno de los términos debe ser no negativo, entonces
ci—zi+s(c,—2)>0 si ¢, —2z <0 s < —(c; —2)/(c — 2})
Utilizando un criterio similar a la prueba de radio minimo:
s =min{—(¢c; — z)/(c; — z;) V¢ —z; >0}

Ejemplo 6.16 Utilizando la tabla dptima del ejemplo 4.10 encuentre el
valor de s si ¢ = (=12 — 3,0,0).

De la tabla tenemos
Renglén z = (0,—1,—4,—2,0)

Calculamos para el nuevo vector ¢’

d —cgB A= (-1, 2, -3, 0, 0)—(—1,0)*<

—
==
O =
= o
N~—~7

1
0
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d —cdgB'A=(0,3,-2,1,0)

Hacemos la prueba del cociente minimo

Se toma ¢; — 2z > 0

porque el objetivo es| Calculamos el renglén z para s = 3
maximizar

1 14 5
0, =1, =4, =2, 0)+ (0, 3, =2, 1, 0)= (0, 0, ——, —=, 0
(7 Y ) 7)+3(77 77) (77 37 37)
5
3

(en s 5= |20+ 3(-1.0) | 5 | -

Z X1 To T3 x4 x5 LD

14 5 5
Z 1 0 0 3 3 0 3
z1 |01 1 1 1 0] 1
z5 |00 1 4 0 1] 2
Con s = % la solucién sigue siendo 6ptima con z* = (1,0,0,0,2) czx* = %

ITII.Cambio en el vector b

3 /
Suponemos que b; cambia a b;

Entonces b=DB"'% cambiaa b =B

Y cgB™'b  cambia a cpBYW = CBB/

Ejemplo 6.17 Con los datos del ejemplo 4.11 que se encuentra en la pdgina
105 cambiemos by a 30.

Considerando la tabla 6ptima con los datos originales:

Zz X1 T9 T3 x4 LD
z [1]0 0 -2 Z]-80

2
2 |01 0 1 5 |30
x5 |00 1 0 % |20

y como x3, x4 son variables de holgura entonces

=

N—= N
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)(3)-(%)
b’:(—21)(f§):—65

por lo tanto la nueva tabla 6ptima es:

Calculamos ahora 5,, Y CBEI

S5
Il
VR
S =
= N

z T To9 x3 x4 LD
z |1]0 0 -2 Z*|-65

g |01 0 1
z5 |00 1 O

25
15

TR Sl

x* =(0,0,0,25,15) cax* = —65
IV.Cambio paramétrico en el vector b

Si ahora dado el vector original b se le aumenta un vector & multiplicado
por una constante s > 0, sera necesario en encontrar el valor de s tal que el
problema siga siendo factible, ie. resolver el problema:

Min z = cx
Ar =b+ st

x>0

B (b4 st)=B b4+ sB'b=b+ sb >0

- - - b;
b; + sb; >0 si b; <0 entonces s< —B—f

)

Usando el criterio de cociente minimo

s:min{—? b;<0}

. 1
Ejemplo 6.18 Encuentre s para el ejemplo 4.19 si se tiene b = ( 1 )

2

Considerando la tabla final en la que se observa que el problema es no-
acotado
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Z Tr1 T2 I3 T4 x5 LD

z 110 0 5 -2 6| 20

0
-1

3
4

z1 |01 O
332001

= N
= N

y como las variables x4, x5 son de holgura entonces

(1)

Actualizando el lado derecho

bﬂb':(i)”(—i):(z)

CB*(b+sb/)—(42)<z>—20

por lo tanto la nueva tabla es:

Z T To9 X3 x4 x5 LD
z |[1]1]0 0 5 -2 6] 20
z |01 0 & 0 1| 5
zo |00 1 1 -1 1 0

La tabla no es 6ptima, pero no existe un candidato a pivote, por lo tanto
podemos concluir que el problema es no acotado.

V.Cambio en las entradas de la matriz A

,,

;> existen dos casos

Suponemos que a; cambia a a
1. a; ¢ B, calculamos su columna

R - T : I =11
yj =B "a; cambia a y; = B™ a;
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2. aj € By corresponde a g,
Suponemos que la variable x; es sustituida por x;, calculamos

! =11 / r_ /
yj—B a; zj — ¢ = CBY; — ¢j

Es posible que ya no se encuentre la identidad en la tabla, tomamos en-
tonces como pivote y,; y realizamos las operaciones correspondientes.

Ejemplo 6.19 Retomando el ejemplo 4.11, calcule el optimo del problema
St

Como x4 no estd en la base, solo calculamos la columna y el coeficiente de
costo correspondiente

1 1 1 3
’ -1 7 2 2
0 3 1 2
3
5 1 7
24 —cq = cpy) —cq = (=2, —1)<%>—O:—3—2—0:—2

.. La solucién sigue siendo 6ptima.

Como x2 estd en la base, primero calculamos la columna y su coeficiente de
costo.

y/ :Bfla/ — 1
2 2 0

= N

_1 1 3
29—y = cpyy —cy = (=2 —1)< 8>_1:4_8_1:_8

Reescribiendo la tabla

z x1 To x3 x4 LD
z |[1]0 -2 0 3-8
z |01 —% 3| 30
|00 2 0 3|20
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Z Tr1 T2 I3 Ty LD

z [1]0 0 -2 0| -20
z |01 0 1 2] 1°
2[00 1 0 %| 1%

.. La tabla es éptima y existen éptimos alternativos

Zz X1 Tog x3 x4 LD
Z 110 0 -2 0]-20

33101—
a;400

1
11 0f10
3
3.0 1|40

El conjunto de soluciones éptimas es de la forma:

110 160
C= {xE R4\ (3,3,0,0) + (1= X)(10,0,0,40) 0< X< 1}

6.8. Anadlisis de Sensibilidad II

Objetivo: Proporcionar ejemplos donde se utilice el andlisis de sensi-
bilidad, para cuando se anade una restriccion é una variable al problema.

VI. Aumentar una restriccion al problema a,,+12 < bypt1

Primero verificamos si z* satisface con la nueva restriccion:

= Si la satisface z* pertenece la nueva la regién de soluciones factibles
S’ y sigue siendo éptimo.

» Siamq12* £ bygr entonces z* ¢ S’

Introducimos la restriccién al problema @y, +12+ pr1 = b1, verificamos si
todavia se conserva la submatriz identidad en el problema, de no ser asi rea-
lizamos las operaciones correspondientes para conseguir una base explicita.

Aplicamos el Algoritmo Dual Simplex, por que ya se tiene la optimalidad
en el problema.
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Ejemplo 6.20 Dada la tabla éptima del ejercicios 5.3

Z X1 To X3 x4 x5 LD
z 110 4 0 0 -3 6
z3|0]0 2 1 0 1 1
z1 |01 -1 0 0 -1 2
x4 |00 4 0 1 -3 1

Suponga que la restriccion 3r1 + xo > 5 es anadida al problema, realice
el andlisis de sensibilidad correspondiente.

Escribiendo la restriccién en forma estdndar
—3r1—22 < —5H — —3x1—20+0-234+0-244+0-254+26 = —5
sustituimos z* = (2,0,1,1,0) en la nueva restriccién
—-3-2-0-040-140-140-0+26=—-5 zg=1
¥ =(2,0,1,1,0,1) es el éptimo del problema.
LY sien lugar de 3x1 4+ xo > 5 tenemos 3x1 + xo > 77
Escribiendo la restriccién ene forma estandar
—3z1 —29+0-23+0-24+0-25+26 =—7
Sustituimos z* = (2,0,1,1,0)
-3-2-0-04+0-14+0-14+0-0+26 =—-7 x6=—1
. x* no es éptimo pues z* ¢ S.
Incorporando la nueva restriccion en la tabla:

Z X1 To X3 X4 x5 g LD

z |10 -4 0 0 -3 O 6
zz3 |00 2 1 0 1 O 1
z2|0f1 -1 0 0 -1 O 2
z4(0]0 4 0 1 -3 1| -7
z |03 -1 0 0 O 1| -7

La tabla no tiene una submatriz identidad, pero se realizan los ajustes
para que x1 siga siendo bésica.
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z
T3
T
T4

L6

Aplicamos el algoritmo dual Simplex

z

T3

Lo

Tq

T2

.. es éptimo y existen éptimos alternativos.

z

z3

I

T4

Ty

Z X1 To T3 X4 x5 Tg LD
1{0 4 0 0 -3 0| 6
0j{o 2 1 0 1 0] 1
0[{1 -1 0 0 -1 0f 2
0/0 -4 0 1 -3 1| -7
0/0 -4 0 0 -3 1] -1
z x1 T2 T3 r4 T5 X6 LD
1{o0 000 0 -1]7
010 1o —5 11|34
ofr 000 —3 1|2
0/0 001 0 -1/|2
ofo 100 2% 1|14

z T Ty x3 T4 x5 Te LD
1/0 0000 -1]7
0j0 2 1 0 1] 2
0/1 0 00 0 —%| 1%
0/0 001 0 -1| 2
0jo 3 00 1 —%| 1%

.. El conjunto soluciones de 6ptimas es de la forma:

4742

cz{xeR%:A<9 Ll

2 1
2,0,0) +(1-2) <;,0,3,2,3,0> Og/\gl}

VII. Se anade una variable

Sea x, 4+ 1 con a,+1, la variable no se encuentra en la base por que se acaba

de incluir, calculamos

—1
Yn+1 = B Ap4-1

Zn+1 — Cn+1 = CBYn+1 — Cn+41

» Sizpy1 — cnt1 < 0 la solucién sigue siendo 6ptima.



6.8. ANALISIS DE SENSIBILIDAD II 199

= Si no, aplicamos el algoritmo Simplex.

Ejemplo 6.21 Retomando el ejemplo 4.13

1
_3>y65:—2

. -1
2. Suponga que se aumenta la variable x5 con as = ( 5 > y c5=1

1. Suponga que se anade la variable x5 con as = (

Z$1$2$3$4LD
z |15 0 -4 0| -20

2|01 1 1 0| 5
x4 (O 4 0 1 1] 8

En la tabla x3, x4 son variables de holgura en restricciones de tipo menor
o igual, entonces

Calculamos

y5=B‘1a5:(1 (1))(—13):(—12>

1
Z5—C5:CBy5—C5:(—4,0)< 2)—(—2):—4+2:—2

. ™ sigue siendo éptima
Reescribiendo la tabla

Z X1 T9 T3 T4 x5 LD
z 1|5 0 -4 0 -2| -20

|01 1 1 0 1] 5
rg |04 0 1 1 -2| 8

Para el caso 2 calculamos

wr- (1) ()~ ()

-1

25—05203115—65:(—470)( 1

>—1:4—1:3

z* ya no es 6ptimo, aplicamos el algoritmo Simplex
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Z$1£L’25L‘3$4$5LD
z |1]-5 0 -4 0 3 -20

2|01 1 1 0 -1 5
g {014 0 1 1 1| 8

Zz X1 X9 x3 x4 x5 LD
z |1}(-17 0 -7 -3 0] -44
z2 |0 5 1 2 1 0] 13
zs |0 4 0 1 1 1 8

2* = (0,13,0,0,8) cz* = —44

Analisis de Sensibilidad con Matlab

Para resolver un ppl con los algoritmos que hemos desarrollado, general-
mente introducimos A,b,c y/o B.

Si deseamos modificar alguno de estos vectores debido a las condiciones del
problema han cambiado podemos volver a introducir los datos 6 realizar las
modificaciones en el Workspace de Matlab.

Suponga que
g1 24 10} b:[s]

>A=[12410;35 —101] <

deseamos aumentar la restriccién x1 4+ x9 + 2x3 + 0x4 + Ox5 = 5, en lugar de
reintroducir A elegimos la 6pciéon Desktop del meni y elegimos la opcion
Workspace donde aparece

Command Windaw _

': E E % [ ﬁ I:l | Stack:1 Base

Marne L 1"u"alue |h-'1in IMax
H A 1241035-101] -1 5

al elegir A con el mouse se abre la ventana Array Editor-A
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§ﬁ|c‘ﬂ] .|@|-'|T.|Stack:IBase "l

1 2 3 4 5 f
1 1 2 4 1 0
2 3 5 -1 0 1

Las entradas aparecen en una hoja de datos similar a una hoja de célculo,
serd suficiente con escribir el nuevo rengléon en la siguiente linea.

Eﬁ J{J‘|@|-'|t.|8tack:|833evl
1 2 3 4 5 fi
1 1 2 4 1 4]
2 3 5 zi] 1
3 1 1 2 0 0

La importancia del Workspace y del Array Editor radica en que nos
permite modificar facilmente las variables, duplicarlas, eliminarlas, ademas
de graficar y copiar los datos a otras hojas de cdlculo o programas de edicién
de texto como Excel 6 Word.
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6.9. Ejercicios

Objetivos: Resolver ppl utilizando su problema dual asociado. Aplicar
los teoremas de dualidad para resolver problemas primales y duales.
Resolver problemas utilizando el Anélisis de Sensibilidad.

1. Construya el dual de los siguientes problemas
a)

2
Min z = x1+7x2—|—§x3

2$1+g$2+3x324
3x1 — a0 +4x3 <2
11lxy + 29 — 1623 =5
120 22 <0 z3€R

Max z = 10x1 + 1729
30x1 — 2229 < 13
1+ 920 > 15
1 <0 29 € R

2. Resuelva utilizando el Simplex dual los siguientes problemas

a)

Min z=2x214+0-29 — x3

-1+ T2+ w3 > -1
T1+ w2 — x3>—4
2x1+ 9 —3x3 > —6
x1,2r9,x3 > 0

Min z = x1 + xo + 223
r1—x2+ x3 < —4
5x1+ 20+ z3< 9
x1, 22,3 > 0

3. Sea z* = (1,2,3,0,0) la soluciion éptima de un problema de mini-
mizacion en forma canodnica con x4, x5 variables de holgura. ;Puede
ser y* =(0,1,0,3, %) la solucién del problema dual asociado?.
Justifique su respuesta.
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4. Dado el ppl

Min z=x1 —4x2o4+0-23+0-24
1+ w2+ x3+0-24=05
3r1 —220+0-234+ x4=3

L1,T2,T3,T4 > 0

con z* = (0, 5,0, 8). Encuentre la solucién de su problema dual usando
holguras complementarias.

5. Resuelva el primal y el dual del problema
Min z = —2z; — 1029
8x1 + 3xo < 12
—2x1 + Zﬂﬂz <5
2
41 4 1029 < 22

1,22 > 0

6. Resuelva el siguiente problema con la técnica de la restriccion artificial
Mazx z = 3x1 + 225 — 323
r1+22+ 23<1
0-21 4+ 29+ 423 > 2

x1,x2,23 >0

Min z = —13x1 — 1529
221 4+ 322 <6
T1— X2 <2
r1,x2 >0

a) Resuelva el problema primal
b) Encuentre la solucién del problema dual

¢) Realice de las siguientes modificaciones y para cada uno encuentre
encuentre * y w*.

1) Cambie cg = —15 por ¢, = 12
2) by =6 se cambia a b] =5
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2 1
3) al—(1>pora1—(1)
. 3
4) Se aumenta la variable x5, con a5 = 9 c5 =3
5) Se aumenta la restriccién x; + 3zy < 4
8.

Min z = 2x1 — 4x9 + x3
201+ o — 223 < 8
—x1 + 3x2 4+ 223 < 10

Z1,T2,T3 >0

a) Resuelva el problema primal
b) Encuentre la solucién del problema dual

¢) Realice de las siguientes modificaciones y para cada uno encuentre
encuentre x* y w*.

1) Encuentre el valor de s si ¢ = (1

0)

)

DN W= O

2) Encuentre el valor de s si b = <



Capitulo 7

Reduciendo el Niimero de
Operaciones

Objetivo: Explicar las técnicas del algoritmo Simplex Revisado y la
forma producto de la inversa para simplificar y/o disminuir los célculos del
algoritmo Simplex.

7.1. El Algoritmo Simplex Revisado

Objetivo: Presentar el Algoritmo Simplex Revisado y proporcionar el
codigo programado en Matlab.

En las lecciones anteriores se han presentado diversas formas de solucionar
un ppl, sin embargo, para ninguno de los algoritmos que se ha analizado,
se ha considerado el niimero de operaciones o cidlculos que se deben realizar
para resolver el problema. En ocasiones este niimero es considerable incluso
para problemas con pocas variables y restricciones.

Analizando el algoritmo Simplex para un problema de la forma
Min z = cx
Az <b
x>0
con una base factible dada por las variables de holguras = si b > 0
Pasos 1 y 2: Prueba de Optimalidad
Sizj—cj <0 Vaxj € xy terminar, el problema es éptimo.
Sino, mazx {z; —¢;} = 2z — cx

Para realizar este paso s6lo es necesario conocer z; — c;.

205
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Paso 3

Se determina la variable basica saliente x, mediante la prueba del cociente

b b;
— :mm{Z Yike > 0}
Yrk Yik

Para este paso debemos conocer b y yy.

minimo

Paso 4

Se calcula la nueva soluciéon factible. Para esto es necesario conocer
2k — Chky by, Y Yk

Por lo tanto no es indispensable calcular todas las columnas de la tabla
Simplex. .. Algunas de las columnas de la tabla Simplex que no son indis-
pensables de calcular.

Recordemos ademds que la tabla del ppl es de la forma:

z TR T LD
z | 1]|egB'A—c cgB™' | cgB™"b
x| 0] B7'A B | B

.. Znti—Cn4i = Wj, S1 CONOCEMOS CB Y B! es posible calcular z;,—cj, b Y Yk
para continuar con el algoritmo Simplex.

La forma de resolver un ppl utilizando solo la informacién antes mencionada
es un algoritmo al que llamaremos:

Algoritmo Simplex Revisado

Paso 1: Comenzamos con una SBF con base B. Se calcula
B™', w=cgB™', yb=B"1b.
Se introducen estos datos en la tabla Simplex Revisado

— rp1
B7l1| b
IBm

Paso 2: Optimalidad: Se calcula z; —¢; V z; ¢ zp
zj—cj:waj—cj

Si zj —c; <0 V j terminar la solucién actual es éptima.
Si no, 2z, — ¢ = max {z; — ¢;} se obtiene y;, = B~ lay
Si ¥, < 0 terminar el problema es no acotado

Si no, insertar la columna [Zky_ck] a la derecha de la tabla.
k
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Paso 3: Prueba del Cociente Minimo

b b;
Yrk Yik

. xp, sale de la base y entra zj en el vector xp.

Paso 4: Actualizamos la base con operaciones elementales convirtiendo la
ZE — Ck .

columna [y} en el vector e, 1, una vez realizado esto el vector e,
k

es eliminado y se regresa al paso 2.

Ejemplo 7.1 Resolver utilizando el Simplex revisado el siguiente ppl.
Max z=x1 — xo+3x3+4x4— x5

T1+ To+ 13— x4+ 215 <2

201 +0- 22 — 23 +524+ 25 <9 La funcién objetivo

x1,%2,x3, T4, 25 > 0 es de maximizacién,
por lo tanto cam-

Escribiendo el problema en forma matricial y estandar . -
bian las condiciones

Max z =(1,-1,3,4,—1,0,0)x de opti malidad del

Algoritmo.
11 1 -1210\ (2
20 -1 5 101)" o9
>0

La base esta dada por zg y x7.

Iteracién 1
Paso 1

O =IO
=l =)
© N O

Te
rp —
x7

Paso 2: Optimalidad z; — ¢; = wa; — ¢;

2101:(0,0)<;>1:1 zQCQ:(o,0)<

O
~_
\
—

\
—
N—
Il
—

23—63:(0,0)< _11>—3:—3 Z4—C4:(0,0)< _51>—4:—4

Z5—C5:(O,O)<

=N
N————
|
—
—_
~—
I
—_

El problema no es 6ptimo pues z; —¢; 2 0 Vj

zp —cp =min{-1,1,-3,—-4,1} = -4 k=4
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Calculamos g4

wera- (3 2)(7)-(7)

Paso 3: Prueba del cociente minimo

|0 —4 | z
2 -1 br :mm{g} r=2
9 5 Yra

xpo = x7 sale de la base y x4 entra a la base.

S RO

0
0
1

Paso 4: Actualizacién

4| 36

00‘0 —4 05‘5 0 i

1 0|2 ~1 1 1|2 P
5075 0 B -
119

0 1]9 5 0 +]2 1

Iteracion 2
Paso 2: Optimalidad z; — ¢;

am () (1)
o) (1) 03

El problema no es éptimo pues z; —¢; 2 0 Vj

5717_3,575 = = k:3

3 19 9 4 19
5

zk—ck:min{

Calculamos ys

1
1
y3 =B a3z =
(0

(SR
SN—
7 N
o=
~—
Il

7 N
U“IH SIS
SN——
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Paso 3: Prueba del cociente minimo

0 436 _19
5|5 5 - 19
by ) =
IR 2 — =Mminq§ r=1
5|75 5 4
Yr3 5
o 1|9 _1
515 5

xp1 = x¢ sale de la base y entra x3 a la base < 3 )

Paso 4 Actualizacion

I EE AL .
—_— 3
1 19 1 5 1 19
1L 51 % 5 ey 1 xB—[:U]
0 1|9 _1 111 0 4
5 5 5 4 4 4

Iteracién 3
Paso 2: Optimalidad z; — ¢;

e (BTN B
arma=\1)\ 2 4
19 7\ /1 23
22—022(474><0>—(—1):

4

19 7\ [/ 2 49
25—C5=<4>4><1>—(—1):4
e (2)(3) -2
67%=\44)\ o Ty
IO
T \1a) 1 4

El problema es 6ptimo pues z; —c¢; > 0 V y la solucién 6ptima es:

z* =(0,0,%,3,0,0,0) z* =ca* =1

7.2. Aplicaciéon Algoritmo del Simplex Revisado

Objetivo: Aplicar el algoritmo Simplex revisado a problemas que no
muestran una base explicita.

No siempre tenemos una base explicita como en el ejemplo anterior y para
aplicar el algoritmo Simplex revisado necesitamos una base factible. En el
Capitulo 5 analizamos dos algoritmos para encontrar soluciones iniciales,
cualquiera de éstos puede ser utilizado en combinacién con el algoritmo
Simplex revisado.
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Ejemplo 7.2 Resuelva usando el siguiente problema usando el método de
las dos fases y el Simplex revisado.
Mazx z = 2x1 + 319 + 23
1+ o+ x3=05>
O-21+ 29+223=6
3r1 — x9 +4x3 > 8
x1, 22,23 > 0

Fase I en forma matricial

Min z = (0,0,0,0,1,1,1,)z

1 1 1 0 1 00 5

0O 1 2 0 010 |xz=1]F6

3 -1 4 -1 0 01 8
x>0

La base asociada a las variables artificiales x5, xg y x7.

Iteracién 1

Paso 1
! x
1 rp = m5
0 B = 1;6
0 7
Paso 2: Optimalidad z; — ¢; = wa; — ¢;
1
Z1—61:(1,1,1) 0 —-0=4
3
1
z9 —cg = (1,1,1) 1 -0=1
-1
1
Z3—63:(1,1,1) 2 -0=7
4
0
zg—cy=(1,1,1) 0 —-0=-1
-1

El problema no es éptimo pues z; —¢; £ 0 Vj

zp —cp =max{4,1,7, -1} =7 k=3
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Calculamos ys3

1 00 1 1
y3=Blaz=| 0 1 0 2 | = 2
00 1 4 4

Paso 3: Prueba del cociente minimo

»-IAL\DH‘\]
<
3
w

xpo = x7 sale de la base y z3 entra a la base

T5
rp = L6
T3

Paso 4: Actualizacién

1 1 1 0
100 0
010 0
0 0 1 1
Iteracién 2
Paso 2 z; — ¢; = wa; —¢;
1
Z1 —Cl = 1,1,—§ 0 —0:—§
4 4
3
1
3 11
22—022(1,1,—> 1 —0=—
4
-1
3 3
Z4—C4—<1,1,—4) 0 _OZZ
1
0
3 7
Z7—C7:<1,1,—4> 0 —1:—1
1
El problema no es éptimo pues z; —¢; £ 0 Vj
B 5113 7 11 b~ 9
Zk Cl. = max 4,4,4, 4 = 1 =
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Calculamos o

10 —3 1
yp=Blaa=] 0 1 -1 1 | =
00 7 -1
Paso 3: Prueba del cociente minimo
11 =35 o
5 Lo _% ; % br:min{32
T6| 0 1 —i|2 3| Y 23
“loo 2| L

[\C][VoRTN[S]

[ =

o f124) 4
=min 53 —31"

Ts5
rpo = T sale de la base y z9 entra a la base zg = | x2
z3
Paso 4: Actualizacién
5 1 |4
11 % 1 -2 & |3 0
5 1 [ 4 Ry
x5 | 1 0 15 1 -2 & |3 0
T2 | 0 1 3 o 2 14 1
3 % ? 13 i
00 1 0 35 s |3 0
Iteracion 3
Paso 2: Optimalidad z; — ¢; = wa; — ¢;j
1
51 3
—c=(1—,= 0 | -0==
21 C1 ( 3 67 6> ( 9
3
0
51 1
—cu=1(1,—=,= 0 —0=—=
2 C4 < ) 67 6) 6
-1
0
51 11
Z6—C6:(1,—6,6> 1 —1:—€
0
0
51 5
—cr=(1,—=,= 0| —-1=—=
27 (&4 < ) 67 6> . 6
El problema no es éptimo pues z; —¢; £ 0 Vj
3 1 11 5 3
zk—ck:max{ }: k=1

276 6 6

2
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Calculamos ¥

5 1 3
1 —%5 & 1 2

_ -1 _ 2 1 _
m=Bla=|0 2 L |lo|=]-1
1 1 1
0§ & 3 3

Paso 3: Prueba del cociente minimo

EEIE
! _% % % % m:min{gg}:mm{égu}:égr:l
0 2 —1/a|] 1 31 D
0 5 13|/ 32
€1
xp1 = x5 sale de la base y z; entra a la base xg = | 2
T3
Paso 4: Actualizacién
1 -2 113 3 0 0 010 0
L -5 5 |3 > 3 -5 5|9 1
w0 3 4] || |3 ob -] |
wlo 4 bI3] [ 3|43 4lE] o

No es necesario calcular z; — ¢; pues 2 =0 " Es 6ptima

Fase 11
Iteracién I
2 _5 1
3 9 9
—1 2 1 2 11
CBB — (2,3, 1)* g g —g — 3,_5,_5
_1 4 1
3 0 9
1 1] 31
3 -3 —3|3
T 2 _5 I 8 r1
3 9 9 |9 U
ze| 2 1 _2|2 B= | 2
3 9 919 T3
rx3 | _1 4 1|17
3 9 9 |9
Paso 2: Optimalidad
0
1 1 1
—cy=13,-=,—= 0 —0==2>0
zZ4 Cq ( ) 37 3> 1 3=
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. L4t 8 20 17 31
.".El problema es éptimo z* = (5, 509 0) r=crt =
Ejemplo 7.3 Resuelva el siguiente problema usando el método de la gran
M y el Simplex revisado.
Min z=3x1+ x2— x3

T1+ x9—2x3>4

To + dxg < 10

—x1+2x0 4+ 33 =7

x1, 22,23 >0
En forma matricial y estandar

Min z = (3,1,—1,0,M,0, M)z

1 1 -2 -1 1 0 0 4
0 1 5 0 010 |z=1] 10
-1 2 3 0 001 7
x>0
x5, x7 variables artificiales
Iteraciéon 1
Paso 1
M 0 M|11M
TT 0 0| 4 |
z | 0 1 0] 10 B= xﬁ
0 0 1] 7 T
T7
Paso 2: Optimalidad z; — ¢; = wa; — ¢;
1
Zl—Clz(M,O,M) 0 —3=-3
-1
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El problema no es éptimo pues z; —¢; £ 0 Vj
zp —cp =mar{-3,3M -1, M +1,-M}=3M -1 k=2

Calculamos o

1 00 1 1
yo=Blaz=1 0 1 0 1 ]=|1
0 0 1 2 2
Paso 3: Prueba del cociente minimo
M 0 M|11M 3M —1 B
1 0 O 4 1 b, . [4 10 7 7 5
— =minsy-,—,= ¢ == =
0 1 0 10 1 Yro 17172 2
0 0 1 7
x5
xp3 = x7 sale de la base y z9 entra a la base zg = | x4
€2
Paso 4: Actualizacién
M 0 M|11M 3M —1 M o =Mil|MiT 0
I I -
s | 1 0 O 4 1 1 0 -3 5 0
To| 0 1 0] 10 1 o1 -1 | B 0
T2 0 0 1] 7 2 o0 1 I 1

Iteracién 2
Paso 2: Optimalidad z; — ¢; = wa; — ¢;

1
—M+1 3M —7
21—01:<M,0,2+> 0 | -3="7
~1
-M+1 -1
2’3—03:<M,0,2> 0 -0=-M
0
—M+1 —2 —7TM +5
Z4—C4:<M,0,2) 5 +1:T
3
M1 [ M1
Z7—C7=(M,0, B ) 0 —0= B
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El problema no es 6ptimo pues z; —¢; £ 0 Vj

3M -7 —TM +5 -M+1 3M —17
—cp = -M = k=1
Zk Ck max{ 9 ’ 2 ) ) 2 } 2
Calculamos y;
1 3
1 0 —3 1 5
ylzB_lalz 01 —% 0 = %
1 1
00 3 -1 -3
Paso 3: Prueba del cociente minimo
—M+1 | M+7 3M—17
M 0 2 2 2
T I 3
Bl 0 =5 3 2
1 13 1
w01 -5 3 2
1 7 1
210 0 4 2 —2
b, ;3 1 1
— = min %,% :min{,13}: r=1
Yr1 5 3 3 3
T
xp1 = x5 sale de la base y x; entra a la base g | x4
Z2
Paso 4: Actualizacién
oo = EE) () [0 315 ] [o
a|TO F [T | [T [T T
I O N N AR
w00 4 |3 || -] 4o d]u] o
Iteracién 3
Paso 2: Optimalidad z; — ¢; = wa; — ¢;
—2
7 2 17
—c3=|-,0,—2 5 1=——
z3 C3 <37 3 3> + 3
3
-1
7 2 7
—cy=1|=,0,—= 0 —0=—=
zZ4 Cq <37 ) 3) 3
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1
7 2 7
25—C5Z<3,0,—3> 0 — :g—M
0
0
7 2 2
Z7—C7:<3,O,—3> 0 — :—g—M
1

..La solucién éptima es z* = (%, 11°0,0,0,12,0) ca* =1
Cédigo en Matlab para el Algoritmo Simplex Revisado
Suponemos un ppl

Min z = cx

Ax =0
x>0

Con B una base factible, cp coeficientes de costo asociados a B, indic los
indices de las zp

Paso Algoritmo Cédigo en Matlab
Buil Clgb T = [CB xinv(B),CB x inv(B) * b;
inv(B),inv(B) * b]
Zj —¢j = waj — ¢; CBxinv(B) *x A — ¢
St zj—c; <0 if(CB*inv(B)* A—c<=0)
el problema es optimo forintf('El problema es optimo’)
St no else
2, — ¢y = max {zj — ¢} [r, k] = max(CB xinv(B) * A — ¢);
Calculamos 1y, forintf('Calculamos y %i’, k)
yr = B~ tay y =inv(B) x A(:, k);

radio = ones(1,m) x realmax;
Prueba del cociente minimo | fprintf('El cociente minimo’)
fori=1:m

e —min {2y >0} |if(y(1,0) > 0)

forint f('b%i/y %i %i = %g/ %d,
i,i,k,T(i+1,m+1),y(i1));

end end

radio(i) =T(i+1,m+1)/y(i,1);
[r, 7] = min(radio);
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Paso Algoritmo Cdédigo Programado
Si no existe yp, > 0 if(r == realmax)
terminar el problema forintf('El problema es no acotado’)
es no acotado return
513 Yrk else
.. xpr sale de base forintf('La variable x %i sale de
y entra xy la base y entra x %i',indic(j), k);
Actualizacion
w cpb 2k — C
b B = A,k
Bfl b Vi ( 7]) ( ) )
. 2k — Ck .
convertimos [ ” } en ery1 | CB(:,j) = c(:, k);
k
indic(j) = k;

El c6digo con estructura de funcién se encuentra en el Apéndice B.

7.3. El Algoritmo Dual Simplex Revisado

Objetivo: Definir el algoritmo Simplex revisado para problemas con una
solucién béasica dual factible inicial y construir el algoritmo correspondiente
programado en Matlab correspondiente.

El algoritmo Simplex revisado también puede ser utilizado como fundamento
del algoritmo Dual Simplex, sélo que éste requiere de un calculo més que el
algoritmo Simplex.

Algoritmo Simplex revisado para un solucién basica dual factible
inicial

Paso 1: Comenzamos con una solucién bésica dual factible, se introducen
los datos en la tabla del algoritmo Simplex revisado

— Tp1

BT b B =

TBm

Paso 2: Optimalidad
Si b > 0 terminar la solucién actual es 6ptima.

Si no, hacer b, = min {b;}. Se calcula el renglén r-ésimo, como el r-ésimo
renglén de B~1( simbolizado por B, !) por A

yi=Bla; 6 y =B'A

Paso 3: Prueba del cociente minimo
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Si yr; > 0 Vi terminar. El problema primal es infactible.

Si no, calculamos z; — ¢; = wa; — ¢;

o (zi—c
Yrk = mm{” Doy < 0}
yrj

Paso 4 Actualizacién

Calcular vy, = B~ 'a e insertar la columna [zky_ck] a la derecha de la
k

. . 2k — Ck
tabla, con operaciones elementales convertir | —————| en egy1.
Yk
x g, sale de la base y entra xj.
Regresar al paso 2.

Ejemplo 7.4 Resolver el siguiente ppl con el algoritmo Simplex revisado
para una solucion inicial bdsica dual factible
Min z =x1+ xo+ 323
x1— T2+ x3 < =2
—2r1— 0+ z3< 4

x1,%2,23 >0
Escribiendo en forma estandar

Min z=x1+x04+32x3+0-24+0-2z5
r1— 22+ x3+ x4+0-25=-2
—2x1—29+ 23+0- 244+ ax5= 4
T1,%2,23, T4, x5 > 0

Iteracién 1
Paso 1

Paso 2: Optimalidad

1 10
yr—(l,O)*<_2 110 1)—(1,—1,1,1,0)

Paso 3: Prueba del cociente minimo

yi2 <0 — 22—02:wa2—02:(0,0)(_1>—1:—1
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y1k=min{1}:1 k=2

rp1 = x4 sale de la base y entra xo

Paso 4 Actualizacién

et (40 ( )= ( 1)

0 0[]0 —1 -1 0|2 (|0
1 0]-2 || -1 1 02 ||1 a:B:[iQ]
0 1|4 ~1 —1 1|6 |0 b
Iteracién 2
Paso 2: Optimalidad
_ 2 _
= >
b < ’ ) >0
.. La solucién éptima es z* = (0,2,0,0,6) cx* =2

Ejemplo 7.5 Resuelva el problema 6.11 usando el algoritmo Simplex
revisado con una solucion inicial bdsica dual factible.
Min z=3x1+ 9+ x3
T1— r9+2x3< 4
—2x1 + 319 — x3 < —1
0-21— 2o+ 4x3 <=2
z1, 22,23 > 0

En forma matricial

Min z = (3,1,1,0,0,0)z

1 -1 2 1 0 0 4
-2 3 -1 010 Jz=]| -1
0 -1 4 00 1 -2

T1,T2,T3,T4,T5,T6 > 0

Iteracién 1
Paso 1

T4
L5
L6

TB

Iteracion 2
Paso 2: Optimalidad

b, =min{4,—-1,-2}=-2 r=3
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1 -1 2 1
v =(0,0,1)] =2 3 -1 0
0

0 0
1 0 | =(0-1,4,0,0,1)
0 -1 4 0 1

Paso 3: Prueba del cociente minimo

-1
Y2 <0 — ZQ—CQZ’IU(IQ—CQZ(O,O,O) 3 —1=-1
-1
!
y3k:mm{1}:1 k=2
rp3 = T sale de la base y entra xo
Paso 4: Actualizacién
1 00 —1 -1
yp=Blaa=| 0 1 0 3 |=1 3
0 01 —1 -1
0 0 0] O -1 00 —-1] 2 0
1 0 0| 4 -1 1 0 —-1| 6 0
01 0]-1 3 01 3 |-7 0
0 0 1]-2 -1 00 —-1] 2 1

Iteracién 3
Paso 2: Optimalidad

b, =min{6,-7,2} = -7 r=2

1 -1 2 1 00
> =(0,1,3) =2 3 -1 0 1 0 | =(-2,0,11,0,1,3)
0 -1 4 0 01
Paso 3: Prueba del cociente minimo
1
yo1 <0 — 21—61:(0,0,—1) -2 —-3=-3
0

-3 3
Yo = Mun { 9 } 5
rpo = x5 sale de la base y entra x

Paso 4: Actualizacién

Y = B_lal =

O O =
S = O

w

|

[\

I

|

[\

221
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00 —1]2 -3 0o -3 U= 0
10 -1[6 —1 1 7 113 0 o 24
01 3 |-7 —2 o -1 311 I x;
00 —1]2 0 0 0 -1/|2 0
Paso 2 >0
.. La solucién 6ptima es z* = (%, 2,0, %,O) cx* = %
Algoritmo Programado Simplex Dual Revisado
Paso del Algoritmo Cédigo en Matlab
Construccion de la tabla D = inv(B);
Blﬁl Cgb T =[CB*D,CB %D xb;
Optimalidad inv(B), D x b]
Sib>0 if(D*b>=0)
el problema de optimo forintf('El problema es optimo')
b, = min {b;} [r, k] = min(D % b)
Calculamos el renglén r — ésimo | fprintf('El renglon %i’, r)
y" =B 1A y=D(,r)* A
Radio minimo
Siy" =0 if(y >=0)
Si no else
el problema primal es forintf('El problema primal es infactible’)
infactible return
% = min { Zlyjbcl Yri < 0} forintf('El cociente minimo')
fori=1:n
if(y(1,7) < 0)
2(1,i) = cp*x D x A(:,1) — ¢(i)
forintf('z %i — ¢ %i/y %oi %i =
%g %g,i,1,7,1,2(1,4),y(1,1))
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Calculamos yy
yr = B lag
.. la variable que sale

Tpr Y entra Ty

Actualizacion de la base

w ‘ CBB Zk — Ck
B! ‘ b Yk
. Zr — C
Convertir a |—F—"k_
Yk
en ep41

7.4.
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radio = z(1,1) /y(1,1);

end

end

[7, k] = min(radio);

forintf(' El minimo es

2 %1 — c%i )y %i %t k, kv, k)
fprintf('Calculamos y %i’, k)
y=DxA(:,k);

fprintf('La variable x %i sale y

entra x %i', i, indic(r), k)

B(:,r) = A(:, k)
CB(:,r) = c(: k)
indic(r) = k;

Forma Producto de la Inversa

Objetivo: Explicar como la inversa de una matriz puede formarse como
producto de matrices elementales y utilizar este resultado en el algoritmo

Simplex.

En cada iteracién del algoritmo Simplex, una variable zj entra a la base
y una variable xp, sale de la base. Actualizamos la base B al sustituir la
columna r-ésima de B por la columna k-ésima de A, es decir si

By Bim
Boy Bop,
B = . .
Blm Bmm
es una base factible, con xp, que sale y que entra xy, actualizamos
By Bir—1  air Birsa Bim
~ By Bar—1  agk  Baria Bam
B = . .
B Bror—1 amk er—H Brm
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pero yr = B~ lay, y Byp = ai

B = (Bla to 7BT—17Byk7BT+17 ce 7Bm) = (Bela o 7B6T—1aByk7Be'r7 ce '7Bem)

factorizando obtenemos los siguiente:

E :B(elv'"7€T—17yk’7€7’+1"'76m)' Sea T = (617'"aeT—lyykaeT'+17"'7em)
” ~\ 1 1 1 1
B =BT <B> = (BT)"'=T7"'B"
donde
- —_ r _M T
10 --- _ﬁ e 0 =
_ Y2k
0 1 --- _Z%Q e 0 o
= 5 y 9=
0 0 L 0 1
Yrk Yrk
Y _M e ‘7IL
[0 0 ok e 1] | e |
entonces
Til:(617'"767‘—179767"4-17"'76771)

Analicemos que ocurrié con los vectores w, y; v b; luego de la actualizacion:
n

_ , . __ _ /\—1 I _
w = cpB L Después de pivotear : w:cB~(B) =cgT Ip-1
— -1
CBT :(CBlv"'aCBrfhck‘)'"7CBm)*(ela"'veTflagveT+la"'aem)
— mo ——
= (cB1, ", CBr—1, 2121 CBiGi» CBr+1;" " * s CBm)
= (¢B1,"**,CBr—1,CB - §,CBr+1," " *,CBm)

(B’l)r es el renglon

4simo de B—1 =cg+(0,---,0,—cp, +¢B-9g,0,---,0) entonces
r-ésimo de

w=[cp+(0,---,0,—cp, +¢5 - g,0,---,0)] B~
W=w+(Cp-g—cp)- (B™')
.y = B 1a;. Después de pivotear: ¥y, = (E)il a;
B= (7B o= (1) (Ba) = T,

(10 - —yyp - 07| vu ok
0 1 —yor -+ 0 Y2i :
Ty — ot : cee t : s | =
Do 1 : 0 ok
Yrk . :
ce. _Ymk . ’ m
L 00 Yrk 1 4 L Ymi | L yyri: h

Y; = gz + Yrig
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» b=B"1b
7 =\ ! —1p-1 —17
b=(B) b=T"'B7b=T""0
(10 o~y 0 [ 0] ]
0 1 —yo -+ O b2
71 = : : =
1 0
Yrk .
cen _Yme =
L 00 yr: 1 1| bom | i
g =b +77" g
Supongamos que se itera t veces y sea E; = (T;) 7!
Bt‘l = Et_1Bt__11 =F; 1 (Et—Z ) Bt_—12) = =F 1 -Eig--

Entonces la matriz inversa de B se puede escribir como un producto de

225

a Yrk

Ymk
Yrk .

matrices elementales F;. En particular cuando By = B~ = I entonces,

Bi'=E, - E 5 - By

Algoritmo Simplex usando la forma producto de la inversa

Paso 1: Dada una base factible calculamos
Bl 4y w=egB' y =z
Paso 2: Criterio de Optimalidad

Calculamos z; — ¢; = waj; —c¢; Vz; € xn

» Sizj —c; <0 Vrxj € xy terminar, la solucién actual es éptima.

= Sino, 2 —cp =mar{z; —c;}. Seayp = B lagy =9k + yrk - g

Paso 3: Prueba del cociente minimo

b b;
T:min{lz Yik >0}
Yrk Yik
Calcular
-y -
Yrk
| 1
g - yrk;
e
- Yrke -~

u es el vector que es
igual a wu, pero tiene
un cero en la r-ésima
entrada.
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Paso 4: Actualizacién

w=w+I[¢p-g— cpr (B l)r
Bl —7p-1p-1

5213—4—@ g

Z:EBE

Ejemplo 7.6 Aplicar la forma producto de la inversa al siguiente problema

Min z=(-2,—-1,2,0,0)x

I

RS

Iq

—_ =
I
o =
]

N
O =

L5

Iteracién 1
Paso 1

o= | 0] Bem= | V] eam ) wm0) 5 ()

Paso 2: Optimalidad

Calculamos y;

w=Lo v Le]=1o]

Paso 3: Prueba del cociente minimo

b 1
br:min{}zl r=1
Yr1 1

. x4 sale de la base y entra x.
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Paso 4: Actualizacién

w = (0,0) + [(—2,0) < (1) > —o] (1,0) = (=2,0)

Iteracion 2
Paso 2: Optimalidad

22—02:(—2,0)( . ) (1) = -1
23—03:(—2,0)(31)—2:—4

24034:(2,0)<(1)>0:2

.. La solucién actual es éptima z* = (1,0,0,0,2) z* =cx* = -2

Ejemplo 7.7 Aplicar el algoritmo Simplex con la forma producto de la
mversa para resolver el siguiente problema:

Min z=3x1+2x22+0-23+0-24+0- x5
z1+x2+ 23+0-244+0-25=3
31 +x22+0-23— x4+0-25=5
1 —x9+0-23+0-24+ x5=4

x1,%2,T3, 74,25 > 0

Iteracién 1
Paso 1: Sea [x1, 24, z5] una base factible

1 0 0 1 0 0 3
B=|3 -1 0 Bl = 3 -1 0 b=
1 0 1 -1 0 1 1
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Paso 2: Optimalidad

1
m—c=(3,000 1 |-1=2
-1

1
z3—c3=(3,000[ 0 | —0=3
0

2k —cp=maxr{2,3} =3 k=3

1 0 0 1 1
ys=| 3 -1 0 0= 3
-1 0 1 0 ~1

Paso 3: Prueba del cociente minimo

b, (3 4 4 5
— =1MmMiny -,=-p == r=
Yr3 1’3 3

x4 sale de la base y entra x3

_ Y13 1
Y23 3
B S U (R
g Y23 - 3
_uss 1
Y23 3
Paso 4: Actualizacién
1
3
w = (3,0,0) + [(3,0,0) % — 0] (3,-1,0) = (0,1,0)
3
. 5
I —3 s
b=|0|+4| £ | =] 3
) i
3 7
3
5
3 T
2=(3,000] 3 [=5 ap=| a3
7 5
3
1 -1 0 1 0 0 0 3 0
B'=10 % 0 3 -1 0|=]1-%0
0 1 1 -1 0 1 0 —3 1
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Iteracion 2
Paso 2: Optimalidad

22—02:(0,1,0) 1 —1=0

1 0 0 1 1
fo=13 -10 1 | =] 2
-1 0 1 —1 —2

-1 1

1 3 3

_ 2 _ 2

ya=1 0 (+2] 3 = 3
4 4

—2 —3 —3

Y12 1
Y22 2
_ 1 _ 3
9= Y22 - 2
Y
_y% 2
Paso 4: Actualizacién
1
-1 )
w=(0,1,00+ ((3,1,00 2 | -0 (0,—5,0) =(0,1,0)
2
5 1 1
_ 3 2
b=|0|+=| 2 |=]2
7 3 2
3 5
1
X1
z=(3,1,0)| 2 | =5 rp = | X2
5 s

El conjunto de soluciones 6ptimas es de la forma

229

5 4 7
C:{xeR5|x:)\(, 0-,0, >+(1—/\)(1,2,0,0,5) Og)\gl}

3 3 3
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7.5. Aplicacién de la Forma Producto de la Inversa

Objetivo: Utilizar la forma producto de la inversa en los métodos de la
gran M y las dos fases para resolver problemas.
Programar en Matlab el algoritmo Simplex con la forma producto de la
inversa.

La mayoria de los problemas de programacién lineal no cuentan con una base
factible explicita, por esta razén se estudiaron en el Capitulo 5 los métodos
de las dos fases y la gran M. Utilizaremos la forma producto de la inversa y
estos métodos para la solucién de problemas.

Ejemplo 7.8 Con el método de las dos fases y la forma producto de la
inversa se resolverd el problema:

Mazx z = x1 + 2x9
3x1 +4xo =12
2(E1 — X9 S 12

x1,22 > 0
Anadimos la variable artificial aq:

Min z,=0-214+0-294+0-23+ a1
3x1+ 4x04+0-234+ a1 =12
201 — x0+4+ x23+0-a7 =12

x1,T2,T3, a1 > 0

Iteracién 1
Paso 1

0
1
w = (1,0) b:[

Paso 2: Optimalidad

zl—cl—(1,0)<g>—0—3
22—02:(1,0)< _41)—024

zk —cp =mazr{3,4} =4 k=2

oo [0 4] 4]
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Paso 3: Prueba del cociente minimo

b 12
br:min{}z?; r=1
Yr1 4

a1 sale de la base y entra xs.

= s
| I

1
w = (1,0) + (0,0)( j)—1] [1,0]
1
w = (1,0) + (—1,0) = (0,0)
b= ! 12-% _| = (0,0 ’ =0
Lu] e li)=[a] =eola)-
Bfl_io'lozio |
1 1]101 ;1 N 3

Iteracion 1
Paso 2: Optimalidad

zl—clz(0,0)<g>—020
za—ca:(O,O)((1)>—1:—1

.. La solucién éptima es z* = (0, 3,15,0). Fin de la Fase I

Fase 11
B~ = [

Paso 1
’ (1 o) col ° )=s
w = =, z = y =
15 2 15

Paso 2: Optimalidad

a () (2)-co-

.. La solucién actual es éptima z* = (0,3,15) 2* =cz* =6

NN
]
1
o
8y
Il
—
}\D
o
S—
&
Sy]
|
1
8
N
| F— |

=l
Il
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Ejemplo 7.9 Con el método de la gran M y usando la forma productos de
la inversa resuelve el siguiente problema:

Min z =21 +x2 — 223 — 24
1+ 29— 223+ x4 <4
201 + a9+ x3+24>6
r1,%2, 23,24 > 0
Anadimos la variable z7 para tener una base factible dada por [z5,z7], el
problema se escribe como:
Min zy =214+ 20— 203 —24+0-25+0-26 + Mzy
r1+x9— 223+ x4+ a5+0-26+0-27=4
201+ a0+ 234+ 24+0-25— 26+ x7=06
T1, X2, X3, T4, T5, Te, L7 > 0

Iteracién 1
Paso 1

b:[g] z:(O,M)(é):GM w = (0, M)

Paso 2: Optimalidad

21—61—(0,M)<;>—1—2M—1
1
ZQ—CQZ(O,M)(1>—1:M—1
-2
23—63_(0,M)( 1 >+2—M+2
1
24—64:(0,M)<1>+1:M—|—1
0
Zﬁ—CGZ(O,M)<_1>— =-M

zk —cg =mar {2M — 1, M -1, M+2 M+ 1,-M}=2M -1 k=1

w=Lo V2] =12

Paso 3: Prueba del cociente minimo

by 4
yrl:min{l,g}:Z% r=2
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x1 entra a la base y sale z7

Paso 4: Actualizacién

w=(0,M)+

1
(0,1) ( 12 ) —M] (0,1)
2

w = (0, M) + (0,—M+;> = (0, ;)

Iteracion 2
Paso 2: Optimalidad

1 1
e (o) (1)

1 -2
a=o=(03)-(

+
—_
I

2
_1
ys =B lag = [ 0 12 ]

Paso 3 Prueba del cociente minimo

&:min § =6 r=2
Yr3

1 sale de la base y entra x3

aEsit

Y33

D=
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Paso 4: Actualizacién

Iteracién 3

Paso 2: Optimalidad

SN
02 (1) 1e s
im0 () hie
w8 ) aes

z7 —c7 = (0, —2)-(?)—M:—2—M

2z — ¢ = maz {—5,-3,-1,2, -2 - M} =2

N RNE

.". No hay candidatos a pivote, el problema es no-acotado.
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Programa en Matlab de la Forma Producto de la Inversa

Paso del algoritmo
Paso 1
Dada una base B
calculamos

B—l
cg = (cB1, -+, CBm)
w=CB-B™!
b= B

z=cpB™!

TB1
rp =

TBm

Paso 2 Optimalidad
Calculamos

Zj — Cj = wWaj; — €4
sizj—c—7<0
terminar el problema

es optimo
sino

2z —cp =maz{z; — ¢}
Calculamos

yr = B~ lay,

Paso 3 cociente minimo

77‘ y B’L
br — mm{y“c Yike > 0}

Yrk

Cdédigo en Matlab

D =inv(B); b= D -b;
indic = zeros(1,m);
while(w == 0)

fprintf('La inversa de B es') disp(D)
forintf('CB =") disp(C'B)

forintf('w =") disp(CB - D)
fprintf('El lado derecho es')

disp(b)

forintf('El valor de z es')

disp(C'B * b)

/
/

forintf('Las variables basicas son ‘")
disp(indic)

forintf('El renglon z es’)
disp(CB * D x A — ¢)
if(CBxDxA—c)

fprintf('El problema es optimo')

w =1,
else
[r, k] = max(CB x D x A — c);

radio = ones(1, m) x realmax;
forintf('Calculamos y %i’, k)
y =D x* A(:, k); disp(y)
forintf('El cociente minimo')
fori=1:n

if(y(i) > 0)

forint f ("0 %i/y %i %t =

%og/ Nog'yivis k, b(1), y(i))
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radio(i) = b(i) /y(i);
end end

[7, 7] = min(radio);

Si no existe el pivote if(j == realmazx)
el problema es no forintf('El problema es no acotado’)
acotado, return
si existe el pivote else
g, sale de la base fprintf('La variable x %i sale de la
y x) entra base y entra. x % y i',indic(r), k)
Calculamos fprintf('Calculamos ¢')
e
g = yik fori=1:m
e
if(i~=r)
g(i) = —y(i)/y(r);
else
9(i) = 1/y(r);
end end
disp(g)
Paso 4 Actualizacion
T=(e1," .9, s em) E = eye(m);
E=T1"" E(,r) =4
Bl =T7-1p"! D =ExD;
b=b+b g d = b(r); b(r) = 0;
Cf'Ez(cBl,~~,cBr,1,ck,-'-,cBm) b=b+d=x*g;
xp indic(r) = k;
regresar al paso 2 end

7.6. La Forma Producto de la Inversa y el Simplex
Dual

Objetivo: Aplicar la forma producto de la inversa para resolver
problemas que cuentan con una base dual factible.
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Algoritmo Simplex Dual utilizando la Forma Producto de la
Inversa
Paso 1 Dada una base B dual factible se calculan
B, w=cpB1, b=B'b y zp
Paso 2 Optimalidad
= Sib >0 el problema es 6ptimo
= Sino, b, = min {b;}, calcular y" = (B_l)r -A
Paso 3 Prueba del cociente minimo
= Sigy" > 0 terminar le problema primal es infactible.

= Si no,

2L — C o (zi—c¢
K k:mm{l : . yri<0}

entonces

. xp, sale de la base y entra xy,

Paso 4 Actualizacién

ir al paso 2

Ejemplo 7.10 Se resuelve el siguiente problema con el algoritmo Simplex
Dual y la forma producto de la inversa:

Min z = 4x1 + 229 + 23
1+ 22+ 23< 6
6r1 — 220+ 23 < —1
dr1 + x9 —3x3 < -3

x1,x2,23 > 0
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Escribiendo en forma estandar

Min z = (4,2,1,0,0,0)x
1 2 1 1 0 0 6
6 -2 1 01 0 |xz= -1
4 1 -3 0 0 1 -3

T1,T9, T3, T4, L5, Tg > 0

Iteracién 1

Paso 1
100 T4
B=B1'=]01 0 Tp = | x5 cg = (0,0,0)
00 1 T
- 6
w=(0,0,0) b= —1
-3

Paso 2 Optimalidad

b, = min{6,—-1,-3} = -3, r=3

1 2 1 100
¥»=0,01) 6 =2 1 0 1 0 |=(4,1,-3,0,0,1)
4 1 -3 001

Paso 3 Prueba del cociente minimo

1
z3 —c3 = wag — c3 = (0,0,0) 1 —1=-1
-3
— -3
M:mm{}::s k=3
Yrk -1
xg sale de la base y entra x3
1 00 1 1
y3=0 1 0 1 = 1
0 01 -3 -3
_ Y31 1
Y33 3
_ _ 1
9=~y | = | 3

Wl

Y33



7.6. LA FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA'Y EL SIMPLEX DUAL239

Paso 4 Actualizacion

Wl Wl

w = (0,0,0) + |(0,0,1)

|
I
I o
—_
|
w
— =
ol Wl
I
|
Ny O

W=

1 0
Bl'=10 1
00 —

L= Wl

Wl

Iteracién 2
Paso 2 Optimalidad

. 1 2 1 100
y2:<0,1,3> 6 -2 1 01 0 |=
41 =300 1

Paso 3 Prueba del cociente minimo

7

2k — Ck . -3
=minq —5 ¢ =

Yok -3

x5 sale de la base y entra xo

1 7
10 4 2 I
_ 1 _ 5
1 1
00 -1 1 -1
_ Y21 7
Y22 5
_ _ 1 _ 3
9= Y22 - 5
__ Y23 1
Yy22 5
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Paso 4 Actualizacion

1 1 7 4
=(0,0,—= 0,2,1)] =2 | -0|(0,1,=)=(0,—=,—=
w <773>+(77) 5 <773) <757 5)
1
5

7 11
5 5 5
T 3 _ 6
b=|0|-2| -2 |=|1¢
1 7
1 ~5 5
1 _
5 Ty
19
z=(0,2,1)| ¢ == T = | x9
7 L T3
5
1 I o0 10 2 1 I £
-1 _ 3 1 1 _ 3
B'=]0 -2 -1 01  |=|0-2 0
1 1 1 2
0 —+ 1 00 —% 0 —¢ -2

Iteracién 3
Paso 2 Optimalidad
b > 0. . El problema es éptimo z* = (0, g,

[S{EN]
_

1 19
7?7070) Z*:g

Programa en Matlab para resolver un ppl con la Forma Producto
de la Inversa a partir de una base dual factible

Paso del Algoritmo | Cédigo en Matlab
Paso 1 D =inv(B); b=1inv(B)*xb w =0;
Dada una SBDF | indic = zeros(1,m)
calculamos while(w == 0)
B! forintf('La inversa de B es')
disp(D)
cB forintf('CB =")disp(CB)
w = cgB~! forintf('w =")disp(CB x D)
b=DB"'b forintf('El lado derecho es')
disp(b)
z=CBb forintf('El valor de z es')
disp(CB % b)
B forintf(' Las variables basicas son’)
disp(indic)
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Paso 2 Optimalidad
Sib>0

el problema es optimo

St no
b, = min {b;}
Calculamos

y = (B1) * A

Paso 3 cociente minimo

Yrk

o e < 0}

Si no existe el pivote
el problema es infactible

Paso 3 Cociente minimo

b pind b
Yrk _mzn{yik ylk>0}

Si no existe el pivote
el problema es no
acotado
st existe el pivote
xpr sale de la base

y entra Ty

if(b>=0)

fprintf('El problema es optimo’)
w=1;

else

(7] = min(b):

radio = ones(1,m) x realmax;
forintf('Calculamos y %i’, r)
y=D(,r)* A;disp(Y)
forintf('El cociente minimo es’)

fori=1:m

if (v (i) < 0)
z2=CBx* D x A(:,i) — c(i);

forintf('z %i — ¢ %i )y %oi %oi =
%g/ %og' i,i,i,7 2,y(i))

radio(i) = z/Y (i);
end end

[7, k] — min(radio);
if(j == realmax)
return

fprintf('El cociente minimo')
fori=1:n

i (y0) > 0)

forint f ("o %i/y %i %oi =

Yha/ %o i i, (i), (1))
radiofi) = b(i) /(i)

end end

[7, 7] = min(radio);

if(j == realmaz)

forintf('El problema es

no acotado’) return

else

forintf('La variable x %i sale

de la base, entra x %i',indic(r), k)
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Calculamos
T
g= _ Yk o 11 Ymk
y'rk".’ yrk7.’ Yrk

Paso 4 Actualizacion
T = (61,"',g,',€m)
E=T7"1
B—l — T—IB—I

b=b+b.-g
g = (¢B1,"**,CBr—1,Ck, "+, CBm,)
B

regresar al paso 2

forintf('Calculamos ¢')

fori=1:m

(i =)

9(i) = —y (@) /y(r);
else

9(i) = 1/y(r)

end end

disp(g)

E = eye(m);
E(,r) =4
D=ExD
d=10b(r); b(r)=0;
b=>b+dxg;
CB(:,r) =c(:,7)
indic(r) = k;

end
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7.7. Ejercicios

Objetivo: Resolver problemas con el algoritmo Simplex revisado y la
forma producto de la inversa para que el lector observe como el niimero de
operaciones se reduce significativamente.

1. Resuelva usando el algoritmo Simplex revisado
a)

Min z=x1 — 2x0 4+ 3x3— 414
T1+ 220+ 3x3+4x4 >5
O-z1+ 29+0-23+224 <1

€1,T2,T3,T4 > 0

Min z = —6x1 — 8x9
—x1+ 22 < 80
1+ x9 <100

> 60

r1,T9,> 0

V

I

Min z = —2x1 — x9
xr1 + 229 <11
T1+ 225 6
T, — X2 < 2
2r1 —4dxo < 3

1,22 > 0

2. Resuelva utilizando el Simplex revisado para una base dual factible
a)

Max z = —x1 — bxo
1+ 22> 6
3x1 + 4xo <12

1,22 > 0
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b)
Min z = 3x1 + xo + 223
1221 + 3292 + 623+ 324 = 9
—8x1 + 19 — 4wy — 225 = —10
3x1 + Tg = —2
X1,X2,T3,T4,T5, L6 2 0
¢)

Min z = x1 + 229 + 3x3
T + 222 + 3x3 > 10
T, —To < —H
—2z1 423 =—1

x1,x2,23 > 0

3. Resuelva usando la forma producto de la inversa

a)

Max z=3x1 — x2+ x3—4x4+0-25
r1— 200+0-234+ 24+0-25 =3
O-z1— a9+ x3+2x4+0-25=5
0-21+0-294+0-23+3x4+ x5=28

T1,T2,73,%4,25 > 0

Min z =21 + x2+ bxs — 324
2x1 + 310 — 23+ x4 <12
1+ 3+ x4 < 4

x1,T2,13,4 > 0

4. Resuelva utilizando la forma producto de la inversa para una base dual
factible

a)

Min z =4x1 + x5

1+ 22 < -1
—3r1+220> 1
1,72 > 0
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b)

Min z = 2x1 + o + 3 + x4 + 45 + x4
r1+xo+2x3<3
e+ x5 +2x6 <5

r1+x4 2> 1
To + x5 > 3
T3 +x6 >4

x1,%2,T3,T4,%5,T6 = 0
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Capitulo 8

Conclusiones

El trabajo presentado resulté mas extenso de lo que se habia planeado
originalmente, éste no podria ser abarcado en su totalidad en las 30 horas
que se destinan a los temas de antecedentes y programacion lineal en la
asignatura de Investigacion de Operaciones, sin embargo se pueden excluir
las sesiones los capitulos 1, 7 y las sesiones de Anélisis de Sensibilidad del
capitulo 6, con la finalidad de ajustar el tiempo de estudio. Aunque se lleven
a cabo los ajustes anteriores se alcanzan los objetivos generales de conocer
los antecedentes y el desarrollo de la Investigacion de Operaciones y de
aplicar los principales conceptos relacionados con la programacion lineal a
problemas de diversas areas.

En el caso de la asignatura de Programacién Lineal se cumplen los objetivos
generales de comprender la naturaleza de la programacién lineal, aplicarla
al planteamiento y resolucién de problemas y el concepto de dualidad, en
tiempo de la materia que son 80 horas por semestre.

A continuacién se presenta un cuadro del temario de Programacién Lineal
para Plan Estudio de la carrera de Actuaria del ano 2000 asociando cada
tema con su correspondiente seccién

Temario del Plan de Seccion en este trabajo
estudios

1.1 ;Qué es la programacién 2.1 ;Qué es la Investigacion
matematica? de Operaciones?

1.2 ;Qué es programacion lineal? | 2.2 El Planteamiento de
un ppl

1.3 Aplicaciones 2.2 El Planteamiento de un
ppl
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Temario del Plan de Seccion en este trabajo
estudios

2.1 Forma canonica 3.3 La forma canénica y
2.2  Forma estandar la forma estdndar
2.3 Region de Soluciones Factibles | 2.3 La Regién de Soluciones
Factibles
2.4 Puntos extremos 2.3 La Region de Soluciones
Factibles
2.4  Graph
3.1 El Teorema de
Representacion
2.5 Bases 4.1 El Célculo de las Bases
3.1 Algoritmo Simplex 4 Capitulo 4
3.2 Método de las 5 Capitulo 5
dos fases y penalizacién Sesiones 5.1-5.4
3.3 Algoritmo Simplex Revisado 7.1 El Algoritmo Simplex
Revisado
7.2 Aplicacion del Simplex
Revisado
7.3 El Algoritmo Dual
Simplex Revisado
3.4 Algoritmo Simplex 5.5 La Regla Lexicografica
Lexicografico
3.5 Interpretacién econémica
4.1 Teoria de Dualidad 6.1 Dualidad
y problemas duales 6.2 La construccién del
del problema dual
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Temario del Plan de Seccion en este trabajo
estudios
4.2 Teoremas fundamentales 6.3 Teorema Fundamental

de Dualidad
6.4 Teorema de Holguras
Complementarias

4.3 El Algoritmo Dual Simplex | 6.5 El Algoritmo Dual Simplex
6.6 El Algoritmo Programado
Dual Simplex

4.4 An&lisis de Sensibilidad 6.7 Andlisis de Sensibilidad I
6.8 Analisis de Sensibilidad II

4.5 Interpretacién econémica

En la tabla anterior se observa que no se estan asociando todas las sec-
ciones que encuentran en el texto, se debe a que no aparecen en el temario
de Programacion Lineal atin cuando algunas de ellas son importantes para
la comprension de temas asi como para ligar un tema o idea con otra.

Las limitantes de informacién estan relacionadas con el tema de interpreta-
cién econémica de los métodos primales y duales, por que no se desarrollo
éste principalmente para no aumentar la extension del texto y por el cardcter
introductorio del mismo se consideré6 un poco mas complicado el analisis
econémico y de los costos duales.

En el material se explican las principales instrucciones de Matlab rela-
cionadas con el algebra lineal y las funciones utilizadas para la repeticién de
una instruccién un ndmero especifico de veces, por medio de uso de éstas
se construyeron los programas de los algoritmos en Matlab, se considera
que el lector podria tener dificultad para la comprension de todas las lineas
de cédigo si no se encuentra la suficientemente familiarizado con el uso de
Matlab.

Los programas de los algoritmos pueden ser modificados para tener una
mejor presentacion de la tabla Simplex, realizar un menor ntimero de itera-
ciones y comenzar a partir de una base factible dada.

A pesar de las limitantes antes expresadas el material lleva a cabo su objeti-
vo de ser un apoyo para los alumnos que cursan las materias de Investigacién
de Operaciones y Programacion Lineal.
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Apéndice A
Demostraciones Importantes

Definiciéon A.1 Un punto x es un de un poliédro si y solo si
satisface

n
Zaija:jgbj i:1,--~,m (1)
7=1

y es la unica solucion del sistema

Zaijxi =b 1el (2)
j=1

Teorema A.1 Un punto = es un vértice del poliédro definido en (1) si y

g L . I es un sistema de
sdlo si satisface (1) y es la solucion inica para un sistema con |I| = n.

nxn

Demostracién:

Basta probar que cada sistema (2) con una solucién tnica contiene un
subsistema

n
Zaijx]’:bi (iEI*) |I*|:n
j=1

n
— Zaijxj =b; (i € I) puede resolverse por el
j=1

Método de Gauss.

Si (2) tiene solucién tunica el problema se puede expresar como Az = b donde
A es invertible y el problema se transforma en un sistema de n variables con
n incognitas.

Por lo tanto el sistema tiene solucién vinica para algin subsistema con |I*|.
Por definicién de vértice se tiene que x es vértice del poliédro.

251
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251057 =0
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Lema A.1 Todo punto x € S es extremo si y sdlo si es una solucion bdsica
factible.

Suponemos el problema

Min z=cx

Ax=b Apmzn de rango completo

x>0

Sea x un punto extremo de la regién Ffactible S. Se puede demostrar
que X es una solucion basica factible.

X se puede expresar como:

— T _ — _
T = (21,22, ., Lp, Tpt1,...,Tn) CONT1,...,Lp >0y xp1=...=2,=0
Sia; es la columna i-ésima de A
—(a1,...,ap, Qpy1,...,0n) X=b pues x € S

Suponemos que at, ..., a, son linealmente dependientes, por definicién:

P
Z’yjaj =0 con al menos una v; # 0
=1

Sean x” y x” los siguientes vectores

J 0 j=p+1,...,n J 0 j=p+1,....n

T = % + %ﬂ
Tomemos v, # 0 — =) + My # T — Ay =2 si A >0
. x’ y x7 son diferentes.
p p p P
Az’ = Z ajr = Zaj(xj + \yj) = Z ajxj + )\Zajfyj
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

SAX=Db
p p p p
Az’ = Zajx;' = Zaj(xj - \yj) = Zajxj — /\Zaj'yj
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

...AX”:b
! 17
r =%+ % con x’,x”GS!

Pues x es un punto extremo no se puede escribir como una combinacién
lineal convexa de dos soluciones factibles.
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".ai,...,ap son linealmente independientes.

Como A tiene rango completo, ie. m vectores linealmente independientes

podemos tomar m-p vectores de ap1,...,a, tal que al unirlos con a, ..., a,
formen una base B.
Expresemos = = [zp,zn] con xy =0y 25 = [21,...,7p,0,...,0]"

—Ar=byx>0
. x es una solucién bésica factible.

Suponemos que x es una solucién basica factible del sistema Ax=b
2 > 0. Por demostrar que x es un punto extremo.

Sea B la base correspondiente a x tal que = = [zp, 0], suponemos que x no
es un punto extremo, existen x’,x”€ S tal que :

=Xt + (1 -\ 0<A<1
/ 1/
x’:[w,B} x”:[x}?] x>0
TN
!

[«”33]:/\[%]“1_)\){%] 0<Ar<1

zp | | M+ (1 —N)2f

0 | | My+ Q=N

Azl >0, (1—=X)a% >0

O=Xly +(1 =Ny o2y =24 =0
b:Ax’:ijB+N:c§V:Ba:jgﬂxjng_lb
b:Ax”:Bx%—l—NxK[:B:E%—HE%:B_IZ)

-1
—)x:aj/:x”:[BOb]

. es un punto extremo, ya que no existen x’,z” € S tal que x sea una
combinacién lineal convexa de ellos.

Utilizando los teorema y lema anteriores podemos concluir que todo punto
vértice es un punto extremo.

Lema A.2 Cualquier conjunto poliédrico no-vacio de la forma
S={x: Az =b,x >0}
tiene al menos una solucion bdsica factible.

Demostracién.Suponemos rango(A)=m y = € S, podemos ordenar z tal que
T, Tp >0y xp1=...=2, =0



ya que
> h1va; =0
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» Siai,...,apson linealmente independientes — x es una solucién basica
factible, pues se completa la base con m-p vectores de ap(1,...,ay.
= Si a,...,a, son linealmente independientes existen 7,...7, con al

menos un y; > 0 tal que > ¢_; vja; =0

=Ny j=1,...,p

. ! __
Construimos z; —{ 0 j=p+1,...,n

en donde

— i Li . — Tk
)\—mm{Aj.%>0}—yk>0

Sea j=1,...,p.

e Siv; <0—a)>0pueszj,\A>0
©Sig >0 H >N gl >0 V)

T = Tp — ANV = T — %% = 0, x’ tiene a lo més p-1 componentes
positivas.

P P P
/— . / — . P . . —
Az’ = E ajr; = g a;xr; — A g vja; =b

.o’ € Sy tiene a los mds p-1 componentes positivas.

Si las columnas asociadas son linealmente independientes x’ es un pun-
to extremo, si no continuamos con el proceso hasta obtener un punto
extremo.

Lema A.3 El conjunto poliédrico S = {x : Az = b,z > 0} en donde A es
una matriz de m X n tiene un numero finito de puntos extremos.

Demostracién. Suponemos que rango(A)=m, por el lema A.1, x es un punto
extremo si y solo si x es una solucién basica factible.
El niimero de soluciones bésicas factibles estd acotado superiormente por:

()= sy

y en consecuencia el nimero de puntos extremos es finito.

Corolario 2 El numero de direcciones extremas de un conjunto
S={x:Azx=b,x >0}

es finito.
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Demostracién. Suponemos rango(A)=m, d es una direccién extrema si d es
un punto extremo del conjunto D = {d: Ad=0,1d =1,d > 0}

como el conjunto de puntos extremos de D es finito por el lema A.3 el
conjunto de direcciones extremas es finito.

Definicién A.0.1 Sea X € S con Az< b una restriccion o es activa en T
siax =0

Teorema A.0.1 Teorema de Representacion

Sea S = {x: Ax < b,x > 0} un conjunto poliédrico no vacio. Entonces el
conjunto de puntos extremos es no vacio y tiene un numero finito de ele-
mentos x1i,...,Tk.

Ademds el conjunto de direcciones extremas es vacio si y solo si S es acota-
do, st es no-acotado el conjunto de direcciones extremas es no vacio y tiene

un numero finito de elementos dy,...,d;.
Ademds T € S si y solo si se puede escribir como una combinacion lineal
convexa de x1,...,xE mds una combinacion lineal positiva de dq,...,d;.
FEsto es:
k l k

_ Aj>0 5=1,...,k

l’—Z)\jl‘j—FZﬂidi Z)\j—l, B>0 i=1,....1 (Al)
Demostracion

La existencia y finitud de los puntos extremos y las direcciones extremas se
demostro con los lemas anteriores.Falta probar la representacion 6 ecuacion
ALl

Suponemos que se cumple Al. Por demostrar T € S

k l k l
AT =A (Z ATE + ZM#&) = Z Az + Z i Ad;
=1 =1 j=1 i=1

k l
Az = "N b+> pi-0=b
j=1 i=1

Claramente T > 0, Tes

Por demostrar Si T € S — se cumple A.1.

Definimos
S=Sn{z:1lz <M}

en donde M es lo suficientemente grande para que lx; < M Vj =1,...,k
y 1T < M.S estd acotado y los puntos extremos de S también son puntos
extremos de S

Por definicién si S es
acotado — D = () y
viceversa, si S es no-
acotado — D # 0
debido a que S es un
conjunto convexo

Por A.1 Z§:1 A =
1, de la def. de direc-
cién extrema Ad=0
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Sea X = {x1,..., %k, T, -, Ty} €l conjunto de puntos extremos de S,
donde 0 < u < .
PD que T es una combinacién lineal convexa de los puntos en X

s SiT € & se cumple

» Si T ¢ X sea Gx=g que representa el sistema de hiperplanos activos
en T entonces el rango(G)< n— 1, en consecuencia existe d # 0 tal que
Gd=g.

Calculamos 77 = max {y:T+~yd €S}, 0<A; <oo,puesT ¢ X'y
el conjunto es acotado.

Seay; = T+vd .. 71 € X y tiene al menos un hiperplano linealmente
independiente adicional activo de S.

Si el (los) nuevo(s) hiperplanos(s) activos(s) con Gx=g produce(n) un
sistema de rango n terminar 77 es vértice de S, si no continuar con el
proceso a lo mas [m-rango(G)] veces hasta que ¥ sea vértice de S y
Gy =g.

Ahora se define:

Y2 =maz{y:T+ (@ -1 €5}, =T+ —-71)

72 < oo pues S es acotado y G(T+ (T —71)) =¢g Yy >0

entonces 73 > 0 implica que 73 es determinado por alguna restriccién
no-activa en T, Gya = ¢ y por lo menos un hiperplano adicional es
activo en 73.Ademas

72
1+

T=0y1+ (1 -9z con § =

como 7y es vértice de S entonces 73 es vértice de S, entonces T es una
combinacién lineal de 77, ¥y %3. Si no podemos escribir a 7z como una
combinacién lineal convexa de 3, y ys continuando de esta manera
es posible escribir a T como una combinacién lineal convexa de los
vértices de S.

Esta representacion se define como:

k+u k+u
T=> &z  donde » dj=1,d;>0 (A.2)
j=1 j=1

Si dj = 0 para j > k entonces T = Z?Zl djz; v el teorema se cumple, si
no existe v > k tal que d, > 0 y z, es un punto extremo creado por la
restriccién 1o < M, es decir tiene (n-1) hiperplanos de definicién lineal-
mente independientes de S y 1z = M, en consecuencia existe z;,) un punto
extremo de S adyacente a x,, ademas

ATy — m30)) = Azy — Ay <b—b =0, Ty = Tj(y) = 0
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" Ty — Ty(y) €s una direccion de S.

= Ly — Tj(v) - . ., .
Sea d = ————— d una direccion normalizada de S

70 = @iw)|
Mas atin, d es activa en los (n-1)hiperplanos linealmente independientes
del sistema Ad < 0 que corresponde a los (n-1) hiperplanos linealmente
independientes que definen a z,; al adicionarles 1d = M se tiene que d es
un punto extremo de D, ie. una direccion extrema, digamos dj(,) entonces
— Ty = Ty(y) + Oudj() sustituyendo en A.2

k k+u k+u
T = Z djxj + Z (51).%1'(0) + Z 5v9vdj(v)
i=1 v=k+1 v=k+1

Teorema A.2 Si la region de sSoluciones factibles es acotada entonces el
valor mdzximo o minimo de la funcion objetivo se alcanza en un punto ex-
tremo.

Demostracion

Suponemos un problema de minimizacién cuya regién de soluciones factibles
estd acotada, entonces por el Teorema de Representacién todo punto se
puede expresar en la forma:

k k
EZZ)\]{E]’ Z)\le
= =1

Sea x, un punto extremo tal que cx, < cx; j=1,---,k entonces

Ajerr < Njex; g=1,---k

k k
Z Ajery < Z cT;
Jj=1 J=1
k k
CTy Z < Z CX
j=1 j=1

k
cx, < E cx;
j=1

.. El minimo del problema se alcanza en el punto extremo x,.

Teorema A.3 Sila region de soluciones factibles es no acotada en un prob-
lema de minimizacion y 3 M € R tal que cx > M Vx € S la solucion dptima
existe y se encuentra en un punto extremo.
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Demostracion:

Por el Teorema de Representacion:

k l k
TS e Y wds S A =1 A 20
j=1 j=1 j=1
k l
cT = Z cAjTj + Z cuid; > M
j=1 j=1

Se tiene entonces que cd; > 0 Vi, en caso contrario si existe cd; < 0 al darle
a 17 un valor muy grande la funcién no estaria acotada inferiormente lo que
contradice la hipétesis.

Por lo tanto conviene para encontrar el minimo hacer y; =0 i =1,--- 1y
tenemos que todo punto se puede expresar en la forma:

k k
T = Z )\jl‘j Z )\j =1
j=1 j=1

Por ser la misma expresion que en el teorema anterior se deduce que el
6ptimo existe y se encuentra en un punto extremo.

Teorema A.4 Si el Algoritmo Simplex no converge a una solucién dptima,
entonces debe existir un ciclo.

Demostracion:

. . . n+m
Existe solo una forma finita de escoger las combinaciones de >
n

entonces si el Algoritmo Simplex no converge alguna base debe aparecer en
dos diferentes iteraciones.

Por demostrar que si existen dos tablas con la misma base, el punto extremo
generado es el mismo

r; = b; — zng QijT; (Z S B)
2=+ 4p T

(1)

x;=bl —> i¢pa;xi (i €B)
z2=V"+ 3 ap T

con el mismo conjunto de variables bésicas z;(i € B).

(2)

Entonces cada soluciéon de (1) también es solucién de (2),en particular, si zy
es una variable no bésica y t es un nimero

=t wx;=0{¢By j#k)
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xi =b; —a;it (ZGB)
z2=v+cit

(3) es una solucién de (1) y (2) lo que implica

bz‘ — aikt = b;k — afkt

, € B
v+cpt = 0" —cit vie

Como se cumple para todos los valores de t tenemos
Si t=0

b —aj-0=">b; —aj; -0 — b =0b;

de donde se obtiene tambien que a;, = aj Vi€ B

Por ser zj, es una variable bésica arbitraria las ecuaciones (1) y (2) son
idénticas.

Corolario 3 Si xg y wgy son soluciones factibles de los problema primal y
dual y son tales que cxy = wob, entonces xg y wy son soluciones optimas de
sus problemas respectivos.

Demostracion

El 6ptimo del problema de maximizacién es finito( ya que si no lo es, el
problema dual de minimizacién serfa infactible).
Sea wy el éptimo del problema de maximizacion.

wob < cxg

3 x¢ en la region de soluciones factibles tal que wgb = cxg, porque cx con
x € S toma un conjunto de valores en los ntimeros reales y estd acotado
inferiormente, entonces existe el infimo.

Por demostrar xg es la solucion éptima de el problema de minimizacién
Suponemos que xg no es una solucién éptima, 3 z{ tal que
*
cxy < ¢z
cxy < cxo = wob
cxy < wob !
. xp es la solucién éptima del problema de minimizacién
. xp, wp son soluciones dptimas.
Teorema A.5 Teorema Fundamental de Dualidad

Dados un problema primal y su dual, una de las siguientes proposiciones es
verdadera
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1. Ambos problemas tienen soluciones dptimas x* y w*con cx™ = w*b
2. Un problema es no acotado y el otro problema es infactible

3. Ambos problemas son infactibles

Demostracion

Para la proposicién 1:
Suponemos que el problema de maximizacién tiene con solucién éptima w*.
Por demostrar que z* para el problema de minimizacién

1. Si la region S del problema de minimizacién es acotada, entonces por
el Teorema 3.1.2 el 6ptimo existe y se encuentra en un punto extremo.

2. Si la region S del problema de minimizacién es no acotada entonces
w*b < cx w*b < Min cx

.. La funcién objetivo del problema de minimizacién esta acotada in-
feriormente y por Teorema 3.1.3 el 6ptimo existe y se encuentra en un
punto extremo.

..existe el 6ptimo para el problema de minimizacién.

Por demostrar que w*b = cx*
w*(Az* —b)=0 y (wA—-c)z"*=0
w*(Az™ —b) = (WA — ¢)x”
w Az * —w*b = w* Az — cx*
w*b = cx”
."Los valores 6ptimos son iguales.

Para la proposicion 2

Suponemos el problema de maximizacién con al menos una solucion factible
y xp es la variable que debe entrar a la base ie 2z, — ¢ < 0, para que el
problema sea acotado y < 0

Al obtener la restriccién asociada a xj,

Y1ew1 + Yorw2 + - -+ Yk Wi > ¢ — 2 > 0!

pues wi, w2, -, Wm zoyyllw;ymk SO
o B w tal que wy, > ¢ — 2

.".El problema dual es infactible.
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Para la proposicién 3

Suponemos que para el problema de maximizacién existe zp; tal que b; < 0
donde el renglén i-ésimo es no-negativo por tanto no existe ningin candidato
a pivote .".el problema de maximizacién es infactible si ademds la variable
que entra a la base ocasiona que zp — ¢ < 0 con y; < 0 el problema de
minimizacién es infactible.
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Apéndice B

Algoritmos Programados en
Matlab

Cédigo en Matlab combinacion3
%Este programa calcula las intersecciones de n en 3 para auxiliarnos en el
ejercicio 3.2

- function combinacion3(H, d)

- n = size(H);
- n=mn(l);
- forc=1:6

forb=c+1:6
for a= b +1:6
B = [H(a,:); H(b,:); H(c,1)];
11 = e, Ay
if (det(B) = 0)
combinacion = [a, b, c|
X =inv(B) % bl
if(H*X <=d)
forintf('Es un punto extremo\n')
else
fprintf('Es un punto extremo\n)
end
end
end
- end
-end
-end

263
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%Este Programa resuelve un problema de minimizacién utilizando el

%Simplex Rudimentario partiendo de que la base factible esta dada por
%las variables de holgura del problema

- function rudimentario(A, b, c)

-n=size(A); m=n(l); n=n(2); B=eye(m);
-c=|c,zeros(1,m)]; base =n+1:m+n; E =inv(B) x [A,b]]
-x = [zeros(n,1);b]; w = 0; n=mn+m;

-fprint f('La tabla Simplex Inicial es\n')
- disp(E);

cwhile(w == 0)

- B =inv(B) x [A,b];
cAux =1 |;

- fori=1:n
IX = zeros(n,1);
forj=1:m
IX(i,1) = 1;
IX(base(1,7),1) = —E(j,1);
end
Aux = [Auz; IX];

end

- fprintf("\\n Las direcciones son : \n')
- disp(Aux)
- C = cx Auz;

cfori=1:m
C(1,base(1,7)) = 0;
- end

- fprintf("\\n Los coeficientes de costo reducido son : \n')
- disp(C)

- if(C >=0)
forintf('El problema es optimo\n')
w=1;
return
- else
[r, k] = min(C);

fprint f(' El minimo de los coeficientes de costo reducido es
%g la variable que entra es x %iN\n',r, k)
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lambda = ones(m, 1) * realmax;

if (Aux(:, k) >=0)

fprintf('El problema es no — acotado’)
end

return;

fori=1:n
if(Auz(i, k) < 0)
lambda(i,1) = —x(i, 1) /Aux(i, k);
end
end

- [r, 1] = min(lambda);
- fprint f(' El minimo de las lambdas es %g y sale es x %i',r, 1)

- fprintf('El punto extremo es\n')
- x=x*xrAux(:, k); disp(x’)

- fprintf('El valor de la funcion objetivo es z = %g\., c* x)

- fori=1:m

if(base(1,i) ==1)
B(:,1) = A(:, k);
base(1,i) = k;

end

- end

- end

-end
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%Este programa resuelve ppl de minimizacién por el Algoritmo Simplex
Y%para cuando se tiene una base dada por las variables de holgura.

-function tablasimplex(A, b, c)

n = size(A); m = n(1); n = n(2);
B = eye(m);
¢ = [ec, zeros(1,m];
A =[A, BJ;
CB = zeros(1,m);
w = 0;
- while(w == 0)

forintf('La tabla Simplex es\n')
T =[CBxinv(B)* A—c¢,CB xinv(B) * b;inv(B) x A, inv(B) * b];
disp(T')
if(CBxinv(B)* A—c<=0)

forintf('Es problema es optimo\n'); w = 1;
else

[r, k] = max(CB *inv(B) x A — ¢);

radio = ones(1,m) x realmax;

fori=1:m

if (TG + 1, k) > 0)

radio(i) = T(i,n +m+1)/T(i+ 1,k);
end

end

[r, j] = min(radio);

if(r == realmax)
forintf('El problema es no acotado\n')
return;

else
B(: .j) = AG, k)
CB(:,j) = c(:, k);

end

end

end
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%Este programa resuelve un ppl de maximizacion con las Tablas de
% Tucker cuando se tiene una base dada por las variables de holgura.

- function tablastucker(A,b, c)
- n=size(A); w=0;
m = n(1);n = n(2):
T =[A,b;—c,d];
nobase =1 : n;
base=n+1:1:m+n
while(w == 0)
nobase, base
forintf('La tabla Simplex es\n')
disp(T)
if(T(m+1,1:n)<=0)
forintf('Es optimo \n'); w = 1;
else
[r, k] = max(T'(m +1,1:n));
radio = ones(1,m) x realmax;
fori=1:m
if (T(i, k) > 0)
radio(i) = T(i,n+1)/T(i, k);

end

end

[r, j] = min(radio);

if(r == realmax)
forintf('El problema es no acotado \n')
return

else

fori=1:m+1
forr=1:n+1
AT(i,7) = (TG k) * TG, ) = TG 7) T k) /TG )

end
end
AT (j,) =T(,:)/T(J, k);
AT (k) = =T(:,k)/T(5,k);

AT(j k) = 1/T(, b);
T =AT;
aux = nobase(k);
nobase(k) = base(j)
base(j) = aux;

end
end
end
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%Este programa resuelve ppl de minimizacion por el Algoritmo Simplex
% a partir de una base factible dada.

function basesimplex(A, B, b, c)

n = size(A);

m = n(1);

n =n(2);

indic = zeros(1,m);
u = 0;

if(det(B) ==0)
forint f (' Los vectores proporcionados son linealmente dependientes’)

return
elseif(inv(B) *x b >=0)
forj=1:m

fori=1:n
if(B(,j) == A1)
indic(j) = i
end
end
end
fori=1:m
if(indic(i) == 0)
B(:’i) = [ ;

forintf('Se elimina elrenglon %i del problema por que
es linealmente dependienteN\n', 1)
else
CB(i) = c(indic(i));
end
end
w = 0;
s=1;
while(w == 0 &u < 15)
T =[CB xinv(B) * A—¢,CB xinv(B) % b;inv(B) * A,inv(B) * b|;
fprintf('La tabla Simplex es \n')
forint FONENENY)
fori=1:n

forint f ("\tx %iNE\1', 1)



end
forintf('RHS\n')
fori=1:m+1

if(i >1)
forint f("\tx %iNt\t',indic(i — 1))
disp(T(i,:))
fprint f(\)
else
Fprint f(N\ENENE)
disp(T(1,:))
Fprint f(\)
end
end
if (CB *inv(B) * A — ¢ <= 100 - 6))
fprintf('El problema es optimo\n')
w=1;
else
[r, k] = max(CB *inv(B) x A — ¢);
radio = ones(1, m) x realmax;
fori=1:m
if(T(i+1,k) > 0)
radio(i) =T+ 1,n+1)/T(i + 1,k);
end
end
[r, 7] = min(radio);
if(r == realmax)
forintf('El problema es no acotado\n')
return
else
B(:,j) = AG,b);
CB(:,7) = c(:, k);
indic(j) = k;
end
end
u=1u-+1;
end
else
forintf('La base proporcionada no es factible')
return
end

269
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%Este programa encuentra la solucion a un ppl de minimizacion
%utilizando el Método de las Dos Fases

- function dosfases(A,b,c)

d = [zeros(1,n),ones(1,m)];
CB = ones(1,m);
w = 0;
while(w == 0)
T = [CB xinv(B) * E — d,CB x inv(B) * b;inv(B) * E,inv(B) * b
fprintf('La tabla Simplex es \n')
disp(T)
if(CBxinv(B)« E—d<=0)
forintf('El problema auxiliar es optimo\n')
w=1;
else
[r, k] = max(CB * inv(B) x E — d);
radio = ones(1, m) x realmax;
fori=1:m
if(T(i+1,k) >0)
radio(i) =T+ 1,m+n+1)/T(i +1,k);
end
end
[r, j] = min(radio);
B(: j) = B(, b);
CB(:,j) =d(:, k);
end
end
if(CBxinv(B) xb > 0)
fprintf('El problema no tiene solucion factible)
else
forintf(' Existe una base factible,empieza la fase 2\n')
basesimplex(A, B, b, c)
end
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%Este programa resuelve un ppl de minimizacion utilizando el metodo
% de penalizacion o Gran M cuando se le proporcionan A b y ¢ de un
% problema de minimizacion en forma estandar.

function penalizacion(A, b, c)
n = size(A);
y = 0; Y%variable de paro
k = 1; %cuanta el numero de iteraciones en el metodo simplex
B = eye(n(1)); %Base dada por las variables artificiales
A = [A, B]; %incluimos las variables artificiales al ppl
¢ = e, zeros(1,n(1)); zeros(1,n(2)), ones(1,n(1))];
CB = [zeros(1,n(1)); ones(1,n(1))];
n = size(A);
base = n(1) : n(2);
while(y == 0&k <= 15)

D =inv(B) x A;

F = inv(B) * b;

G=CBxD —c

z2=CBxF;

forint f("\n tabla Simplex de la iteracion %d \ n\ n’, k)
T =[G,z D, FJ;

m = size(T);

Fprint fINENENE)

fori=1:m(2)
forint f("\tx %i\t\1', 1)
end
forintf('RHS\n')
Fprintf(NENENE)
fori=1:m(2)
if (T(1,7) >=0)
forintf(' %ogM + %g\t\t',T(2,4),T(1,1))
else
forintf(" %ogM %g\t\t',T(2,i),T(1,1))
end
end
fprintf(\n')
for i=3:mf(1)
forintf("\tx %i\t\1t', base(i — 1))
disp(T'(i,:))
fprint f(\n')
end %disp([D, F))
if 1000 * G(2,:) + G(1,:) <= 0%estamos asignando M = 1000
if(2(2) >0)
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fprintf("\\n El resultado optimo es %g M + %g', 2(1),2(2))
forintf(’ por tanto el problema es infactible\n')
else
fprintf("\\n El resultado optimo es "), disp(z(1))
end
return
else
[w,r] = mazx(G(2,:));
if w<=0
[v,7] = max(10000 * G(2,:) + G(1,:));
if(v>0)
w = [G(1,7)];
else
forintf('el problema ya es optimo’)
return
end
end
if(D(:,r) <=0)
fprintf("\\n El problema es no acotado’)
return
else
fori=1:n(1)
if(D(i,r) > 0)
P(i) = F(i)/D(i,r);

else
P(i) = 100000;
end
end
[mini, p| = min(P);
end

forint f('determinamos que el pivote es %og\n',T(p + 2,7))
B(:,p) = A(,r);
CB(:,p) = c(:,r);
base(p) = r;
k=k+1;

end

end

y=1
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%Este programa resuelve un ppl por el Algoritmo Simplex un problema
%de minimizacién con una base dada por las variables de holgura del
%problema aplicando la Regla Lexicografica

function lexico(A,b,c)

n = size(A);

B = eye(n(1));

¢ = [c, zeros(1,n(1))];
A=A, B|;

CB = zeros(1,n(1))
w = 0;

m=n(1);n = n(2);

while(w == 0)
fprintf('La tabla Simplex es\n')
= [CB xinv(B) * A — ¢,CB % inv(B) x b;inv(B) * A, inv(B) * b|;
disp(T)
if(CB*inv(B) x A —c <=0)
forintf('Es optimo\n')
w=1;

else
[r, k] = max(CB *inv(B) x A — ¢);

radio = ones(1,m) x realmax;
fori=1:m
if (T(i +1,k) > 0)
radio(i) =T (i,n+m+1)/T(i+1,k);
end
end
[r, j] = min(radio);
if(r == realmaz)
forintf('El problema es no acotado\n')

return

else
I=[1;
fori=1:n

if(radio(i) ==r)
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I=11,i;
end
end
p = size(I);
if(p(2) ==1)
B(:,j) = A(, k);
CB(:.j) = c(:, k);
else
h=1;
while(p(2) >1 & h <m)
aur =[ [;
fori=1:p(2)
auzr = [aux, T(1(7) + 1,h)/T(I(i) + 1,k)];
end

mini = min(aux);

fori=1:p(2)
if(aux(i) = mini)
I() =[1];
end
end
p = size(I);
h=h+1;
end

B(,(I(1,1))) = AG, b);
CB(:;,1(1,1)) = c(:, k);
end
end
end
u=u-+1;

- end
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%Este programa resuelve ppl de minimizacion por el Metodo Simplex
% aplicando la regla de Bland

function bland(A, b, c)

n = size(A);
m = n(1);

n =n(2);

B = eye(m);
A=[A, B

¢ = e, zeros(1,m)];
CB = zeros(1,m);
w = 0;
u=1;
while(w == 0 &u < 15)
T =[CBxinv(B) * A—c¢,CB xinv(B) x b;inv(B) % A, inv(B) * b];
fprintf('La tabla Simplex es \n')
disp(T)
if(CBxinv(B)* A—c<=0)
fprintf('El problema es optimo\n')
w = 1;
else
k=1;h =0;
while h == 10
if (T(1,k) > 100 = 10))
h=1,;
else
k=k+1;
end
end
radio = ones(1, m) x realmax;
fori=1:m
if (T(i+1,k) > 0)
radio(i) =T(i+1,n+m+1)/T(i+1,k);
end
end
[r, 7] = min(radio);

if(r == realmax)
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forintf('El problema es no acotado\n')
return

else
h=0;j=1
while h == 0
if(radio(j) ==r)
B(:,j) = A, k);
CB(:,j) = c(:, k);
h=1;
else
j=3+1
end
end
end
end
u=u-+1;
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%Este programa resuelve ppl de minimizacion por el Metodo Dual
%Simplex comenzando por la base dada por las variables de holgura

function tablasimplexdual(A,b, c)

n = size(A);

m =n(l);n = n(2);
B = eye(m);
A=[A, BJ;

¢ = e, zeros(1,m)];
CB = zeros(1,m);
w=0;u=0;
while(w == 0&u < 15)
T =[CBxinv(B)* A—c,CBxinv(B) * b;inv(B) x A,inv(B) * b];
forintf('La tabla Simplex es \n')
disp(T)
if(inv(B) *b >= —1075)
forintf('El problema es optimo\n')
w=1;
else
[k, r] = min(inv(B) * b);
radio = ones(1, m) * realmax;
fori=1:n
if(T(r+1,i) <0& —T(r+1,i) > 1075)
radio(i) = T(1,4)/T(r 4+ 1,4);
end
end
[k, 7] = min(radio);
if(k == realmax);
fprintf (' El problema primal es infactible y
el dual es no acotado\n')

return
else
B(:,r) = A(:,j);
CB(:,r) =c(,7);
end

end

u=u+1;end
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%Este programa resuelve ppl por el Metodo Simplex Dual
Y%utilizando tablas de Tucker de un problema de maximizacion
%en forma canonica.

function tablatuckerdual(A, b, c,d)

n = size(A);

m = n(1);

n =n(2);

w = 0;

T =[A,b;—c,d];

nobase =1:n
base=n+1:1:m+n
u = 0;
if(c<=0)
forintf('La base proporcionada no es dual factible’)
else
while(w == 0 &u < 15)
forintf('La tabla Simplex es \n')
disp(T)
if(T(1:m,n+1) >=0)
fprintf('El problema es optimo\n')
w = 1;
else
[r,j] = min(T(1:m,n+1));
radio = ones(1, m) * realmax;
fori=1:n
if(T(,7) < 0)
radio(i) = T(m + 1,4)/T(j,1);
end
end
[r, k] = min(radio);
if(r == realmaz)
forintf('El problema es no acotado\n')
return
else
fori=1:m+1
forr=1:n+1



AT (i, r) = (T(, k)« T(iyr) = T(G,r) * T(i, k) /T (G, k);

end
end
AT(j,:) =T(5,:)/T(, k);
AT (k) = =T(:,k)/T(j, k);
AT (j,k) = 1/T(j,k);

T = AT;
auxr = nobase(k);
nobase(k) = base(j)
base(j) = aux
end
end
u=u-+1;
end

end
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%Este programa resuelve ppl de minimizacion por el Metodo Simplex
% Revisado a partir de una base factible dada.

function simplexrevisado(A, B, b, c)

n = size(A);

m = n(1);

n =n(2);

indic = zeros(1,m);
u = 0;w = 0;

if(det(B) ==0)
forint f (' Los vectores proporcionados son linealmente dependientes’)

return
elseif(inv(B) *x b >=0)
forj=1:m

fori=1:n

if (B(:,j) == A(:,1))

indic(j) = i
end
end
end
fori=1:m
CB(i) = c(indic(i));

end
while(w == 0 &u < 15)
T = [CB xinv(B),CB x inv(B) x b;inv(B), inv(B) * b];
forintf("\\n La tabla Simplex Revisado es \n')
disp(T)
forintf('Las variables basicas son \n')
disp(indic)
forintf("\\n El renglon z es )
disp(CB % inv(B) x A — ¢)
if(CB *inv(B) x A — ¢ <= 10{ — 6));
fprintf('Por lo tanto el problema es optimo\n')
w=1;
else
[r, k] = max(CB *inv(B) x A — ¢);
radio = ones(1, m) * realmax;
forintf('Calculamos y %iN\n', k)
y = 1nv(B) x A(:, k);
disp(y)
forintf (' Hacemos la prueba del radio minimo \n\n')
fori=1:m
if(y(i,1) > 0)
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forint f('b%i/y %i %oi = %g/ %og\n',i,i, k, T(i4+1,m+1),y(i,1))

radio(i) =T(i+1,m+1)/y(i,1);
end
end
[r, j] = min(radio);
if(r == realmax)
fprintf('El problema es no acotado\n')
return
else
forintf("™\\n La variable X %i sale de la base
y entra X %i \n \n',indic(j), k)

B(:,j) = A(:, k);
CB(:,7) = c(:, k);
indic(j) = k;
end

end

u=u-+1;

end

else

end

forintf('La base proporcionada no es factible')
return
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% Este programa resuelve ppl de minimizacion por el Metodo Dual
%Simplex Revisado a partir de una base dual factible dada.

function dualsimplexrevisado(A, B, b, c)

n = size(A);

m = n(1);

n =n(2);

indic = zeros(1,m);
u = 0;

if(det(B) ==0)
forint f (' Los vectores proporcionados son linealmente dependientes’)

return
end
forj=1:m
fori=1:n
if(B(,j) == A1)
indic(j) = i
end
end
end
fori=1:m
CB(i) = c(indic(i));
end
w = 0;

if(CB*inv(B)x A—c<=0)
while(w == 0 &u < 15)
D = inv(B);
T =[CBx*D,CB=x D xb;inv(B),D % b];
fprintf("\\n La tabla Simplex Revisado es \n\n')
disp(T)
forintf("\n Las variables basicas son \n')
disp(indic)
if(D*b>=0);
fprintf('El problema es optimo\n')
w=1;
else
[k, 7] = min(D * b);
radio = ones(1,n) x realmaz;
forintf('Calculamos el renglon %i \n',r)
y=D(r,:) x A
disp(y)
if(y >=0)
forintf('El problema primal es infactible\n')
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return
else
forintf (' Hacemos la prueba del radio minimo \n')
fori=1:n
if(y(1,4) <0)
2(1,i) = CBx D * A(:,1) — c(3);
forint f("\n z %oi—c%i/y %i %oi = %i) YoiNn', 4,4, 7,0, 2(1,4),y(1,17))
radio(i) = z(1,1)/y(1,1);
end
end
[7, k] = min(radio);
forintf("™\\n El minimo es z %i — ¢ %i/y %i %oi\n', k, k, r, k)
forint f((\nCalculamosY\ %iN\n', k)
y=Dx A(:, k);
disp(y)
forintf('La variable X %i sale de la base y
entra X %i \n \n',indic(r), k)

B(:,r) = A(:, k)
CB(:,r) = c(:, k);
indic(r) = k;
end

end

u=u-+1;

end

else

fprintf('La base proporcionada no es factible')
return
end
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%Este programa resuelve ppl de minimizacion por la forma producto
%de la inversa a partir de una base factible dada.

function productoinversa(A, B, b, c)

n = size(A);

m = n(1);

n =n(2);

indic = zeros(1,m);
u = 0;w = 0;

if(det(B) ==0)
forint f (' Los vectores proporcionados son linealmente dependientes’)

return
elseif(inv(B) *x b >=0)
forj=1:m

fori=1:n
if(B(.7) == A1)
indic(j) = i
end
end
end
fori=1:m
CB(i) = c(indic(i));
end
D = inv(B);
b= D xb;
while(w == 0 &u < 15)
fprintf("\\n La inversa de B es\n\n')

disp(D)

fprintf("\nCB = ")

disp(C'B)

Fprintf(\aW =

disp(CB * D)

forintf("™\\n El valor del lado derecho es \n\n’)
disp(b);

forintf("™\\n El valor de la funcion objetivo es’)
disp(CB % b)

forintf(' Las variables basicas son ')

disp(indic)

forintf("\\n El renglon z es ')

disp(CB * D x A — ¢)

if(CB*Dx A—c<=10{—-6));
forintf(' Por lo tanto el problema es optimo\n')
w = 1;
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else
[r, k] = max(CB x D x A — c);
radio = ones(1, m) x realmax;
fprintf('Calculamos y %iN\n', k)
y=Dx A(:, k);
disp(y)
forintf(' Hacemos la prueba del radio minimo \n\n')
fori=1:m
if(y(0) > 0)
forintf('b%i/y %i %i = %g/ Yog\n',i, i, k,b(3),y(i))
radiofi) = b(i) /(i)
end
end
[7,7] = min(radio);
if(j == realmax)
forintf('El problema es no acotado\n')
return
else
fprintf("\n La variable X %i sale de la base y
entra X %i \n\n',indic(r), k)
forintf("\n Calculamos g\n')
fori=1:m
if(i =)
9(i) = (i) /u(r);
else
9(i) = 1/5(r);
end
end
disp(g')
E = eye(m);
E(,r)=4g"
D=ExD:
d = b(r);
b(r) =0;
b=b+dx*J';
CB(:,r) =c(:k);
indic(r) = k;
end
end
u=u-+1;
end
else
fprintf(' La base proporcionada no es factible’)
return end
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%Este programa resuelve ppl de minimizacion por la forma producto
%de la inversa a partir de una base dual factible dada.

function productoinversadual(A, B, b, c)

n = size(A);

m = n(1);

n=n(2);

indic = zeros(1,m);
u = 0;w = 0;
forj=1:m

fori=1:n
if (B(:,§) == A(:,1))
indic(j) = i
end

end

if (det(B) == 0)

fprintf(' Los vectores proporcionados son linealmente dependientes’)

return

elseif(CB xinv(B) * A — c <= 0)
D = inv(B);
b= D xb;

while(w == 0&u < 15)

fprintf("\\n La inversa de B es \\n\n')
disp(D)

forintf("\nCB = ")

disp(CB)

fprintf(\aW = )

disp(CB * D)

forintf("\\n El valor del lado derecho es \n\n')
disp(b);

fprintf("\\n El valor de la funcion objetivo es')
disp(C'B * b)

forintf (' Las variables basicasson )
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disp(indic)
if(b>=0);
fprintf('El problema es optimo\n')
w = 1;
else
[j,r] = min(b);
radio = ones(1,m) x realmax;
forintf('Calculamos Y %iN\n',r)
Y =D(r,:) % A;
disp(Y)
fprintf(' Hacemos la prueba del radio minimoN\n\n')
fori=1:n
if(Y(i) <0)
z2=CBxDx A(:,1) — c(i);
forintf('z %i — c%i/y %oi %i = %g/ Yog\n', i, i, 1,7, 2,Y (7))
radio(i) = z/Y (i);
end
end
[7, k] = min(radio);
if(j == realmazx)

fprintf('El problema es no acotado\n')

return

else

forint f("\\n Calculamos y %iN\n', k)
y=DxA(:,k);

disp(y)

forintf("\\n La variable X %i sale de la base y
entra X %iN\n\n',indic(r), k)
fprintf("\\n Calculamos g\n')

fori=1:m

if(i =r)

9(i) = —y(@)/y(r);
else

g9(i) =1/y(r);
end

end
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disp(g')
E = eye(m);
E(,r) =4
D=ExD;
d = b(r);
b(r) =0;
b=b+dx¢;
CB(:, 1) = c(:, k);
indic(r) = k;
end
end
u=u-+1;
end
else
forintf('La base proporcionada no es factible')
return

end



Apéndice C

Soluciones a los ejercicios

C.1. Capitulo 1

3 2 1|5
1 -1 3|1
solo un grado de libertad y expresamos al subespacio U como:

1. Es una recta como el rango de A = (

> = 2,tenemos

U={XeR}X =(17-7\, -8+ 10\, \), AeR}
2. PD que u1=(1,0,2,-3) y u2=(0,1,1,-3) son linealmente independientes
A1(1,0,2,-3) + X2(0,1,1,—-3) = (0,0,0,0)

()‘1 + 0- )\270 : )\1 + )\272)\1 + /\Qa _3)\1 - 3)\3) = (0707070)

AM+0-2=0
0-AM+X=0
201 +0-X =0
—3XA1—3-X=0
=AM =X=0 .. ut, ug son linealmente independientes

3. Expresando en términos matriciales
11 -2 3 x2 | (4
2 -1 4 -1 zg |\ 6

(o1 2 7)o |=(%)
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Entonces rango(A)=2 pues tenemos dos vectores candnicos, de esa

ecuacién se obtiene que rango(A|b) = 2

.. El sistema es consistente, pero rango(A) = 2 #= 4 = #de variables
por lo que existen soluciones infinitas de la formas:

10 2z3 24
=373 3
2 8wy Ta
=gt Ty

— (10 2
= (=,2,0,0
(37377>+

4. Escribiendo en términos matriciales

x
92 69 226 69 9
115 —92 143 32 T3

T4
1
1 0 43/23 12/23 9
0 1 18/23 7/23 T3
Ty

_ —43x3 1234

1T T3 23

o — —18x3 _@

27 93 23

—43 —18

={X eRYX =
U { S ‘ 35'3(23,

—43 —18
R —
(23 23

21 —
93 ,0>+$4<

23 723’

12 -7

PD (-55,-25,23,23) puede convertirse en un vector bésico.

)

—-12 -7
> , <23, 2—3,0, 1) es una base de U

(—55,—25,23,23) = x5 (—43/23, —18/23,1,0)+x4 (—12/23, —7/23,0,1)
(—55,—25,23,23) = 23 (—43/23, —18/23,1,0)+23 (—12/23, —7/23,0,1)

Como (-55,-25,23,23) puede escribirse como una combinacién lineal
donde x3 # 0,4 # 0 entonces puede sustituir a cualquiera de los dos

vectores basicos.

5. a) > A+ B <«
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b) > Ax B«

45 72
29 28

ans =
c) > rank(A) «

ans = 2

d) > rank(B) <

ans = 2

e) > det(Ax B) «

ans = —828
) > inv(Ax B) <«

=T/ 2/23

= 28/828 —5/92

g) > inv(A*x B)x A«
80/207  109/207 —103/207
—77/414 —215/828 169/414
h) > B xinv(A* B) <«

ans =

13/92  —17/92
ans = —3/46 11/46
5/46  —3/46

6. > Axx «—
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ans—lo
11

1
-3

ans =
>Bx XB+NxXN «
ans =

A*x=B*XB+N*XN=[2;7], siempre sucede esto porque lo que estamos
haciendo es separar la matriz A en dos conjuntos B y N y el vector x
en dos conjuntos xp y x y realizar el producto correspondiente.

7.> B =[A(;1),A(:,3)] <
12
B= 1
> det(B) «

ans =1

> XB = [z(1);2(3)] «

> XN = [z(2);x(4)] <«

-1
XN =,

>Bx XB+Nx*x XN «

ans =
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> Axx
ans = _,
X no es unica pues w=[0,-2/3,0,-1] cuenta con la misma propiedad.
> Axw
ans = -6
=2
8. No, debido a que el rango de A es 2 no tiene submatrices de rango 3.
C.2. Capitulo 2
1. Planteamiento del problema de la fabrica de harina
Definicion de variables
x; = # de toneladas de harina a producirse en el mes i, 1 =1,2,3
y; = # de toneladas de harina a almacenar en el mes j, j =1,2
Restricciones
z1 < 65 To < 65 r3 < 65 Produccion
1 —Yy1>50 o4y —yo > 70 w3+ 1y > 35 Demanda
r1,T2,T3,Y1,Yy2 = 0 no — negatividad
Funcién Objetivo
Max z = 500021 4+ 5000x2 + 500023 — 200y; — 200y
2. a) Planteamiento del problema de la refineria

Definicion de variables
x; = # miles de barriles de petréleo crudo tipo i a comprar.
i = 1(ligero), 2(pesado).

Restricciones
2 + 8 > 1000 Gasoli
— —z asolina
571 T 95T =
1 2
g:m + 5562 > 400 Keroseno
1
2—01’1 + gmg > 250 Combustible para reactores

x1,x9 > 0 No — negatividad

Funcién Objetivo
Max z = 11z + 929
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b) Suponemos la igualdad en las restricciones

2 8
=01 + = 5E %2 = 1000 pasa por {(0,3125),(2500,0)}
1 2
571 + s%2 = 400  pasa por {(0,1000), (2000,0)}
! —x1 + 13: 250 asa por < (0,1250) (7141 0)
20 1 5 2 = p p ) ) 257

Evaluamos en X = (0,0)

2 8

z. — 0= 1

£ 0+ 5z -0=0% 1000
1 2
—.0+2-0=03% 400
5 05 ;

7 1

. —.0= 2
5g 05 0=0%250

La regién de soluciones factibles es:

ARRRRRRRAR AAARAARRRAN AAAAAARRRAN AAARAARRRAN
A R

2x1/5+8x2/25>=1000

Semiespacio R1
SARARRNANRNSUNSSRNSNNANANGAY

R X1/5+2x2/5>=400

: $ Semiespacio R2
: 7x1/204x2/5>=250
i Semiespacio R3
2006
(0250
iy
#))60 i
500

200 200 400

¢) La region es no-acotada

a) Suponemos la igualdad en las restricciones

1 1
0% + 2052 = 11 pasa por {(0,220),(220,0)}
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1 1
20%1 + 0% = 18 pasa por {(0,180),(360,0)}

1

1
il e =9 4 2
0%t + 50%2 0 pasa por {(0,400),(200,0)}

Evaluamos en el punto X = (0,0)

L 0+1 0=0<11
20 20
1 1
04+—.-0=0<18
20 +10 =
L o+1 0=0<20
10 20

La regién de soluciones factibles es:

i
x1/20+x2/10<=18
ek Semiespacio R2
x1/10+x2/20<=20
Semiespacio R3
x1,x2>=0
Puntos

- Ld

x1/20+x2/20<=11
Semiespacio R1

{(200:9), Wil (360,0)  m

7 Tm,gic 260 | 260 | 200/ | 320 | 340 360 Tse0.

b) Los vértices de la regién son:
{0, 180), (200, 0)(180,40)(80, 140) }
4. a) Suponemos la igualdad en las restricciones

201 + a2 =4 pasa por {(0,4)(2,0)}
6x1+322=9  pasa por {(0,3)(3/2,0)}
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140-

120-

WP
(47
(A%

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

Evaluamos en el punto X = (0,0

2-0+-0=0%#4
6-0+3-0=0%9

La regién de soluciones factibles es:

2x14+x2<=4

Semiespacio R1
Vi

6x1+3x2<=9

Semiespacio R2
ANHURENNRN NN

NN
NN
N

<
s

b) La region S es no-acotada

¢) La region S es la misma, decimos entonces que 6x1 + 3z > 9
es redundante geométricamente, al multiplicar Ry por 3 se tiene
6x1 + 39 > 12 > 9 de donde se observa que si se cumple R;
tambiénm se cumple R».
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d) El problema se vuelve infactible como se observa en la figura.
7 22 2x1+x2=—4
%4 Semiespacio R1
R i
6x1+3x2<=0
\\\\\-\\ \\\.Q\g\l\
Puntos
3.5+
\{
S
NG e
\ N 200 0 Z %
S 0 T b3 27
BN AR S Z

5. Reescribiendo el problema

1 1 —2

9 x + 3 zo + T3+

— =
8
o
A\

Dibujamos el Espacio de Requerimientos

1

Vectores ai
Miltiplosde (L1) .
Miltiplos de (:2.0) .
Cono convexo
vector b

T YEEEr e
b2=5ybl1=3
Vectores menores a b

|

tn
e

‘ © |
AR

El problema es factible por que el vector b se encuentra en el generado
por (1,2),(1,3),(—2,0),(1,1
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C.3. Capitulo 3

1. Combinaciones de 8 restricciones en 4 variables

8 7.6-5-4!
<4>:84?4? =170

Modificaciones al Cdodigo combina3d para este ejercicio.

%Este programa calcula las intersecciones de n ecuaciones en grupos
de 3 para auxiliarnos en el ejercicio 1 del capitulo 3

function combinacion4(H,d,C)
n=size(H);

n=n(1);

for c=1:6

for b=c+1:6

for a=b+1:6

for e=a+1:n
combinacion=|e,a,b,c]
B=[H(e, ) H(a,)):H(b,:)sH(e,)];
bl=[d(c):d(a):d(b)d(0)];
if(det(B)~ =0)

X=inv(B)*bl

end

if(H*X<=d)

fprintf(’Es un punto extremo\ n’)
frpintf("El valor de la funcion objetivo es’),disp(C*X)
else

fprintf(’Es un punto extremo\ n’)
end

end

end

end

end
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donde
1 2 -1 1 2
2 -1 0 3
1 1 1 0 5
5 0o -1 1 6
H = 10 0 0 , d= K c=(-1,-1,1,0)
0O -1 0 0 0
0 0O -1 0 0
0 0 0o -1 0

2.
1 -1 0 1 3
0 1 1 -2 1
H = 1 0 0 o0 ) d= E c=(3,0,3,-3)
0 1 0 O 0
0
1 0
r=H "xd= - | Z=cxx =12
3
3. Graficando el problema
Tx2
1.1
g (
0.9+
0.8+
‘0.7-:Z=‘3/4 o
0.61
5 \
Z=1/2
0.4+
03+
gl
0.11
Zi=0 x1
(i2 O‘:‘l 01.6 01‘.—3(1}0)1.2 14 16 18 2 22 24 26 2.8(3;0)31‘.—2 3“.4 )
gl

Las soluciones 6ptimas son de la forma

{X € R*|(z1,22) = A(1,0) + (1 — A\)(3,0) }
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4. Utilizando Graph

755

P
N
X
o
s
2
e

vy

hotal

4

2%
AR
A
hS
<o
%0
oie:

2%
SRR

Y
X
s

)

bt

25

BSA e eaete!
2%
R

o2
2%
o3

<
2%
o3

2%
2R,
2
<X
SR
R,

Mo
SRS

255

bt
Tt

battates

&
La Funcién Objetivo es no acotada porque z; crece indefinidamente,

encontraremos las direcciones dibujando el ppl Ad < 0.

=0

-d1+d2

d2

=0

<=0, d2<=0,d1,d2>=0

-d1+d2

d1+d2=1

ones .Extremas

reccl
L] L]

D

Las direcciones extremas son d; = (2/3,1/3),ds = (1,0)
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5.
Mazx z = —4x1 — 22h — Tes — 02 + 0 - 2] + x5
—r1—ah+0-23—0-2) +0-24 +0 25 < -3
71 =225 +0 -3+ a2) — 2] +0 25 < -1
—m1 + 205 -0 23—y +af —0-25 <1
0-21—0-25+223+0- -2, —0-2) +25/4<8
T, Th, w3, Ty, Tl w5 > 0
Minz:45131+2$'2+7$3+0-xf4—0-:1:21’—565+0-a:6+0'$7
r1+ahb+0-23+0-2) —0-2+0 25 —26+0-27 =3
vy — 205+ 0 -3+ 2 —a] +0-25+0-26+0-27 = —1
0-21+0-25+2034+0-2, —0-2) +25/4+0-26 +27 =8
x1,Th, T3, Ty, T, 5, T6, T7 > 0
6.

Min z = x1 + 9
x1+x0 > 3/2

x] —x9 > 3/2
—x1 429 > —9/2
—x1 — 29 > —9/2
—21+0-29 > —2
021 —x9 > —1
r1,29 > 0

7. La regién es no-acotada ya que x; puede crecer indefinidamente y
continuar satisfaciendo las restricciones.

C.4. Capitulo 4

1 -1

1. a) [x1, x2o] — Bz(l _1

> No es una base
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ol = 5= (12 -4 1)

xr = (0, 0, —170,0)

(x1, x4] — B:(i ‘3) B_1:(—12 _31>

x=(=7,0,0,3,0)

w0 () (50

T = (_1707070, _3)

[SUEENIN

[
_ =
— |
[\]
N—
&
L
Il
M
w\»—tw‘L
Ol
N—

[x2, x3) — B= (

xTr = (0, 0, —1,0’0)

st = 0-(32) 1-(3 )

z=1(0,7,0,3,0)

st 0= (3) (4 )

xTr = (0, 1, 0, 07 —3)

(x3, x4] — B:(

—
[\
N W
SN—
b
i
I
VRS
il
BN NN {[SY)
SN—

xTr = (0, 0, —170,0)

o = o= () e (55

xTr = (0, O, —170,0)

(3 —1 1 0
[X47X5]—>B_<2 O)B _(1

v (0.0.0.-53)

b) T=(07030)

¢) 2(F)=3-0-3-T+1-0+10-3+0-0=9
Por lo tanto z* = (0 7 0 3 0) cx=9

DI LoD —
N—
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2. Escribiendo en forma estandar matricial

Minz=(1-1100000)x

12 -111000 s 2

21 0 00100 =l _ |3

11 1 00010 L5 5

50 -1 10001 a7 6
8

8
AV
o

Existen ( i ) = 70 posibles bases del problema, primero calculamos

todas las combinaciones de la siguientes forma:

C={1,2,3,4,5,6,7,8}

i|j|k|w | i={1,23,45,6,7,8},

para evitar que se repitan los ndmeros
i>t — j>i+1 k>j7 — k>j+1 w>k — w>k+1

Utilizando la instruccién for como se ve en el ejemplo 3.2 para calcular
todas las posibles combinaciones de las bases, incluimos el uso de la
instruccién ¢f para limitarnos a las combinaciones que son bases y son
factibles.

>A=[12-111000;21000100;
11100010;50 —110001];

>b=1[2356];
>c=[1-1100000];

> fori=1:8«

forj=i+1:8
fork=j7+1:8<
forw=k+1:8<

combinacion = [i j k w]; <

B =[A(;1) AGj) AG k) AG w)]; <
CB = [c(i), ¢(j), c(k), c(w)]; =
if(det(B) ~=0 & inv(B) b >=0) «
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T =[CB*inv(B)* A—c,CBxinv(B) x b;inv(B) x A, inv(B) * b] «
end <
end <
end <
end

end <
3. La tabla inicial es

T1 Xo X3 T4 Tz g LD
2 -1 1 1 0 O 1
3 2 -2 0 1 0] 10

1 1 -1 0 0 1| 3

Las direcciones son

r1 T2 XT3 T4 5 T

10 0 00 O
0o 1 0 00 O
0 0 1 00 O
-2 1 -1 10 0
-3 -2 2 01 0
-1 -1 1 0 0 -1

Los coeficientes de costo reducido son

-21-1000

El minimo de los coeficientes de costo es -2 la variable que entra es x1
El minimo de las lambdas es % la variable que sale es x4

El punto extremo es

1
1000

s
rolon

El valor en la funcién objetivo es z=-1
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r1 To X3 T4 Ty g
1 1 1
-1 3 -2 -3 0 0
0 1 0 0 0 O
0 0 1 0 0 O
0 0 0 1 0 O
7 7 3
0 -3 3 3 —-10
3 3 1
0 -3 5 53 0 -1
Los coeficientes de costo reducido son
000100
El problema es 6ptimo.
4. La tabla Simplex es
z 1 T2 T3 T4 5 v LD
1 43 7 1 37
z | 1100 -3 -7 -3 1|7
1 1 1 5
1 3 101 1
22|00 1 -3 -3 -3 1| 1
La tabla Simplex es:
z T1 T2 T3 T4 Ts5 T LD
z |10 -1 0 -10 -3 O 9
z |01 2 0 -1 -1 0 3
x |00 4 -1 -3 -2 1 1
5. La tabla Simplex es:
Tr1 T2 I3 -1
1 1 -2|0|=—24
2 -1 20| =-x5
1 1 1 |1|=—-x¢
1 1 -110 —z
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La tabla Simplex es:

Ty T2 X3 —1

1 1 2|0|=-x
2 1 20| =-—x5
-1 0 3|1 =—x
-1 0 110|=-2

La tabla Simplex es:

T4 T2 I3 —1

1 2 2 _
3 L 5|3 |=-m
4 2 2 _
3 L 3|35 |=-2
-1 1 1|
3 0 3| 3 |=-23
2 1 1 _
-3 0 —3|—5|=-2

6. La tabla Simplex es:

Z X1 To X3 T4 T xg LD

z |11 1 1 0 0 0O

x4 |01 2 4 1 0
z5 |06 6 1 0 1 01
s |02 4 8 0 0
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La tabla Simplex es:
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z w1 w2 3 w4 x5 e LD
z [1]0 0 2 0 -1 0]-%
z |00 1 B 1 -1 o] 2
z |01 1 ¢ 0 ¢ 0] &
z |00 2 2 0 -1 1| 2
La tabla Simplex es:
z wx w2 x3 T4 x5 6 LD
5 3 5 11
z {00 0 01 o0 -2 1%
22 4 1 7
6 1 3 2

El problema es éptimo

7. Six5:O
T =4+
1‘2:9

T4 =7+ 3%3

z=13+% =413 — 3= 2000
z1 =4+ 200 = 404

T2 =9

x4 =74 320 = 247
x=(404,9,2000,247,0)

C.5. Capitulo 5

1. a) Incorporando x4 variable de holgura y a1, a2 y as variables arti-
ficiales y ajustando el renglén de la funcion objetivo se llega a la
siguiente tabla simplex con base aj, a2 y a3 explicita:
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z X1 Tz X3 x4 ai ay az LD

z 1| 4 1 7 -1 0 0 0 |19

a0 1 1 1 0 1 0 015

a0 0 1 2 0 0 1 016

a3|0] 3 -1 4 -1 0 0 1|8

z 1 T4 b4 0 1 0 0 -1 5
1 5 1 1

ar | 0 4 4 0 4 0 —12 3

a |0 =3 %2 0 5 0 1 —-3]2
3 1 1 1

3 1 11 5 | 4

z (e 00 = 0 =% 5|5

|03 0 o0 -+ 1 -2 1132

(0] -1 1 0 L 0 2 1] 4

1 1 1 1 7

0] s 01 -5 0§ § |3

z (1|0 0 O o -1 -1 -1]0

z1 |0 1 0 O —% % _g % %

|00 1 0 2 2 o210

SIS I A R

El problema auxiliar es factible, empieza la fase II.

Z X1 X9 X3 X4 LD

z |10 0 0 —%|-%
z1 |01 0 0 —3| 8
(00 1 0 2| %
z3 100 0 1 —§| &

El problema es 6ptimo z* = (8/9,20/9,17/9,0) z*=31/3

b) La tabla Simplex con base explicita aj, ay es:
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Z X1 To X3 T4 a1 ay LD

z 3 0 -1 1 0 0 |4
ay 1 -1 -1 0 1 03
az 2 1 0 1 0 1|1
s 1] -3 1 -0 -3

3 1 1 5
a1 0 -5 -1 -3 1 =53
) 1 3 0 3 0 3 |3

309

El problema auxiliar es éptimo, el problema original no tiene
solucién factible pues existe una variable artificial distinta de cero

en la base.
2. ) La tabla Simplex usando las tablas de Tucker es:
T T T3 T4 T5 T -1
2 6 -2 0 4 0 14
0 -2 4 1 0 0 12
0 -4 3 0 8 1 10
2M-1 -1 SM+3 M 12M-2 M 36M
T T9 xs T4 T9 Tg —1
7 1 1
2 8 5 0 -3 -3 9
0 -2 4 1 0 0 12
1 3 1 1 5
0 —3 s 1 8 8 1
2M+15 2M+1  —6M+1 5
2M-1 6M-2 2D N —2ME OEEL 910 4 3

= —:L‘7

= —;U5



= —x8

= —;[]5

= —fL‘Z

e —333

= —332
= —:1;‘3

= —.’L‘G
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x1 xs3 T4 X6 X7 Tg -1
1 T ) 1 1 1 9
1 16 16 8 16 8
1 25 1 1 1 1 57
2 8 3 1 3 1
1 5 0 3 1 3 29
3 32 32 16 32 16

M-1  25M+23  )\p —M+1 —3M+1 —9M+1 57TM+19
2 8 8 4 8 1
T T4 e T7 g T9 -1
8 7 _2 4 e _2 78
25 50 25 25 50 25 25
4 8 1 2 8 1 114
25 25 25 25 25 25 25
1 11 1 1 1 11
10 20 10 20 20 10 10
24 23 6 1 23 6 209

—%  Tx o Mtg Mityxm Mtyn| 5
T T4 T5 T7 s Tg -1
2 1 4 1 1
5 10 5 5 10 0 4
1 3 2 1 3
5 10 5 10 10 0 5

1 1 1
1 ~1 10 ! -1 1 11
6 4 12 1 4
.. La soluci6 éptima es z* = (0, 4, 5, 0, 0, 11) =2* =11
b) La tabla Simplex es:
Tl D) T3 T4 xT5 Tg 7 T8 LD

z 3M-3 -7 M+1 4M+2 -M M 0 0| 5M

T7 1 1 1 1 0O 1 0 4

s 2 -1 0 3 0O -1 0 1 1
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I8 LD

T

L3 Tg Ts L6

T2

!

o
, £
Slee | Dlew =i | Blw | Dl i 1“ Ten —len | X = <
=
¥ g n
o ™ < <+ o »
= lr e | = 1“ T lr —len Mm - o
< <t [3e] 1
_ _
o
g o %
o N T el — O = o
<t 1 1
|
[a\]
+ ™ —I< o
Mqu il | DA | I _ e |l | =) — O
S| = o |G| T~ © | |
o S o (en i (@) S o S A
—
wm — O | Q| e | © - O - o
=
T —en [len —len
M3 He o |- o 2_ e AR R
<
=2 Hlen
[en | —ilen aulen | T | =1 oIt 1_ e qupey | 9 —
— o O — o O — o O — oS O
~ & m ©
N 8 8 N 8 8 N 8 8 N 8 8

z*¥=-8

(0,0,0,4,0,11,0,0)

*. La solucién 6ptima es x*

3. La tabla Simplex es:

To T3 X4 Ty Tg a1 ao az LD

z1

MH ~ Nej ol =N e
oo o - o O
Ial[a\} ael[a)]
oo ) | — e |
o= o O - o O
— o O - o O
e 7 o SﬁalﬁAnQQ
— |- O O — O O
s}
= o +H O
ﬁu1d — om ~42 1ﬁ4~42
N|—= O — O
—S o o O oS O O
— o ) — » o
N 3 3 3 3 & 3




312 APENDICE C. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

zZz I T2 I3 T4 Iy T ay ag as LD

2 7 3 8 9
2 7 2 2 9
1 1 1 1 7
a3 |02 -2 0 -2 01 -2 0o 1] ¢
z (170 O O O OO0 -1 -1 -1} 0
2 7 2 2 9
1 1 1 1 7
|02 -2 0o -2 01 -2 0 1] ¢

El problema auxiliar es 6ptimo, empieza la fase 2.

Z xr1 2 X3 x4 x5 X6 LD
z [1|-% -2 0 -t 0o of-1
zs |0 2 -2 0 2 1 of ¢
zs |0 £ -+ 1 1t o0 of 1
% |0 2 -2 0 -2 o0 1|2
z |1 0 -13 0 3 3 o0f13
|0 1 -2 0o 1 3 of 2
zs |0 0 2 1 0 -3 of 1%
6|0 0 0 0 -1 -1 1|0
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I
T2

L6

L6
T

g

L6
L2

g

L6
L2

I

L5
L2

I
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Z X1 X9 X3 T4 5 T LD

10 0 26 3 X 0] 26

ojr 0 7 1 -1 0] 8
o0jo 1.2 0 -1 O 1
00 0 0 -1 -1 1 0

La solucién 6ptima es z* = (8,1,0,0,0,0) z* = 26 si haya redundan-
cia pues xg es una variable basica con valor ceor lo que implica que el
punto 6ptimo es generado por més de una base.

La tabla Simplex es:
Z 1 xTo I3 T4 xT5 L6 Ty xIrs LD
1| -8M-10 4M+8 -M -M -M 0 0 0 29M
0 -5 2 -1 0 0 1 0 0 16
0 -3 1 0 -1 0 0 1 0 4
0 0 1 0 0 -1 0 0 1 9
1| 4M+14 0 -M  3M+8 -M 0 -4M-8 0 13M-32
0 1 0 -1 2 0 1 -2 0 8
0 -3 1 0 -1 0 0 1 0 4
0 3 0 0 1 -1 0 -1 1 5
—5M+10 M+14 8M+10 4M+14 | 19M—166
1 0 0 -M o = o LD Mt 5
5 1 5 1 19
0 0 o - 3 3 1 -3 -3 3
0 0 1 0 0 -1 0 0 1 9
1 1 1 1 5
o 1 0 0 3 —3 0 -3 3 3
1 0 0 14 -20 0 -M-14  -M+20 -M -144
0 0 0 -3 5 1 3 -5 -1 19
0 0 1 -3 5 0 3 -5 0 28
0 1 0 -1 2 0 1 -2 0 8

.".El problema es no acotado.
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5. La tabla Simplex es:

Z xIs i T I o I3 T4 LD
z |10 0 o0 2 20 3 6| 0
zs |01 0 0 % -8 -1 9 0
|0l 0O 1 o 3 -12 -1 3 0
zz|0Of O 0O 1 0 0 1 0 1

z (0] 4 0 0 1 32 4 36| 0
|02 1 0 0 4 2 15| 0
zz {0 O 0O 1 0 0 1 0 1
z [1][-1 -1 0 0 0 2 -18| 0

zg[0]-12 8 0 1 0 8 84| 0
zw|0|-3 §+ 0 o0 1 2 1o
z7 | 0 o 1 0 0 1 0 1
z (1|1 -1 0 § -16 0 0 0
z3 {02 -6 0 -3 5 1 0 0
z |0 2 -2 0 -2 ¥ o0 1 0
zz |02 6 1 3 5 0 0 1
AR
z3 {00 0O 1 0 0 1 0 1
nlo| & 5 & o0~ 0 1|
sfof-4 2 2 1 =R o0 0|2




315

LD

0,0)

3
47

g LD

T3 T4

Te Iy T1 T2

L5

(1,0,1,0,
T5 Te
-20

Ty
-24

-204
-18

T3
41

T2
-07
53

11

T
10

[
o o oo
10|
0N~ |
—N —H N
S
G T o«
o — (an)

Z

La solucién éptima es z*

C.5. CAPITULO 5

WO
_ oIt
—
~
2“ VBl ©
(e o O
<t
! o
(e S
O
| oIt
Ml I
[
| |
(e R )
— o O O
© N
N S S 8

6. La tabla Simplex es:

o O
S O
—
e i 17_4
oIt I
_ | o<
¥ oo«
—e
—N ~ [
o —+H O
— O O
o o O
— N I~
& 8 &

- o O
oS o O
— [\l r~
8 8 8
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Z X1 Tog XT3 X4 x5 xg x7 LD

z |1]0 30 0 -42 0 -18 -1] -1
z |01 0 0 O O 0 1]1
zg |00 3 1 -2 0 -2 1|1
rxs |00 2 0 4 1 -5 2| 2

.-.El problema es éptimo z* = (1,0, 1,0,2,0,0) z* = —1

7. La tabla Simplex es:

Z X1 X9 T3 T4 xIs T6 X7 LD
z [1]10 -57 -9 24 0 0 0| O
zs |0 2 Y -3 9 1 0 0] 0
% |0 5 -3 -3 1 0o 1 0] 0
zz |01 0 0O 0 0 0 1| 1
z |[1] 0 53 41 -204 20 0 0| 0
z [0 1 11 5 18 2 0 O O
|0 4 2 8 0 -1 1 0| 0
z7 |0 0 11 5 18 -2 0 1| 1
z |10 o0 %2 98 -2 -3 0| 0
|01 o & 4 -2 L o] 0
wl|0f0 1 + 2 -2 L+ 0|0
zz|0Ol 0O o0 -3 4 3 Lo1]1
z [1[-29 0 0 18 15 -93 0| O
z3 {02 o0 1 -8 -3 &L 0] 0
|0 -1 1 0 2 3 -5 0] 0
zz |01 0 0O 0 0 0 1| 1
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zZ X1 T9 T3 T4 Xy re a7 LD
z |[1]-20 -9 o o 2 =L o] o0
z3 |0 -2 4 1 0o % -5 0| 0
|0 -2 5 0 1 X -2 0] 0
zz {01 0 0 O 0 0 1| 1

x5 | 0| 4 8 2 0 1 9 0 0

.CC4O

= Nl
|

\][%)

[es}

—
|

N[ =

e

[es}

[es}

z7 | 0

w0 2 -8 -5 9 1 0 0] 0

|0 4 -3 -+ 1 0 1 0] 0

x7 [ 0] 1 0 0 0 0 0 1 1
.. El problema puede presentar ciclado si se usa solo el Algoritmo
Simplex.

C.6. Capitulo 6
1. a) El dual del problema es

Mazx g = 4wy + 2wg + dSws

2wy 4+ 3we + 11wz < 1
7w1

7—102—{—10327
2
3wy + 4w — 16wsg = g

w1 >0 wy <0 w3 NR
b) El dual del problema es

Min g = 13w; + 15ws
30wy + we <10
—22w1 + we = 17

w1 >0 wy <0
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2. a) La tabla Simplex es:

x| -1 1 2|1 T | —3 % % 3
x3 | 1 -1 -3|-1 x| -+ L 1] 1
-1 1 4 6]0 -1] 3 2 2 |-2

T4 Ts5 Te g Ty Ts T3 g

.. El problema primal es infactible y el problema dual es no
acotado.

b) La tabla Simplex es:

Z X1 X2 X3 X4 Xj LD

z |1]-1 -1 -2 0 0] O

zq |01 -1 1 1 0| -4
zx |05 1 1 0 1] 9

La solucién 6ptima es z* = (0,4,0,0,5) z* =4

3. Las soluciones no provienen de problemas duales ya que 2, y4 que son
variables duales asociadas por lo tanto al menos una de ellas debera ser
cero para que su producto lo sea, pero xs-ys = 2-6 £ 0. Por tanto no
cumple con las condiciones de Tucker(Holguras complementarias).

4. El problema dual es:

Max z = bwy + 3wo
wy + 3wy < 1

wy —wzy < —4
wy, w2 <0
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Si wy = wg = 0 el problema se convierte en :

w1:—4

wi+w3=1 — wz3=>5

Por tanto w* = (—4,0,5,0) w*b = —20

5. La tabla Simplex para el primal es:

z w® x2 x3 w4 x5 LD
z [1] 2 10 O 0 0 0
x3 | 0] 8 3 1 0 0} 12
z |02 2 0 1 0] 5
x5 [0 4 10 O 0 11 22
54 20 100
68 6 54
4 2 10
xTo 0 - 1 0 I 0 7
68 20 54
27 37 347
Z 1 0 0 —34 17 O 17
7 3 27
T 0 1 0 B8 —3] 0 34
1 4 32
z2 | 0 0 1 17 7 0 17
x5 | 0] O 0 -1 22 1 0
.. El problema primal es degenerado.
Las solucién 6ptima es z* = (%, %, 0,0, 0) z*= —%77.
La tabla Simplex del problema dual es
Z w1 w9 w3 W4 Ws LD
Z 11-12 -5 -22 0 0] O
wg | 0] -8 2 4 1 0] -2
ws |0 -3 -2 -10 0 1]-10

319



320

APENDICE C. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Z w1 w9 w3 w4y Ws LD

z 1—% 0 —5—74 0 —% @
wy [0 =% 0 -8 1 4| 5
w o & 1 2 o 2|2
o o0 g R
wi | 0 1 0 1 _é _1717 371
we O] O 1 2 % _% %

La solucién 6ptima del problema dual es w* = (%, i’—;, 0,0,0

6. Aumentamos la restriccién artificial x1+x9+x3+0-24+0-25+x5 < M

La tabla Simplex es:

Iq
L5

Ze

Tq
L5

z1

L6
L5

z1

Z X1 To X3 X4 x5 x¢ LD
1/-3 2 3 0 0 0] O
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Z

L6
T2
L1

Z

L6
L2

T3

..El problema es éptimo z* = (0,

321

z x1 T2 ®3 x4 x5 w6 LD
170 0 2 3 1 0 1
0o 0 0 0 -1 0 1| M-1
o) 0 1 4 -1 0 2
o)1 0 -3 1 1 0 -1
2 11 5 1
15 0 0 3 20 1
o 0 0 0 -1 0 1| M+1
4 4 1 2
03 1 0 35 5 0] 3
1 1 1 1
0Oj-3 0 1 -3 —3 0 3

7. a) La tabla Simplex es:

=
o
N—
e}
S
*
I
W=

2 1
33

z 1 T2 x3 x4 LD
z | 1113 15 0 0 0
zz3 | 0] 2 3 1 0 6
xg |0 1 -1 0 1 2
z |13 0 -5 0 -30
xo | 0 % 1 % 0 2
|02 0 3 1| 4
28 9 186
wlofo 14 3]
1 3 12
z1 |01 0 5 2 2
La solucién 6ptima es z* = (%, %, 0,0) z* = _%
b) Usando Holguras Complementarias y la tabla simplex éptima
—w3 —wyg —w; —wgy LD
Ty T2 T3 T4 LD
28 9 186
o 0 -5 -5 -5

Sows=0 wg=0 wlz% w2 = &

c) 1) x*:(%%OO)

9

w*=(3 §00)
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Z —W3 —Wy4 —W1 —W2 LD
Z X1 Ty X3 Ty LD

2 |10 0 -1 -2 |-
z |00 1 1 2] 2
|01 0 § 2| L

2) La tabla Simplex es:

7z —w3 —wy —wy —wg LD
zZ X1 X9 X3 X4 LD

2 |10 0 - g
zw0j0 1+ -2] 1
|01 0 + 2| 4

v =(% %,0,0 w=(2 200

3) Calculamos y;

1 1 _%
— 5
5 5 5

28 28 _9 | _186
z |1} %5 0 5 5 5
1 1 2 2
z2|0l-5 1 5 —5| 3
4 1 3 12
r |0 5 0 5 3 5

z |1 0 0 -7 -6 | -54

o 0 0 1
xT1 0 1 0

e L
[
w

.. El éptimo del problema es z* = (3,1,0,0) w* = (7,6,0,0)
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4) Calculamos ys

ys = B laz = (

Z5 — Cy = (—15 — 13)

U= U=

La tabla Simplex es:

Z X1 Ty T3 X4 T5 LD

: [1Joo -3 3 -yl
1 2 1 2
20101 5 —-§ -5 | 3
1 3 9 12

."La solucion sigue siendo 6ptima.

323

5) Sea aumenta la restriccion z1 +3z9 +0- 23+ 0 24 + x5 = 4

Z X1 X9 X3 Tr4 Iy LD
z |10 0 -2 -2 0| -1
z |00 1 &+ -2 0| 2
z |01 0 &+ 2 o] 2
z5 |01 3 0 0 1| 4
z |10 0 -2 -2 0| -1
z |00 1 &+ -2 0| 2
w01 0 £ % o0
zs |00 0 -2 & 1| U
= (%7 %7 07 Oa %) crt = _%

8. a) La tabla Simplex es:
z* = (0, %, 0, 13—4, 0) cax* :—4—30

b) El dual del problema es:
Max g = 8wy + 10ws
21 —wg < 2
w1 + 3wy < —4
—2w1 + 2w <1

wi,wg <0
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r1 T9 x3 x4 x5 LD
z 2 4 -1 0 O 0
T4 2 2 1 0 8
5 -1 3 2 0 1 10

2 11 4 40
z -3 0 -3 0 —3]-%
FEEEIE
mlo|-b 1 % 0§

De la tabla obtenemos que w* = (0, —%, %, 0, i)

3
¢) Realizando el andlisis paramétrico
1) Sabemos de la tabla
2 11 4
El lon z=(—=-,0,——,0,—=
Teng on z ( 37 ) 3 ) 9y 3)
Calculamos para los valores de ¢’
7 8 1
70 8 1 -1
(076)< ’ ; 3>_(156505050)
19 2 o 1
3 3 3
=(-2,6,4,0,2) — (1,6,0,0,0) = (=304 0 2)

Hacemos la prueba del radio minimo

s =min % é = min E 2 —g
B 47 2 123 3

Actualizando el renglén z
(-20-Y0-3)+2(-30402)=(-20-100)
cg* B71b = (0,4 +4)

La tabla Simplex es:

Z X1 X2 X3 X4 Xj LD

z [1|-8 0 -1 0 0|0
7 8 1 14

|0 3 0 —3 1 =31 7%
1 2 1 10

2|00 -3 1 3 0 3|73

.La solucién 6ptima es z* = (0,10/3,0,14/3) ca* =0




C.7. CAPITULO 7 325

2) La inversa de B estd dada por las columnas de las variables
de holgura

o-(0 ) ()-(7)

Haciendo la prueba del cociente minimo

MNMEEEEEE

zg |0 2 0 =8 1 L] o0

mlo|-5 1 2 0 4| %

.. La solucién éptima es x* = (0, %, 0,0,0) cax*= —%
C.7. Capitulo 7
1. a) La tabla Simplex es

1 05 .
1 0[5 IB=|:1:1:|
0 1|1 0

22—02:4 23—03:0 Z4—C4:8 25—05:—1

2z — ¢ =mazr{4,0,8,-1} =8 k=4

SHIHE

Hacemos la prueba del cociente minimo

b, (51 1 5
— =mns -, = = = r =
Yra 472 2

La variable x¢ sale de la base y entra x4

Calculamos ¥4
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La tabla Simplex es

z1
rp =
T4

22—02:0 2’3—63:0 25—05:—1 26—66:—4

2z —cx = max {0,0,—1,-4} = -4 k=6
Por tanto la solucién 6ptima es: * = (3,0, 0, %, 0,0) z*=1

b) La tabla Simplex es

0 0 —6|—360

00 1] 60 1
10 1| 140 B = | o3
0 1 —1| 40 T

20 —Cy =38 25 —c5 =06
zp —cp =mar{8,6} =8 k=2

Calculamos o

00 1 1 0
p=|10 1 1]=1]0
01 -1 0 1

La variable x4 sale de la base y entra xo

La tabla Simplex es

0 -8 2 |-680

0 0 1| 60 R

1 -1 2| 100 B= x?’

0 1 —1] 40 2
24—042—8 25—652—2

2k — ¢ = max {—8, -2} = =2

La solucién 6ptima es z* = (60,40, 100,0,0) z* = —680
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c¢) La tabla Simplex es

00000
100 0|11 3
0100]|6 g:B:i“
00102 335
000 1|3 6

z71—Cc1 =2 zmp—cy=1
zp —cp =mazr{2,1} =2 k=1

Calculamos ¥

<

=

|
oSO O =
OO R O
o= OO
—_ o O O
N — = =
N — =

Hacemos la prueba del cociente minimo
b, (116 2 3 3 A
— =ming —, =, —, = = = r =
Yrl 171717 2

La variable z¢ sale de la base y entra x;

La tabla Simplex Revisado es

000 —1|-3
100 —3|% 3
_1] 9 _ | 4
010 —-%2|3 TB v
001 —%|3 1
000 3|3
22—6225 26—062—1

2z —cp =max{5,—-1} =5 k=2

Calculamos ¥

() — [a) [a)
o |
NI— DOl N[
=
w

Y2

= e
o o = O
\»—‘l

|

=~

I

[\
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Hacemos la prueba del cociente minimo

b 3 1
—— = min l, , P == r=3
Yr2 4 2

La variable x5 sale de la base y entra xo

[SURINTEY
= [rol—=

)

La tabla Simplex Revisado es

00 -5 —2|-4
10 4 3|0 o
. 4
01 -3 1] 3 TB= g,
00 1 —% é T
00 2 1|3
Z5—C5:—5 26_0625
3 3
zk—ck:ma:v{—5,2}:2 k=26
Calculamos g
(10 -4 3 ][o] [ 3]
01 -3 1 0 1
y6: =
00 1 —3 0 -1
00 2 —3 | |1] |-3]

Hacemos la prueba del cociente minimo

b 13
— = min %,f =3 r=2
Yre 2 1

La variable x4 sale de la base y entra x¢

La tabla Simplex Revisado es

3 1
0 -2 -1 0]-10

3 1 T3
1 -3 1T 0|3 o
0 1 -3 1| 3 TB= | g,
0 % —1% 0] 2 1
o I L ol 4

24—642—5 Z5 — Cy = ——
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27 2
.. La solucién es éptima z* = (4,2,3,0,0,3) z*=-10

zk—ck:maa}{—g —}:— k=4

2. a) La tabla Simplex Revisado es

0 0|0 N
1 0|—6 xB:{:S]
0 1|12 T4

by =min{—6,12} = -6 r=1

Calculamos el renglén 1
Ry=[-1—110]

Hacemos la prueba del cociente minimo

- -1 -5
2k Ck:min{’}zl k=1
Yk -1 -1

Calculamos ¥
1 o0][-1] [-1
N=lo 1] 3]7]3

La variable 3 sale de la base y entra x

La tabla Simplex Revisado es

b, = min{6,—6} = —6 1 =2
Calculamos el renglén 2
Ry =10, 1, 3, 1]

No existe ningin elemento negativo en R ."El problema primal
es infactible.

b) La tabla Simplex Revisado es

0 0 0]o0
: 0 0]3 4
0 -3 0|5 B 5

Te
0 0 1|-2
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by =min{3,5,-2} = -5 r=2
Calculamos el rengléon 2
1
R3 = |:4, ——, 2,0, 1, O:|
2
Hacemos la prueba del cociente minimo
- -2
Zk Tk _ ming — =4 k=3
Y2k )

Calculamos o

0 073 1
m=|0 -Lol||l]|=]"3
0 1 0 0
La variable x5 sale de la base y entra xo
La tabla Simplex Revisado es
0 1 0|10 .
T 4
5 —1 0|7
0 1 of10 | TET |
0 0 1|-2 e

Calculamos el rengléon 1
Ri=[406120]

No existen elemento negativos en el renglén 1... el problema pri-
mal es infactible

¢) La tabla Simplex Revisado es

o o 3|}
0 0 —% % T1
B = | 24
1 19
-1 0 —5|-% s
o 1 3 |-%
* . 1 19 11 19
br:mm{Q,—z,—2}:_2 r=2

Calculamos el rengléon 2

5
R2 - |:O7 —2, 5, 1, 0:|
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Hacemos la prueba del radio minimo

Calculamos 9

0o 0 -1 2
yp=|-10 1 -1 | =
1
0 1 % 0

La variable z4 sale de la base y entra s

La tabla Simplex Revisado es

1 0 0|10
00 3y
SN
b

b, = min f——§ *—§
" 2747 4 4

Calculamos el renglén 3

—
—_
Nej

Hacemos la prueba del cociente minimo

-1

— -1
u:min T =2 k=4
Y3k -3

Calculamos ¥4

ya=| -1 0 3
1 3
2 13 1
La variable x5 sale de la base y entra x4

La tabla Simplex Revisado es

3 | 23
0 -2 =313
_11

00 3E |,
1 11
0 -1 —3]3
3 3
-1 =2 -5 3

xy
Z2
L4

331
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S {118 1
R PEPEDY a

.".La solucién actual es 6ptima x* = (%7 171, 0,

3. a) Lainversa de B es:

100

Blt=1010

00 1
cg = (-3, 1, 0) w= (-3, 1, 0)
100 3 3 1
b=|0 1 0 51=15 rp= | x3
00 1 8 8 s

El valor de la funcién objetivo es -4
Zp0—Ccp=6 z4—c4=3

zp —cxg =min{6,3} =3 k=2

Calculamos 19
1 00 -2
Y2 = 010 -1
0 0 1 0

No es posible elegir un pivote, .". El problema es no acotado.

4 [1o
o=

cg = (0, 0) w = (0, 0)

=l 1517 =[]

El valor de la funcion objetivo es 0

b) La inversa de B es:

Z1—c1=—2 2z9—ca=—-1 23—c3—5H z4—c4 =3

2z —cp =maxr{-2,-1,-53} =3 k=4

w=lo V=

Calculamos 14
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Hacemos la prueba del cociente minimo
b 12 4
T:mm{, } =4 r=3
Yra 1 1

La variable x7 sale de la base y entra x4

Calculamos g
_yu

Y43 1
_ Y42 —
9= Y43 - [ 1 ]

1
Ya3

La inversa de B es:

cg=(0 —3) w=(0 —3)
p_[1 -1][2]_[s BE
“lo 1 47 a] TPT a
El valor de la funcién objetivo es -12
z1—c1=—-5 z2z3—cpg=-1 23—c3=-8 zr—cr=-3
.. La solucién actual es éptima z* = (0,0,0,4,10,8) cz* = —12

4. a) La inversa de B es:

e = (00) w = (00)

(3 2][ 5] [5] =[]

El valor de la funcién objetivo es 0

by =min{3,-1} =—-1 r=2

|10 -1 | -1
=10 1] 2 | 7| 2
Hacemos la prueba del radio minimo

Zk_ck:min{_l}zl k=2
Y2k

Calculamos yo
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La variable x4 sale de la base y entra xo

Y21 1

_ Y22 o 2
B 1 - 1
Y22 2

Calculamos g

La inversa de B es:

N[—= Dot

AT IR I

El valor de la funcién objetivo es % .. La solucién es éptima
x __ 15
r = (07 279 O)

b) La inversa de B es:

1 0000

01000

Bl'=l00100

00010

00001

cg=(00000) w=(00000)

1 0000 3 3 x7
01000 5 5 xs
b=|0 010 0 -1 |l=1 -1 rp= | x9
00010 -3 -3 Z10
00001 —4 —4 11

El valor de la funcién objetivo es 0
b, =min{3,5,—1,-3,—-4} =—-4 r=5
Calculamos el rengén 5

Rs;=1[0, 0, =1, 0, 0, —1, 0, 0, 0, 0, 1]

Hacemos la prueba del cociente minimo

— -1 -1
Zk Ck:min{, }:1 k=3
Y2k -1 -1
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Calculamos ys

1 00 00 1 1
0100O0 0 0
y3=10 0 1 0 O 0 = 0
00010 0 0
00001 -1 -1

La variable x11 sale de la base y entra 3

Calculamos g
[ _ Y31

Y35 1
__ Y32
o5 0
_ | _wss | _
9= yig - 0
_ Y34
yos 0
1
L ows 1 L]
La inversa de B es:
1 0 00 1
0100 O
Bl'=l0010 0
000 1 O
000 0 -1

cg= (0,0, 0, 0, 1) w=(0, 0, 0, 0, —1)

1 000 1 3 -1
0100 0 5 5
b=[0 010 O -1 | =1 -1 rg =
0001 0 -3 -3
0000 —1 —4 4

El valor de la funcién objetivo es 4

b, =min{-1,5,—-1,-3,4} = -3 r=5
Calculamos el rengén 4

Ry=10, -1, 0, 0, =1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]

Hacemos la prueba del cociente minimo

- 1 -4
Zk Ck:min{7 }:1 k=2
Yra -1 -1

335
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Caélculamos o

Y3 =

(el ool
(el =]
o O = O O
o R O O O

La variable x1y sale de la base y entra o

Calculamos g

[ _ Y21
yod 1
__ Y22
yas 0
| _wes | _
9= yzi - 0
1
™~ -1
Y25
Rl R
La inversa de B es:
1 0 0 1 1
010 O 0
Bl'=l001 0 o0
000 -1 o0
000 0 -1

cp=(00011) w=(000—1 —1)

100 1 1 3 —4 x7
010 0 0 5 5 Ts
b=[001 0 O -1 | =1 -1 g = | x9
000 -1 0 -3 3 T
000 0 -1 —4 4 T3

El valor de la funcién objetivo es 7

by =min{-4,5,-1,3,4} = -4 r=1
Calculamos el rengléon 1

Ry=11,0,0,0 -1, =1, 1, 0, 0, 1, 1]

Hacemos la prueba del cociente minimo

%k — Ck :min{_g, 0}:0 k=6
Yr1 -1 -1
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Calculamos yg
10 0 1 1 0 -1
010 0 O 1 1
w=1,10 01 0 O 0 = 0
000 -1 0 0 0
000 0 -1 -1 1
La variable x7 sale de la base y entra x¢
Calculamos g
ST R
Y61
__Ye2
vor 1
__ Y63
vor 0
Y65
L _y§1 J L 1]
La inversa de B es:
-1 0 0 -1 -1
1 1 0 1 1
Bl'=] 0 01 0 o0
0 00 -1 0
1 0 0 1 0
cg=(1, 0,0, 1, 1) w=(0, 0,0, =1, —1)
-1 0 0 -1 -1 3 4 Tg
1 1 0 1 1 5 1 g
b= 0 01 0 0 -1 |=1 -1 rp= | 29
0O 00 -1 0 -3 3 To
1 0 0 1 0 —4 0 T3
El valor de la funcién objetivo es 7
b, =min{4,1,-1,3,0} = -1 r=3

Calculamos el renglén 3
R3 = [_17 07 07 _17 07 07 07 0, 1, 0, 0]

Hacemos la prueba del cociente minimo

- —2 -1
Zk Ck:min{7 }:1 k=4
Yr3 -1 -1
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Caélculamos y4

100 -1 -1 0 0
1 10 1 1 1 1
w=|0 01 0 0 1| =] -1
0 00 -1 0 0 0
1 00 1 0 0 0

La variable xg sale de la base y entra x4

Calculamos g

B Ya1
_yi; 0
_Yu
vis 1
1
_ Y
vis 0
_Yu1
| e ] L O]
La inversa de B es:
10 0 -1 -1
1 1 1 1 1
Bl'=]10 0 -1 0 0
0 0 0 -1 0
1 0 0 1 0
cg=(10111) w=00 -1 -1 —1)
-1 0 0 -1 -1 3 4 Z6
1 1 1 1 1 5 0 xs
b= 0 0 -1 0 0 -1 |l=11 xp= | x4
0 0 0 -1 0 -3 3 To
1 0 0 1 0 —4 0 x3

El valor de la funcién objetivo es 8.
La solucién 6ptima es z* = (0,3,0,1,0,4,0,0)
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