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Introducción

La geometrfa sr:rge de manera empfrica desde hace varios años conlo una,

herramiente pera medir y resolver problemas, En el año 300 A, C, Euclides

formaLizó algunos conceptos geométricos básicos en su libro titulado "Elemen-

tos", ell el cual plarrteó toda ia geotnetria que se estudiaba en ese nlonlerrtcr

y estaba basada en lcls siguientes cirrco axromas:

1) Dados cualesquiera dos puntos, es posible trazar el segrnerrto de recta

que Ios une,

2) Dado un punto y urla clistancia, es posible trazar el cfrculo con centro

en el punto y radio igual a Ia distancia.

3) Un segmento de recta se puede extender en ambas direcciones indefi-

nidamentc.

4) 'Iodos los ánguios rectos son iguales,

5) Si dadas dos rectas cualesc¡.riera, y una tercera que la-s corta se tiene

que Ia sumtr de Ios ártguios itrternos cle alguno cle sus lados es menos que dos

ángulos rectos entonces las dos rectas se cortan y Io hacert de ese lacio.
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De Ios axiomas anteriores el quinto ha sido el más polémico ye que se

afirmaba que podfa ser clemostrado por medio de Ios cuatro anteriores, hasta

que, en el siglo XIX se comprobó que esto no era, posible yrr qlle la negación

de este axiorna generaba nuevas geometrfas como Ia geometrfa proyectiva,

La geometrfa proyectiva finita ha tenido un creciente interés desde me-

diados del siglo XX. I,a mayorfa cle los trabajos que existen en esta área se

basan en ei estudio de planos proyectivos y espacios proyectivos finitos de di-

mensiones pequeñas y una herramienta, muy fuerte y utilizada con frecuencia

es el álgebra de Galois.

Uno de los pioneros de Ia geornetrfa finita es Von Staudt I quien define

a la geometrfa proyectiva finita, Posterionnente, Gino Fano en 1892, clefine

Ios planos proyectivos algebraicos de orclcn potencia de primo, Ios cuales se

denotan por PG(n, g).

En esta tesis estudiaremos un ejemplo concreto cle Ia geometrfa finita que

son los planos proyectivos, especfficamente nos hemos dedicado a buscar dis-

tintas formas de colorearlos, Nuestra motivación en este tema surge a rafz

de la lectura de un libro básico de combinatoria clryos autores son Matou$ek

y Ne$etfil [5], importantes matcmát,icos contempora,neos dedicados a esta

área, en este libro los autores plant,can algunos problemas2 relacionados con

Ios planos proyectivos y otros espacios Lineales uno cle estos problemas conr

lVon Staudt (1798-1867) geómetra alemán, Fue el primero en demostrar la equivalencia

entre Ia geometrfa proyectiva sintética y Ia analitica.
ZPara más información véase el capltulo I pp. 24&249, 2ó8-261 .
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siste ctr enc:onttar coloraciones de estas estructuras que sat,isflagan algunas

condic:iones,

A marrera cle introducción a este trabajo daremos Ia noción básica de

espacio lineal y plano proyectivo asf corno algun<.rs ejemplos cle ellos y sus

coloraciones. Posteliormente volveremos a defi.nir estos concentos a-sf como

algunas otras geometrfas con las que trabaja,rernos,

Un espacio llneal es un conjunto de puntos P y un conjunto de lfneas ,1,

que satisflace los siguientes axiornas:

i) Cualquier Ifnc¡r t,icnc-r al rnenos un pr:nto,

ii) Por ctralqtrierr par cle putrtos distintos existe una única lfnea que los

contiene.

Un plarro proyectivo finito es un espacio lfneal que además satisface los

siguierrtes dos axiomas:

iii) Cualesquiera dos lfneas se intersectan en un único punto.

iv) Existen cuatro puntos en posición general,

Es sabido que existen corrjuntos de puntos y Ifneas que satisfacen los

axioma,s de espacio Iirreal, es decir que existen espacios lineales, por otro lado

diremos que un espacio lirreal es 2-coloreable si al colorear sus puntos toda

Ifnea tiene al rnenos un punto cle cada color,

A continuación mostraremos clos ejcrnplos de espacios lineales distintos y

coloraciones en estos,
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Ejemplo 1. ¿Existe un espacio lineal con 7 puntos y 7 lfnees tal que cada

Lfnea contiene 3 puntos y por cualquier punto pa,sen 3 ifneas? ¿Si ese espacio

existe es posiblc 2-colorearlo?

EI espacio lineal descrito en el párrafo anterior existe y es conocido como

ei plano de Fano más aún este espacio es el plano proyectivo finito cuyo

nfrmero de puntos y lfneas es mfnimo, es decir es Inelror que cualquier otro

plano proyectivo,

MÁs adelante veremos que este plano proyectivo tiene orden 2, el orden es

el número cle puntos por Ifnea menos I (ta,mbién es ei número de lfneas por

punto menos 1), en términos matemáticos Ia pregunta anterior es Ia siguiente.

¿EI plano proyectivo de orden 2 es 2-coloreable?

A Io largo de esta tesis responcleremos esta pregunta, rnás aún veremos

que todo plano proyectivo es un esp&cio lineal. La respuesta a esta pregunta

es negativa y está dada en [5]. Además veremos que el orden de un plano

proyectivo queda determinado de manera única asf que una pregunta natural

que nos planteamos es la generalización de Ia pregunta anterior:

¿El plano proyectivo de orden n es n-coloreable?

Donde n-coloreable significa que si coloreanlos los puntos del plano pro-

yectivo con 7¿ colores cualquier lfnea tiene al menos un punto de c¿da color.
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La respuesta a esta pregunta también es negativa y lo demostraremos en

este trabajo, AI ser este resultado negativo rros IIevó a analizar si los planos

proyectivos fi.rritos de orclc-rn TL son rn-colorea,ble para algún valor de rn < T¿ y

si no Io solr habrá subplanos clc-: los planos proyectivos finitos que si Io sean.

Otro ejemplo es cl siguiente,

Ejemplo 2. ¿,Será posible 2-colorear un espacio lineal con 4 purttos y 6 Ifneas

tal que por crada punto pu-cftn 3 lfneas y cada lfnea tiene 2 puntos?

La configuración anterior es el plano affn rnás pequeño y como vererllos

más adelante se obtiene si Ie quitamos una lfnea (con todos sus puntos) al

plano de lr¿no y como veremos después tampoco es 2-coloreable.

Por I<; tanto na,t,uralmente rtos pregr:ntaremos si exlste algún conjunto de

puntos o lÍnea^s del plano cle Ifarro que cumpla que el subplano obtenido de

borrar dicho conjunto al plano cle Fano es 2-coloreabie,

Estas prcguntas nos Ias plantentnos de manera general, es decir en planos

proyectivos y sus planos afines asociados (obtenidos al quitar una lfner* del

plano provectivo correspondiente). Algunars se resolverán fácilmente y otras

quedaran abiertas o serán respondidas de manera parcial, También en esta

tesis trabaiarenros con otra maner& de colorear a los planos proyectivos furitos

y planos aflnes, Ilamada coloración ttalanceada [t],, la cual definiremos más

acic;lante.

VII
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I En este capftulo clcfinirenlos a los pianos proyectivos y daremos algunas

I de sus propiedades l&s cualc;s utilizaremos a Io largo de esta tesis,

Para defirrir urr plano proyectivo es necesario defi.nir primero otras geo-

t metrfas finitas,

I
I Definicion 1. Un Espaci,o Parci,almente L'ineal, denotado por PL: (P,L),

I 
consta de dos cotrjuntos finit,os.

I DI conjunto cle puntos P, el cual es no vacfo y el conjunto de Lfneas L, en

f donde cada lfnea t e L está formacla por un subconjunto cle puntos de P y

I además satisface que:

I (PLi Cualquier Ifnea tiene al nrenos un punto,

I
t VLz) Por dos puntos pesa' e Io más una única lÍnea.

I
I
I
I

CapÍtulo 1

Preliminares

t
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Algunos ejernplos cle espacio parcialmente Iineal son:

Figrrra 1.1: Espacio Parcial Lineal

Deflnicion ?. Un Espacio Lineal, denotado por L: (P,.L), es un espacio

parcialmente lineal que además satisface el axioma:

(trr) Por cualquier par de puntos distintos r, U € P, existe una única

I f n e a  I e L  t a l q u e n e  I  y  A E l .

Usualmente denotaremos a. la lfnea I que contiene & los puntos r e A por rA.

Algunos ejemplos de espacio lineal son:

Figrrra 1.2: Espacio Lineal

Deflnicion 3. Un Plano Proyecti,uo Fi,ni,to (P,L). Es un espacio lineal que

además satisface los siguientes axiomas:

(PPt) f)ualesquiera dos lfneas se intersectan en un úrnico punto.

(PPr) Existe un conjunto con cuatro puntos F C P, tal que lF n ¿l 12,

para toda I e L. Es decir existen cuatro puntos en posición general, no hay

tres de ellos colineales. (ver figura 1,3)
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PReLIN4IItteRes

Figura 1.3: Un conjunto de puntos en posición general

El plano proyectivo fi.nito más pequeño es el plano cle Farror el cual tiene

7 puntos y 7 Ifneas a las que tr<;mbrarerrlos por h : I23, 12: I47, fu:

156, /¿ : 257, ln : 246, la : 367, Ir : 345. Observemos que cada lÍnea tiene

3 ¡runtos y por cada punto pasarr 3lÍneas, (ver figura 1.4)

Figura Plano de Fano

lGino Fano (1871-1952) geómetra italiano, pionero dc la geometrfa finita, F\re el primer

matemático en considero,r Ia configuro,ción, (figura 1.4), del plano proyectivo finito mÉs

pequerio en 1892,
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Proposicion 4. Sea (P,L) un plano proyecti,uo finito entonces todas las Ií-

ncas tienen eI mi,smo r¿úmero de puntos, es dec'ir l¿l : l¿'l para cualesqui,era

dos l íneas l , l '  e  L .

I)ernostracidn, Sean l, l' dos lfneas distintas cualesquiera, primero probare-

[nlos que existe un punto z € X que no esta en I ni en l ' ,  Sea F : {a,b,c,d} e

P que cunrple con el axioma (PPr) ent,onces llr n ¿l < 2 y lF n l'l < 2.

Caso 1) Si F no está conl;ctrido en I U l' entonces ya terminamos,

Caso2) Si F está contenido en I U l/ entonceg suponemos que l.F n ¿l :

{ o ,  b }  y  lF  n  l t l  :  { c ,  d } .

Consideramos la,s lfneas lt : ac V h : bd. Sea e el punto en donde se

intersectan h y Iz, este punto existe por el axioma (1tPt). (ver figura 1.5)

lz
o

Figura 1,5: Dados cuatro puntos en posición general existe otro punto dife-

rente

Afi.rmamos que u #. l¿ l ' ,ye que si suponemos que z E IUI| entonces z

está en al menos ung, de las dos lfneas,
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Supongamos que z E l, corno por hipótesis z € h a In entonces podemos

suponel' sirr perclida de generalidad que z : a, entonces la lfnea lz contiene a

los puntos {a,b,d} lo que contradice al axioma (PPr). Por Io t,anto z #1.

De manera anriloga podenios demostrar q:ue z ( l'.

Airora va.mos a demostrar que l¿l : l¿'1,

Sean ¿ E P, z # l¿I '  y f :  I  - l '  tal que para toda r E I clef inimog

/ (") :  zn ?tl t '  (ver f igura 1.6)

l ' l

Irigura 1,6: Descripción de Ia función /(r)

A continu¿ción verific:a.remo$ que .f está bien clefinÍda y es biycc;tiva.

Observernos que el punto zr^lItes único, por el axioma (PPt) entonces

/(r) está bien definida. Supongamos que /(r) ,,=, /(g) entonces por clefinición

tenemos zn) I t  :  / (e ; )  :  f  (a) :  za)  l /entonces;  zr :  zy y  La in tersecc ión

de zr con I es única y es ia misma que la intersección de eg con I entonces

r : . z lE  l ' l I :  zy ) l :  ! ,  as i  que  / ( r )  es  i nyec t i va .
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Sea E € // un punto arbitrario, consideramos la lfnea zA y lel x : zA ) I

entonces las lfneas rA y zr coinciden, Por Io tanto tenemos que existe r tal

que /(z) : g, Entorrces / es biyec:tiva y tenemos que l¿l : l¿'1. tr

Por Io clenlostrado en Ia proposición anterior podemos defi.nir lo siguiente:

Deflnicion 6. EI orden de un plano proyecti,uo fini,to (P, L) ee el número de

puntos que contiene una lfnea rnenos 1, es decir r¿: l¿l - I para toda / g I.

Si cada lfnea de un plano proyectivo finito tiene n.t 1 puntos diremos que

el plano proyectivo tiene orden n y denotaremos por lI' a cualquier plano

proyectivo de orden n.

Proposicion 6. Sea lI^ un plano progect'iuo de orden n entonces:

i) Por cada ytunto de P pasan eractamente n I I líneas.

i i )  l P l  : n 2  I n I 1 '

i i i )  l ¿ l  : n 2 t n - ' L

Derr¿ostración. L) Por cada punto de P pasan exactamente n * I lineas.

Sea I una lfnea y sean {r1 ¡r2,.. . tnn+r} los rz l- I  puntos de /,

Por el axioma (PPr), sabemos que exlste un punto r E P tal que " FL

Para cada fr¿ E I consideramos Ia lfnea l¡ ,- ¡¡n, Ia cual es única por el

ax ioma (¿r)  para toda i :  I , . . , f l .1 .1,  entonces n i : - i¿c :  r .  (ver  f igura 1.7)
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X X z X n  X n + t

Figura 1,7: Por utr punto del plarro proyectivo cle orden Tt pasen n * I lfneas

Por ot,ro lado, cualquic-rr lfnea que contiene & ff intersec;ta a / en algirn

punto r¡ E l. Por Io tanto pesen r¿ * 1 Ifneas por #, y entonces por cada

punto de P pasan exactarnente n t I lfneas,

i i )  l P l - . n ? t n * 1

S e a l = =  { J É 0 , ¿ 1 , , , , , í ¿ f n }  E L y  s e a , { ¿ u r r p u n t o d e P  t a l  t l u e a f  L

Searr /s,,,,,1,, Ias lÍneas que pasan por a, tal que I¡ : cln¿ para toda i :

{0, 1.,, , , ,n }, Como cualesquiera dos lÍneas se intersectan en un irnico punto,

es  dec i r  s i  I ¡  I  l ,  en to t r ces  l¿ | l  l j :  o  pa ra  toda  i  I  j ;  i ,  j :  { 0 , . . . , 22 }

entonces cade, Ifnea l¿ ps,ra d: {0,.. . ,?¿} t ictre n puntos sin contar a ¿.

Por  lo  tanto hay (n *  1)n f  1 :  n2 +n+I  puntos d is t in tos,  yaque hay

z¿ * 1 lfneas y cada lfnea contiene n puntos distintos y al punto a,

Aclemás est<-rs sorr toclos los puntos de P ya que cualquier g € P\ {o}
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pertenece a alguna /¡ pere ? € {0,.. . ,n}, esto es cierto por el axioma (PPr).

Por lo tanto lPl ,= nz + n + L

Para probar (iii) utilizaremos el concepto de dualidad de los planos pro-

yectivos. !

1.1. Dualidad

La dualidad en los planos proyectivos consiste en intercambiar el conjunto

de puntos por el cotijunto de Ifneas de un plano proyectivo y viceversa. Al

hacer este intercambio obtenemos un plano proyectivo ciual al original.

Sea llr, : (P,tr) un plano proyectivo finito de orden n entonces Ia estruc-

tura dual induce al plano proyectivo dual IIi : (P ' 
, L') en donde P' : L y

Lt : P el cual también es un plano proyectivo fi.nito de orden n,

A continuación probarernos que IIi es un plarro proyectivo de orden n.

Proposicion 7. Los ariornas (L1) , (PPr), (PPz) son udlidos pürl, fll =,.

(P', L')

Demostraci,ón. (L1) Deniostrarefiros que por cualesquiera dos puntos l,l' E

P / cxiste una única lfnea p E Lt tal que p: l|.

Sean l,  l '  E P'entonces l, l t  e.L, y por el axioma (PPt) sabemos que en

II, existe un único punto p e P tal que p: lal', asf. que p E L' y es Ia lfnea

que pase por los puntos l, l' E P', es decir p : lll. Por Io que concluimos Ia

demostración del axionta (I1) para IIi.
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DuRunen

(PPr) Demostraremos que para cualesquiera lÍneas p, p' E ,L/ existe un

único punt<; I e P' tal que p ) pt : L

Si p, p' € L' entonccs p, p' E P, y por el axioma (tr1) sabemo$ que en

il, : (P,I) existc: un¿. iurica lfnea I : ppt entonces existe un único punto

I e Pt tal que I: p)p/, C)on lo cual queda demostrado el axioma, (PPl),

(PPz) En el plano proyectivo dual (lli) tenemos que encontrar una es-

tructura Ft E P' de cuatro puntos en Ia que no haya tres colineales o Io que

es Io mismo tenemos que encontrar una estructura f e L en 11, de cuatro

lfne¿s c;n donde no haya tres de ellas que concurran en un mismo punto.

Sea F': {o,b,c,d} tal que F' !  P que satisface al axioma (PPr) en

11.: (P, L) .

Sea pr : {ab,bc,cd,,da} por construcción Il C P' satisface al ¿xioma

(PPr) en IIl, : (P', L').

Como probamos (¿t), (PPt), (PPr) entonces f l l  :  (P',.L/) es un piano

proyectivo fi.nito, n

Con el concepto de dualidad definido podemos probar la afi.rmación (izz) de

ia Proposición 6,

Probaremos que en fl, : (P,,L) el conjunto,L consta de n2 lnl l Lfneas,

es  dec i r  l L l :  r z2 - l  n - l  1 .

Sea IIf, '. (P ' , L') ,-- (L, P)
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Conio III es un plano proyectivo finito entonces por el inciso (i) cle Ia

Propos i c ión  6  tenemos  que  lP ' l : nD  +n+ I  en tonces  l L l : n2  f  n f  I '

1.2. Existencia de Planos Proyectivos.

Es sabiclo que si r¿ es Ia potencia de un primo siempre se puede construir,

usando el álgebra y los campos fitritos, planos proyectivos de orden n, que

se conocen como planos proyectivos algebraicos, Ios cuales estudiaremos más

adelante. flna pregunta natural, que sigue abiertfl,, es pB.rB. que otros valores

de n existen los planos proyectivos y en el caso de que n sea. potencia de primo

si existen otros planos proyectivos de orclen n adernás de los algebraicos.

Sabemos que para n : {2,3,4,5,7} Ios pianos proyectivos eon únicos sai-

vo isonrorfi.smo; sin embargo pera. TL : I se conocen cuatro planos proyectivos

no isomorfos.

El principal teorema de no existencia de planos proyectivos finitos es el

teorema de Bruck - Ryser:

Teorema 8 (Tmrema de Bruck-Ryser2). Si n: {1,2} (mod 4) y adem,ds n

no se puede eLyresar com,o la sun'L& de dos enteros aI cuadrado entonces eI

plano proyectiuo de orden n no eri,ste. l4l

zEn el siglo XVIII los matcmáticos R,Il. Brrrck y H, J, Ryser dernostraron el teorema

Bruck- Ryser, el cual es el único teorema general de no existencia de Planos Proyecti-

vos Finitos, Posteriormertte Ryser y el matemÉ,tico Chowla generalizaron el teorema para

Bloques de Simetrfa.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
t
t
t
I
I
I
t
I
I
I
I
I
I
I
I
t
t
INeevia docConverter 5.1



I
I
I
t
I
t
t
t
t
r
I
I
t
I
I
I
I
I
t
I
I
t
I
t
I
t
I
I
t

Exts'rurucr¡, I)R Pt,Rt'tos PR,ovpcrIvos

Este teorema sirve para descartar algunos valores por ejemplo prueba

qlle no existe rrirrgirrr plano proyectivo de orden 14 sin embargo existen otros

valores que no se pueden descartar usando este resultado,

Tarry probó a principios clcl siglo XX que eL plano proyectivo de orden

6 no existe y en 1989 T,*m, Swiercz y Thiel probaron que tampoco existcn

planos proyectivos cle orden 10 mientrss quc la existencia o no existencia del

plano proyectiv<-r de orden 12 todavfa es un problema abierto,

l 1
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CapÍtulo 2

Coloración de planos proyectivos

En este capftulo consttuiretnos B, Ios platros proyectivos finitos algebrai-

cos, y describiremos la cstructura combinatoria de cualquier platto proyectivo

de orden n. También clarernos algunos resultados de coloraciones de platros

proyectivos, cotas inferiores y superiores pa.ra. un cierto entero rn < n tal que

el plano proyectivo de orclen r¿ es 'm-coloreable pero no es (zn f l)-coloreable

en doticle rn depcndc del orden del plano,

Coloraciones posibles en planos proyecti-

A continuaclón analiza.renros la estructura combinatoria de cualquier plano

proyectivo finito de orden rz y daremos una, descripción de Ia misrna que nos

servirá a lo largo dc este trabajo,
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A ilr, : (P,,L) un plano proyectivo finito de orden n se le puede asociar

una estructura cuadrada de n x n puntos por construccirán. En esta cuadrfcula

consideraremos las lfneas horizontales y verticales en primer lugar.

Como cualesquiera dos lfneas se intersectan en un único punto, Ias n

lfneas horizontales se intersectarán en el punto Po y las n, Ifneas verticales se

intersect¿rá.n en el punto P* y llamaremos ltnea al in.finito a Ia lfnea PoP*,

y Ia clenotaremos por l*. Esta IÍnca tiene r¿ - I prrntos además de Po y P*,

Ios cuales rro pertenccen & la cuadrfcula, y llarnarernos puntos aI infini,to a

Ios n * I puntos de lo", (ver flgura 2.1)

n

n - l

Figura 2,1: Esquema cle a,lgunos puntos y lfneas nombradas en Ia descripción

anterior

Afirmamos que cualquier otra lfnea 11 € [, que no pertenece a las definidas

anteriormente, es decir a l*, a las lfneas horizontaLes o a las lfneas verticales

intersecta ¿ cada lfnea de Ia cuaclrfcula y a /* exactamente en un punto a

cacia una, A continuación demostraremos esta afirmación.
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Sera /2 una lfnea horizorttal, vertical o l*,

Supongamos que lhalzl I  I  entonces l l1 n ¿zl :0 ó l¿1 alzl> 2

Caso 1) Si l/r n /zl : 0 c;ontradice ¿l axioma (PP1)

Cuso 2) Si l¿r n lrl ¿ 2 contradice al axioma (PP1)

Entottces l \nl2l :  1, y cada una de las n?-n l fneas que no son ni hori-

zontales ni verticales tienen exactamente un punto de cada lfnea horizontal

un punto etr cada IÍnea vertical y un punto en Ia lfnea al infinito.

Definicion 9. lJna rrrcoloracidr¿ de ll, es una función sobreyectiva

/ :  P(i l , ,) ------- {Ct,. .  . ,C^}

tal que cada lfnea tiene al menos un punto de cada uno de los rn colores,

Basándonos en Ia esl,ructura combin¿toria del plano proyectivo de orden n

dada anteriorrnetrte y en Ias definiciorres de coloraciones estudiaremos cuando

un plano proyectivo finito es rn-coloreable y cuando no Io es.

Teorema lO. El plano proyectiuo de orden n es ?-coloreable para cualqu.i,er

n > 2 .

Demostracedn.  Sean {ht , . , , ,h , r }  y  {u t , . . . ,u , }  Ias l fneas hor izonta les y  ver-

ticales deL pLano proyectivo orderradas de abajo ¿ arriba y de izquierda a

clerecha resuectivamente,

I D

A continuación exhibiremos una 2-coloración de f1,,,
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En primer lugar colorearemos los n 2 puntos de la cuadrfcula de la siguiente

manera:

o EI punto de intersección entre hn y ut, los n - I puntos restantes de

/zr, (que pertenecen a Ia cuadrfcula) y los n - 1 puntos restantes de u1 (que

pertenecen a la cuadrfcula) de color azul.

o Los n2 - 2n * 1 puntos restantes de Ia cuadrÍcula de color negro. (ver

f igura 2.2)

Figura 2.2: Una 2-coloración del Plano Provectivo de orden n

Sabemos que cualquier otra lfnea salvo las de la cuadrfcula y Ia del infi.nito

intersecta una única vez B, cacla lfnea de Ia cuadrfcula, por como describimos

a los planos proyectivos finitos entonces cada lfnea tiene al menos un punto

de color azul y uno de color negro. Es claro que ninguna lfnea va a tener n * 1

puntos de color azul o cle color negro.
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Como la única lfnea que falta de 2-colorear es Ia lfnea ¿l infi.nito entonces

podemos colorear de azul cualquier punto al infinito excepto a los puntos P6

y P* e los que colorearerrlos cle negro pare que tanto h,, como tr1 tengan clos

co Io res 'Co t res taco Io rac ión rnos t ramosque f I ' es2 -co Io reab lepa ra r l ,> � �

!

Observacion 11. Si n:2 la demostración anterior es falsa porque en este

ca,so tenernos;

Sean {h1, h2} Ifneas horizontales y {ur,u2} Ifneas verticales entonces las

Iineas que prrsan por h1 f-l?rr y h,2ltu2 tiene solamente puntos de color azui.

Enfatiz¿lmos que este problelna, no aparece para n l 3.

Nos pareció pertinente haccr esta aclaración porque tanto en Ia introduc,

ción c:otno nlás adelarrte afilmamos que el plano proyectivo de orden 2 no cs

Z-coloreable, de hecho en este capftulo generalizamos este resultado, es decir

los planos proyectivos cle orden ?? no son n-coloreables.

Para el siguiente teorema utilizaremos Ia construcción aLgebraica del plano

proyectivo finito cle orclen n, pa,re n primo, asf que Ia analizaremos a. conti-

nuación,

Recordemos que si n cs potencia de primo siempre existe un plano prt>

yectivo de ordeti rr, aL que lLarnanlos algebraico, sin embargo para, n potencia

de primo con n ) I puede existir más de urt plano proyectivo de orderr n,

recordemos que pala n -- I existen cu¿tro planos proyectlvos no isclrnorfrrs y

uno de ellos es el algebraico, se corrjetura que esto sucede para otros valores

T7
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de n, (siernpre que n sea, potencia de primo) sin etnbargo el plano proyer:tivo

algebraico de orden n, si existe, se denota como PG (2,n).

Nosotros daremos una descripción únicamente para los planos de orden n

con tz prirno (porque esto es útil para nuestto objetivo) ya que cuando rz no es

primo (es potencia de primo) Ia descripción algebraica es cla¡a sin embargo

Ia geométrica no Io es y es esta, descripción Ia que utilizaremos pare colorear,

Sea PG(2, n) : (P, L) el plano proyectivo de orden n con n primo.

Entonces definimos el coniunto

P :  { ( r ,  a )  I  x , a  € 2 " }  .

Denot¿mos como [rn,b] a Ia recta A: mn -f b con m,b E Zrr. Haciendo

un abuso dc notación denotamos corno [+, b] a Ia recta n : b para b E Zn.

Entonces definimos los siguicntes conjuntos

L^ ,-' {[-, b] I b e V."] para toda m, E Zn

L * : { l * , b ]  l b e V , " }

Sea P; : ltL¡ para i E Zn, es decir 4 es el punto donde se itrtersec-

tati todas Ias rectas de pendiente ti y P* : aL* y fittalmente sea, l* :

{Po,, , . ,P^-r, P*}, es decir /* es La recta al i,nfinito.

Entonces

P :  P U { P 0 , . . . , P , - t , P * }

L : ¿k-7 L*¿ L*.
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Observacion 12. Notemos que compa.rando con Ia construcción cornbina-

tori¿ el conjunto Is correspotrde a las lÍneas horizontaLes y el coniunto ,L* a

Ias lirreas verticales, además /* es Ia recta al infinito en ambas descripciones.

La figura 2.3 muestra, urr esquema, en el que eperecen algunos puntos y

lÍneas de las nombladas en Ia descriucrión anterior.

[ 0 , n - l )

[ 0 , 1  )

t0,0)( l ,o)  (2 ,0) (n - l ,0 )

19

Figura 2.3: Esquema de algunos puntos y Ifneas nombradas en Ia clescripcrión

aigebraica

Observacion 13. T,¡:r, recta, de pendiente n -'d es congruente a La recta de

pend ien te  - i  (  r nod  n )  pa ra  z ,  :  { 1 , . . . , + } .

En la figura 2,4 aparece PG (2,3) resaLtando los puntos de intersección

cle los conjuntos .L¿ para i ,  eZt e i :  + y el punto que intersecta a P* y.L*

utilizanclo Ia observación anterior.
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Figura 2.4: Clonstrucción algebraica del plano proyectivo de orden 3

Teorema L4. EI plano proyectiuo algebrai.co de ordennp0,r0, n > 3 primo es

3-coloreable.

Dernostracidr¿. Primero clefiniremos cuatro subconjuntos ajenos de puntos

que usa.remos pera exhibir una 3-coloración,

S e a n  4 " , :  { ( r ,  r l - ú  l a  e  { 1 , . . . , n - ( n + 2 ) } }  y  A :  U ; : 3 4 , .

B ,  : : { ( " , g )  I  *  € { 1 , . . . ,  " - 2 } }  p a r a  g f  €  { 0 , 1 2  -  1 i .

C ,  : : { ( " , s )  I  a  e { 1 , . , . , r  -  1 } }  v  C  : ¿ I : l C * .

D : :  { ( r , " )  I  "  €  {1 ,  . . . ,  "  -  2 } } .  ( ve r  f i gu ra  2 .5 )
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Figura 2,5: Ilsquerna de Ios conjuntos Ar, By,Cr y D

En Ia figura 2.5 ponemos una etiqueta a los puntos dc:l plano proyectivr:

deperrdiendo al conjunto al que perternecen. A continuación asignaremos una

3-coloración de P[J(Z, n ) usando los colores azul, verde y rojo (ver figura 2.6)
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Irigura 2.6: Una 3-coloración del Plano Proyectivo r1e ordcn n
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o Los puntos del conjurtto ,4, los puntos del cotrjunto Bs, el punto

[(" - I ,n - 1)] y el punto Po son de color azul.

o Los puntos del conjunto C, Ios puntos del conjunto Bn-y, el punto

{(0,0)} y el punto P* son de color verde,

o Los puntos clel conjunto D, Ios puntos {(0,n, - l) ,  (n,- 1,0)} y todos

Ios puntos al infi.nito exceplo Po y P* son de ccllor rojo ,

Ahora probaremos que Ja coloración anterior es una, &coloración de

PG(Z,n), es decir que cada Ifneatiene al menos un punto de cada color,

Observación 1: Claramente las lfneas de pendiente cero, Ias de pen-

d iente in f in i l ;o ,  Ia  l fnea a l  in f ln i to  y  las l fneas [ t ,0 ] ,  [ t , ,  -  1 ] ,  ln-  I , r  -  l ] ,

[" - 1 ,n - 2] tienen al menos un punto de cada color.

Las Ifneas que pasen por el (0,0) son de la forma [-,0] pa,ra

rr :  {0 ,  . . . ) rL-  I }  en par t icu lar  s i  r r¿ :  {2 , , . . ,  n-2I  estas l fneas pasen por

los puntos (0,0) de color verde, el punto (I,*) de color azul y el punto al

infinito P- de color rojo, Asf que sólo falta analizar Ia Ifnea [n - 1,0] Ia cual

pesa por Ios puntos (0,0) y (2,n- 2) de color verde y azul respectivamentc

e intersecta a Ia lfnea ai infinito en el punto P"-r de color rojo. Adernás por

Ia observación 1 las lfneas [0,0] y [1,0] tienen los tres colores, Por Io tanto

toda lfnea que pase por el punto (0,0) es 3-coloreable.

Las lfneas que pasen por el punto (0,r, - 1) son de Ia formr [g+ 1,n- 1]

pera, y : { 1, . . . ,  n- 3} en part icular si gr :  {2, . . . ,  rL - 3} estas l fneas pa.san por

Ios puntos (0, r,  - 1) de color rojo, (1, y) de color azul y (n - 1, (" - 1) (V + Z¡¡
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cle color verde entonces sólo falta verifi.car que Ia lfnea [2, " - lJ tiene al menos

un punto de cacla color, Claramerrte está lfnea pasa por el punto (0,12 - 1)

de color ro.lo, el punto (2,3) de color azul y por el punto (n - 1,rz - 3) de

color verde, Ademas por Ia observación 1 las lfneas [1,,n - 1] V [" - 1,n - 1]

son 3-coloreable entonces las lfneas que pa.san por el punto (0,u - 1) son

3-coloreable,

Por otro laclo, las lfneas quc pesff.n por el punto (" - 1, 0) son cle Ia for-

ma [ -3 l ,  -y ]  para g = {0,  . . . ) rL  -  1}  en par t icu lar  s i  ?  :  {2 , . . . ,  rz  -  3}  U

{rr - I } estas lfneas pa.sarr por los puntos (n - I,0) dc color rojo, (0, e) para

" :  {1 }  U  {3 , . . . , ' n -  2 }  de  co lo r  azu l  y  (n *2 ,g )  de  co lo r  ve rde .  As f  que

sólo falta verificar que Ia ifnea [2,2] tiene al rnerros un punto de cada coLor,

la  cual  c : lar¿rnente pesa,  por  Ios puntos (n- I ,0) ,  (0 ,2)  V ( " -3,n -4)  dc

color rojo, azul y vercle respectivamente. Por Ia observ¡:lción 1 l,enemos que

Ias lÍneas [0,0] V ln * 1, rz - 1l son 3-coloreable entonces podemos concluir

que toda IÍnea por el punto (r - 1,0) es 3-coloreable.

tr'inalmente, Ias lfneas qlre pa.ss,n por el punto (n. - 1,n - 1) de color azul

t¿mbién püsf l .n  por  e l  pr :n to (n, -2,9)  para 'A :  { I , . . . ,n  -  3}  U {n -  1}  de

colol verde e intersectan a la lfnea al infinito en un puntcl de color rojo.

Además por Iaobselvación l saberrros que las lirreas ln-L.n - 2] V [1,0] son

3-coloreable, asf que potlemos concluir que todas las lfneas que pasen por el

punto (rt, - I,rz - l) son 3-coloreable,

Las lfneas restarrtes, es clecir, Ias que pasa,rr pol el punto (0, gr) para

y =,  {2 ,  . . .  ) rL  -  1}  de co lor  azul  y  por  e l  punto ( r ,  -  1 ,  e)  para z  :  {2 , . . . ,  n  -  1  }

de color vercle y como todas tienen pendiente distinta de cero e infi.nito in-
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tcrsectan a Ia lfnea al infinito en un punto de coior rojo. Entonces todas

estas lfnea,s tienen un punto de cada color y por Io tanto PG(2,3) tiene una

3-coloración, !

2.2. Coloraciones imposibles en planos proyec-

tivos.

Como vimos en Ia seccióti anterior toda plano proyectivo de orden ms,yor

que 2 es Z-coloreable sin embargo cuando el orden es 2, es decir el pLano de

Fano (denotado por II2) esto no es cierto, como se prueba a continuación.

Teorema 16. El plano de Fano no es U-coloreabLe.

Demostraczdn. Suponga.mos que el plano de Fano es 2-coloreable, es decir

existe una Z-coloración de IIr tal que cada lftiea tiene exactamente clos puntos

de algurro de Ios colores, Supongarnos que los colores son verde y azul,

Como Fano tiene siete puntos podemos suponer sin perdida de generalidad

que hay al menos 4 puntos de color azul,

Como el máximo número de puntos en posición general en fl2 es cu¿tro

entonces si el color azul tienc cinco o nrás puntos hay al menos tres colineales

por lo tanto hay una lfnea con todos Ios puntos azules, (figwa 2,7 (a))

Ilntonces Lo único que puecle suceder es que haya exactamente cuatro

puntos azules, los cuales están en posición general ya. que si no Io esté,n
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ntrevametlte hay una lfne¿r con todos los puntos cle color azul, Corrro por

ca,cla purrto de ll2 pasu.n tres lfneas entonces estos cu¿l,ro puntos gerrera,n

exactamente 6 lineas y como ll2 ticne siete Ifneas existe una lfnea sin puntos

azules, Io cual no es posible. Por Io tarrto fl2 no es 2-coloreable, (figura 2.7

(b))

Figura 2.7: a) AI menos cinco puntos del plano de Fano de color azul

b) Cuatro puntos clel plano de Fano de color azul,en posición general

Definicion 16. Un óualo O es un subconjunto maximai de puntos de II,, t,al

que cualquier lfnca que lo intersecta Io hace en a Lo más dos puntos,

EI orden de un óvaLo O es el númcro total de puntos que lo forman y Io

clenotarernos por lOl.

De manera constructiva cs posible encontrar n -t I puntos en posición

general en cualquier plano proyectivo de orden r¿ más aún si rL es pa.r es

posible etrcontrar r¿ l2 puntos.

A continuación probaremos que el núrnero de puntos de un ovalo O es

menor o igual a n + 2 y si el óvalo tiene n * 2 puntos entonces Tz es par.
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26 Cot oR¡ctóN DE PLANog PRoYEcTIVoS

Proposicion 17. Si, O es un óualo entonces:

i )  l o l  1 n  1 2

i i )  '9? l0l : ' t 'L12 entonces n es Po,r.

Demostraczdn. Sea O un conjunto con l0l : m tal que cualquier lfnea Io

intersecta en a Io más 2 putrtos. Sea p € O entonces cualquier lfnea por p y

otro punto de O tiene exactatnente dos puntos de O entonces ?rz - 1 < nf 1,

es decir m I n -l 2. Con Io que probamos el inciso i).

Si rn : n 12 entonces notenlos que toda Ifnea por un punto del óvaLo

toca a otro punto del óvalo, es decir toda Ifnea que toca al óvalo lo hace en

exactamente dos puntos.

Sea q f O entonces cualquier lfnea por g que toca a O Io hace en dos

puntos entonces n 12 es pa,r, es decir n es pa.r. Ü

Más atin por Ia observación anterior si tn -- n I I entonces n es impar,

por Lo tanto afi.rmamos que:

i) Los óvalos en los planos proyectivos de orden n impa,r tienen n * I

punt()s.

ii) Los óvalos en los planos proyectivos de orden n par tienen n*2 puntos,

Observernos que un plano proyectivo finito puede tener más de un óvalo,

Un ejenrplo de dos óvalos distintos (no ajenos) en el plano de Fano son

Ot  :  {4 ,5 ,6 ,7 }  V  Oz  :  {1 ,2 ,6 ,7 } ,  ( ve r  f i gu ra  2 ,8 )
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o) El ovolo 0r b) El ovolo 0z
Dos óvalos distintos clel plano de FanoFigura 2.8:

Con Ia clefinición anterior podemos demostrar el siguiente teorema, el cual

Io generaliza,Temos posteriormente en cl teorema 21,

Etr adelante, para sirnplificar, denotarnos por C, al conjunto dc puntos

de un mismo c:oior del plano proyectivr.r fi.nito. Además aJ hablar de Ia car-

dinalidad de color C¡ nos referimos al nirmero de puntos que contiene, y Ia

denotatnos por lCjl.

Teorema L8. EI plarto progect'iuo de orden n no es n-coloreable.

Demostracidri, Supongemos que fl' es n-coloreable, es decir existe una ?z-

coloraciórr cle lI,.

Observación 1: Como fl. es n-colore¿ble errtonces cada lfnea tiene ¿l

Inerros un punto de c;ada uno de los r? colores diferentes, pero como cada lfnea

tiene n f 1 puntos, entonccs hay enactam,ente 2 puntos de algún color er¿ cada

Iínea y los demds puntos son todos de colores di,sti,ntos.
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I
t

A continuación demostraremos que en II,, existe un color Ci qu* tiene al

menos r -¿12 puntos,  es deci r  lC¡ l  l  n-12 para a lguna i : I , . . , f l '

Supongamos que Ia afirnlación anterior no es cierta entonces todo color

C ¡  t i e n e a l o m á ^ c n  * l  p u n t o s ,  e s d e c i r  l C ¡ l  <  t * l  p a r a t o d a  j :  { 1 , . . . , n } '

Entonc:es el total de puntos de lI,, denotado por lPl satisface que

lPl : It, lC¡l g n(n -t I) : nz l- n, es decir:

l P l  5  n 2  + n

Io cual no es posible porque sabemos que lPl : n2 I n * I y por lo tanto

existe un coLor C'¡ que tiene al menos n 4'2 puntos.

Caso 1) Si n es impar,

Corto existen r¿ l2 putrtos o más del mismo color y el máximo número

de puntos en posición general es r¿ * I (óvalo) hay tres puntos colineales del

mismo coior, lo c:ual no es posible ya que contradice Ia observación 1.

Caso 2) Si n es par.

Caso 2.1) Si hay un color con más de r¿-f 2 puntos, como los óvalos tienen

tz I 2 punt,os entonces hay tres puntos colineaies del rnismo color,, Io cual

contradice nuevamente Ia observación 1.

Caso 2.2) Si existe un color con exactamente n l2 puntos que no forma

un óvalo entcxrces nuevarnerrte Lray tres colineales del mismo color, lo cual no

es posible por Ia observación l.

Caso 2.3) Si los n l2 puntos de color C¡ son un óvalo.
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Cor,oR¡croNEs rMposrBl.Es EN pLANos pRoyEcTrvos

Observemos que los putrtos de utr óvalo no gerreren a todas las lfnea^s

del plano proyectivo, ya, que por cada punto del óvalo prrsa.n r¿ * 1 lfneas y

como por cualescluiera dos puntos clel óvalo nij frj pa,sa una única lfnea para

toda z f j  con i, ,  j  :  {I , . . . , fr { 2} entonces el óvalo genera exactarnente
n 2 + 3 n + 2

Ifneas,

Es clecir, el c;vak¡ rro gener& a todas las lfneas dcl plnno proyectivo y

entonces existe aL rnenos una lfnea de fI, que no tiene al color C¡ y por Io

tanto fI,, rto es z¿-coloreable. n

A continuación mostra,mos un teorema que mejora el resultado anterior,

sitr e;mbargo nos pareció ittteresante enunciar el teorerna anlerior y asf corncr

su demostración ya que es un& generalización cle Ia prueba de que lI2 rro

es Z-coloreable, Para este resuLtado utilizamos un concepto más general que

el de óvalo llamado conjunto bloqueador, Probaremos el siguiente teorema

haciendo uso dc una definición y un teoreme que son bien corrclcidos en Ia

teorfa de planos proyectivos,

Definicion 19. tln conjunto bloqueador B de un plano proyectivo de orden

n es un cotijutito de putrtos no vacfo, tal que cada IÍnea tiene al menos un

punto en -B y al menos un punto fuera, de B. l2l

Teorema 2O. Sea B un conjunto bloqueador de un plano progectiuo de orden

n entonces

n + ' f r . + 1 < l B l  É n ( , f f ) + t

29

f)o,ra rz > 2, [2]
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Claramente un óvalo no es un conjunto bloqueador del plano proyectivo

de orden n.

A continuación daremos un ejemplo de un conjunto bloqueador de PG(Z,3)

(ver figura 2.9) este corrjunto tiene 6 puntos, en Ia figura a,parece de color

azul.

Figura 2.9: Un conjunto bloqueador de PG(2,3)

Teorema 2L. Elplano proyecti,uo de ordenn no es (n-k)-cotoreable cuando

h < ^ f r , - L

Demostracedn. Suponemos que ll,, es (n - ft)-coloreable y sea, / : P (II") --

{Cr,.. . ,  C"-n} una (n - f t)-coloración.

A continuación demostrarernos que existe un color fi para alguna j :

{1,.. . ,  " - k} que t iene al ntenos n l^ k + 2 puntos.
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ColoRecroNES rMpostr lLns EN pLANos pRoyEcTrvos

Supongamos que todo color C¡ tiene a lo más n*h * l puntos, es decir

l000j l f  n4 h I .  I  para todaT:  {1 , . . . ,1r } .  Entonces e l  to ta l  c le  puntos de f l , ,

es igual a

lPl :  fT:, lC¡l 5 (n - fr)(n +fr + I) :  n' - k2 - k
É J _ t

es decir:

lPl 1 n2 - kz - k Io que impiica que

n , 2 f - n + l < r f - h 2 - h y

n -l 1 < -�¡rz - ft: entonces

h 2 + h * n f 1 < o

Io cual no es posible ya que n y h son enteros positivos. Por Io tanto existe

un color [,r¡ euc t,iene al menos n-lh]-2 puntos pero este conjunto de puntos

de color C¡ debe ser un conjunto bloqueador porque II, es (n - ft)-coloreable

entonces existe un coniunto bloqueaclor con n+ lr * 2 puntos, es decir

r r ' I 1 / n + l  < ' n + k + 2

Io que implica qlue fn < fr + 1, entonces si lI, es (n - ft)-coloreable

debe cumplir que ,fr S fr+ 1 por Io tanto si fr < ,,ñ,- 1 tenemos que fl,

es (n, - ft)-coloreable,
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Capitulo 3

Coloraciones balanceadas

En este capftulo estudiaremos otro ejemplo de espacios finitos, Ios pla-

nos afines, Ios cuales son un subconjunto de puntos y lfneas de los pLanos

proyectivos. También trabajaremos con otra forma dc colorear a los planos

proyectivos y a los planos afines, conocida como coloración balanceacla.

EI problema de coloraciones balanceadas ha sido estudiado en diferentes

áreas.

Un bonito problcma relacionado es encontra.r una,4-coloración balanceada

de un pafs dividido en l2 estados, cs dccir colorear los l2 pafses con 4 coJores

de tal forma que el núrnero de estaclos coloreado con cacla uno de los colores

sea el mismo y que no haya dos estados del mismo color c¡ue compartan

frontera [3],

Nuestra inquietud en los problemas de coloraciones balanceadas está re-

lacionado con un problerna plarrteaclo en Ia 27" Olimpiada Internacional de
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Matemática.s en 1986, en ei cual se busca una 2-coloración casi-balanceada

de un srrbconjunto de purrtos de Ia mnlla de n x n donde una coloración es

casi-balanceada si eL número de puntos de cada color difiere en uno.

Posteriormente este problema fue generalizado por Urrutia y Akiyama

quienes probaron que cualquier subconjunto de puntos en un& malla de n x n

puede rn-colorearse de manera casi-balanceada para I l rn 1n [1],

AI estudiar estos resultados nos pareció natural relacionarlos con colora-

ciones del plano proyectivo pensando en la malla de p x p con p primo en Zo

(también se podrá hacer para potencia de primo) y a las Ifneas de Ia malla con

Ias lfneas en los con,juntos [,s ! [,* definidos en el capftu]o anterior entonces

nos planteamos introducir también ias lfneas de las otras cla^ees paralelas, es

clccir los conjuntos .L¿ par'& ¿: { l  , . . . ,p- 1} y nos preguntamos si es posible

encontrar una coloración para ios puntos del plano proyectivo de manera que

Ias ifneas queclarAn coloreadas de marrera balanceada, es decir que cada color

a,parezca el mismo número de veces.

Deffnicion 22. Un Plano Aftn denotado por A : (P',,L') consta de dos

subconjuntos finitos de un plano proyectivo, fI : (P,L) donde P' C P y

Lt c L y cada Lfnea I e L/ está formada por un subcr:njunto de puntos de

P/. Dicho plano affn es un espacio lineal y adertrá,s satisface los siguientes

axiomas:

(PAt) Cualquier punto p que no está en una. lfnea I está en una y sólo

una lfnea que no intersecta a L

(PAz) Existe un conjunto de tres puntos tro coliueales.
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ColoRecroNES BALANCEADAS

Diremos que dos lfneas del plano afin son paraLelas si satisfacen una de

Ia"s siguientes concliciones:

i ) l - - l '

i i )  ¿ n l '  :0, es decir no se itrtersectan,

Es conveniente aclarar que los c;onceptos como rn-coloración o rn-coloración

balanceada dcfinidos anteriormente tarlbién pueden estudiarse en planos afi-

nes,

Proposicion 23. Si a un plano proyecti,uo (II) le qui,tamos una línea cual-

quiera oblenemos un plano aftn (A),

Dem,ostracr,dn. Sea I una lfnea clel plano proyec:tivo entonces lI r I cutnple

Ios axiotnas (P[,1), (PLr) V (¿r) de espacios lineales, además obsérvese que

para tocla Lfnea l' € ¿(11), I + I' tetremos que ll n ¿/l : 1 entonces al tom¿r

el subconjunto fl r I Ie quitamos ¡r cada Ifnea de II, distinta de /, un punto.

Protraremos que ll r I satisface el axioma (PAr).

Sean p € P( i l  -  l )  y  l t  e  L(n r  l )  ta l  que p # I ' .

Como en lI existe une lfnea por p que intersecta a l' en el punto I rl l/

entonces en fI r I existc una Ifnea por p paralela a l',

A continuación demosttatetnos el axioma (PAil, es decir existe un con-

junto c1e tres puntos no colineales,

(PPr) existe un conjunto F : {a,b,c,d} c X tal que lF n ¿' l  ( 2, para

cualquier lfnea l' e L (II r l).

Neevia docConverter 5.1



ColonecroNEs BALANCEADAS

Caso 1) Supongamos que el punto a E I pero {b, c,d} É I entonces el

con jun to  E  :  {b , c ,d }  c  F  cump le  que  lE  n¿ ' l  <  2 ,  pa ra toda l '  e  I (U  r  l ) ,

Caso 2) Supongamos que a y b e I entonces el punto e : a,crl bd satisface

que e f I  y {",,d,e} no son colineales.

Caso 3) Si F C II r I entonces existe un conjunto E : {a,b,c} C F tal

que lB n ¿' l  < 2, para toda l/  e I (I I  r l) ,  !

Observacion 24. Un plano affn de orden n denotado por An : (P', L') se

construye al quitar una lfnea cualquiera (con toclos sus puntos) a un plano

proyectivo de orden n y cada lfnea tiene n puntos y por cada punto pass,n

n I T lfneas.

Proposicion 25. Un plano aftn de orden n denotado por An : (P' , Lt) consta

de nz puntos y nz I n ltneas.

Demostracedn. Como An es igual a fI' menos una lfnea cualquiera entonces

Ios puntos que pcrtenecen B, Ia Lfnea I que quitamos no pertenecen al plano

afftr, es decir lPll : IPI lll donde lll: n * 1 entonces

l P ' l : n 2  l n + 1 - ( n - l  1 )  : n 2 ,

Por otro Iado tenemos que en total el plano affn tiene el mismo número

de Ifneas que el piano proyectivcl menos una lfnea, es decir

l L ' l : l L l - f  e n t o n c e s :

l L ' l : n , 2 + n + 1 - 1

l L ' l : n 2 + r ¿ ' !
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ColoRecroNES BALANcEADAS

[Jn plano affn corrterrido en ei plano de Fano epa,Tece err Ia figura 3.1 v

consta de 4 puntcls y 6 lfneas.

Figrrra 3,1: Urr plano afÍn del plano de Pe¿no

Observacion 26. Las n2 f r¿ lfneas están distribuidas en n * I conjuntos

cada uno con z¿ lÍneas paralerlrr^s entre sf, ya que en fl, por cacla punto pesan

n -f 1 lfnea^s cntottccs al quitar la lfnea I de fl' la.s n lfrreas sorr paralelas, esto

pase peTa. cada uno de los r¿ * I puntos de L

Observacion 27. I)e la misma forma que un plano aflfn se construye qui-

tando una lfnea cualquiera (con todos sus puntos) de un plano proyectivo,

un plano proyectivo pucde const,ruirse añadiendo una Ifnea con ?z * 1 puntos

al plano affn y haciendo que erl cada punto de esta Ifnea se intersecten n

IÍneas paraleLas.

Deflnicion 28. Una rn-coLorac'ion cle ,4, es una función sobreyectiva

f  :  P(A, , )  - - - - - - ,  {Cr , .  . . ,Cn,}

tal que cada lÍnea tiene al menos un punto de cada uno de los rn colores.

37
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Lema 29. Si un plano affn de orden n es fr-coloreable entonces el plano

proyectivo construido a partir de añadir una lfnea es ,t-coloreable.

Demostracidr¿. Como .4, es lc-coloreable entonces fI,, menos una. Ifnea / es

,t-coloreabie, asf que sóio falta k colorear a l, a Ia cual claramente se le pueden

asignar fr colores obteniendo una ft-coloración del plano proyectivo, n

Nuestro siguiente resultado es una, consecuencia del teorema 15 del ca-

pftulo anterior y del lema que acabamos de probar. Pero antes es necesario

recordar que el pla,no de Fano es único salvo isomorfi.smos, se puede probar

fácilmente que al quitar una lfnea cualquiera del plano de Fano obtenemos

un plano affn isomorfo al que resulte de quitar otra lfnea cualquiera (distinta

de La anterior) del plano de Fano entonces podemos hablar de eL plano affn

contenido en el plano de l,hno y por Io tanto tenemos que:

Corolario 30. El ytlano afín conten'ido en eI pLano de Fano no es ?-coloreable

Demostracedn. Supongs.mos que el plano affn contenido en el plano de Fano

es 2-coloreable entonces por el Iema anterior el plano de Fano es Z-coioreable

lo cual contradice al tcorema 15.

Corolario 31. Un plano aftn de orden n no es (n - k)-coloreable para l+ <

\ ñ - r .

Demostracidn. Sea k < \fi - I y supongemos que un plano affn de orden

n es (n - /r)-coloreable entonces por el lema anterior el plano proyectivo de

orden TL que contiene a clicho plano affn es (n - ft)-coloreable Io cual es una

contradicción al teorema 21,
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ColonncroNES BALANCEADAS

A continuacrión trabaiarcmos con colora,ciones balanceaclas,

Deflnicion 32. flnr:l rn-coloración balar¿ceada de fl, es una función sobre-

yectiva

/  :  P ( I I , )  - '  {C t , .  . .  ,C* I

en donde cada lfnea tienc el mistno nútnero de puntos de cada uno dc los

m colores,

Observacion 33. Para que tenga sentido la pregunta de si un espacio lirreal

tietre urra 2-coloración balancead¿ cs nccesario que cada lfne¿ terrga un núme-

ro par de puntos, análogamerrte para que tenga una m-coloración balanceada

necesitamos que eL rrirmero de puntos en cada lfnea se¿ rrn mirltiplo de rn,

Concretamentc para preguntarnos sobre Z-coloraciones balanceadas cn

plano proyectivo de orden n necesitamos que z¿ sea impar prrra que n * 1 sea

par.

Por Io tanto nos preguntarnos si es posible quc el plano proyectivo de

orclen n con n impar pueda Z-colorearse de manera balanceada y obtuvimos

que:

Teorema 34. Un plano proyecli,uo d,e orden n con n impar no tiene una

2- co L o ra ci, ón h al an r:ea rJ a.

Dem,ostracidn. Supongs.mos que fl,, tiene una Z-c:oloración balanceada,

Sea r0 un punto de color i y como cada lfnea tiene $ puntos de cada

color entonces cada Lfnea que pa,sa, por r tiene # prntos de color J y en

39

t
I
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40 Cor.oRncroNES BALANCEADAS

total el haz cle lfnea.s que pasa por ijri tiene exactatnente it# puntos de color

j con j + i,y los t' puntos restantes del haz son de color i nótese que ye

coloreamos todos los puntos del plano proyectivo y denotaremos por I' al haz

de lfneas que pesa poT r, etitonces dicho h¿z de lfneas tiene más puntos cle j

que puntos de cololI es ciecir Ia Z-colc;ración b¿lanceada que induce un haz

de lfneas desde un punto de color z tiene menos puntos de color i que de color

j  asf que IGI < lC;l

Sea p' es un punto fijo de color j en esta coLoración del plano proyectivo,

haciendo el mismo análisis tomanclo el haz de lfneas /n eue pa.sa, por p podemos

concluir que sucede Io mismo, es decir lC¡ | < lGl I" cual no es posible porque

en es& coloración lfil < l0¡l por el primer párrafo, Por lo tanto lI. no tiene

una Z*colciración balanceada.

Definicion 35. Una m-coloración balanceada de ,4, es un& función sobre-

yectiva

J  :  P (4 " ) ' - - ' - -  {C" , .  . . ,C* }

tal que cacla lfnea tiene el misrno nfrmero de puntos de cada uno de los

m colores,

Por la observación 33 tiene sentido preguntarse si un plano affn tiene una

Z-coloración baianceada solamente cuando Tt es pa.r ye que cada lfnea tiene

exactamente n puntos, sin embargo tenemos:

Teorema 36. Un plano aftn de orden n con n pa,r no tiene una ?-coloración

balancead,a.
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CoLoR¡croNEs BALANCEADAS

Demostraczidn, Suponrgamos que ,4,, ¡ruede Z-colorearse de manera balancea-

da. Como cada Lfnea tiene fr putrtos de cada color entonces cada color tiene

exactamente $ puntos.

Caso I ) Si el plano affn de ordetr 2, es decir el plano affn del plano de Fano

tiene una Z-coloración balartceada entonces el plano de Fano menos una linea

puede 2-colorearse, pol' Io tanto el plano de Fano es Z-coioreable añadiendo

una lfnea y asignándole una 2-coloración, pero esto contradice al teorema 15.

Caso 2) Si el plano affn de orden n para, n > 2 tiene una Z-coloración

balanceacla,

Conlo cualquier lÍnea pucdc 2-colorearse de manera balanceada y cacla

IÍnea tiene exactamente rr, puntos entonces el color G para i: { 1,2} tiene
. ' ?

exactamente ! puntos y además en cualquier Iinea hay exactamente ff puntos

de color G. Si fijanros un punto p de color C¿ y denota,nros por /o a todas la^s

Ifneas clel plano affn qr.re pasa,rr por p entonces el número de puntos de color

C¡ rncnos uno es |l"l (3 - t) V por Io anterior tenemos que:

4T

Vrl (E - 1) : S - t por lo tatrto:

n 2

l l o l  :E f i : #  y  # r_ �n , r zen tonces

l l r , l  l }  n  I 2

Lo cual rro es posible ya que pclr cada punto de lI, pa,sen exactamente

n I I  l fneas,

n

t
I

Por Io tanto ,4,, no tiene una Z-coloración balance¿da,
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Capítulo 4

Jugando con planos proyectivos y

afines.

Basárrdonos en los resultados obtenidos cn los dos capftulos anteriores en

este capftulo buscamos condiciones suficientes para ciertos subconjuntos de

Ios plauos proyectlvos y de los plarros afines que permitan saber si:

i) Existen subconjuntos n-coloreable, cn el sentido de las coloraciones

estudiadas en el capftulo 2,

ii) Existen subconjurrtos clel plano affn y del proyectivo que adrniten co-

Ioraciones balanceadas como la^c estudiadas en el capftulo 3.

Para simplificar la notación de los próximos resultaclos de planos defini-

renlos Io siguiente;

Si r es cualquier punto del plano proyectivo de orden n llamaremos cla-
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se de paralelismo C, aI haz de Ifneas que pese pol u ) nótese que C' tiene

n * I lfneas. Sea I cualquier lfnea del plano proyectivo de orden n y sea r € I

entonces defi.nimos Cl como

C '  :  C * t l

y nótese que Ci tiene n lfneas,

A Io largo de este capftulo probaremos las siguientes afirmaciones las

cuales nos gratifi.ce,ron ampliamente,

i) Un plancl proyectivo de orden n pa.ra n E V' (cuando fI, existe) menos

una clase de paralelismo Inenos una lfnea es n-coloreabie,

ii) Un plano affn de orden n para n E Z (cuando 4,, existe) menos una

clase de paralelismo menos una lfnea es n-coloreable.

iii) Un plano proyectivo de orden rr, itnpar menos una clase de paralelismo

admite una 2-coloración baiatrceacla,

iv) Un plano affn de orden ?¿ per menos utra clase de pa.ralelismo menos

utr¿ lfnea admite una Z-coloración balanceada.

A Io largo de este capitulo cuando decimos que quitamos una.lfnea o toda

una ciase de paralelismo o una clase de paralelismo menos una lfnea del plano

proyectivo o affn no quitamos Ios puntos que están en dicha clase a menos que

Io especifi.quemos, es clecir quitamos solamente Las lfneas, por Io tanto cada

punto clel plano proyectivo que pertenece a dichas lfneas pierde una lfnea,

análogarnente al quitar un punto tampoco quitamos las lfneas inciclentes en

é1, es decir dichas lfneas pierden un punto,
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4.L. Coloreabilidad de subconjuntos proyecti-

vos y afines.

Teorema 37. EI plano de tr-ano nlenos una l{nea es +-coloreabLe.

Demostracrldn, Sea I l¿ lfnea clue quitamos del plano de Fano, denotado por

fl2. Colore¿Iemos d.e vcrde Ios puntos que pertenecfan a I y de coLor azul

cualquier otro puntti,

Es claro que en flz ios cuatro puntos de color azul están en posiciÓn gene-

ral. Como por cada punto de llz pasan tres ifneas entonces estos cuatro puntos

generen seis lfneas y cada lfnea intersecta a Ia ifnea l, por el axioma (PPl)'

entonces con esta coloración mostramos que fl2 menos I es 2-coloreable. ¡

En Ia fi.gura 4.1 mostrarnos la coloración descrita en el teorema anterior,

donde I : 156 es La lfnea que quitamos clel plano de Fano y entonces los

puntos {1,5,6} son de color verde y los puntos {2,3,4,7} son de color azul.

El próxirno resultado es una generalización clel teorema anterior para

planos proyectivos finitos,

Teorema 38. EI plano proyectiuo d,e ordenn rnenos una clase de paraleli'smo

n'Lenos una l[nea es n-coloreable.

Demostracidr¿. Sean r utr punto de ll, y C'.¿ {l} una clase de paraleiismo

por f, cloncle las lfneas están ordenadas de izquierda a derecha como en Ia

figura 4.2, notemos que C' :  { l t , ' . ' ,1,}. También ordenaremos) como en
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Figura 4,1: Una 2-colorac delplano de Fano menos una lfnea

la f igura, el conjunto de puntos {*r,, , , ,r,} de I dist intos de r iniciando d.e

arriba. Exhibiremos una n-coloración de II, t Ci. Coloreando los puntos de

Ia Ifnea l¿ de color C¿ para i : {1, ...,n}; el punto *¡ de Ia Ifnea I de color C¿

para z l  :  {1 , . . . ,n} ;  y  e l  punto r  de a lgún co lor  C¿ para z :  {1 , . . . ,n} .  (ver

f igura 4,2)

A continuación demostraremos qte cualquier ltnea It # Ct"¿ I intersecta

una ún'ica uez a cada linea del conjunto C|.

supongamos que Ia lfnea // intersecta a Ia lftrea l¿ para alguna i : {1, ...,n}

en mds de dos puntos, es decir InnI, - z y l¡f l l , :  U pBJa z I A entonceg

{r,a} € l¿ y {r,A} € //  entonces l¿ : / '  por el exioma (tr1), Io cual no es

posible,
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CoLonp¡,erLrDAD DE suBcoNJuN'r'os pRoyECTIVos r¿ AFINES

Por otro lado, como cualesquiera dos lfneas se intersectan en un punto,

por el axioma (PP1), entonces Ia lfnea l' intersecta a cada lÍnea del corrjunt<.r

C! y " Ia Lfnea I una única vez y por Io tanto cada lfnea es n-coloreable.

Más aún hay exactamente 2 puntos de algún color en cada lfnea. Entonces

II" r Cj es n-coloreable.

l z  In

Figura 4.2: Un h¡i.z de r¿-l'1 lfneas tal que si borramos n líneas (sin sus puntos)

podemos colorear todos Los puntos de cada lfnea con un color usando los n

colores excepto una ifnea (que no bortamos) que es n-coloreable

Observemos que si aplicamos este teorema a flz obtenemos que fl2 menos

2 lfneas cs 2-colorcable pero eL teorema 37 de este capÍtulo tnejora claramente

este resultado.

Notemos que si.r es un punto al infinito y quitamos Ia clase de paralelisrno

Cj como consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado:

A 7
= l

n

X
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Corolario 39. Un plano proyectiuo de orden n rnenos una clase de parale-

Ii,smo es n- coloreable.

A continuación resolveremos Ia misma pregunta para planos a,fines,

Sea ,4r, un plano affn de orden n construido a partir de un plano proyectivo

de orden n menos una Ifnea l. Sean r E I y sea C* una cla.se de paralelismo

cuaiquiera que pa.sa,n por r. Notemos que C" está formado por n lfneas que

no se intersectan en el plano af[n, es decir son paralelas.

Teorema 40. EI plano afín de orden n rnenos una clase de paralelisTno es

n-coloreable.

Demostraczdn. Sean {1t,...,1r,} las lfneas del conjunto C, ordenadas de iz-

quierda a derecha.

Exhibiremos una, n-coloración de ,4," r C" de Ia siguiente m&nera.:

Colorearemos los puntos de Ia Lfnea l¿ de color C¿ para i :  {1,.. . ,n}.

Cualquier línea del plano aftn I 4 C* i,ntersecta una única uez a cada

ltnea del conjunto C,.

Caso i) Supongamos que ia lfnea / lntersecta a lfnea l¿ pa.ra alguna i :

{ 1 , . . . , n }  en  más  de  dos  pun tos ,  es  dec i r  I n ln :  z  y  l | r h :  A  pa ra  z  f  y

entonces {r,A} E I y {r,A} € l¡ entonces / : /¿ por el axioma (tr1), Io cual

no es posible.

Caso ii) Supongamos que la lfnea I no intersecta a la lfnea /¿ para. alguna

i : {1,., , ,n} entonces Ia l fnea I t iene a Io más n - L puntos, Io cual no es
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posible porque cada lfnea tiene r¿ puntos.

Entonces Ia l[nea / intersecta a cada Ifnea

v Dor io tanto cada Ifnea es n-coloreable,

del conjunto C" una única vez

!

En Ia figrtra 4.3 mostrarelnos utta 3-coloración de un pLano affn algebraico

de orden 3 menos Ia clase de paralelismo de pendiente I (ver capftulo 2 secrción

1 para entender Ia figura).

Figura 4.3: flna 3-colorac:iónde un plano affn de orden 3 menos las lfneas de

pendiente 1

Como mencionamos al principio cle este capitulo combinaremos todos los

conceptos vistos en los capftulos anteriores. Asf que los siguientes resultados

serán sobre coloraciones balanceaclas en planos proyectivos y en planos afi-nes.
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4.2. Coloraciones balanceadas de subconjuntos

de planos proyectivos y afines.

Claramente el siguiente resultado eólo tiene sentido cuando el orden de

los planos proyectivos es impar.

Sea r cualquier punto del plano proyectivo de orden n y BeB, C" una clase

de paraleiismo entonces l0"l : n + 1,

Teorema 41. EI plano proyecti,uo de ordenn rnenos una clase de paralelismo

C, tiene una 2-colorac'ión balanceada.

Demostracrldn. Sean {/t,,,.,1,ra1} Ias lfneas del conjunto Cn ordenadas de

izquierda a derecha, definiremos dos subconjuntos ajenos de puntos que usa-

remos para exhibir una 2-coloración balanceada de lI, r C".

Sean ,E -  { /¿  e C* I  i :  1 , . . . ,  + l }

r :  i  l n  €  c ,  I  i :  +  *  1 , . . , , n  *  1 ) .

Colorearemos los puntos del conjunto E de color azul y los puntos del

coniunto F de color verde.

rComo cualquier lfnea I f C, intersecta una única vez a cada Ifnea del

conjunto C" entonces cada lfnea tiene exactament* # puntos de cada uno

de los colores, Por lo tanto fl, r C" tiene una Z-coloración balanceada, ¡

lla demostración de esta afirmación es análoga a la demostración de Ia afirmación del

Teorerna 20.
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En Ia figura 4.4 daremos una, 2-coloración balanceada

nos Ia clase de paralelismo de pendiente 1 (ver capftulo ?

descripción clel plano proycctivo algebraico),

de PG (2,3) me-

sección 1 para Ia

Figura 4,4: Una 2-coloración baLanceada de PC(2,3)m menos las lfneas de

pendiente I e infinito

(luriosamcnte si defininlos a C'*: C. r I (como en Ia sección anterior )

y Ie quitamos un subcotrjunto de Ia clase de paralelismo al plano proyectivo

de orden n eL teorema 41 de este capftulo es falso (esto Io probaremos en

el siguiente teorema), es decir el plano proyectivo menos n lfneas inciderrtes

no tiene una, coioración balanceacla mientras que si quitamos una lfnea rnás

incidentc a las anteriores r:btenemos una coloración balance¿da.

Teorema 42. Un plano progect'iuo de orden n n'Lenos un subconju,nto ü| no

tiene una P- coloraci,rln balanceada.
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Demostracidrz, Suponga.mos que fI' r Cf tiene una Z-coioración balanceada.

Sea u un punto de color i y como cada lfnea tiene $ puntos de cada color

entonces cada Ifnea que pa,ss, por n tiene $ puntos de color j y en total

el haz de lfneas que pasa, por n tiene exactamente t# puntos de color j

con j I i v los dy' puntos restantes del haz son de color i nótese que ye

coloreamos todos Los puntos dei plano proyectivo y denotaremos por l" al haz

de Lfneas que pB,sB, por xr entonces dicho ha¿ de ifneas tiene más puntos de j

que puntos de color i es decir la 2-coloración balanceada que induce un haz

de lfneas desde un punto de color i tiene menos puntos de color i que de color

j asf que lC,l < ICil

Sea p' es un punto fijo de color j en esta coloración del plano proyectivo,

haciendo el mismo anÁlisis tomando el haz de lfnea.s lo que pasa por p podemos

concluir que sucede lo mismo, es decir lC¡ | < lCl lo cuai no es posible porque

en esa. coloración lfil < lC¡l por ei primer párrafo, Por lo tanto lI,, r Cl no

tiene una 2-coloración balanceada,

Como el piano proyectivo de orden n menos una lfnea (también quitamos

Ios puntos) es igual al plano affn de orden n entonces es suficiente quitarle una

clase de paralelas al plano affn para poder 2-colorearlo de manera balanceada.

Sea * un punto de il,, que no es un punto del plano affn obtenido a partir

de fI' menos una Ifnea L Notemos que la clase de paralelismo ü" asociada al

plano affn (definido como en Ia sección anterior) contiene n lfneas del plano

affn que no se intersectan.

Claramente el siguiente resultado sólo tiene sentido cuando el orden clel

plano affn es par.

!

I
t
t
I
I
I
I
I
I
t
I
I
I
I
I
I
I
I
I
t
I
I
I
t
I
I
I
I
I
INeevia docConverter 5.1



I
I

I
I
I
I
I
t
t

t
I
I
I
t
I
r
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
t
I
I
I
I

ColonecloNEs BALANCEADAS DE suBCoNJtJN.ros pRor¿EcTrvos r¡ AFINE$ 53

Teorema 43. El plano aftn d,e orden n rnenos una clase de paralelismo C,

t'iene una 2- colorac'ión balanceada.

Demostracr,dr¿, Sean {1t,..,,/r} Ias lineas del conjunto C, orden¿das de iz-

quiercla a derecha y definimos cJos subconjuntos ajenos de puntos que utili-

zaremos para cxhibir una 2-coloración balanceada de ,4, r C,,

S e a n  E  :  { I n  €  C ,  I  i  :  { 1 , . . . , É } } ,

F :  {  I ¡ € . C *  l i , :  { E + 1 , . , , , " } } .

Colorearemos lcis puntos clel conjunto E de color azul y los puntos del

conjunto F de color verdez, Como cualquier lfnea / 4 C, intersecta una

única vez a cada linea clel conjunto C" entonces cada lfnea tiene exactamente

fr puntos de color azul y fr puntos de color verde.

Entonces A, r C" tiene una Z-coloración balanceada, !

En la fi.gura 4,5 daremos una. 2-coloración balanceada del plano affn del

plano de Fatto rnerros las dos lfnea^s de pendiente infi.nito,

?La demostración de esta afirmación es análoga a Ia demostración de Ia afirmación clel

Teorema 42.
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Figura 4,5; Una Z-coloración balanceada del plano affn del plano de Fano

menos 2 lfneas
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