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Introduccion.

Cada belleza y grandeza de este mundo
es creada por una sola emocién o

por un solo pensamiento

en el interior del hombre.

Gibran Jalil Gibran

Poeta Libanés

El Teorema de Uniformizacién es considerado una de las piedras
angulares en la matematica del siglo XX. Este teorema establece que toda
superficie de Riemann simplemente conexa es conformemente equivalente a
la esfera de Riemann, al plano complejo o al disco unitario en el plano com-
plejo. Este resultado se atribuye, principalmente, a G. B. Riemann, H. A.
Schwarz, A. Hurwitz, F. C. Klein y J. H. Poincaré, quienes afirmaron tener
demostraciones de casos particulares. Pero fue P. Koebe, quien publicé por
primera vez una demostracién completa en [Koe07]. A partir de ese momen-
to, se despertd el interés por clasificar variedades de dimensién n > 3.

En la reunién de la Asociacién Britdnica para el Avance de la Ciencia
que se llevé a cabo en Montreal en 1884, W. Dyck hizo piblico su propdsi-
to de clasificar 3-variedades cerradas utilizando ideas andlogas a las desa-
rrolladas por G. B. Riemann. Ademads, explicé un método para construir
dichas variedades (ver [Dyc84]). La topologia de 3-variedades tuvo su ori-
gen en el articulo [Poi95] de H. Poincaré, en el cual dio una descripcién
de 3-variedades que pueden ser obtenidas por identificar caras en poliedros
de dimensién tres. Ademads, consideré la idea de obtener una 3-variedad co-
mo el cociente de R3 por la accién libre, propia y discontinua de un grupo G.

A finales de la década de los anos 20, H. Kneser introdujo la idea de cortar
una 3-variedad cerrada a lo largo de 2-esferas (ver [Kne29]). Omitié algunos
detalles en su demostracion los cuales, décadas mas tarde, fueron demostra-
dos por J. Milnor en [Mil62]. Actualmente este resultado se conoce como
Teorema de Descomposicion de Kneser-Milnor. Un par de anos después, H.



XVI Introduccién.

Seifert en su articulo [Sei32], el cual es considerado una obra maestra en con-
tenido y claridad, construyé una teoria completa y rica sobre 3-variedades
que son fibradas por circulos. A finales de la década de los anos 70, W. P.
Thurston desarrollé una teoria vasta sobre 3-variedades hiperbdlicas. Por
otro lado, W. H. Jaco en conjunto con P. B. Shalen y K. Johannson desarro-
llaron, de manera independiente, la idea de cortar una 3-variedad cerrada
a lo largo de 2-toros (ver [JS79], [Joh79]). Este resultado se conoce como
Descomposicion JSJ.

A principios de la década de los anos 80, W. P. Thurston formulé su
Conjetura de Geometrizacion. Esta establece que cualquier 3-variedad
compacta M puede ser cortada, esencialmente de manera unica, a lo largo
de 2-esferas y 2-toros en piezas que admiten una estructura geométrica mo-
delada por uno de los ocho modelos geométricos que existen en dimensién
tres (ver [Thu82]). R. S. Hamilton comenz6 a desarrollar un programa ba-
sado en la nocién de flujo de Ricci y enfocado a dar una demostracién de
dicha conjetura.

La idea bésica de R. S. Hamilton fue formular un “proceso dindmico”
regulado por una ecuacién de difusion analoga a la ecuacion del calor. Bajo
este proceso una 3-variedad es distorsionada geométricamente en el siguiente
sentido. Sea m una métrica arbitraria sobre M. Permitiendo que el flujo de
Ricci actiie, m debe aproximarse a una métrica m’, particularmente agrada-
ble, que corresponde a la métrica de alguno de los ocho modelos geométricos.
R. S. Hamilton demostré que cualquier 3-variedad cerrada M cuya métri-
ca tiene curvatura de Ricci positiva sélo admite una estructura geométrica
esférica.

A finales del ano 2002 y durante el ano 2003, G. Perelman presentd, ba-
sado en el programa de R. S. Hamilton, tres prepublicaciones [Pera], [Perc],
[Perb] afirmando que contenfan una demostracion de la Conjetura de Geome-
trizacién de W. P. Thurston; G. Perelman modificé el flujo de Ricci estandar
e introdujo la nocién de flujo de Ricci con cirugia. Este trabajo es con-
siderado por muchos como un “poema’” en la literatura mateméatica con-
temporanea. Hasta el ano 2006, el consenso general de los expertos que han
revisado este trabajo es que absolutamente todo es correcto.

En el Congreso Internacional de Matemdticas que se llevé a cabo en Ma-
drid en 2006, se dieron a conocer los ganadores de la Medalla Fields, siendo
G. Perelman uno de ellos. La sorpresa fue que rechazé la invitacién para
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asistir a la premiacion, asi como la medalla y poco después, anuncié que se
retiraria de la actividad matematica.

Contenido General.

Los resultados principales de esta tesis son los siguientes:

= Describimos cada uno de los ocho modelos geométricos en dimension
tres y presentamos ejemplos de 3-variedades compactas que admiten
una estructura geométrica modelada por alguno de ellos.

» Presentamos la demostracién del Teorema de Clasificacién de Modelos
Geométricos en dimension tres debido a W. P. Thurston (ver [Thu97]).

» Introducimos las nociones de descomposicién prima y descomposi-
cién atoroidal. Enunciamos la Conjetura de Geometrizacién de
Thurston (ver [Thu82]).

En el capitulo I damos una breve introduccién a conceptos y resulta-
dos basicos de geometria riemanniana, foliaciones y estructuras de contacto
debido a que los utilizaremos a lo largo de toda la tesis. En el capitulo II in-
troducimos el concepto de modelo geométrico, asi como la nociéon de modelo
isotrépico y no isotrépico. En el capitulo III describimos los ocho modelos
geométricos existentes en dimension tres y damos ejemplos de 3-variedades
geométricas para cada uno de ellos. En el capitulo IV presentamos la demos-
tracion del Teorema de Clasificacion de Modelos Geométricos en dimensién
tres debido a W. P . Thurston. Introducimos los resultados de descomposi-
cién prima y descomposicion atoroidal con el fin de enunciar la Conjetura de
Geometrizaciéon de Thurston. Finalmente, damos una idea muy general de
los trabajos realizados por R. S. Hamilton y G. Perelman, asi como de algu-
nas consecuencias que tendriamos de asumir que dicha conjetura es cierta.
En el apéndice I damos una breve introduccién a las variedades de Seifert.
Por tdltimo, en el apéndice II presentamos algunos conceptos béasicos sobre
3-variedades de Brieskorn.



CApriTULO 1
Temas de Geometria.

They discover that what they really want
is usually not some collection of “answers”
-what they want is understanding.

William P. Thurston

On Proof and Progress in Mathematics

Antes de dar la definicién de modelo geométrico es importante tener
una idea clara sobre algunos conceptos que utilizaremos a lo largo de toda
la tesis. Debido a esto incluimos este capitulo, haciendo énfasis en que si el
lector estd familiarizado con este material, puede omitirlo y comenzar en el
capitulo II.

Las dos primeras secciones son una breve introduccion a conceptos basi-
cos de geometria diferencial tales como la definicién de variedad diferencia-
ble, haz tangente y campos vectoriales. Siguiendo con una breve descripcion
de lo que es un grupo de Lie, asi como su espacio tangente (dlgebra de Lie
de dicho grupo).

Es muy importante tener nociones de geometria riemanniana por tal mo-
tivo, las siguientes secciones nos dan un pequeno panorama: definimos que
es una variedad riemanniana, damos la idea de lo que es una conexién y el
transporte paralelo en un haz principal, asi como la nocién de curvatura.
Terminando con la presentacién del Teorema de Hopf-Rinow.

La ultima parte del capitulo pretende introducirnos al mundo de las fo-
liaciones y de la geometria de contacto. El primero puede pensarse como
una descomposicién en subvariedades conexas de la misma dimension, de
otra variedad. El segundo fue motivado por el formalismo matematico de la
mecanica clasica, pero tiene aplicaciones en topologia de dimensiones bajas.



2 I Temas de Geometria.

Para un estudio mas detallado de todos estos conceptos y resultados se
puede consultar [Arv03], [BJ82], [CM93], [CNT79], [CP99], [DC88], [DFN85],
[DS05], [Etn03], [Gei06], [Kir74], [Mil69], [Spi79], [Thu97] y [War83] entre
otros.

§ 1. Variedades Diferenciables.

Definiciéon 1.1. Una variedad topologica M de dimension n, conn > 1, es un
espacio topolégico Hausdorff con una base topoldgica numerable, localmente
homeomorfo a R".

La condicién anterior significa que para cada x € M, existe una vecindad
abierta de z, digamos U C M y un homeomorfismo ¢ : U — ¢ (U) C R™.

Definiciéon 1.2. Un sistema de coordenadas locales, o carta local, en M
consta de un abierto & C M y un homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R". Lo
denotamos por (U, ¢).

Siz € U, decimos que (U, @), es un sistema de coordenadas locales de x.
Observacion I.1. La definicién de M garantiza la existencia de un sistema

de coordenadas locales para cada = € M.

Definicion I.3. Una coleccion

{Uns ¢0) | € A} tal que | Un = M,
aEA

es un atlas (algunas veces llamado subatlas) para M y la denotamos por A.

Sean (Uy, ¢a), (Us, ¢3) € A tales que U, NUz # 0. E1 homeomorfismo

bap = P30 Gn' t Ga (Ua NU) — ¢ Ua NU),

del abierto ¢, (Us, NUz) C R™ sobre el abierto ¢ (U, NUz) C R™ es llamado
transicion de coordenadas.

Definicion I.4. Decimos que A es un atlas diferenciable si todas sus tran-
siciones de coordenadas son diferenciables.

Cuando hagamos referencia a diferenciable, nos referiremos a un objeto
de clase C'™°.
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¢o¢6

PBa

Figura I.1: Transicién de coordenadas.

Sea A un atlas diferenciable sobre M. Definimos ® = D (A) como el
atlas que contiene todos los sistemas de coordenadas locales para los cuales,
cada transicién de coordenadas con un elemento de A es diferenciable. Por
lo tanto, ® es un atlas diferenciable que contiene a A y es llamado atlas
mazimal. Observemos que todo atlas diferenciable determina un unico atlas
diferenciable maximal. Tenemos la siguiente definicién.

Definicion 1.5. Una estructura diferenciable sobre una variedad topoldgica
M es un atlas diferenciable maximal © de M. Llamamos variedad diferen-
ciable a M dotada con una estructura diferenciable.

Seudogrupos.

La nocién de seudogrupo generaliza aquella de atlas y nos permite des-
cribir distintas estructuras sobre variedades topoldgicas.

Definicion 1.6. Un seudogrupo G sobre un espacio topoldgico X es un
conjunto de homeomorfismos ¢ : Uy, — Vu, con a € I v Uy, Vo C X
abiertos, que satisfacen las siguientes propiedades:

i) U, Ua es una cubierta abierta de X.

i) Dados W C U, abierto y ¢, € G, la restriccién ¢qlyy : W — V,
pertenece a G.
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i17) Cuando la composicion ¢, 0 pg de dos elementos de G existe, pertenece

ag.
iv) El inverso de ¢, € G es un elemento de G y lo denotamos por ¢ .

v) Sea :U — V), tal que cada x € U tiene una vecindad abierta W C U.
Si Yl : W — V es un elemento de G para cada z, entonces ¢ € G.

Ejemplos. Los siguientes conjuntos son seudogrupos.

» Loc (R"):= El conjunto de homeomorfismos entre subconjuntos abier-
tos de R".

» Lip (R™):= El conjunto de todos los homeomorfismos locales de R™ que
satisfacen una condicién de Lipschitz en un vecindad de cada punto
en su dominio.

» Dif, (R™):= El conjunto de difeomorfismos locales de clase C" de R™,
1<r<w.

» Hol (C"):= El conjunto de biholomorfismos locales de C".

» Folj, (R™):= El conjunto de difeomorfismos locales, de clase C", de R"
de la forma ¢(z,y) = (f(2,y),9(y))-

Sean G un seudogrupo sobre R™ y M una variedad diferenciable. Un
G-atlas es una coleccién de sistemas de coordenadas locales de M que son
G-compatibles. Esto es, para cualesquiera dos elementos de la estructura di-
ferenciable de M, digamos (Us, o) y (Us, ¢g) con Uy NUz # B, la transicién
de coordenadas

Pap = P50 by : Pa (Ua NUp) — b5 Ua NUs)
es un elemento de G.
Definicién 1.7. Si M posee un G-atlas, es llamada G-variedad.
Por lo tanto, podemos decir que una variedad diferenciable M es una

variedad topolédgica dotada con una estructura diferenciable, compatible con
el seudogrupo de funciones diferenciables sobre R™.
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§2. Haz Tangente.

Sean My y M, variedades diferenciables.

Definicion I.8. Decimos que la funcién continua f : My — My es dife-
renciable en x € M, si, para cualesquiera sistemas de coordenadas locales
U, p)r de zy (V,v)f(z) de f(z) se satisface que

i) fU) cV;
ii) o fod~t:p(U) — (V) es diferenciable en ¢(x).

§2.1. Definiciéon de Vector Tangente.

Sean M una variedad diferenciable y &4/ C M una vecindad abierta de
x € M. Consideremos el conjunto

CU,M)={f:U— M| [ esdiferenciable en U}.

Definimos una relaciéon de equivalencia de la siguiente manera. Sean f,
fleC®U, M), decimos que f ~ f’ siy sblo si existe una vecindad abierta
U de z, tal que fly = f'|u-

Definicion 1.9. Llamamos germen en x a cada clase de equivalencia bajo
la relacién ~ en C*°(U, M) y lo denotamos por [f].

Consideremos el conjunto
§(z) ={f: M — R | f es diferenciable en una vecindad abierta de z} / ~ .

Esto es, £(z) es el conjunto de todos los gérmenes diferenciables en una ve-
cindad abierta de x. Ademads, la adicién y multiplicacién estan bien definidas
en representantes de elementos de £(z). Por lo tanto, {(z) tiene estructura
de un algebra.

Sean z € M y (U, ¢), un sistema de coordenadas locales de x. Entonces,
definimos un germen invertible como [(U, @), y lo denotamos por [¢,]. Por
lo tanto, tenemos un isomorfismo ¢* : &, — £(z), con &, el conjunto de
gérmenes [r] con r : R” — R.

Existen tres definiciones de vector tangente, cada una de las cuales tiene
sus ventajas y a continuacién las presentamos.
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Consideremos el conjunto
C, = {gérmenes []| ¢: (R,0) — (M, ) es una curva en M, con c¢(0) =z} .

Definimos una relacién de equivalencia en C, de la siguiente manera:
[c1] ~ [c2] siy solo si para cada germen diferenciable [f] € £(z),

d d

Sfelal | == (ol

Definiciéon I1.10. Un vector tangente a M en x es una clase de equivalencia
de curvas bajo la relacién de equivalencia definida anteriormente en C'.

Es decir, [¢1], [c2] € Cp definen el mismo vector tangente si y sélo si
definen la misma “diferenciacion de funciones en la direccién de una curva”.

M

Figura 1.2: Vector tangente a M en z.

Consideremos una funcién lineal D : £(x) — R que satisface la regla del
producto de Leibniz

D ([f1o[f]) = DN [F1) + [f1=)D ([f1) -

En otras palabras, D es un operador lineal sobre funciones diferenciables de
M y es llamado derivacion.

Definicién I.11. La derivacién D es un vector tangente a M en x.

Por 1ltimo, sean € M y [¢a], [¢p] dos gérmenes invertibles. Entonces,
la transicion de coordenadas

[(b]aﬁ = [(bﬁ] ° [¢a]_l : (Rn70) - (ano)v
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es un germen diferenciable invertible.

Todas estas posibles transiciones de coordenadas forman un grupo G
bajo composicién. Por lo tanto, para cualesquiera dos gérmenes invertibles

[¢a], (@3] hay exactamente un [¢p] € G tal que [@] o [pa] = [¢g].

Recordemos que la matriz jacobiana D f es una matriz formada por las
derivadas parciales de primer orden de una funcién f. Por lo tanto, si a
cada [¢] € G le asociamos su matriz jacobiana en el origen Dy, con ¢ un
representante de [¢], obtenemos un homomorfismo de grupos

F:G — GL(n,R), con F ([¢]) = Dy,

de G en el grupo general lineal de matrices invertibles n X n con entradas
reales.

Definicion 1.12. Un vector tangente a M en x es un operador que asigna
a cada germen invertible [¢,] un vector v € R", tal que el vector D¢ - v
corresponde al germen invertible [¢] o [pq].

Espacio Tangente.

Denotaremos por T, M al conjunto de vectores tangentes a M en x. Este
forma un espacio vectorial de dimensiéon n con las operaciones usuales de
funciones (ver por ejemplo [DC88]|, [CP99]).

Definicion 1.13. El espacio vectorial T, M es llamado espacio tangente de
M en z.

Diferencial de una Funcidn.

Sean M7 y My dos variedades diferenciables y f : M7 — My una funcién
diferenciable.

Definicion 1.14. El diferencial o funcion tangente de f en x € My, es la
funcién lineal

dfy : To My — Tpp) Mo,
tal que si v, € T, M, entonces df, (v,) es un vector tangente a My en f(x).

Sea g : My — R una funcién diferenciable en una vecindad de f(x).
Definimos

dfz (v2) (9) = vz (g0 f),

donde vy (go f) =V (gof) vy =1, % (vz);- En otras palabras, es

la derivada direccional de g o f en direccién v,.
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Proposicién (Regla de la cadena). Sean My, Ms y M3 variedades dife-
renciables. f : My — My y f' : My — Ms funciones diferenciables. Enton-
ces,

df}(x)odfm:d(flof)m-

Demostracion. Sea g : Ms — R una funcién diferenciable en una vecindad
de f"o f(z). Tenemos que

df ey © dfa (v2) (9) = dfi (v2) (g0 f')
= Vg (g o f’o f)
=d(f o f), (vz)(9),
con v, € T, M;j. ]

§2.2. Haz Tangente.

Sea M una variedad diferenciable y consideremos el conjunto
TM = {(z,vy) |z € M,vy; € Tz M} .

Podemos asignarle a T'M una estructura diferenciable de la siguiente
manera (para ver esta construccién en detalle puede consultar [D088]).

Sea m : TM — M la proyeccién natural definida por = (x,v,) = z, con
vy € Ty M. Sea D la estructura diferenciable de M y (U, $) € D un sistema
de coordenadas locales. Definimos ¢ : =1 (U) — R?" como

¢ ((L’, vx) = (¢ om (.’L’, vx) Aoy (USL‘)) )

para todo (z,v,) € 71 (U). Observemos que <;~5 es inyectiva sobre abiertos
de R?". Por otro lado, si (Ua, da) y (Us, d3) € D con Uy NUz # B, la funcién
b5 0 g5 ' es diferenciable y

{670 v e R™ abiertoy U, ¢) € D}

forma una base para una topologia sobre T'M.

Proposicion 1.1. La coleccion

D= {(='@).3) | w0) €D},
es una estructura diferenciable para T M.

Definicién 1.15. TM dotado con D es llamado haz tangente de M.
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§2.3. Campos Vectoriales y Campos de Planos.

Definicion 1.16. Un campo vectorial en M es una seccion X : M — TM
del haz tangente T'M; es decir, para todo x € M, tenemos que

moX(x)=m(z,X(x)) = x.

En otras palabras, X asocia a cada x € M un vector X' (z) € T, M, que
es tangente a M en z y lo denotamos por X,. Podemos pensar a X como
una colecciéon de flechas, una en cada x € M.

~ {
L ]
. A ¥ ‘ﬁr’ /’/ /
R:\\ ;’H;/{’
Q??.r 2;“»/-%9"#

Figura 1.3: Campo vectorial en dimensién tres.

Consideremos el conjunto
CO(M)={f: M —R| f esdiferenciable} .
Sean X un campo vectorial en M y f € C°°(M). Definimos la funcién
Xp:M—R dada por Xs(x) = Xp(f),
paratodax e My X, € T, M.

Definicién I1.17. Decimos que X es un campo vectorial diferenciable si X;
es una funcién diferenciable para toda f € C>°(M).

Por otro lado, podemos pensar a Xy como la funcién
X:C®(M) — C(M) definida por f+— X;.

Entonces, X satisface las siguientes propiedades:



10 I Temas de Geometria.

= Linealidad.
X(af 4+ bg) = aX(f) + bX(g), con a,b € R;

= Regla de Leibniz.
X(fg) =X(f)g + fX(g)-

Curvas Integrales.

Un campo vectorial diferenciable X en M tiene asociada una ecuacion

diferencial ordinaria en M J
c

b
Una solucién de (I.1) es una curva ¢ : (a,b) — M tal que, (t) = X (c(t)),
con t € (a,b).

X(2). (L.1)

Definiciéon 1.18. Llamamos a ¢ curva integral de X por x € M si es solucién
de X con ¢(0) = x.

Por el Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales or-
dinarias (Ver por ejemplo [BD92]) sabemos que si X' es continuo y satisface
la condicién de Lipschitz |Xy, — Xu,| < s|z1 — 22, con s € R, existe una
Unica curva integral por x € M, para todo © € M.

Corchete de Campos Vectoriales Diferenciables.

Denotamos por X(M) al conjunto de todos los campos vectoriales dife-
renciables sobre una variedad M.

Definicién 1.19. Sean X, Y € X(M). El corchete de X y ) es un campo
vectorial diferenciable en M dado por [X, Y] = XY — VX.

Podemos interpretar a [X', Y] como una derivacién de ) a lo largo de las
curvas integrales de X.

Sean X, Y, Z € X(M). El corchete [, ] satisface las siguientes propie-
dades:

s Antisimetria.

= R-bilinealidad.
[aX + b)Y, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z],
[Z,aX +bY] =alZ,X]|+b[Z,)];
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s Identidad de Jacobi.

y asigna a cada x € M el vector tangente [X, V], = [X, V](x).

Como [X, )], € T, M podemos pensarlo como una clase de equivalencia
de curvas. Consideremos X y ) en una vecindad de x, entonces para un ¢
lo suficientemente pequeno

i) seguimos un tiempo ¢ la curva integral de X que pasa por x;
i1) continuamos un tiempo ¢ por la curva integral de Y;

i11) seguimos un tiempo t en direccién contraria por la curva integral de
&

iv) por tltimo, nos movemos un tiempo t en direccién contraria por la
curva integral de ).

41
2t

Figura I.4: Construccién geométrica de [X, V],
Campos de k-planos.

El grassmanniano Gri(n) es el espacio de todos los subespacios de di-
mension k 6 k-planos de un espacio vectorial V' de dimensién n, sobre un
campo dado. Mas atn, Gri(n) es una variedad diferenciable de dimensién
k(n — k) y lo llamamos variedad grassmanniana.

Definimos un campo de k-planos en M como la secciéon P : M — Gry(n)
del grassmanniano Gri(n) de M. Es decir, P asocia a cada x € M un subes-
pacio vectorial P(x) C T,M de dimensién k tangente a M en z, el cual
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denotamos por P,.

Un campo de k-planos P en M es diferenciable si para todo = € M,
existen k campos vectoriales diferenciables, X1, X2,..., X¥ definidos en una
vecindad U/ de z, tales que para todo y € U, tenemos que {Xyl, Xy2, .. ,X;}
es una base para P,.

Ejemplo 1. Consideremos k£ = 1; un campo de 1-planos £ en M, comun-
mente llamado campo de lineas, puede construirse de la siguiente manera.
Sea X un campo vectorial tal que para toda x € M, X, # 0 y definimos
L; = R - X,. Observemos que £, C T;M es un subespacio de dimension
uno generado por A.

Orientacion.

Sean W un espacio vectorial real y %, %' dos bases ordenadas de W.

Sabemos que existe una tunica transformacion lineal T': W — W tal que
T(B)=%A.

Definicién 1.20. Las bases 4 y %’ tienen la misma orientacidn si la matriz
asociada a T tiene determinante positivo; de otro modo, decimos que tienen
orientaciones opuestas.

Observemos que la propiedad de tener la misma orientacién nos define
una relacién de equivalencia sobre el conjunto de todas las bases ordenadas
de W. Si W no es el espacio vectorial cero, tenemos dos clases de equivalen-
cia, las cuales son llamadas orientaciones de W.

Sea P un k-campo de planos diferenciable en M. Decimos que P es
orientable si para cada x € M, podemos escoger una orientacion O, en P,
de modo que la correspondencia x — O, es continua.

De esta manera, si k es la dimensién de M y P, corresponde a T, M,
podemos determinar una orientacién en T'M y decimos que M es orientable.

Ejemplo 2. Un campo de lineas L es orientable si y sélo si existe un campo
vectorial diferenciable X en M, tal que para todo x € M, L, es un subespacio
de T, M generado por X,.

Por lo tanto, si £ es un campo de lineas orientable en M podemos definir
un campo vectorial X escogiendo en cada x € M un vector no nulo en L,
tal que X, # 0 para toda x. Decimos en este caso, que X es tangente a L.
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—)) ny/

Figura 1.5: Campos de lineas que no son orientables.

§3. Grupos de Lie.

La teorfa de grupos de Lie, desarrollada por S. Lie, tiene sus raices en el
estudio de simetrias de sistemas de ecuaciones diferenciales y las técnicas de
integracién para resolverlas; S. Lie llamé a esas simetrias grupos continuos.
En 1930, E. Cartan introdujo el término grupo de Lie.

Definicion I.21. Una variedad diferenciable G es llamada grupo de Lie si
i) G es un grupoy

i1) las operaciones de grupo

GxG— G, talque (x,9)— xy;

G — G, tal que x+— z71,

son diferenciables.
Ejemplos. Los siguientes son grupos de Lie.
= R™ y C™ bajo la adicién vectorial.
» R— {0} y C— {0} bajo la multiplicacién.

» El grupo general lineal GL(n,R) de todas las matrices nxn invertibles,
con entradas reales.

» El grupo afin Aff(3) = GL(3,R) x R? de todas las funciones afines

invertibles de un espacio en si mismo.

Sea G un grupo de Lie. Llamamos a H C G subgrupo de Lie si H < G
y es una subvariedad encajada en G.

Observemos que cualquier subgrupo de Lie H < G de un grupo de Lie
G es cerrado en G.
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Componente Identidad.

Sea GG un grupo de Lie y G la componente conexa de GG que contiene al
elemento identidad e € G. Tenemos que G es cerrada y es un subgrupo, ya
que la multiplicacién e inversién son operaciones continuas. Ademads, para
cualquier automorfismo continuo f : G — G tenemos que f (Go) = G y se
sigue que Gy es normal en G.

Definicion 1.22. La componente G de G es llamada componente identidad
de G.

Observemos que G es abierto ya que contiene una vecindad conexa por
caminos de e. Por lo tanto, Gg es un conjunto abierto y cerrado.

Consideremos el grupo cociente G/Gp, sus elementos son precisamente
las componentes conexas de G y ademas, es discreto. Llamamos a G/Gy
grupo de componentes de G.

Acciones de Grupos de Lie.

Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable.

Definicién 1.23. Decimos que G actua por la derecha en M si para cada
g € G existe un difeomorfismo de M: x +— Ty(x) con x € M, tal que

» 1,1} = Ty para toda g, h € G,
» T, es la funcién identidad y
» (z,9) — T4(z) es una funcién diferenciable de M x G — M.

De manera similar, podemos definir una accion izquierda de G en M.
En este caso, Ty}, = Typ,.

Ejemplos.

= La accién trivial de cualquier grupo de Lie G en una variedad diferen-
ciable M estd definida como

x+— Ty(x) =z, paratodo g€ G ytodo x € M.

» El grupo general lineal GL(n,R), el grupo especial lineal SL(n,R), el
grupo ortogonal O(n,R) y el grupo ortogonal especial SO(n,R) son
grupos de Lie que actuan en R™.
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Definicion 1.24.

= El conjunto {g € G | Ty(x) = «}, es un subgrupo de G llamado estabi-
lizador o grupo de isotropia de x € M.

= La orbita de x € M es el conjunto {T,(z) | g € G}.

Decimos que G actia libremente en M si para todo x € M, el estabili-
zador es trivial. Si para cualquier x, y € M existe g € G tal que Ty(z) = v,
entonces G actia transitivamente en M. Es decir, la érbita de cualquier
elemento de M es toda M. La accién de G en M es discontinua si para todo
x € M, existe una vecindad x € U C M tal que {g eG | ToU)NU # (7)} es
finito.

Definicion 1.25. M es una variedad homogénea si existe un grupo de Lie
G que actua transitivamente en ella.

Ejemplos.
» La esfera S" ' = {z e R"| Y7, 27 = 1} es homogénea bajo SO(n).

» El semi plano superior H? = {z eC | Im(z) > 0} es homogéneo bajo
SL(2,R).

» El grassmanniano Gry(n) es homogéneo bajo la accién de SO(n).

Teorema 1.1. Sea M wuna variedad homogénea bajo la accion de un grupo
de Lie G. Eziste una correspondencia inyectiva entre los puntos x € M y
las clases laterales derechas Hg de H en G, con H el estabilizador.

Ejemplos.

» "1 =2 80(n)/SO(n — 1), escogiendo xg € S*~! como e,, el n-ésimo
elemento de la base canénica de R”.

» H2 2 SL(2,R)/SO(2), escogiendo zg € H? como i.
» Gri(n) = 80(n)/ (SO(n) x SO(n — k)).

§3.1. Algebra de Lie de un Grupo de Lie.

Uno de los objetos algebraicos més simple es un espacio vectorial. Es
posible asociar a cada g € G, con G grupo de Lie, un espacio vectorial que
corresponde al espacio tangente de G en g. Este espacio tangente es isomorfo
a lo que definiremos como el algebra de Lie de G.

Para toda h € GG, definimos los siguientes difeomorfismos
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» Traslacion izquierda. Ly : G — G con Lg(h) = gh.
» Traslacion derecha. Ry : G — G con Ry(h) = hg.

Definicion 1.26. Sean e € G el elemento identidad, v, un vector tangente
aGeneygeG. Un vector tangente a G en g esta dado por vy = dRg (ve).

Entonces, podemos obtener un campo vectorial diferenciable X en G, ya
que la multiplicacién es una operacién diferenciable. Ademas,

ng odRy (Ue) = ngh ('Ue) = Ugh,
y la imagen de X’ bajo dR,, para cualquier g € GG, es X mismo.

Definicion I1.27. Decimos que un campo vectorial X en un grupo de Lie G
es invariante por la derecha si dRq(X) = X, para cualquier g € G.

Ejemplo 3. Consideremos X, } € X(G). Si estos son invariantes por la
derecha, entonces [X, )] es invariante por la derecha.

Sea g = {X € X(G) | dRy(X) = X ¥ g € G}. Bajo la adicién usual de
campos vectoriales y multiplicacion escalar por niimeros reales, g es un es-
pacio vectorial cerrado bajo la operacién corchete [, | (ver definicién 1.19).

La dimension de g es la dimension del espacio tangente a G en e, que
corresponde a la dimension de G mismo, ya que un campo vectorial inva-
riante por la derecha estd completamente determinado por su valor en e.

Definicion 1.28. El espacio vectorial g dotado con la operacién corchete
[, | es llamado dlgebra de Lie de G.

Ejemplo 4. El algebra de Lie del grupo de Lie GL(n,R) es el espacio
vectorial M(n,R) de todas las matrices n x n, con [A, B] = AB — BA.

Proposicion 1.2. La funcion f : g — T.G dada por X — X, define un
isomorfismo lineal.

Demostracion. La funcién f es lineal. Si X, = 0, entonces vy = dR, (X.) =0
para toda g € G. Por lo tanto, f es inyectiva. Para X, € T.G, definimos el
campo vectorial

Vx, = {wy = (dRy), (X.), paratoda g€ G}.

Entonces, Vy, es invariante por la derecha y w. = &,. Por lo que f es
sobreyectiva. Concluimos que f es un isomorfismo lineal. |
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Sean X., V. elementos de T.G y Vx,, V3, campos vectoriales invariantes
por la derecha determinados por X, y Y., respectivamente. Por medio del
isomorfimo descrito anteriormente, definimos la operacion corchete en T .G
como

[Xeaye] = [VXe7 V)}e] .

§3.2. Medida de Haar.

Consideremos el g-algebra de Borel generada por los subconjuntos com-
pactos de G y sea i, una medida en subconjuntos borelianos de G. Decimos
que p, es invariante por la derecha si y sélo si para todo subconjunto bore-
liano S de G y para todo g € G tenemos

pr(Sg) = pr ().
Siguiendo a P. Halmos, decimos que p, es reqular si y sélo si

» 1,(K) < oo para cualquier subconjunto compacto K;

= para cada subconjunto boreliano E tenemos que
pr(E) =inf {p(U) | ECU con U abierto} y
wr(E) =sup{p(K) | K C E, con K compacto}.

Existencia y Unicidad de una Medida de Haar Derecha.

Existe s6lo una medida regular invariante por la derecha pu, en sub-
conjuntos borelianos de G, tal que p,(U) > 0 para cualquier subconjunto
boreliano abierto y no vacio U, salvo un multiplo constante positivo.

Definicion 1.29. La medida pu, es llamada medida de Haar derecha en G.

Andlogamente, existe una tnica medida y; invariante por la izquierda,
salvo multiplicacion por una constante positiva, pero no necesariamente
coincide con p, y la llamamamos medida de Haar izquierda. Sin embar-
go, es facil encontrar una relacion entre ellas.

Sea S un subconjunto boreliano, denotamos por S~! el conjunto de los
elementos inversos a los elementos de S y definimos

pr_, (aS) = pir ((as)_l) = Hr (S_la_l) = Hr (S_l) = pr_, (9),

ya que la medida de Haar izquierda es tnica, se sigue que ji, _, es un miltiplo
de p;. Entonces, p, (S_l) = ku;(S) para todo subconjunto boreliano S, con
k una constante positiva.
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Definicion 1.30. Un grupo de Lie G es unimodular si toda medida de Haar
derecha en G es una medida de Haar izquierda en G.

Usando la teoria de integracién de Lebesgue, definimos una integral para
todas las funciones borel medibles f en G. Si p, es una medida de Haar
derecha, entonces para toda g € G y cualquier f

/ f(990)dpr(g) = / £(9)dun(g),
G G

y la llamamos integral de Haar.
Ejemplos.

» La medida de Haar en el grupo topoldgico (R, +) que toma valor 1 en
[0,1] es igual a la restriccién de la medida de Lebesgue a los subcon-
juntos borelianos de R.

s Sea (R4, -) el grupo de niimeros reales positivos con la multiplicacién
como operacién. Entonces, la medida de Haar u(S) estd dada por

1
M(S) = _dtv
st

para cualquier subconjunto boreliano S de R.

§ 3.3. Representacion Adjunta.

Definicién 1.31. Un endomorfismo de un espacio vectorial V es una funcion
lineal ¢ : V — V. Si ademds ¢ es un isomorfismo, entonces lo llamamos
automorfismo.

Sea H = Aut(V) el conjunto de automorfismos de un espacio vectorial
V' y G un grupo de Lie.

Definicion 1.32. El homomorfismo ¢ : G — H es llamado representacion
del grupo de Lie G.

Sean g y b dlgebras de Lie. Llamamos a v : g — b homomorfismo si es li-
neal y preserva corchetes. Si ademas ¢ es biyectivo, lo llamamos isomorfismo.

Sea h = End(V) el conjunto de endomorfismos del espacio vectorial V',
que corresponde al espacio tangente de Aut(V') en la identidad.
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Definicion 1.33. El homomorfismo 1 : g — h es llamado representacion
del dalgebra de Lie g.

Consideremos la funcién
f:GxG— G, definidacomo f(g,h) = ghg™' = f,(h).

Observemos que f es la composicién de una traslacién izquierda seguida de
una traslacién derecha. Ademsds, el elemento identidad es un punto fijo. En
este caso, decimos que f es un automorfismo interno de G.

Definicion 1.34. Las representaciones Ad y ad son llamadas representacio-
nes adjuntas de G y g, respectivamente y estan dadas por los homomorfismos

Ad: G — Aut(g) con Ad(g) = (dfy)e;

ad : g — End(g) con ad(X)=dAd(e)(X).

8§4. Variedades Riemannianas.

Sea M una variedad diferenciable.

Definicion 1.35. Una métrica riemanniana en M es una correspondencia
que asocia a cada x € M un producto interno - en T, M que varia de manera
diferenciable en .

Esto significa que escogiendo un sistema de coordenadas locales (U, @),
de x € M, el producto interno - : i/ — R tal que x — X, - Y, es una funcién
diferenciable, con X y ) campos vectoriales base de T, M.

(E™, mg) (Sg,mn) (S™,mg)

Gt @

Figura 1.6: Variedades riemannianas.

Definicién 1.36. Una variedad riemanniana (M, m) es una variedad dife-
renciable M dotada con una métrica riemanniana m.
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Sea M una variedad diferenciable. Una familia {f,} de funciones dife-
renciables fo : M — R es una particion diferenciable de la unidad si

= para toda «, f, > 0y el soporte de f, estd contenido en una vecindad
V. que pertenece al sistema de coordenadas locales de la estructura
diferenciable de M;

» la familia {V,} es localmente finita;
» > falz) =1, para todo z € M.

Decimos que {f,} estd subordinada a la cubierta {V,}.

La demostracion del siguiente resultado puede consultarse en [BC70].

Teorema 1.2. Una variedad diferenciable M posee una particion diferen-
citable de la unidad si y sélo si es paracompacta.

Observacion 1.2. Cualquier variedad topoldgica (ver definicién 1.1) es pa-
racompacta.

Proposicion 1.3. Toda variedad diferenciable M posee una métrica rie-
manniana.

Demostracion. Sea {f,} una particién diferenciable de la unidad de M,
subordinada a una cubierta abierta {V,} de M. Para cada «, V, pertenece
a un sistema de coordenadas locales de la estructura diferenciable en M.
Tenemos que {V,} es una cubierta abierta, localmente finita y {f,} es un
conjunto de funciones diferenciables en M tal que

i) fa =0, fo =0 en el complemento de la cerradura de V,,
i1) Y . fa(x) =1, para todo x € M.

Definimos una métrica riemanniana (u, - v;), en cada V,: la inducida
por el sistema de coordenadas locales. El conjunto A = {(uy - v;),} genera
un cono convero

{(ux SVg) = Zfa(a:) (ug - vg), | (ug - vz), €A, ¥y fa =0 para todo a} .

Entonces,

(Ug - vy) = Zfa(a:) (ug - vg),, paratodo ze€M y ug v, € TyM,

define una métrica riemanniana sobre M. |
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Vamos a dar una nocién de equivalencia entre dos variedades riemannia-
nas.

Definicién 1.37. Sean (M, m1) y (Ma, m2) dos variedades riemannianas y
f: My — M un difeomorfismo. Si

(ug - vy) = (dfm (ug) - dfs (vm)) con r € My y ug,v, € ToM, (L.2)
llamamos a f isometria.

Decimos que (Mi,m1) y (Msy,mg) son localmente isométricas si para
todo z € My, existe una vecindad U C My de x y un difeomorfismo
f:U— f(U) C My satisfaciendo la ecuacién (I1.2).

Proposicion 1.4. El conjunto de todas las isometrias ¢ : M — M de una
variedad riemanniana (M, m) forma un grupo bajo la composicion.

Teorema 1.3 (Myers-Steenrod [MS38]). El grupo de isometrias de una
variedad riemanniana es un grupo de Lie.

Definiciéon 1.38. Una wariedad riemanniana homogénea es una variedad
riemanniana (M, m) en la cual actia transitivamente su grupo de isometrias.

Proposicién 1.5. [Arv03] Sea (M, m) una variedad riemanniana homogénea.
Entonces, el estabilizador de cualquier x € M es un subgrupo compacto del
grupo de isometrias de M.

Esto es, el estabilizador de cualquier x € M es un grupo de Lie compacto.
Métrica Producto.

Sean (My,m1) y (M, ms) dos variedades riemannianas y consideremos
la variedad diferenciable M7 x Ms. Denotamos por

¢: My X My — My y : M x My — My,

las proyecciones naturales. Definimos una métrica riemanniana en My X Mo
de la siguiente forma

(u(p#z) : U(pvq)) = (d% (“(p,q)) - dep (”(p,q)) > + <d¢q (“(p,q)) - dipg (”(p,q)) )=

para todo (p,q) € My X Ma y u,q) ) € Tipg) (M1 X Mg).

» U(p,g

Ejemplo 5. El toro sélido S! x St x S' = T? tiene una estructura riemannia-
na obtenida por escoger en S! C R?, la métrica riemanniana inducida por
R? y formar la métrica producto.
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§ 5. Haces Fibrados Principales con Conexiones.

Daremos una definicién geométrica de una conexién. La idea intuitiva
es descomponer el espacio tangente a M en x € M, como un subespacio
tangente a la fibra F, que pasa por x y un espacio horizontal .77 a éste.
Definiremos una manera de mover, en algiun sentido, la geometria local de
M a lo largo de una curva, es decir, “conectar” la geometria de puntos cer-
canos. Ademads, presentamos otras definiciones equivalenes de conexién, una
en términos de 1-formas diferenciales y otra mediante la nocién de derivada
covariante. Finalizamos esta seccién con la definicién de curvatura. Para un
estudio més detallado de estos conceptos se puede consultar [CM93], [DS05]
y [DFN85].

Haz Fibrado Principal.

Sean B y F variedades diferenciables.

Definicién 1.39. Un haz fibrado consiste de un espacio total M, un espacio
base B, una funcién continua p : M — B, llamada haz de proyeccion y una
trivializacién local.

Esto significa que, para cada a € B existe una vecindad abierta a € U y
un difeomorfismo
¢:p ' (U) = UXF,
con fop=py f:UXF — U la proyeccién en el primer factor. Llamamos
a F fibra.

Decimos que M es un fibrado sobre B con fibra F' y lo denotamos por
(M7 B7 p7 F)'

Definiciéon 1.40. Sea G un grupo de Lie. Un G-haz fibrado principal es
un haz fibrado (M, B,p, F') tal que F coincide con G, que actia en F por
multiplicacién por la derecha, es decir, por medio de traslaciones derechas
R, :G — G, con Ry(x) = xg.

En este caso decimos que M es un fibrado principal sobre B con fibra y
grupo estructural G.

§5.1. Conexion y Transporte Paralelo.

Introducimos el concepto de conexién en un G-haz sobre una variedad
riemanniana (M, m), asi como en el caso en que tenemos un G-haz principal
y definimos las funciones de transporte paralelo.
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M

Figura 1.7: Conexién.

Definicién 1.41. Sea (M, B, p, F') un G-haz sobre una variedad riemannia-
na (M,m) y n la dimensién de B. Una conezidn en (M,B,p,F) es un
n-campo de planos en M (ver pdg. 11), tal que la imagen de cada n-plano

P, C T, M bajo dp, : T,M — Tp(x)B es inyectiva.

Definicion 1.42. Los n-planos de T, M asociados a cada x € M son llama-
dos n-planos horizontales de la conexion.

Sea ¢ = ¢(t) una curva diferenciable en M. Si para cada t € [0,1] su
vector tangente ¢/(t) pertenece al n-plano horizontal en ¢(t), decimos que ¢
es horizontal.

Lema 1.1. Cualquier G-haz (M, B,p, F') diferenciable puede ser dotado de
Una COnerion.

Demostracion. Sea m una métrica riemanniana en M (sabemos que existe
por la Proposicién 1.3). Obtenemos una conexién en (M, B, p, F') escogiendo
el n-plano horizontal en cada x € M como el n-plano de T, M, ortogonal a
la fibra F, que pasa por x. |

Transporte Paralelo.

Consideremos una conexioén en el G-haz (M, B,p, F') en la variedad rie-
manniana (M, m).

Definicién 1.43. Sea c: [0,1] — B una curva diferenciable por pedazos en
B. Un levantamiento horizontal de ¢ es una curva ¢ : [0,1] — M en M, tal
que p (c(t)) = ¢(t) con t € [0,1].
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Lema I.2. [DFN85] Sean (M, B,p,F) un G-haz, cuyas fibras son com-
pactas y ¢ : [0,1] — B una curva diferenciable por pedazos en B. Entonces,
para cada xg € M que pertenece a la fibra Fy o) existe un inico levantamiento
horizontal ¢(t) en M con ¢(0) = xg.

Por lo tanto, dado un G-haz diferenciable que satisface la conclusion
del Lema 1.2, sobre el cual esta definida una conexion, existe para cualquier
curva diferenciable por pedazos ¢ : [0,1] — B una funcién de la fibra pasando
por by = ¢(0) a la fibra pasando por b; = ¢(1), dada por

e 1 Fpy — Fp,,  tal que  @c(xg) =¢(1) paracada xg € Fy,.
Tenemos que ¢, satisface las siguientes propiedades:
= Depende de manera continua de c.

" Oerey = Pey O Pey ¥ Pt = (pe) L. Ademds, si ¢ es constante, @ es la
funcién identidad.

= . es independiente de la parametrizacién de c.

Hemos construido, de la definicién de conexién, las funciones ¢, entre
fibras de (M, B,p, F'). Estas son llamadas funciones de transporte paralelo
sobre las fibras del G-haz.

o

[

I

Figura 1.8: Transporte paralelo definido por una conexidn.

Ahora consideremos un G-haz principal (M, B, p, F') sobre una variedad
riemanniana (M, m), con n la dimensién de B.
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Definicién 1.44. Una conezion o G-conezion en (M, B, p, F') es un n-campo
de planos horizontales en M, que varia de manera diferenciable, invariante
bajo la accién derecha de G en M.

De manera andloga al Lema 1.1, en este caso el método mas sencillo para
obtener una conexién en un G-haz fibrado es por medio de la existencia de
una métrica riemanniana m en M, con respecto a la cual los elementos de G
son isometrias. Definimos dicha conexién escogiendo como n-plano horizon-
tal en cada x € M, el n-plano de T, M ortogonal a la fibra F}, que pasa por x.

En este caso, definimos las funciones de transporte paralelo . sobre las
fibras del G-haz principal de manera analoga que cuando tenemos un G-haz;
en este caso, todas las ¢, son elementos de G.

Definiciones equivalentes de Conexion.

Primero daremos una definicién de conexién en términos de una 1-forma
diferenciable sobre M, después en términos de la nocién de derivada cova-
riante.

Una 1-forma diferenciable sobre M es una funcién diferenciable del es-
pacio total del haz tangente de M a R, cuya restriccién a cada fibra es un
funcional lineal sobre el espacio tangente.

En este caso, definimos los subespacios horizontales en términos de una
1-forma diferencial w sobre M con valores en g = T F,, donde g es el algebra
de Lie de G y e el elemento identidad de G.

Definicion 1.45. Una conezion en el G-haz principal es una 1-forma sobre
M con valores en g, w : TM — g tal que w|. es la 1-forma

We=wle:g— g con wX)=2X.
Observemos que w, es distinta de cero cuando X es no nulo.

Existe otra forma de definir una conexion utilizando la idea de “derivar”
secciones diferenciables del haz tangente de M. Daremos una definicién local
y una global.

Definicion 1.46. Una conexion local en x € M es una funcién que asigna a
cada vector tangente v € T, M y a cada campo vectorial X en M un nuevo
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vector tangente
V,X € T, M,

que es bilineal como funcién de v y X. Ademas, si f : M — R es una funcién
con valores reales y fX es el campo vectorial dado por (fX), = f(y)&X,,
entonces V satisface

Vo(fX) = (vf)Xe + f(2)V, &,
donde vf denota la derivada direccional de f en la direccion de v.
Llamamos a V,X derivada covariante de X en la direccién de v.

Definicion 1.47. Una conexion global o simplemente una conexion en M
es una funcién que asigna a cada x € M una conexién local y satisface las
siguientes propiedades:

s Sean X', Y campos vectoriales diferenciables en M, entonces el campo
vectorial V x) definido por (Vx)Y), = Vi, ) es diferenciable;

s V) es bilineal como funcién de X y YV;

= Vixy = f(Va));

» Va (fY)= (X)) Y+ [(Vad).

Consideremos una curva parametrizada o : R — M en M.

Definicion 1.48. Un campo vectorial X a lo largo de « es una funcién que
asigna a cada t € R, un vector tangente v € T M.

Esta funcién es diferenciable en el siguiente sentido: para cualquier fun-
cién diferenciable f sobre M, la correspondencia ¢ — v f define una funcién
diferenciable sobre R.

Por otro lado, supongamos que M estd dotada de una conexién. Enton-
ces, cualquier campo vectorial X a lo largo de a determina un nuevo campo
vectorial DX /dt a lo largo de ella, llamado derivada covariante de X. El
operador X — DX /dt se caracteriza por satisfacer las siguientes propieda-
des:

DX+Y) _ Dx |, DY.
" —x =@ T a

= si f es una funcién diferenciable con valores reales sobre R, entonces

D(fX) _df, DX

dt dt dt’
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» si & es inducido por un campo vectorial J en M; es decir, v = Yy
para cada ¢, entonces DX /dt es igual a Vg,/q:Y (derivada covariante
de Y en la direccién de la derivada de «, con respecto de t).

Decimos que un campo vectorial X a lo largo de v en M es paralelo si
su derivada covariante DX /dt es idénticamente cero.

Conexién Riemanniana.

Definicién 1.49. Una conexién V en una variedad riemanniana (M,m)
es compatible con m si para cualesquiera curva parametrizada o y campos
vectoriales paralelos X, ) a lo largo de o en M, tenemos que X - ) es
constante.

La siguiente proposicién justifica, en cierto modo, la definiciéon dada. La
demostracién puede consultarse en [DC88].

Proposicién 1.6. Sea (M, m) una variedad riemanniana. Una conezion V
en M es compatible con m si y solo si para todo par de campos vectoriales
X y Y alo largo de una curva parametrizada o, se tiene

- (B0) (v 2).

Definicién I1.50. Una conexién V en (M, m) es simétrica si satisface
VxY —VyX =[X,)], paratodo X,) € X(M).

El siguiente resultado es considerado como el lema fundamental de la
geometria riemanniana. Una demostracién de éste puede consultarse en
[Mil69] y [DC8S|.

Lema 1.3. Dada una variedad riemanniana (M, m), existe una tinica cone-
zion V en M simétrica y compatible con m.

La conexiéon dada por el lema 1.3 es llamada conexion de Levi Civita o
conexion riemanniana de M.

§5.2. Curvatura.

Vamos a introducir la nocién de curvatura en términos de formas dife-
renciales.

Consideremos un G-haz principal (M, B, p, F') en una variedad riemannia-

na (M, m). Sea w una 1-forma diferencial en con valores en g, el dlgebra de
Lie de G.
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Definicion 1.51. La curvatura es una 2-forma  en M con valores en g,
dada por

UX,Y) = X (WD) =V (@) - w (X, V) + [w(&), )],
con X, Y € X(M).

§ 6. Variedades Riemannianas Completas.

En esta seccién iniciamos el estudio de las relaciones entre propiedades
locales (sélo dependen del comportamiento en una vecindad) y globales (de-
penden del comportamiento en un todo) en variedades riemannianas. Para
esto, necesitamos definir un ambiente natural y éste resulta ser lo que se co-
noce como variedades riemannianas completas. Cuya importancia radica en
el hecho de que dados dos puntos cualesquiera existe una geodésica minima
que los une.

Al final de esta seccién presentamos el Teorema de Hopf-Rinow, llama-
do asi en honor a H. Hopf y a su estudiante W. Rinow, el cual establece
una equivalencia entre las nociones de completitud geodésica, completitud
topoldgica y completitud métrica en una variedad riemanniana.

Sean (M, m) una variedad riemanniana dotada con una conexién com-
patible con m y ¢ : [a,b] — M una curva parametrizada.

Definicién 1.52. Decimos que ¢ es una geodésica en to € [a,b] si

D (de
dt \ dt

Si ¢ es una geodésica en t, para todo t € [a, b], llamamos a ¢ geodésica.

to

Abusando de la notacion, algunas veces llamaremos geodésica a la ima-
gen de [a, b] bajo c.

Sea ¢ : [a,b] — M una geodésica, entonces

d (de de\ _,(Dde deY
dt \dt dt) “\dtdt dt)

es decir, la longitud de dc/dt es constante a lo largo de c.
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Sea v, € T, M con x € M, un vector tangente a M en = para el cual
existe una geodésica ¢ : [0,1] — M tal que
dc
0) = —| =d(0) =v,.
W)=z vy | =d0)=uw
El hecho que c existe y mas aiin, que es unica se sigue de la teoria de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (ver por ejemplo, [DC8S], [Spi79]).

Definimos la funcion exponencial de v, por

exp (vy) = exp, (vy) = ¢(1).

Por lo tanto, podemos describir la geodésica ¢ como ¢(t) = exp,, (tvy). En
general, estd funcién sélo estd definida localmente (debido también a la teoria
de ecuaciones diferenciales ordinarias).

Definicion 1.53. Decimos que M es geodésicamente completa si para todo
x € M, exp, (v;) estd definida para todo v, € T, M.

En otras palabras, M es geodésicamente completa si cualquier geodésica
¢:10,1] — M se puede extender a una geodésica definida en todo R.

Ejemplo 6. Las variedades riemannianas (E", mgn ), (S™, mgn) y (T™, mpn)
son variedades geodésicamente completas.

Vamos a introducir una nocién de distancia en M de la siguiente manera.

Definiciéon 1.54. Dados x, y € M consideramos todas las curvas diferen-
ciables por pedazos ¢; que unen x a y. La distancia d(z,y) en M estd dada
por

d(l’, y) = ilgfl (CZ) )

con [ la longitud de ¢;.

Ejemplo 7. La variedad riemanniana (M, m) con M = R? — {0} y m la
métrica euclidiana, no es una variedad geodésicamente completamente como
vemos a continuacion.

Sea x # 0 cualquier punto en M y y su punto antipoda. A pesar de
que la distancia de x a y es 2|z|, que es el infimo sobre todas las longitudes
de todas las posibles curvas uniendo x a y, no hay una curva que alcance
esta longitud. Si existiera tal curva tendria que pasar por el origen, pero
cualquier geodésica c: [0,1] — M es tal que ¢(t) € M para todo t € [0,1] y
por lo tanto tendriamos una contradiccion.
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Proposicién 1.7. [DC88] (M, d) es un espacio métrico y la topologia in-
ducida por d en M, coincide con la topologia de M.

El siguiente teorema nos muestra la importancia del concepto de com-
pletitud. Este afirma que es posible definir la funcién exponencial en todo el
espacio tangente a una variedad riemanniana si y sélo si ésta es completa,
como espacio métrico. En particular, se sigue que variedades riemannianas
compactas son geodésicamente completas. La demostracion puede consul-
tarse en [Mil69], asi como en [DC88|.

Teorema de Hopf-Rinow. [HR31] Sean (M, m) una variedad riemannia-
na y x € M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) La funcion exponencial exp, estd definida en todo T, M.
i1) Los conjuntos cerrados y acotados de M son compactos.
1) M es completa, como espacio métrico.

iv) M es geodésicamente completa.

v) Eziste una sucesion de conjuntos compactos IC,, C M, con IC,, C Kpy1
y U, Kn =M, tal que siy, ¢ K, entonces, d(x,y,) — 0o.

Ademds, cada una de las afirmaciones anteriores implica la siguiente

vi) para todo y € M eziste una geodésica ¢ uniendo x a vy, tal que
l(c) = d(z,y).

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del Teorema de Hopf-
Rinow.

Corolario I.1. Sea (M, m) una variedad riemanniana compacta. Entonces,
M es geodésicamente completa.

§ 7. Foliaciones.

A grandes rasgos, una foliacién de dimensién n — k de una variedad dife-
renciable M es una descomposicion de M en variedades conexas contenidas
en M de dimensién n — k, llamadas hojas. Estas se aglomeran localmente
como los subconjuntos de R” = R* % x R* con la segunda coordenada cons-
tante.
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Uno de los ejemplos més sencillos de foliaciones de dimensién n — k es
la foliacién de R™ = R % x R¥, donde las hojas son (n — k)-planos de la
forma R"~* x {c}, con ¢ € R¥. (ver figura 1.9).

Rk

R™* x {c}

Rn—k

Figura 1.9: Foliacién de R™ = R" % x R¥,

Consideremos a M y a R™ como el producto R** x R, Sea G el seu-
dogrupo generado por difeomorfismos ¢ : U — R™, con U C R™ abierto,
que preservan factores horizontales. Es decir, ¢(z,y) = (¢1(z,y), p2(y)), con
b9 : RF — RF.

RF R¥

AN ( V4

v/ \w/

Rn—k Rn*k

Figura I.10: Foliacién de dimensién n — k.

Definicion 1.55. La G-estructura en M recién descrita, es llamada foliacion
de M de codimensién k 6 dimensién n — k y la denotamos por F.

Foliaciones de dimensién uno existen en una gran cantidad de variedades
diferenciables. Por ejemplo, cualquier campo vectorial diferenciable no nulo
X tiene una foliacién asociada, obtenida al recorrer sus curvas integrales.
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§7.1. Condicion de Integrabilidad.

Definicién I.56. Un campo de k-planos P en M es involutivo si el conjunto
de campos vectoriales tangentes a él, es cerrado bajo la operacién corchete

(5]

Figura I.11: Campos vectoriales cuyo corchete de Lie es cero.

En otras palabras, P es involutivo si dados campos vectoriales X', ) en
M, tales que para todo x € M, X, Y, € P,, tenemos que [X,V], € P,.
Ademas, si existe una foliacién F de dimensién n — k en M tal que P es
el campo de (n — k)-planos (ver pag. 11) tangentes a F, decimos que P es
completamente integrable.

Nos interesa tener un criterio que nos permita saber si un campo de
k-planos es completamente integrable. Este criterio estd dado por el siguien-
te resultado, debido a F. G. Frobenius. Una versiéon de este resultado en
términos de formas diferenciales puede consultarse en [Thu97] y [CN79].

Teorema de Frobenius [CN79|. Sean M una variedad diferenciable y P
un campo de k-planos en M. Entonces, P es completamente integrable si y
solo si es involutivo. Mds aiun, la foliacion tangente a P es unica.

En términos de conexiones y curvatura tenemos

Proposicién 1.8. [DS05] La curvatura de una variedad riemanniana (M, m)
es idénticamente cero si y solo si la conexion de Levi Civita del G-haz prin-
cipal (M, B,p, F) en M es completamente integrable.
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§ 8. Estructuras de Contacto.

Asi como las foliaciones estan relacionadas con campos de k-planos com-
pletamente integrables, las estructuras de contacto estan relacionadas con
una clase distinta de campos de k-planos: los que son completamente no
integrables. Una estructura de contacto estd localmente “torcida” en cada
punto y podemos pensarla como una especie de antifoliacién (ver [CN79]).

Sean P un campo de k-planos completamente no integrable en R" y
¥ : U — R™ un difeomorfismo de R™, con U C R"™ abierto. Si ¢ preserva P
lo llamamos difeomorfismo de contacto. El conjunto de estos difeomorfismos
forma un seudogrupo C, el cual llamamos seudogrupo de contacto.

Definicion I.57. Una C-estructura sobre una variedad diferenciable M es
llamada estructura de contacto en M.

Ejemplo 8. Sea P un campo de 2-planos en R3 que asocia a cada punto
(x,y,z) el 2-plano generado por {(1,0,0),(0,—1,z)}. Observemos que P
define una conexién para el haz trivial p : R?> — R2 Veamos que P es
completamente no integrable.

Figura 1.12: Estructura de contacto en R3.

Sea P(;y.) € P el 2-plano tangente a (x,y,2), el cual es generado por

o) o) 0 : :
{%7 Th; ~ oy } Entonces, P(g,,,.) es un plano horizontal. Si nos movemos a

(1,0,0), tenemos que P(1,0,0) estd generado por {8%7 % — 8%}' Por lo tanto,

P(1,0,0) es tangente al eje z. Pero se ha inclinado, en sentido de las manecillas
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del reloj, 45°.

En general, si comenzamos en el origen (0, 0,0), P(g,,0) es completamente
horizontal; es decir, tiene una inclinaciéon de 0°. Conforme nos alejamos del
origen sobre el eje X, P se inclinara en sentido de las manecillas del reloj.
Cuando x — 00, la inclinacién tiende a 90°. Ademas, hay un comportamiento
similar sobre todos los rayos perpendiculares al plano yz.

Otra manera de pensar la estructura de contacto estdndar en R? es por
medio de la proyeccién 7, : R3 — R? al plano yz, a lo largo de rectas para-
lelas al eje x. Sea ¢ : R? — R? cualquier difeomorfismo del plano yz. Hay un
tnico difeomorfismo de contacto 5, definido en casi todo R3, que preserva
la foliacion por rectas paralelas al eje = y se proyecta a ¢ bajo m,.

Sea p = (z,y, z) € R3, la proyeccién de P al 2-plano yz es una recta con
pendiente x. La imagen del vector (1,z) en el punto (y, z) bajo d¢ es algin
otro vector; definimos la coordenada = de ¢(p) como la pendiente de ese
vector. Si la pendiente es infinita, ¢ estd indefinida en p. Por construccion,
¢ preserva P. Si la imagen de rectas verticales bajo ¢ son rectas verticales,
la pendiente nunca es infinita y obtenemos un automorfismo de contacto
de R3. Los automorfismos de contacto obtenidos por esta construccién son
precisamente aquellos que preservan la foliacién de R? por rectas paralelas
al eje z.

Podemos evitar el hecho que 5 esté indefinida en ciertos puntos aniadien-
do un punto al infinito en el eje x y asi completar el circulo de direcciones.
De este modo, extendemos P a R x RP! tal que a = oo corresponden
2-planos verticales. En este caso, pensamos a R? x RP! como el espacio tan-
gente proyectivizado de R?, donde un elemento de R? x RP! es un punto en
el 2-plano junto con una recta pasando por dicho punto.

Formalmente, la estructura de contacto en R? x RP! se define por medio
de las siguientes coordenadas locales

= la funcién identidad, siempre que x es finito;
» la funcién dada por (z,y,z) — (—1/z, 2z, —y), cuando = # 0.

Proposicion 1.9. Fl haz tangente circular de una 2-variedad diferenciable S
tiene una estructura de contacto C, preservada por el diferencial de cualquier
difeomorfismo.
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Demostracién. Consideremos R? y su haz tangente unitario R? x S!. Este
espacio es un cubriente doble de la variedad de contacto R? x RP!. La fibra
del haz es un circulo de vectores tangentes unitarios. Dotamos a R? x S!
con la estructura de contacto inducida. Ademads, los difeomorfismos de R?
se levantan a automorfismos de contacto de R? x RP!. Sea © un atlas para
una 2-variedad S. Las estructuras de contacto sobre abiertos U C S que
corresponden a los dominios de los sistemas de coordenadas locales en D,
generan una estructura de contacto en el haz tangente circular de S.

|

Por la proposicién anterior sabemos que existe una estructura de contac-
to en el haz tangente unitario de una 2-variedad diferenciable S. Si ademéds
S es geométrica, el siguiente resultado nos relaciona la existencia de una
estructura de contacto en su haz tangente unitario con el hecho de que

su curvatura sea distinta de cero. La demostracién puede consultarse en
[Thu97].

Teorema 1.4. La conexion de Levi-Civita en TS, el haz tangente unitario
de una 2-variedad geométrica S, define una estructura de contacto si y solo
la curvatura de S es estrictamente positiva o estrictamente negativa.

El siguiente teorema fue demostrado por R. Lutz y J. Martinet en [Lut71]
y [Mar71] respectivamente, basdndose en el hecho de que toda 3-variedad
cerrada y orientable puede obtenerse de S? por cirugfa. Una idea de estas
demostraciones se encuentra en [Gei06]. Una demostracién, usando una des-
cripcién de 3-variedades como libros abiertos debida a J. Alexander (ver
[Ale23]), fue dada por W. P. Thurston y H. E. Winkelnkemper y puede
consultarse en [TW75].

Teorema. Toda 3-variedad M admite una estructura de contacto.



CapriTuLo II

Modelos Geométricos.

No hay modo de entender bien al hombre
si no se repara en que la matematica
brota de la misma raiz que la poesia,

del don imaginativo.

José Ortega y Gasset
Filosofo Espanol

La palabra geometria viene de la palabra griega “yewperperr” que sig-
nifica medicién de la tierra. A través del tiempo se ha intentado definir lo que
es geometria. Una de las primeras definiciones fue la de Euclides, presenta-
da en su libro titulado Los Elementos, obra que perdurd como tnica verdad
geométrica hasta el siglo XIX (ver [Eu056]). Sin embargo, entre los postula-
dos en los que Euclides se apoyé uno (el quinto) causé controversia desde el
principio. Durante los siguientes siglos, uno de los principales problemas fue
determinar si este postulado era independiente de los otros cuatro. Uno de
los primeros en considerar la posibilidad de crear “geometrias no euclidia-
nas” fue C. F. Gauss, pero J. Bolyai y N. I. Lobachevsky son los primeros
que publicaron acerca de una geometria que no verifica el quinto postulado,
ocasionando con este hecho una fuerte crisis en la matemaética de ese tiempo.

Durante el siglo XIX , aparecieron varias vertientes a seguir. La prime-
ra estd relacionada con el trabajo que G. F. B. Riemann presenté para su
“Habiltationsvortrag” (ver [Rie73]). Este consistié en una generalizacién de
los resultados de C. F. Gauss sobre 2-variedades, aplicado a dimension n.
Ademas, G. F. B. Riemann introdujo el concepto de variedad diferenciable,
asi como la idea de dotar de una métrica a los espacios tangentes de éstas.
De esta manera, cualquier modelo de un espacio de dimension n puede ser
estudiado como una variedad diferenciable y al introducir en ella una métri-
ca se determina la geometria que la gobierna. Estos resultados son lo que,
hoy en dia, conocemos como geometria diferencial.
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La segunda fue desarrollada por E. Beltrami (ver [Bel68]), quien fue el
primero en demostrar que la superficie conocida como seudoesfera modelaba
una parte del espacio hiperbdlico. Més ain, definié lo que hoy conocemos co-
mo modelo de Klein, modelo de la bola de Poincaré y modelo del semiespacio
superior de Poincaré, mostrando que la geometria hiperbdlica era consisten-
te.

Anios més tarde, F. Klein en su famoso Programa de Erlangen dio una
nueva definicién de geometria (ver [Kle93]). Segtin F. Klein, una geometria
es el estudio de propiedades invariantes bajo un tipo de transformaciones.
Estas transformaciones tienen estructura de grupo bajo la operaciéon de com-
posicion. El trabajo de F. Klein es fundamental, ya que por un lado nos per-
mite clasificar las geometrias, comprendiendo cual es una “subgeometria”
de cual, por otro lado nos permite comprender que es el estudio general de
la geometria (como disciplina matemética).

Como vemos, definir geometria ha sido una ardua tarea. En este capitulo
presentamos nuestro concepto de geometria o modelo geométrico (segl’m W.
P. Thurston en [Thu97], otras referencias son [BMPO03], [Bon02] y [Sco83]).
El tener una definicién precisa, nos permitird ir en busca de los ocho modelos
correspondientes a dimension tres, dados a conocer por W. P. Thurston en
su articulo [Thu82].

§1. Definicion de Modelo Geométrico.

Sea M una variedad diferenciable.

Definicion II.1. Sean m una métrica sobre M y x, y € M. Si existen
vecindades © € U C M, y € V C M y una isometria ¢ : U — V con
o(x) =y, decimos que m es localmente homogénea.

M admite una estructura geométrica si admite una métrica riemanniana
m localmente homogénea y completa. En este caso, el espacio cubriente
universal de M que denotamos por M, hereda una métrica riemanniana m
localmente homogénea y completa. Ya que M es simplemente conexa, m es
homogénea (ver [Sin60]). Es decir, el grupo de isometrias de M, respecto a

m, actia transitivamente en M.
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Definicién I1.2. Una geometria o modelo geométrico es una pareja (M, G),
donde M es una variedad diferenciable y G es un grupo de difeomorfismos
de M que preservan orientacién, tal que

= M es conexa y simplemente conexa;
= M posee una estructura geométrica, invariante bajo G;
» (M,G) es maximal;

= existe al menos una variedad diferenciable compacta que admite una
estructura geométrica modelada por (M, G).

Decimos que (M, G) es mazimal si no existe otro grupo de difeomor-
fismos de M, digamos G’, con G C G', G # G' y (M,G’) satisfaciendo la
definiciéon I1.2.

Una variedad diferenciable compacta IV admite una estructura geométri-
ca modelada por (M, G) si puede representarse como la variedad cociente
M / I', con I' < G subgrupo discreto que actia libremente en M.

En este caso, decimos que I' es cocompacto y llamamos a N wvariedad
geométrica. Ademads, el grupo GG corresponde al grupo de isometrias de M
que preservan orientacién y lo denotamos por Isom(M).

Sea Est(M), = {¢ € Isom (M) | ¢(x) = z}, el estabilizador de z € M.

Definicién I1.3. Un modelo geométrico (M, Isom(M)) es isotrdpico si para
cada x € M, Est(M), actia transitivamente en su haz tangente unitario
T!M.

En otras palabras, (M,Isom(M)) es isotrépico si, ademds de verse igual
en cualquier punto, se ve igual en cualquier direccién. Como consecuencia,
cualquier estructura geométrica sobre M tiene curvatura seccional cons-
tante. Un resultado clasico en geometria riemanniana es el siguiente: para
dimensiéon n > 2, existen exactamente tres modelos geométricos isotropicos

(S™,Isom (S")), (E",Isom (E™)) y (H",Isom (H")) (ver [Wol84]).

De aqui en adelante, asumiremos que una variedad diferenciable M es
conexa, con frontera vacia, orientable y la llamaremos n-variedad, con n su
dimension.
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§2. Modelos Geométricos en Dimensién Dos.

A manera de introduccién a los modelos geométricos en dimension tres,
primero consideraremos 2-variedades. En dimensién dos existen tres modelos
geométricos que corresponden a las parejas

] (Sz,lsom (Sz));
. (Ez,Isom (Ez));
. (]H[z,Isom (]H[z));

llamadas geometria esférica, euclidiana e hiperbdlica, respectivamente.

SZ E2 H2
= o]
o ?ﬁ/
=
e
e

Figura I1.1: Modelos geométricos en dimensién dos.

N
BN

El siguiente resultado es un teorema de clasificacién y nos da una des-
cripcion de todas las superficies de Riemann. Se atribuye a P. Koebe, quien
publicé por primera vez una demostracién completa en su articulo [Koe07].

Teorema de Uniformizacion. Toda superficie de Riemann simplemente
conexa S es biholomdrficamente equivalente a

» o esfera de Riemann,
» ¢l plano complejo ¢

» el disco unitario en el plano complejo.

Una version mas geométrica y topoldgica de este teorema es la siguiente
(ver [Ca]).
Teorema de Uniformizaciéon. Cualquier 2-variedad simplemente conexa
es difeomorfa a S* ¢ R2.

Por lo tanto, el espacio cubriente universal de cualquier 2-variedad debe
ser S, R? 6 H? y tenemos el siguiente resultado.
Corolario I1.1. Cualquier 2-variedad es difeomorfa al espacio cociente de
S2, E? ¢ H? por un subgrupo discreto de Isom (Sz), Isom (Ez) 0 Isom (Hz)
respectivamente, actuando libre, propia y discontinuamente.
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§3. Modelos Geométricos en Dimensién Tres.

En dimension tres, tenemos los correspondientes modelos geométricos

isétropicos (83, Isom (83)), (E3, Isom (E3)) 6 (H3, Isom (H3))

Desafortunadamente estos modelos no son suficientes, pues es facil en-
contrar 3-variedades compactas cuya estructura geométrica no puede ser
modelada por alguno de ellos. Por ejemplo S? x S!, cuyo espacio cubriente
universal es S% x E!, el cual no es homeomorfo a S? 6 R? = E3 =~ H3.

Por esta razon necesitamos aumentar el nimero de modelos geométricos.
En total, existen ocho y los cinco que aiin no mencionamos no son isotrépicos.

Definicién I1.4. En dimensién tres, un modelo geométrico (M, Isom(M))
no es isotropico si para cada x € M existe L, C TM tal que para todo
¢ € Isom(M), la imagen de L, bajo dp, es Ly,

Modelos geométricos en dimensién tres.

Isotrépicos No isotrépicos
Productos Triviales Productos no triviales
(E3, Isom(E3)) (2 x E!, Isom(S2 x E1)) (SL(2, R), Isom(SL(2, R))) (R34, Isom(R,;;))
(83, Isom(s3)) (H? x E!, Isom(H? x E')) (Sol,Isom(Sol))
(H3, Isom (H?3))
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Los Ocho Modelos
Geométricos.

There are actually eight different flavours
of three-dimensional geometry describing
eight different classes of 3-manifolds.

William P. Thurston
How to See 3-manifolds

En este capitulo describimos cada uno de los ocho modelos geométri-
cos en dimension tres y presentamos ejemplos de 3-variedades geométricas.
Se pueden consultar las siguientes referencias [BMPO03], [Bon02], [Sco83],
[Thu82] y [Thu97].

8§1. Geometria Euclidiana.

La geometria euclidiana nos es familiar ya que se aproxima mucho a la
geometria del espacio en que vivimos, al menos a corta distancia. En esta
seccion describimos el modelo geométrico euclidiano, su grupo de isometrias,
sus geodésicas, entre otras cosas (ver [Bea83] y [Rat94]). Vamos a definir que
es un grupo de Bieberbach. Estos grupos deben su nombre al matematico
aleman L. Bieberbach, quien estudié los grupos cristalogréaficos y descri-

bié algunas de sus propiedades en los teoremas conocidos como Teoremas
de Bieberbach.

Consideremos el espacio real en dimensién tres R? con el producto interno
dado por

Ty = x1Y1 + To2yo + T3Y3, (I11.1)

con r = (1'171'271'3), Yy = (y17y27y3) S Rg-
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Definicién III.1. R? dotado con la métrica riemanniana
ds%zg = da? + da3 + da?
es el modelo de esta geometria, lo llamamos espacio euclidiano y lo denota-

mos por E3.

ES

\
_—

Figura III.1: Espacio euclidiano.

Observacién II1.1. El producto interno definido por la ecuacion I11.1 es lla-
mado producto interno euclidiano. La métrica dsI%:g es conocida como métrica
euclidiana.

Reflexiones.

Sea a € E3 y ¢ un ntimero real. Consideremos el 2-plano de E? = E3U{co}

definido como
Pla,t) ={z e E3| z-a=t}U{oo}.

Definicién IIL.2. Una reflezidn p de E3 sobre el 2-plano P(a,t) estd dada
por p(z) =z + sa, con s € R, tal que x + %sa es un punto en P(a,t).

Por lo tanto, tenemos la férmula explicita

(I11.2)

Sean ¢ € E3 y r un nimero real positivo. La 2-esfera en E? de radio r,
centrada en c¢ se define como

S(e,r) ={z €E® |z —¢|=r}.

Definicién I11.3. Una reflexion 6 inversion o de E3 sobre la 2-esfera S(c, r)
estd dada por o(x) = c+s(z—c), con s € Ry, tal que |o(z) — | |z —¢| = 72.
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Tenemos la férmula explicita

o(z) = c+ <’L>2 (z — o). (IIL.3)

x — |

Brevemente presentamos la construccién geométrica del punto o(x).
S(e, ) v
T
B(Cv T) {E,
\C;

u

Figura III.2: Construccién de o(x) cuando = € B(c, 7).

Asumimos que z estd en B(c,r), la bola en E3 centrada en ¢ y de radio
r. Trazamos una cuerda de S(c,r) que pasa por x y es perpendicular a la
linea que pasa por ¢ y z. Sean u,v los extremos de la cuerda. El punto de
interseccién 2’ de las lineas tangentes a S(c, ) en los puntos u, v corresponde
a o(z).

Ahora asumimos que z estd en E3\ B(c, 7).

S(e,r) v

Figura I11.3: Construccién de o(x) cuando = € E* \ B(c, r).

Sea y el punto medio del segmento de linea ¢z y sea C el circulo centrado
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en y, de radio |x — y|. Entonces, C' interseca a S(c,r) en dos puntos u,v. El
punto de interseccién z’ del segmento de linea ¢ y uv es o(x).

Teorema III.1. Sea o una reflexion de E3 sobre la 2-esfera S(c,r). Enton-
ces, o satisface las siguientes afirmaciones

i) o(x) =x siy sdlo si x estd en S(c,r).
ii) o(x) = x para todo x # c.

r?lz—yl

i11) Para todo x, y distintos de c, tenemos que |o(x) — o(y)| = Te=ely=a]

Demostracion.

i) Como |o(z) — ¢||z — ¢| = r?, tenemos que o(x) = z si y sélo si
|z —c| =r.

i)

o%(z) = ooo(x)

- C+<|a<x§—c|>2(”<‘"”)‘c)

jEr

(z —c)
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, , 2 , 2 2
o(2) — o) = Kﬁja)<x—@—<gta)<y—@
a0 w9
- [u—dQ w—dJ

@9 =g
w—cf Ty—ep
I R e R I
- [u—d2 m—cﬂy—d2+Wy—dJ

g
|z — 2]y — ¢
4
_ r a2
= oot
Por lo tanto,

742

= ————lr —yl.
[z —clly —¢|

Lema IIIL.1. Sea o la reflexion de B> sobre la 2-esfera S(c,r), o1 la reflexion
de E? sobre la 2-esfera S(0,1) y ¢ : E3 — E3 definida por ¢(z) = ¢ + rx.
Entonces, 0 = ¢ ooy 0 ¢ L.

Demostracion.

o(z) = c+< L >2(x—c)
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Isometrias Euclidianas.

Vamos a considerar que toda isometria euclidiana ¢ actia en E3 con
#(00) = co. Més atin, la extensién de ¢ a E? es diferenciable.

De aqui en adelante, restringiremos las reflexiones de [£3 sobre 2-planos
P C E3 a 2-planos Plgs C E3.

Teorema II1.2. Sea p una reflexién de E® sobre el 2-plano P(a,t). Enton-
ces, p satisface las siguientes afirmaciones:

i) p(x) =x siy sdlo si x estd en P(a,t);
i) p*(z) = x, para toda x en E3;
i11) p es una isometria euclidiana.
El siguiente resultado caracteriza a las isometrias euclidianas.

Teorema II1.3. Toda isometria euclidiana ¢ : E3 — E3 es una composicion
de a lo mds cuatro reflexiones p; (i = 1,...,4) de E3 sobre 2-planos P C E3.

Demostracion. Como toda reflexién de E? sobre un 2-plano P es una isome-
tria euclidiana, es suficiente considerar sélo las isometrias euclidianas ¢ que
satisfacen ¢(0) = 0. Estas isometrias preservan la longitud de los vectores

0(z)] = |¢(z) — ¢(0)] = |& — O] = |x],

y también preservan el producto interno euclidiano ya que

2(p(x) - o(y)) = |o(@)|* + o> — Ip(z) — ¢(y)?
= |2+ [yl — |z —y|?
2(x - y).

Esto implica que los vectores ¢ (e1), ¢ (e2), ¢ (e3) son mutuamente orto-
gonales y linealmente independientes. Ya que estos vectores son tres, forman
una base para E3 y por lo tanto, para cada z € E3 existe algtin pu € E3 tal
que

3
$(x) =D i (e)).
j=1
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Pero como los ¢ (e;) (j = 1,2,3) son mutuamente ortogonales,

pj = o(x).0(e))
= T.€j

== l‘j.

Entonces,
3 3
(D wie | =D widle),
j=1 J=1

y esto nos muestra que ¢ es una transformacién lineal de E3 en E3. Como
cualquier isometria es uno a uno, el nicleo de ¢ tiene dimensién 0, entonces
¢ (E®) = E®.

Sea A la matriz asociada a ¢ con respecto a la base {ej, eq,e3}. Por lo
tanto, ¢(x) = Az y A tiene como renglones ¢ (e1), ¢ (e2), ¢ (e3). Esto nos
muestra que el (i, j)-ésimo elemento de la matriz AA" es ¢ (e;)- ¢ (ej) = e;-¢;,
que es 1811 =7y 0sii#j. Concluimos que A es una matriz ortogonal.

Por induccién mostraremos que ¢ es una composicién de a lo mas 3 re-
flexiones de E? sobre 2-planos de E3. Sean a1 = ¢ (e1) — e y p1 la reflexiéon
sobre el 2-plano P (a1,0). Si a; # 0, la imagen de ¢ (e1) bajo py es e. Si
a1 = 0, entonces p; es la reflexién identidad. Por lo tanto, en cualquier caso
la imagen de ¢ (e1) bajo p; es e;.

Sea ¢1 = p1og, es decir, la isometria que fija a e; y 0. Supongamos que ¢o
es una isometria que fija a ey, e2,0 y sea ag = ¢2(e3)—e3. De manera andloga,
tenemos que p3 es la reflexion identidad 6 es la reflexion sobre el 2-plano
P(as,0) (si az =0 6 ag # 0, respectivamente). Por lo tanto, ¢3 = p3 o ¢2 es
una isometria que deja fijos a eg y 0. Ademads, para j = 1,2 tenemos que

ej-az = (ej-¢2(e3)) — (ej-e3)
= (¢2(ej) - p2(e3)) =0
= e
= 0.

Entonces, e; € P (a3,0) y p3 (ej) = e;.

Como ¢4 deja fijos a eq, e, 0, deducimos que ¢3 deja fijos a eq, e, e3, 0.
En conclusién, existen reflexiones p; (j = 1,2,3), tales que la isometria
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p3 0 pa o p1 o ¢ deja fijos a e, eo,e3,0, es lineal y ademads, es la reflexion
identidad. Por lo tanto, ¢ = p; o ps o p3. Entonces, cualquier isometria
euclidiana, compuesta con una reflexién de E? apropiada, es composicién de
a lo mas 3 reflexiones p de E3 sobre 2-planos P C E3. Esto es, cualquier
isometria euclidiana es la composicién de a lo més cuatro reflexiones de E3
sobre 2-planos de E3. [ |

Existe otra forma de caracterizar una isometria euclidiana. Recordemos
que el grupo O(3) es isomorfo, de manera natural, al grupo de matrices
ortogonales reales 3 x 3 y consta de dos componente conexas: el subgrupo
de matrices con determinante 1, el cual llamamos SO(3) y el subgrupo de
matrices con determinante —1. De aqui en adelante nos restringiremos a ma-
trices ortogonales que pertenecen a SO(3), ya que nos interesan isometrias
que preservan orientacion.

Teorema II1.4. ¢ : E3 — E3 es una isometria euclidiana si y sélo si es de
la forma

$(x) = Az +x9, con A€SO(3) y x0c€R>

Demostracion. Ya que A es una matriz ortogonal preserva distancias. Por
lo tanto, cualquier ¢ con ¢(z) = Ax + xo es una isometria euclidiana. Si ¢
es una isometria euclidiana, entonces ¥(x) = ¢(x) — ¢(0) es una isometria
euclidiana que fija el origen. De la demostracién del Teorema (II1.3) conclui-
mos que 1 tiene asociada una matriz ortogonal; es decir, ¥ (x) = Az.

Por lo tanto, ¢(x) = Az + ¢(0), haciendo ¢(0) = x¢, concluimos que
o(z) = Az + xo. [ |

Observacion II1.2. Llamamos transformaciones ortogonales a las funcio-
nes de la forma ¢(z) = Az + xg, con A € SO(3) y xg € R3. Del Teorema
(IT1.3) concluimos que ¢ : E* — E3 es una transformaciéon ortogonal si y
s6lo si ¢ es lineal y {¢ (e1),¢ (e2), ¢ (e3)} es una base ortogonal de E3.

El conjunto de isometrias euclidianas bajo la operacion composicién for-
ma un grupo, Isom (E3), llamado grupo de isometrias euclidianas 6 grupo
euclidio. Mas ain, Isom (E3) es isomorfo al grupo

{<‘§ Z;)‘AGSOB) y beR3},

actuando en {(x,y, zyw) ERY | w = 1}.
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Ejemplo 9. Sea a un punto en E3. La funcién T, : E* — E3 dada por
T,(x) = x+a, es llamada traslacion de E3 por a y es una isometria euclidiana.

a T,

VR

Figura I11.4: T, (z) = =z + a.

Consideremos la isometria euclidiana 7, : E? — E? tal que para z,
y € B,
T.,(x)=x+2z, con z=y—z.

Esto es, T,(z) = y, por lo tanto E3 es un espacio homogéneo.

El subgrupo de Isom (E3) que consiste de todas las rotaciones, que pre-
servan orientacién, alrededor de los ejes que pasan por el origen en E3 es

SO(3).

Sea ¢(x) = Az + b una isometria euclidiana, consideremos el homomor-
fismo sobreyectivo

¢ : Isom(E3) — SO(3) tal que ¢ — A, (II1.4)

cuyo ntcleo es igual al grupo de traslaciones de E?, el cual denotamos por
R3. Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesién exacta

0 — R3 — Isom (IE3) — SO(3) — 1.

Sean ¢1(x) = A1z + b1 y ¢2(x) = Asx + by dos isometrias euclidianas.
Entonces,
¢1 0 ga(x) = Ay (Ao + ba) + by

(I11.5)
= AlAQ.’L' + Albg + bl.

Pensando a ¢1 y ¢2 como parejas ordenadas (A,b) con A € SO(3) y
b € R3, tenemos que

(A1,b1) - (Ag,b2) = (A1 Az, Aiba + 1),
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lo cual nos da una descripcién de Isom(E?) como producto semidirecto de
R? y SO(3), dado por la accién natural de SO(3) sobre R3. En conclusién,

Isom (E3) = S0(3) x R.
Sea g € SO(3) una rotacién alrededor del eje £ que pasa por el origen
con angulo de rotacion 0 < 0 < 7. Vamos a representar a g por un vector

sobre .Z de longitud 6. Observemos que la direccién de £ comienza a ser
ambigua cuando 6 = 7.

Como espacio topolégico, SO(3) puede ser construido identificando pun-
tos antipodas sobre la frontera de la bola B(0,1) C E3 de radio =.

—T
Figura I11.5: z ~ —z.
Grupo Estabilizador euclidiano.

Teorema II1.5. Para toda x € E3, Est (E?’)x es isomorfo a SO(3).

Demostracién. Sea x € E3. Como Isom (Eg) actia transitivamente en E3
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que z es igual al origen en E3.
Sea ¢ € Est (E?’)x, entonces ¢(x) = Az +b =z y b es igual a cero. Como
los elementos de SO(3) son rotaciones alrededor del origen y lo dejan fijo,
o(x) = Ax. [ |

Geodésicas Euclidianas.

Definicién III.4. Las geodésicas de E? son sus lineas rectas.
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Figura II1.6: Geodésica uniendo z a y.

§1.1. 3-variedades Geométricas Euclidianas.

Una 3-variedad geométrica euclidiana es un espacio cociente de la forma
E3 / I', con I' < Isom (E3) discreto y cocompacto que actia libremente en
E3.

El estudio y clasificacion de 3-variedades geométricas euclidianas se re-
duce al estudio y clasificacién de grupos de Bieberbach en dimensién tres.
Esto grupos fueron dados a conocer en 1934 por W. Nowacki (Ver [N0W34]).

Grupos de Bieberbach.

Definicion IIL.5. Sea I' < Isom (Eg) un subgrupo discreto. El grupo de
traslaciones puras de I' es la interseccién I' N R? y lo denotamos por 1.

Observemos que 1T corresponde al nicleo de ¢|r, con ¢ definida por la
ecuacién (II1.4) y R? el grupo de traslaciones de E3. Ademés,

p(C) =T/ (Tt).

El cual es llamado holonomia de " y lo denotamos por W.

Recordemos que si el elemento identidad de un grupo es el inico elemento
de orden finito, decimos que el grupo es libre de torsion.

Proposicion II1.1. Tt es un grupo abeliano y libre de torsion. Mas aun,
es un subgrupo normal en I.

Lema II1.2. [Wol84] La interseccion ¥ N SO(3) es un grupo ciclico Zy,
de orden m = 1,2,3,4,6 6 YN SO(3) =Zo X Zs y A =T es una reticula
rectangular.
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Sea I' < Isom (Eg) y consideremos la proyeccion p : Isom (IE3) — R3.

Definicién III.6. Decimos que I' es irreducible si p(I'') genera E3, donde
IV =ala™! con a € Aff(3).

Todo subgrupo discreto I' < Isom (Eg) es cerrado y satisface la siguiente
proposicién, cuya demostracién puede consultarse en [Wol84| y [Cha86].

Proposicion 111.2.
i) T' es discreto si y sdlo si es discontinuo.
i1) ' es cocompacto si y solo si es irreducible.
i11) Si I actia libremente entonces, I' es libre de torsion.

Definicion II1.7. Un grupo de Bieberbach de dimensién tres es un subgrupo
¢ < Isom (E3) discreto, cocompacto y libre de torsién.

Teoremas de Bieberbach.

Comenzaremos enunciando los tres Teoremas de Bieberbach en su ver-
sién “clasica”. El primero de ellos es considerado el mas dificil de los tres.
Demostraciones tanto de éste como del segundo teorema pueden consultarse
en [Biell], [Biel2], [Froll], [Zas48], [Rin61] y [Cha86]. El tercero se sigue
de los dos primeros y de un teorema de Minkowski (ver [Biell] y [Biel2]).
Ademas, varias generalizaciones del primer teorema pueden consultarse en

[Aus60], [Aus61] y [Wol62].

Primer Teorema de Bieberbach. Sea ¥ un grupo de Bieberbach de di-
mension tres. Entonces,

s U es finita y

s A =Ty es una reticula (inico subgrupo normal y mazimal abeliano de
€ ) que genera a E3.

Segundo Teorema de Bieberbach. Sean 671, 6> grupos de Bieberbach de
dimension tres y f : €1 — € un isomorfismo. Entonces, existe o € Aff(3)
tal que f(¢) = apa™!, para toda ¢ € €.

Tercer Teorema de Bieberbach. Eriste un niumero finito de grupos de
Bieberbach de dimension tres, salvo cambio de coordenadas afines.
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Ahora reinterpretamos los Teoremas de Bieberbach clésicos en el contex-
to de 3-variedades geométricas euclidianas, las cuales podemos caracterizar
de la siguiente manera.

M es una 3-variedad geométrica euclidiana si y sélo si es isométrica a
E3 / I', con I' un grupo de Bieberbach de dimension tres que actia libremente
3
en E°.

Primer Teorema de Bieberbach'. Sea M wuna 3-variedad geométrica
euclidiana. Entonces, existe una funcidn cubriente p : T3 — M que es una
isometria local. Mds aun, ¥ es finito.

Demostracion. Sea
p:E/TNR® - M,

donde M = E? / I'. Tenemos que p es una funcién cubriente. Por el Primer
Teorema de Bieberbach, E? / I'NR3 es un 3-toro y ¥ es finito.
|

Segundo Teorema de Bieberbach’. Sean M; = Es/Fl y My = Es/Fg
dos 3-variedades geométricas euclidianas tales que I'y es isomorfo a I'y. En-
tonces, existe un homeomorfismo F : My — Ms.

Demostracion. I'1 y I's son grupos de Biberbach de dimensién tres. Por el

Segundo Teorema de Bieberbach, existe a € R3 tal quesi f : I'; — I's es un

isomorfismo, tenemos que f(¢) = apa !, para todo ¢ € I'y. Sean
pl:E3—>M1 y pg:E3—>M2,

proyecciones (o funciones cubrientes). Definimos F' : My — Mj por
F(z)=pyoaop;'(z) para x¢€ M.

Sean T € pl_l(x) y ¢ € T'1. Como aga~! € I'y, entonces ad = f(p)a y

p2(a¢-T) =pa (f(¢)a - T) = p2 (- T).

Por lo tanto, F' estd bien definida y es un homeomorfismo. |

Tercer Teorema de Bieberbach'. Existe un niimero finito de 3-variedades
geométricas euclidianas salvo homeomorfismo.
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La demostracién se sigue inmediatamente de los teoremas previos y del
Tercer Teorema de Bieberbach.

El siguiente teorema muestra que en dimensién tres sdlo existen seis
3-variedades geométricas euclidianas.

Teorema ITI1.6. [Wol84] Existen, salvo homeomorfismo, seis 3-variedades
geométricas euclidianas M = E3/F, donde I' < Isom (E?’) corresponde a
uno de los grupos de Bieberbach €; (1 < i < 6) descritos en la tabla III.1

(pag. 58).

Demostracion. Los €; < Isom (E3) son subgrupos discretos, cocompactos,
sin elementos de orden finito y ¥ = %;/ (Ty,) C SO(3). Vamos a mostrar
que I" corresponde a uno de estos grupos.

i) ¥ = Id. Entonces, I' = ' N R? y corresponde al grupo €.

i) W = Zpy, con m > 1. Por el Lema II1.2, tenemos que m = 2, 3,
4 6 6. Escogemos ¢(x) = Ax + a € T tal que <A> =V, Aa = a
y |a| es minima. Sea R la reticula P N A, con P un 2-plano por el
origen que es perpendicular a a; sean {ag,as} los generadores de Ry
escogemos a; = ma. Por lo tanto, a; es ortogonal a as, az y ademas,
R es invariante bajo A. Para m > 2, escogemos a3 = Aasg, entonces

e sim=2T1=%;
e sim=23,I = %s;
o sim=4,1 = %6y;
e sim=26,1=%.

ii1) W = Zg X Zgy. Denotamos por A y B a los generadores de ¥ tales
que ¢1(x) = Ax 4+ a, ¢p2(x) = Bx+b € T con |Aa + a|, |Bb + b|
minimas. Sean a; = a + Aa, as = b+ Bb y escogemos ag de tal forma
que {aj,a2,as} genere la reticula A. Podemos asumir que Aa = a,
entonces a = %-. Ahora trasladamos el origen en la direccién de a; y
consideramos que b = %ag + ras. Escogemos ¢3(x) = Cx +c € T con
C = AB y ¢+ Cc = ag, entonces ¢ = uay + vas + %CLg. Tenemos que
¢3 0 ¢2 0 ¢1(x) = Idx + d, con

1 1 1
d= <u—|—§>a1—|—<v—§>a2+<r+§>a361\.
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Reemplazamos ¢ por un elemento de ¢oW, ¢3 por un elemento de
¢3¥ y asumimos

1 1 1
a:§a1, bzi(a2+a3), c:i(a1+a2+a3),

por lo tanto, I' corresponde al grupo %s.
|

Las seis 3-variedades geométricas euclidianas existentes se conocen como
sigue.

E? /T Nombre

E3 / 61 3-Toro

E? / s Espacio de 1/2-giro
E? /63 Espacio de 1/3-giro
E3 / C, Espacio de 1/4-giro
E3 / s Espacio de 1/6-giro
ES/ % Hantli(szfl:—c\i;endt

Recientemente, W. P. Thurston, O. Delgado Friedrichs, J. H. Conway y
J. P. Rossetti en [CDFHTO01] y [CR] estudiaron a detalle las 3-variedades
geométricas euclidianas, dando una nueva nomenclatura sistemética que des-
cribe algunas de las propiedades de éstas. Ellos han propuesto llamar a estas
3-variedades platycosms, es decir, universos planos.
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8§1.2. Una Mirada a través de las 3-variedades Geométricas
Euclidianas.

El 3-toro E3 / %) se obtiene por identificar caras opuestas en un cubo sdli-
do. También podemos pensarlo como el producto de un 2-toro y un circulo.

Figura II1.7: 3-Toro.

El espacio E3 / %5 se obtiene por identificar caras opuestas de un cubo
sélido, sdlo que antes de identificar la cara superior y la cara inferior rotamos
una de ellas por 27/2.

Figura IIL.8: Espacio de 1/2-giro.
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El espacio E3 / %3 se obtiene por identificar caras opuestas de un cubo
sélido, sélo que antes de identificar la cara superior y la cara inferior rotamos
una de ellas por 27/3.

Figura II1.9: Espacio de 1/3-giro.

El espacio E3 / %, se obtiene por identificar caras opuestas de un cubo
sélido, sélo que antes de identificar la cara superior y la cara inferior rotamos
una de ellas por 27/4.

Figura I11.10: Espacio de 1/4-giro.

El espacio E3 / %5 se obtiene por identificar caras opuestas de un cubo
sélido, sélo que antes de identificar la cara superior y la cara inferior rotamos
una de ellas por 27/6.
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Figura II1.11: Espacio de 1/6-giro.

En el caso del espacio E? / %g, observemos que podemos pensar a 6g
como el grupo generado por << A a ) < Bb >> con A = ( o o )
0 1 ) 0 1 ) 0 0 1 )

B= ( AR ) a=(1/2,1/2,1/2) y b= (0,1/2,1/2).

0 0

Observemos que ¥ es isomorfo al grupo de Klein V', es decir, a Zo X Zs.

Figura I11.12: Espacio Hantzche-Wendt.
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Figura II1.13: Espacio Hantzche-Wendst.

§2. Geometria Esférica.

En esta seccion describimos el modelo geométrico esférico, su grupo de
isometrias, sus geodésicas, entre otras cosas (se puede consultar [Rat94]).
También mostramos distintas caracterizaciones de S3 (ver por ejemplo [Lim98]
y [SeaOG]). Vamos a clasificar los subgrupos finitos de Isom (83) que actiuan
libremente en S3. Estos grupos fueron clasificados por H. Hopf, H. Seifert y
W. Threlfall.

El espacio S* = {(z1, %2, w3,24) € E* | 2} + 23 + 2} + 23 = 1} C E*, do-
tado con la métrica inducida por la métrica euclidiana! de E* es el modelo

1ds]%4 = dz? + da? + dz? + dz?.
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para esta geometria.

E3
Ba

Figura 111.14: s3 =B, Us Ba, con By y By = int (E3 — ]Bl) U {oo} 3-bolas y f:0B1 — OBs.

Observacién III1.3. Identificando E* con C? por medio de la correspon-
dencia
(1,2, x3,x4) < (X1 + ix9, T3 + izy),

podemos definir a S? como

= {(z1,2) € C | |1 + |22 = 1},

con |z| = |z +iy| = /22 + y? el mbdulo de z.

AR
1

Figura III.15: S? como circunferencia compleja.
Isometrias Esféricas.

Observemos que cualquier par x, y € S® satisface la siguiente igualdad

1
roy=1- 5|g: —yl? (I11.6)
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Sea ¢ : E* — E* una isometria euclidiana, si ¢ restringida a S? satisface

1
vy =1-35lo() - e,
la llamamos isometria esférica.

El siguiente resultado nos caracteriza toda isometria esférica.

Teorema II1.7. Toda transformacion ortogonal ¢ : E* — E* se restringe
a una isometria esférica y toda isometria esférica se extiende a una Unica
transformacion ortogonal de E*.

Demostracién. De la igualdad (II1.6) tenemos que ¢ : S* — S3 es una isome-
tria esférica si y sélo si preserva productos internos euclidianos sobre S?. Por
lo tanto, una transformacién ortogonal de E* se restringe a una isometria de
S3. Por otro lado, el hecho de que toda isometria esférica se extiende a una
tnica transformacién ortogonal de E* sigue la misma idea de la demostracién
del Teorema III.3. [ ]

Corolario III.1. El grupo de isometrias esféricas, el cual denotamos por
Isom (83), es isomorfo al grupo ortogonal SO(4).

Grupo Estabilizador Esférico.
Teorema II1.8. Para todo x € S3, Est (Sg)x es isomorfo a SO(3).
Geodésicas Esféricas.

Definicién II1.8. Sea P C E* un 2-plano por el origen. Un circulo mdzimo
de S? estd dado por C=S3nP.

El siguiente resultado nos caracteriza toda geodésica esférica.
Proposicién II1.3. Las geodésicas de S? son sus circulos mdzimos.

Demostracion. Sea p : E* — E* una reflexién de E* sobre un 2-plano
P C E* Entonces, plgs : S* — S3 es un isometria esférica, cuyo conjunto
de puntos fijos es C = S* N P. Sean z, y € C, por el Teorema de Hopf-
Rinow existe una tnica geodésica v que los une. Tenemos que plg3(y) es una
geodésica, de la misma longitud que v, uniendo plss(x) = x y pls3(y) = y.
Concluimos que p|ss(y) = v y por lo tanto, v C C.

Finalmente, como hay un circulo méximo C por cualquier punto de S3
en cualquier direccién dada, estos son todas las geodésicas de S3. |
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§2.1. Distintas caracterizaciones de S®.

Presentamos distintas maneras de describir a S3, ya que mas adelante
nos seran utiles para entender algunas de sus propiedades y las usaremos
indistintamente.

Proyeccion Estereografica.

Identificamos E? con E? x {0} C E*. Sea

B3 —S%—{es} con eq4=(0,0,0,1),

la proyeccién que a cada z € E3 le asocia un tinico punto 7(x) € S* — {e4}
sobre la linea conteniendo a z y e4. Llamamos a 7 proyeccion estereogrdfica.

E3

Figura II1.16: Proyeccién estereografica.

Para = € E3, tenemos la férmula explicita

( ) 23}1 2:E2 2:E3 |:E|2 -1
m(x) = , , , )
|2+ 17 |z2+ 17 |z|2+17 |z|2 +1

Observacién II1.4. 7 es un mapeo biyectivo de E3 sobre S* — {e,}.

Podemos dar una interpretacion de la proyeccion estereografica en térmi-
nos de reflexiones. Sea o la reflexién de E* sobre la 2-esfera S (64, \/5), es
decir,

(z — ey)

o(x) =eqs+2 5
|z — eq]
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Sea = € E?, tenemos que

|z — ey]
= (0,0,0,1) + 22T 1)

|z +1

B 211 229 223 |z2—1
N 22+ 17 |z)2+ 1 |22+ 1" |z|2+1)

Por lo tanto, la restricciéon de o a E3 es 7 : E3 — S — {e4}. Ya que o es
su propia inversa, podemos calcular la inversa de 7.

Sea y € S* — {e4}, entonces

(y —ea)

|y—€4|2

(Y1,92,y3,y4 — 1)
lyl? =2y -eq +1
(Y1,92,y3,y4 — 1)

2(1 —y4)
(y1,92,y3,y4 — 1)
1—ys

_ ( Y1 Y2 Y3 0>
l—ys' 1—ys 1—ys’

oly) = e4+2

= (0,0,0,1) +2

= (0,0,0,1) +2

= (07 07 07 1) +

Por lo tanto,

w‘l(y): Y1 Y2 Y3
l—ys' 1—ys 1—ya )’

Sea oo un punto que no pertenece a E?, vamos a extender 7 a una
biyeccién 7 : E? — S con 7 (00) = e4. Definimos la métrica m,. en E3 como

me(z,y) = 7(x) — 7(y)] (I1L7)
Esta métrica es llamada métrica cordal en 3.

Teorema III.9. Sean z, y € E3. Entonces,

2

'l) mc(m,oo) = m%—,
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2I:f—yl ,
(1+z]2) 2 (1+|y[?)2

ii) me(x,y) =
Demostracion.

i)
me(z,00) = |#(x) —7(c0)]

= |7(z) — e

- 2:171 i) 2:173 —2
a \x!2+1 ]a;P—i—l |22+ 17 |z|2 +1
(jal? + 1)

i7) Por el Teorema (III.1), tenemos que

2|z —y|
|z — e4| |y — e4]
2|z — g

(|22 +1)% (jy)2 + 1)%

me(z,y) =

S? como Grupo de Lie.

El grupo de los cuaterniones, que denotamos por H, es R* dotado con
una multiplicacién no conmutativa y bilineal en R como veremos a conti-
nuacién.

Denotamos cada cuaternién por g =t +xi+yj + zk, donde {1,4,j,k} es
la base de H, con i, j, k llamados unidades imaginarias y 1 = 1+0i+05+ 0k
llamado unidad real.

El grupo de los cuaterniones es un espacio vectorial con las operaciones
usuales de R%. Tiene dos subespacios particulares que denotamos Hgr y Hyp;
Hp es el conjunto de los cuaterniones reales t =t +0i+0j + 0k, cont € Ry
Hi,, es el conjunto de los cuaterniones imaginarios puros ¢ = xt + yj + zk.
Podemos pensar que Hy es el conjunto de escalares y Hyy, el conjunto de
vectores del espacio vectorial H. En relacién al producto interno candénico
de R*, Hyy, es el complemento ortogonal de Hp.
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La multiplicacion de cuaterniones se define de la siguiente manera:
P=72=k=-1, ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik,
li =il =1, 1j=j1=14, 1k =kl =k.

Observacion II1.5. La multiplicaciéon de cuaterniones es asociativa y dis-
tributiva, pero no conmutativa como podemos constatar en la definicion.

Por otro lado, todo cuaternién no nulo ¢ posee un inverso multiplicativo
¢~ '. Para mostrar esto, introducimos la nocién de conjugado de un cuater-
nion. Sea ¢ = t+xi+yj+ zk € H, el conjugado de q es ¢ =t — xi —yj — zk.

Tenemos que ¢q7 = Gq = |q|?, con |q|?> = t? + 2% + y? + 2%. Entonces, si
q # 0 definimos

-1 q
¢ =
lq?
ademds, gq¢~' = ¢"'¢ = 1 y la norma de un cuaternién se comporta bien
respecto a la multiplicacidn, es decir, |q¢’| = |q||¢|-

Concluimos que H es un grupo bajo la multiplicaciéon descrita anterior-
mente. Ahora consideremos el subconjunto de los cuaterniones de norma

uno, el cual identificamos con S? ¢ R*. Este subconjunto es un subgrupo de
H.

Por lo tanto, S? tiene estructura de grupo de Lie y como tal, es de
dimension tres, no abeliano y compacto.

Teorema II1.10. Multiplicacion por la izquierda y por la derecha son accio-
nes de S3 en si misma por isometrias.

Demostracién. Sean z, y € S3. La distancia de z a y sélo depende de la
norma de x — y. Ya que la norma se preserva bajo multiplicacién izquierda
y multiplicacién derecha por un cuaterniéon unitario, nos definen isometrias
de S3. |

El siguiente lema nos dice que el centro de S? es {1, —1}.

Lema II1.3. Sea q € H tal que conmuta con todo cuaternion imaginario
puro. Entonces, q es real. Si q € S?, entonces ¢ = +1.
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Observemos que podemos escribir todo cuaternion ¢ =t + xi + yj + zk,
de manera unica, como q = (t + xi) + (y + z1)j. Esto nos da una identifica-
cién entre H y C2. En otras palabras, podemos escribir cada ¢ € H como
q=2z1+ 224, con zy = (t +xi) y z0 = (y + zi).

Recordemos que el grupo especial unitario estd definido como

SU(2,(C):{< A1 Z2>‘z1,zQE(C y |Z1|2—|—|z2|2:1}‘

—Z2 71
Consideremos la funcién ¢ : (H — {0}) — GL(2,C), con GL(2,C) el grupo

de matrices 2 x 2 invertibles con coeficientes complejos, definida por

q=2z1+ 2] N 2
e -z @)’

Por lo tanto, la norma de ¢ corresponde al determinante de ¢ (q). Més ain,
los vectores columna de 1(q) forman una base ortogonal de C2.

Si restringimos 7 a los cuaterniones unitarios S3, tenemos que (83)
consiste de todas las matrices 2 X 2 unitarias con determinante igual a uno.
En otras palabras, tenemos una identificacién canénica de S* con SU(2)
dada por

(1o S0 (01 A
0 1)’ 0o —i ) 10 ) i 0 )

Teorema III.11. S3, como grupo de Lie, es isomorfo a SU(2).
Observemos que el centro de SU(2) es {Id, —Id} y ademas la proyeccién
p:S?=SU((2) — (SU(2)/ +1d),

identifica puntos antipodas en S3.
Homomorfismo entre S* y SO(3).

Ya que la dimensién de S® y SO(3) es tres (ver [Cur84]) da pie a pensar
que estos grupos deberian ser isomorfos, lo cual no ocurre como mostramos
a continuacion.

Proposicién I11.4. Sea u =t + xi + yj + zk € S3. Entonces, L, : H — H
dada por L,(q) = uq es una transformacion ortogonal de R* a R%.
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Demostracion. Sabemos que H = R* como espacio vectorial. Sean a, b € R
v q1, q¢2 € H, tenemos que

Ly (aq1 + bg2) = u (aq1 + bga)
= auqq + bugs
=alLy, (q1) +bLy (g2) .

Por otro lado,
Ly,(i) - Ly(j) =ui-uj=0 y Lyu(1)-Ly(i) =u-ui=0.
De manera anéloga, se satisface
Lu(i) - Lu(k) = Lu(j) - Lu(k) = Lu(1) - Lu(j) = Lu(1) - Lu(k) = 0.
Concluimos que L, es una transformaciéon ortogonal. |

Observemos que esta proposicién también es valida si L,(q) = qu es una
traslacion derecha.

Proposicién II1.5. Eriste un homomorfismo F : S* — SO(3) continuo y
sobreyectivo, cuyo nicleo es {1,—1}.

Demostracion. Sean u € S® y ¢ € H. Definimos una funcién f,(q) = uqa.
De la Proposicién I11.4 concluimos que f, es una transformacién ortogonal
de R* a R*. Como f,(1) = 1, Hg es invariante bajo f, y por lo tanto, Hyy,
también es invariante bajo f,. Entonces, la restriccion

fulm = fu|H1m : HIm - Hlma

estd bien definida y es una transformacién ortogonal de R3 a R3.

La matriz asociada a f,,, , que denotamos por M, tiene como colum-
nas a los vectores wiu, uju y uku, los cuales dependen continuamente de
u. Tenemos que det (M,,) = %1 para todo u € S3. Ya que S? es conexa y
det (M,) = 1 para u = 1; se sigue que det (M,,) = 1 para todo u € S®. En-
tonces, fu,, € SO(3) para toda u, por lo cual tenemos una funcién continua
F:S3—S0(3).

Sean uq, us € S? y ¢ € Hyy,. Tenemos que

fuluz(Q) = U1U2qUIU2
= uy (u2qu2) Uy

= fuy fuz (@)
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Por lo tanto, F' es un homomorfismo.

El nicleo de F consiste de los cuaterniones u € S? tales que uqu = g,
es decir, uqg = qu para toda ¢ € Hyy,. Por el Lema II1.3, concluimos que el
ntcleo de F' consta unicamente de los cuaterniones 1 y —1. En otras pala-
bras, F'(u1) = F (ug) siy sélo si ug = £u;. En particular, F' es localmente
inyectiva.

Observemos que F' es de clase C°, ya que para todo u € S?, los coefi-
cientes de M, son de clase C°°. Como F es un homomorfismo localmente
inyectivo, tiene rango méximo. Esto es, tiene rango igual a tres. En parti-
cular, F es abierto. Ya que S? es compacta y SO(3) es conexo (Ver [Cur84]
6 [Lim98]), concluimos que F (S*) = SO(3). Por lo tanto, F : S* — SO(3)
es un homomorfismo continuo y sobreyectivo con nicleo {1, —1}.

|

Consideremos el cociente S*/ {1, —1}, entonces
F:$%/{1,-1} — SO(3),

es biyectiva y continua. Es decir, F es un isomorfismo de grupos. Por otro la-
do, como S? / {1,—1} es compacto y SO(3) es un espacio Hausdorff, conclui-
mos que F' es un homeomorfismo. Podemos decir que SO(3) es localmente
homeomorfo a S? y por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema II1.12. S3 es un espacio cubriente doble de SO(3).

Miés atin, S? es el espacio cubriente universal de SO(3).

§2.2. 3-variedades Geométricas Esféricas.

Una 3-variedad geométrica esférica es un espacio cociente de la forma
S3 / I', con I' < Isom (S?’) finito, cocompacto, que actia libremente en S3.

La clasificacién de 3-variedades geométricas esféricas equivale a clasificar
los subgrupos finitos de Isom (83) que actiian libremente en S? (ya que todo
subgrupo discreto de un grupo compacto es finito). Estos grupos fueron cla-
sificados por H. Hopf (ver [H0p26]), H. Seifert y W. Threlfall (Ver [ST30]);
se puede consultar [Orl72], [Sco83], [Sea06], [Wol84].

Antes de clasificar dichos subgrupos, presentamos otra caracterizacién
de Isom (Sg).
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Proposicion II1.6. Isom (Sg) es isomorfo a (83 X 83) /Zs.
Demostracion. Sea

h:S?xS®— Isom (Sg) definida como A (q1,q2) (z) = q1:17q2_1.

Es decir, h(q1, o) es la isometria de S? dada por = -2, q1rqy 1. Tenemos
que h es un homomorfismo de grupos.

Si (q1,q2) pertenece al nticleo de h, entonces x = qizq, L para todo
x € S3. Suponiendo x = 1, tenemos que q; = ¢o. Por lo tanto, ¢; pertenece al
centro de S?. Se sigue que el niicleo de h consiste de {(1,1), (=1, —1)} = Zo,
el grupo ciclico de orden dos. Entonces, la imagen de S? x S? bajo h es un
subgrupo de Isom (Sg) de dimension seis. Como Isom (Sg) es conexo y de
dimension seis, concluimos que h es sobreyectivo e induce un isomorfismo

h: (83 X Sg) /Zg — Isom (83) .
|

Sea ¢ € Isom (Sg). Entonces, ¢(z) = qlxqz_l, para g1, g2 € S?. Suponga-
mos que ¢(x) = x, por lo tanto = = qlxq2_1 y por consiguiente go = x_lqlzn.
Esto es, g1 y ¢2 son conjugados en S3. Por otro lado, si ¢; y g2 son conjugados
en S?, entonces ¢ tiene un punto fijo. Concluimos que ¢ tiene un punto fijo
si y sélo si g1 y g2 son conjugados en S?. Este hecho nos permitira describir
todos los subgrupos finitos de Isom (Sg) que actian libremente en S3.

Lema II1.4. Sea I’ < Isom (83) un subgrupo de orden dos que actia libre-
mente en S®. Entonces, I' = {Id, —Id} = Zs, con Id la matriz identidad de
orden cuatro.

Demostracion. Sea ¢ distinta de Id, el elemento en I' correspondiendo a la
isometria de S* dada por z — q1rqy 1 Como ¢ es de orden dos, entonces
T = q%xqz_ 2 para todo cuaternién unitario z. Suponiendo z = 1, tenemos que
q? = ¢3 y su valor comtin es 1 6 —1. Si es —1, entonces g1 y go tienen orden
cuatro lo que implica que ¢; es conjugado a go en S3. Como consecuencia,
¢ tendria un punto fijo, lo cual es una contradicciéon. Entonces, q% = q% =1
y q1 v g2 son iguales a 1 6 —1. Si ¢; = ¢, entonces ¢ es igual a Id, lo
cual de nuevo es una contradiccién. Entonces, ¢, g2 son iguales a 1, —1
repectivamente y ¢ es la isometria de S? dada por z — —zx. |
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El espacio proyectivo real de dimensién tres, el cual denotamos por RP?,
es el espacio cociente S?/ ~, con ~ la relacién de equivalencia dada por
x ~ —x para toda x € S?. Es decir, ~ identifica puntos antfpodas en S3.

Sea M = S*/I" tal que I' < Isom (S?) no contiene a —Id. La accién de
—Id en S® desciende a M, ya que pertenece al centro. Entonces, la accién
cociente de —Id en M no tiene puntos fijos. Si los tuviera, habria algin
¢ el yaxeS?tales que ¢(z) = —x y por lo tanto ¢?(z) = . Tendriamos
que ¢*> = Id y por el Lema II1.4, ¢ = —Id. Concluimos por lo tanto, que
M /{£Id} es una variedad geométrica esférica.

De lo anterior tenemos que una 3-variedad geométrica esférica también
se puede pensar como un espacio cociente de la forma RP3/T" si y sélo si
I' < Isom (83) contiene al elemento —Id.

Por lo tanto, la clasificacién de 3-variedades geométricas esféricas se se-
para en dos casos. Primero, encontrar todos los espacios cociente de RP3
por subgrupos I' que actidan libremente y segundo, encontrar ciertos espa-
cios cubrientes de orden dos de espacios cociente cuyo I' no contiene a —Id.
Comenzaremos con el segundo caso.

Cada subgrupo finito I' < SO(3) se levanta a un subgrupo finito de
S3 = SU(2), digamos I'*, cuyo orden es el doble del orden de I'; ya que
S3 es un espacio cubriente doble de SO(3). Por lo tanto, un grupo ciclico
Z,, de orden n, se levanta a un grupo ciclico de orden 2n y los subgrupos
poliédricos se levantan a los siguientes grupos:

s diédrico binario, de orden 4n;

= tetraédrico binario, de orden 24;
» octaédrico binario, de orden 48;
= icosaédrico binario, de orden 120.

Denotamos a estos grupos por D*, T*, O* e I*, respectivamente y los
llamamos grupos poliédricos binarios.

Observacién II1.6. Los grupos poliédricos binarios son subgrupos de S3,
mientras que los grupos poliédricos son subgrupos de SO(3).

Teorema II1.13. Los tnicos subgrupos finitos de S® son los cubrientes do-
bles de los subrupos finitos de SO(3) y los grupos ciclicos de orden impar.
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Demostracién. Vamos a considerar S* como SU(2). Sea I' < SU(2) conte-
niendo el centro. Entonces, I" es el levantamiento de un subgrupo de SO(3).
Tenemos que mostrar que si I' < SU(2) no contiene a {1,—1}, entonces es
un grupo ciclico de orden impar.

i) Si I' < SU(2) no contiene a {1, 1}, entonces F : S> — SO(3) res-
tringido a I' es inyectivo. Por lo tanto, I' es isomorfo a su imagen
F(T') < SO(3);

ii) Sea u € S3 tal que u? = 1, entonces u = £1. Como u = ( Z;_ ; ),
—Z2 Z1
tenemos que

9 22 —|2l?  29(z1 +77) ) _ < 10 )

" :<—z_2(z1+z—1) TR 0 1

Entonces, zo = 0 6 z1 es imaginario puro, digamos z; = iy cony € R. Si
esto sucede, tenemos que z7 = —y? < 0 y por hipétesis 27 = |2|2 =1,
lo cual no es posible. Concluimos que z0 =0y z; = £1.

Los elementos de I' C S?, distintos de la identidad, necesariamente vienen
en pares. Entonces, si —1 ¢ T', por el inciso ii) tenemos que el orden de T’
es impar. Ademds, el inciso ) implica que I' es isomorfo a un subgrupo de
SO(3) de orden impar, concluimos que I' es un grupo ciclico. |

La ventaja de trabajar con espacios cociente de RP? es que el grupo de
isometrias de RP3, que denotamos por Isom (]R]P’g), es un producto. Pode-
mos identificar RP? con SO(3), ya que SO(3) es homeomorfo a S*/ Zy (ver
pag. 71). Tenemos que Isom (]R]P’?’) = SO(3) x SO(3), actuando sobre RP3
por isometrias de la siguiente manera: sea (¢1,¢2) € SO(3) x SO(3), en-
tonces T — @1y 1 Ademds, esta accién es libre ya que SO(3) tiene centro
trivial. Por lo tanto, clasificar los subgrupos finitos de Isom (Sg) que actuan
libremente en S3, equivale a clasificar los subgrupos finitos de Isom (]R]P’g)
que actian libremente en RP.

Anslogo al caso de S3, todo (¢1,¢2) € Isom (R]P’?’) no trivial, tiene un
punto fijo si y s6lo si ¢1 y ¢2 son conjugados en SO(3). Més atin, todos
los elementos de orden dos en SO(3) son conjugados, ya que su angulo de
rotacién es 7. Necesitamos definir una construcciéon para obtener subgru-
pos de un producto de grupos, una vez que hemos dado subgrupos de los
correspondientes factores. Tenemos la siguiente definicién, siguiendo a W.
P. Thurston (ver [Thu97]).
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Definicién IIL.9. Sean %, %, G grupos y f; : 4 — G (i = 1,2) un
homomorfismo. El producto fibrado 4 (f1, f2) de fi1 y fo es el subgrupo de
4 x 4 definido como

G (f1, f2) = {(91,92) €A x%| f1(91) = fa(92)}-

Proposicién II1.7. Todo subgrupo 4 < % X % que se proyecta de forma
sobreyectiva en G4 y %, es el producto fibrado de una pareja de homomor-
fismos sobreyectivos de 4 y % a algin grupo G.

Demostracion. Sean 9] = Y NG x {ea} v 9y = 4 N{e1} X %, con e; el
elemento identidad de ¢; (i = 1,2). Como las proyecciones ¢ P @ son
sobreyectivas, entonces ¥/ < 4 x {ea} v ¥ < {e1} X %. Consideremos
los cocientes

%M%x%) y s%u@ﬂ%x%y

Obtenemos un subgrupo G = E?/ (9] x95) < (%/%’) X (E?g/?fz’)

Como G N (% / %{) y GN (%2 / %’) son triviales, existen proyecciones
isomorfas

m:c—a%/% y @:G—a%/%.

Tomando la composicién de hy y ho con
912%—>5¢1/%f y 921%—>%/%/,

respectivamente, obtenemos los homomorfismos f1 : % — G, fo: % — Gy
¥ es el producto fibrado de f1 y fa. |

El siguiente resultado puede consultarse en [Sco83] y [Thu97].

Proposicién IIL.8. Sea 4 < SO(3) x SO(3) que actia libremente en RP?,
sean I'y y Ty sus respectivas proyecciones en SO(3) x SO(3) y

4 =T1N(SO(3) x {Id}), Gy =T N ({Id} x SO(3)).
FEntonces,
i) todo elemento de orden dos en T'y pertenece a Go;

i1) T'1 es un grupo ciclico de orden impar.
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Demostracion. Ya que la accién de ¥ en RP? es libre, por el Lema I11.4
tenemos que 4 6 % no tiene elementos de orden dos. Sin pérdida de gene-
ralidad, asumimos que ¢ no tiene elementos de orden dos.

Sea b € I'y un elemento de orden dos, escogemos a € I'; tal que (a,b) € 4.
Ya que (a,b)? = (az, 1), entonces a® € 4, y el orden, digamos 7, de a® debe
ser impar. Pero, (a,b)” = (a",b") € ¢4 tiene orden dos y por lo tanto a” = 1
de no ser asi, a” podria ser conjugado a " = b, ambos teniendo orden dos.
Concluimos que (a”",b) € ¥4, lo que muestra que b € %. Sabemos que los
unicos subgrupos finitos de SO(3) que no tienen elementos de orden dos son
los grupos ciclicos de orden impar. Como I'y no tiene elementos de orden
dos, debe ser un grupo ciclico de orden impar.

Por otro lado, como ¥4 no tiene elementos de orden dos, aplicamos este
mismo razonamiento y concluimos que ¢4; es un grupo ciclico de orden impar.
De la demostracion de la Proposicién II1.7 tenemos que I'y / 4, =14 / Gy Y
es normal en I's. Si I'y = %, entonces I'y = % y se sigue que 'y es un grupo
ciclico de orden impar. Por otro lado, I's < SO(3) es finito, tal que todos
sus elementos de orden dos estdn contenidos en un subgrupo propio normal.
Entonces, I's es el grupo tetraédrico T y % es un subgrupo de indice tres.
Se sigue que el indice de ¢4 en I'; también es tres. Como % no contiene
elementos de orden dos, tampoco I'y, por lo que es un grupo ciclico de orden
impar. |

El siguiente teorema nos da una clasificacién de los subgrupos finitos de
Isom (R]P’g) que actian libremente en RP3. La demostracién puede consul-
tarse en [Sco83] y [Thu97].

Teorema I11.14. Sea M = S?/T" una 3-variedad geométrica esférica.
i) Si T es un subgrupo abeliano, entonces es un subgrupo ciclico.

De otro modo, M es el cociente de RP? por un grupo 4 que corresponde a
uno de los siguientes:

i) 9 =% X%, con 4 un grupo diédrico ¢ un grupo poliédrico y % un
grupo ciclico de orden n, primo relativo al orden de 4.

i11) 9 es un subgrupo de indice tres en T X Zsy, con n impar.

i) 4 es un subgrupo de indice dos en Zop X Doy, conn par y (m,n) = 1.
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Demostracion. Supongamos que I' es un subrupo abeliano. Si M no es un
cociente de RP?, podemos considerar N = M /{£Id} = RP?/ I'y. Como
—Id pertenece al centro de S?, el que I' sea un subgrupo abeliano implica
que 'y es un subgrupo abeliano y si I'yy es un subgrupo ciclico, entonces I'
es un subgrupo ciclico.

i) Podemos asumir que M es el cociente de RP? por un subgrupo abe-
liano ¥ < SO(3) x SO(3). Por la Proposicién II1.8, al menos una
de sus proyecciones a uno de estos factores es un subgrupo ciclico.
Supongamos que I'y es un subgrupo ciclico, entonces si I's no es un
subgrupo ciclico, debe ser Zs @ Zs. Si esto ultimo ocurriese, escogemos
dos elementos de ¢, cuyas proyecciones en I's son distintas y no trivia-
les. Levantamos dichos elementos a I' < Isom (Sg) = (83 X 83) / Zs.
Los levantamientos son de la forma (¢1, ¢2) y (11,%2), donde ¢1 y 11
conmutan, ¢o v 9 no pertenecen al centro de H y por consiguiente
no conmutan. Entonces, los levantamientos no conmutan y I' no es un
subgrupo abeliano.

Concluimos que I'1 y 'y son subgrupos ciclicos. Si 4 es un subgrupo
ciclico, ' también lo es. Ya que si (¢1, ¢p2) € SO(3)xSO(3) genera a ¥,
tenemos que |¢| corresponde al minimo comun miltiplo del orden de
¢1y ¢2. Ahora tomamos los levantamientos de ¢1 y ¢2, que denotamos
por ¢1 v @2, entonces el minimo comun multiplo del orden de ¢; y ¢2
es 2|4|. Tenemos que GS:,&S;) genera a I' y concluimos que I' es un

subgrupo ciclico.

Supongamos que I' no es un subgrupo abeliano. Si M = RP? /¥, entonces
¢ no es un subgrupo ciclico. Por la Proposicién 111.8 podemos asumir que %
contiene todos los elementos de orden dos en I'y y que % = Z,,, con n impar.
Entonces, tenemos tres posibilidades: 4 = I'1, I'1 es el grupo tetraédrico T
con ¥ de indice tres 6 I'y es un subgrupo ciclico y ¢4; es un subgrupo propio.

i1) Si ¢4 = I'y, por la demostracién de la Proposicién II1.7 tenemos que
%, = I's. Por lo tanto,

G=GxbG v T =G x%=%x%.

Por el Lema IIL4, (|4],|%]|) = 1, es decir, |4| vy |%] son primos

relativos.

iii) SiTy =T, 4 tiene indice tres como en la iltima parte de la demos-
tracién de la Proposicién II1.7.
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iv) SiT'; es un subgrupo ciclico y I'1 /% = I'y/% no es trivial, entonces I'y

debe ser un subgrupo diédrico o ciclico. Esto se debe a que los grupos
poliédricos no son extensiones ciclicas de grupos ciclicos. Cuando I's
es un subgrupo ciclico estamos en el caso 7). Si I's es un subgrupo
diédrico, el uinico candidato para % (que debe ser normal, ciclico y de
orden impar) es Z,,. Entonces, m es impar, I'y /% =19/% = Zo y Ty
tiene orden 2n, con n par (de no ser asi, tendriamos un elemento de
orden dos en I'; que no pertence a 4;). Por el Lema I11.4, tenemos que
(m,n) = 1.

Ejemplos de 3-variedades Geométricas Esféricas.

= Espacios Lente. Los espacios lente fueron definidos en 1908 por H.

Tietze (Ver [TieOS]) como los ejemplos mas sencillos de 3-variedades,
obtenidas por “identificar” las caras de un poliedro. El término espa-
cio lente (linsenraume) fue introducido por H. Seifert y W. Threlfall
en 1930 en su articulo [ST30]. Existen varias maneras de describir
un espacio lente, nosotros presentamos dos de ellas. Las demds pue-
den consultarse en [Ada04], [Hem76], [Mos71], [Rol76] y [Ste93], entre
otros.

Vamos a considerar S3 C C2. Sea Z, < Isom (83), con p no nece-
sariamente un ndmero primo, un grupo ciclico de orden p bajo la
suma modulo p, con 0 la identidad aditiva. Escogemos q € Z, tal que
0 < g <py(g,p) = 1. Definimos una accién de Z, en S? de la siguiente
manera

m] - (z1,22) = <e2”m/pz1,ezmqm/sz> , ml€Z, vy (21,2) €S>
Observemos que Z, actda libremente en S3, ya que si

[m] - (21,22) = (21,22), entonces 2Py — o y e2mAm/P 1o — 4

Tenemos dos posibilidades: 2™/ =1 ¢ z; = 0.
e e2™m/P — 1. Esto implica que m/p € Z y p|m. Por lo tanto,
m =0 en Zy;
e z; = 0. Esto implica que |z3| = 1 y por consiguiente zy # 0;
se tiene que e2™4m/r = 1 y gm/p € Z, entonces plgm. En
particular, p|m y por lo tanto, m = 0 en Z,.
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Definicién II1.10. El espacio cociente S3 / Ly, bajo la accién descrita
anteriormente, es una 3-variedad compacta llamada espacio lente y la
denotamos por L 4.

Vamos a describir al espacio lente L, , como la unién de dos 3-toros
T Up To. En este caso, h : 9Ty — 0T es un homeomorfismo y la
imagen bajo h de un meridiano p C 0Ty es una curva 7,4 C O0Ts.
Recordemos que una curva v, ;, C OT es una curva no trivial que no se
autointerseca en 0T, con p el nimero de meridianos y ¢ el nimero de
paralelos.

Ty Ty

H 5,2

Figura III.17: Unién de Ty y T2 mediante h : 9T — 9T, con h(u) = 75 2.

Descomponemos estos 3-toros de la siguiente manera.
OTy

__H%/_

Ple
2 aCo

Figura III.18: 9T con cinco secciones disjuntas de la curva vs 2.

Cortamos Ty de modo que obtenemos un cilindro sélido C con p seg-
mentos disjuntos de la curva 7, , envolviéndolo, tal que la frontera de
Cs esté identificada. Observemos que C, es invariante bajo la rotacién
de una de las componentes de su frontera por (27q)/p.
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4

M‘/

(a) (b)

Figura III.19: Invarianza de C; bajo una rotacién de 47/5.

Como (p,q) = 1, por la identidad de Bézout sabemos que existen r,

s € Z, tales que ¢gs = 1(méd p). Es decir, ¢ tiene inverso tnico, digamos
e |

s=q °,en ZLy.

Por otro lado, cortamos T de manera que obtenemos un cilindro séli-
do Ci, con las componentes de su frontera identificadas y una copia
de p alrededor de cada una de ellas. Rotamos C; de tal modo que las
componentes de su frontera queden desfasadas por (27rq_1) /p. Des-
componemos el cilindro en p piezas iguales.

\J3ﬂ
. .
) Desfase de las componentes de la fron- (b)  Descomposicién
tera de C; por 37/10. de C; en cinco piezas.

Figura III1.20: Descomposicién de Ty.

Vamos a nombrar a las caras superiores de estas piezas, en direccién



§2 Geometria Esférica. 81

positiva, por 0, 1, ..., p— 1. Como consecuencia del desfase, las caras
inferiores son —¢~!, —¢7'41, ..., —¢~'+(p—1), todas (méd p). Debido
a que —g~ ' posee un inverso Unico en Ly, digamos —q, tenemos que

{0,—¢7 5 2(=¢7 ), (0= 1) (=g )} ={0,1,2,...,p—1}. (IIL8)

Identificamos las piezas de acuerdo con (II1.8), como se muestra en la
siguiente figura.

f

-1 (-a")
Figura III.21: Identificacién de piezas en la figura II1.20 (b).

Obtenemos un 3-toro, con un lado “plano” y un “ecuador”.

Figura II1.22: 3-toro obtenido de la identificacién en la figura III.21.

Las p lineas punteadas, que corresponden a los p pares de arcos de las
caras en las piezas de la figura II11.20 (b), estan distribuidas a la misma
distancia una de otra formando un cilindro. Uniendo los extremos en
su orden original,

{0,1,...,p—1} =
{0(=¢7"),=a(=¢7") .., —(p=D)g (=¢7")} (méd p),

obtenemos una copia del meridiano pu.

Las lineas punteadas en la figura II11.21 son multiplos de (—q_l). En-
tonces, un orden para los segmentos verticales de la figura 111.19 (b)
correspondiendo, bajo traslacién, al orden en el hueco cilindrico de la
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figura II1.22 es (0,—q,—2q,...,—(p — 1)q), todos (méd p). Este es el
orden en el que los segmentos de la figura I11.19 (b) fueron unidos ori-
ginalmente, en la curva 7, . Es decir, si rotamos C por (27(—q)) /p
e identificamos ortogonalmente las componentes de su frontera, obte-
nemos Ts.

Colocamos el cilindro sélido de la figura IT11.19 (b) en el hueco cilindrico
de la figura I11.22, de modo que los segmentos verticales coincidan,
como muestra la figura.

Figura I11.23: Segmentos verticales coincidiendo.

Las caras superior e inferior estdan identificadas por una rotacién de
(2mq)/p, al igual que las caras de la figura I11.22.

Vamos a nombrar a las caras de cada pieza en II1.20 (b) como se
muestra en la siguiente figura.

=1+ (-0 k40t (Ca)
e (o)

Figura II1.24: Piezas etiquetadas.
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Ya que a (—q_l) = (a+q) (—q_l) + 1, la cara superior de una pieza
es identificada con la cara inferior de la g-ésima pieza.

(a+q) (*q_l)

> g-piezas —> QN T ::/ (a+q+1) (—qil)

(a+1) (—qil) (et q) (_q—l)

(@+a)(—a7 1) +1=k

Figura III.25: Identificacién de caras.

= Espacios Prisma.

Los espacios prisma son espacios cociente de la forma S3 / I', con
I' < Isom (83) un subgrupo diédrico que actia libremente en S3.
Denotamos a estos espacios por Py, ,,.

Consideremos el caso, m = 1 y n = 2, es decir, I' = Z4 x D5. Este
espacio se obtiene por identificar caras opuestas en un cubo mediante
una rotacion, en el sentido de las manecillas del reloj, de 27 /4 como
se muestra en la figura.

Figura II1.26: Espacio Prisma P 1.

Bajo esta identificacién, se forman dos grupos de cuatro vértices cada
uno, tal que cada vértice es adyacente a los otro tres en su mismo
grupo.

Este espacio prisma es conocido como espacio cuaternionico, ya que
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sus simetrias pueden ser modelas por el grupo cuaterniénico H que
describimos anteriormente.

Espacios Tetraedrales.

Los espacios tetraedrales son espacios cociente de la forma S3 / I', con
I' < Isom (83) un subgrupo de tipo ii) 6 iii) en el Teorema II1.14,
que actida libremente en S3.

Espacios Octaedrales.

Los espacios octaedrales son espacios cociente de la forma S3 / I', con
I' < Isom (S3) un subgrupo de tipo ii) en el Teorema II1.14, que actia
libremente en S>.

Espacios Icosaedrales.

Los espacios icosaedrales son espacios cociente de la forma S? / I', con
I' < Isom (S*) un subgrupo de tipo icosaédrico que actiia libremente
en S3.

Consideremos el caso p = 1, es decir, I' = Id x I*. Una construccion
sencilla de este espacio es la siguiente.

(a) Dodecaedro esférico. (b) Identificacién de caras opuestas

s 27
con una rotacion por 10

Figura II1.27: Espacio dodecaedral de Poincaré.

Identificamos caras opuestas en un dodecaedro esférico (ver figura
I11.27 (a)) mediante una rotacién, en el sentido de las manecillas del
reloj, de 27r/10 como se muestra en la figura I11.27 (b). Bajo este pa-
trén de identificacion, los ejes del dodecaedro esférico son identificados
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en diez ternas y los vértices forman cinco clases que constan de cuatro
vértices equivalentes, cada uno.

Este espacio corresponde al espacio cociente
RP?/T con I'=1Id xI < Isom (RP?).
En otras palabras, corresponde al espacio cociente

83/F con I'=1Id xTI* < Isom (83).

Este espacio icosaedral aparecié en 1933 en el articulo [SW33] de C.
Weber y H. Seifert. Es conocido como espacio dodecaedral de Poin-
caré 6 esfera homoldgica de Poincaré en honor de H. Poincaré.

§3. Geometria Hiperbdlica.

El modelo geométrico hiperbdlico es el més rico y a la vez el menos
entendido de los ocho en el siguiente sentido: podemos dar una lista explicita
de 3-variedades compactas que admiten una estructura geométrica modelada
en cada uno de los modelos excepto, para éste. En esta seccion describimos
varias maneras de representar dicho modelo, asi como su grupo de isometrias,
sus geoddsicas, entre otras cosas (se puede consultar [Bea83], [BP92], [Rat94]
y [Ver82).

§3.1. Transformaciones de Mobius y Extensién de Poincaré.

Comenzaremos por definir cuales son las transformaciones de Mobius de
Eg, asi como algunas de sus propiedades. Utilizaremos el concepto de exten-
sién de Poincaré para presentar un subgrupo de dichas transformaciones, el
cual serd de suma importancia para el entendimiento del espacio hiperbdli-
co. Hacemos énfasis en que los resultados que a continuacién presentamos
se satisfacen para dimension n > 2, pero nos enfocaremos a n = 3.

Razén Cruzada.

Comenzaremos por definir la razén cruzada de cuatro puntos en E3 y
asi, caracterizar las transformaciones de Mobius de E3 mismo.

Definicion ITI.11. Sean u, v, z, y € &3, tales que # vy x # y. El nimero

real
mc(u7 x)mc(va y)

me(u, v)me(z,y)’

[u7 ,U7 x? y] =
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con m, la métrica cordal en E3 (ver pédg. 66), es llamado razén cruzada de
los puntos u, v, x, ¥.

Observacion III.7. La razén cruzada es una funcién continua de cuatro
variables, ya que la métrica m, : E3 x E? — R es una funcién continua.

El siguiente resultado se sigue del Teorema III.9.

Teorema II1.15. Sean u, v, x, y € E3, tales que u # v y x # y. Entonces,

i) [u,v,x,y] = %;
it) [oo,v,x,y] = %;
iii) [u, 00, x,y| = \Z:Z“,
i) [u,v,00,y] = ;Z:ﬂ ;

v) [u,v,x,00] = %

Transformaciones de Mébius de E?.

Definicién II1.12. Una k-esfera generalizada ¥ C £3 (k=1,2), es
= un k-plano P(a,t) en E? 6
» una k-esfera euclidiana S(c,r) en E3.

Cuando k£ = 1, hablamos de un circulo y cuando k = 2, de una 2-esfera.

Decimos que dos k-esferas generalizadas ¥ y ¥/ C E? son ortogonales
si y sélo si se intersecan en E3 y en cada punto de interseccién, sus lineas
normales son ortogonales.

Definicion II1.13. Una transformacion de Mobius ¢ : 3 — E3 es una
composicion finita de un nimero par de reflexiones p; en k-esferas generali-
zadas ¥ C 3.

Observacién III.8. Toda transformaciéon de Mobius ¢ : E3 — K3 es un
homeomorfismo. La composicién de dos de ellas es de nuevo una transfor-
macién de Mobius de Eg, al igual que su inversa. Ademads, ya que cualquier
reflexién p satisface que p?(z) = , la funcién identidad Id : [3 — K3 es una
transformacién de Mdébius.
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Concluimos que las transformaciones de Mébius de E? forman un grupo
bajo la composicién.

Definicién IIL.14. El grupo de transformaciones de Mdbius ¢ : E3 — E3
que preservan orientacién, es llamado Grupo de Mébius y lo denotamos por
Moéby;.

Ejemplos.

n ¢:E3 — E3tal que 2 +— x +a con a € E3, es un elemento de Moby;.
Ya que es la reflexién sobre el 2-plano P(a,0), seguida de la reflexién
sobre el 2-plano P (a, 5|al?).

¢ E3 — E2 tal que z — ka con k > 0, es un elemento de Moby;.
Ya que es la reflexién sobre S(0,1), seguida por una reflexién sobre

S@A@>
» Las isometrias euclidianas son elementos de Mobgs.

El siguiente teorema nos permite caracterizar a los elementos de Moby.

Teorema II1.16. Una funcion ¢ : E3 — B3 pertenece a Mobg; siy sdlo si
preserva la razon cruzada.

Demostracién. Sea ¢ € Mobgs. Ya que ¢ es una composicién de reflexiones,
podemos asumir que es una reflexién. Una homotecia euclidiana preserva la
razén cruzada y por el Lema III.1, podemos asumir que ¢(z) = ﬁg Por el

Teorema (II1.1) tenemos que

=y

lp(z) — o(y)| = Tyl

Del Teorema (II1.15) se sigue que

[p(u) = ¢(@)[9(v) — o(y)]
[p(u) = $(v)] |p(2) — oY)

u —z[lv —y|

[0(u), 9(v), ¢(x), ()]

lu—vllz -yl
= [u,v,:z:,y],

si u, v, x, y son distintos de co y de cero. Los casos restantes se siguen por
continuidad. Por lo tanto, ¢ preserva la razén cruzada.
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Supongamos ahora que ¢ preserva la razén cruzada. Podemos asumir
que ¢(o0) = oo, por componer ¢ con un elemento de Mébyg;. Sean u, v, ,
y € E3, tales que u # v, z # y y (u,v) # (z,y). Tenemos dos posibilidades

u£zxToév#y.
Asumiremos primero que u # z. Como [p(u), 00, ¢(z), d(y)] = [u, 00, z, Y],

tenemos que
6(w) — $(a)| _ Ju—a
[6(x) — o) |z -yl

Ya que [¢(u), p(v), p(x), 0] = [u, v, x, 0], tenemos que

6(u) — 6(@)] _ Ju—c
0(w) —9(0)  Ju—v|

Entonces,

|6(u) = ¢()] _ |¢(w) = ¢(@)| _ |¢(x) — o(y)|

ju—of  Ju—zl Jr—y

De manera andloga, si asumimos que v # y tenemos que

[9(u) = ¢()] _ |¢(z) — ¢(y)|

u—vl o -yl

Por lo tanto, existe una constante positiva k, tal que
() — ¢(y)| = ko —y| para toda x,y € E”.
Se sigue que ¢ es una homotecia euclidiana. Concluimos que ¢ € Mobg;. B

Extensién de Poincaré.

H. Poincaré observé que toda transformaciéon de Mobius ¢ : 2 — [2
que actia en [E2 tiene una extensién natural a una transformacién de Mébius
5 (3 - R3 que actia en [£3. Esto nos permite pensar a Mobg, como un
subgrupo de Md6by;.

Dicha extensién depende del encaje
VB2 S E? talque 29— 7= (r1,22,0) y 00— 00, con x=(r1,22).

Para cada reflexién ¢ : E? — E2, definimos una reflexién ¢ : E3 — E3 de
la siguiente manera:
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» Si ¢ es la reflexién sobre S(c,r) con ¢ € E2, entonces <;~5 es la reflexion
sobre S (¢, r);

s si ¢ es la reflexion sobre P(a, t), entonces gz~5 es la reflexién sobre P (a, t).

Se sigue de las ecuaciones (I11.2) y (IIL3) que si z € B2 y y = ¢(z),

& (21,72,0) = (y1,92,0) = ¢(x). (IIL9)

En este sentido decimos que <;~5 es una extensiéon de ¢. De manera alternativa,
podemos identificar E? con E? x E! y escribir la ecuacién (II1.9) como

(;5(3), 0) = ((JS(J)), 0) :

Observemos que 5 deja invariante el plano xz3 = 0 (es decir, Ez) y los se-

miespacios 3 > 0y x3 < 0; lo cual se sigue directamente de las ecuaciones
(IT1.2) y (I11.3).

Ya que toda transformacién de Mobius ¢ : 2 — 2 es una composicién
finita de reflexiones, existe al menos una transformacién de Mobius, digamos
¢ = ¢10---0¢y,, que extiende la accién de ¢ a [£3 en el sentido de la ecuacién
(IT1.9) y preserva el semiespacio superior de E3.

Definicién II1.15. La extension de Poincaré de ¢ € Mobyg, es la transfor-
maciéon ¢ € Mobg; definida anteriormente.

Observemos que si ¢ = ¢10---0 ¢, v ¢ = 21 0 --- 0y son elementos
de Mobyg,, entonces la extension de Poincaré de ¢ o 1) estd dada por

Got)=(d1 0 0dmoth o oty)”
= 10 0pmotr o 0Py
= &
Por lo tantcb tenemos un homomorfismo inyectivo de Mébg, en Mobg;
dado por ¢ — ¢.
§3.2. Modelo del Semiespacio Superior de Poincaré.

Sea
Ei’_ = {(l‘l,ZEQ,ZEg) S E3|l‘3 > 0},

el semiespacio superior de E3 y 9E3 = 2 su frontera.
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Dotamos a Eij’r con la métrica riemanniana

dx? + dx3 + da?
2
L3

Y

dS%Ig =

la cual llamamos métrica hiperbolica.

Definicién I11.16. Eij’r dotado con la métrica hiperbdlica es el modelo del
semiespacio superior de Poincaré y lo denotamos por H?.

Figura II1.28: Modelo del semiespacio superior de Poincaré.

Observacién I11.9. Podemos identificar a H? con
C x (0,400) = {(2,t) e C x E'| t > 0},

dotado con la métrica riemanniana

2 2
9 |dz|* 4 dt
Bho = —

Transformaciones de Moébius de H°.

Definicién II1.17. Sea ¢ € Mobgs. Si ¢ (H3) = H3, decimos que es una
transformacion de Mobius de H3.

Las transformaciones de Mébius de H? forman un grupo, el cual deno-
tamos por Mobys.

Teorema II1.17. ¢ € M&bgs es una transformacion de Mobius de H? siy
sdlo si es la extension de Poincaré de alguna ¢ € Mobg,.
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Demostracion. Sea ¢ € Mobgs que deja invariante a H3. Como ¢ es un
homeomorfismo, también deja invariante a OH?. Por lo tanto, ¢ se puede
restringir a un homeomorfismo ¢’ : [E2 — E2. Ya que ¢ preserva la razén
cruzada en E3, entonces ¢ preserva la razén cruzada en [E2. Se sigue que
¢' € Moby,.

Sea (E’ la extensién de Poincaré de ¢'. Entonces, (E’ o ¢~ ! deja fijo cada
punto de E? y deja invariante a H3. Por lo tanto, ¢’ o ¢! es la funcién
identidad. Concluimos que ¢ = ¢'. |

Corolario II1.2. El grupo Mébys es isomorfo al grupo Mobg, .
Recordemos que los siguientes grupos son isomorfos
Mébg, = PGL(2,C) = PSL(2,C).
Por lo tanto, Moébys = PSL(2,C).
El siguiente resultado nos da una caracterizaciéon de los elementos de
Mobys.

Teorema II1.18. Toda ¢ € Mébys es la composicion de reflexiones o;
sobre k-esferas generalizadas ¥ C E3, ortogonales a E?.

Demostracion. Sea i) € Mobys. Entonces, 1 es la extensién de Poincaré 5
de una transformaciéon de Mobius ¢ : [E2 — E2. Por lo tanto, ¢ es a lo mas
la composicién de 3 reflexiones, digamos o1 0 03 0 03, de 2 sobre k-esferas
generalizadas. La extensién de Poincaré de la reflexion o; es una reflexion
de E3 sobre una k-esfera generalizada, la cual es ortogonal a 2. Como
5 = G 009003, tenemos que ¥ es la composicién de reflexiones de E3 sobre
k-esferas generalizadas, ortogonales a [2. |

§3.3. Modelo de la Bola Unitaria de Poincaré.

Sea
B(0,1) = {(x1, 29, 73) € B?| ¥ + a3 + 23 < 1},

la bola unitaria abierta en E? y
88(07 1) = {(:L'l,l’g,ﬂj‘g) € Eg‘ l‘% + l‘% + ZL'% = 1}7

su frontera.
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Sean o y ¢ las reflexiones sobre el plano x3 = 0 y sobre la 2-esfera
S (63, \@) respectivamente, con ez = (0,0,1). Es decir,

¢
x = (x1,39,23) — (21,72, —T3) ¥y T ez+ (x —e3).

|z — 3]
Observemos que,
463 ! (33‘, 63) 4

\x—eg\2 \x—63\2
4%3

[po(a)* =1+

S
]a:—63]2

Esto implica que la imagen de H3 bajo ¢ es homeomorfa al interior de
B(0,1).

Denotaremos las restricciones (bo]H—g y O|gs por ¢g y o, respectivamente.
El homeomorfismo

211, 2xe, || — 1
( |z

¢:=¢poo:H> —B(0,1), definido por ¢(z)= |z)2 4+ 223 + 1

I

es llamado homeomorfismo estandar.
Proposicién I11.9. La métrica inducida por ¢ en B(0,1) es
4
dsis = ——|dx|?
T

Observaciones.

» Esta métrica es proporcional a la métrica euclidiana, ya que

dsgs = [p(a)]? |dz]?,

donde p : B> — R es de clase C*°, con p(z) = ﬁ > 0. Por lo
tanto, concluimos que ds]%3 es una métrica conforme. Esto es, preserva
angulos.

» El factor 1 — |z|? en ds]%g, depende de la norma euclidiana y por con-
siguiente, es invariante bajo Isom (IE3)

Definicién II11.18. B(0,1) dotada con la métrica ds3,, es el modelo de la
bola unitaria de Poincaré y lo denotamos por B3.
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Figura I11.29: Modelo de la bola unitaria de Poincaré.

Transformaciones de Moébius de B®.

Definicién II1.19. Sea ¢ € Mdbgs. Si ¢ (183) = B3, decimos que es una
transformacion de Mobius de B3.

Al igual que para H?, las transformaciones de Mébius de B? forman un
grupo, que denotamos por Mébgs y es isomorfo al grupo Moby,.
§3.4. Modelo del Hemisferio Sur.

Sea p|gs : B> — S3*—{N} con N = (0,0,0, 1), la proyeccién estereografica
restringida a B3 sobre S‘?V, la cual esta dada por

() 271 2z 223 |x]2—1
) = )
14 lz24+ 17 2|2+ 17 |22+ 17 |z|2 + 1

S3

Figura II1.30: Modelo del hemisferio sur.

Definicién III.20. ¢ (B*) dotado con la métrica

gs2. — da? + da3 + daf + da}

s& 33?1 ’
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es el modelo del hemisferio sur y lo denotamos por S?’V.
§3.5. Modelo del Hemisferio de Radio Imaginario.
Identificamos R? con R? x {0} C R*. Definimos en R* el producto interno
T Y = X1Y1 + Toyo + T3Y3 — T4Y4. (I11.10)
El producto interno dado por la ecuacién II1.10 es conocido como producto
interno lorentziano y define una métrica riemanniana no positiva definida

en R%,

Sea H = {a: = (21,9, 23,24) € R4 |a: cx=—1, x4 > O}. Existe una bi-
yeccién 1 : B> — H definida por

P(z) =

211 29 2v3 1+ |x|?
e e e s e T iy

Proposicion III1.10. La métrica riemanniana positiva definida en H, in-
ducida por 1), es
ds%g, = da? + dad + dak — dx?.

Definiciéon III1.21. H dotado con la métrica ds%g,, es el modelo del he-
misferio de radio imaginario 6 modelo del hiperboloide y lo denotamos por

H3.

Figura I11.31: Modelo del hiperboloide.
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§3.6. Isometrias y Geodésicas Hiperbdlicas.

Puesto que los modelos del espacio hiperbdlico son isométricos entre si
y cada uno tiene sus ventajas para entender o enfatizar ciertas propiedades,
los utilizaremos indistintamente para definir las geodésicas y las isometrias
hiperbdlicas.

Isometrias Hiperbdlicas.

Los grupos de isometrias de los diferentes modelos del espacio hiperbdlico
son isomorfos. Presentamos a detalle sélo las isometrias de H? y menciona-
mos las correspondientes a los demds modelos.

Teorema I11.19. La extension de Poincaré de cualquier ¢ € Mobg, es una
isometria de H3.

Demostracién. Sea ¢ € Mobg,. Podemos suponer que ¢ es la reflexion sobre

S(e,r), con ¢ € E2. Entonces, gz~5 es la reflexién sobre S (¢,7), con ¢ € E2. Por
el Teorema III.1 tenemos que

6(y) - 6(a)| 2

ly—al  Je—ally—al’
~ 2 ~
Como ¢(z) =c¢+ (ﬁ) (x —¢), la tercer componente de ¢ es

3], =0+ (525) = )

Por lo tanto,

a2
’nyz’ (I11.12)
es invariante bajo <;~5 ya que
6@ vy ap ey
(2) w0 () e o= s
_ly—af?
Y33

Sea ¢ la reflexién sobre P(a,t), con a € 2. Entonces, 5 es la reflexién
sobre P (a,t), con a € E2, la cual es una isometria euclidiana.
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Como ¢(z) =z — 2(x-a — t)ﬁg‘, la tercer componente de ¢ es

[a(x)} =, (I11.13)

y (IIL.12) es invariante bajo ¢. Por lo tanto, (II1.12) es invariante bajo toda
extension de Poincaré de cualquier ¢ € Mobyg,.

Concluimos que la extensiéon de Poincaré de cualquier ¢ € Mobg, es
una isometria de H?3. |

Del Corolario II1.2 se sigue que M6bys es isomoformo a Isom (H?’)

Los correspondientes grupos de isometrias en los modelos hiperbdlicos
restantes son los siguientes:

= Isom (H3) es el grupo ortogonal especial de Lorentz SO™(3,1).

= Isom (S?’V) es el grupo de transformaciones de Mabius de E? que pre-
servan a S3;.

= Por el Teorema de Liouville (ver por ejemplo [BP92])7 Isom (IB%?’) con-
siste de funciones de la forma Ai(z) tal que,

o si A € SO(3), i es la funcién identidad 6

e si A€ O(3)—SO(3), i es una inversién sobre una 2-esfera, orto-
gonal a S2.

Grupo Estabilizador Hiperbdlico.
Teorema II1.20. Para todo x € B>, Est (IB%?’):E es isomorfo a SO(3).

Demostracién. Sea x € B>. Como Isom (1833) actia transitivamente en B3
asumimos, sin pérdida de generalidad, que z = 0. Sea ¢ € Est (B?’)x. En-
tonces, © = ¢(x) = Ai(z). Pero i deja invariante a S?, esto significa que debe
ser la funcién identidad. Por lo tanto, ¢(z) = Az, con A € SO(3). |

Geodésicas Hiperbdlicas.

Presentamos a detalle sélo las geodésicas de H® y mencionamos las
correspondientes a los demas modelos.

Definicién II1.22. Sea P C E* un 2-plano. Llamamos a la interseccién
H3 NP linea hiperbolica de H3.
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Sean z, y € H? con x # y, tales que generan un 2-plano P C E*. La
tnica linea hiperbélica de H? conteniendo z y y es ley = H3 NP, la cual es
una rama de una hipérbola.

Proposicién III.11. Sean x € H? y v, € Ty H>, con v, - v, = 1 respecto
a ds%g,. v con punto inicial x y ' (x) = v, es una geodésica si y sdlo si
estd dada por

t — cosh(t)x + sinh(t)vy, con teR. (II1.14)

En particular, como conjunto v estd definida por la interseccion de H? con
el 2-plano P C E*, generado por x y v,.

Demostracion. Sea P el 2-plano generado por z y v,. Sea ¢ € Isom (H?’),
tal que ¢|p es la funcién identidad Id y ¢| es la funcién —Id. Entonces,
o(x) = x y dypp(vy) = v, Concluimos que ¢ deja invariante a v y como
consecuencia vy C P N H3.

Ahora, 7 es una geodésica si y sélo si 7/ —+ = 0 si y s6lo si v corresponde
a la imagen de la funcién (I11.14), con = € H> y v, € T,’H>. De tal forma
que v, - v, = 1 respecto a als?13 yteR.

Por otro lado, la funcién (I11.14) nos da una parametrizacién de P NH3,
con v, - v, = 1. Por lo tanto, P N HE = . [ |

Corolario ITI1.3. Las geodésicas de H> son sus lineas hiperbdlicas.

0

Figura II1.32: Geodésicas en H3.

Las geodésicas en los modelos hiperbdlicos restantes son las siguientes.

En H? son semicircunferencias C C H3, centradas en R? y ortogonales a
OH3.
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H3

A

OH?

Figura II1.33: Geodésicas en H?®.

En B? son semicirculos y didmetros, ortogonales a 0B3.

Figura IT1.34: Geodésicas en B3.

En S%; son semicfrculos ortogonales a la frontera de S%;.

Figura I11.35: Geodésicas en S3,.
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§3.7. 3-variedades Geométricas Hiperbdlicas.

Una 3-variedad geométrica hiperbolica M es un espacio cociente de la
forma M = H3 / I', con I' < Isom (H3) subgrupo discreto que actua libre-
mente en H?.

Un ejemplo de una 3-variedad geométrica hiperbdlica se puede construir
identificando las caras opuestas de un dodecaedro de la siguiente manera.

Consideremos el modelo de la bola unitaria B?. Escogemos un dodecaedro
hiperbdlico regular centrado en el origen Dy, C B3, tal que sus dngulos
diédricos son iguales a 27 /5.

Figura III.36: Dodecaedro hiperbélico Dip.

Denotamos por D; y Dj_1 (j =1,...,6) caras opuestas en Dy;p. Para
cada par de caras opuestas, consideremos la funcion

fj = ¢; OQS;-ogb;/ :D; —>Dj_1,

donde gb;-’ es una inversién sobre la 2-esfera (6 2-plano) que contiene a D, qb;-
es la reflexion sobre el 2-plano perpendicular a la recta uniendo los centros
de D; y Dj_1 y ¢; es una rotacién alrededor de dicha recta de 37/5. La
figura I11.37 nos muestra el espacio dodecaedral que obtenemos al realizar
la identificacién descrita por medio de las funciones f;.

Observemos que las f; son elementos de Isom (IB%?’). Los ejes de Dyip
forman seis clases de equivalencia, que consisten de cinco ejes cada una.
Sus vértices son mutuamente equivalentes. Sea I' < Isom (IB%?’), el subrupo
generado por las funciones f;. Este subgrupo es discreto y actiia libremente
en B3.
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Figura II1.37: Espacio dodecaedral de Seifert-Weber.

El espacio dodecaedral que construimos corresponde al espacio cociente
M =B? / I". Este espacio es conocido como el espacio dodecaedral de Seifert-
Weber 6 espacio dodecaedral hiperbolico y es uno de los primeros ejemplos
de una 3-variedad geométrica hiperbdlica que se conocieron. Al igual que
el espacio dodecaedral de Poincaré, aparecié por primera vez en 1933 en el
articulo [SW33] de C. Weber y H. Seifert.

Las siguientes imagenes nos muestran un poco mas acerca de este espacio.

Figura I11.38: Espacio dodecaedral de Seifert-Weber.
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Existen otras 3-variedades geométricas hiperbdlicas, que a continuacién
presentamos. Para un estudio maés detallado de ellas, asi como para una
compresién y panorama méas amplio de los conceptos involucrados invitamos
al lector a consultar [LH86], [Thua], [Thu82] y [Thu88].

Definicion II1.23. Sea ¢ : S — S un difeomorfismo de una 2-variedad S.
La suspension de S por ¢ es la 3-variedad compacta

M :=(8§x[0,1])/ ~g con (x,0) ~g (¢(x),1).

Observemos que M es un haz fibrado sobre S' con fibra S.

Existen distintos tipos de difeomorfismos de 2-variedades. La clasifica-
cién de difeomorfismos de 2-variedades S de W. P. Thurston (ver [Thu88]),
establece que un difeomorfismo de S es isotdpico a un difeomorfismo periédi-
co o a un difeomorfismo que deja fija una particién de S o a un difeomorfismo
que deja fijo un par de foliaciones medibles transversales.

Una particion de una 2-variedad S es un conjunto de curvas cerradas,
simples y ajenas. Por otro lado, una foliacién medible es una familia de lineas
geodésicas ajenas dos a dos, llamadas hojas, en S.

Definicion II1.24. Un difeomorfismo ¢ : S — S de una 2-variedad S es

llamado seudo anosov si preserva un par de foliaciones medibles transversales
Fi1, Fo y existe k > 1 tal que

SR =1 Y 6(F)=kF

En otras palabras, ¢ contrae F; por un factor de 1/k y expande F» por
un factor k.

Teorema II1.21. [Thua| La suspension de una 2-variedad S por un difeo-
morfismo ¢ : S — S, admite una geometria modelada por (H3, Isom (H3))
si y solo si ¢ es isotdpico a un difeomorfismo seudo anosov de S.

§4. Geometria S* x E!.

Esta geometria probablemente es la menos rica de las ocho, pero a la vez
es la més simple de todas. En esta seccién describimos el modelo S? x E!, su
grupo de isometrias, entre otras cosas. Ademads, mostramos que es maximal
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y presentamos las tnicas 3-variedades compactas que poseen dicha geome-
tria (se puede consultar [Bon02]).

Consideremos el producto trivial de S? y E', con sus respectivas métri-
cas.? Observemos que podemos pensar a S? x E! = E3 — B? como E? — {0}.

Definicién II1.25. S? x E! dotado con la métrica producto dsészl es el
modelo de esta geometria.

Isometrias de S? x E!.

Definicién II1.26. El grupo de isometrias de S? x E!, el cual denotamos
por Isom (82 X El), es Isom (Sz) x Isom (El)

Observacién II1.10. La accién de Isom (82 X El) sobre S? x E! preserva
la métrica d8§2xE1 y es transitiva.
Grupo Estabilizador de S? x E!.

Teorema II1.22. Para todo v € S? x E!, Est (82 X El)w es isomorfo a
SO(2).

Por otro lado, sean

(z,y) €S* xE' y £, ={0} x T,E' c T,S* x T, E".

Sea ¢ € Isom (82 X El), tenemos que
d(m,y)(b : T(x’y)S2 X El — T¢(m7y)S2 X El.

Entonces,
Aoy B(Ly) = Lo(y) = {0} x Ty, () E,

con ¢ = (psz, ¢g1). Pero como E! no es isotrépico, concluimos en base a lo
anterior que S? x E! no es isotrépico.

2ds§2 = d5]§3|52 y dsﬁl = dz>.
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Figura I11.39: Una seccién vertical de S? x E! tiene geometria euclidiana mientras
que, una seccion horizontal tiene geometria esférica.

(S?2 x E!, Isom (S* x E')) es Maximal.

Teorema II1.23. El modelo geométrico (82 x Et, Isom (82 X El)) €s ma-
ximal.

Demostracién. Recordemos que S? x E! ¢ E*. Mostrar que
(82 x E!, Isom (82 X El))

es maximal equivale a mostrar la siguiente propiedad. Para cada métrica
m’ sobre S? x E! invariante bajo Isom (82 X El), el grupo de isometrias de
S? x E! con respecto a m’, no contiene propiamente a Isom (82 X El).

Supongamos que existe una métrica m’ de S? x E', que es invariante bajo
Isom (S* x E!). Para cada (z,y) € S* x E', m/ debe ser invariante bajo la
accion del estabilizador Est (82 X El) (@)’ En particular, Est (82 X El) (@)

contiene elementos que rotan S? x E! alrededor de un eje {x} x E!. Por
ejemplo, ¢ = (¢g2,idg1) tal que ¢g2 € Est (82)(90), el estabilizador de z € S.

Se sigue que la forma bilineal inducida por m’ en T(x7y)S2 x E! debe ser
invariante, bajo una rotacién alrededor de L, ,y = {0} x T,E!. Por lo tanto,
m’ es un miltiplo escalar de la métrica producto m, por un factor \; > 0 en
la direccién de L, ) = {0} x T,E! y por un factor Ay > 0 en la direccién
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de E(lx y)TxS2 x {0}; tal que L, ) ¥y E(lx ) siguen siendo subespacios orto-

gonales.

Sea P C T(x,y)S2 xE! un 2-plano. Si Lz C P tenemos que la curvatura

seccional es 0; si P C Ei:c Y)’ tenemos que la curvatura seccional estd estric-
b

tamente entre 0 y Ay 2. Sea ¢ una isometria de S2 x E! con respecto a m/.
Entonces, ¢ debe respetar las curvaturas seccionales. Mas atn, debe respetar
la, descomposicion

Toy)S* X BN = ToS? x TyE' = L, ) U L(zy)-
Es decir, la imagen de L, ,) bajo el diferencial de ¢ es £

1 1
de E(:vvy) es Eso(:vvy)

¢ € Isom (82 X Sl), tal que ¢'(z0,90) = ©(x0,%0) ¥ T(m’yo)(p’ = T (z9,y0) -

o(zy) ¥ 12 imagen

. En particular, sea (zo,y0) € S? x E! arbitrario. Existe

Por lo tanto, ¢ = ¢’ € Isom (82 X Sl) (Ver [BP92], Proposicién A.2.1).
Concluimos que toda isometria ¢ es un elemento de Isom (82 X SQ).
[ |

§4.1. 3-variedades Geométricas Modeladas por S? x E'.

Una 3-variedad geométrica modelada por S*> x E! es un espacio cociente
de la forma M = (82 X El) /F, con I' < Isom (82 X El) subgrupo discreto
y cocompacto que actiia libremente en S? x E!.

La clasificacién de todos los subgrupos discretos y cocompactos de
Isom (82 X El) que actian libremente en S? x E! estd dada por el siguiente
teorema, cuya demostracién puede consultarse en [Tol74]. Este muestra que

sélo existen dos 3-variedades compactas, cuyo espacio cubriente universal es
S? x EL.

Teorema II1.24 (Tollefson). Las tunicas 3-variedades compactas, cuyo es-
pacio cubriente universal es S x E! son S? x S! y RP? ¢ RP3.

Vamos a describir I' < Isom (82 X El) para cada una de las 3-variedades
mencionadas en el teorema anterior y formar los respectivos espacios cocien-
te.

Sea
I'={(a,8)) < Isom (S* x E')
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un subgrupo discreto, tal que (a,3) € Isom (S? x E') con a la funcién
identidad en S? y 3 una traslacién de E'. Entonces,

(S* xE') /T = s* xS

Describimos a S? x S* de dos maneras.

i)

i)

Sean Ty, Ts dos 3-toros; i, a € Ty y n, 8 € Ty un meridiano y paralelo
enT; (i = 1,2) respectivamente, como se muestra en la siguiente figura.

Ty Ty

Figura I11.40: Identificacién de p con n y « con 3.

Vamos a identificar, al mismo tiempo, © con n y « con . Por lo tanto,
la frontera de cada disco meridional en T se identifica con la frontera
de un disco meridional en Ty. Entonces, parejas de discos meridionales
forman 2-esferas en la nueva variedad M.

Sea « un paralelo en Ty, en cada x € a tenemos una 2-esfera perpen-
dicular a o en M. Por lo que tenemos un circulo de 2-esferas, donde
el circulo es a y concluimos que M = S? x S!.

Consideremos una 3-bola B; menos una 3-bola By C B;. Identificamos
cada punto en dBs con el punto correspondiente en dB, siguiendo la
direccién radial.

Las 2-esferas concéntricas forman las 2-esferas de la descripcién ante-
rior. Tenemos un circulo de 2-esferas, ya que cuando nos movemos a
lo largo de un radio, en cada punto tenemos una 2-esfera concéntrica;
excepto en el iltimo punto, el cual estd identificado con el primero,
convirtiendo asi, el radio en un circulo.
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! —
e
(a) Bl — BQ.

(b) Identificacién de OBs y
Figura II1.41: Otra construccién de S? x S*.

OB, en direccién radial.

Sea
= <(a1,ﬂ1) ) (ag,ﬂ2)> < Isom (82 X El)

un subgrupo discreto, tal que (a1, 81) y (a2, 32) € Isom (S? x E') con
a1, as la funcién antipodal en S? y 51, (B2 reflexiones distintas de E'. En-
tonces,

(S* xE') /T = RP? § RP?.

C

Cl C. 2
" ¢
¢
( B RP? § RP?

Figura II1.42: Representacién de la 3-variedad RP? § RP?.
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Describimos a RP?  RP? de la siguiente manera. Consideremos S? x [0, 1].
Vamos a pensar a S? x [0, 1] como dos cilindros sélidos C; y Cp, identificados
por su frontera mediante ¢ : 9C; — 0Cs y sea v la funcién antipodal. La
imagen de C; y Cz bajo ¢ es RP? x [0, 1], entonces podemos pensar a RP?
como un haz lineal sobre RP2. Se sigue que, RP? § RP? es un haz circular
sobre RP?2.

§5. Geometria H? x El.

A diferencia de la geometria S? x E!, existe una infinidad de 3-variedades
cuya geometria es modelada por H? x E!. Sin embargo, estos modelos son
muy similares. En esta seccién describimos este modelo, su grupo de isome-
trias, entre otras cosas. Ademads, mostramos que es maximal y presentamos
ejemplos de 3-variedades que poseen dicha geometria (se puede consultar
[Bon02] y [Sco83]).

Consideremos el producto trivial de H? y E', con sus respectivas métri-

CELS.3

Definicién II1.27. H? x E! dotado con la métrica producto ds%ﬁxu«:l es el
modelo para esta geometria.

Isometrias de H? x E!.

Definicién II1.28. El grupo de isometrias de H? x E!, el cual denotamos
por Isom (H2 X El), es Isom (H2) x Isom (El)

Observacién II1.11. La accién de Isom (H2 X El) sobre H? x E! preserva
la métrica ds%lngl y es transitiva.

Grupo Estabilizador de H? x E!.

Teorema II1.25. Para todo x € H? x E', Est (H2 X El)w es isomorfo a
SO(2).

Por otro lado, sean
(z,y) e H* xE' y L, ={0} x T,E' c T,H* x T,E".
Sea ¢ € Isom (H2 X El), tenemos que

d(w,y)¢ : T(m7y)H2 X El — T(z)(x’y)Hz X El.

37,2 dz?+dz3 2 2
dS]HI2 = —1£22—2 y dS]EI =dz”.
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Entonces,
(o) D(Ly) = Lo(y) = {0} X Ty, () B,

con ¢ = (g2, ¢p1). Como E! no es isotrépico, concluimos en base a lo an-
terior que H? x E! es una estructura geométrica no isotrépica.

A f/ \ N\ "
\/’I \' / >/
%

. 1
\,ﬁ \ AN
..\\ / \‘ } / \\ /};/Ql_j

Figura I11.43: Una seccién vertical de H? x E! tiene geometria euclidiana mientras
que, una seccién horizontal tiene geometria hiperbdlica.

(H? x E!, Isom (H? x E')) es Maximal.

Teorema II1.26. El modelo geométrico (H2 x E!, Isom (H2 X El)) es ma-
ximal.

La demostracion de este resultado es similar a la del Teorema III.23.
La tnica diferencia es que la curvatura seccional a lo largo de un 2-plano
estd entre 0 y —\3.

§5.1. 3-variedades Geométricas Modeladas por H? x E!.

Una 3-variedad geométrica modelada por H? x E! es un espacio cociente
de la forma M = (H2 X El) /F, con I' < Isom (]HI2 X El) subgrupo discreto
y cocompacto que actia libremente en H? x E!.



§5 Geometria H? x EL. 109

Sea I' < Isom (H2 X El) un subgrupo discreto y cocompacto que actia
libremente en H? x E!. Entonces, IV = I' N Isom (El) es discreto y por lo
tanto, debe ser isomorfo a Zs, Z, Dy 6 al grupo trivial. Como I' actia li-
bremente en H? x E', I debe ser isomorfo a Z 6 al grupo trivial.

En cualquiera de estos casos, IV es normal en I, es el nticleo de la pro-
.z P 2 . . . s
yeccién I' — Isom (]HI ) y tenemos la siguiente sucesién exacta

1—T'"—T—pl) — 1. (I11.15)

Como I'" = p(T") x I es cocompacto, entonces I debe ser un subgrupo
ciclico infinito. De esta manera, cada linea {z} x E!, con = € H?, es el es-
pacio cubriente de un circulo en el espacio cociente M := (H2 X El) / I'. En
otras palabras, M es un haz sobre S! con fibra una 2-variedad geométrica
hiperbdlica.

Es facil ver que existe un nimero infinito de 3-variedades con estructura
geométrica modelada en H? x E!'. Esto es consecuencia del Teorema de Uni-
formizacién (pag. 40), por el cual sabemos que existe un nimero infinito de
2-variedades geométricas hiperbdlicas.

Por ejemplo, sea T = T2 § T? una 2-variedad geométrica hiperbélica de
género dos, con T? un 2-toro. Esto es, T puede representarse como H? / G,
con G < Isom (Hz) discreto y cocompacto que actia libremente en H?.

LV
T x [0,1]

Figura I11.44: Producto de T y el intervalo [0, 1].

Formamos el producto T x [0,1]. Podemos ver este producto como un
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prisma octagonal identificando lados opuestos. Definimos
M := (']I‘ x [0, 1])/ ~ tal que (z,0) ~ (3:/, 1) ,
donde 2’ es la imagen de x bajo una rotacién por 37 /4.
Entonces, M admite una geometria modelada sobre H? x E!, ya que
M = (H*xE') /T con T <Isom (H*xE").

En términos de la notacién de la sucesién exacta II1.15, en este caso IV = Z
y p(I') = G.

Observacién III.12. La identificacién anterior también puede realizarse
mediante una rotacién por 7, 3, %7 7 6 por una de las siguientes reflexiones:

Figura I11.45: Posibles reflexiones.

§6. Geometria SL(2,R).

Podemos pensar a éi(2, R) como la geometria de haces tangentes unita-
rios y surge, de manera natural, como la geometria de TTH?, el haz tangente
unitario de H2. En esta seccién describimos dicho modelo, su grupo de isome-
trias, entre otras cosas. Para ello, comenzaremos describiendo a SL(2,R), a
PSL(2,R) y a su espacio cubriente universal S/li(Z, R). Ademds, mostramos
que es maximal y damos algunos ejemplos de 3-variedades que poseen una
geometria de este tipo (se puede consultar [Bon02], [Har], [Sco83], [Sea06],
[Mil75] y [Thu82]).
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El Grupo SL(2,R).

SL(2,R) {A: < ‘ Z)(det(A):1 v a,b,c,deR},

es un grupo de Lie de dimensién tres, cuyo centro es {Id,—Id} = Z.
Ademés, como variedad es S! x R2.

Identificacion de PSL(2,R) y T H?.

Topolégicamente, PSL(2,R) es la 3-variedad S' x H2. Como grupo de
Lie, corresponde al grupo de isometrias de H? y se define como

PSL(2,R) := SL(2,R)/{+Id}.

Su accién en H? se puede extender, por medio del diferencial, a TH? de la
siguiente manera

g (Z,’UZ) = (g(z)7dgz (UZ) )7

con v, el vector tangente a H? en z € H?, g € PSL(2,R) y dg. su diferencial
en z. En otras palabras,

TH2 %, TH?

o |=

H2 N H2

con 7 : TH? — H?, la proyeccién natural que asocia a u, = (z,v,) € TH? su
punto base z € H?. Ademds, 7 es una submersién. Esta accién es libre fuera
de la seccién cero, ya que si g € PSL(2,R) fija z € H?, entonces localmente
es una rotacién.

Observacién I11.13. H? es un modelo geométrico isotrépico en dimensién
dos. Por lo tanto, PSL(2,R) actiia transitivamente en T1H?, el haz tangente
unitario de H?; el cual es un haz circular sobre H?.

Sea (z,v,) € TH?, con |v,| # 0. La érbita de (z,v,) es una copia de
PSL(2,R). En particular, la érbita de (i,1) € TH? encaja PSL(2,R) en
TH? como T'H?. Ademds, como la accién de PSL(2,R) sobre T H? es
libre, el estabilizador de cualquier (z,v.) € TYH? es trivial. Por lo tanto,
PSL(2,R) = T'H? (ver pag. 15).
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§6.1. El Espacio Cubriente Universal de PSL(2,R): STE(2,R).

De la definicién de PSL(2,R), se sigue que SL(2,R) es un espacio cu-
briente de orden dos de éste. Por lo tanto, el espacio cubriente universal de
PSL(2,R) es el espacio cubriente universal de SL(2,R), que denotamos por
SL(2,R).

Topolégicamente, éi(2,R) es difeomorfo a R x R? = R3. Ademaés, es
un haz lineal sobre H? y su estructura de grupo de Lie es més interesante
aun. SL(2,R) es una extensién central de PSL(2,R) y tenemos la sucesién
exacta

0 — Z — SL(2,R) — PSL(2,R) — 0, (I11.16)

con Z el nicleo de la proyeccién éi(lR) — PSL(2,R). Ademads, Z mismo
es el centro de SL(2,R), ya que el centro de PSL(2,R) es trivial. Observe-
mos que esta sucesién no se escinde.

éi(Q,]R) Como un Grupo de Transformaciones de R.

El grupo éi(2, R) consiste de todas las funciones de R de la forma

tomaq iz
r+—>x mTa - 1n—-—--
i 1— zeiz’

(IT1.17)

con z,a €R, z € C con |z| <1y In denota la rama principal de la fun-
cién logaritmo natural. Esto es, la rama continua determinada por In(1) = 0.

Cada funcién de la forma II1.17 tiene la propiedad que si x — y, enton-
ces T + 2mn — y + 2wn para toda n € Z. Por lo tanto, Z esta contenido
en el subgrupo central de SL(2,R). De hecho, Z es el subgrupo central de
SL(2,R).

Observemos que Z C R C ﬁ;(2, R), con R el conjunto de transformacio-
nes de la forma x — x 4+ 2ma. El subgrupo R no es central y mas aun, tiene
interseccién infinita con el subgrupo central. Esto no puede suceder para un
subgrupo de Lie de GL(N,R).

Por lo tanto, S/‘,i(Q, R) no tiene una representacion fiel. Es decir, ﬁ;(2, R)
no es un grupo de matrices (ver [DFN85, Teo. 3.2.3]).
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Métrica de Sasaki.

Queremos asignarle una métrica riemanniana a §i(2, R) y para ello va-
mos a utilizar el hecho que PSL(2,R) = T'H?, asi como la métrica rie-
manniana de H2. Para un estudio méds detallado de esta métrica se puede
consultar el articulo [Sas58] de S. Sasaki.

Consideremos z € H? y u, = (z,v,) € TTH2. Denotamos por 7! (7 (u.))
a las fibras de TTH?. Consideremos el espacio tangente a T1H? en u,. Uti-
lizando la métrica de H?, definimos una conexién en T, (Tle), de tal
manera que la direccién horizontal en cada punto es ortogonal a la linea
tangente a la fibra 771 (7 (u.)), la cual llamaremos vertical. Por lo tanto,
podemos escribir

Tuz (T1H2) - Euz @ Puza

con L, vertical y P, un 2-plano ortogonal a L,,_.

Observemos que la conexién que acabamos de definir es completamente
no integrable. Vamos a utilizar la nocién de vertical y horizontal para obtener
una métrica en Tl,r(uZ)}HP, por medio de la proyeccién p : le(uZ)Hz — H2.

En este caso, la métrica sobre la fibra 7= (7 (u,)) C le(uZ)Hz corres-
ponde a la métrica natural sobre un espacio vectorial de dimensién dos.
Dicha métrica, a su vez induce una norma en £,,,. Por otro lado, la imagen
P.. bajo la restriccién de dm a dm,,, es el espacio tangente TIW(UZ)}HP. Por
consiguiente, la métrica de H? define una norma en P, .

Definimos una métrica ds%i en TYH? de la siguiente manera:

= Siw;, we € L,,, sunorma es la norma de los vectores correspondientes
€n Tleﬂ(uZ)}Hp.

= Siwi, wy € P, sunorma es la norma de las proyecciones correspon-
dientes sobre T1H2W(UZ)H2.

» Siw; € L, y ws € P,_, decidimos que son ortogonales.
Definicion IT1.29. La métrica ds%i es llamada métrica de Sasaki.

La demostracién de la siguiente proposiciéon puede consultarse en [Sasb8,
Thm. 10].
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Proposicién II1.12. Sea ¢ : H? — H? una isometria de H?. Entonces,
d.¢: TVH? — T, H?
es una isometria respecto a la métrica de Sasaki.

Ademds, las rotaciones también preservan a dszﬁl. En particular, tene-

mos que TYH? es una variedad riemanniana homogénea bajo esta métrica.

Miés atin, T1H? es una variedad riemanniana homogénea, bajo la métrica
—_

correspondiente al levantamiento de dszéi. En otras palabras, T1H? hereda

D

una métrica via la funcién cubriente T1H?2 — T1H?2.

~——

Ya que PSL(2,R) = TYH?, podemos identificar T1H? y éi(2, R). Con-
cluimos que SL(2,R) es una variedad riemanniana homogénea bajo la métri-
ca correspondiente al levantamiento de la métrica de Sasaki dszéi.

Definicién III.30. S/li(Z, R) dotado con la métrica ds2§i es el modelo para
esta geometria.

Isometrias de SL(2,R).

La sucesion (II1.16) nos da informacién muy 1til acerca del grupo de iso-
metrias de SL(2,R), el cual denotamos por Isom (SL(Q,R)), COImMO Vemos
a continuacién.

La accién de Z en éi(2, R) preserva la estructura de haz lineal sobre H?
ya que cada elemento central simplemente traslada las fibras una distancia
fija. Esta accién se extiende a una accién de R por traslaciones verticales
a lo largo de las fibras de SL(2,R), las cuales se proyectan a rotaciones de
las fibras correspondientes a PSL(2,R). Estas a su vez, se proyectan a la
funcién identidad en HZ.

Entonces R — Isom(éi(l]R)) y éi(2,]R) — Isom(é\i@,R)). Mas
aun, si consideramos R y éi(2, R) como subgrupos de Isom (ﬁ,(2, R)), en-
tonces RN éi(lR) =Z. SeaI' < Isom(é\f,(Z,R)) el subgrupo generado

por las imagenes de R y ﬁ;(2, R), tenemos que la dimensién de I' es cuatro.
Mas aun, I' es la componente identidad de Isom(éf(l]R)).
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Tenemos entonces, que Isom<§i(2,R)> es generado por traslaciones

verticales a lo largo de las fibras 717 (u,) y por levantamientos de las iso-
metrias de TTH?, asociadas a las isometrias de HZ2.

Grupo Estabilizador de SL(2,R).

Teorema II1.27. Para todo = € ﬁ(2,R), Est (ﬁ(2,R)> es isomorfo a
SO(2).

(éi@,R),Isom (éi(Q,]R))) es Maximal.

Teorema II1.28. El modelo geométrico <§i}(2,]R),Isom (S’E(ZR))) es
mazimal.

Demostracion. Sea m una métrica riemanniana en éi(Q,R) invariante ba-
jo la accién de Isom(SL(2,R)). Sea Est(éf(2,R))u el estabilizador de

u; € Tuzéi(lR). La accién de Est(éf(2,R))uz en T, SL(2,R) contiene
todas las rotaciones alrededor de L,_, que es la linea tangente a la fibra
771 (7 (u;)). Entonces, m es un multiplo escalar de la métrica original por
factores uniformes distintos a lo largo de £, y de P, .

Sea P C T, SL(2,R) un 2-plano. Si £,, C P, la curvatura seccional de
m a lo largo de P es maxima y si P es ortogonal a £, entonces, es minima.
Como consecuencia, tenemos que bajo el diferencial de toda isometria ¢ con
respecto a m, la imagen de £, es £ . Esto implica que ¢ conmuta con
la proyeccién p : SL(2,R) — H2.

o(uz)

Para cada isometria ¢ con respecto a m y para cada u, € §E(2, R), existe
¢ € Isom<§i(2,R)>, tal que ¢ (uy) = ¢ (uy) y dy,p = dy,é. Concluimos
que © = ¢ (ver [BP92], Proposicién A.2.1). |

8§6.2. 3-variedades Geométricas Modeladas por éi(Q,]R).

Una 3-variedad geométrica modelada por éi(2, R) es un espacio cociente
de la forma M = éi(lR)/F, con I' < Isom (ﬁ(lR)) subgrupo discreto

y cocompacto que actia libremente en éi(lR).

Consideremos una una 2-variedad geométrica hiperbdlica S. Podemos
expresar a S como un espacio cociente de la forma H? / I',conI" < Isom (HQ)



116 IIT Los Ocho Modelos Geométricos.

subgrupo discreto y cocompacto actuando libremente en H?. Recordemos
que ¢ € Isom (HQ) se levanta a una isometria en PSL(2,R) y por lo tanto,
a una isometria en éi(2,]R). Si permitimos que I' actie en PSL(2,R), el
espacio cociente PSL(2,R) / I' nos da una estructura geométrica en T'S.

Por lo tanto, hay un grupo I actuando en §i(2,R), que es una extensién
por el subgrupo central Z de Isom (éi@,]R)):

0—7-—T —T—0.

De este modo, para cualquier 2-variedad geométrica hiperbdlica S, su
espacio tangente unitario T'S admite una estructura geométrica modelada

por (SI(Z, R),Isom <§i(2,R)>> En otras palabras,

TS = ﬁ;(Q,R)/f con I < Isom <§i(2,R)> .

Otro ejemplo es el siguiente. Sea A el tridngulo hiperbdlico con angu-
los 7/2, ©/3 y 7/7 y consideremos el enmosaicado de H? generado por re-
flexiones sobre los lados de A. El grupo de automorfismos que preservan
orientaciéon de este enmosaicado es llamado grupo triangular (2,3,7). Nos
referiremos a este grupo por (2,3,7), el cual es un subrupo discreto y co-
compacto de PSL(2,R) que acttia libremente en H?2.

Figura II1.46: Enmosaicado de H? por (2,3,7).

Observemos que (2,3,7) es un grupo perfecto, esto es, coincide con su

—_—~—

subgrupo conmutador. Mds ain, su levantamiento (2, 3,7) a Isom (éi(2, R))
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también es perfecto. El espacio cociente T1H? / (2,3,7) admite una estruc-

tura geométrica modelada por (éi(l]R), Isom (éi(2, R)))

Por otro lado, si consideramos el subgrupo discreto y cocompacto de
PSL(2,R) que acttia libremente en H?, generado por cualquier otro tridngu-
lo hiperbdlico, su levantamiento a Isom (S/li(Q, R)) no necesariamente con-
tiene a Z. En otras palabras, no todo subgrupo discreto y cocompacto de
Isom (éi(l]R)) que actia libremente en éi(2, R), es el levantamiento de

un subgrupo discreto y cocompacto de PSL(2,R) actuando libremente en
H2.

§7. Geometria R3,,.

Pensemos a R3 como R3 = R? x R'. Tomamos un haz de lineas verticales
colocadas de una manera distinta, podriamos decir “extrana”, en el siguiente
sentido. Si nos movemos horizontalmente sobre él, el punto final de nuestro
recorrido no coincide con el punto inicial como se muestra en la figura.

W | '3‘

Figura II1.47: Haz de lineas en R3 = R? x R.

En esta seccién describimos el modelo para esta geometria, su grupo de
isometrias, entre otras cosas. Ademds, mostramos que es maximal y damos
una caracterizacion de 3-variedades que poseen una geometria de este tipo
(se puede consultar [Bon02], [Sco83] y [Thu97]).

Consideremos la métrica riemanniana dada por
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1 2
dsiy = do® + dy* + <dz + 5 (xdy — yda:)) . (IT1.18)
Definicién III.31. R?* = R? x R! dotado con la métrica riemanniana
(IT1.18) es un modelo para esta geométrica y lo denotamos por R})’Wl.

Una manera alternativa de describir en este caso a R? es la siguiente.
Consideremos el conjunto

1 = =2
N = 0 1 y | € GL(3,R)
0 0 1
N es un grupo de Lie de dimensién tres bajo multiplicacién de matrices
1 z 2z 1 ¢ ¢ 1 24+€& z+(+an
01 y 01 n]=(0 1 y+n , (I11.19)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

v lo llamamos grupo de Heisenberg.
Proposicion 111.13. FEl grupo de Heisenberg es nilpotente.

Debido a este hecho, la geometria R;’Wl es llamada comdnmente geome-
tria Nil.

Proposicién II1.14. R3 dotado con el producto interno

(ﬂj‘,y,ﬂj) : (5”7’ C) = (33+5ay+7772+C+$77)7 (11120)
define un grupo isomorfo a N .

Isometrias de R},

Sea ¢ : E? — E? una isometria de E2. Definimos su levantamiento ® a
R;’Wl por
1
®(z,y,2) = <¢(az, y),z+ 5 (b — ay)) , (I11.21)
con (a,b) = ¢(0,0).

Proposicién I11.15. Cualquier traslacion vertical de R? y cualquier levan-
tamiento de isometrias de B? de la forma (I11.21), son isometrias de R;’Wl
respecto a la métrica (II11.18).
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El grupo de isometrias de R?\/ilv que denotamos Isom (Rf\/il), es generado
por todos los levantamientos de isometrias de E? de la forma (II1.21) y por
todas las traslaciones verticales de R3. Por lo tanto, tenemos que

Isom (R};;) = SO(2) x R* =2 SO(2) x .

El modelo geométrico (]Rj)’wl, Isom (R;’\m)) es homogéneo, como mostra-
mos a continuacién.

Sean (x1,y1,21), (r2,y2,292) € Rj”wl. Existe una isometria ¢ : E*> — E2 de
E2, con ¢ (21,y1) = (w2,%2); ésto porque E? es una 2-variedad riemanniana
homogénea. Levantando ¢ a R;’Wl tenemos

¢ (xlaylazl) = <¢ (xlayl) s 21 + % (bxl - ayl))

1
= <3327y2721 t3 (bxy — ay1)> ,

con ¢(0,0) = (a,b). Por otro lado, existe una traslacién vertical 7' : R? — R3
de R3, tal que

1
<21 + 5 (bxy — ay1)> NN 29,

yva que R? es una 3-variedad riemanniana homogénea. Entonces,
To®(21,y1,21) = (T2, Y2, 22) -

Grupo Estabilizador de R?,,.

Teorema II1.29. Para todo x € ]Rj)’wl, Est (R;’Wl)x es isomorfo a SO(2).

(R}, Isom (R3;,)) es Maximal.

Teorema II1.30. (R.?/’\/'il’ Isom (R;’Wl)) es un modelo geométrico mazrimal.

La demostracion de este teorema sigue la misma idea de la demostracién
del Teorema II1.28.

§7.1. 3-Nilvariedades Geométricas.

Una 3-Nilvariedad geométrica M es un espacio cociente de la forma
M = ]Rj)’wl / I', con I' < Isom (]Rj)’wl) subgrupo discreto y cocompacto que
actia libremente en R?\/z‘l'
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Existe un subgrupo discreto I'p, < Isom (Rf\/il), para cada entero k > 1.
Pe={abe|fab] =, [a.d=1,bd=1),

consiste de los elementos de Isom (R;’Wl) que pertenencen a N con coe-
ficientes de la forma nk, n € Z que actian libremente en R}O’Wl. Vamos a
construir una 3-Nilvariedad de la siguiente manera.

Sea ® : R? — R? un automorfismo lineal de R?, cuya matriz asociada

1
es A = < 1 (1) ) (en la literatura usualmente se le asocia la matriz A’.

Pero para ser consistentes cuando formemos el espacio cociente, la hemos
considerado asi); es decir, ®(z,y) = (z,y+ ). Observemos que det(A4) = 1.
Esto es, A € PSL(2,Z). Ademds, su traza al cuadrado es cuatro, por lo que
A es lo que llamamos un elemento parabdlico de PSL(2,7Z).

Consideremos la restricciéon de ® al 2-toro T2, la cual denotaremos por
. Vamos a extender ¢ a R? de la siguiente manera

/

(z,y,t) = (z,y + x, 1),

y definimos (z,y,t) 2, (z,y,t+y) e (x,y,t) A4, (z,y,t). En este caso, las
matrices asociadas a ¢’, ¢ e Id son

100 100 100
110, {fo1o] v 010],
00 1 01 1 001

respectivamente.

Proposicion I11.16. [4,0/, [<P/7¢H = (¢, [‘P/7¢]] = Id.

Demostracion. Utilizando las matrices asociadas a ¢’ y ¢ tenemos que
1 00
(¢ 0] = ¢e)et = |0 10|,
1 0 1

la cual es la matriz asociada a (z,7,t) —— (z,y,t — ). Por lo tanto, [¢/, @]
es una traslacion vertical.

[ [¢.8]] = [¢p] = @) p! = Id,
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(0. [¢,0]] = [6,0] = ¢pp~'p! = Id.

Sea
L =(¢¢| [¢,[¢0]] = [ [¢9¢]] =1d).

I" es un grupo bajo la composicién o definiéndolo en términos de sus matrices
asociadas, bajo la multiplicacién de matrices. Ademas, el centralizador de I
es el grupo ciclico infinito (p), que es un subgrupo normal de I'; en particular,
es un subgrupo normal de .

Proposicién II1.17. El grupo I' es isomorfo al subgrupo de N definido por

1 m
Nz = 0 1 ‘m,n,pGZ <N,
0 O

g3

el cual se conoce como grupo entero de Heisenberg.

Tenemos que I' < Isom (}Rf’\m) es discreto y actia libremente en R?\/ilv
ya que Nz es un subgrupo discreto de Isom (R;’Wl) y actia libremente en
]Rj)’wl. Consideremos el espacio cociente de la forma

Riri/T = (R* X R) ., /T (I11.22)

Nos interesa saber como estd actuando I', para ello vamos a ver cual es
la accién de sus generadores sobre Rj”wl. Sea (z,y,t) € R, tenemos que

¢(r,y,t) = (x,y+a,t) v ¢x,y,2) = (2,9t +y).
En general, (z,y,z) — (x,y + nx,t + ny). Por otro lado, consideremos
(']I‘2 X R) /<f>, tal que (x,y,t) RN (r,y+x,t+ (y+x).
Observemos que

(@,9,8) v (2, y+ 2.t + (y+ ) = (o2, ), t + (y +2)) ,

con ¢ la restriccion del automorfismo lineal ® de R? definido anteriormente.
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Figura II1.48: Suspensién de T? por ¢.

En otras palabras,

M, = (T xR) /{f), (ITL.23)

es la suspension de T? por ¢, la cual es una 3-variedad compacta. Mds ain,
tenemos que la accion de I en R?\/il y la accién de < f > en (T2 X }R) generan el
mismo espacio de érbitas. Por lo tanto, podemos pensar al espacio cociente
(I11.22) como la suspensién de T? dada por (I11.23).

El siguiente resultado nos presenta una caracterizacion de los subgrupos
discretos de Isom (Rj)’wl) que actuan libremente en Rj”wl. La demostracion
puede consultarse en [Thu97, pig. 284].

Teorema II1.31 (Thurston). Sea I' < Isom (Ri/u) un subgrupo. I' es
discreto y cocompacto si y sélo si contiene un subgrupo H de indice finito
isomorfo al grupo entero de Heisenberg, tal que su centralizador es ciclico
infinito.

Observemos que para cada subgrupo discreto I'y, < Isom (R}O’Wl), el gru-
po entero de Heisenberg es un subgrupo de indice finito. Por el teorema
anterior, I';, es un subgrupo discreto cocompacto de Isom (Rj)’wl).

Por lo tanto, el espacio cociente R}O’Wl / '), es una 3-Nilvariedad geométri-
ca, para cada k > 1. Mas ain, podemos expresar esta 3-variedad como una
suspensién de T2 por ¢, donde ¢ es un elemento parabélico de PSL(2,7Z).
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8§ 8. Geometria Sol.

Este modelo geométrico, que denotamos por &, es el menos simétrico de
los ocho ya que la componente identidad del estabilizador de un punto es
trivial. En esta seccién describimos esta geometria, su grupo de isometrias,
entre otras cosas. Ademas, mostramos que es maximal y vamos a caracterizar
las 3-variedades que poseen dicha estructura geometria (se puede consultar
[Bon02], [Sco83] y [Thu97] ).

Consideremos R3. Definimos un producto interno como sigue

(z,9,2) - (&,m,0) = (x+ ey +en,z+ (). (I11.24)

Bajo el producto interno dado por (I11.24), R? es un grupo con (0,0, 0)
el elemento identidad y ademas, el 2-plano zy, que es isomorfo a R?, es un
subgrupo normal de éste.

Defininimos una métrica riemanniana en R3 por
dsh = e**da” + e~ Fdy* + d2°. (I11.25)

Observacién III.14. Podemos reemplazar e en la métrica por cualquier
nimero mayor que 1, por un cambio de escala en la direcciéon de z.

Definicién I11.32. R3 dotado con la métrica als%5 es el modelo para esta
geometria.

Podemos describir a & como una extensién de R? por R; esto es,
0—R—6-25R—0, (I11.26)

con t € R actuando en R? por

(z,y) — (e'z,e”"y) . (II1.27)
Para t # 0 la accién dada por (II1.27) es un isomorfismo lineal de R2,
t
cuya matriz asociada es de la forma % th . Esta matriz tiene deter-

minante igual a uno y valores propios reales y distintos.
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Isometrias de S.

Consideremos el conjunto de funciones definidas por

(z,y,2) — (e_caz +a,e’y+b,z+ c) 6
(z,y,2) — (e_cy +a, e +b,—z+ c) )

Este conjunto es un grupo bajo la composicion y ademds preserva la
métrica (I11.25).

Definicion II1.33. El grupo de isometrias de &, el cual denotamos por
Isom (&), es generado por

= G mismo;
= todas las reflexiones independientes a lo largo de los 2-planos zz, yz;

s Todas las reflexiones en la direccién de z aplicadas al mismo tiempo
que se intercambian las direcciones restantes; es decir, funciones tales

que (‘Ta Y, Z) = (y7 xz, _Z)-
Grupo Estabilizador del Origen.

Recordemos que Dy = <T, ] ‘ rt=s2=e, sr= r3s> es el grupo diédrico

de orden ocho. Sea Est (&), C Isom (&) el estabilizador del origen.

Proposicién II1.18. Est(6), es isomorfo a Dy

Demostracion. Sean ¢; (i =1,---,8) elementos de Isom (&) con
¢1($,y,2) = ('Z'?y? Z)v (Zﬁg(l',y, Z) = (.’L’,—y,Z),
¢3($,y,2) = ( JZ,y,Z); ¢4(.Z',y, Z) = (—JZ‘, _y72)7
¢5(a:,y,z) (ywx? Z); ¢6(x7y7 Z) = (_yaxa _Z)v
¢7($,y,2) = (y7 -, _2)7 ¢8(x7y7 Z) = (_y7 —.Z',—Z)

Tenemos que Est (&), = {¢; con i=1,---,8}.

Sea f: Dy — Est (8), tal que,

2
e ¢1; 35 1 ¢ TS ¢3; 7= Qg

3
5’_’¢5§ T Og; 7 O7; s — ¢s,
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con e la identidad en Dy y 7, s sus generadores.

Tenemos que f es un homomorfismo, ya que para todo a, b € Dy se
satisface que f(a-b) = f(a)o f(b). Més atn, es un homomorfismo biyectivo.
Concluimos que f es un isomorfismo entre Dy y Est (&),,. [

Observacién IIL.15. Para todo x € &, el estabilizador Est (&), es un
grupo finito y su componente identidad (Est (&), ), es trivial; es decir, sélo
contiene al elemento identidad. Entonces, (Isom (&)), actia libre y tran-
sitivamente en &. Por lo tanto, podemos identificar de manera natural a

(Isom (&)), con & (ver pag. 15).
(6,Isom (6)) es Maximal.
Teorema II1.32. (&, Isom (S)) es un modelo geométrico mazimal.

Demostracion. Consideremos Est (&), para cada € &. Sea m una métri-
ca invariante bajo Isom (&). Como Est (&), es finito, m debe ser un multi-
plo escalar de dsé en las direcciones vertical y horizontal. Es decir, existen
constantes A, p > 0, tales que m corresponde a

m = \e*dx? + e *dy? + pdz>.

Entonces, la curvatura seccional de m es 1/u, a lo largo de cualquier
2-plano tangente horizontal (por la identificacién de & con R?). A lo largo
de cualquier 2-plano tangente vertical es —1/u y varia estrictamente entre
estos dos valores a lo largo de cualquier 2-plano tangente que no es vertical
ni horizontal.

Sean ¢ una isometria de & respecto a m y X un campo vectorial diferen-
ciable y vertical en R3, unitario respecto a m. Sea v, € 17,8 y consideremos
la derivada covariante v, +— v/,,X. Observemos que la podemos pensar co-
mo un automorfismo de cada T,S. Si ¢p(X) = X, entonces d¢ : TS — T'S
debe respetar los tres ejes coordenados. Ya que Isom (&) actia transitiva-
mente en &, se sigue que para xg € & arbitrario, existe ¢’ € Isom (&), tal
que

¢(z0) = ¢ (w0) vy d¢(z0) = d¢’ (z0).
Concluimos que ¢ = ¢’ € Isom (&) (ver [BP92], Proposicién A.2.1). N
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§8.1. 3-Solvariedades Geométricas.

Una 3-Solvariedad geométrica M es un espacio cociente de la forma
M=06 / I, con I' < Isom (&) subgrupo discreto y cocompacto que actia
libremente en G&.

Vamos a construir un ejemplo de una 3-Solvariedad de la siguiente ma-
nera. Sea ® : R? — R? un automorfismo lineal de R?, cuya matriz asociada

11
det(N) = 1. Esto es, N € PSL(2,7Z). Sus valores propios, digamos A1, Ag,
son distintos y positivos. Ademés, A1, Ay son reciprocos entre si. Los vectores
propios asociados a A1, Ao forman una base linealmente independiente para
R2. Usando un cambio de base adecuado, podemos hacer que los espacios
propios ortogonales asociados a ellos, coincidan con el eje = y con el eje y
en R2, respectivamente. Por lo tanto, N es lo que llamamos un elemento
hiperbdlico de PSL(2,7Z). Y existe ty € R, tal que podemos escribir a N

eto 0
como( 0 eto >

Consideremos la restricciéon de ® al 2-toro T2, la cual denotaremos por
©. Extendemos ¢ a R? de la siguiente manera

es N = ( 21 >; es decir, ®(z,y) = (22 + y,x + y). Observemos que

(z,y,t) AN (etox,e_toy,t + tg) .

Sea I' el grupo generado por ¢’ y por traslaciones unitarias a lo largo del
eje x y el eje y. Observemos que I' < Isom (&) es discreto y ya que I' C &,
actua libremente en &. Consideremos el espacio cociente de la forma

/T = R*/T. (II1.28)

Nos interesa saber como esta actuando I', para ello vamos a ver cual es
la accién de sus generadores sobre &. Sea (r,y,t) € R3, tenemos que

Ti(z,y,2) = (x+ Ly,t), To(z,y,z)=(z,y+1,t) y

O (z,y,t) = (e"x, ey, t +1p).

En general,
(z,y,2) — (eMz+- +e+1, e ™My+ - +e 041, t+nt).
Por otro lado, consideremos

(T2 X R) /<g>, tal que (z,y,t) AN (etoa: +1, ey +1,t+ to) .
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Observemos que
(:an’t) 'i) (etox + ]-a e_toy + 1a i+ tO) = (SO(:L‘ay)at + tO) )

con ¢ la restriccién del automorfismo lineal ® de R? definido anteriormente.
En otras palabras,

M, = (T* x R) /(g), (ITL.29)
es la suspension de T2 por ¢, la cual es una 3-variedad compacta.
T? xR

13

Figura IT1.49: Suspensién de T? por .

Més atin, tenemos que la accién de I' en & y la accién de (g) en (T? x R),
generan el mismo espacio de érbitas. Por lo tanto, podemos pensar al espa-
cio cociente (I11.28) como la suspensién de T? dada por (II1.29).

El siguiente resultado nos da una caracterizacién de todo subgrupo dis-
creto I' < Isom (&) que actia libremente en &. La demostracién puede
consultarse en [Thu97, pag. 285-286].

Teorema II1.33 (Thurston). Sea I' < Isom (&) un subgrupo. I' es dis-
creto y cocompacto si y solo si contiene un subgrupo H de indice finito con
centralizador trivial, el cual es una extension de la forma

7’ — H —1Z,
con la accion de Z en Z* generada por un elemento hiperbilico de PSL(2,7Z).

Veamos que nos dice este teorema. Sea I' < Isom (&) discreto y co-
compacto que actia libremente en &. Sea I'g = I' N (Isom (8)), =I'N 6.
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Entonces, I'g a lo mas tiene indice ocho en I'. De la sucesién exacta (II1.26)
obtenemos la sucesién exacta

0 — Ty NR?* — Ty — p(Ty) — 0.

Ya que I es discreto y cocompacto, I'o N R? debe ser discreto y cocompacto
en R2.

Por lo tanto, o NR? = Z x Z y p(['g) = Z. Entonces, G/F es un haz
sobre S! con fibra un 2-toro T2. M4s atin, & / I' es la suspensién de T? por
¢, que es un difeomorfismo hiperbélico ¢ : T?> — T? cuya matriz asociada es

et 0
( 0 et >, con respecto a alguna base.

Supongamos que tenemos un haz sobre S! con fibra un 2-toro T? y es-
pacio total M, que es una suspensién de T? por una funcién hiperbdlica.
Podemos escoger esta funcién como el levantamiento de un automorfismo
lineal ® : R? — R? de R%. Entonces, ® dejard invariante alguna reticula,
porque precisamente es un levantamiento de un difeomorfismo de T2. Si la
traza de la matriz asociada a ® es positiva, los dos valores propios de ® son
positivos. Como el producto de estos es uno, podemos escribirlos como e,
e~! y existe una base de R2, tal que la matriz asociada a ® corresponde a
< eot e(,]t > Concluimos que M admite una estructura geométrica modelada

por G.

En general, cualquier 3-variedad de la forma & / I, con I' < Isom (S)
discreto y cocompacto, es una suspensién de T2 por ¢, donde ¢ es un ele-
mento hiperbélico de PSL(2,Z).



CaApriTULO IV
Geometrizacion de
3-variedades.

. Se acerca el final? NO, al contrario.
Esta gran aventura apenas comienza
y lo mejor de todo:

tenemos completas las piezas de Lego.
De aqui en adelante es cuestién

de dejar volar la imaginacién.

Liz Barreto

Figura IV.1: Balcén de Escher.
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La influencia de las nuevas ideas de W. P. Thurston revolucioné por com-
pleto el campo de la topologia de 3-variedades. Hoy en dia, ademas de los
argumentos clasicos de topologia combinatoria, muchas de sus demostracio-
nes utilizan técnicas de geometria diferencial, andlisis complejo o sistemas
dindmicos. La interaccién entre topologia y geometria hiperbdlica ha benefi-
ciado al andlisis de variedades hiperbdlicas y grupos discretos de PSL(2, C);
en particular, a los grupos kleinianos (los cuales sélo estaban relacionados
con el andlisis complejo) ya que una 3-variedad hiperbdlica es un espacio
cociente de la forma H3/T', con I' < Isom (H?) = PSL(2,C). Permitiendo,
de esta manera, alcanzar nuevos conocimientos topolégicos.

Casi treinta anos después, continua siendo dificil, incluso para algunos es-
pecialistas en el drea de geometria y topologia, comprender estas ideas. Esto
se debe, en parte, a que no existe bibliografia que contenga todos los resulta-
dos de la teoria desarrollada por W. P. Thurston en conjunto. Sin embargo,
en los ultimos anos se han publicado demostraciones completas del Teore-
ma de Hiperbolizacién de Thurston, asi como del Teorema de Geome-
trizacién de 3-orbifolds. Por ejemplo, C. T. McMullen en [McM92], da
un esbozo de una prueba del Teorema de Geometrizacion para 3-variedades
Haken que no fibran sobre el circulo, una versién mas completa es presenta-
da por J. P. Otal en [Ota98]. Recientemente, M. Kapovich publicé un libro
sobre la prueba del Teorema de Geometrizacion (ver [KapOl]). Un esbozo de
la prueba original de Thurston del Teorema de Geometrizacion fue dada por
J. W. Morgan en [Mor84]. Ademds, J. P. Otal también publicé una prueba
del Teorema de Geometrizacion en el caso de 3-variedades que fibran sobre
el circulo en [Ota96]. La prueba original de este teorema debida a W. P.
Thurston, puede consultarse en [Thual. En el caso del Teorema de Geome-
trizacién de 3-orbifolds, W. P. Thurston lo enuncié a finales de 1981 (Ver
[Thu82] y [Thub]) pero desafortunadamente nunca publicé la demostracion.
En el ano 2000, dos demostraciones distintas fueron anunciadas. Una por
D. Cooper, C. Hodgson y S. Kerckhoff, quienes en [CHKO00] presentaron un
esbozo de ésta. La otra demostracion es debida a M. Boileau, B. Leeb y J.
Porti, la cual puede consultarse en [BLP05]. Una demostracién para el caso
ciclico aparece en [BJO1].

Por otro lado, la situaciéon es un poco distinta con la teoria topoldgica
de descomposicion de 3-variedades. Existen publicaciones completas de los
resultados correspondientes, por ejemplo [Joh79], [JS79], [Kne29], [Mil62] y
han estado a nuestro alrededor por muchos anos pero, no son muy accesibles
ya que la matematica involucrada es complicada y técnica.
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En la primera seccién de este capitulo, damos una demostracion del Teo-
rema de Clasificacién de modelos geométricos en dimension tres. La demos-
tracién puede consultarse en [BMPO03], [Sco83], [Thu97] y algunos detalles
en [Mil76] y [Kir74]. En la segunda seccién presentamos el Teorema de H.
Kneser y J. Milnor sobre descomposicién prima de 3-variedades (ver [Kne29],
[M1162]) asi, como el Teorema de Descomposicién Atoroidal debido a W. H.
Jaco - P. B Shalen y K. Johannson (ver [JS79], [Joh79]). En la tercera sec-
cién enunciamos la Conjetura de Geometrizacion de W. P. Thurston
([Thu82]) y damos una idea general de los trabajos de R. S. Hamilton y G.
Perelman (ver [Pera], [Perc], [Perb], [KL]).

§1. Clasificaciéon de Modelos Geométricos.

Hemos descrito ocho modelos geométricos en dimensién tres (segin la
definicién 11.2), ademés presentamos ejemplos de 3-variedades geométricas
en cada caso. W. P. Thurston demostré que estos son todos los modelos
posibles. En otras palabras, demostré que en dimension tres no existen mo-
delos distintos a éstos satisfaciendo la definiciéon I1.2, como mostramos a
continuacion.

Teorema IV.1 (Thurston). En dimensidn tres, existen ocho modelos geo-
métricos (M, Isom (M)), con M una de las siguientes 3-variedades rieman-
nianas: B3, §%, H3, §? x E!, H? x E!, R3,;,, SL(2,R) 6 Sol.
Demostracion. Sea (M,Isom(M)) un modelo geométrico en dimensién tres.
Sea Isom(M)p la componente identidad de Isom (M), cuya accién en M
sigue siendo transitiva. Para z € M, sea Est(M)? < Isom(M )y su estabili-
zador; éste preserva el producto interno sobre T, M. Consideremos

G = J Bst(M)) / (Est(M)2),,

zeM

con (Est(M)Y) o la componente identidad de Est(M )Y. Tenemos que G es
un espacio cubriente de M pero como M es simplemente conexa, este espa-
cio cubriente es trivial. Es decir, para todo z € M, Est(M)} = (Est(M)2)
y por lo tanto, Est(M)? es conexo.

il?

0

Entonces, Est(M)? es un subgrupo cerrado y conexo de SO(3). Usando
el hecho de que un subgrupo cerrado de un grupo de Lie es un grupo de Lie
y, por lo tanto una variedad, tenemos que Est(M)? sélo puede ser SO(3),
SO(2) 6 el grupo trivial.
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= Est(M)? = SO(3).

En este caso, cualquier 2-plano tangente a cualquier punto =z € M,
es llevado a cualquier otro 2-plano tangente a cualquier otro punto
y € M. Por lo tanto, M tiene curvatura seccional constante. Se sigue
que, (M,Isom (M)) corresponde a (83,Isom (83)), (E3,Isom (E3))
o (H3, Isom (H3))

Est(M)? =~ SO(2).

Para cada x € M podemos descomponer T, M como L, @ P,. En este
caso, L, C T,M es un subespacio de dimensién uno, invariante bajo
la accién de Est(M)2 en T,M y P, C T, M es un 2-plano, ortogonal

a L,. Sean
c=e. v P=UP
zeM reM

L es un campo de lineas en M y P un campo de 2-planos, ortogonal a L.
Ya que M es simplemente conexa, escogemos orientaciones coherentes
sobre los £, de modo que obtenemos un campo de vectores unitarios
X en M, tal que la direccién en cada punto nos da el eje de rotacion
de los elementos de Isom(M )y que dejan fijo cada punto. Ademads, X
es invariante bajo la accién de Isom(M ). Es decir,

X

9(@) = dgz (Xz) con Xy € TyyM, Xy € T, M y g€ Isom(M)o.

Mas ain, P es invariante bajo la accién de Isom(M)y.

Las trayectorias de las curvas integrales asociadas a X', digamos &,
nos dan una foliacién orientada F de dimensién uno, invariante bajo
Isom(M)p. Para toda t € R, ®; conmuta con la accién de Isom(M)y.
Sea F, una hoja de F, pasando por x € M. Entonces, si g € Isom(M)g
deja fijo algtin y € F,, fija cualquier otro punto en F),. Concluimos que
todos los puntos en la misma hoja tienen el mismo estabilizador. Por
lo tanto, si la imagen de un punto y € Fj bajo g € Isom(M), es
otro punto z € F,, g conmuta con cualquier elemento del estabilizador
Est(M)) = Est(M)) = Est(M)?.

Sean z un punto en M y ®;(x) € F,. Escogemos g; € Isom(M )y, de tal
modo que la imagen de ®4(x) bajo g; sea x. Entonces, g,o®; deja fijo
axyd(gio®),: TyM — Ty M es un automorfismo lineal de T, M.
Tenemos que d (gt o ®;), es la identidad en L, el eje de accién de
Est(M)Y. Ademéds, conmuta con rotaciones alrededor de L, es decir,
con elementos de Est(M)?2. Por lo tanto, d(g; o ®;), debe ser una



§ 1 Clasificacién de Modelos Geométricos. 133

rotacién alrededor de L, posiblemente compuesta con una expansion
o contraccion en P,.

Por otro lado, existe una 3-variedad geométrica N, que hereda un cam-
po vectorial ) y una métrica riemanniana de (M,Isom(M)). Como
N es compacta, tiene volumen finito y debe preservarse bajo el cam-
po vectorial heredado. Por lo tanto, éste debe preservar el volumen
en cada punto y por consiguiente debe preservar transversalmente el
area. Esto implica que ®; no puede expanderse o contraerse en ninguna
direccién sobre P y g; o ®; actila como una rotacién sobre T, M.

Concluimos que la imagen de T, M bajo el diferencial de ®; es isométri-
ca a Ty, M. Como z es arbitrario, ®; actua por isometrias.

Considerando una vecindad de un punto z € F, y el hecho de que
F, es invariante bajo Est(M)? = SO(2), concluimos que F, no se
acumula sobre ella misma, pero es la imagen bajo un encaje de S' 6 R.
De hecho, hojas distintas tienen vecindades ajenas. Por lo tanto, el
espacio cociente Y := M/ ~g, con ®; actuando en M por z ~ D4(z),
es una 2-variedad.

Como X actua por isometrias, Y hereda una métrica riemanniana de
M (basta ignorar la componente de la métrica de M en la direccién
de las trayectorias) y una accién transitiva de Isom(M)y por isome-
trias. Ademas, Y es conexa y simplemente conexa, ya que M lo es. Por
el Teorema de Uniformizacién (pag. 40), Y debe ser uno de los mo-
delos geométricos en dimensién dos: (EQ, Isom (EQ)), (SQ, Isom (Sz))
e} (Hz,lsom (Hz)) Mais ain, M es un fibrado principal sobre Y con
fibra y grupo estructural S* 6 R.

El campo de 2-planos P, ortogonal a £, nos da una conexion invariante
bajo Isom(M )y para este haz. Como Isom(M) actia transitivamente
en M, P tiene curvatura constante.

Curvatura cero. Por elTeorema de Frobenius y la Proposicién 1.8
(pdg. 32), P define una foliacién. Como Y es simplemente conexa,
el haz principal es trivial (ver [Thu97, pag. 163]). Por consiguiente
tenemos tres posibilidades, dependiendo de Y:

e Y = S% Obtenemos el modelo geométrico
(S? x E, Isom (S2 x E1)).

e Y =2 En este caso, M = E? x E! = E3. Entonces, Isom(M),
(y por lo tanto Isom (M )) estd contenido en un grupo mas grande
de isometrias y no obtenemos un nuevo modelo.



134

IV Geometrizacion de 3-variedades.

e Y = H?. Obtenemos el modelo geométrico
(H? x E!, Isom (H? x E')).

Curvatura distinta de cero. En este caso, P es completamente
no integrable y nos define una estructura de contacto. Después de
hacer un cambio de escala a la métrica en la direccidon de las fibras
y escoger orientaciones apropiadas, asumimos que la curvatura es 1.
Si Y tiene curvatura distinta de cero, podemos escoger M como el
haz tangente unitario de Y, cuyas fibras son circulos (o su espacio
cubriente universal) con la conexién de Levi-Civita (ver Corolario 1.4,
pag. 35). En este caso, el grupo de isometrias de M es generado por
los diferenciales de elementos de Isom(Y'), junto con rotaciones de
vectores tangentes unitarios, manteniendo fijo el punto base.

e Y = S?. El haz tangente unitario de S? es SO(3), cuyo espacio
cubriente universal es S3. Por lo tanto, el grupo de isometrias no
es maximal.

e Y = E2. Obtenemos el modelo geométrico (R})’Wl,lsom (R;’\m))
Esta puede ser definida como el grupo de automorfismos de con-
tacto de R? que corresponden a levantamientos de isometrias del
plano xy.

e Y = H?. El haz tangente unitario de H? es PSL(2,R). Tomando
el espacio cubriente universal de éste, obtenemos

(ﬁ@,R),Isom (s?i(z,m))).

Est(M)? es trivial.
Como Isom(M ), actia transitivamente en M,
M = Isom(M), /Est(M)2 = Isom(M)j.

Por lo tanto, M es un grupo de Lie y ademds existe I' < Isom(M)g
discreto y cocompacto.

Escogemos un dominio fundamental compacto D (es decir, D es el
conjunto de representantes de las clases laterales de I' en Isom(M )0)
para la accién por la derecha de I' en M. Sea u, una medida de Haar
derecha en M. Entonces, p,.(Dy N D) = 0 para cada v # Id. Se sigue
que (D) # 0 es independiente de la eleccién de D, ya que si E es
otro dominio fundamental compacto, entonces

pe(E) = e (DYNE) =Y (DN Ey™) = po(D).
yerl yerl
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Por otro lado, para cualquier ¢ € Isom(M)g, la traslacién por la
izquierda gD es un dominio fundamental para la accién por la derecha
de I"en M. Entonces, (D) = uy(gD), concluimos que p, también es
una medida de Haar izquierda. Por lo tanto, M es unimodular y de
[Mil76, Lema 6.3] se sigue que la traza, la cual denotamos por Tr, de
ad(v) = 0 para todo v en el dlgebra de Lie g asociada a M.

Sea & = {e1, eq, e3} una base ortonormal, con orientacién positiva, de
g. Definimos la transformacién lineal L : g — g por

L(e1) =lez,es],  L(e2) =l[es,en],  Les)=ler,e].

Para todo elemento de A se satisface la igualdad L (e; X e;) = [e;, €;]
entonces, L(v X w) = [v,w], para todo v, w € g. Denotamos por [;; las
entradas de la matriz asociada a L, con respecto a 4.

Sean
3 3 3
L (61) = Z [61, ei]-ei, L (62) = Z [62, ei]-ei, L (63) = Z [63, ei]-ei.

i=1 i=1 i=1
Tenemos que
L(e1) = L(e3)-ez— L(ez) e3=1ls3—I32 =Trad((e1),

L(€2) = L(el) ces — L(eg) ce1 = l31 —113 = TI'ad(EQ),
L(es)=L(ez)-e1 —L(e1)-ea =112 —1la1 = Trad(e3).

Por lo tanto, el que M sea unimodular es equivalente a que la matriz
asociada a L sea simétrica.

Ya que toda transformacién lineal simétrica tiene una base ortonormal
de vectores propios, cambiamos % a esta base. Denotamos por ¢; = l;;
(i = 1,2,3) alas entradas de la matriz asociada a L, la cual es diagonal.
En otras palabras, [e;, e;11] = ¢;12€;4+2 tomando los subindices méd 3.
Si cambiamos la métrica de tal forma que B’ = {aje1,aszes,azes} es
una base ortonormal, con a; > 0 (i = 1,2,3), entonces cada ¢; es
reemplazado por ¢; (a;11a;+2/a1).

Reordenamos de tal manera que todos los ¢; sean iguales a £+1 6 cero.
Para tener una mejor normalizacién, podemos permutar los elementos
de #’', sbélo que si es una permutacién impar, debemos cambiar la
orientacién del espacio vectorial. Por lo tanto, el efecto total es que
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los ¢; son permutados y cambian de signo. Para evitar el cambio de
signos, podemos reemplazar los elementos de %’ por sus negativos.

Usando estas operaciones, podemos reordenar los ¢; de tal manera que
c1 = ¢ = c3 y tengamos al menos el mismo nimero de términos
positivos como negativos. Salvo isomorfismo, hay seis posibilidades
para g y por lo tanto para M (ver [Mil76, pag 307]), las cuales son:

(c1,c¢2,c3) M = Isom(M)o (c1,c2,c3) M = Isom(M)o
(0,0,0) R3 (1,1,-1) SL(2,R)
(1,1,1) SuU(2) (1,0,0) N
(1,1,0) Tsom (E2) (1,0,-1) Sol

Brevemente los describimos:

e R3: Grupo de traslaciones de E3.

e SU(2): Grupo de matrices unitarias 2 x 2 de determinante uno;

isomorfo a S3.
e SO(3): Grupo de rotaciones de R?, isomorfo a SU(2) /{£Id}.

e Isom (E2): Espacio cubriente universal del grupo de isometrias
de E2.
e SL(2,R): Espacio cubriente universal de SL(2, R).

e N: Grupo de Heinsenberg.

e Sol: Grupo de movimientos rigidos del 2-espacio de Minkowski.
Este grupo es un producto semidirecto de R? y R, donde cada

e

t
t € R actiia en R? por medio de la matriz < 60 (,)t )

Ya que estamos considerando un modelo geométrico (M,Isom(M))
con M = Isom(M)y, si M es SU(2) 6 SO(3), este modelo no es
maximal debido a que es una subgeometria de (83, Isom (83)). Si M
es R3, tenemos que (Rg, R3) es una subgeometria de (E3, Isom (IE3))
Argumentos similares aplican si M es éi(lR) 6 N. De igual modo,

si M es Isom (Ez) < Isom (E3), obtenemos un modelo geométrico
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que no es maximal ya que es una subgeometria de (E3,Isom (E3))
Entonces, la tinica posibilidad es que M sea el grupo de Lie Sol.

Solo nos resta calcular el grupo completo de isometrias de Sol. Este
consiste de Sol mismo, de reflexiones independientes a lo largo de los
2-planos zz, yz y de funciones de la forma (z,y, z) — (y,z, —z).

§ 2. Descomposiciéon de 3-variedades.

En esta secciéon presentamos el primer resultado general sobre 3-varie-
dades: el Teorema de Kneser-Milnor, cominmente conocido como Teorema
de Descomposicién Prima para 3-variedades. Mas alld de la descomposicion
prima, hay una descomposicién mas fuerte para 3-variedades que consiste en
cortar a lo largo de 2-toros. Esta es conocida como Descomposicién Atoroi-
dal de Jaco-Shalen y Johannson o simplemente como Descomposicién JSJ.
Las demostraciones de los resultados que presentamos a continuacién pue-
den consultarse en [Hat].

Asumiremos en todo el capitulo que toda n-variedad estd orientada, es
conexa, cerrada (compacta y con frontera vacia) y posiblemente con frontera
cuando se especifique.

Vecindades Tubulares.

Figura IV.2: Vecindad tubular de S.
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Sean M una 3-variedad y S C M una 2-variedad. Decimos que S esta pro-
piamente encajada en M si SNIM = 0S.

Definicién IV.1. El espacio total de un haz fibrado 7 : N (S) — S sobre
una 2-variedad S C M propiamente encajada, con fibra [—1,1] y tal que la

inclusién i : § — N (S) es una seccidn, es llamado vecindad tubular de S.
(ver figura IV.2).

Sea N (S) una vecindad tubular de & C M. Denotamos por M|S a la
3-variedad M — N (8). Si M|S es conexa, decimos que S no separa a M; de
lo contrario, & separa a M.

Suma Conexa.

Sean M; y M> dos 3-variedades y B una 3-bola abierta. Escogemos en-
cajes difeomorfos ¢; : B — M; de B en M; (i = 1,2), tal que uno de ellos
invierte orientacién, pero no ambos. Denotamos a M; — ¢; (B) por M.

Identificamos ¢1(0B) y ¢2(0B) por el homeomorfismo ¢ = ¢ o <;51_1. En
este caso, obtenemos una 3-variedad orientada y bien definida de M7 y M,

la cual denotamos por M # Ms. Decimos que My § My es la suma conezxa
de My y M.

My § Mo

CGEDRIEND

Figura IV.3: Suma conexa de My y Mo.

Observacion I'V.1. La operaciéon suma conexa es conmutativa, asociativa
y tiene a S? como identidad.

Definicion IV.2. Sea M la suma conexa de My y Ms. Si My 6 Ms es
difeomorfa a S?, decimos que M es prima.
§2.1. Variedades Irreducibles.

Lema IV.1. Sea § C M propiamente encajada. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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i) S no separa a M.

ii) Hay un lazo | C M propiamente encajado, que interseca a S transver-
salmente en un punto.

i11) Hay un lazo Il C M propiamente encajado, que interseca a S transver-
salmente en un numero impar de puntos.

Demostracion.

i) = ii) Supongamos que S no separa a M. Tomamos un arco pequeno que
interseca a S transversalmente. Los extremos de este arco estan conte-
nidos en la misma componente conexa por caminos de M |S. Entonces,
podemos unirlos por un arco en M |S. Uniendo los dos arcos obtenemos
un lazo [, que asumimos estd propiamente encajado en M. Ademas, [
interseca a S en un solo punto.

1) = 1i1) Sea | C M un lazo propiamente encajado que interseca transversal-
mente a S en un punto. Se sigue que, [ interseca transversalmente a S
en un numero impar de puntos.

i1i) = i) Supongamos que S separa a M en dos componentes. Entonces, cual-
quier lazo | C M que interseca transversalmente a S, alterna entre
estas dos componentes. Por lo tanto, [ interseca transversalmente a S
en un numero par de puntos.

Definicion IV.3. Llamamos a M irreducible si toda 2-esfera S C M es la
frontera de una 3-bola B C M.

La condicién de ser prima y ser irreducible son casi equivalentes como lo
muestran las siguientes proposiciones.

Proposicion IV.1. Toda 3-variedad irreducible es prima.

Demostracion. Sea M una 3-variedad irreducible. Entonces, toda 2-esfera
S C M es la frontera de una 3-bola B C M. Por lo tanto, cualquier 2-esfera
S C M que separa a M es la frontera de una 3-bola B C M. Concluimos
que M es prima. |

Proposicién IV.2. S? x S! es la wnica 3-variedad prima que no es irredu-
cible.
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Demostracion. Sea M una 3-variedad prima que no es irreducible. Por lo
tanto, toda 2-esfera S C M que separa a M en dos componentes es la fron-
tera de una 3-bola B C M. Existe al menos una 2-esfera que no separa a M.

Sea S C M dicha 2-esfera. S tiene una vecindad tubular N (S) C M con
N (S) =S x [—€, ¢, e >0, la cual es homeomorfa a S x [—1,1]. Sabemos que
hay un lazo [ C M propiamente encajado, que interseca a S transversalmen-
te en un punto. Para € suficientemente pequeno, [ NN (S) es un arco.

Sea N (') la vecindad tubular de | — N (S) en M — S X (—¢,€). Tene-
mos que N (I') es homeomorfa a una 3-bola B. Ademdas, BN (S x {—¢}) y
BN (S x {e}) son dos 2-bolas.

Sea X = BUN (S). Tenemos que X es difeomorfa a S? x S' — B, con
B’ C M una 3-bola. La frontera de X es, por lo tanto, una 2-esfera S’ ¢ M
que separa a M, ya que es la frontera de una 3-bola. Entonces, M tiene a
S? x S como sumando conexo. Concluimos que M = X UB” = S? x S, con
B” € M una 3-bola.

Ahora vamos a mostrar que S x S! es prima. Sean S C S? x S' una
2-esfera que separa a S? x S! en dos componentes y N (S) € S? x S! una
vecindad tubular de S. Entonces, S? x S!|S consiste de dos 3-variedades
compactas V y W. La frontera de cada una de estas componentes es una
2-esfera, respectivamente. Por el Teorema de Seifert-Van Kampen, tenemos
que

7. = 1 (Sz X Sl) ~ 7T1(V) *7T1(W).
P/o;\lg tanto, V' 6 W debe ser simplemente conexa, digamos V. Tenemos que
S2 x S = §? x E!, el cual puede ser identificado con el espacio E3 — {0}.
Levantamos de manera difeomorfa V a V en E? — {0}. La frontera de V, que
denotamos por 8‘7, es una 2-esfera en E2—{0} y por el Teorema de Alexander
(Ver [Hat]), es la frontera de una 3-bola en E3. Pero aV sigue siendo la
frontera de V en E3. Concluimos que V es una 3-bola y por consiguiente, V'
es una 3-bola. Entonces, toda 2-esfera S C S? x S! que separa a S? x S?, es
la frontera de una 3-bola B C S? x S'. Por lo tanto, S? x S! es prima. W

La siguiente proposicién, cuya demostracién puede consultarse en [Hat],
nos da un criterio para reconocer 3-variedades irreducibles.

Proposicion IV.3. Sea M una 3-variedad irreducible. Si P M — M es
una funcion cubriente, entonces M es irreducible.
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Ejemplos.

= Las 3-variedades geométricas esféricas son irreducibles. Esto incluye a
RP3 y cada espacio lente L, de dimension tres.

= Sea M =S x S! con S una 2-variedad compacta, conexa y orientable,
distinta de S?. Ya que el espacio cubriente universal de M — OM es
E3, M es irreducible.

Observacion IV.2. Sien la Proposicién IV.3 cambiamos la hipétesis de M
irreducible por M prima, ésta resulta falsa. Ya que hay un cubriente doble
S? x ST — RP? § RP3.

El siguiente teorema se debe a H. Kneser y J. Milnor. No presentamos
la demostracién, pero puede consultarse en [Hat].

Descomposiciéon Prima.

Figura IV.4: Descomposicién prima.

Teorema de Kneser-Milnor. Sea M una 3-variedad distinta de S®. En-
tonces, hay una coleccion finita {My, ..., M,} de 3-variedades tal que

i) M =DM t...t My
i) para cada i, si M; = M § M, entonces M 6 M!" es difeomorfa a S3.

Mds atn, esta descomposicion para M es unica, salvo orden y difeomorfis-
mos que preservan orientacion.
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§2.2. Variedades Atoroidales.

Sean M una 3-variedad y S C M una 2-variedad propiamente encajada
en M. Decimos que S es bilateral si tiene una vecindad tubular N (S) C M.

Definiciéon IV.4. Sea & C M una 2-variedad bilateral que es distinta de
una 2-esfera. Si para cada 2-bola B2 C M con B? NS = () hay una 2-bola
B? C S tal que OB? = OB?, llamamos a S incompresible.

Observacion IV.3. Hay una version algebraica para la nocién de ser in-
compresible (ver [Hat]). Supongamos que ¢ : S — M es un encaje propio de
una 2-variedad. Entonces, S es mi-inyectiva (o algebraicamente incompresi-
ble) si la funcién inducida sobre grupos fundamentales i, : 71 (S) — 71 (M)
es inyectiva. El Teorema del Lazo (ver por ejemplo [Hem76]) implica que
una 2-variedad bilateral propiamente encajada, distinta de una 2-esfera es
incompresible si y sélo si es mi-inyectiva.

M

Figura IV.5: 2-variedad incompresible.

Teorema de Finitud de Kneser-Haken. Sea M una 3-variedad irre-
ducible. Existe una cota para el mimero de componentes en un sistema
S =8U---US,, de2-variedades S; C M (i = 1,...,n) cerradas, aje-
nas e incompresibles, no isotdpicas dos a dos.

Una 2-variedad & C M propiamente encajada, es paralela a la frontera

si es isotdpica, dejando fija su frontera, a una subvariedad de la frontera de
M.

Definicion IV.5. Una 3-variedad irreducible M es llamada atoroidal si
todo 2-toro incompresible en M, es paralelo a la frontera.

Corolario IV.1. Sea M wuna 3-variedad irreducible. Existe una coleccion
finita T de 2-toros incompresibles y ajenos, tal que cada componente de M|T
es atoroidal.
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Demostracion. Construimos, de manera inductiva, la coleccién {']I‘2, T2, ... }
que denotamos por T, de 2-toros ajenos e incompresibles en M. Para toda
i, T? es incompresible en M; = M| (T{U---UT? ;) y no es paralelo a la
frontera siempre que, M; no sea atoroidal.

M; se obtiene de M;_ 1 por cortar a lo largo de un 2-toro que no es
paralelo a la frontera. Entonces, hay dos formas en que algin M; puede
tener una componente que es un producto S x [—1, 1], con § una 2-variedad
cerrada.

i) i = 1. En este caso, M; = M. Por lo tanto, si M; =S x [-1,1],
M =8 x[-1,1];

ii) i = 2. Tenemos que My = M|T?. Si My = S x [—1,1], entonces M
debe ser un haz circular con fibra un 2-toro.

Supongamos que el proceso de construccién de los ']I‘Z2 no termina. Obte-
nemos colecciones {TF U - - - U T?} que satisfacen las condiciones del Teorema
de Finitud de Kneser-Haken. Pero como ¢ puede ser arbitrariamente grande,
tenemos una contradiccion. Por lo tanto, la coleccion T es finita. |

Descomposiciéon Atoroidal.

Figura IV.6: Descomposicién atoroidal.

Teorema de Jaco-Shalen y Johannson. Sea M una 3-variedad irredu-
cible. Eziste una coleccion T C M de 2-toros incompresibles y ajenos tal
que, cada componente de M|T es atoroidal 6 una variedad de Seifert.! La
coleccion minimal T es unica salvo isotopia.

Wer apéndice I.
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Aqui, minimal significa minima con respecto a inclusiones de tales co-
lecciones T.

§3. Conjetura de Geometrizaciéon de Thurston.

W. P. Thurston conjetur6é que ocho modelos geométricos son suficientes
para describir los ladrillos elementales que permiten la construccién de toda
3-variedad, como enunciamos a continuacién.

Conjetura de Geometrizacién de Thurston [Thu82]. Consideremos
una 3-variedad M. Entonces, cada componente de su descomposicion prima
y atoroidal admite una estructura geométrica.

Siguiendo a M. Kopovich (ver [Kap]) introducimos la nocién de 3-Gra fo
variedad con la finalidad de presentar otra forma de enunciar la Conjetura
de Geometrizaciéon de Thurston.

Definiciéon IV.6. Una 3-Grafo variedad es una 3-variedad cuyas piezas
resultantes de su descomposicién atoroidal admiten una de las siguientes
estructuras geométricas: E3, §3, §? x E', H? x E!, SL(2,R) 6 R},

S xSt

0~1

Figura IV.7: 3- variedad S x S' cuya frontera es un 2-toro.
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Ejemplo 10. Sea S una 2-variedad de género dos cuya frontera es un circu-
lo. Sean M; = My = S x S'. Observemos que OM; = OMy = T2, es decir,
un 2-toro (Ver figura IV.7).

La 3-variedad M = M Uy M>, obtenida por identificar My y M a lo
largo de sus fronteras por f : OM; — OMs, es una 3-Grafo variedad.

FEn general, en el ejemplo anterior podemos considerar cualquier 2-variedad
de género mayor o igual a uno.

Conjetura de Geometrizaciéon de Thurston [Kap|. Conisderemos una
3-variedad M. Entonces, cada componente de su descomposicion prima ad-
mite una estructura geométrica o tiene una descomposicion atoroidal de la
forma My U Mg, donde My es una union disjunta de 3-variedades hiperboli-
cas y Mg es una 3-Grafo variedad.

§3.1. Trabajos de R. S. Hamilton y G. Perelman.

A principios de los anos 80 R. S. Hamilton presenté un programa, basado
en el concepto de flujo de Ricci, con el propdsito de dar una demostracion
de la Conjetura de Geometrizacién de Thurston. La idea es la siguiente.

Consideremos una 3-variedad diferenciable cerrada M, dotada con una
métrica riemanniana m. El flujo de Ricci es un manera de manipular a m,
permitiéndole evolucionar a través del tiempo bajo una ecuacion diferencial.
En el espacio de todas las métricas riemannianas de M se pueden propo-
ner muchas ecuaciones diferenciales distintas, pero utilizaremos una que fue
introducida por R. S. Hamilton en [Ham82]:

om(t)
ot

= —2Ric(m(t)), (IV.1)

con Ric(m(t)) la curvatura de Ricci de la métrica m(t). Los puntos fijos
(salvo cambio de escala) de esta ecuacién son las métricas riemannianas de
curvatura de Ricci constante.

Una justificacién del por qué de la eleccién de la ecuacién (IV.1) es la
siguiente. Desde ciertos puntos de vista, Ric(m(t)) puede considerarse co-
mo un laplaciano de m(t), convirtiendo de esta manera a la ecuacién (IV.1)
en una variacién de la ecuacién del calor usual; es decir, en una ecuacién
diferencial parcial parabdlica para métricas riemannianas sobre M.
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Formalmente, un flujo de Ricci es una familia {m(t)}, parametrizada por
t € [0,7T], de métricas riemannianas en M que son solucién de la ecuacién
(IV.1).

En este caso, t representa el tiempo y estudiamos la ecuacién (IV.1)
como un problema con valor inicial: comenzando con cualquier variedad
riemanniana (M, mg) encontramos un flujo de Ricci con mg como métri-
ca inicial. Es decir, encontramos una familia a un pardmetro (M, m(t)) de
variedades riemannianas, con m(0) = my satisfaciendo la ecuacién (IV.1).
Observemos que esta ecuacion es valida en cualquier dimensién, pero nos
concentraremos en dimension tres.

R. S. Hamilton llegd a los siguientes resultados. Si la métrica inicial tiene
curvatura de Ricci positiva, bajo el flujo de Ricci la 3-variedad diferenciable
cerrada se contrae a un punto en un tiempo finito. Es decir, hay una singu-
laridad en un tiempo finito y conforme nos aproximamos a éste, el didmetro
de la variedad tiende a cero y la curvatura se incrementa en cada punto.
En este caso, realizar un cambio de escala por una funcién dependiente del
tiempo de tal manera que el didmetro sea constante, produce una familia a
un parametro de métricas, que cubren de manera diferenciable, a la métrica
de curvatura positiva constante.

Por otro lado, supongamos que el flujo de Ricci existe para todo tiempo y
se tiene una cota apropiada para la curvatura junto con una cota geométrica.
R. S. Hamilton demostré que conforme el tiempo tiende a infinito, después
de un cambio de escala, se tiene un didametro fijo y la métrica converge a
una métrica de curvatura negativa constante (ver [Ham99]).

Resultados para el caso general son mas dificiles de formular; R. S. Ha-
milton establecié que la ecuacién (IV.1) tiene propiedades de existencia local
y que si la topologia de la 3-variedad es lo suficientemente complicada, no im-
porta cual sea la métrica inicial debemos encontrar singularidades en algin
tiempo finito.

Mas ann, si la 3-variedad tiene una topologia simple, al comenzar con una
métrica arbitraria se espera encontrar singularidades en el flujo de Ricci en
un tiempo finito. Estas singularidades no ocurren en la variedad completa.
Por lo que no es suficiente, en general, detener el proceso evolutivo en cuanto
aparece la primera singularidad en la ecuacién (IV.1). Esto motivé el estudio
de un proceso evolutivo méas general, llamado flujo de Ricci con cirugia, el
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cual fue introducido por R. S. Hamilton en el contexto de 4-variedades (Ver
[Ham97]).

8> wuw

Figura IV.8: Tipos de singularidades.

Este proceso evolutivo continua parametrizado por t € [0,7], tal que
para cada ¢ hay una 3-variedad riemanniana compacta M;. Sin embargo, hay
un conjunto discreto de tiempos en los cuales las 3-variedades riemannianas
son sometidas a ciertas “cirugias”; a dichos tiempos se les conoce como
tiempos singulares. Fuera de este conjunto discreto de tiempos singulares, la
evolucion en el flujo de Ricci es la usual, a pesar de que debido a las cirugias
la topologia de las M; cambia, conforme ¢ varia en los tiempos no singulares.

Cortamos a lo largo de esta singularidad.

ggag
D @

Figura IV.9: Cirugia en 3-variedades.

Desde un punto de vista analitico, las cirugias son introducidas con el
fin de “remover” una vecindad de las singularidades conforme se van de-
sarrollando y anadir en su lugar regiones geométricas “agradables”. Esto
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permite restaurar el flujo de Ricci con la métrica construida en el tiempo
singular. Es importante tener un control sobre los procesos de cirugia, ya
que estos producen exactamente las operaciones topoldgicas necesarias para
cortar la 3-variedad en piezas, sobre las cuales el flujo de Ricci puede pro-
ducir métricas lo suficientemente controladas y de este modo la topologia se
puede reconocer.

Recientemente, G. Perelman propuso una demostracién de la Conjetu-
ra de Geometrizacion de Thurston basada en la existencia de un flujo de
Ricci con cirugia para todo tiempo positivo, involucrando también un fuer-
te andlisis de los limites de dichos flujos conforme el tiempo tiende a infinito
(ver [Peral,[Perc] y [Perb]).

Los argumentos dados por G. Perelman radican en un contexto dado
por la teoria general de variedades riemannianas, en particular en varias
nociones de convergencia de sucesiones. Siendo la mas importante la conver-
gencia geométrica (convergencia diferenciable en subconjuntos compactos).
Mas auin, dichos argumentos también provienen de la teoria de la ecuacién
(IV.1). G. Perelman utiliz6 casi todos los resultados ya conocidos para el
flujo de Ricci de 3-variedades, con excepcién de la clasificacion de resul-
tados para singularidades de dimensién tres propuesta por R. S. Hamilton.
Pues él dio su propia descripcion de singularidades para flujos de Ricci sobre
3-variedades compactas.



Epilogo.

Un solo pensamiento

acudira en la noche a la mente del hombre
y ese pensamiento puede

elevarlo hasta la gloria o llevarlo a la locura.

Gibran Jalil Gibran

Poeta Libanés

El trabajo de G. Perelman (ver [Pera], [Perc] y [Perb]) demuestra uno
de los resultados mas importantes de la matematica moderna en el area de
geometria y topologia de dimensiones bajas: la Conjetura de Geometri-
zacién de Thurston. Esta serd una futura herramienta y muchas de sus
consecuencias son aun desconocidas.

La siguiente conjetura se catalogd como un problema estremadamente
dificil.

Conjetura de Poincaré. Sea M una 3-variedad cerrada y simplemente
conexa. Entonces, M es difeomorfa a S3.

De manera natural aparece como un corolario de la Conjetura de Geo-
metrizacién (ver [BBB06], [Bes06] y [Bes05]). Supongamos que M es una
3-variedad cerrada y simplemente conexa. Consideremos la descomposicion
prima de M, digamos M = M- - - §M,, tenemos que cada M; es cerrada y
simplemente conexa. Ya que para toda ¢, M; no contiene 2-toros incompre-
sibles, se sigue de la Conjetura de Geometrizacion que cada M; admite una
estructura geométrica. Concluimos que M; = S? para cada i. Por lo tanto,
M =S3.

Asumiendo que la Conjetura de Geometrizacién es cierta, tedriamos los

siguientes resultados (mayores detalles pueden consultarse en [Kap]).

Corolario IV.2. Sea M una 3-variedad orientada, cerrada y conezxa tal que
todos sus grupos de homotopia 7;(M) = 0 para i > 2. Entonces,
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» Bl espacio cubriente universal de M es difeomorfo a R3.

s M homotopicamente equivalente a N implica que M es difeomorfa a
N. Por lo tanto, M estd determinada por su mi(M).

Una gran cantidad de resultados topoldgicos para 3-variedades imponen
la hipotesis de que ésta sea irreducible. Del Corolario IV.2 se sigue que esta
hipétesis podria suprimirse y cambiarse por la hipdtesis de que el segundo
grupo de homotopia de la 3-variedad sea cero. Esto es,

Corolario. Toda 3-variedad orientada, cerrada y conexa M con wo(M) =0
es irreducible.

Del mismo Corolario IV.2, concluimos que el espacio cubriente universal
de cualquier 3-variedad orientada, cerrada y conexa corresponde a R3, S3
6 S? x E!, donde S? y S? x E! sélo son espacios cubrientes universales de
las 3-variedades geométricas esféricas y de las 3-variedades geométricas que
admiten una geometria modelada por S? x E!, respectivamente.

Corolario IV.3. Sea M wuna 3-variedad orientada, conexa y cerrada. En-
tonces,

s El problema de palabras, conjugacion e isomorfismo en la clase de
grupos de 3-variedades son decidibles.

» El problema de homeomorfismo es decidible para 3-variedades.

El siguiente resultado es andlogo, en cierto sentido, al hecho de que las
superficies pueden ser ordenadas por su género.

Corolario IV.4. Las 3-variedades geométricas hiperbolicas se pueden orde-
nar por su volumen.
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Presentamos una breve introduccién a las variedades de Seifert, las cua-
les fueron definidas y clasificadas por H. Seifert en su articulo [Sei32]. La
traduccién de este articulo al inglés, la cual puede consultarse en [ST80],
fue llevada a cabo por W. Heil. Algunas referencias que tratan sobre estas
variedades son [Hat|, [Neu99], [Orl72] y [Sco83]. La primera seccién de este
apéndice consta de definiciones béasicas para la teoria de orbifolds, para un
estudio mas detallado puede consultarse [BMPO03]. En la segunda seccién
describimos las fibraciones de Seifert.

A. Orbifolds.

La primera definicién formal de orbifolds, bajo el nombre de V-variedades,
fue dada en 1956 por I. Satake (ver [Sat56]). En la década de los anos 70, W.
P. Thurston [Thu79], quién desconocia el trabajo de I. Satake, defini6 estos
objetos como espacios topolégicos metrizables, localmente homeomorfos a
espacios cociente de R™ por acciones de grupos finitos y los nombré orbi-
folds.?

Sean U; C Oy U, c En-! x [0, 0] abiertos; ¢; : U; — U; una funcion
diferenciable, llamada carta y I'; un grupo finito de difeomorfismos de ;.

Definicion .7. Un n-orbifold diferenciable O es un espacio topoldgico de di-
mension n, metrizable, dotado con una coleccién { (Z/{Z-, U, ;, T Z) } llamada
(]

atlas que satisface las siguientes condiciones:

» |J;U; es una cubierta abierta de O;

s Cada ¢; induce un difeomorfismo entre ZIZ / I v U

2Utilizamos la palabra orbifold ya que, atin no hay una convencién sobre su traduccién
al espanol.
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» Las cartas son compatibles en el siguiente sentido. Para cada = € L~IZ y
y € U; tal que ¢;(z) = ¢j(y), hay un difeomorfismo v entre vecindades
V y W de x y y respectivamente, con

¢i (V(2)) = ¢i(2), paratoda z € V.

Por conveniencia asumiremos que el atlas es maximal. De aqui en ade-
lante por orbifold nos referiremos a un n-orbifold diferenciable.

Observacion .4. Algunas veces serd necesario distinguir entre orbifold O
y el espacio topolégico |O| obtenido por olvidar la estructura de orbifold.

Seasnzxeld COyo: U — U una carta. Denotamos por I'; al estabili-
zador de cualquier punto de ¢~'(z) bajo la accién de I' y es llamado grupo
local de O en x. SiT'; es trivial, decimos que x es reqular; de lo contrario, x
es singular. El conjunto de puntos singulares de O es llamado lugar singular.

Nos restringiremos a 2-orbifolds orientables. Cualquier subgrupo finito
de SO(2) es un grupo ciclico Z,, de orden p, generado por una rotacién de
angulo 27 /p. Por lo tanto, el lugar singular es discreto. Puntos singulares de
este tipo son llamados puntos cono.

Figura 10: Punto cono.

Caracteristica de Euler.

Sea S, una 2-variedad de género g compacta y orientable. Supongamos
que tiene un estructura geométrica con curvatura constante k. Subdividimos
Sy en pequenos triangulos geodésicos A; (1 =1,2,...,T).

Sean V el nimero de vértices de la tridngulaciéon y E el nimero de ejes.
La caracteristica de Euler de S, estd dada por

X(Sg)=T—-E+V =2-2g,
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y tenemos la siguiente definicién.

Definicién .8. Sea O un 2-orbifold con s puntos cono, cuyos angulos de
rotacién son 27/p1, ..., 27w /ps, respectivamente y |O| es una 2-variedad de
género g. La caracteristica de Euler de O es

X(O):2—2g—§;<1———;>.

B. 3-Variedades de Seifert.

Comenzaremos con fibraciones de Seifert “clasicas”, es decir, fibraciones
cuyas fibras son circulos y posiblemente alguna fibra excepcional.

B.1. Fibraciones de Seifert con Fibra un Circulo.

Una fibracion de Seifert sobre una 3-variedad M orientable y compacta
es una descomposicién de M en circulos, llamados fibras, tal que se cumple
la siguiente propiedad: cada fibra tiene una vecindad saturada U (i.e. U es
una unién de fibras). Esta vecindad es difeomorfa al cociente de un 3-toro
fibrado S' x B? por un grupo finito que actia libremente en él. La accién
respeta la estructura producto de tal forma que, las fibras de la fibracion
corresponden a S! x {z}, con z € B2.

Observaciéon .5. La razén para la terminologia “fibra” es que podemos
pensar a dicha descomposicién de M como una especie de haz fibrado, di-
gamos 7 : M — X; en el cual, los circulos de la descomposicion de M son
las fibras.

La vecindad saturada U puede ser de dos tipos:

Orientable. Existe un difeomorfismo entre & y S! x B2. En este caso,
lgs fibras de U tienen una parametrizacién de la forma z — (2P, 2927),
con z € S' y zy € B2, la cual depende de la fibra. Ademds, p € Zy y
q € Z tales que (p,q) = 1 s6lo dependen de U y de su parametrizacion.

No orientable. Admite un difeomorfismo con [0,1] x B?/ ~, donde ~
idgntifica {1} x B2 con {0} x B? por conjugacién compleja. Las fibras
corresponden a los conjuntos [0, 1] x {29, 20}

Definicién .9. Una 3-variedad de Seifert es una variedad que admite una
fibracién de Seifert.
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Una fibra f es genérica si admite una vecindad saturada orientable, con
p =1y q= 0. Es decir, la fibracién es un haz localmente trivial cerca de
esta fibra. De otro modo, llamamos a f excepcional.

Sean M una 3-variedad de Seifert y U una vecindad saturada de una
fibra f en M. Definimos el espacio base ¥, para la fibracion de Seifert
de M como, el espacio cociente de M obtenido por identificar cada fibra a
un punto. s es (topolégicamente) una 2-variedad. Tiene una estructura
de 2-orbifold en la cual, puntos cono corresponden a fibras excepcionales
que preservan orientacion y puntos sobre curvas de reflexiéon corresponden a
fibras excepcionales que invierten orientaciéon. Dependiendo de como es U,
tenemos las siguientes posibilidades para Xj;.

» U es un toro sélido fibrado trivial S' x B?. En este caso, Yjs es una
2-bola y la funcién 7 : M — X es la proyeccién del haz en el sentido
usual.

» U es un toro solido fibrado no trivial. La funcién ¢g : St x B2 — M
es una funcién cubriente de orden p. La accién de Z, en S* x B? es
generada por un homeomorfismo, que es el producto de una rotacién
de 27/p en S' pon una rotacién de 27q/p en B2. Ademés, induce una
accion de Z, sobre B? generada por una rotacién de 27 /p. Podemos
identificar a ¥/, de manera natural, con el espacio cociente B2 / Ly, €l
cual es homeomorfo a una 2-bola centrada en f.

» U es una botella sélida de Klein fibrada. La funcién g : S! x B2 — U
es una funcién cubriente de orden dos. La accién de Zy en S' x B? es
generada por un homeomorfismo, que es el producto de una rotacién
de m en S! por conjugacién compleja en B?. Identificamos s con el
cociente de B2 / Zs, que es homeomorfo a una semi-2-bola con f sobre
su frontera. Como consecuencia, Y37 es una superficie topoldgica con
frontera, donde los puntos en la frontera corresponden a fibras que
invierten orientacion.

B.2. Fibraciones de Seifert con Fibra un 2-Toro.

Existen dos maneras en las que una 3-variedad M es una 3-variedad de
Seifert con 2-toros como fibras. El espacio base ¥, debe ser de dimensién
1. Por lo tanto, es un circulo 6 es el 1-orbifold obtenido por factorizar un
circulo, utilizando la involucién z — z. Lo podemos pensar como el intervalo
[0, 1], considerado como un orbifold.



B 3-Variedades de Seifert. 155

= X7 es un circulo. Obtenemos fibras que son 2-toros T? de la siguiente
forma. Consideremos T?x [0, 1] e identificamos T? x {0} con T? x {1} por
medio de un automorfismo ¢ : T2 — T?. Pensando a T? como E? / Zs,
concluimos que la matriz asociada a ¢ es un elemento de SL(2,Z).
Ahora, si la traza de esta matriz es mayor que dos, entonces M admite
una estructura geométrica modelada por Sol.

» Y es un 1-orbifold. Obtenemos fibras que son 2-toros T? de la siguien-
te forma. Hay un unico haz de intervalos sobre la botella de Klein con
espacio total orientado X (puede ser obtenido por (’]I‘2 x [0, 1]) / Zo,
con Zo actuando diagonalmente y de manera libre en T? y espacio
cociente la botella de Klein). X es fibrado por 2-toros, los cuales son
frontera de T2 x [e,1 — €, con la seccién cero de la botella de Klein
como fibra especial. Si identificamos dos copias de X por medio de
las fronteras de estos 2-toros, obtenemos M. Esta M tiene un espacio
cubriente doble que fibra sobre el circulo. Ademads, es una fibracién de
Seifert por circulos si y sélo si éste es una fibracién de Seifert por circu-
los. De lo contrario, M admite una estructura geométrica modelada
por Sol.

B.3. Clasificacién de 3-variedades de Seifert.

Consideraremos 3-variedades de Seifert orientadas. Por lo tanto, no hay
fibras que invierten orientacién y como consecuencia, el espacio base es una
2-variedad sin frontera.

Sean M una 3-variedad de Seifert y X3 su espacio base. Asociamos un
invariante #/a € Q/Z a cada fibra f de la siguiente manera. Sea U una
vecindad saturada de f, la cual es la fibra que corresponde a zg = 0. La
orientacién de U es consistente con la orientacion de M y con la orientacién
estandar de S' y B2. Definimos o = p y /3 tal que g = 1(méd p). Si conside-
ramos f como un punto de Xjs, su estabilizador en ¥/ es Z,, actuando por
rotaciones. Ademas, podemos normalizar a 3 de tal forma que 0 < 8 < a.

Si M tiene r fibras excepcionales con invariantes de Seifert normalizados
(o, Bi) (i =1,...,r), definimos el nimero de Euler de M como

e =— Y Bifoi.
i=1
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La siguiente proposicién da una clasificacion completa por isomorfismo
de 3-variedades de Seifert, la demostracién puede consultarse en [Hat].

Proposicion .4. Sean My y My 3-variedades de Seifert orientadas con r fi-
bras excepcionales, cuyos invariantes de Seifert normalizados son (o, B;)
y (a,Bl) (i = 1,...,1), respectivamente. Entonces, después de posibles
permutaciones de los indices, las fibraciones de Seifert de My y Ms son
difeomorfas, por un difeomorfismo que preserva orientacion, si y solo si

a; /B = af/B; (mod 1) para cada iy, 0;/0; = >, /B

C. 3-Variedades de Seifert Geométricas.

Podemos catalogar las 3-variedades de Seifert de acuerdo a la estructura
geométrica que admiten. Asi como en dimensién dos la estructura geométri-
ca apropiada para una 2-variedad cerrada S estd determinada por su ca-
racteristica de Euler x(F'), para 3-variedades de Seifert M la estructura
geométrica apropiada estd determinada por la caracteristica de Euler x del
espacio base y el nimero de Euler de M, de acuerdo con la siguiente tabla.

x>0 x=0 x <0

e=0|S*xE"  E* H?xE!

e£0| S R3,,  SL(2,R)

El siguiente resultado nos dice que toda 3-variedad de Seifert admite
una estructura geométrica y que hay ciertas 3-variedades geométricas que
son 3-variedades de Seifert. La demostracién puede consultarse en [Sco83].

Teorema .2. [Sco83] Sea M una 3-variedad cerrada. Entonces, M admite
una de las estructuras geométricas B3, S?, S2x B!, H? xE!, SL(2,R) ¢ Rf’wl
sty solo si M es una 3-variedad de Seifert.
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En este capitulo presentamos algunos conceptos basicos sobre 3-variedades
de Brieskorn siguiendo a E. Brieskorn, J. Milnor y J. Seade (para un estudio
mas detallado ver [Bri66a], [Bri66b], [Mil68], [Mil75] y [Sea06]).

A. Variedades de Pham-Brieskorn.

F. Pham, en su articulo [Pha65], estudié hipersuperficies de la forma
Ea(t) = {z=(21,22,23) € C*| 2} + 21+ 25 =¢t, teC},
con a = (p,q,r) una coleccién de enteros p, ¢, r mayores 6 iguales a dos.

E. Brieskorn en su articulo [Bri68], basdndose en los resultados de F.
Pham, estudi6 3-variedades de la forma E,(0) N'S°, con

Eq(0) = {z = (21,22,23) € C? | 2+ 28+ 25 =0},
la cual se conoce como variedad de Pham-Brieskorn.

Definicién .10. La 3-variedad E,(0) NS® es llamada 3-variedad de Bries-
korn y la denotamos por M(p, q, ).

B. 3-variedades de Brieskorn M(p, g, 7).

Enunciamos algunos resultados importantes. Las demostraciones corres-
pondientes pueden consultarse en [Bri68], [Mil75] y [Orl70].

De acuerdo con J. Milnor, estas 3-variedades admiten una estructura
geométrica modelada por una geometria que sélo depende del signo del
nimero racional p~! 4+ ¢! +r~! — 1, de la siguiente manera.

s pltqgl+rt>a,

M(p, q,r) admite una estructura geométrica modelada por
(83, Isom (Sg) ) .
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spligl+ri=1

M(p, q,r) admite una estructura geométrica modelada por

(Nil, Isom(Nil)).

spliqgl+rti<i,

M(p, ¢, ) admite una estructura geométrica modelada por
(é\i(lR),Isom (SAi;(2,R)))
B.1. 3-variedades de Brieskorn Esféricas.

Ya conocemos los subgrupos finitos de Isom (83), que actian libremente
en S3. En este contexto, vamos a utilizar la siguiente notacion.

o ()] g | =[O0
I* (2,3,5) (2,3,5)
T+ (2,3,3) (2,2,2)
o (2,3,4) (2,3,3)
D*s5,, (2,2,m) Lo,

Teorema [Mil75]. Sean I = (p,q,r) < Isom (S?) finito y I su conmuta-
dor. Entonces, el espacio cociente Sg/F’ es difeomorfo a M(p, q,r).

Por lo tanto, tenemos los siguientes difeomorfismos

» S}/ =2 M(2,3,5);
» S3/T* = M(2,3,4);

u Sg/D*G = (27373)7
» S*/Z, =M(2,2,n).

Las variedades de Brieskorn correpondientes a S3 / O yS3 / (2,2,n) con
n > 2, tienen una descripcién sencilla como hipersuperficies complejas de la
siguiente forma (ver [Mil68]),

» S®/O* estd definida por la ecuacién z} + 25 + 2025 = 0;

» S®/(2,2,n) estd definida por la ecuacién 2% + 2323 + 24
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Observaciones.

» La 3-variedad de Brieskorn M(2,2,n) es difeomorfa al espacio lente
Ly;.

» La 3-variedad de Brieskorn M(2,3,5) es difeomorfa al espacio icosae-
dral S3 / (Id x I*). Por lo tanto, es el espacio dodecaedral de Poincaré.

» La 3-variedad de Brieskorn M(2,3,4) es difeomorfa al espacio tetrae-
dral S*/ (Id x T*).

B.2. 3-variedades de Brieskorn Modeladas por R},.

Comenzaremos enunciando algunos resultados.

Lema .2. [Mil75] Consideremos la terna (p,q,r), de tal modo que el mini-
mo comun multiplo de las parejas (p,q), (p,7) y (q,7) es el mismo. Entonces,
la 3-variedad de Brieskorn M(p, q,r) es un haz circular sobre una 2-variedad
orientable.

Supongamos que la hipétesis del Lema .2 se satisface y sea m el minimo
comuin multiplo de la terna (p, g, r). Tenemos el siguiente resultado.

Teorema. [Mil75] La 3-variedad de Brieskorn M(p,q,r) es un haz circu-
lar sobre una superficie de Riemann S con caracteristica de FEuler igual a

lpar (Pt +qt+r7t = 1)] /m.

Las ternas (p, q,r) tales que p~t4+¢ 14+r~! = 1, corresponden a (2, 3, 6),
(2,4,4) y (3,3,3). Estas satisfacen la hipétesis del Lema .2 y por consiguien-
te se cumple el teorema anterior. El valor absoluto de —pgr/m? es el méximo
comun divisor de la terna (p, q,7); que corresponde a 1, 2 y 3 para (2, 3,6),
(2,4,4) y (3,3,3), respectivamente.

Por lo tanto, tenemos los siguientes difeomorfismos,

= M(2,3,6) = Ry, /Nz;
(27474) =R /\/’Zl/-/\/%
= M(3,3,3) =2 R}, /N3,

con Nz y N; (i = 2,3) subgrupos discretos de Isom (Rf\/il), que actian
libremente en R;’Wl.
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Observaciones. En términos de la notacién utilizada en el capitulo III,
pag. 119 tenemos que

» para M(3,3,3), la matriz asociada al automorfismo lineal de R? es
1 0.
-3 1)

» para M(2,4,4), la matriz asociada al automorfismo lineal de R? es
1 0.
-2 1)

» para M(2,3,6), la matriz asociada al automorfismo lineal de R? es

< 1 (1) ), con Nz el grupo entero de Heisenberg (ver pag. 121).

B.3. 3-variedades de Brieskorn Modeladas por é\fJ(Q,R).

Recordemos que los subgrupos discretos de PSL(2, R) son llamados gru-
pos Fuchsianos. Sean I' un grupo Fuchsiano, I su levantamiento a ﬁ;(2,R)
y I’ el conmutador de I'. Consideremos la terna (p,q,7), tal que p~ 1 +q~ 1+
r~! = 1. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema [Mil75]. El espacio cociente de la forma .§j}(2,R)/f’ es difeo-
morfo a la 3-variedad de Brieskorn M(p, q,r).
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Apéndice 1.

Presentamos una breve introduccién a las variedades de Seifert, las cua-
les fueron definidas y clasificadas por H. Seifert en su articulo [Sei32]. La
traduccién de este articulo al inglés, la cual puede consultarse en [ST80],
fue llevada a cabo por W. Heil. Algunas referencias que tratan sobre estas
variedades son [Hat|, [Neu99], [Orl72] y [Sco83]. La primera seccién de este
apéndice consta de definiciones béasicas para la teoria de orbifolds, para un
estudio mas detallado puede consultarse [BMPO03]. En la segunda seccién
describimos las fibraciones de Seifert.

A. Orbifolds.

La primera definicién formal de orbifolds, bajo el nombre de V-variedades,
fue dada en 1956 por I. Satake (ver [Sat56]). En la década de los anos 70, W.
P. Thurston [Thu79], quién desconocia el trabajo de I. Satake, defini6 estos
objetos como espacios topolégicos metrizables, localmente homeomorfos a
espacios cociente de R™ por acciones de grupos finitos y los nombré orbi-
folds.?

Sean U; C Oy U, c En-! x [0, 0] abiertos; ¢; : U; — U; una funcion
diferenciable, llamada carta y I'; un grupo finito de difeomorfismos de ;.

Definicion .7. Un n-orbifold diferenciable O es un espacio topoldgico de di-
mension n, metrizable, dotado con una coleccién { (Z/{Z-, U, ;, T Z) } llamada
(]

atlas que satisface las siguientes condiciones:

» |J;U; es una cubierta abierta de O;

s Cada ¢; induce un difeomorfismo entre ZIZ / I v U

2Utilizamos la palabra orbifold ya que, atin no hay una convencién sobre su traduccién
al espanol.
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» Las cartas son compatibles en el siguiente sentido. Para cada = € L~IZ y
y € U; tal que ¢;(z) = ¢j(y), hay un difeomorfismo v entre vecindades
V y W de x y y respectivamente, con

¢i (V(2)) = ¢i(2), paratoda z € V.

Por conveniencia asumiremos que el atlas es maximal. De aqui en ade-
lante por orbifold nos referiremos a un n-orbifold diferenciable.

Observacion .4. Algunas veces serd necesario distinguir entre orbifold O
y el espacio topolégico |O| obtenido por olvidar la estructura de orbifold.

Seasnzxeld COyo: U — U una carta. Denotamos por I'; al estabili-
zador de cualquier punto de ¢~'(z) bajo la accién de I' y es llamado grupo
local de O en x. SiT'; es trivial, decimos que x es reqular; de lo contrario, x
es singular. El conjunto de puntos singulares de O es llamado lugar singular.

Nos restringiremos a 2-orbifolds orientables. Cualquier subgrupo finito
de SO(2) es un grupo ciclico Z,, de orden p, generado por una rotacién de
angulo 27 /p. Por lo tanto, el lugar singular es discreto. Puntos singulares de
este tipo son llamados puntos cono.

Figura 10: Punto cono.

Caracteristica de Euler.

Sea S, una 2-variedad de género g compacta y orientable. Supongamos
que tiene un estructura geométrica con curvatura constante k. Subdividimos
Sy en pequenos triangulos geodésicos A; (1 =1,2,...,T).

Sean V el nimero de vértices de la tridngulaciéon y E el nimero de ejes.
La caracteristica de Euler de S, estd dada por

X(Sg)=T—-E+V =2-2g,
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y tenemos la siguiente definicién.

Definicién .8. Sea O un 2-orbifold con s puntos cono, cuyos angulos de
rotacién son 27/p1, ..., 27w /ps, respectivamente y |O| es una 2-variedad de
género g. La caracteristica de Euler de O es

X(O):2—2g—§;<1———;>.

B. 3-Variedades de Seifert.

Comenzaremos con fibraciones de Seifert “clasicas”, es decir, fibraciones
cuyas fibras son circulos y posiblemente alguna fibra excepcional.

B.1. Fibraciones de Seifert con Fibra un Circulo.

Una fibracion de Seifert sobre una 3-variedad M orientable y compacta
es una descomposicién de M en circulos, llamados fibras, tal que se cumple
la siguiente propiedad: cada fibra tiene una vecindad saturada U (i.e. U es
una unién de fibras). Esta vecindad es difeomorfa al cociente de un 3-toro
fibrado S' x B? por un grupo finito que actia libremente en él. La accién
respeta la estructura producto de tal forma que, las fibras de la fibracion
corresponden a S! x {z}, con z € B2.

Observaciéon .5. La razén para la terminologia “fibra” es que podemos
pensar a dicha descomposicién de M como una especie de haz fibrado, di-
gamos 7 : M — X; en el cual, los circulos de la descomposicion de M son
las fibras.

La vecindad saturada U puede ser de dos tipos:

Orientable. Existe un difeomorfismo entre & y S! x B2. En este caso,
lgs fibras de U tienen una parametrizacién de la forma z — (2P, 2927),
con z € S' y zy € B2, la cual depende de la fibra. Ademds, p € Zy y
q € Z tales que (p,q) = 1 s6lo dependen de U y de su parametrizacion.

No orientable. Admite un difeomorfismo con [0,1] x B?/ ~, donde ~
idgntifica {1} x B2 con {0} x B? por conjugacién compleja. Las fibras
corresponden a los conjuntos [0, 1] x {29, 20}

Definicién .9. Una 3-variedad de Seifert es una variedad que admite una
fibracién de Seifert.
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Una fibra f es genérica si admite una vecindad saturada orientable, con
p =1y q= 0. Es decir, la fibracién es un haz localmente trivial cerca de
esta fibra. De otro modo, llamamos a f excepcional.

Sean M una 3-variedad de Seifert y U una vecindad saturada de una
fibra f en M. Definimos el espacio base ¥, para la fibracion de Seifert
de M como, el espacio cociente de M obtenido por identificar cada fibra a
un punto. s es (topolégicamente) una 2-variedad. Tiene una estructura
de 2-orbifold en la cual, puntos cono corresponden a fibras excepcionales
que preservan orientacion y puntos sobre curvas de reflexiéon corresponden a
fibras excepcionales que invierten orientaciéon. Dependiendo de como es U,
tenemos las siguientes posibilidades para Xj;.

» U es un toro sélido fibrado trivial S' x B?. En este caso, Yjs es una
2-bola y la funcién 7 : M — X es la proyeccién del haz en el sentido
usual.

» U es un toro solido fibrado no trivial. La funcién ¢g : St x B2 — M
es una funcién cubriente de orden p. La accién de Z, en S* x B? es
generada por un homeomorfismo, que es el producto de una rotacién
de 27/p en S' pon una rotacién de 27q/p en B2. Ademés, induce una
accion de Z, sobre B? generada por una rotacién de 27 /p. Podemos
identificar a ¥/, de manera natural, con el espacio cociente B2 / Ly, €l
cual es homeomorfo a una 2-bola centrada en f.

» U es una botella sélida de Klein fibrada. La funcién g : S! x B2 — U
es una funcién cubriente de orden dos. La accién de Zy en S' x B? es
generada por un homeomorfismo, que es el producto de una rotacién
de m en S! por conjugacién compleja en B?. Identificamos s con el
cociente de B2 / Zs, que es homeomorfo a una semi-2-bola con f sobre
su frontera. Como consecuencia, Y37 es una superficie topoldgica con
frontera, donde los puntos en la frontera corresponden a fibras que
invierten orientacion.

B.2. Fibraciones de Seifert con Fibra un 2-Toro.

Existen dos maneras en las que una 3-variedad M es una 3-variedad de
Seifert con 2-toros como fibras. El espacio base ¥, debe ser de dimensién
1. Por lo tanto, es un circulo 6 es el 1-orbifold obtenido por factorizar un
circulo, utilizando la involucién z — z. Lo podemos pensar como el intervalo
[0, 1], considerado como un orbifold.
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= X7 es un circulo. Obtenemos fibras que son 2-toros T? de la siguiente
forma. Consideremos T?x [0, 1] e identificamos T? x {0} con T? x {1} por
medio de un automorfismo ¢ : T2 — T?. Pensando a T? como E? / Zs,
concluimos que la matriz asociada a ¢ es un elemento de SL(2,Z).
Ahora, si la traza de esta matriz es mayor que dos, entonces M admite
una estructura geométrica modelada por Sol.

» Y es un 1-orbifold. Obtenemos fibras que son 2-toros T? de la siguien-
te forma. Hay un unico haz de intervalos sobre la botella de Klein con
espacio total orientado X (puede ser obtenido por (’]I‘2 x [0, 1]) / Zo,
con Zo actuando diagonalmente y de manera libre en T? y espacio
cociente la botella de Klein). X es fibrado por 2-toros, los cuales son
frontera de T2 x [e,1 — €, con la seccién cero de la botella de Klein
como fibra especial. Si identificamos dos copias de X por medio de
las fronteras de estos 2-toros, obtenemos M. Esta M tiene un espacio
cubriente doble que fibra sobre el circulo. Ademads, es una fibracién de
Seifert por circulos si y sélo si éste es una fibracién de Seifert por circu-
los. De lo contrario, M admite una estructura geométrica modelada
por Sol.

B.3. Clasificacién de 3-variedades de Seifert.

Consideraremos 3-variedades de Seifert orientadas. Por lo tanto, no hay
fibras que invierten orientacién y como consecuencia, el espacio base es una
2-variedad sin frontera.

Sean M una 3-variedad de Seifert y X3 su espacio base. Asociamos un
invariante #/a € Q/Z a cada fibra f de la siguiente manera. Sea U una
vecindad saturada de f, la cual es la fibra que corresponde a zg = 0. La
orientacién de U es consistente con la orientacion de M y con la orientacién
estandar de S' y B2. Definimos o = p y /3 tal que g = 1(méd p). Si conside-
ramos f como un punto de Xjs, su estabilizador en ¥/ es Z,, actuando por
rotaciones. Ademas, podemos normalizar a 3 de tal forma que 0 < 8 < a.

Si M tiene r fibras excepcionales con invariantes de Seifert normalizados
(o, Bi) (i =1,...,r), definimos el nimero de Euler de M como

e =— Y Bifoi.
i=1
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La siguiente proposicién da una clasificacion completa por isomorfismo
de 3-variedades de Seifert, la demostracién puede consultarse en [Hat].

Proposicion .4. Sean My y My 3-variedades de Seifert orientadas con r fi-
bras excepcionales, cuyos invariantes de Seifert normalizados son (o, B;)
y (a,Bl) (i = 1,...,1), respectivamente. Entonces, después de posibles
permutaciones de los indices, las fibraciones de Seifert de My y Ms son
difeomorfas, por un difeomorfismo que preserva orientacion, si y solo si

a; /B = af/B; (mod 1) para cada iy, 0;/0; = >, /B

C. 3-Variedades de Seifert Geométricas.

Podemos catalogar las 3-variedades de Seifert de acuerdo a la estructura
geométrica que admiten. Asi como en dimensién dos la estructura geométri-
ca apropiada para una 2-variedad cerrada S estd determinada por su ca-
racteristica de Euler x(F'), para 3-variedades de Seifert M la estructura
geométrica apropiada estd determinada por la caracteristica de Euler x del
espacio base y el nimero de Euler de M, de acuerdo con la siguiente tabla.

x>0 x=0 x <0

e=0|S*xE"  E* H?xE!

e£0| S R3,,  SL(2,R)

El siguiente resultado nos dice que toda 3-variedad de Seifert admite
una estructura geométrica y que hay ciertas 3-variedades geométricas que
son 3-variedades de Seifert. La demostracién puede consultarse en [Sco83].

Teorema .2. [Sco83] Sea M una 3-variedad cerrada. Entonces, M admite
una de las estructuras geométricas B3, S?, S2x B!, H? xE!, SL(2,R) ¢ Rf’wl
sty solo si M es una 3-variedad de Seifert.
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En este capitulo presentamos algunos conceptos basicos sobre 3-variedades
de Brieskorn siguiendo a E. Brieskorn, J. Milnor y J. Seade (para un estudio
mas detallado ver [Bri66a], [Bri66b], [Mil68], [Mil75] y [Sea06]).

A. Variedades de Pham-Brieskorn.

F. Pham, en su articulo [Pha65], estudié hipersuperficies de la forma
Ea(t) = {z=(21,22,23) € C*| 2} + 21+ 25 =¢t, teC},
con a = (p,q,r) una coleccién de enteros p, ¢, r mayores 6 iguales a dos.

E. Brieskorn en su articulo [Bri68], basdndose en los resultados de F.
Pham, estudi6 3-variedades de la forma E,(0) N'S°, con

Eq(0) = {z = (21,22,23) € C? | 2+ 28+ 25 =0},
la cual se conoce como variedad de Pham-Brieskorn.

Definicién .10. La 3-variedad E,(0) NS® es llamada 3-variedad de Bries-
korn y la denotamos por M(p, q, ).

B. 3-variedades de Brieskorn M(p, g, 7).

Enunciamos algunos resultados importantes. Las demostraciones corres-
pondientes pueden consultarse en [Bri68], [Mil75] y [Orl70].

De acuerdo con J. Milnor, estas 3-variedades admiten una estructura
geométrica modelada por una geometria que sélo depende del signo del
nimero racional p~! 4+ ¢! +r~! — 1, de la siguiente manera.

s pltqgl+rt>a,

M(p, q,r) admite una estructura geométrica modelada por
(83, Isom (Sg) ) .
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spligl+ri=1

M(p, q,r) admite una estructura geométrica modelada por

(Nil, Isom(Nil)).

spliqgl+rti<i,

M(p, ¢, ) admite una estructura geométrica modelada por
(é\i(lR),Isom (SAi;(2,R)))
B.1. 3-variedades de Brieskorn Esféricas.

Ya conocemos los subgrupos finitos de Isom (83), que actian libremente
en S3. En este contexto, vamos a utilizar la siguiente notacion.

o ()] g | =[O0
I* (2,3,5) (2,3,5)
T+ (2,3,3) (2,2,2)
o (2,3,4) (2,3,3)
D*s5,, (2,2,m) Lo,

Teorema [Mil75]. Sean I = (p,q,r) < Isom (S?) finito y I su conmuta-
dor. Entonces, el espacio cociente Sg/F’ es difeomorfo a M(p, q,r).

Por lo tanto, tenemos los siguientes difeomorfismos

» S}/ =2 M(2,3,5);
» S3/T* = M(2,3,4);

u Sg/D*G = (27373)7
» S*/Z, =M(2,2,n).

Las variedades de Brieskorn correpondientes a S3 / O yS3 / (2,2,n) con
n > 2, tienen una descripcién sencilla como hipersuperficies complejas de la
siguiente forma (ver [Mil68]),

» S®/O* estd definida por la ecuacién z} + 25 + 2025 = 0;

» S®/(2,2,n) estd definida por la ecuacién 2% + 2323 + 24
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Observaciones.

» La 3-variedad de Brieskorn M(2,2,n) es difeomorfa al espacio lente
Ly;.

» La 3-variedad de Brieskorn M(2,3,5) es difeomorfa al espacio icosae-
dral S3 / (Id x I*). Por lo tanto, es el espacio dodecaedral de Poincaré.

» La 3-variedad de Brieskorn M(2,3,4) es difeomorfa al espacio tetrae-
dral S*/ (Id x T*).

B.2. 3-variedades de Brieskorn Modeladas por R},.

Comenzaremos enunciando algunos resultados.

Lema .2. [Mil75] Consideremos la terna (p,q,r), de tal modo que el mini-
mo comun multiplo de las parejas (p,q), (p,7) y (q,7) es el mismo. Entonces,
la 3-variedad de Brieskorn M(p, q,r) es un haz circular sobre una 2-variedad
orientable.

Supongamos que la hipétesis del Lema .2 se satisface y sea m el minimo
comuin multiplo de la terna (p, g, r). Tenemos el siguiente resultado.

Teorema. [Mil75] La 3-variedad de Brieskorn M(p,q,r) es un haz circu-
lar sobre una superficie de Riemann S con caracteristica de FEuler igual a

lpar (Pt +qt+r7t = 1)] /m.

Las ternas (p, q,r) tales que p~t4+¢ 14+r~! = 1, corresponden a (2, 3, 6),
(2,4,4) y (3,3,3). Estas satisfacen la hipétesis del Lema .2 y por consiguien-
te se cumple el teorema anterior. El valor absoluto de —pgr/m? es el méximo
comun divisor de la terna (p, q,7); que corresponde a 1, 2 y 3 para (2, 3,6),
(2,4,4) y (3,3,3), respectivamente.

Por lo tanto, tenemos los siguientes difeomorfismos,

= M(2,3,6) = Ry, /Nz;
(27474) =R /\/’Zl/-/\/%
= M(3,3,3) =2 R}, /N3,

con Nz y N; (i = 2,3) subgrupos discretos de Isom (Rf\/il), que actian
libremente en R;’Wl.
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Observaciones. En términos de la notacién utilizada en el capitulo III,
pag. 119 tenemos que

» para M(3,3,3), la matriz asociada al automorfismo lineal de R? es
1 0.
-3 1)

» para M(2,4,4), la matriz asociada al automorfismo lineal de R? es
1 0.
-2 1)

» para M(2,3,6), la matriz asociada al automorfismo lineal de R? es

< 1 (1) ), con Nz el grupo entero de Heisenberg (ver pag. 121).

B.3. 3-variedades de Brieskorn Modeladas por é\fJ(Q,R).

Recordemos que los subgrupos discretos de PSL(2, R) son llamados gru-
pos Fuchsianos. Sean I' un grupo Fuchsiano, I su levantamiento a ﬁ;(2,R)
y I’ el conmutador de I'. Consideremos la terna (p,q,7), tal que p~ 1 +q~ 1+
r~! = 1. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema [Mil75]. El espacio cociente de la forma .§j}(2,R)/f’ es difeo-
morfo a la 3-variedad de Brieskorn M(p, q,r).
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