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Introduccion

Aunque las enfermedades de transmisién sexual producidas por bacterias como sifilis y go-
norrea, o las producidas por organismos unicelulares mas complejos como la tricomoniasis
estan en retroceso o por lo menos ya existen tratamientos accesibles y efectivos en su contra,
mucho més preocupantes son las enfermedades de transmisién sexual provocadas por virus,

tales como el sida causado por el Virus de la Inmunodeficiencia Humana (VIH).

Los virus son muy simples ya que constan de una porcién de material genético, ya sea acido
ribonucléico (ARN) o desoxirribonucléico (ADN) envuelto en una o varias proteinas. Asi,
éste material solo incluye instrucciones para replicarse en miles de copias, sin que pueda

efectuar algtiin otro proceso identificado con la actividad celular normal.

Los virus se pueden transmitir de varias maneras: a través de un estornudo, de la picadura
de algiin insecto, de una inyeccién con la aguja contaminada o por contacto directo entre
las mucosas de personas infectadas. Esta iltima forma de transmisién corresponde al Virus
del Papiloma Humano (VPH), que es el responsable de la infeccién venérea mds frecuente

en el mundo.

Existen més de cien variedades o cepas de VPH. Algunas de ellas (especialmente las cepas
16, 18, 31, 33, 35, 39, 45, 51, 52, 55, 58, 59 y 68) estén relacionadas con lesiones epiteliales en

el cuello uterino y con el cancer cervicouterino, aunque la mayoria de las veces no produce
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ninguin sintoma. El virus solo se reproduce y se transmite sexualmente. Por lo general, quien

estd infectado no lo sabe y casi siempre la infeccién termina por curarse espontaneamente.

Por otro lado, algunos de los virus con ADN, como ciertas cepas del VPH logran mante-
nerse en el organismo por largo tiempo. Cuando esto sucede, este material genético extrano
puede hacer que las células del organismo infectado funcionen mal y hasta pueden evadir la

vigilancia del sistema inmune, entonces, se desarrolla el cancer.

Segun el Instituto de Estadistica, Geografia e Informatica, en México el cancer cervicouteri-
no es el mas frecuente de todos los canceres en mujeres y afecta principalmente a las que
tienen entre 25 y 64 anos. A escala mundial, este cancer es el segundo mds frecuente en

mujeres y en paises en desarrollo es el primero mas frecuente.

Dos de los factores para el desarrollo del cancer cervicouterino son que las mujeres inician
su vida sexual a temprana edad y que a mayor nimero de companeros sexuales aumenta el
riesgo de contraer el virus causante del cancer. Ademds, si las mujeres tienen un companero

sexual que hubiera tenido numerosas parejas, también aumenta el riesgo de contraer el virus.

Uno de los métodos utilizados para determinar la presencia del cdncer cervicouterino es el
frotis del Papanicolau, que consiste en obtener una muestra de las células del cuello de la
matriz, que al examinarla indica la presencia de cancer incluso en etapas tempranas o de
lesiones precancerosas del cancer cervicouterino. Por medio de cirugia se pueden eliminar
las lesiones cancerosas antes de que se diseminen. Asi, cuando es bien aplicado, este método

permite reducir las tasas del cancer de matriz y salvar la vida de muchas mujeres.

A pesar de que existe el método de Papanicolau, el cdncer cervicouterino es una importante
causa de mortalidad, por lo que es necesario prevenirlo. Ya que las proteinas de las cepas 16

y 18 del VPH (relacionadas con el cdncer de matriz) son estables, se ha intentado desarrollar

2
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vacunas por medio de ellas. La idea consiste en copiar la proteina viral L1. Cuando esté pre-
sente en grandes cantidades ésta se autoensambla formando la cubierta exterior del virus
pero sin el ADN necesario para que el virus se replique. Asi, estas particulas semejantes al
virus activan el sistema inmune, el cual forma anticuerpos que actian contra el verdadero

virus cuando éste entra al organismo.

Por lo anterior, una vacuna es mas eficaz cuando se aplica a un gran porcentaje de la
poblacién susceptible a la enfermedad, de modo que las personas no vacunadas tengan
menos riesgos de infectarse. Ademads, se debe tener en cuenta que hombres y mujeres pueden
contraer el VPH, pero sélo las mujeres pueden desarrollar el cancer cervicouterino. Por esto,
una estrategia global de vacunacién debe incluir a ambos sexos y a todas las orientaciones

sexuales.

Esta tesis se propone ejemplificar el uso de las cadenas de Markov para modelar la historia
natural del VPH, la transicién del VPH tomando en cuenta una vacuna y la progresién del
VPH al cancer cervicouterino, asi como también ejemplificar el uso del algoritmo Metropolis-

Hastings para estimar los parametros de dichos modelos.

Para cumplir con los objetivos establecidos, este trabajo se estructuré de la siguiente mane-
ra. El Capitulo 1 presenta conceptos y resultados bésicos de la teoria de probabilidad y de

las cadenas de Markov que seran necesarios para comprender mejor los capitulos posteriores.

El Capitulo 2 contiene algunos ejemplos de cadenas de Markov relacionados con la genética.
La importancia de este capitulo radica en que muestra cémo definir las cadenas de Markov y
c6mo encontrar sus probabilidades y matrices de transicién, lo cual se hara para los modelos

de la historia natural, la transicion y la progresién del VPH.

El Capitulo 3 presenta una breve introduccién a los métodos Monte Carlo via Cadenas de

3
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Markov y describe el algoritmo Metropolis-Hastings.

El Capitulo 4 contiene conceptos basicos y ejemplos relacionados con la inferencia Bayesiana.

En el Capitulo 5 se definen las cadenas de Markov que modelan la historia natural, la
transicién y la progresion del VPH. Ademds plantea un método Bayesiano para encontrar
estimadores para las probabilidades de transicion de dichas cadenas de Markov. Para el caso
en que la distribucién a priori no sea conjugada a la funciéon de verosimilitud, se propone un

método alternativo usando el algoritmo Metropolis-Hastings.

Al final se presenta una discusion respecto a los resultados presentados en la tesis y tam-
bién dos apéndices con conceptos y resultados béasicos directamente relacionados con los

presentados en este trabajo.



Capitulo 1

Cadenas de Markov

Este capitulo contiene algunos resultados y conceptos relacionados con las cadenas de Markov.
En la Seccién 1.1 serdn presentadas algunas definiciones y resultados bésicos. Las secciones
posteriores presentardn conceptos como clasificacién de estados de una cadena de Markov,
distribuciones limite y estacionaria y reversibilidad en el tiempo. Los resultados contenidos
en este capitulo podrén ser encontrados en Ash (2000), Feller (1968), Grimmett y Stirzaker
(1982), Karlin y Taylor (1975) y Ross (1996,1997,1998).

1.1. Definiciones y resultados basicos

Se comenzara con algunas definiciones basicas y a partir de ellas se pasara a definiciones
mas complejas, asi como a la presentacién de resultados que seran utilizados a lo largo de

esta tesis.

Definicién 1.1 Un experimento es la realizacion de una actividad que puede ser recreada

bajo las mismas condiciones.

Definicién 1.2 Un experimento aleatorio es un experimento donde, al reproducirlo varias
veces bajo las mismas condiciones, varios resultados son posibles. Se puede decir cuales son,

pero no se puede asequrar cual de ellos ocurrird.



1.1. Definiciones y resultados bdsicos

Ejemplo 1.1 El lanzamiento, utilizando las manos, de una moneda con las dos caras dis-
tintas (dguila y sol) es un experimento aleatorio ya que se sabe que sus resultados posibles
pueden ser aguila o sol, pero no se sabe con seguridad cual de los dos saldra en cada lanza-
miento. En cambio, el lanzamiento de una moneda que por los dos lados tenga sol (o dguila)
es un experimento determinista porque aunque se repita varias veces siempre se obtendrd el

mismo resultado, es decir, su resultado ya estd determinado.

Definicién 1.3 Un espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio. Se indicard un espacio muestral por . Un subconjunto del espacio

muestral de un experimento aleatorio es llamado evento.

Ejemplo 1.2 Considerando el experimento aleatorio del Ejemplo 1.1, su espacio muestral
es el conjunto {a,s} donde a representa “ dguila ”, s representa “ sol ”, los cuales son todos

los posibles resultados al lanzar una moneda.

Ejemplo 1.3 El experimento aleatorio de lanzar tres monedas de una sola vez y anotar el re-
sultado de cada una de ellas tiene el siguiente espacio muestral: Q = {(a, a, a), (s, a, a), (a, s, a),
(a,a,s),(s,s,a),(s,a,s8),(a,s,9),(s,s 5)}. En este caso los elementos de este conjunto son
“ternas” porque cada entrada de ellas es el resultado de cada una de las monedas. Note que

las siguientes caracteristicas describen eventos relativos a este experimento:
1. En el primer lanzamiento se obtiene dguila.
2. En el primer y tercer lanzamiento se obtienen resultados distintos.
3. No hay dos resultados consecutivos iguales.

Los elementos de €2 que cumplen con cada una de estas descripciones son respectivamen-
te A1 = {(a,q,a),(a,s, a),(a,a,s),(a,s,s)}, A2 = {(s,a,a), (a,a,s),(s,s,a),(a,s,8)} y
As ={(a,s,a),(s,a,s)}.

Definicion 1.4 Sea F una coleccion de subconjuntos de un conjunto . A F se le llama

o-algebra si y solo si:



1.1. Definiciones y resultados bdsicos

a) Qe F.
b) Si A€ F, entonces A° € F.

c) Si Ay, As,... forman una coleccion numerable de subconjuntos de F, entonces

UfilAlE}-

Definicién 1.5 Sea F una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto 2. Una medida p

sobre Q es una funcion p: F — [0,00] tal que:

a) p(0) = 0.
b) n(A) > 0 para toda A € F.

¢) Si A1, Aa, ... forman una coleccion finita o numerable de subconjuntos disjuntos de F,

entonces p({U, -y An) = > oey 1(Ay).

Si se tiene que () =1, entonces p es llamada medida de probabilidad y se representa

por P : F — [0,1] o solamente por P.

Definicién 1.6 Un espacio medible es una terna (2, F,pn) donde 2 es un conjunto, F
es un o-dlgebra de subconjuntos de Q0 y u es una medida sobre F. Si = P es una medida

de probabilidad, entonces (Q, F, P) es llamado espacio de probabilidad.

Observacién. CALCULO EMPIRICO DE UNA MEDIDA DE PROBABILIDAD.
Suponiendo que todos los elementos del espacio muestral {2 de un experimento aleatorio son
igualmente probables, entonces se puede calcular empiricamente la probabilidad de un evento

FE relativo a este experimento. Una forma de hacer esto es usando la siguiente expresion:

| E| nudmero de casos favorables relativos al evento

P(FE) = = .
(E) | Q] numero de casos posibles en el experimento
Ejemplo 1.4 Considere el Ejemplo 1.3. Suponga que todos los elementos de §2 son igual-

mente probables. La probabilidad del evento A; es % = %; la del evento As es también % = %

y la probabilidad del evento A3 es % = i.
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Definicién 1.7 Sean (9, F, u) un espacio medible y h una funcion que lleva un elemento
de Q0 a un elemento en R. Se dice que h es una funcién medible con respecto a F si

h™(B) ={w: h(w) € B} € F con B € B(R) donde B(R) es la o-dlgebra de Borel ! de R.

Definicién 1.8 Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (0, F,P) es
una funcidn medible con respecto a F que asocia elementos de (2, F,P) a elementos de
(R,B(R), Px), donde Px es la funcidn de probabilidad definida en B(R) inducida por la
variable X, es decir, para x € B C B(R)

Px(X =2)=PH{w e Q: X(w) =x}).

Ejemplo 1.5 Considere el espacio muestral del experimento descrito en el Ejemplo 1.1 y la

siguiente variable aleatoria:

X7 es una variable aleatoria relativa al experimento del Ejemplo 1.1 y
Xo = numero de dguilas en los dos ultimos lanzamientos es una variable aleatoria para el
experimento descrito en el Ejemplo 1.3 porque a cada elemento del espacio muestral le
asigna un valor real: a (a,a, a) le asigna 2 porque esta terna tiene 2 dguilas en sus tltimas
dos entradas, a (a, s,a) le asigna 1 porque solo tiene un dguila en sus tltimas dos entradas, a

(a, s, s) le asigna 0 porque no tiene dguilas en sus dos tltimas entradas, y asi sucesivamente.

Definicién 1.9 Un proceso estocastico X = {X; : ¢ € T} es una coleccion de variables
aleatorias que estan definidas sobre el mismo espacio muestral, estan indexadas por el con-
junto T y asumen valores en un mismo conjunto S C R. El conjunto T es llamado conjunto
de indices de X y la mayoria de las veces representa al tiempo. El conjunto S es llamado
espacio de estados de X. Si T es un subconjunto de Z entonces X es llamado proceso
estocastico de tiempo discreto o simplemente proceso estocastico discreto y si T es
un subintervalo de R entonces X se llama proceso estocastico de tiempo continuo, o

simplemente proceso estocastico continuo.

IVer Apéndice A, Definicién A.1.
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Observacion. Un proceso estocastico, en general, es utilizado para modelar un fenémeno

aleatorio a lo largo del tiempo.

Definicién 1.10 Sea X = {X; : t € T} un proceso estocdstico con espacio de estados
S ydonde T CZ oT C R. El proceso X es llamado un proceso de Markov si para
to,t1, .. ytn_1,t, 8 €T, To, 1, ..., Tn_1,T,4y €S contyg <t; <...<tph_1 <t lo siguiente

es valido:
P{Xt+s = y | Xt() = xo,th = T1y.-- ,thil = xn_l,Xt = I} = P{Xt_;,_s = y | Xt = x}

Observacion. La propiedad dada en la Definicién 1.10, llamada “propiedad de Markov”,
significa que la distribuciéon condicional de cualquier estado futuro de X dado los estados

pasados y el estado presente, depende tinicamente de éste tltimo y no de los estados pasados.

Definicién 1.11 Sea X = {X; : t € T} un proceso de Markov con espacio de estados S.
Si S C Z, entonces X es llamado cadena de Markov. Si T C Z, entonces X es llamado
cadena de Markov discreta y si T' C R, entonces X es llamado cadena de Markov

continua.

Definicién 1.12 Sea X = {X,, : n =0,1,...} una cadena de Markov discreta con espacio

de estados S. La probabilidad de transicién en m pasos de X se define por
P = Pt = 5| Xo = i}

coni,j €8, n,m>0. Cuando m = 1 se tiene que PL.(,?’”H) =P{Xp1=j| X, =i}y

en este caso se llamard probabilidad de transicién de X. Si

Pé?’"+m) no depende del

tiempo n el proceso es llamado homogéneo en el tiempo y se indica PZ-’?’”J””) = Pi(,;'n) Yy

o 1 1 . 4
para m =1 se indica P ) = P, ]-) = P; ;. Ademads se tiene que

)

1 si i=j,

0 s i#j.
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Observacion. La probabilidad de transicién en m pasos de una cadena de Markov X es la

probabilidad de que, estando X en el estado ¢ al tiempo n, esté en el estado j al tiempo n+m.

De ahora en adelante se trabajard con cadenas de Markov discretas y homogéneas en el

tiempo.

Definicién 1.13 Sea X = {X,, : n = 0,1...} una cadena de Markov con espacio de

estados S y probabilidad de transicion en m pasos Pi(gl),

i,7 € S, m = 0. La matriz

pim) :(Pi(?)) es llamada matriz de probabilidades de transicién en m pa-
J ) ie

sos de X. Cuando m = 1 se dird que PY) = P y se le llamard matriz de transicién de

X.

Observacién. Si | S |=n con n € {1,2,...} la matriz de transicién P tiene la siguiente

forma:
Py Pip ... Py

Po1 Pha ... Pun

s )

Propiedad 1.1 Sea P("™) :<Pi(;”)) < la matriz de transicion en m pasos de una cadena
RAVERTS

de Markov X = {X,, : n=0,1,...} con espacio de estados S. Entonces para toda m = 0:

a) P(™) tiene entradas no negativas, es decir, PiS?) > 0.

b) P(™) es una matriz estocdstica, es decir, ZjeS PZ(T) =1 para toda i € S.

10



1.1. Definiciones y resultados bdsicos

Demostracion.

a) Por la Definicién 1.12 se tiene que PL.(,?“) = P{X,1m =j | X, =i}, y por definicién de

probabilidad condicional se sabe que esta tltima expresién es mayor o igual a 0 2.

b) Sea i € S fijo. Entonces,

ZPiSj):ZP{Xn+m:j|Xn:i}

jes jes
=P Xngm € U{]}|anl
jes
=P{Xoym eS| X, =1}

=1

Lo mismo se tiene para toda i € S. La primera igualdad se tiene por definicién de pro-

babilidad de transicién en m pasos y la tercera igualdad vale dado que S = {J;cs{j}-

Teorema 1.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov)

Sea P(™) :(Pi(?)) B la matriz de transicion en m pasos de una cadena de Markov
’ 4,J€

X ={X, :n=0,1,...} con espacio de estados S. Sean m,r > 0 y tales que 0 < r < m,

entonces para toda i,j € S

(m) _ () p(m—r)
P =% PRI
kesS

2Ver Apéndice A, Definicién A .4.

11



1.1. Definiciones y resultados bdsicos

Demostracién. Note que

P = P{Xpim = j| X, = i}

P{X, =i}
_ Zkes P{Xn-‘rm = j7 Xn—i—r = k;Xn = Z}’
B P{X, =1}
_ Z P{Xn+m = jaXnJrr - k;Xn — Z} P{XnJrr - k;Xn = Z}
= P{X, =i} P{Xoyr =k, Xo = 1}
=3 P{Xnir = k| Xp = i} P{Xpym = j|Xnir =k, X, =i}
kesS
= Z P{Xn+r = k|Xn = i}P{Xn+nL = j|Xn+r = k}
kes
=Y Py,
kesS

La primera y ultima igualdad se tienen por la definicién de probabilidad de transiciéon en

m, 'y m — r pasos, la sexta igualdad se tiene por la propiedad de Markov.

Observacion. Note que para un espacio de estados finito se tiene que
ptm) — pm) . ptm) qonde P+ P y P(m) son matrices de transicién en n + m,
n y m pasos respectivamente de una cadena de Markov. Para ver que esta afirmacién es
verdadera note que
P i(,?m) - Z P i(,Z)P IEZ‘L)
kesS

_ p() . plm),

La primera igualdad se tiene por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y la segunda
igualdad se tiene por la definicién del producto entre dos matrices. Por lo tanto, conociendo

P se puede calcular P("") dado que

P —=p.p.p...P=pP"
| —

nfactores
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1.2. C(lasificacion de estados

1.2. Clasificacion de estados

Esta secciéon proveerd al lector de la informacién necesaria para encontrar y clasificar los

estados de una cadena de Markov por medio de algunas definiciones.

Definicién 1.14 Sean X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov, S su espacio de
estados y P :(Pi(’?))ijes su matriz de transicion en n > 0 pasos. Tome i,j € S. Se dice
que el estado j es acces’ible desde el estado i si existe un entero m > 0 tal que Pi(gl) >0
y se representa como i — j. Se dice que i y j se comunican (i < j) si y sdlo sii — jy
Propiedad 1.2 Fl concepto de comunicacion es una relacion de equivalencia, es decir, para

1,5,k € S se cumple que:

1. i i (reflexividad).

2. Sii < j entonces j < i (simetria).

3. Sii«— j, j< k entonces i — k (transitividad).
Demostracion.

1. Por definicién se sabe que
1 si i=j

0 si i#j.

pO _

]

Por lo tanto, existe un entero (que es 0) tal que Pi(g) > 0. Entonces ¢ — ¢ y por lo

tanto ¢ < 4.

2. Por hipétesis se sabe que ¢ «» j y por la Definicion 1.14 se tiene que esto pasa si y solo

sii— jyj — i Porlo tanto se concluye que j < 1.
3. Por hipétesis se tiene que i < j y j < k. Por tanto, existen n,m > 0 tales que Pif?) >0

y Pj(?) > 0, y entonces Pz(?)PJ“;:) > 0. Por otro lado se tiene que

n+m n m n m
Pz(k = Z Pi(,h)Pig,k) > Pi(,j)Pj(,k) > 0.
hes

13



1.2. C(lasificacion de estados

La primer igualdad de la expresién anterior se tiene por el Teorema 1.1 y la siguiente

desigualdad se obtiene dado que todos los sumandos de la sumatoria son no negativos.

Haciendo 7 = n 4+ m se tiene que existe r > 0 tal que Pz(;;) > 0, por lo que ¢ — k. De
forma andloga se puede demostrar que si k — j y j — i, entonces k — 4. Esto concluye

la demostracion.

Nota. Ya que el concepto de comunicacién es una relaciéon de equivalencia, se puede formar
una particién en S donde los estados que forman una clase de equivalencia son los que se

comunican entre si.

Definicién 1.15 Se dice que una cadena de Markov es una cadena irreducible si tiene

una unica clase de equivalencia, es decir, si todos sus estados se comunican entre si.

Definicién 1.16 Sean X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov, S su espacio de

estados y P = (Pi(?)) B su matriz de transicion en n pasos. Tome i € S. El periodo
REENIS

de i estd definido por

d(i) = m.c.d.{n > 1| P? > 0}.

Si Pi(;) = 0 para toda n > 1 entonces d(i) = 0. Si d(i) = 1 entonces se dice que i es

aperidédico.

Definicién 1.17 Se dice que una cadena de Markov es aperiddica si todos sus estados son

aperiodicos.

Propiedad 1.3 La periodicidad es una propiedad de clase, es decir, para i,57 € S, S el

espacio de estados de una cadena de Markov, sii < j, entonces d(i) = d(j).

Demostracién.
Sea X = {X,, : n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados S y matriz de

transicién en m pasos P(™) = (PZ(T)) . Por hipétesis tenemos que existen ni,ng > 0
1,]€

14



1.2. C(lasificacion de estados

tales que PZ(;“) >0y Pj(yf) > 0. Usando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (Teorema
1.1) se tiene que

P S BB 5 BB 5 0
kesS

La primera desigualdad es porque los elementos de la suma son todos positivos y la segunda
desigualdad es por la hipétesis de que los dos términos son estrictamente mayores que cero,
y por tanto, su producto también lo es.

Por otro lado, sea r > 1 tal que Pl(;-') > 0, por lo que

(natr4m1) _ (natr) p(m1) _ (12) p() p(11) < p(12) () pn1)
by =Y BB =) Y B RLRS 2 PP RYRTY > 0.
keS k€S hes

La primera igualdad es por el Teorema 1.1 aplicado a P]-(Z2+T+m)

, la segunda igualdad es
por el mismo teorema pero aplicado a Pj(zﬁr). Las dos desigualdades siguientes son por el

mismo argumento usado para demostrar que P;?1+n2) > 0.

Como d(j) = m.c.d{n =1 |P]-(Z-) > 0} entonces d(j) divide a ny 4+ ng y también divide a
n1 + 7 + ng, por tanto, (n1 + 7 +n2) — (n1 + n2) = r también es dividido por d(j). De esta

manera d(j) divide a cualquier entero que sea elemento del siguiente conjunto:
_ (s)
D={s>1[|F} >0}

Dado que d(i) € D se tiene que d(j) divide a d(7). Del mismo modo se puede ver que d(i)
divide a d(j). Por tanto d(j) = d(i).

Definicién 1.18 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov con espacio de

estados S y matriz de transicion P = (Pi,j> o Tome i,j € S. Se indicard por fi(?) ala
i,j€ ’

probabilidad de que, partiendo del estado i, la primer visita al estado j sea en n pasos,

n =1, y se define por:

fz(f;) :P{Xern:];Xers #],5:1,,n71|Xm:71}
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1.2. C(lasificacion de estados

En particular, fi(’?) es la probabilidad de que, partiendo del estado i, el primer retorno ai es
en n pasos. Para n = 0 se define fi(g) = 0 y para n = 1 se tiene que

fi(;) = P{X,11 = j|Xm =i} = P j donde i podria ser igual a j.

Lema 1.1 Sea X = {X,, : n =0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados S.

Parai,j €S yn > 1 lo siguiente es vdlido:

() _ N p(B) pn—h)
Py = R
k=0

Demostracion.

Esta igualdad se deriva de que el evento
{la cadena parte del estado i y debe llegar al estado j en n pasos}
es lo mismo que considerar todas las posibles realizaciones del siguiente evento:

E, = {la cadena parte del estado i, debe terminar en el estado j en n pasos

y la primera llegada a j ocurre en k pasos}

(con k < n). Por tanto,

{(Xpmin = j|Xm =i} = U E}. (1.1)
1<kLn

Ademas, para 1 < k < n vale

P(Ey) = P{Xpik =5, Xmts #Js=1,....k—1|Xmn =i}
_ (k) p(n—k)
o f@jfzJ )
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1.2. C(lasificacion de estados

(O)P(n) Z (k) (n k)

(]) p(n—F)
f ]J :

|
M:

ke
Il

0

La primer igualdad es por definicién de probabilidad de transicién en n pasos, la segunda
igualdad es por la férmula (1.1), la tercera igualdad es por definicién de la probabilidad de
la unién de eventos mutuamente excluyentes (los eventos Ej son mutuamente excluyentes
porque estando en i el proceso puede ir por primera vez a j en k pasos donde k puede tomar
solo un valor, de 1 hasta n, y después debe regresar a j en n — k pasos). La cuarta igualdad

es solo la sustitucién de P(Ey) y la quinta igualdad es porque fi(f;-) =0.

Lema 1.2 Sean X = {X,, :n=0,1...} una cadena de Markov con espacio de estados S y

1,7 € S. Entonces paran > 1

k k
f(,?) (n) [Z f() (n )]

17



1.2. C(lasificacion de estados

Demostracion.

P = Z FB P

k=0

k=0

1
k —k
= AR
0

B
Il

La primera igualdad se tiene por el Lema 1.1 y la tdltima igualdad se tiene porque por

definicién Pj(g) = 1. Por tanto el resultado se sigue.

Definicién 1.19 Sean X = {X,, : n = 0,1...} una cadena de Markov, S su espacio de
estados y 1,7 € S. La probabilidad de alcanzar alguna vez al estado j partiendo del estado
i €es

o0

fi; = Z fi(,?)-

n=1

En particular, fi; =3, Z-(;-l) es la probabilidad de regresar alguna vez al estado 1.

Lema 1.3 Sea X = {X,,: n=0,1...} una cadena de Markov con espacio de estados S y

sean i,j € S. Entonces, f; ; >0 si y solo sii — j.

Demostracion.

(i) Por hipdtesis se tiene que f; ; > 0, es decir,

ST >o. (1.2)
n=1
También se sabe que f(") >0conn=1,2,... porque es una probabilidad condicional.

Asi podemos decir que por lo menos un elemento de la suma (1.2) es mayor a cero, es

decir, existe un entero, digamos ny > 1 tal que f("1 > 0.

18



1.2. C(lasificacion de estados

Por el Lema 1.1 se tiene que

(n1)

Esto implica que P; ; p(nl n1)

> 0 ya que cuando k = n se tiene que el producto f("1

es estrictamente mayor que cero dado que P( ) =1 y f (m) > 0,

Por lo tanto se tiene que existe un entero n; > 0 tal que P("l) > 0, es decir, 7 — j.

(ii) Por hipdtesis se tiene que existe un entero m > 1 tal que Pi(m) > 0 ya que ¢ — j.

Adicionalmente, por el Lema 1.1 se tiene que P Zk of (k) mfk) > 0.

Tomando en cuenta que fl(];) >0y Pj(?_k) > 0con k=0,...,m por ser unas proba-
bilidades condicionales, se puede concluir que existe un entero, digamos mq, tal que

1<m; <m, fm1)>0yP(m m) .

. _ 0 (n)
Asfi, por lo menos un sumando de f;; = 7, f;’ es mayor a cero, por lo que f;

también es mayor a cero.

Definicién 1.20 Sea X = {X,, : n=0,1...} una cadena de Markov con espacio de estados
S yseai€es.

a) Se dice que i es recurrente si y sdlo si f;; = 1.
b) Se dice que i es transitorio si y sdlo si f;; < 1.
Observacion. La Definicién 1.20 se puede interpretar como sigue:
a) i es recurrente si es seguro regresar a él en un periodo finito de tiempo.

b) i es transitorio si hay una probabilidad positiva de no regresar a él.
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1.2. C(lasificacion de estados

Proposicién 1.1 Al menos un estado de una cadena de Markov con espacio de estados

finito es recurrente.

Demostracion.

Esta proposicién se demostrara por contradiccién. De esta forma, suponga que la hipdtesis
no es cierta, es decir que todos los estados son transitorios. Sea X = {X,, : n=0,1,...} una
cadena de Markov y S = {0,1,..., N} su espacio de estados donde todos son transitorios.
Asi, después de algin tiempo finito, digamos tx, la cadena ya no regresard al estado k
para toda kK = 0,1,..., N con probabilidad positiva. Entonces después del tiempo finito
t = max{to,t1,...,tn} la cadena no regresard a ningiin estado con probabilidad positiva, lo
cual es una contradiccién, ya que ésta debe estar en algin estado después de este tiempo.

Por lo tanto, al menos un estado de la cadena es recurrente.

Teorema 1.2 Sea X = {X,, : n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados

S y matriz de transicion en n pasos P = (PZ(?)) o Tome i € S.
7 Jije

n) _

1. El estado i es recurrente si y sélo siy o, P™ = .

2. El estado i es transitorio si y sélo siy PZ-(:) < o0.

Demostracién.
Considere la variable aleatoria N; que cuenta el nimero de veces que la cadena X regresa

al estado 7. También considere la siguiente funcién indicadora:

1 si Xn,=i
H{X, =i} =
0 si X, i

Note que N; se puede expresar de la siguiente manera:

o0
N; = ZI{Xn =i}.
n=0
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1.2. C(lasificacion de estados

El nimero esperado de veces que X regresa a ¢ suponiendo que comienza de nuevo en éste
estado es:

E[Ni|Xo =il =E |Y I{X,=i}|Xo=i

n=0

=" BU{X, = i}|Xo =]

=Y {1 P[X, =i|Xo =]+ 0 P[X, #i|Xo = i]}

n=0

=Y PIX, =i|Xo =1
n=0

= Zpi{?), (1.3)

La primera igualdad es por definicion de V;, la segunda igualdad es una propiedad de la
esperanza condicional, la tercera igualdad es por definicién de esperanza condicional 3 y la

ultima igualdad es por la definiciéon de probabilidad de transicién en n pasos.

1. (i) Suponga que i € S es recurrente, es decir, la cadena regresard a él en un ntmero
finito de transiciones. Considerando que la cadena comienza en este estado (es posible
hacerlo ya que X es una cadena de Markov, por lo que no importa que valores haya
tomado antes de su primer visita a ¢), entonces nuevamente regresars a este estado y
asi, regresard un ntimero infinito de veces. De esta forma N, tiene valor infinito y por
lo tanto

Consecuentemente, por la férmula (1.3)

oo

Z Pi(;) = 0.

n=0
2. (i) Suponga que ¢ € S es transitorio, entonces por la Definicién (1.20) se tiene que

fi,i < 1. También suponga que N; = k. De esta forma

P[N; = k| Xo =] = (fi.)* (1 = fi.) (1.4)

3Ver Apéndice A, Definicién A.5.
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1.2. C(lasificacion de estados

para k = 0,1,... ya que f;; es la probabilidad con la que X regresa cada vez a i, y
1 — fi,; es la probabilidad con la que no vuelve nunca més después de haber visitado

a 1 las k veces.

Note que la férmula (1.4) es una distribucién Geométrica con pardmetro 1 — f; ; y por

tanto su valor esperado es es decir,

1
1_f7,,i )
1

BINiXo =i = =

Finalmente, tomando en cuenta la férmula (1.3) se concluye que

o0

ZP’L(,;L): 1f1f__ < o0.

n=0

Para demostrar los inversos del teorema se procederd por contradiccion.

1. (ii) Por hipdtesis se sabe que Y07 P(") = 00. Suponga que i € S es transitorio. Por

2. (i) se tiene que
Z P, ”) < 00,
lo cual contradice a la hip6tesis. Por lo tanto, ¢ no puede ser transitorio, es recurrente.

2. (ii) Se tiene por un argumento similar al dado en 1. (ii).

Proposicién 1.2 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov con espacio de

estados S y matriz de transicion en n pasos P = ( (?)) o Sean i,j € S. Si i es
MEENIS

recurrente y 1 < j entonces j es recurrente.

Demostracion.

Por hipétesis se tiene que i € S es recurrente, es decir ZT o P, (T) = 00 y que existen

ni,ne = 0 tales que P(nl) >0y P(nz) > 0. Por un lado se tiene que para r > 0
(notr+ny) _ (n2+r) (m) (n2) p(r) (m) (n2) p(r) p(n1)
P => PR =N "N PR P > P PP,
kes keS hes
Las dos igualdades son por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (Teorema 1.1) y la de-

(nz)P(T)P(m)

sigualdad es porque P es elemento de la suma doble de sumandos mayores o
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1.2. C(lasificacion de estados

iguales a cero.

Asi,

oo

Z (n2+7+n1) > ZP(Tn) (T)P(nl) P(n2)P(n1) ZP(")

2,7 T 1,7
r=0

La desigualdad se tiene porque cada término de la primer suma es mayor o igual a cada
término de la segunda suma, la primer igualdad es porque la suma sélo afecta a r y la

segunda igualdad es por hipétesis.
Por lo tanto, por el Teorema 1.2, j € S es recurrente.

Nota. Este resultado muestra que ser recurrente o transitorio también es una propiedad de

clase. Todos los estados en una misma clase son recurrentes o transitorios.

Definicién 1.21 Sea X = {X,,: n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados

S y matriz de transicion P = (Pm-) s Se dice que i € S es absorbente si y sdlo si
4,j€
P;=1.

Definicién 1.22 Sea X = {X, : n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados

S y seai € S. El tiempo del primer retorno al estado i estda definido por
T, =min{n >1: X1, =i| X, =i}
Por convension se dice que T; = oo si el primer retorno a i nunca ocurre.

Observacion. Sean X una cadena de Markov, ¢ € S y T; como en la Definicién 1.22,

entonces

P(T; :n):f‘(m-

Definicién 1.23 Sea X = {X, : n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados

S y sea i € S. El nimero esperado de transiciones necesarias para regresar por
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primera vez al estado ¢ es:
oo (n) ..
Dot nf,t-,i st i es recurrente
i = B(T| X = 1) =
00 st 1 es transitorio.

Definicién 1.24 Sea X = {X,,: n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados

S. Tome i € S recurrente.
1. Si p; = oo entonces i es llamado recurrente nulo.
2. Si p; < oo entonces t es llamado recurrente positivo.

Definicién 1.25 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov y S su espacio de

estados. X es irreducible si i < j para todo 1,5 € S.

Definicién 1.26 Sea X = {X,, : n=0,1,...} una cadena de Markov. X es llamada cadena
ergédica si es irreducible, aperiddica y si todos sus estados son recurrentes positivos. Si el
espacio de estados S de X es finito entonces para que X sea ergédica basta que sea irreducible

y aperiddica.

1.3. Distribucién limite y distribucion estacionaria

Esta seccién presentara otros conceptos que también son bésicos en la teoria de las cadenas

de Markov y ttiles para la comprensién de los capitulos posteriores de esta tesis.

Definicién 1.27 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov, S su espacio de

estados y P = (PZ(?)) su matriz de transicion en n pasos. Se llama distribucion
’ i,jES

limite de X al lim,, . Pi(fjl) cuando éste existe y no depende del estado i.

Proposicién 1.3 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov aperiddica e irre-

ducible con espacio de estados S. Tome i,j € S. Asi,

ltm P = L.

n—oo v /’[/]
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Demostracién. Ver Grimmett y Stirzaker (1982).

Proposicién 1.4 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov aperiddica e irre-

ducible con espacio de estados S.
1. Sij € S es recurrente positivo entonces lim,,_, s, Pf? >0,2€ 8.

2. Sij €8 es transitorio o recurrente nulo entonces lim,_, PZ(?) =0,7€ 5.

Demostracion.

1. Como j € S es recurrente positivo se tiene que p; < 0o, es decir, 22021 n f;?) converge.
Por otro lado, como X es irreducible y aperiédica, usando la Proposicién 1.3 se tiene
que

w1
lim P = — > 0.
n—oo ’ M]

2. 8i j € S es transitorio o recurrente nulo entonces j; = co. Entonces

w1
lim P = — =0.

n—o0 v M]

Definicién 1.28 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov y S su espacio de

estados. La distribucién inicial de X estd indicada por mo(i), i € S y estd definida por
’/T()(i) = P(Xo = Z)

Definicién 1.29 Sea X = {X, : n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados

S y matriz de transicion P :(Pi’j)i,jes' Al conjunto m = {n(j) : j € S} que satisface
a) w(j) = 0 para toda j € S,
b) ZjeS W(J) =1,
c) m(j) = > icg () P;; para toda j € S,

se le llama distribucion estacionaria de X.
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Definicién 1.30 Sea X = {X, : n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados

S. La distribucién al tiempo n de X, n > 1, indicada por m,(i), i € S, estd definida por

Proposicién 1.5 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov con espacio de

estados S, con matriz de transicion P = (Pi,j) & con distribucion al tiempo n (i),
i,j€

ie S, n=01,...ynm={n(i):i € S} su distribucion estacionaria. Si mo(i) = (i) para

toda i € S entonces m, (i) = 7(i) para toda i € S y para todan > 1.

Demostracion.

Haciendo esta demostracién por induccién sobre n se tiene lo siguiente:
1. Tome n = 1. Asi
’/Tl(i) = P{Xl = Z}

=Y P{X1 =i|Xo = k}P{Xo = k}
kes

= Z Pkﬂ'ﬂ'(k’)

kesS
= 7(i).
La primera igualdad es por la Definicion 1.30, la tercera igualdad es por definicién de

probabilidad de transicién y por hipdtesis, y la ultima igualdad es por la Definicién

1.29, c).
2. Suponga que la igualdad es cierta para n = m, es decir, 7, (i) = 7(¢) para toda i € S.

3. Demostrando para n = m + 1 se tiene:

Tm+1(i) = P{Xm41 =i}

=Y P{Xpi1 =i|Xp =k} P{X,, =k}
keS

= Z Pk7i7T(k')

keS

= 7(1).
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Definicién 1.31 Sea X = {X,, : 0,1,...} una cadena de Markov. Se dice que X es una

cadena estacionaria si su distribucion inicial es igual a su distribucion estacionaria.

Observacién. Sea X = {X, : 0,1,...} una cadena de Markov con distribucién
estacionaria m = {w(j) : j € S}. Se dice que X ha alcanzado su estado estacionario

al tiempo n cuando P(X,, = j) = n(j) para toda j € S.

Teorema 1.3 Sea X = {X,, : 0,1,...} una cadena de Markov ergddica con espacio de

estados S y matriz de transicion en n pasos P(™ = (Pf?) s El conjunto
J /e

- {w(j) — lim P™ >0,i€S,je S}

n—oo “J

es la unica distribucion estacionaria de X.
Demostracion.

1. Por ser X una cadena ergddica todos sus estados son recurrentes positivos, por lo que
)

limy, 00 PZ(? es mayor a cero y por tanto se cumple que 7(j) > 0.

2. Se debe demostrar que 7(j) = >,.g7(i)P;; con j € S. Primero se demostrara que
HOEDILOL (15)
i€S

para toda n > 0 y para toda j € S.

a) Suponga que S es finito. Por el Teorema 1.1 se sabe que para n,m > 0

(m+n) (m) p(n)
P = P
€S

Haciendo tender m a infinito se tiene que

tim P =37 (1 P P

m—0o0 h.j m— 00 ¥
i€S

Finalmente,

(i) = w(i)PY.

€S

27



1.3. Distribucion limite y distribucion estacionaria

b) Suponga que S es numerable. Sabemos que

P(m+") ZPf(LT)P’L(?) > Z P}ET) z(?)
€S

para toda M € Sy m,n > 0. La igualdad de arriba es por el Teorema 1.1 y la

desigualdad es porque la segunda suma es una parte de la primer suma.

Haciendo tender m a infinito se tiene que

M
ttm P > (i P P,
=0

Asi,
M

() = Y w(i)P
i=0
para toda M € S. Cuando M tiende a infinito se tiene que
M oo
lim w(j) =n(j) > lim Y a@)PY =3 ()P

M—co M—o0 4 .
=0 =0

Hasta aqui se tiene entonces que m(j) = > ,cq (i )P( ") con j € §yn >0, pero

3
suponiendo que
) > > w(i)P (1.6)
€S
con j € Syn >0 se llegard a una contradiccién: al considerar la suma sobre j

en (1.6) se tiene que

PRLOEDBYBLOLVED BLODBLVED D)

jES jeS €S €S jeS i€S

donde la ultima igualdad ocurre ya que, por la Propiedad 1.1, P(n) =

JjES
para toda i € S y n > 0. Por lo tanto
() = w(@)Py.
€S
En particular, cuando n = 1 se tiene que
n(j) = w(@)P,
€S

para toda j € S.
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1.3. Distribucion limite y distribucion estacionaria

3. Ahora se debe demostrar que ;¢ m(j) =1 con m(j) = lim, .o PZ(?)

a) Suponga que S es finito. Por el inciso b) de la Propiedad 1.1 se tiene que
(n) _
2Ry =1
jE€S
para toda ¢ € S y n > 0. Haciendo tender n a infinito entonces
y )\ _
5 (i 7)1
jes
por lo que

> ow(j) =1

jes
b) Suponga que S es numerable. Por un lado se tiene que
M
_ (n) (n)
TSR
jes j=0
para toda M € S y para toda n > 0. Si n tiende a infinito entonces
M " M
z n .
= (nh_,n.}opi,j ) =>_ )
j=0 j=0
para toda M € S. Ahora, cuando M tiende a infinito
M
1> lim > w(j) =D 7(j),

M—o0 4 .
j=0 JjES

lo cual indica que .5 7(j) converge.

Ademas note que
(n)
Pi,j <1

para toda j € S y para toda n > 0 por ser una probabilidad condicional, por lo
)

n .
que PZ-( ; es uniformemente acotado.
,
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1.3. Distribucion limite y distribucion estacionaria

Por lo tanto, si n tiende a infinito en la expresién (1.5) se tiene que
Tim w(j) = (j) = > w() (1im PY) =3 #(@)w(i) = w(7) Y 7(0)
ies ies ies

y asi

1= Zﬂ'(l)

€S
ya que por hipétesis 7(j) > 0.
4. Ahora se debe demostrar la unicidad de esta distribucién. Suponga que existe v; con
j € S tal que el conjunto {v; : j € S} sea una distribucién estacionaria de X, es decir,

cumple con lo siguiente:

a) v; 2 0 para toda j € S,

b) ZjeS I/j = 17

¢) vj = ;cqViPij paratoda j € S.

Se demostrard que v; = 7(j) para toda j € S. Para esto primero note que por hipétesis
la férmula (1.5) también es vélida para el conjunto {v; : j € S}:
Vi = Z VzPZ(’?) (17)
€S
para toda n > 0 y para toda j € S. A partir de aqui se dividira esta demostracién en

dos casos.

a) Suponga que S es finito. Haciendo que n tienda a infinito en la expresién (1.7) se

tiene

vi =Y wi(lim PY) = 3" vir(j) = 7(j)

i€S €S

donde la ultima igualdad es véalida ya que por el inciso b) de la hipétesis a res-

pecto de v(+), 3 ;cgv; = 1.

Asi,



1.3. Distribucion limite y distribucion estacionaria

para toda j € S.

b) Suponga que S es numerable. De la expresién (1.7) se tiene que

Z VZP(n

para toda M € S. Tomando el limite cuando n tiende a infinito se tiene
M M
nler;O vi=v; > nh_{gozylp(n Zyi (nh_{{.lO Pé?) = Zym(j) (1.8)
i=0 i=0
para todo M € S. Si M tiende a infinito en la expresién (1.8) entonces

lim v; =v; > lim Zl/z Zz/z ) =m(j). (1.9)

M—oco M—oco
i€S

La tltima igualdad se tiene por el inciso b) de la hipdtesis a respecto de v(-).

Por otro lado, también de la expresién (1.7) se deduce que

Z viP" + Z vi P (1.10)

1=M-+1

para toda n > 0.

Dado que PZ(?) 1 para toda n > 0 por ser una probabilidad condicional, se

tiene de la expresion (1.10) que

<ZV1P(")+ i vi

i=M+1

para toda n. Cuando n tiende a infinito en la expresién anterior se tiene

M ) M [eS)
lim v; =v; < Zyi ( lim Pé?) + Z v = Zyﬂr(j) + Z vi. (1.11)
e i=0 e i=M+1 i=0 i=M+1

Ya que ), g v = 1 se tiene

M 0
Sut Y we
1=0 i=M+1



1.4. Cadenas de Markov reversibles en el tiempo

y la expresién (1.11) se convierte en
M M
vj < Zuﬂr(j) + <1 - ZV,-) )
=0 =0

Si M tiende a infinito en la expresién anterior entonces

lim v; =v; < Zl/iﬂ'(j) + (1 - Zl/l> =m(j) Z v; = m(j). (1.12)

M—o0
€S €S €S

Finalmente, de las expresiones (1.9) y (1.12) podemos concluir que
v; =m(j)
para toda j € S.

Observacion.

a) Sea X = {X, :0,1,...} una cadena de Markov aperiédica e irreducible con espacio de
estados S. Si todos sus estados son recurrentes nulos o transitorios entonces no existe

la distribucion limite de X.

b) La distribucién estacionaria m(-) de una cadena de Markov X = {X,, : 0,1,...} con
espacio de estados S se puede interpretar como la probabilidad de que la cadena
esté en el estado j € S dado que suficiente tiempo ha transcurrido desde el momento

en que se empieza a observar la sucesion.

1.4. Cadenas de Markov reversibles en el tiempo

Esta seccion hablara de una propiedad con respecto al tiempo que tienen algunas cadenas

de Markov y que serd 1til en los siguientes capitulos de esta tesis.

Definicién 1.32 Sea X = {X,, :n=...,—-1,0,1,...} una cadena de Markov estacionaria

con espacio de estados S y matriz de transicion P = (Pi,j) . La cadena reversa en el
i,jES
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1.4. Cadenas de Markov reversibles en el tiempo

tiempo con respecto a P;; de X es el proceso estocdstico X* ={X}:n=...,-1,0,1...}

definido por el siguiente condicional:
Si X = Xy entonces X, 1 = X, 1 para todan =0,1,....

Es decir, X* es la cadena X pero observada del presente al pasado: si X es el estado
presente de la cadena X*, sus estados pasados son X, y1, Xnt2, ... y sus estados futuros

son Xp—1, Xn—2, ...

Observacién. En el caso de una cadena de Markov X = {X,, : n =0, 1, ...}, ser estacionaria
es equivalente a imaginar que la cadena empezd en el tiempo —oo y por tanto en el presente ya
estd en el estado estacionario, por lo tanto se puede escribir X = {X,:n=...,-1,0,1,...}

y por tanto X* también puede extenderse para n € Z.

Proposicién 1.6 Sean X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov estacionaria, S
su espacio de estados, P = (P, ;)ijes su matriz de transicion, 71 = {m(i) : i € S} su
distribucion estacionaria y X* su cadena reversa en el tiempo. Entonces, X* también es

una cadena de Markov con espacio de estados S. Su probabilidad de transicion P;;, i,j € S

estd definida por
Pro=P{X*,, =j|X=il= _ﬂ(j)p.i
2y n+ n 7T(’L) Js

para toda i,j € S.

Demostracion.

Para que X* sea una cadena de Markov debe cumplir que
P{X;+m = in+m|X;; =lpy..es T*L+m—1 = in+m—1} = P{X:L-‘rm = in+m|Xr*L+m—1 = in+m—1}

donde n,m =0, iy, ..., tntm—1,tn+m € S.
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1.4. Cadenas de Markov reversibles en el tiempo

P{Xn—i-m = Zn-i-ler*L =lns--- ’Xn+m—1 = 'Ln-i—m—l} =

P{Xn—m = in+m|Xn = in; ce aXn—m+1 = in+m—1}’ =

P{anm = Z‘ner,; anerl = Z‘ner,fla cee 7Xn = Zn} o
P{Xn—m-i-l = in-l—m—lv ey Xy = 'Ln}

P{anm - Z‘ner; Xn7m+2 - Z‘ner72a s 7Xn - Z‘n|)(n7m+1 - Z‘nerfl} %
P{Xn—m+2 = in+m—27 sy Xy = iann—m—i-l = in+m—1}

P{Xn—m-i-l = in+m—1}’ _
P{anerl = Z‘nJrrnfl}

P{anm == in+m|Xn7m+1 == 'Z;nerfl}X

P{Xn—m—i-2 = in+m—2; o aXn = in|Xn—m+1 = in+m—1} _
P{anerQ = Z‘ner72; s 7Xn = Z‘n|Aaner1 = Z.nerfl}

P{anm == in+m|Xn7m+1 == Z‘ner,fl} -

P{X; o = tngm| X imo1 = ingm—1}-

La primera y ultima igualdad se tienen por la Definicién 1.32 y la cuarta igualdad se tiene

porque la cadena X satisface la propiedad de Markov, la cual es equivalente a la siguiente

igualdad *:
P{Xn—i-m = in-l—mv Xn+m—2 = in—i—m—Qa ce 7XO = iO|Xn+m—1 = in+m—1} =
P{Xner = in+m|Xn+m71 = inerfl}P{XnerfQ = Z-ner72; cee 7X() = Z-O|AXrner71 = Z-nerfl}-

Por otro lado se tiene que

PiTj - P{X:LH = j|X:L - Z}
P{Xn—l =7, Xn = Z} P{Xn—l :]}
P{X, =i}  P{Xp_1—=j}
P{Xn - ian—l :j}P{Xn—l = J}
P{X, =i}

4Ver Apéndice A, Lema A.1.
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1.4. Cadenas de Markov reversibles en el tiempo

La primera igualdad es por definicién de probabilidad de transicién y la dltima igualdad es
también por la definicién de probabilidad de transicién y porque se esta suponiendo que X

es estacionaria (Proposicién 1.5 y Definicién 1.32).

Propiedad 1.4 Sean X ={X,,:n=...,-1,0,1,...} una cadena de Markov estacionaria,
S su espacio de estados, P = (P;;)ijes su matriz de transicion, 1 = {n(i) : i € S}
su distribucidn estacionaria y X* = {X: :n = ...,—-1,0,1,...} su cadena reversa en el

tiempo. La distribucion estacionaria de X* también es 7.

Demostracion.

Por ser m = {7 (j) : j € S} distribucién estacionaria de X cumple que
1. w(j) = 0 para toda j € S,
2. Y jes™) =1,
3. m(j) = 2 ;es (i) P j para toda j € S.

Como X* estd definida también en S entonces 7(j) cumple con las primeras dos propiedades

anteriores, por lo que solo debe demostrarse que 7(j) = >, o (i) P;’; para toda j € S.

=(j) ZPN

i€S
= 7(j)

La primera igualdad se obtiene sustituyendo la expresion para P;; y la tltima igualdad es

por la Propiedad 1.1.

Definicién 1.33 Sean X = {X,, :n=...,—-1,0,1,...} una cadena de Markov estaciona-

ria, S su espacio de estados, P = (Pm-) su matriz de transicion, m = {m(i) : i € S} su
i,jES
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1.4. Cadenas de Markov reversibles en el tiempo

distribucion estacionaria y X* ={X*:n=...,-1,0,1,...} su cadena reversa en el tiempo

con matriz de transicion P* = (Pl*]) . St P}, = P j para toda i,j € S se dice que X

i,jES
es una cadena reversible en el tiempo con respecto a .

Propiedad 1.5 Sean X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov estacionaria, S
su espacio de estados, P = (Pm-) su matriz de transicion y m = {mw(i) : ¢ € S} su
ij€

distribucion estacionaria. X es reversible en el tiempo con respecto a w si y solo si
(i) P = m(j) Py (1.13)
para toda i,j € S.

Demostracion.

(i) Suponga que X es reversible en el tiempo, es decir que P

i = b j. De aqui

:((Z; P;; =P, ;, por lo que 7(3)P; ; = w(j)Pj ;-
(ii) Ahora suponga que 7(i)P;; = w(j)P;;. En consecuencia P;,;, = :rr(d? P;; y por la

Proposicion 1.6 el lado derecho de la igualdad es P;;.

Asi X es reversible en el tiempo.

Nota. La igualdad (1.13) es llamada ecuacién detallada de balance.

Propiedad 1.6 Sean X = {X,, : n =0,1,...} una cadena de Markov estacionaria, S su
espacio de estados, P = (Pi,j) su matriz de transicion. Supongamos que X satisface la
i,jES

ecuacion
f@)P;; = f(5)Pj (1.14)

para toda i,j € S, donde f es una funcion de probabilidad definida sobre S.
a) La funcion de probabilidad f es la distribucion estacionaria de la cadena X .

b) La cadena X es reversible en el tiempo con respecto a f.
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1.4. Cadenas de Markov reversibles en el tiempo

Demostracion.
a) Para asegurar esto se debe ver que:
i) f(4) = 0 para toda j € S,
i) Y5 S0) = 1,
iii) f(j) = > ;cq f(i)Pi; para toda j € S.

Por ser f una funcién de probabilidad sobre S se cumplen los incisos i) y ii) °. Falta

verificar iii). Tome j € S, entonces

Y F@P; =Y fU)P

€S €S

=f()D_ P

€S

= 1)

La primera igualdad se tiene por la expresién (1.14) y la dltima igualdad se tiene ya

que ), g Pji = 1 segin la Propiedad 1.1.

b) Por a) se sabe que f es la distribucién estacionaria de X, por lo que se cumple la ecuacién

(1.13) y por la Propiedad 1.5 la cadena es reversible en el tiempo con respecto a f.

5Ver Apéndice A, Definicién A.2.
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Capitulo 2

Ejemplos de Cadenas de Markov

En este capitulo se presentaran algunos ejemplos de cadenas de Markov relacionados con
la genética. Se encontraran las formas generales de sus probabilidades de transicién y se
clasificaran los estados de sus matrices de transicién, mostrando asi la utilidad de las cadenas

de Markov en esta drea de la ciencia.

2.1. Modelos de Wright-Fisher

En esta seccién se obtendran las probabilidades de transicién de las cadenas de Markov que

modelan la reproduccién aleatoria de una poblacién con determinadas caracteristicas.

2.1.1. Modelo haploide simple de reproduccién aleatoria sin con-
siderar la mutacién ni la seleccién

Considere una poblacién de tamano fijo 2N compuesta por dos tipos de individuos: aquellos

que tienen genes tipo A y los que tienen genes tipo B. Suponga que la reproduccién es

de tipo haploide (de un solo progenitor). Ademds, es igualmente probable que cualquiera

de los individuos se reproduzca y también suponga que cada individuo puede tener varios
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2.1. Modelos de Wright-Fisher

hijos. Cada nacimiento es independiente de los otros y no hay mutaciones (si el progenitor
es de tipo A, el descendiente serd también de tipo A) ni seleccién (la probabilidad de que un
individuo del tipo A se reproduzca es la misma que la probabilidad del de tipo B). Suponga
que hay i individuos del tipo A. Dado que el tamano de la poblacién es fijo, se tiene que
existen 2N — ¢ individuos del tipo B. La probabilidad de que un descendiente tipo A sea
generado es p; = ﬁ yva que 7 es el numero de individuos tipo A y no hay mutacién, por
tanto, los 4 individuos de este tipo son los posibles progenitores (casos favorables) y 2N es

el ndmero de individuos en la poblacién (casos totales).

TIFD A TIFO B
. I individuos 2M-1 individuos
n-esima
generacian: I O I S BN & & ®---- P
n+1-esima
generacidn: ORNOIEEEN S B 8-
| individuos 2M- individuns

Figura 2.1: Diagrama de la reproduccién aleatoria sin mutacion ni seleccién.

De la misma manera, la probabilidad de generar un descendiente de tipo B es

__ 2N-—i
qi = oN

=1- ﬁ porque los posibles progenitores son los individuos tipo B (pues no hay
mutacion), y existen 2N — i de tales individuos. Los casos totales son los 2N individuos de

la poblacion.
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2.1. Modelos de Wright-Fisher

Considere la cadena de Markov X = {X,, : n=0,1,...} donde
X, = numero de A-genes en la n-ésima generacion.

De esta forma, X tiene espacio de estados S = {0,...,2N} dado que en cualquier
generacién el numero de individuos de tipo A podria ser cero, en cuyo caso no habria
individuos de este tipo, o podria ser 2N y entonces no habria individuos tipo B, o podria

ser igual a cualquier niimero entre 0 y 2N.

Asi, la probabilidad de transicién de X es la siguiente:

2N i\’ [2N -\
P =P{X =j|X,=1}= — =
7 {Xnpr =71 Xn =1} (j ) (QN) ( 2N )

para todo i, j € S. Esto se debe a que de los 2N individuos de la generacién n + 1, se quiere
que j individuos sean de tipo A, asi que ;jde cuantas maneras podemos elegir, de toda la
generacién, a estos j individuos? La respuesta es de (QJN) maneras. Considerando que en la
n-ésima generacién aparece un descendiente tipo A con probabilidad ﬁ y que se quieren
j individuos de este tipo en la (n + 1)-ésima generacién entonces de aqui se tiene (ﬁ)J .

Adicionalmente se quiere que los otros 2N — j individuos sean de tipo B, cada uno con pro-

.\ 2N—j
babilidad 212V]\7 t de ser procreados en la generacién n-ésima, de aqui se tiene (W) .

2.1.2. Modelo haploide simple de reproduccion aleatoria consideran-

do la mutacién

Considere el modelo de reproducciéon dado en la subseccién anterior, pero ahora suponga
que existe la posibilidad de reproducir individuos mutantes. Por tanto, si el progenitor es de
tipo A, el descendiente es de tipo B con probabilidad «; y, si el progenitor es de tipo B, el
descendiente es de tipo A con probabilidad as. De igual manera, el tamano de la poblacién

en cada generacién se mantendra fijo, es decir, su tamano serda 2.
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2.1. Modelos de Wright-Fisher

M-esima
generacion:

h+1-gsima
fgeneracion:

TIPO A
I individuos

00 Q-0

80 $0

TIPO B
2M-1 individuos
o & ®----®

\)

00 @0

(En esta dltima generacidn hay | individuos tipo Ay 2h-j individuos tipo B)

Figura 2.2: Diagrama de la reproduccién aleatoria con mutacién.

Suponga que existen ¢ individuos de tipo A en una generacién dada. La probabilidad de que

sea procreado un individuo tipo A en la siguiente generacion es

v~ () - a0+ (B5) @)

Esto se debe a que en cada evento de reproduccion puede pasar s6lo uno de los siguientes

dos casos: que el progenitor sea tipo A y este no produzca un mutante (de donde se tiene el

primer sumando), 6 que sea tipo B, y si produzca un mutante (segundo sumando).

Analizando el primer caso se tiene que ﬁ es la probabilidad de que este individuo sea pro-
creado por alguien de tipo A (por haber en total ¢ individuos de este tipo en la generacién

reproductora) y 1 — a es la probabilidad de la no mutacién cuando el progenitor es tipo A.

En el segundo caso, 2N —i es el nimero de individuos tipo B en la generacién reproductora,

2N—i
2N

por lo que es la probabilidad de que un individuo en la generacién producida sea
procreado por alguien de tipo B, y as es la probabilidad de producir un mutante cuando el

progenitor es de tipo B.
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2.1. Modelos de Wright-Fisher

Por otro lado,

o= (55 ) 0+ (B 1 -an

es la probabilidad de que se genere un individuo de tipo B. Como arriba, tenemos dos posi-
bles casos: puede ser que el progenitor sea de tipo A y produzca un mutante, de donde

i

tenemos (5% )a, 6 puede que sea de tipo By produzca un no mutante, de donde se obtiene

el otro sumando.

De todo lo anterior se tiene que en este caso la probabilidad de transicién de
X ={X,:n=0,1,...} definido en el modelo anterior es:
P ; = P{Xp41 =7 | Xn =i}
_ (2N i\ (e g (B (i (=1 (1) AN
U 9N a oN ) oN ) 1 9N a2

= (V) @

para todo ¢,j € S. Esta expresién se obtiene ya que hay (QJN) maneras de elegir de un grupo

de 2N individuos (de la (n+ 1)-ésima generacién) a un grupo de j individuos tipo A, pero la
probabilidad para cada uno de ellos de ser de este tipo es p;, entonces la probabilidad de que
todos los j individuos sean de tipo A es (pi)j. Lo mismo se tiene para el grupo de los 2N — j

individuos restantes, los cuales deben ser de tipo B, y esto ocurre con probabilidad (qi)2N7j .

2.1.3. Modelo haploide simple de reproduccién aleatoria consideran-

do la seleccion

Suponga ahora que la fuerza de seleccién operara a favor de los individuos tipo A y que el
nimero esperado de sus descendientes es proporcional a 1+ s, con 0 < s < 1. Por otro lado,
para los individuos tipo B se espera que sea proporcional a 1. Se supone que cada generacion

mantiene su tamano en 2N donde si ¢ de los individuos en una generaciéon dada son del tipo
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2.1. Modelos de Wright-Fisher

A, el restante, es decir, 2N — i individuos, son del tipo B.

TIPQ A TIPO B

o I individuns 2MN-i individuos
n-ésima

generacion: OO Q-0 &6 @ - p

n+1-ésima
fgeneracian: OOOO0 -0 B &

| individuos 2N-] individuos

Figura 2.3: Diagrama de la reproduccién aleatoria con seleccién.

La probabilidad de que sea procreado un individuo tipo A estd dada por p; = élj\;rjzz dado
que por la fuerza de seleccién (1 + s)i es el nimero esperado de individuos de este tipo en
la generacién reproductora (es el nimero de posibles progenitores). Sin embargo se debe
cumplir que los (2N — ) individuos restantes en esta misma generacién, los de tipo B, man-

tengan su proporcién unitaria. Entonces el total esperado de individuos en la generacion

progenitora es (1 + s)i + 2N — i = 2N + si, el cual es el denominador en p;. !

2N—i
2N+si

La probabilidad de que sea generado un individuo tipo B es ¢; = porque, igual que
para p;, en la generacion reproductora se espera que hayan 2N — ¢ posibles progenitores y

se tienen 2N -+ si individuos en total.

INote que si i = 2N y en lugar de 2N + si se tuviera 2N en el denominador de p; se tendria que esta,

(1+4s)2N
2

probabilidad seria igual a N

= 1+ s, lo cual es una contradicciéon ya que por ser una probabilidad,
p; debe ser menor o igual a 1. Esto muestra que se debe considerar la proporcién de el nimero esperado de

individuos tipo A para el total esperado de individuos en cada generacién.
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Finalmente, la probabilidad de transicién de X = {X,, : n =0,1,...} definido en la primera
subseccion es:

IN i+si \? /2N —i\*N
Pi=P{X, =7l X,=iv=("" . .
7 X =71 i <3 ) <2N+sz) <2N+sz)

para todo i,j € S. Esta expresién se obtiene porque (Q;V ) es el nimero de todas las formas
en las que podemos elegir a un grupo de j individuos de los 2N que son en total, el segundo
factor es la probabilidad para este grupo de ser tipo A y el tercer factor es la probabilidad

para el grupo restante de ser tipo B.

2.2. Modelo de la reproduccion celular

En esta seccion se obtendran las probabilidades de transicién de la cadena de Markov que

modela la reproduccién celular.

Todas las células tienen una subunidad llamada nicleo donde estan localizados los cromoso-
mas que son las unidades donde se localizan los genes. Los genes a su vez estan formados de
subunidades llamadas nucledtidos, que en el proceso de reproduccion celular pueden producir
subunidades mutantes. Cuando los cromosomas se reproducen se dividen en dos (siempre
conservando su condicién mutante o no mutante) logrando que cada parte de la célula
también se divida en dos y, asi, ella se reproduzca. Suponga que un gen tiene N nucleétidos.
Al duplicarse se tendran 2N nucleétidos. En la etapa reproductiva éstas 2N subunidades se
repartiran aleatoriamente entre los dos nuevos genes, de tal manera que cada gen volvera a
tener NV nucleétidos. Este fenémeno se puede comparar con las extracciones de bolas de una

urna.

Sea X ={X,, : n=0,...} una cadena de Markov donde X,, = i si un gen, en la n-ésima
Y )
generacion, tiene una composicion de i subunidades mutantes y por tanto N —i subunidades

no mutantes. Por lo tanto X tiene espacio de estados S = {0,..., N} ya que en alguna
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2.2. Modelo de la reproduccion celular

generacién un gen podria tener puras subunidades no mutantes (i = 0), 6 podria tener to-
das sus subunidades mutantes (i = N), 6 podria tener cualquier cantidad, entre cero y N,

de subunidades mutantes.

Asi, la probabilidad de transicién de X es:
(e
(%)

para todo 4,7 € S. Esta expresion se obtiene por la siguiente razdén: suponga que un gen

Pij=P{Xnp=j| Xn=i}=

tiene N nucledtidos con ¢ de ellos mutantes. Después de duplicarse, habran 2N nucleétidos
con 2i de ellos mutantes y por tanto 2N — 2¢ no mutantes que deben repartirse entre los
dos nuevos genes, cada uno con un total de IV subunidades. Sin embargo, esto debe ocurrir
de tal manera que uno de los genes tenga exactamente j nucledtidos mutantes y por tanto
N — j no mutantes. Cabe preguntarse ;de cudntas maneras se puede elegir a un grupo de
j subunidades mutantes de las 2i que son en total? La respuesta es (2;) maneras, pero por

2N —2i

cada una de ellas hay otras ( N—j ) maneras en las que podemos elegir al grupo de los

N — j nucledtidos no mutantes del total de ellos que es 2N — 2i. Por esto, (2]1) (211\\,[:]21) es
el total de maneras en las que podemos formar al nuevo gen con j nucleétidos no mutantes

(casos favorables). Por tltimo, (%{,V ) es el total de formas en las que se pueden elegir de 2N

subunidades a un grupo de N de ellas (casos totales).

46



2.3. Clasificacion de estados

T

e
n-ésima ? :Ef{/ Gen compuesto por una tira de '
generacion: -l M nucledidos con algunos de
f g{&‘: ellos mutares (los peldafios H
s negros].

Divizion de la tira de nucledidos:

/ﬁ\

Tira nuewva de M nucledidos con E
algunos de ellos mutardes: F '

=]

GEN NUEYD: J
r+ -Ezims

QEMEracion:

Figura 2.4: Diagrama de la reproduccién celular.

2.3. Clasificacion de estados

En esta seccién se mostrard un ejemplo de la clasificacién de los estados de una matriz de
transicion de una cadena de Markov para después mostrar las matrices de transicién de las

cadenas de Markov de los modelos anteriores y clasificar sus estados.

Considere la siguiente matriz de transicion correspondiente a una cadena de Markov con

espacio de estados S = {0,1,2,3,4,5}:
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2.3. Clasificacion de estados

1 1

10 0 & 0 o0

i 2 20 0 0

00 0 0 1 0

P—

3 1

3.0 0 + 0 o0

1 1 1 1 1

5 5 5 5 5 0
1 1 1 7

0 %6 0 % 1% 1o

En esta matriz existen tres clases, a saber, C; = {0,3}, C3 = {1,2,4} y C5 = {5}. Esto es
asi dado que el estado 0 sélo se comunica con el estado 3, es decir, existen enteros mi, ms > 0

tales que Pégl) >0y P3(7T82) > 0, los cuales son my =my =1, Py 3 = % y P3so = %. Ademés

los estados 1, 2, 4 y 5 no son accesibles desde los estados 0 y 3 ya que PO(ZL) = Pé?) =
para todo enterom > 0y j = 1,2,4,5, lo cual hace que estos dos estados no se comuniquen

con los estados restantes y por eso los dos forman una sola clase.

Los estados de Cy se comunican entre si ya que 1 y 2 son los enteros mayores a cero tales
que Pro > 0, P >0, P{Y >0, Py >0, P4y >0y Pyo > 0donde P o = P = 1,
P2(,21) =Py =Pp = % y P»4 = 1. Para que los estados 0, 3 y 5 puedan estar en Cy debe
ocurrir que ellos se comuniquen con los estados 1, 2 y 4, es decir, que los estados 0, 3 y 5
sean accesibles desde 1, 2 y 4 y que a su vez 1, 2 y 4 sean accesibles desde 0, 3 y 5, pero ya

se vi6 que esta ultima condicién no se cumple, por lo que 0, 3 y 5 no estdn comunicados con

los estados de Cs.
Finalmente, note que el estado 5 no es accesible desde los deméas estados ya

que Pé?) = 0 para todo entero m > 0 con ¢ = 0,1,2,3,4, por lo que no se comunica

con algun otro estado y por eso él forma su propia clase.
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2.3. Clasificacion de estados

La clase C; = {0,3} es recurrente porque es finita y una vez que se entra a ella nunca se
podrd salir. La clase Co = {1,2,4} es transitoria porque hay una probabilidad positiva de
pasar a la clase C; y no salir de ella, es decir, hay una probabilidad positiva de salir de la
clase Co y jamds regresar. La clase C3 = {5} también es transitoria porque existe una pro-

babilidad positiva de salir de ella, entrar a cualquiera de las otras dos clases y no volver a ella.

Para las siguientes subsecciones considere un caso particular de los ejemplos de las Secciones

2.1 y 2.2 donde se toma N = 2.

2.3.1. Modelo haploide simple sin mutacién ni seleccion
En este caso el proceso estécastico considerado es X = {X,, : n=0,1,...} donde

X, = nimero de A-genes en la n-ésima generacién

y S =1{0,1,2,3,4}. Asi, la matriz de transicién de este proceso es:

1 0 0 0 0
0.277 0.421 0.210 0.046 0.003
P=1 0062 0250 0.375 0.250 0.062
0.003 0.046 0.210 0.421 0.277

0 0 0 0 1

Esta matriz tiene tres clases: C; = {0}, C2 = {4} y C5 = {1, 2, 3}. Note que los estados 0 y 4
no se comunican entre ellos ni con los demas estados porque no existen enteros positivos n
y m tales que PO(C? >0y P4(ZL) > 0 donde k =1,2,3,4y j =0,1,2,3. Por esto los estados

0 y 4 forman cada uno su propia clase.
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2.3. Clasificacion de estados

Los estados de C3 forman esta clase porque se comunican entre ellos ya que 1 es el nimero
de pasos en los que, con probabilidad positiva, se puede llegar de el estado 1 a los estados 2
v 3, del estado 2 a los estados 1 y 3 y del estado 3 a los estados 1 y 2, pero no se comunican

con los estados 0 y 4.

Las clases C; y Cs son recurrentes porque no se puede salir de ellas. También son absorbentes
porque hay una probabilidad positiva de que, desde cualquier estado de Cs, se pueda llegar
a ellas pero no se pueda salir. La clase C3 es transitoria dado que existe una probabilidad

positiva de salir de esta clase y jamas regresar.

Observacion. Los resultados dados en esta subseccion reflejan lo que pasa en la poblacién,
dado que si en alguna generacién no hay individuos de tipo A entonces, como no hay mu-
tacion, en la siguiente generacién tampoco habra individuos de este tipo. Esto significa que
el estado 0 es absorbente. Pero si en alguna generacion todos los individuos son de tipo A
entonces también en la siguiente generacién todos los individuos serdn de este tipo y por

esto el estado 4 también es absorbente.

2.3.2. Modelo haploide simple con mutaciéon

Para este ejemplo se tiene el mismo proceso estocdstico considerado en el ejemplo anterior,
con el mismo espacio de estados. Ahora para fines de ilustracién se dardn valores fijos a las
probabilidades de mutacién (de individuos tipo A a individuos tipo B y viceversa) para que
se pueda analizar una matriz de transicion en particular. Tome oy = % Vg = % La matriz

de transicion en este caso es
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2.3. Clasificacion de estados

0.012 0.098 0.296 0.395 0.197
0.009 0.083 0.276 0.406 0.223
P =1 0.007 0.070 0.256 0.414 0.251
0.005 0.057 0.233 0.419 0.282

0.003 0.046 0.210 0.421 0.316

En esta matriz todos los estados se comunican entre si ya que 1 es el entero
positivo tal que Pi(j-) > 0 donde ¢ y j pueden ser cualquiera de los cinco estados, es de-
cir, un estado es accesible desde cualquier otro estado, por lo que sélo hay una clase que
es C; = {0,1,2,3,4}. Esta clase es recurrente porque al menos un estado de esta matriz
es recurrente (por la Proposicién 1.1), pero este estado pertenece a la misma clase que los

demads estados (con quienes estd comunicado), por lo que todos los otros estados también

son recurrentes (por la Proposicién 1.2).

Note que en este caso no se puede asegurar, como en el ejemplo anterior, que si no hay
individuos tipo A en alguna generacién entonces en la siguiente generacién tampoco los
habra. Esto es porque en este caso si hay mutacién. Si no hubiera individuos de tipo A
entonces todos ellos serian del tipo B y si podrian engendrar inviduos de tipo A. Lo mis-

mo pasaria si todos los individuos fueran de tipo A, ellos también podrian tener hijos tipo B.

Por otro lado, considerando que «; y as toman valores entre cero y uno (por ser probabili-
dades) se pueden encontrar las formas generales que las matrices de transicién tienen segiin
los valores de éstas probabilidades (ver Cuadro 2.1), esto a través de las probabilidades de

transicién del proceso (ver la Subseccién 2.1.2).
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2.3. Clasificacion de estados

az =0 0<az <1 as =1
10 0 0 O 0,0 Po,1 P0,2 P0,3 P0,4 0 0 0 0 1
P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 P1,4 P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 P1,4 0 0 0 0 1
ar =0 P2,0 P2,1 P2,2 P2,3 P24 P2,0 P2,1 P2,2 P2,3 P2.4 0 0 0 0 1
P3,0 P3,1 P3,2 P3,3 P3,4 P3,0 P3,1 P3,2 P3,3 P3,4 0 0 0 0 1
o 0 0 0 1 o 0 0 0 1 0o 0 0 0 1
10 0 0 O 0,0 P0,1 P0,2 P0,3 P0,4 0 0 0 0 1
P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 P1,4 P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 P1,4 P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 P1,4
0<a1 <1 2,0 P2,1 P2,2 P2,3 P2,4 2,0 P2,1 P2,2 P2,3 P2,4 P2,0 P2,1 P2,2 P2,3 P2,4
P3,0 P3,1 P3,2 P3,3 P3,4 P3,0 P3,1 P3,2 P3,3 P3,4 P3,0 P3,1 P3,2 P3,3 P3,4
P4,0 P4,1 P4,2 P4,3 P44 4,0 P4,1 P4,2 P4,3 P44 D4,0 P4,1 P4,2 P4,3 P44
10 0 0 O 0,0 P0,1 P0,2 P0,3 P0,4 0 0 0 0 1
10 0 0 O P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 P1,4 P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 P1,4
ar =1 10 0 0 O P2,0 P2,1 P2,2 P2,3 P2,4 P2,0 P2,1 P2,2 P2,3 P2,4
1.0 0 0 O P3,0 P3,1 P3,2 P3,3 P3,4 P3,0 P3,1 P3,2 P3,3 P3,4
1 0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O

Cuadro 2.1: Matrices de transicién para los varios valores de las probabilidades de mutacion

En las matrices del Cuadro 2.1 las probabilidades P; ; con 4, j € {0,1,2, 3,4} toman valores

estrictamente mayores a cero. A continuacién se analizardn dichas matrices.

Si a1 = a2 = 0 la matriz tiene tres clases que son C; = {0} (recurrente y absorbente),
Co = {1,2,3} (transitoria) y C3 = {4} (recurrente y absorbente), coincidiendo con el caso de

la matriz de la Subseccién 2.3.1.

Sia; =0y 0 < as <1 se tienen las clases C; = {0,1,2,3} y Co = {4}. La primer clase es
transitoria y la segunda es recurrente y absorbente ya que existe una probabilidad positiva

de pasar de C; a Cy y nunca salir de alli.

Cuando a3 =0y a2 =1 las clases son C; = {0}, Co = {1}, C3 = {2}, C4, = {3} y C5 = {4};

las primeras cuatro son transitorias y la quinta es recurrente y absorbente ya que desde
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2.3. Clasificacion de estados

cualquier estado es seguro pasar al estado 4 sin salir de él.

Si se tiene que 0 < a3 < 1y as = 0 las clases son C; = {0} (recurrente y absorbente) y
Co ={1,2,3,4} (transitoria) ya que existe una probabilidad positiva de pasar de C2 a C1 y

no salir de alli.

Si0<a; <1y0< ay <1 solohay una clase: C; = {0,1,2,3,4} que es recurrente, como

en la matriz del ejemplo de ésta subseccion.

Cuando 0 < a1 < 1y ag = 1 también hay una sola clase que es recurrente ya que todos
los estados de la matriz se comunican entre si. Note que para ir desde el estado 0 a los
demads estados se necesitan dos pasos (se debe pasar primero por el estado 4), mientras que

para ir desde los otros estados a cualquier estado (incluso al estado 0) se necesita solo un paso.

Siar =1y az =0 las clases son C; = {0}, Co = {1}, C5 = {2}, C+ = {3} y C5 = {4}. La
primera es recurrente y absorbente, todas las demés son transitorias. Note que esta matriz
es parecida a la matriz donde a; = 0 y ag = 1, con la diferencia de que en este caso es

seguro pasar al estado 0 (y no al estado 4) desde cualquier estado.

Sia; =1y 0 < as <1 entonces hay solo una clase, la cual es recurrente. En este caso, para

ir desde el estado 4 a los otros estados se debe pasar primero por el estado 0.

Cuando o = ag = 1 las clases son C; = {0,4} (recurrente) y C2 = {1,2, 3} (transitoria) ya

que existe una probabilidad positiva de salir de Co y nunca mas regresar.
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2.3. Clasificacion de estados

2.3.3. Modelo haploide simple con seleccion

En este ejemplo se considera el mismo proceso estocastico del ejemplo de la Subseccién 2.1.3
con el mismo espacio de estados pero ahora tomando en cuenta que el niimero esperado
de los descendientes tipo A es proporcional a 1 + s con s = % y el nimero esperado de

descendientes tipo B es proporcional a 1. La matriz de transicion en este caso es:

1 0 0 0 0
0.229 0.408 0.272 0.080 0.008
P=1 0033 0179 0.359 0.319 0.106
0.001 0.025 0.153 0.409 0.409

0 0 0 0 1

La clasificacién de los estados de esta matriz es exactamente como en el ejemplo de la Sub-
seccién 2.3.1 porque las entradas que son mayores a cero y las que son iguales a cero ocupan
los mismos lugares que en la otra matriz. Asi, C; = {0} y C2 = {4} son las clases recurrentes,

y C3 = {1,2,3} es la clase transitoria.

Por no haber mutacién, si hubiera solo individuos tipo B (o de tipo A) en alguna generacién,
en la siguiente generaciéon también habria solo individuos de este tipo, lo que comprueba

que los estados 0 y 4 son absorbentes.

2.3.4. Modelo de la reproduccién celular

En este caso el proceso estocastico es X = {X,, : n=0,1,...} donde
X, = ntimero de nucleétidos mutantes de un gen en la n-ésima generacién

y S ={0,1,2}. La matriz de transicién es:
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2.3. Clasificacion de estados

1 0 0
P=1 017 066 0.17
0 0 1

Las clases de esta matriz son C; = {0}, C2 = {1} y C5 = {2} ya que el estado 0 y el estado 2
no se comunican entre ellos ni con el estado 1. Ademaés existen probabilidades positivas de
salir de Cy, entrar a C; o C3 y no salir de ellas, por lo que las clases C; y C3 son recurrentes

y absorbentes, y Cs es la clase transitoria.

En este ejemplo de reproduccion celular, cuando los nucleétidos mutantes se dividen en
dos partes éstas se mantienen mutantes. Por esto, si un gen en alguna generacion no tiene
algtin nucleétido mutante, al repartirse los nucledtidos divididos, el nuevo gen tampoco
tendra algiin nucleétido mutante, lo cual concuerda con que la cadena no pueda salir del

estado 0. Igualmente se puede verificar que la cadena no puede salir del estado 2.
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Capitulo 3

El Algoritmo

Metropolis-Hastings

En este capitulo se presentaran algunos métodos para estimar integrales, los cuales es-
tardan basados en la simulacion de variables aleatorias. El uso de estos resultados bésicos

serd ilustrado en los siguientes capitulos de esta tesis.

3.1. Meétodo Monte Carlo

En esta seccién se explicard la utilidad del Método Monte Carlo y se presentaran algunos
ejemplos de algoritmos que utilizan este método para obtener aproximaciones de integrales
y series. Los aspectos tedricos presentados aqui podran ser encontrados en Carlin y Louis
(2000), Evans y Swartz (2000), Gutiérrez-Pena (1997), Robert y Casella (1999) y Ross
(1997).

Considere una variable aleatoria X definida sobre un espacio de probabilidad (2, F,P) que
toma valores en S C R con funcién de densidad f y sea h : S — R una funcién tal que

h=1(B) € B(R) para todo B € R, es decir, tal que h(X) también sea una variable aleatoria
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3.1. Método Monte Carlo

real. Note que se puede escribir

Eh(X)] = /S h(z)f(z)dz. (3.1)

Cuando la expresién (3.1) es dificil de calcular directamente, ya sea por la complejidad
de S o de las funciones involucradas, el método Monte Carlo permite aproximar esta ex-
presion a través de la simulacién de variables aleatorias con funcién de densidad f y del
uso de la Ley Fuerte de los Nimeros Grandes !. Para mostrar cémo se puede hacer esto
considere X1, X2, X3,... un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con funcién de densidad f. La expresion
| N
¥ 2 hXy)
k=1
converge casi seguramente a la férmula (3.1) cuando N tiende a infinito, es decir,
1 N
P < lim_— > h(Xi) = E[h(X)]) =1,

ver, por ejemplo, Feller (1968). Asf (3.1) se puede aproximar generando una cantidad sufi-
cientemente grande de valores x1, T2, T3,..., Ty a partir de la funcién f, evaluandolos en la

funcién h y calculando su promedio muestral.

Incluso, este método no solo ayuda a calcular la integral (3.1). También se puede usar para

encontrar otras integrales, por ejemplo

/ g(z)dx (3.2)
s

donde g : S — R. Sea f una funcién de densidad definida sobre S (Figura 3.1) tal que

a) f(x) > 0 para toda z € S,

b) f tiene mayor densidad en los intervalos de S donde la funcién g tiene mayor area,

IVer Apéndice A, Teorema A.2.
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3.1. Método Monte Carlo

c) es ficil simular valores a partir de ella.

Figura 3.1: Gréficas de las funciones f y g.

Note que la integral

/S P ) (3.3)

es igual a (3.1) donde ahora h(z) = ?Eg Por esta razon, para aproximar esta integral se
deben obtener valores x1,x2, ...,y simulados a partir de f con N suficientemente grande,
evaluarlos en h y calcular su promedio muestral, es decir, la férmula (3.2) puede ser aproxi-

mada por

1 S g()
N ; f(xi)

para N suficientemente grande.

Un caso particular del uso de este método es el siguiente: suponga que se quiere calcular la
integral
b
/ g(x)dx (3.4)
a
donde g : R — R. Suponga también que existe ¢ > 0 tal que 0 < g(z) < ¢ para toda

x € [a,b]. Esta integral se puede aproximar al obtenerse valores muestreados a partir de la
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3.2. Métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov

funcién de densidad uniforme siguiente:

—L si (z,y) €L

fla,y) =4 7
0 e.o.c

donde y = g(z) y L = [a,b] X [0,c], y asi obtener una muestra suficientemente grande de
valores de f para después contar cuantos de ellos caen bajo la curva que forma la funcion g

en el intervalo [a,b] (Figura 3.2).

Figura 3.2: Grafica de la funcién g.

Asf la expresién (3.4) se puede aproximar por medio de

N
ZIB('Lvy)

donde B={(z,y) € L:a< 2 <b0<g(x) <c}.

3.2. Métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov

Esta seccion daré una descripcién rapida de los métodos de Monte Carlo basados en cadenas

de Markov utilizados para obtener muestras a partir de una distribucién deseada y donde
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3.2. Métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov

es muy dificil obtener esta muestra directamente de ella.

Algunas veces no es tan facil obtener directamente muestras de algunas distribuciones, como
por ejemplo de distribuciones con una forma algebraica compleja o las que son multivaria-
das. En estos casos se pueden usar métodos basados en una cadena de Markov ergddica cuya

distribucién estacionaria es precisamente la distribuciéon de interés.

Un método de Monte Carlo via cadenas de Markov es cualquier método que produce una
cadena de Markov ergédica con distribucién estacionaria f, donde f es la distribucién a

partir de la cudl se quiere simular valores.

Estos métodos funcionan en general de la siguiente manera: tomando cualquier valor inicial
se genera una cadena de Markov X = {X,, : n = 0,1,2,...} con distribucién estacionaria
f. Asi, para un tiempo Tp suficientemente grande se puede considerar que Xr, tiene dis-
tribucién f y las variables aleatorias X, X1,+1, X1y+2, - - - forman una muestra generada
por f. Note que por ser X una cadena de Markov las variables Xr,, X1, ,, X71,,,,... son
dependientes. Para que se pueda obtener una muestra aproximadamente independiente se
tiene que estimar el niimero de pasos en que se debe tomar los valores simulados. Una su-
gerencia es tomar el siguiente camino. Se puede tomar un valor ng suficientemente grande
de forma que X1,4ngy, XTp+2n0, - - - S€an casi independientes. El valor ng puede ser obtenido
de la siguiente forma. Sea A el mayor eigenvalor distinto de uno de la matriz de transiciéon

P = (Pm»)i jes de la cadena X, entonces se tiene que para n > 1 vale
(n) n
d(P;, 7 () <A

donde d(-,-) es una distancia entre funciones de distribucién. Sea ¢ > 0 un valor muy

pequeno. Entonces ng es el valor tal que A™ = e.

Dos de los métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov son el algoritmo Metropolis-

Hastings y el muestreo de Gibbs. Para el primero se necesitan muy pocos requerimientos
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8.8. Algoritmo Metropolis-Hastings

sobre la distribucién que se quiere simular y se puede obtener con él una muestra dependiente
de variables aleatorias cuya distribucién siempre converge para la distribucion de interés.
Para el segundo se necesita cierto conocimiento de esta distribucién para realizar algunos

calculos y la muestra de variables aleatorias obtenida mediante él no siempre convergera.

3.3. Algoritmo Metropolis-Hastings

Esta seccién explicara la utilidad y base tedrica del algoritmo Metropolis-Hastings.

Suponga que se quiere obtener valores a través de una simulaciéon de una sucesiéon de va-
riables aleatorias independientes con funcién de probabilidad f(i) = ﬁlal donde a; > 0,
t=1,...,m con m grande y ZZ’;I a; dificil de calcular. Una manera de hacer esto es cons-
truir, por medio del algoritmo Metropolis-Hastings, una cadena de Markov que tenga como
distribucién estacionaria al conjunto {m(i) = f(i) : i = 1,...,m} y que se puedan simular

facilmente valores de esta cadena de Markov. El algoritmo Metropolis-Hastings puede ser

descrito de la siguiente forma.

Sea @ = (QZ—J) < una matriz de probabilidades de transicién sobre S = {1,...,m}, y tal
ije

que Q;; > 0 para todo 7, j € S de forma que sean ficil de simular valores con esta distribu-
cion. Con  esta matriz se debe generar una cadena de  Markov

X ={Xr:k=0,1,2,...} definida de la siguiente manera:

1. Si X,, = i, genere una variable aleatoria Y tal que P(Y = :|X,, = i) = Q;,. donde

1=1,...,m.

2. Si Y = j entonces
P(Xp41=1) =1-p(i, j)
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3.8. Algoritmo Metropolis-Hastings

donde

)@ L fa; Qi
p(i,7) = min {7]”(1)@” , 1} = min { —aiQM J15.
3.3.1. Algoritmo Metropolis-Hastings

Considerando lo anterior, los pasos para iterar el algoritmo son los siguientes:

1. Elegir una matriz de transicién @ :(Qi,j> B a partir de la cual sea facil simular
i,j€
valores. Sea X,, =k, k € S. Al comenzar el algoritmo se tiene n = 0.

2. Generar una variable aleatoria Y tal que P(Y = :|X,, = k) = Qg,. donde k € Sy
generar también una variable aleatoria U que se distribuya Uniforme sobre el intervalo

(0,1).

3. Suponga que Y = j donde j € S. Si U = u < p(k,j) hacer Xp,41 = j. Si u = p(k,j)

hacer X, 11 =k.

4. Volver al paso 2 donde ahora n =n + 1.

Teorema 3.1 Sea X = {X\ : k=0,1,2,...} la cadena de Markov con espacio de estados

S ={1,...,m} generada por el algoritmo Metropolis-Hastings. Entonces,

a) La matriz de transicion de X es P = (Pm-) < donde
i,j€

P - Qi,;p(i, ) si j A 56)

Qi+ 4 Qij(1—p(i,j) si j=i.
b) La distribucién estacionaria de X es el conjunto {m(i) = f(i):i=1,2,...,m}.
¢) X es ergddica.
Demostracion.

a) Note que del algoritmo y de la ecuacién (3.5) se tiene que para que la variable aleatoria

X1 sea igual a j dado que X,, = 4, la variable Y debi6é tomar el valor j (esto
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8.8. Algoritmo Metropolis-Hastings

ocurri6 con probabilidad Q; ;) y la variable X,,+1 también debié tomar el valor j (esto
con probabilidad p(i,5)). Como estos dos eventos son independientes se multiplican
sus probabilidades. Asi P(X,41 = j|X, = 1) = Q;,;p(¢,7) con j # i. Sin embargo,
dado que X, = i, X,,+1 pudo haber tomado el valor ¢ de dos maneras distintas y
ajenas: que al simular la variable Y, ésta hubiera tomado el mismo valor que X,, (esto
con probabilidad @;;) y X,41 hubiera tomado el mismo valor ¢ (con probabilidad
p(i,7) = 1) 6 que al simular la variable Y ésta hubiera tomado cualquier valor distinto
a 4, mismo que después fue rechazado por el algoritmo y entonces X, 1 tomo el valor
i (esto con probabilidad 1 — p(7,5)). Finalmente, P(X,y1 = i|X,, = i) = Qi +
Z#i Qi,;(1 — p(3,4)) con j = i. Por tanto, la probabilidad de transicién de la nueva

cadena X es la expresién (3.6).

b) Para probar que la nueva cadena X con matriz de transiciéon P = (Pi, j) donde F; ;
i,jES
es como en (3.6) tiene como distribucién estacionaria al conjunto

{m(i) = f(i) :i=1,2,...,m}, primero se verificard que

m(i) P = 7(j) P (3.7)

para todo estado 7,5 € S. Note que esto se cumple inmediatamente cuando ¢ = j y

para cuando ¢ # j entonces

F()Po; = £(1)Qi; min {7

Ya que (3.7) se satisface, entonces por la Propiedad 1.6 se tiene que el conjunto

{n(i) = f(i) : i € S} es la distribucién estacionaria de la cadena X.
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3.8. Algoritmo Metropolis-Hastings

¢) Finalmente, para que la nueva cadena X con espacio de estados finito S y matriz de

transicion P = (Pi, j) sea ergodica deben cumplirse las condiciones siguientes:
i,jES

1. Que X sea aperiddica, lo cual se tiene ya que P; ; = Qm-Jij# Qi;(1=p(i,5)) >0
para toda i € S porque () es positiva. Esto implica que

d(i) =m.c.df{n>1: P-(?) >0} =1 para todo ¢ € S.

%,

2. Que X sea irreducible, esto es que todos sus estados se comuniquen entre si. Para
que esto ocurra deben existir enteros n,m > 0 tales que Pif?) >0y P]-(’T) >0
para todo ¢, j € S. Por la demostracién anterior ya se tiene que P; ; > 0 para toda
i € Sy para cuando i # j también P; ; = Q; ;p(i,j) > 0 porque @ es positiva y
p(i,j) > 0. Esto muestra que P; ; > 0 para toda i,j € S y haciendon =m =1

se tiene la irreducibilidad.

Observacion.
Ya que el espacio de estados S de X es finito, para ver que X sea ergddica basta ver que sea

irreducible y aperiédica (ver la Definicién 1.26).

Por otro lado, note que cuando @ es simétrica (es decir, cuando Q;; = Q;,:) p(i,J) sélo

dependerd de Z—J Ademsds, en todos los casos este algoritmo sélo depende de este ultimo

7

. id . . . m s .
cociente y de % sin importar la constante normalizadora ) ;" ; a; que a veces es dificil de
i, -

calcular.
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Capitulo 4

Estadistica Bayesiana

En este capitulo se presentaran algunas definiciones, teoremas y ejemplos relacionados con la
inferencia Bayesiana. Estos resultados seran utilizados en el préximo capitulo de esta tesis.
La informacién presentada aqui fue obtenida a partir de Carlin y Louis (2000), Lee (1989),
Leonard y Hsu (1999) y Lépez Ramirez (2005).

4.1. Funcién de verosimilitud

En esta seccién se comenzard con algunas definiciones basicas tiles para la comprension del

resto de este capitulo.

Definicién 4.1 Considere un experimento aleatorio que puede ser descrito mediante un
modelo matemdtico (estocdstico o mo). La variable que determina dicho modelo se llama

parametro y se denotard por 6.

Definicién 4.2 FEl conjunto de posibles valores que el pardmetro puede tomar se llama es-
pacio parametral y se denotard por ©. El espacio parametral especifica una familia de

funciones de densidad, es decir, especifica

F={f(z,0);0 € ©}
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4.1. Funcion de verosimilitud

donde f(x,0) es una funcién de densidad con pardmetro § € © y x es un elemento del

espacio donde f toma valores.

En esta tesis se considerard que 6 es una variable aleatoria a la que se le puede asignar una

funcién de probabilidad.

Definicién 4.3 Suponga que se efectian N repeticiones de un experimento aleatorio. Al
conjunto de valores x = (x1,...,xN) obtenidos a partir de las variables aleatorias idéntica-
mente distribuidas X = {X1, Xo,..., XN}, donde X; coni=1,2,..., N registra el resultado

de la i-ésima repeticion de un mismo experimento aleatorio, se le [lama muestra aleatoria.

En esta tesis se considerard que los experimentos son realizados independientemente, es
decir, las muestras aleatorias mencionadas estaran compuestas de valores obtenidos inde-

pendientemente.

Definicién 4.4 Sea x = (z1,22,...,2N) una muestra aleatoria y 0 € © el pardmetro que
describe el modelo del experimento aleatorio que produjo esta muestra. Una estadistica es

cualquier funcion de la muestra que no depende del pardmetro desconocido 6.

Observacion.

Algunos ejemplos de estadisticas son:

a) La media muestral: T'(x) = =5,

b) La varianza muestral: T'(x) = Tini-o?

N—-1
¢) La minima estadistica de orden: T'(x) = min{x1,x2,...,2,},
d) La maxima estadistica de orden: T'(x) = méx{z1, z2,...,Zn},
Al . — ZNzl :Cl
e) El r-ésimo momento muestral: T'(x) = ===,
Definicién 4.5 Sea x = (x1,22,...,2N) una muestra aleatoria y 6 € © el pardmetro des-

conocido del modelo que produjo x. La funcion que describe el modelo que produjo x vista
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4.1. Funcion de verosimilitud

como funcién de 0 es llamada la funcién de verosimilitud que se denotard por 1(0]x). La
funcion de verosimilitud es tal que
N
[Ofx) o< T ] F(il0),
i=1

donde f(x|0) es la funcion de densidad asociada al experimento que produjo X.

Observacion.

a) La funcién de verosimilitud resume toda la informacién del modelo contenida en los
datos y toda inferencia acerca del parametro debe hacerse tomando en cuenta dicha

funcion.

b) El principio de verosimilitud establece que si para dos experimentos distintos se obtienen
funciones de verosimilitud proporcionales, entonces las inferencias obtenidas de ellas

son las mismas.

Definicién 4.6 Sean x = (z1,x2,...,2N) una muestra aleatoria, 8 € O el parametro del
modelo que describe el experimento que produjo la muestra x y l(0|x) la funcidn de verosi-

militud asociada al modelo. La funcién log-verosimilitud estd dada por
L(09)x) = log(0]x).

Definicién 4.7 Sean x = (x1,29,...,2N) una muestra aleatoria y 6 € © el pardmetro
desconocido del modelo que describe el experimento que produjo la muestra x. Un estimador
es una estadistica que sirve para aproximar el valor de alguna funcion del pardmetro del

modelo.

Definicién 4.8 Sean x = (x1,%2,...,ZN) una muestra aleatoria y 0 € © el pardmetro
desconocido del modelo que describe el experimento que produjo la muestra x. El estimador

maximo verosimil de 0 es cualquieré tal que maximice la funcion de verosimilitud, es decir
1(0%) = 1(0]x)
para todo 6 € ©.
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4.1. Funcion de verosimilitud

Ejemplo 4.1 Para ejemplificar las definiciones anteriores considere lo siguiente. Sea
x = (x1,%2,...,on) una muestra aleatoria producida por variables aleatorias X; con

1=1,2,..., N que se distribuyen como sigue:
P(l‘zp\,@) = )‘exp(fA(xi - 9)); 0<x; <00

donde 0 < A < o0y —00 < € < co. La funcién de verosimilitud para los dos pardametros de

interés es

N
I(\, 0]x) HP(%IA,@)

<
—

o

N
Aexp(—=A(z; — 0)) H I(9,00) (i)

i=1

N N
= \Vexp <>\ (Z x; — N9>> HI(O,OO)(xi)

i=1
= AV exp(—=NXZ — 0)) (9., (i) (4.1)
donde y; = min{zy,x9,..., 2N} y T = # Tomando en cuenta a la férmula (4.1) como

funcién de 0 tenemos que

I(A, 0]x) oc exp(NA)(_o6,y,)(0).

Como la funcién exponencial es creciente tenemos que 8 = y; es el valor médximo para

I(\, 0]x) y por tanto es el estimador maximo verosimil para 6.

Por otro lado, tomando en cuenta de nuevo la férmula (4.1) como funcién de A, la funcién
de log-verosimilitud es
L(\ 0]x) = Nlog(A\) — NA(z — 0). (4.2)
El valor méximo local A de esta funcién satisface que
[aL(A, 9|x)] N
A=A

> =% - N@—0)=0. (4.3)
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4.2. Distribucion a priori

De la ecuacién (4.3) se tiene que

Para que \ sea el maximo global de la funcién (4.2) debe cumplir que

o N s

sea negativo, lo cual siempre es cierto. Por otra parte, suponiendo que los valores x1, zo, . . .

no son todos iguales se tiene que

Y1 < T

para toda i € {1,2,..., N}. Entonces

N
Nyl < Z Z;
i=1
y consecuentemente

<.

1

T -y

>

:yl y 5\:

son los estimadores maximo verosimil para 6 y A respectivamente.

4.2. Distribucién a priori

y TN

En esta seccion se presentard la definicién de la distribucion a priori y se explicard porqué es

necesario considerar dichas distribuciones al hacer inferencias.

Definicién 4.9 Sean x = (x1,22,...,2N) una muestra aleatoria, 0 € © el pardmetro des-

conocido del modelo que describe el experimento que produjo la muestra x. La distribuciéon

a priori de 0 es la distribucion del parametro 0 que se le asigna sin tener en cuenta la

muestra obtenida del experimento y se denotard por Ppriori(8).
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4.2. Distribucion a priori

Observacion. Las distribuciones a priori son especificadas por intuicién, por medio de estu-
dios previos o de opiniones de expertos en el area, pero si no se tiene intuicién o informacién

alguna generalmente se usa una distribucién aleatoria uniforme sobre un espacio muestral

suficientemente grande.

Para ejemplificar la necesidad de tomar en cuenta la informacion previa a la hora de hacer

inferencias, considere lo siguiente:

a) Una mujer ebria afirma que es capaz de saber, con un sélo trago, la manera en que un
café con leche fue preparado: si la leche fue agregada antes o después del café. Imagine

que la mujer acerté en diez tazas de dicha bebida.

b) Un musico afirma que puede saber si una pagina de una obra musical pertenece a una

obra de Hayden o a una de Mozart. Imagine que el musico clasificé correctamente diez

péginas.
Considerando las variables aleatorias
X = numero de aciertos de la mugjer y
Y = numero de pdginas clasificadas correctamente por el maisico

se tiene que
P(X]10,0) y P(Y|10,0)
se distribuyen Binomial(10,6) donde 6 es la probabilidad de éxito en cada experimento.

Como la mujer y el musico acertaron las diez veces que intentaron sus experimentos se

infiere que

1
0> =
>2

para los dos casos, aunque el grado de creencia para la mujer ebria es muy bajo y para el
musico es medianamente alto. Asi, tomando en cuenta la informacién personal y los datos

observados a la hora de inferir se evitardn tales subjetividades.
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A pesar de lo anterior, en algunas ocasiones sera dificil encontrar una distribucién a priori
para el pardmetro desconocido basdndose solamente en la muestra, ya sea porque la informa-
cion sobre él no es muy confiable o porque no es suficiente. En otras ocasiones se deseara hacer
inferencias sélo tomando en cuenta la muestra, para “no contaminar”los datos. En estos ca-
sos es necesario encontrar una distribucién a priori que aporte poco, es decir, que sea no

informativa.

Definicién 4.10 Sean x = (21,2, ...,2N) una muestra aleatoria y 0 € © el pardmetro del
modelo que produjo la muestra x. Se dice que una distribucion a priori es no informativa

para 0 si no favorece a algun valor de 0 sobre otros.

Observacion. En general, las distribuciones no informativas son impropias, es decir,
E Ppriori(o) = 00
6co

cuando O es discreto, o
/ Pyriori (0)d0 = o0
e
cuando O es continuo. Sin embargo, muchas veces son tomadas distribuciones uniformes

definidas en un conjunto suficientemente grande.

4.3. Distribucién a posteriori

En esta seccién se definiran, entre otras cosas, las distribuciones a posteriori, se explicara en
qué consiste el método de inferencia Bayesiano y se presentaran algunos ejemplos acerca de

dicho método.

Definicién 4.11 Sean x = (z1,x2,...,xzN) una muestra aleatoria, 8 € © el pardmetro del
modelo que produjo la muestra X, Ppriori(0) la funcion a priori de 0 y 1(0|x) la funcidn de
verosimilitud. La distribucién a posteriori es la distribucion del parametro 6 cuando se

toma en cuenta la informacion producida por la muestra obtenida, es decir, es P(6]x).
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Observacion. A veces las distribuciones a priori dependen de otros pardmetros que pueden
ser conocidos o desconocidos y que son llamados hiperparametros. Cuando son descono-

cidos pueden tratarse de dos formas:

i) El método propiamente Bayesiano consiste en asignarle al hiperpardmetro una distribu-
cién a priori (tambien llamada hiperpriori) y a partir de ella encontrar la distribucién
a posteriori. Por otro lado, la distribucién hiperpriori podria depender de una coleccién
de parametros desconocidos. A la especificaciéon de un modelo sobre varios niveles se
le llama modelacién jerarquica, en donde cada nueva distribuciéon forma un nivel

de la jerarquia.

ii) El segundo método, llamado andlisis empirico de Bayes, consiste en encontrar un
valor de 7 que maximice la distribucién marginal de P(x|n) pero vista como fun-
cién de n. Si n = 7 fuera dicho valor entonces la funcién a posteriori que se traba-
jard serd P(f]x,7). La expresién para P(f|x,n) puede obtenerse sustituyendo 7 en la

expresion (4.4) abajo.

Esto es visto més formalmente en el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Sean x = (x1,22,...,TN) una muestra de un experimento aleatorio, § € ©
el pardmetro del modelo que produjo X y Ppriori(0,m) la distribucién a priori que depende de

un hiperpardmetro 7.

a) St el valor de n es conocido la distribucidn a posteriori es

P(x|0)Pyriori(0ln)
> veo PXIY) Poriori (vI0)

b) Si el valor de n es desconocido la distribucidn a posteriori es

- Zn P(X|9)Ppriori (9|77)P;m“io7'i (77)
PO = S s e PO Porions 011) By () (15)

POx,n) = (4.4)
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4.8. Distribucion a posteriori

Demostracion.

a) Note que

P0,x,n)
P(x,n)
_ P(x[0,m)P(0,n) P(n)
P(x,n)  P(n)
_ P(x|0,n)P(0]n)
P(x|n)
_ P(x]0,n)P®In)
> eo P(x,7In)
_ P(x[0)P(0]n)
> eo Py, m)P(vIn)
_ P(Xle)Ppriori(e'n)
Z’ye@ P(Xl’Y)Ppriori (’7|77) '

La quinta y sexta proposicion se tienen porque la muestra depende del hiperpardametro

P(Olx,n) =

7 s6lo a través del pardmetro 6.

b) Ya que 1 es desconocido, también se le asignard una distribucién a priori Ppriori (7).
P(4,x)

P(x)

_ 2 POxm)

- Zvee P(x,7)

X, P&, m)P(0.m)

- Zn Zye@ P(x,v,n)

2y P(x|0,m)P(6]n)P(n)

T, Yo Pah ) P()

_ 22y P(O) Boriori (61m) Poriori (1)

N > n 2meo P&XV) Poriori(VI0) Ppriori (1) '

La quinta igualdad se tiene porque x sélo depende de 7 a través de 6.

P(b)x) =

Observacion. Cuando 7 es conocido no es necesario escribirlo en la distribucion a posteriori,

y como el denominador en la expresiéon (4.4) ya no depende de 6 entonces ésta se puede

simplificar y obtener la expresion

P(0]x) o 1(0]%) Pyrions (0) (4.6)
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4.8. Distribucion a posteriori

donde [(f]x) es la funcién de verosimilitud del modelo y la constante de proporcionalidad,

que sélo depende de x, hace que P(6|x) integre o sume uno.

Note entonces que en la estadistica Bayesiana se trabaja con la probabilidad de una hipdtesis

con respecto al pardmetro que se desea estimar tomando en cuenta:

i) las creencias que se tienen acerca del pardmetro sin tomar en cuenta los datos obtenidos

de una muestra (distribucién a priori); y

ii) la funcién de verosimilitud para obtener la distribucién a posteriori, que es una actua-
lizacién, hecha con base en el Teorema de Bayes !, de la informacién aportada por la

distribucién a priori.

En cambio, en la estadistica cldsica se trabaja directamente con los datos obtenidos de una
muestra y las probabilidades son usadas en el sentido de frecuencias de ocurrencia de un

evento determinado.

Por otro lado, aunque las distribuciones a priori sean impropias, al combinarlas con la
informacién muestral producen distribuciones a posteriori propias, incluso su uso como re-

presentacién de ignorancia o poca informacién es bien aceptado actualmente.

Ejemplo 4.2 Sean x = (x1,2,...,2y) una muestra aleatoria y § € © el pardmetro del
modelo que describe el experimento que produjo x, donde © = (0, 00) y sea [(]x) la funcién
de verosimilitud. Una de las funciones que no favorece a algun valor de 6 sobre otro es una

funcién constante. Asi, suponga que
Pp'r‘iori(e) =cC
donde ¢ > 0, aunque ésta es impropia ya que

/ Ppm-om-(ﬁ)dﬁ = Q.
0

IVer Apéndice A, Teorema A.1.
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De aqui se tiene que la funcién a posteriori es

_ cl(0]x)
[ cl(0]x)do
__Uex)
TU(6]x)do
1(8]x)

= = (4.7)

P(0)x)

donde K es el valor (finito) de la integral con respecto a 6 de [(f|x). Note que la integral
con respecto 6 de la férmula (4.7) es igual a uno, por lo que si se puede considerar como una

funcion de distribucién.

Ejemplo 4.3 Sea x = (z1,%2,...,2N) una muestra aleatoria donde cada z; es producida
por la variable aleatoria X; con i = 1,2,..., N que tiene distribucién Normal(f, 0?) con me-
dia # € R desconocida y varianza o2 > 0 conocida. En este caso, la funcién de verosimilitud

es

1(6]x) = ]J'_V[1 [(27“72)% exp <% ("“U Q)QN

N 2
- (2#02)‘% exp <—%—Zi:1(;22 ) ) ) (4.8)

Suponga que la distribucién a priori de 8 es

T

Poriori(0lp, 7) = (27772)_% exp <—% (9 — M) ) (4.9)

donde p € Ry 7 > 0 son hiperpardmetros conocidos. Tome 1 = (u, 7). Finalmente, susti-
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tuyendo las férmulas (4.8) y (4.9) en la expresién (4.6) se obtiene
N 2
1), i —0)? 1/60—
P(0]x,m) x exp <§X:Z—1(U+)> exp (5 ( - M> )
1 (N 22 —2Nz0 + NO* 62 — 200 +
= exp = +
2 o? 72
1 [ —2Nz6 + N§? N 6% —20u
xp d — =
R o 72
1 Nz u 5 (N 1
ol () o (22
1/N 1 e+ 4
=expq —= ——i——) 02 — 204 T
{ 2 (02 72 < % L

por lo que € se distribuye a posteriori Normal(«, 5) donde

F+h  Nz+ou 1 o’r?

%-}—#7 72N 4 o2 b 12+T—12772N+02'

o =

Note que, en efecto, la muestra depende de 7 sélo a través de 6, ya que en este caso X

se distribuye Normal(#, 0?) y 6 se distribuye Normal(c, 3) donde a y 3 son funciones de

n=(p,7).

Definicién 4.12 Sean x = (x1,22,...,2N) una muestra aleatoria, § € © el pardmetro
del modelo que produjo x, 1(8x) la funcion de verosimilitud y Fpriori una familia de dis-
tribuciones a priori. Se dice que Fprior; €s una familia conjugada para una funcion de

verosimilitud si es tal que la distribucion a posteriori
P(0|x) o< 1(8|x) Ppriori(0)
pertenece a Fpriori para todo valor de x cuando Ppriori(0) también pertenece a Fprior:.

Proposicién 4.1 Sean x = (x1,xa,...,2N) una muestra aleatoria, 0 € © el pardmetro del

modelo que produjo X, PZEBOM-(Q), Pp(fgom-(ﬁ) funciones a priori de una familia conjugada vy
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4.8. Distribucion a posteriori

PM(0x), PP (G|x) funciones a posteriori obtenidas de las respectivas funciones a priori.
Si
Prriori(0) = a P1) (0) + b PP (6)

priori priori

donde a +b =1 entonces
P(9]x) o< a PY(0]x) + b PP (0]x).

Demostracion.

P(0|x) o< 1(8]x)Ppriori(0)

— 1(0]x) (a PO (0)+bP?) (9))

priort priort
= al(0]x) P, (0) + bLOIX) Pic, s (6)

priori

o< a PY(0]x) + b PP (f]x).

La primera y tltima proposicién se tienen por la observacion del Teorema 4.1 y la segunda

igualdad se tiene por hipdtesis.

Ejemplo 4.4 Seax = (x1, 9, ...,2N) una muestra aleatoria producida por variables aleato-
rias X; coni = 1,2,..., N que tienen distribuciéon Poisson con pardmetro 8 € R desconocido.
La funcién de verosimilitud para éste caso es
N :
7 exp(—0)6"
1(0]x) = H —7
i=1
exp(—Ng)=r o

= Hi\[:l o . (4.10)

Suponiendo que la distribucién a priori es

Ppriori(o) X exp <§9) 9%71 (411)

donde a y 3 son constantes adecuadas y conocidas se tiene que 6 se distribuye a priori

Gama(ai, 31) donde oy = § y B1 = fg. Haciendo T' = Zf\il z; en la funcién de verosimi-
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litud (4.10), la funcién a posteriori resulta ser
P(0]x) o 1(8]x)Ppriori (0)

) o))

0(2N a
X exp (%) g1, (4.12)
De aqui tenemos que 6 se distribuye a posteriori Gama(as,32) donde ay = QT% y
B2 = — % Sea Fgama la familia de distribuciones a priori de tipo Gama(e, §) con o, § > 0.

Como las distribuciones (4.11) y (4.12) pertenecen a Fyqmq, ésta es una familia conjuga-
da para la funcién de verosimilitud (4.10). Note ademds que aunque las observaciones son
discretas ellas dependen de un parametro continuo, por lo que los elementos de la familia

Fgama son distribuciones continuas.

4.4. Estimacion puntual

En esta seccién se presentardan algunos resultados relacionados con las estadisticas suficientes.
También se mostrara la utilidad de las familias exponencial y conjugada en el método de

inferencia Bayesiano.

Ejemplo 4.5 Considere x = (x1, 2, ...,2N) una muestra aleatoria distribuida Normal(8, o),
pero donde € € R es conocida y o > 0 es desconocida. Para este caso la funcién de vero-
similitud [(o|x) es la misma que la férmula (4.8) pero vista como funcién de o. Haciendo

T= Zil\;1($i - 9)2 se tiene que

l(o]x) = (270) ¥ exp (_EZ) .

Ahora se debe proponer una distribucién a priori para o. Sea

m 1
PpTiori(U) = (27‘(0’)77 exp <§ﬁ>
g

donde m y p son constantes adecuadas. Conviene que la distribucién a priori sea de esta

manera para que la distribucién a posteriori sea facil de manejar, e incluso haciendo m = r—2
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las cosas se facilitaran mas. Asi, la distribucién a posteriori queda como

P(o]x) o< l(o]x) Ppriori(o)

x ((QW)’X exp (%g)) <(2m)“z” exp <%§>)

pero haciendo el cambio de variable A = % se tiene que o = A~! y entonces

Oo

P(Alx) o P(o]x) |5+
x (AN?"I exp (%(T + u))) (A2)

Nir T
X )\T+71 exp (_w)

por lo que (T + p)A se distribuye X%N-}-r) 2y 1/0 se distribuye (T + M)X(2N+,«)- Note que el
estimador encontrado depende de la muestra sélo a través de T'. Igual que en este caso, a
veces es posible resumir los datos de la muestra en una o dos cantidades, lo cual justifica la

siguiente definicién.

Definicién 4.13 Sean x = (z1, 2, ...,zN) una muestra aleatoria y 0 € © el pardmetro del
modelo que generd la muestra x. La estadistica T(x) es suficiente para 6 dado x si y sélo
si la densidad condicional de la muestra dado la estadistica no depende del pardametro, es
decir, si

P(x|t,0) = P(x|t)

donde t = T(x).

Teorema 4.2 (Factorizacién de Neyman)

Sean x = (x1,%2,...,2N) una muestra aleatoria y 0 € O el pardmetro del modelo que
generd la muestra x. La estadistica T(x) es suficiente para 6 dado x si y solo si existen
funciones g y h tales que

P(x]0) = g(t,0)h(x)

2Ver Apéndice B, Definicién B.8.
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donde t = T(x), g es no negativa y sélo depende de la muestra a través de la estadistica, y

h es también no negativa y solo depende de la muestra.
Demostracién. Ver Lee (1989).

Proposicién 4.2 (Principio de Suficiencia)
Sean x = (x1,x2,...,xN) una muestra aleatoria y 0 € © el pardmetro del modelo que

generd la muestra x. La estadistica T'(X) es suficiente para 6 dado x si y sdlo si
1(0]x) o< 1(Qt)
donde t = T(x) y la constante de proporcionalidad no depende de 0.

Demostracién. Ver Lee (1989).
Observacion. En otras palabras, el Principio de Suficiencia asegura que si existe una es-
tadistica suficiente para 6, entonces en ella estd contenida toda la informacién sobre 6 pro-

porcionada por la muestra.

Proposicién 4.3 Sean x = (x1,x2,...,2N) una muestra aleatoria y 60 € © el pardmetro
del modelo que generd la muestra x. Para cualquier distribucion a priori, la distribucion a
posteriori de 0 dado x es la misma que la distribucion a posteriori de 8 dado una estadistica
suficiente, es decir,

P(0x) = P(0]t)
donde t = T(x) es una estadistica suficiente.
Demostracién. Ver Carlin y Louis (2000).

Ejemplo 4.6 Para ejemplificar el uso del Teorema 4.2, considere la funcién de verosimilitud

(4.10) del Ejemplo 4.4. Haciendo
g(T,0) = exp(—NO)o”

donde T' = vazl x;y
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se tiene que T es una estadistica suficiente para 6 dado x.

Por otro lado, para encontrar el estimador méaximo verosimil para 6 se debe considerar la

funcién de log-verosimilitud de (4.10) que es

L(0|x) = logl(0]x)

x log(exp(—N@)HZﬁV:l ¥i)
N
x —Nf — Z x; log(6). (4.13)

=1

Para que 6 = 0 sea un maximo local de la funcién (4.13) debe satisfacer que

prstio)]
00 0—d
es decir, N
N =T
0
De aqui se tiene que
0= L%\; )

Para que este valor sea un mdximo global de la funcién (4.13) debe satisfacer que

[82 log(1(0]x))

B Lé 0 (4.14)

para todo x. El lado izquierdo de la expresién (4.14) es igual a

N
Dim1 T
42

y siempre es negativo ya que x; € N. Por tanto, segin la Definicién 4.8,
0=t
es el estimador méaximo verosimil para 6.

Definicién 4.14 Sean x = (21,2, ...,TN) una muestra aleatoria. T'(x) es una estadistica
minimal y suficiente si puede escribirse como una funcién de cualquier otra estadistica

suficiente.
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Definicién 4.15 Sean x = (x1,%2,...,TN) una muestra aleatoria y 0 € © el pardmetro
del modelo que generd la muestra x. Una funcion de densidad es miembro de la familia

exponencial de 0 si puede escribirse como
P(x]0) = a(x)b(0) exp [c(0)d(x)] .

Observacién. Sean x = (z1,%2,...,2N) una muestra aleatoria, § € © el pardmetro del
modelo que generé la muestra x y supongamos que la funcién de verosimilitud [(6]x)

pertenece a la familia exponencial de 0, es decir
N
1(0]x) oc [T f(x:l0)

;1
- H a(z;)b(0) exp [c(0)d(z;)]

o equivalentemente

N
1(0]x) o< (b(8))N exp (c(@) Zd(:ﬂﬁ) (4.15)

i=1
y aplicando el Teorema de Factorizacion de Neyman (Teorema 4.2) se tiene que
T(x) = Zivzl d(x;) es una estadistica suficiente para # dado x. Algunas de las distribu-

ciones que pertenecen a la familia exponencial son la binomial, la geométrica, la Poisson, la

Gama y la Beta.

Por otro lado, el uso de familias conjugadas facilita los cdlculos para encontrar la distribucién
a posteriori, suponiendo que se pueden ajustar a la informacién inicial. Si la funcién de
verosimilitud pertenece a la familia exponencial entonces se puede construir facilmente una
distribucién a posteriori que pertenezca a una familia conjugada. Considere un modelo con

funcién de verosimilitud (4.15) y con distribucién a priori

Pyriori(6) o (b(6))™° expldoc(6)]

84



4.4. FEstimacion puntual

De aqui la distribucién a posteriori resulta

N
P(6]x) o (b(6))" Vo exp [cw) (do + Zd(x»)]

por lo que ésta distribucién pertenece a la misma familia que la distribucién a priori.

Finalmente, en el siguiente cuadro se presentan algunas distribuciones a priori y posteriori

pertenecientes a una familia conjugada para una funcién de verosimilitud.

Funcion de verosimilitud | Distribucién a priori | Distribucién a posteriori
Binomial(x|n, 0) Beta(f|a, ) Beta(fla+x,8+n — x)
Poisson(x|6) Gama(f|«, B) Gama(f|la + >, z;, 5+ n)
Normal(x|u, o)* Normal(u|0,n) Normal <u| ﬂ%, -+ na)
Gama(x]a, 8)** Gama(816, n) Gama(B|6 + na, 1+ ¥, 2:)

* o conocido, ** « conocido
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Capitulo 5

Aplicacion del algoritmo

Metropolis-Hastings al estudio

del VPH

Existen més de 100 tipos diferentes de cepas del Virus del Papiloma Humano (VPH) y
aproximadamente 40 de ellas son transmitidas sexualmente. La mayoria de las infecciones
con VPH avanzan y se resuelven sin producir sintomas, aunque algunos tipos del virus si los
producen. Como ejemplo se pueden citar las cepas tipo 6 y 11 que son causantes de las
verrugas genitales, y las cepas tipo 16 y 18 que son asociadas con ciertos tipos de cancer.
De hecho, las infecciones con VPH son reconocidas como la mayor causa del cancer cérvico
yva que mas del 90 por ciento de las mujeres que han tenido este cancer también han sido
infectadas con VPH, especialmente con las cepas 16 y 18 (ver Sanders et al. (2003), Myers
et al. (2000), Galvez-Correa et al. (2006)). A pesar de que no existen métodos comunes para
eliminar la infeccién del VPH, las lesiones precancerosas y las verrugas causadas por estos

virus si pueden ser tratadas.
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5.1. Modelo de la historia natural del VPH

A continuacién se mostrara el uso de las cadenas de Markov para modelar la historia natural
del VPH, su transmision y su evolucién hasta el cancer cérvico. Se presentard solamente la

parte tedrica del modelo, sin incluir simulacién y anélisis con datos reales.

5.1. Modelo de la historia natural del VPH

En esta seccién se presentara un modelo que simula la historia natural de la infeccién del
virus del papiloma humano y el cdncer cervicouterino basado en el estudio simulado reali-
zado por Goldie et al. (2003) donde una poblacién de 100,000 ninas de 13 afios entraron al
modelo. En este estudio se simulé el comportamiento de esta poblaciéon con respecto a la

infeccién, asi como el posible desarrollo del cancer cérvico.

El tiempo total que se considerd en la simulacién fue la vida de una mujer, desde los 12
hasta los 65 anos. Los ciclos para la cadena de Markov fueron periodos de 6 meses, es
decir, un paso de la cadena de Markov corresponde a 6 meses de la vida de una mujer.
Asi, en cada periodo de tiempo cada nina tenia el riesgo de contagiarse de algun tipo de

VPH (transitorio; tipo 16 y 18; diferente al 16 o 18; de bajo riesgo respecto al cdncer cérvico).

Las ninas infectadas con VPH podrian tratarse para combatir la infeccién causada por el
virus, o podrian progresar en la infeccion desarrollando lesiones epiteliales como la Neoplasia
Cérvica Intraepitelial tipo 1 (CIN 1) ! y que a su vez podria progresar a Neoplasia Cérvica
Intraepitelial tipo 2-3 (CIN 2-3) o podria regresar a la pura infeccién. Finalmente, de CIN
2-3 se puede regresar a CIN 1 o progresar al Carcinoma in Situ (CIS), del cual se puede pro-

gresar al cancer invasivo 2 y de aqui se pueden desarrollar sintomas o progresar a la siguiente

ILa Neoplasia Cérvica Intraepitelial se refiere a la presencia de células anormales en la superficie del
cuello del ttero. Comuinmente no existen sintomas visibles de neoplasia, los cambios celulares se detectan

mediante pruebas de Papanicolau o colposcopia.
2El céncer cérvico invasivo es causado por el crecimiento de células cancerosas en el cuello uterino (también

llamado cervix) el cual conecta al titero con la vagina. Una masa de tejido extra llamada tumor crece cuando

las células del cervix se reproducen sin control aunque no se necesiten células nuevas. El término céancer
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5.1. Modelo de la historia natural del VPH

etapa del cdncer (se consideran 4 etapas). También se supuso que las mujeres con cdncer in-

vasivo recibieron tratamiento especifico a la etapa de la enfermedad en la que se encontraran.

De esta forma, la historia natural de la infeccién con VPH puede modelarse a través de una

cadena de Markov X = {X,, : 1,2,...} donde
X, = estado de salud al tiempo n de una determinada mugjer en la poblacion.

Cada n representa periodos de 6 meses, durante los cuales las mujeres pueden pasar de un
estado a otro. X tiene espacio de estados S = {1,...,15} en donde cada ntmero representa

un estado diferente de salud:
1: estado normal de salud,
2: contagio por cepas de VPH transitorio,
3: contagio por las cepas 16 o 18 de VPH,
4: contagio por cepas distintas a la 16 o 18 de VPH, tasa
5: contagio por cepas de VPH de bajo riesgo,
6: CIN 1,
7: CIN 2-3,
8: CIS,
9: cancer invasivo, etapa I,
10: céncer invasivo, etapa II,
11: cancer invasivo, etapa III,

12: cancer invasivo, etapa IV,

se refiere a tumores malignos, los cuales pueden invadir los tejidos cercanos y esparcirse a otras partes del

cuerpo. El término Carcinoma in Situ se refiere al cancer que todavia no ha invadido algin tejido cercano.
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13: aparicién de sintomas del cancer invasivo,

14: muerte y

15: eliminacién de la presencia del VPH.

Las probabilidades de transiciéon de X pueden ser representadas de la siguiente forma:

Pi,j = P{XnJrl :]|Xn = Z} =

si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si

si

1=1,7=2;
1=1,7=3;
1=1,5 =4,
1=1,7=2>5;
1=2,5=6;
1=2,7 = 15;
1=3,5 =6;
1=3,7 = 15;
1=4,5=6;
1=4,5 =15;
1=295,j5 =6;
1=2>5,7 = 15;
1=06,5=2;
1=06,7=3;
1=206,75 =4;
1=06,5=25;
1=6,j=T;
1=7,7=6
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si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si

si

. O.

i=7,j=28
i=8,j=09
i=9,j=10
i=9,j=13
i=9,j=14
i=10,5 =11
i=10,j =13
i=10,j =14
i=11,7 =12
i=11,j=13
i=11,5=14
i=12,j=13
i=12,j =14
i=13,j=1
i=14,j =14
i=15=15
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donde,

s1=a1+b+c+di
So = ag + as
$3 = by + b3
sS4 =y +c3

s5 = do + d3

S¢=aq +byg+cs+dsy+eq

S7 = e + e3

Sg = e4q4 + e5 + €4
Sg = e7 + eg + €9
S$10 = €10 + €11 + €12

$11 = e13 + €14.-

Estas expresiones se obtuvieron del trabajo de Goldie et al. (2003) y son resultados de

las hipdtesis hechas sobre el modelo de evolucién de la infeccién. La matriz de transicién

P = (PZJ)L,]ES

comportamiento de la poblacion fue la siguiente:

0 0.510 0.163 0.163 0.163 O

0 0 0 0 0 0.166

0 0 0 0 0 0.257

0 0 0 0 0 0.257

0 O 0 0 0 0.164

0 0.220 0.173 0.173 0.123 O

0 O 0 0 0 0.512
P=1o0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 O 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 O 0 0 0 0

0 O 0 0 0 0

0.

09
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0.

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
487 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0.669 0 0 0.267 0.062
0 0 0 0512 0 0.384 0.102
0 0 0 0 0.331 0.544 0.123
0 0 0 0 0 0.757 0.242
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0

de X que se utilizé en el estudio de Goldie et al. (2003) para simular el

0.833
0.742
0.742
0.835

o O o o o o o o

[




5.2. Modelo de la transicion del VPH tomando en cuenta una vacuna

Los valores presentados en P fueron obtenidos utilizando datos reales de mujeres en Esta-
dos Unidos. Las probabilidades de transicién fueron estimadas empiricamente, es decir, se
contaron las transiciones de un estado a otro y se dividié cada resultado entre el niimero
posible de transiciones. Estos valores fueron introducidos en un arbol Markoviano inplemen-
tado utilizando el software TreeAge. Al final de la simulacién se tiene el nimero de mujeres

entre las 100,000 que estaran en cada uno de los estados de X.

5.2. Modelo de la transicion del VPH tomando en cuen-
ta una vacuna

Una cadena de Markov también puede modelar la transmisién del VPH teniendo en cuenta la
introduccién de una vacuna para un tipo especifico de virus. Este modelo esté desarrollado en
el trabajo de Hughes et al. (2002), en el que una poblacién (considerando hombres y mujeres)
que se dividié en tres grupos segiin su actividad sexual (alta, media y baja actividad sexual),
medida por la tasa de cambio de parejas, fue vacunada. Esta vacuna tenia las siguientes

propiedades:
i) reducia la susceptibilidad a la infeccién,
ii) reducia la transmisibilidad del virus y
iii) reducia la duracién de la infeccién,
pero podia fallar de las siguientes maneras:
a) no teniendo efecto en algunas personas,
b) reduciendo, pero no eliminando totalmente, la susceptibilidad a la infeccién o
¢) perdiendo inmunidad a lo largo del tiempo.

Se consideré entonces que una parte de la poblacién, aunque fue vacunada, podria haber

quedado susceptible por cualquiera de las fallas de la vacuna. Asi, las personas vacunadas
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eficientemente y las susceptibles podrian infectarse y luego recuperarse. Tomando en cuenta

lo anterior, la cadena de Markov se puede definir también como X = {X,, : 1,2,...} donde

X,, = estado de salud al tiempo n de un individuo especifico en la poblacion.

En este caso, el espacio de estados de X es S = {1,2, 3,4, 5} en donde cada nimero representa

un estado diferente de salud:

1: estar sano,

2: estar vacunado,

3: estar propenso al contagio del VPH,

4: estar infectado por el virus y

5: haber eliminado el virus del organismo.

Las posibles transiciones de X son: dado que inicialmente todos los individuos son vacunados
se tiene que un individuo vacunado puede permanecer sano o puede pasar a la calidad de
propenso al contagio de VPH, y después de eso podria pasar al estado infectado o regresar
al estado sano. Una vez infectado un individuo puede eliminar el virus del organismo o per-

manecer infectado.
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Las probabilidades de transicién de X son (ver Hughes et al. (2002))

é si i=1,7=2
1—¢ si 1=1,7=3
M si i=2,7=1
o si 1=2,7=3
© si i1=2,j=4
Py =P{Xpp = j|X, =i} ={ £ si 1=3j=1
% si 1=3,7=4
;% si 1=4,j=1
% si 1=4,7=5
1 si t=57=1
0 en otro caso,

donde s1 = p+ Ay s2 = u+ . Estas probabilidades de transicién son resultados de las
hipétesis del modelo considerado por Hughes et al. (2002). La matriz de transicién de X

utilizada para simular el comportamiento de la poblacién fue

0 0.729 0.271 0 0
0.066 0 0.100 0.833 0

P=1 0.019 0 0 0.980 0
0.090 0 0 0 0.909
1 0 0 0 0

Estos valores fueron obtenidos y utilizados de la misma forma que los obtenidos para el
modelo presentado en la Seccion 5.1. En este caso el resultado arrojado también fue el

namero de mujeres en cada estado de X.
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5.3. Modelo de la progresiéon del VPH al CIS o al CCI

En este caso se quiere modelar la progresién de la infeccién de VPH al Cdncer in Situ (CIS)
o al Céncer Cérvico Invasivo (CCI) tomando en cuenta la histerectomia y la prueba del
Papanicolau. Para esto una muestra de mujeres se dividié en cuatro grupos segiin su activi-
dad sexual. Ademds se consideré que empezaron a ser sexualmente activas a los 16 anos de
edad por lo que se supuso que a esta edad comenzaron a ser susceptibles a la infeccién. Asi,
el riesgo de la infeccidn en las mujeres susceptibles dependia de su edad y de el grupo de

actividad sexual al que pertenecieran.

Ya infectadas, las mujeres podrian desarrollar CIS o CCI dependiendo de cuanto tiempo la
infeccién ha estado presente en ellas. Ademds, cuando un céncer no detectado estd en su
etapa final, en algunos casos podria detectarse alguna lesién que indicaria la existencia del

cancer y podria tratarse.

Por otro lado la prueba del Papanicolau puede reducir el riesgo del CIS, dependiendo de
qué tan agresivamente se traten las lesiones de bajo grado. Se hizo la suposicion de que
algunas mujeres dieron positivo para displasia y fueron tratadas, y algunas otras tuvieron

histerectomias, por lo que todas ellas no tuvieron riesgo de desarrollar CIS o CCI.

Las mujeres susceptibles pudieron haberse infectado y pudieron haberse practicado una
histerectomia (esto sin haber tenido cdncer). Las mujeres infectadas pudieron haber desar-
rollado CIS o CCI, o pudieron haberse hecho una histerectomia y las que desarrollaron el
cancer debieron haberse hecho la histerectomia. En el modelo se consideré también la posi-

bilidad de muerte.

La cadena de Markov que modela lo anterior es X = {X,, : 1,2,...} donde

X, = estado de salud al tiempo n de una determinada mujer en la poblacion.
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En este caso el espacio de estados de la cadena es S = {1,...,5} donde cada nimero

representa un estado diferente de salud:
1: ser susceptible a la infeccion,
2: haberse infectado del VPH,
3: haber desarrollado CIS o CCI,
4: haberse practicado la histerectomia y
5: haber muerto por otra causa que no fuera céncer cervicouterino.

Las posibles transiciones de X son: de ser susceptibles a la infeccién, las mujeres podrian
infectarse y después podrian desarrollar CIS o CCI. Una vez teniendo alguna de estas le-
siones el tratamiento podria ser una histerectomia. Note que la muerte es otra posibilidad en
cualquier transicién porque se esta considerando que es causada por algo distinto al cancer

cervicouterino.

Con base en las hipotesis de transicién consideradas en el modelo estudiado por Hughes et

al. (2002), las probabilidades de transicién de X son

< si i=1,j=2
L si i=1,j=4
L si i=1,j=5
£ si i=2,j=3
. , Z si i=2,j=4
P = P{Xn1 =j|X, =i} =
ol si i=2,j=5
S
z si i=3,j=4
o si i=3,j=5
1 si i=4,5j="5
0 en otro caso,
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donde sy =&+v+mn,so=0+60+ny s3 =v+ «a. Considerando esta formulacién obtenida
del estudio de Hughes et al. (2002) se obtiene la siguiente matriz de transicién para X que

fue utilizada para simular el comportamiento de la poblacion:

0 0.300 0 0.600 0.100

0 0 0.055 0.833 0.111
P=10 0 0 0.050 0.949

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1

Nuevamente, los valores fueron obtenidos y utilizados de la misma forma que para los mo-

delos presentados en las Secciones 5.1 y 5.2.

5.4. Modelo Bayesiano

Como ya se menciond, las matrices de transiciéon dadas en las Secciones 5.1, 5.2 y 5.3 fueron
obtenidas utilizando métodos empiricos. Las probabilidades de transicién fueron calculadas
utilizando el niimero de veces que los pacientes pasaron de un estado a otro de la enfermedad,
dividido por el nimero total de transiciones (ntimero total de pacientes que entran a de-
terminado estudio). Por lo tanto, las probabilidades de transicién estdn totalmente basadas
en la informacién que un conjunto especifico de datos proporcionan, a saber, datos propor-

cionados por clinicas ginecoldgicas.

Ahora suponga que se quiere encontrar las probabilidades de transicién de las matrices de
transicién de los modelos presentados en las Secciones 5.1, 5.2 y 5.3, tomando en cuenta no
sélo la informacién producida por los datos; sino también permitiendo que cierta variacién
pueda ocurrir. Esto se puede hacer a través de un modelo Bayesiano. Para esto, considere
una cadena de Markov X = {X,, : 1,2,...} con espacio de estados S = {1,2,..., M}, en la
que sus estados representan los diferentes estados de salud de los individuos en la poblacién

que se quiere estudiar, donde M > 0 representa el niimero de posibles estados que X puede
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5.4. Modelo Bayesiano

tomar (por ejemplo, en el modelo dado en la Seccién 5.1 se tiene M = 15).

Suponga que x = (1, ...,Zy) es una secuencia de valores obtenidos a partir de las primeras
N variables aleatorias que conforman la cadena de Markov, es decir, las primeras N transi-

ciones en el estado de salud de un individuo especifico en la poblacién. Sea P = (Pi, j> <
i€

la matriz de transiciéon de X, entonces se tiene que

P(Xn = xn|X1 =1, Xn-1= xn—hP) = P(Xn = xn|Xn—1 = xn—hP)

= Pxn—laxn'

5.4.1. Funcién de verosimilitud

Dado que se asume un modelo Markoviano para describir la evolucién y/o la transmisién del
virus asi como la evolucién de la infeccién causada por el VPH, la funcién de verosimilitud

para x = (z1,...,zy) dado el pardmetro P es

[(Plx) o< f(x[P)
x P(X = x|P)
= P(X1 = :L'1|P)P(X2 = l‘2|X1 = l‘l,P)P(X;g = 1’3|X2 = l‘Q,P) cee

P(Xn_1=2n_1|XN_2=2N_2,P)P( XNy = 2Nn|XN_1 =2N-1,P)

N
= P(X1 =x1P) [[ P(Xi = 24| Xio1 = 251, P)
k=2
N
:P(Xl :1'1|P)]:[sz,1,zk- (51)
k=2

Haciendo la suposicién de que X se distribuye uniformemente, es decir que

1
P(X1 = 1‘1) = M
se tiene que la férmula (5.1) es
N
I(Px) o [ Prvcsoan
k=2
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Note que la funcién de verosimilitud es proporcional a una distribucién multinomial con
pardmetros {P;,i € S} donde
Pi = (Pij)jes,

los cuales son los renglones de la matriz de transiciones de X.

5.4.2. Distribuciones a priori

Ya que la funcién de verosimilitud es proporcional a una distribucién multinomial, conviene
elegir distribuciones a priori Dirichlet para los renglones de la matriz, ya que éstas son con-

jugadas para las funciones multinomiales 3.

Haciendo el supuesto de que los renglones de la matriz son independientes se tiene que

M
D(oig+ ...+ aim) -1 ,
Poriori(P;) = : = @) =1,2,....M
pr 071( ) F(O@J)"'F(OZLM) ( J) 1

j=1
donde o = (@i1,...,04,m), @ = 1,2,..., M son los pardmetros conocidos de las distribu-
ciones.

Una forma de asociar valores a los parametros oy, i = 1,2,..., M es relacionarlos directa-

mente con el niimero de transiciones de un estado a otro. Por ejemplo, si en el rengléon P la
probabilidad de transicién de mayor valor es F;, ,, entonces o, i, tendra un valor més alto
asociado a él, si F;, j, es el segundo mayor valor, entonces o, 1, tendré el segundo mayor

valor y asf en adelante.

5.4.3. Distribuciones a posteriori

Para obtener las distribuciones a posteriori defina n; ;, i, j € S como el nimero de veces que

la cadena pasa del estado ¢ al estado j en x, es decir,

N

nijg =Y I(Xp1=1i,X; =) (5.2)
k=2

3Ver Apéndice B, Definiciones B.4 y B.10.
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5.4. Modelo Bayesiano

donde 7,5 =1,2,..., M. Paracada¢=1,2,..., M considere el siguiente vector:
ni = (n4,1, 4,25+, i, M )-

Dado que la funcién de verosimilitud es proporcional a una distribucién multinomial y las
distribuciones a priori para los renglones de P son proporcionales a distribuciones Dirichlet,
entonces sus distribuciones a posteriori también son proporcionales a distribuciones Dirichlet

con pardmetros a; +n; coni=1,2,..., M *.

Observacion.

Para los modelos de la transmisién del virus considerando una vacuna y del progreso del
virus al cdncer se tiene que la funcién de verosimilitud es proporcional a una distribucién
multinomial con pardmetros {P;,7 € S} y las distribuciones a priori y a posteriori son pro-
porcionales a una distribucién Dirichlet con pardmetros a; = (a1, .., Qi0m) ¥ & + n; con
i = 1,2,..., M respectivamente, donde n; = (n;1,Mm;2,...,n;,m) con n;; definida en la

férmula (5.2).

Para estimar P se puede tomar para cada renglon el vector que maximiza la distribucion a
posteriori marginal para aquél renglén. De Evans y Swartz (2000) se tiene que la moda de
una distribucién de Dirichlet con pardmetros (a1, ag,..., ) es

Nij + Qi

Sty + aie]

P i,j=1,2,..., M.

5.4.4. Otras distribuciones a priori

Note que la distribucién de Dirichlet no es la tinica distribuciéon que puede ser utilizada
como distribucién a priori para los renglones de P. También se puede utilizar cualquier otra

distribucién definida en el conjunto

M
Ay =S = (x1,02,...,207) 1 75 20, Efﬂiil ;
=1

4Ver Apéndice B, Proposicién B.1.
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5.4. Modelo Bayesiano

donde M es el nimero de estados de la cadena de Markov describiendo el modelo. En algunos
casos es posible que la distribucién a priori no sea conjugada a la funcién de verosimilitud.
En estos casos se podria utilizar algin método de Monte Carlo via Cadenas de Markov
para obtener los valores de P. Una opcién es considerar un algoritmo del tipo Metropolis-
Hastings. En este caso la cadena de Markov que tendria como su distribucién estacionaria

la distribucién a posteriori, que en este caso esta dada por

N
H ka—laxk
k=2

P(Px) o , (5.3)

M
H Pp'r‘iori (P’L)
i=1

puede ser descrita como sigue.

Suponga que el valor actual de un renglén i de P es Pi(n) = (P.(") Pi(g), .. 7P’L(,’ILV)I) y que

7,1
el candidato a ser el nuevo renglén es muestreado a partir de la distribucién a priori de P;

P.("'f‘l)
i

para cada uno de los renglones P;. Sea el candidato a este rengléon. La probabilidad

de aceptar el nuevo renglén y consecuentemente la nueva matriz es

n M 1
x| PED) {Hz‘=1 Pyriors(P" ))} [T, Poriori(P)
n M +1
Ul P) [T, Poriors(P™)| - Tty Poriori(PY)

(n+1)
= min 1,7Z(X|P ) .
(x| P™)

p(P(”),P("'H)) =min < 1,

Si se espera un tiempo suficientemente largo, los valores muestreados por este algoritmo

tendrdn como distribucién la distribucién (5.3).
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Discusion

A pesar de existir datos que apoyan la idea de que la infecciéon del VPH recurrente esté rela-
cionada con el desarrollo del cdncer cérvico, la verdad es que el curso completo de la enfer-
medad, desde la adquisicion del VPH al desarrollo del cancer cérvico invasivo, nunca ha sido
y nunca serda completamente observado. Es por esto que son importantes los modelos es-
tadisticos y probabilisticos en el entendimiento de la biologia, epidemiologia e implicaciones
politicas de la infeccién del VPH y el cancer cérvico. Por otro lado, aunque cualquier modelo
matematico es una simplificacion y representacion de la realidad, esto es quizas especialmente
cierto en modelos de infecciones transmitidas sexualmente, en los que es necesario conocer

la dindmica de los cambios de pareja en la poblacién para el entendimiento de la enfermedad.

Por otro lado, el desarrollo de una vacuna contra la infeccién del VPH sera de gran utili-
dad, en adicion a las tecnologias ya disponibles en el control del cdncer cérvico. Por esto,
un modelo matematico que explore los impactos de la vacunacién tomando en cuenta los
datos epidemiolégicos, clinicos y virolégicos existentes proveera una importante ayuda al

desarrollo de la politica de salud.

Asi, los modelos probabilisticos y estadisticos ayudan a los investigadores clinicos, a los
analistas y tomadores de decisiones en salud publica para determinar acciones apropiadas
basadas en los datos clinicos y epidemioldgicos disponibles. En esta tesis, las cadenas de

Markov son de gran utilidad para modelar la historia natural del VPH, la transicién del
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5.4. Modelo Bayesiano

VPH tomando en cuenta una vacuna y la progresién del VPH al cdncer cérvico, mientras
que el modelo Bayesiano y el algoritmo Metropolis-Hastings proporcionan una herramien-
ta 1til para encontrar estimadores para las probabilidades de transicion de las cadenas de

Markov.

Dado que no se propone hacer un estudio aplicado, solo se describié el algoritmo Metropolis-
Hastings, sin la programacion del mismo. La programacion asi como la aplicacién a datos

reales podria ser el tema de estudios posteriores.

Con la formulacién Bayesiana es posible obtener no sélo estimadores para las probabili-
dades de transicién utilizadas para simular el comportamiento de una poblacién bajo los
supuestos de cualquiera de los modelos presentados en el Capitulo 5 (por ejemplo, la moda
de la distribucién a posteriori marginal), sino también proporciona una idea de como estas
probabilidades se comportan en el momento en que proporcionan informacién sobre su fun-

cién de distribucién.

Por otro lado, otros métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov podrian ser utilizados
en algunos modelos epidemiolégicos como los métodos de muestreo de Gibbs y métodos
de muestreo de Gibbs por bloques. El algoritmo que se utiliza depende del problema que
estd siendo tratado, aunque la ventaja del algoritmo Metropolis-Hastings es que con él se
puede obtener una muestra dependiente de variables aleatorias cuya distribucion siempre

converge para la distribucién de interés.
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Apéndice A

Conceptos basicos de

probabilidad

El propdsito de este apéndice es recordar algunos conceptos y resultados de la teoria de pro-
babilidad. Para mayor informacién se recomienda consultar Ash (2000), Grimmet y Stirzaker

(1982), Ross (1998) y Ruiz-Maya y Martin Pliego (1995).

A.1. Algunas definiciones

Definicién A.1 La o- dlgebra de Borel , denotada por B(R), es la minima o-dlgebra de

subconjuntos de R que contiene a todos los intervalos (a,b], a,b € R.

Definicién A.2 Sea X una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad (0, F,P).

La funcion f : R — [0,00) es una funcién de densidad de X si y sdlo si

a) f(x) 2 0 para toda x € R,

b)
/Rf(m)da: =1 (A1)



A.2. Algunos resultados

Si X es una variable aleatoria discreta, f es llamada funcién de probabilidad y la formula

(A.1) se convierte en
> fla)=1.

Definicién A.3 Sea X una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad (2, F,P).

Si X es continua su esperanza se define como

BIX] = [ af(@)is

donde f es la funcion de densidad de X. Si X es discreta, su esperanza es

B[X] =) af(x).

T

Definicién A.4 Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Tome A,B € F. Si P(B) > 0,
la probabilidad condicional de que ocurra A dado que ha ocurrido B estd dada por la

expresion
P(ANB)

P(A|B) =
Definicién A.5 Sean X yY wvariables aleatorias sobre un espacio de probabilidad (2, F,P).

La esperanza condicional de X dado Y estd dada por

BIX|Y =y = [ of(aly)do (A.2)

donde f(x|y) es la funcién de densidad condicional de x dado y. Si X es discreta, la expresion

(A.2) se convierte en

> af(aly).

x

A.2. Algunos resultados

Teorema A.1 (Teorema de Bayes) Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Considere
la coleccion {Ag}i_y C F tal que UR_ Ay =Q y A,NA; = ¢ para toda i,j =1,2,...,n con
1 # j. Entonces

P(Ai)P(B|A;)
j—1 P(Ar)P(B|A)’

P(A;|B) = i=1,2,...,n
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para todo B € F.
Demostracién. Ver Ross (1998).

Teorema A.2 (Ley Fuerte de los Ntuimeros Grandes) Sea X1, Xo,... una sucesidn de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, cada una con esperanza

finita E[X}] = p para toda k = 1,2,. ... Entonces

) 1 n
P (nh—{r;oEZXk :u) =1.
k=1
Demostracién. Ver Ross (1998).

Lema A.1 Sea X = {X,, :n=0,1,...} una cadena de Markov con espacio de estados S.

Para ig,i1,...,in € S la igualdad
P{X, =in, Xn-2=tn-2,...,X0 = 10| Xn-1=tn-1} =
P{X, =in|Xn-1=tn-1}P{Xn-2=tn-—2,Xn-3=tn-3...,X0 =00/ Xn-1=1In-1}
es equivalente a
P{X, =in|Xo =10, X1 =t1,..., Xpn-1=tn-1} = P{X), = 0n|Xnnm1 = i1}
Demostracion.
(1) Por hipétesis se tiene que

P{X, = in|Xp_1 =in_1} =

P{X = Z'n; Xn—2 = Z'n—2a o aXO = Z'O|Xn—1 = in—l}
P{Xn72 - in727Xn73 = Z-nva ce. 7X0 = Z-()|4X*nfl - Z.nfl}

(A.3)

Note que el lado derecho de la igualdad es equivalente a la expresion

P{XO = Z'Ov ce aXn—Q = in—2;Xn—1 = in—l;Xn = Zn}
- - - ; 5
P{Xo=vi0,...,Xn-3=in 3, Xn2=in2,Xn 1=1In 1}

(A4)
y esta expresion es igual a
P{X :Zn|X():Z()7X1 :il,...,Xn71 :anl}.
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(ii) Por la demostracién del inciso anterior de este lema se tiene que

P{X, =in|Xo =10, X1 =i1,..., Xp_1 =tlp_1} =

P{X = in;Xn—2 = Z'n—2a o aXO = Z'O|Xn—1 = in—l}
P{Xn72 = in727Xn73 =lp-3,--- 7X0 = Z-()|4X*nfl = Z.nfl}

(A.5)

Por hipdtesis se sabe que el lado izquierdo de la férmula (A.5) es igual a
P{Xn = Z.n|-}(n71 = in71}~

De aqui se deduce que la expresiéon (A.3) es cierta, y asi se tiene lo que se queria

demostrar.
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Apéndice B

Variables aleatorias

El propdsito de este apéndice es recordar las variables aleatorias usadas en esta tesis y

presentar un resultado sobre inferencia Bayesiana usado en el Capitulo 5.

B.1. Variables aleatorias discretas

Definiciéon B.1 Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores mo negativos. Se
dice que X es una variable aleatoria Poisson con pardmetro A > 0 si tiene funcion de
probabilidad

)\k —A

P(X:k;)de 5

k=0,1,2,....

Definiciéon B.2 Suponga que se realizan repeticiones independientes de un experimento
aleatorio que tiene dos posibles resultados, los cuales se pueden clasificar como éxito y fra-
caso, y donde la probabilidad de éxito es p € [0,1]. Sea X el nimero de fracasos antes del
primer éxito. X es llamada variable aleatoria Geométrica con pardmetro p y su funcion
de probabilidad es

P(X =k)=p(1-p)", k=0,1,2,....

Definiciéon B.3 Considere n repeticiones independientes de un experimento aleatorio que

tiene dos posibles resultados, los cuales se pueden clasificar como éxito y fracaso, y donde la
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B.2. Variables aleatorias continuas

probabilidad de éxito es p € [0,1]. Sea X el nimero de éxitos ocurridos en las n repeticiones.
Asi, X es llamada variable aleatoria Binomial con pardmetros (n,p), y su funcion de

probabilidad estd dada por

Definiciéon B.4 Considere n repeticiones independientes de un experimento aleatorio que
tiene r posibles resultados con respectivas probabilidades p1,pa, . . ., pr, Z:Zl p; = 1. También
considere el vector aleatorio X = (X1, Xa,...,X,) donde Xy es el nimero de repeticiones
con resultado tipo k. Asi, X es llamada variable aleatoria multinomial con pardmetros

nyp=(p1,P2...,Pr) Y con funcion de probabilidad

_ _ n' L1 T2 Lr
P(X =z) = mm Dby™ Dy
donde _ x; =n yx, > 0.
Observacién. Si X = (X1, Xo,...,X,) tiene distribucién multinomial con pardmetros

n y p, entonces cada Xy tiene distribucién binomial con pardmetros (n,py) para toda

k=1,2,...,7.

B.2. Variables aleatorias continuas

Definicién B.5 Sea X una variable aleatoria que toma valores en el intervalo (a,b) donde
a,b € R. X es llamada variable aleatoria Uniforme sobre el intervalo (a,b) si tiene

funcion de densidad

St a<x<b,

Definicién B.6 Se dice que X es una variable aleatoria Normal con pardmetros (i, o?)

si su funcion de densidad es de la forma

1 .
flz) = — e~ (@=w)?/207 si —00 <z < 00.

V2o
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Definiciéon B.7 Considere una variable aleatoria continua X que toma valores no nega-
tivos. X es llamada variable aleatoria Gama con pardmetros (o, 3) donde o, 3 > 0 si su

funcion de densidad estd dada por

i(ﬁx)“_le_ﬁx St x>0
f)=q |
0 €.0.c
donde, para o > 0,
I(a) (a—1)! st « es entero,
o) =

o0 — —r .
fo z*le=*dz  sia no es entero.

Definiciéon B.8 Sea X wuna variable aleatoria continua que toma valores no negativos. X
es llamada variable aleatoria Ji-Cuadrada con v grados de libertad, denotada por X%

v)’

st su funcion de densidad es

1 v/2—1_—x/2 ;
flx) = oz s 2 >0,

0 €.0.c.

Definicién B.9 Se dice que X es una variable aleatoria Beta con pardmetros (a,b) si

tiene funcion de densidad

flz) = Fr&sza);:é)lz) Ia_l(l - I)b_l st 0<z <1,
0 e.o.c.

Definicién B.10 Sea X = (X1, Xo,...,X,) un vector aleatorio. Se dice que X tiene dis-
tribucién de Dirichlet con pardmetro a = (a1, az,...,a.), ap >0, k=1,2,...,r si tiene

funcion de densidad

F(al +a2+"'+a7“) a1—1 a,—1

f($) = F(al)I‘(ag)-uf(ar) xl ...x,,.

donde xp, 20, k=1,2,... 7.

Observacién. Si X = (X, Xs,...,X,) tiene distribucién de Dirichlet con pardmetro
a = (ai,as,...,a,), entonces cada X}, se distribuye Beta con pardmetros (ax, Y ;_, a; — ax)

paratoda k=1,2,...,7.
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B.3. Resultado complementario

B.3. Resultado complementario

Proposicion B.1 Considere un modelo Bayesiano en el que la funcion de verosimilitud
l(p|x) es proporcional a una funcion multinomial con pardmetros n y p = (p1,p2,...,0r), Y
en el que la distribucion a priori para el vector aleatorio p es una distribucion de Dirich-
let con pardmetro a = (a1, az,...,a.), ax > 0, k = 1,2,...,r. Entonces, la distribu-
cion a posteriori para p es proporcional a una distribucion de Dirichlet con pardmetro

a= (a1 +x1,a2 + T2,...,ar + 7).

Demostracion.
Por hipétesis se tiene que la funciéon de verosimilitud y la distribucién a priori satisfacen,

respectivamente, que
T
lpx) o< T pi*s
k=1
vy que

pmom O( H p

Por la férmula (4.6) del Capitulo 4 se sabe que la distribucién a posteriori satisface que

P(p|x) o< U(p|x)Ppriori(p)

i

por lo que se puede concluir que la distribucién a posteriori es proporcional a una distribucién

de Dirichlet con pardmetro a = (a1 + x1,a2 + 2, ..., ar + Ty).
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