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Introduccion

En muchas situaciones es de interés modelar los valores més grandes (o pequenos) que
presenta un proceso estocéstico. Por ejemplo, en la construccion de una presa interesa conocer
el méximo nivel de agua que debera soportar, o también, la intensidad méxima que podria
tener un terremoto en la zona donde estara ubicada la presa. En general, el conocimiento de
la distribucion de los maximos o minimos de algin fenémeno relevante es importante dentro
de la ingenieria: “El diseno en ingenieria debe estar basado en extremos porque los valores
mas grandes, tales como cargas, terremotos, viento, inundaciones, olas, etc., y los valores
més pequenos como fuerza, fatiga, etc. son los parametros claves que pueden llevar a una
falla en los trabajos de ingenieria.” (Castillo [1]: 4) Mas ejemplos de situaciones en las que es
de interés considerar eventos extremos pueden consultarse en Coles 2|, pag. 1-17, y también
Castillo [1], pag. 3-17.

Una forma particular de modelar eventos extremos ocurre cuando el proceso estocéastico
en cuestion esta indexado por el tiempo, lo conforman variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (i.i.d.), y tenemos como “valores mas grandes” a los méximos
del proceso obtenidos en periodos cuya duraciéon de tiempo es fija. En la Teoria de Valores
Extremos, un anélisis en ese contexto se conoce como de méximos por bloques. Sin embargo,
existen diferentes métodos que podemos aplicar para hacer inferencia en ese tipo de anéalisis.
El objetivo principal de este documento seréd comparar tres de esos enfoques a través de un
estudio basado en simulaciones.

En el Capitulo 1 presentamos algunos resultados clasicos de la Teorfa de Valores Ex-
tremos, con los cuales encontraremos que la distribuciéon de maximos se puede aproximar
por algtn tipo de las distribuciones de valores extremos (DVE) -Fréchet, Gumbel y Weibull-,
las cuales podemos representar en una sola familia cuya funcién de distribucién se conoce
como distribuciéon generalizada de valores extremos (DGVE).

Por otro lado, en el Capitulo 2 describimos los enfoques estadisticos que consideramos en

este trabajo para calcular estimadores de intervalo. Especificamente, describimos el método



de méxima verosimilitud, el método de momentos ponderados por probabilidad, y finalmente,
los intervalos de verosimilitud-confianza que se obtienen a partir de la verosimilitud perfil.
La presentacion de dichos enfoques seré, primero, de manera general, pero posteriormente
consideramos detalles especificos que aparecen cuando estamos trabajando con la DGVE.
Finalmente, el Capitulo 3 incluye la descripcién especifica del estudio basado en simula-
ciones que consideramos en este trabajo, asi como los resultados obtenidos. También hacemos
algunos comentarios sobre trabajos previos que estudian el desempeno de estimadores para
muestras pequeiias en el contexto de un anélisis de maximos por bloques. Dichos comentarios

nos permitiran enfatizar la contribucion del presente trabajo en este tema de investigacion.



Capitulo 1

Teoria de Valores Extremos

En este capitulo presentamos algunos resultados clasicos de la Teoria de Valores Ex-
tremos. Un resultado fundamental es el Teorema de Tipos para Extremos, el cual, como
veremos en la siguiente seccién, puede usarse para sustentar métodos estadisticos que se
aplican para estimar distribuciones asociadas a maximos. Ademéas, también abordaremos el
tema de los Dominios de Atraccion y su caracterizacion.

Los teoremas que aparecen en este capitulo son sbélo enunciados pero las demostraciones
estan dadas por Resnick [14]. Al final de cada teorema agregamos el nimero de proposicion

o corolario que le corresponde en ese documento.

1.1. Teorema de Tipos para Extremos

Sea X7, Xs,..., una sucesion de variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas (7id) con funcion de distribucion comun F. La teoria que presentamos a conti-
nuacién se enfoca al analisis estadistico de méaximos asociados a dicha sucesion, de manera
especifica, al analisis de

M, =max{Xy,..., X}, n>2.

La distribucion teérica de M, esta dada por:
Pri{M, <z} = Pr{X;<z...,X, <z}

= P(X;<z)x---xP(X,<2)
= F"(z), (1.1)



donde z € R y n € N. En la practica la distribuciéon F' es desconocida, y aunque es posible
estimarla a partir de los datos, variaciones pequenas de dicha estimaciéon, particularmente
en la cola superior de F', podrian implicar diferencias sustanciales para F™(z).

Otro enfoque consiste en buscar directamente aproximaciones para la distribuciéon de M,,.
Un ejemplo de dicho enfoque se explica a continuacion y se refiere a la aplicacién del Teorema
del Limite Central (TLC) para aproximar la distribucion de la suma de variables aleatorias.
Sean Y7,Ys,... una sucesion de variables aleatorias iid con funcién de distribuciéon G. Si
conocemos a G, entonces podemos obtener la distribucion de )", Y; usando la convolucion,
sin embargo, en la practica no tenemos esa informacién. Por otro lado, suponiendo que Y;

tiene varianza finita, entonces por el TLC se cumple que

L VT A g 1), (12)
ov/n

donde E[Y1] = pu, Var(Yy) =%y < denota convergencia en distribuciéon. Si se cuenta con
estimaciones para p1 'y o, entonces la convergencia dada en (1.2) puede usarse para aproximar

la distribucién de la suma pues, con n “grande”; se tiene que

> Yi —np
==l ~ N(0,1).
oyv/n
Como analogia al caso anterior, trataremos de encontrar distribuciones limites para apro-

ximar a ™. Primero notemos que, denotando al extremo derecho de F' por
zp =sup{z € R: F(z) < 1},

d . o . o
se cumple que M,, — z, es decir, la distribuciéon de maximos converge a una distribucion

degenerada. La afirmacion anterior se sigue de notar que para = < xp, se tiene F(z) <1y
P(M, <z)=F"(x) —0, n— oo,

por lo que M,, converge en probabilidad a 2, y dado que la sucesion {M,,} es no decreciente,
entonces converge casi seguramente, y en consecuencia, también en distribucion.
El argumento anterior nos muestra que es necesario estandarizar a M,,, es decir, estamos

buscando garantizar una convergencia débil de la forma

Mn_bn

an

P( <z)=F"(ayx+b,) — H(zx),



con {a,} y {bn} sucesiones de numeros reales y H una distribucién limite no degenerada.
El Teorema de tipos para extremos, propuesto por Fisher y Tippett en 1928 y demostrado
rigurosamente por Gnedenko en 1943, va en la direccion mencionada. Para enunciar ese

teorema requerimos de la siguiente definicion.

Definicion 1.1 (Familias de distribuciones)
Se dice que dos distribuciones G y H pertenecen a la misma familia de distribuciones, o son

del mismo tipo, si para algunas constantes a >0 y b € R se cumple
H(z) = G(ax+0b), z€R.

En términos de variables aleatorias, tomando X ~ G y Y ~ H, la condicidn anterior es

equivalente a que Y 1y % tengan la misma distribucion.

Teorema 1.1 (Teorema de tipos para extremos)

Supongamos que existen sucesiones de constantes a,, > 0 y b, € R tales que
Mn - bn d
_—

an

H(z),

donde H es propia (H(R) = 1) y no estd concentrada en un punto, entonces H pertenece a

alguna de las siguientes familias de distribuciones.

0 <0
Fréchet P, () =4 r= a>0
exp(—z~), >0
(—p)e 0
Weibull ¥, () = { SRR @< a>0
1, x>0
Gumbel A(z) =exp{—exp{—z}}, reR

Una demostracion puede consultarse en [14], Proposicién 0.3.

Definicion 1.2 (Distribuciones de valores extremos) Las funciones de distribucion @,
U, y A, como se presentaron en el Teorema 1.1, serdn llamadas distribuciones de valores
extremos estdndar, mientras que las funciones de distribucion que sean de alguno de esos

tipos serdn denotadas como distribuciones de valores extremos (DVE).



Nota 1.1 Las familias de funciones de distribucién para las DV E se obtienen al incluir
pardmetros de localizacion y escala a sus elementos estdndar. Las expresiones correspondien-

tes son:

0 <b
Fréchet Dpop(x) = ’ b a = a > 0;
exp(—(7)™%), z>0

a

Weibull a > 0;

\Ijoz,a,b (.T) - { eXp(_(—(x;b))a)’ r<b

1, x>0

Gumbel Aal,(x):exp{—exp{— (a:—b)}}7 x €R,
a

donde b € R, a > 0 vy, para las distribuciones Fréchet y Weibull, o > 0. El pardmetro a es

de escala, mientras que el pardmetro b es de localizacion y determina, en los casos Fréchet y

Gumbel, el soporte de la distribucion. Finalmente, o es un pardmetro de forma.

Para demostrar el Teorema 1.1 podemos aplicar el teorema de convergencia a familias
de Gnedenko y Khinchin, el cual enunciamos a continuacién. Incluir ese resultado es de
interés pues con él se garantiza que, dada una distribuciéon de méximos, si existen diferentes
sucesiones de constantes normalizadoras con las cuales se puede obtener una distribucion

limite, entonces esas distribuciones limite son del mismo tipo.

Teorema 1.2 (Teorema de convergencia a familias)
Sean G(z) y H(z) dos distribuciones, ninguna de las cuales estd concentrada en un punto.
Supongamos que para n > 1 F, es una distribucion, a, >0, b, € R, a,, >0, B, € R y

F.(anz +b,) — G(x), F,(ay,z+f,) — H(x) (1.3)

débilmente. Entonces existen constantes A >0 y B € R tales que, cuando n — oo,

%—>A, ﬁn_bn

an Qn

~ B (1.4)

H(z) = G(Az + B). (1.5)

Por otro lado, si 1.4 es cierta, entonces cualquiera de las relaciones en 1.3 implica la otra y

1.5 es cierta.

Una demostracion de este teorema aparece en [14|, Proposicion 0.2.



1.2. Dominios de Atraccion

El teorema enunciado en la seccién anterior identifica las distribuciones limite para méxi-
mos normalizados. A continuacién revisaremos las condiciones que debe cumplir una funcién
de distribucién F' para que, cuando existe una distribuciéon limite, ésta sea de un tipo es-
pecifico de las DV E.

Definicién 1.3 (Dominio de atraccion)
Una variable aleatoria X (o su funcion de distribucion F') pertenece al dominio de atraccion
de la distribucion de valores extremos H si existen constantes a, > 0, b, € R tales que
Mn - bn d
_—

an

En ese caso se usard la notacion X € DA(H) (F € DA(H)).

Con la definicién anterior podemos reformular el objetivo de esta secciéon: caracterizar el

dominio de atracciéon para cada tipo de DV E.

1.2.1. Dominio de Atraccion de las DV E Tipo Fréchet (®,)

Comenzamos definiendo un tipo de funciones llamadas de variacion regular y la funciéon

cuantil asociada a una funcién de distribucién.

Definicion 1.4 (Funciones de variacion regular)

Una funcion medible U : RT™ — RT se dice que es de variacion reqular en oo con indice
aeR (UeVR,), siparax >0

=z

Ultx)
y
i U)

Definicion 1.5 (Funcion cuantil)

Sea F' una funcion de distribucion, su inversa generalizada
Qt)=F~(t)=inf{r e R: F(x) >t}, 0<t<l,

es llamada la funcion cuantil de la funcion de distribucion F. El cuantil t de F se define

como x; = F* ().



Con las definiciones anteriores y usando la notaciéon F' = 1 — F', podemos enunciar un

teorema que caracteriza el dominio de atraccion Fréchet (DA(®,)).

Teorema 1.3 (Caracterizacion del DA(D,))
Sea F una funcion de distribucion y a > 0, entonces F € DA(®,,) si y solo si F € VR_,.
Ademdas, si F € DA(®,,), entonces

Mn d
. — b, (1.6)
con 1 1
5= QU ) = () (n).

Una prueba aparece en [14], Proposicion 1.11.

Nota 1.2 Para que F' € DA(®,,) es condicion necesaria que xp = 0o. Lo anterior se obtiene

notando que (1.6) es equivalente a que
F*(apz) — Pu(x)
débilmente, y por lo tanto, a,, debe ser no acotada.

El siguiente corolario presenta condiciones suficientes para que F' € DA(®,). El interés

de contar con ese tipo de condiciones es que podrian ser més faciles de verificar.

Corolario 1.1 (Condicion de Von Mises)
Sea F una funcion de distribucion absolutamente continua con funcion de densidad f que

satisface
zf(x)

== F(a)

=a >0,

entonces F' € DA(®,,)

Para indicaciones sobre la demostracion ver [14], Proposicion 1.15.



1.2.2. Dominio de Atraccion de las DV E Tipo Weibull (V,)

La caracterizacion del dominio de atraccion de ¥, al igual que en el caso Fréchet, esta
relacionada con funciones de variacién regular. Esa similitud es congruente con la estrecha

relacion que existe entre esas DV E las cuales satisfacen la relacion:
Uo(—27') = ®4(x), x>0

Teorema 1.4 (Caracterizacion del DA(V,))
Sea F' una funcion de distribucion y o > 0, entonces F € DA(V,) si y sdlo si xp < 00 ¥y
F(zp —27Y) € VR,. Ademds, si F € DA(V,), entonces

—M" —tr d U(a), (1.7)

con
1

ansz—Q(l—E)Zl’F—(

Una demostracion de este teorema se puede encontrar en [14], Proposicion 1.13.

Como en el caso Fréchet, si tenemos una funcion de densidad, entonces podemos encontrar

condiciones suficientes para que F' € DA(V,,).

Corolario 1.2 (Condicion de Von Mises)
Sea F' una funcion de distribucion absolutamente continua con funcion de densidad f que es

positiva en algun intervalo finito (z,zr). Si

lim w =a >0,
zlzp F($)

entonces F € DA(Y,,).

Para una demostracion consultar [14], Proposicion 1.16.

1.2.3. Dominio de Atraccion de las DV E Tipo Gumbel (A)

Comenzamos presentando un tipo de funciones llamadas de Von Mises que, como vere-
mos, nos permitiran presentar condiciones suficientes para que una funciéon de distribucién
pertenezca al DA(A). Posteriormente, enunciaremos algunos teoremas para caracterizar to-

talmente a ese dominio de atraccion.



Definicion 1.6 (Funciones de Von Mises)
Sea F' una funcion de distribucion con extremo derecho xp < oco. Supongamos que existe

z < xp tal que F' tiene representacion
_ r1
F(x) =cexpq — —dty, z<zx<uxp,
) =cow{- [ e} -
donde ¢ es alguna constante positiva, a(-) es una funcidn positiva y absolutamente continua

(respecto a la medida de Lebesgue) con densidad a' y limg1,,. a'(x) = 0. Entonces decimos

que F' es una funcion de Von Mises y que a(-) es la funcion auxiliar de F.

El siguiente teorema afirma que una funciéon de Von Mises pertenece al dominio de atrac-
cion de la distribucién Gumbel. Ademés, también presenta condiciones suficientes para que
una funcion de distribuciéon sea de Von Mises.

Teorema 1.5 (Funciones de Von Mises y DA(A))

a) Sea F' una funcion de distribucion. Si F' es una funcion de Von Mises, entonces F' €
DA(A). En ese caso se tiene que
Mn - bn

an

LA, (1.8)

con b, = F7(1—=21) ya, = a(b,), donde a es la funcion auziliar de F.

b) Supongamos que F' tiene extremo derecho xp < oo y que existe z < xp tal que F es
dos wveces diferenciable en (z,zp) con densidad positiva f = F' y F"(x) < 0 para

z<x <zp. S

. Fl)F'(z)
o =y b (1.9)

entonces F' es una funcion de Von Mises y F' € DA(A). Podemos tomar como funcion
auziliar

a =

|

Inversamente, una funcion de Von Mises dos veces diferenciable satisface (1.9).

Para una demostracion consultar [14|, Proposicion 1.1.

Como en los otros dominios de atracciéon, en el caso Gumbel también se cuenta con

caracterizaciones completas de su dominio de atraccion.

10



Teorema 1.6 (Caracterizacion del DA(A))
Sea F' una funcion de distribucion con extremo derecho xp < 0. F € DA(XN) si y sdlo si

existe algin z < xp tal que F tiene representacion

— Tt
F(z) = c(x) exp{—/ %dt}, z <z <Tp, (1.10)
L a
donde ¢ y g son funciones medibles que satisfacen c(x) — ¢ >0, g(x) — 1 cuando x | xp, y
a(x) es una funcion positiva y absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue con
densidad o' (x) que satisface limyy,, ¢’ () = 0. Para F con representacion (1.10) podemos

escoger
1
b, =F"(1— ﬁ) Yy an, =a(b,)

como constantes normalizadoras. Una eleccion posible para la funcion a es

(1)

a(z) = /:F F(x)dt, r < xp.

Una demostracion aparece en |14], Corolario 1.7 y Proposicion 1.9.

Nota 1.3 Un procedimiento 1til para determinar el dominio de atraccion y las constantes
normalizadoras usa transformaciones mondtonas. Sea X1, Xo, ..., una sucesion de variables

aleatorias y g una funcion creciente. Definiendo X = g(X) se tiene que

M, = méx(X1, X1, ..., X,) = g(M,).

Si X € DA(A) con
lim P(M, < a,z+b,) =A(z), z€R,

entonces
lim P(]T/[/n < glayx +b,)) =Ax), =€R,

n—oo
En algunos casos, es posible calcular la expansion de Taylor para g alrededor de by, y los
términos lineales son suficientes para obtener la distribucion limite de M, considerando

como constantes normalizadoras a a, = a,g'(b,) y Jn = g(by).

11



1.3. Distribucion Generalizada de Valores Extremos

Las familias de distribuciones Fréchet, Gumbel y Weibull pueden ser combinadas dentro

de una familia de modelos que se presenta en la siguiente definicion.

Definicion 1.7 (Distribucion generalizada de valores extremos)
Consideremos la familia de distribuciones con parametros p € R, 0 >0 y £ € R dada por

ol

, §F#0;
z2—}

expl—exp ()], £=0, (L.1)

definida en

—00 < 2 < 00, &E=0.

{{zﬂ+£ff>>m,€#&

Esta es la familia de distribuciones de valores extremos generalizada y nos referiremos a
cualquiera de sus elementos como una distribucidn generalizada de valores extremos (DGV E).

Una DGV E tiene tres parametros: un parametro de localizacion, p; un pardmetro de
escala, o; y un parametro de forma, £. Ademas, para £ # 0 el soporte esta determinado por
una combinaciéon de dichos parametros, en particular, para & > 0 la distribucién tiene un
extremo izquierdo finito, mientras que para £ < 0 el extremo derecho es finito.

Sea G una DGV E con parametros (p, 0,&). Si § > 0, entonces G es de tipo Fréchet, para
& < 0 es de tipo Weibull, y finalmente, si £ = 0, entonces es de tipo Gumbel. Ademaés, es
posible determinar los parametros (a, b, «) que le corresponden a G cuando se escribe como

una DV E| ésta tultima parametrizada como aparece en la nota 1.1.

b=p—g

Cuando & > O0: a:%;
a=1

b=p—%

Cuando ¢ < 0: a:—%;
a=—1i

Y, finalmente, para £ =0 setieneb=py a=o.
En consecuencia, ademés de identificar con el signo de £ el tipo de DV E a la que co-

rresponde una DGV E| también podemos determinar el elemento estandar con el que esta
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relacionada.

§=a1'>0, corresponde a una distribuciéon de tipo Fréchet ®@,,,
£E=0, corresponde a una distribucion de tipo Gumbel A, (1.12)
£ =—a"1 <0, corresponde a una distribucién de tipo Weibull ¥,,.

1.4. Niveles y periodos de Retorno

Dentro del analisis de eventos extremos aparece la siguiente pregunta: ;Cudl es el tiempo
de espera promedio para que ocurra un evento extremo especifico?

Sea X1, Xo, ..., una sucesién de variables aleatorias iid con funcién de distribucion con-
tinua F'y v € R un umbral dado. Consideraremos el evento {X; > u} como un evento

extremo y definimos el tiempo de la primera excedencia como
T(u)=min{i > 1:X; > u}.

Con el modelo anterior, la respuesta a la pregunta planteada es E[T(u)]. Ademas, tomando
p=1— F(u), obtenemos

P(T(u)=k) =1-p*'p, k=12,...,

por lo tanto, T'(u) es una variable aleatoria geométrica y E[T(u)] = p~'. Definimos a u como
el nivel de retorno con un periodo de retorno p~! para los eventos {X; > u}. Notese
que u es el cuantil de F' con un nivel de probabilidad 1 — p.

Aunque en el modelo anterior partimos de un umbral que definfa un evento extremo al
cual se le calculé su tiempo promedio de ocurrencia, también podemos proceder de manera
inversa. Supongamos que buscamos los eventos extremos del tipo {X; > u} que tarden en

1

ocurrir en promedio un tiempo igual a p~", entonces basta tomar como nivel de retorno a

u = x,, donde F(z,) =1—p.

1.5. Dominios de Atraccién para Algunas Distribuciones

Conocidas

En los Cuadros 1.1, 1.2 y 1.3, aparecen clasificadas algunas familias de distribuciones

segun el tipo de dominio de atraccién al que pertenecen. Para los tipos Fréchet y Weibull es
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Nombre Distribuciéon F' o densidad f Parametros | Soporte ¢
Burr F(m)zl—(ﬁfﬂ)a a,k,7>0 |z>0 %
Pareto F(x)zl—(ﬁ)a a, k>0 x>0 1
Loggamma | f (z) = % (In (gv))ﬁ_1 zo! a,3>0 x>1 i
Fréchet F (z) = exp{—27%} a>0 x>0 1
Cauchy flz)= [7‘(’@ (14—(%)2)]_1 beRa>0| —co<z<oo|1l

Cuadro 1.1: Distribuciones que pertenecen al dominio de atracciéon Fréchet

posible determinar el parametro o que determina a ¢, y ¥, sin embargo, se us6 la transfor-
macion (1.12) y presentamos el valor para & correspondiente. Finalmente, hacemos algunos
comentarios sobre la notaciéon que usamos. Dentro de las distribuciones consideradas, la que
denotamos como “Weibull,,,” hace referencia a la distribucién Weibull de dos parametros para
minimos -la notacién que usamos en este caso coincide con la de Castillo [1]-. Por otro lado,
denotamos como “Weibull (DV E)” a la distribuciéon Weibull que corresponde a una de las
DVE.

Demostraciones de que las funciones de distribucién que aparecen en los Cuadros 1.1, 1.2
y 1.3 pertenecen al dominio de atraccién senalado, estan dadas por Embrechts, Kliipelberg
y Mikosch [5]. Ademas, informacion general sobre dichas distribuciones puede encontrarse
en Hogg y Klugman [8], o bien, para un anélisis més detallado, se puede consultar Johnson
y Kotz [10] y [11].
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Nombre Distribucién F' o densidad f Parametros | Soporte
Weibull,, F(z)=1—exp{—ca} c,7>0 x>0
Lognormal | f (z) = 55— exp{—%} peERo>0|x2>0
Exponencial | F (z) =1 — exp{—Az} A>0 x>0
Gamma f(z)= %xa_l exp{—pz} a, >0 x>0
Logistica Fz)=1-[1+ exp{g”T_b}r1 beR,a>0 | —oo <z <00
Normal f) = 7= exp{—(x;(f;)z} peERo>0|—0c0<z<o0

Cuadro 1.2: Distribuciones que pertenecen al dominio de atraccién Gumbel

Nombre Distribucion F' o densidad f Parametros | Soporte £

Beta f(x)= B(;ﬂ)x"‘*l (1—2)"" a, >0 0<zr<l1 —%
Weibull (DVE) | F (z) = exp{—(—x)“} a>0 x>0 -1
Uniforme F(z) = == a<b a<z<b|-1

Cuadro 1.3: Distribuciones que pertenecen al dominio de atraccién Weibull
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Capitulo 2

Métodos de Estimacion en el Analisis de

Maximos por Bloques

Sea {X;},., una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas (iid), cuya distribuciéon comin no es conocida. Definimos
M, =max{X;,..., X}, n>2.

El problema de interés es determinar el comportamiento estadistico de M,,.

El Teorema 1.1 afirma que las tunicas distribuciones limite posibles para M, son las
DV E. Es posible adoptar un enfoque basado en el uso de esas distribuciones limite como
aproximaciones a un nivel finito. Especificamente, supongamos que existen sucesiones de

constantes {a, > 0} y {b,} de modo que

P <M”—:b" Sx) ~ G(a)

a

débilmente, con G una DV E. Para n suficientemente grande

P (Mn—_bn < x> ~ G(x),

Qp, -

o equivalentemente, con z = a,x + b,,

P(M,<z) ~ G(Z_b”>

Qn

G (2), (2.1)

n
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donde G es otra DV E del mismo tipo que G, pero con diferentes parametros de localizacion
y escala. Por lo tanto, se ha encontrado que la distribucion de M, se puede aproximar por una
DV E. Ademés, dado que los parametros de la distribucién seran estimados, es irrelevante
si los pardmetros de la distribuciéon G son diferentes de los de G, y por lo tanto, no es un
problema que sean desconocidas las constantes de normalizacion.

El argumento presentado nos conduce al siguiente enfoque para modelar extremos en
la practica. Sea xy, s, ..., T, una muestra de alguna variable aleatoria X. Dividimos la

muestra en bloques de n observaciones formando los vectores

eV = (2}, 1)),
@ = (z2,...,22),

La muestra iid con respecto a la que realizaremos inferencias consiste de
. i i L
Mw-—max{xl,...?xn}, 1=1,...,k.

El enfoque descrito se conoce en la literatura como analisis de maximos por bloques. En
ciertas areas, como en el analisis de datos ambientales, es usual que los bloques correspondan
con un periodo de tiempo igual a un ano. En ese caso, n es el nimero de observaciones
consideradas en un afo y los maximos por bloques son llamados méximos anuales.

Una vez que contamos con la muestra de maximos, podemos aplicar herramientas es-
tadisticas para obtener inferencias, en particular, son de interés aquellas que se refieren a
cuantiles altos de la distribuciéon de maximos. En este capitulo describimos tres tipos de
estimadores para dichos cuantiles los cuales estdn basados, respectivamente, en el método
de méaxima verosimilitud, la verosimilitud perfil, y los estimadores de momentos ponderados

por probabilidad.

2.1. Herramientas Basadas en la Verosimilitud

En esta seccién describimos el método de maxima versosimilitud y como obtener
estimaciones basadas en la verosimilitud perfil. Para ello, requerimos de algunos prelimi-
nares los cuales presentamos, primero, en un contexto general (Secciones 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3),
y luego, para el caso particular en que el modelo paramétrico de interés es la distribucion de

valores extremos (Seccion 2.1.4 ).
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2.1.1. Estimadores de Maxima Verosimilitud

Sea z1,...,T, una muestra de variables aleatorias iid cuya distribuciéon comun Fjy es

desconocida y que pertenece a una familia paramétrica
F = {F@ 10 e @},

donde © C R¥, para algtn k € N. Supongamos que las distribuciones Fj tienen densidades
f(x;0). Para dar una estimacion puntual del valor de # podemos usar el estimador de maxima
verosimilitud (emv) que definimos a continuacion.

Cada valor de 8 € © define un modelo potencial, y en consecuencia, determina una funcién
de densidad conjunta posible de la cual zi,...,z, es una realizaciéon. Asociando a cada
vector  con el nimero real que se obtiene al evaluar la densidad conjunta correspondiente

n (z1,...,2,), definimos una relacion que se denota como funcion de verosimilitud. Por

la independencia de las realizaciones, se sigue que esa funcion tiene la forma

X) = Hf(xi;e
i=1

donde x = (z1,...,x,). Valores de 6 que tienen una verosimilitud alta corresponden a

modelos que le dan alta plausibilidad a los datos observados. El principio de estimacion

puntual por méxima verosimilitud consiste en adoptar el modelo con la verosimilitud més

alta, por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud para 6 es cualquier elemento de

O, 9 que maximiza L. Muchas veces la estimacion ) puede obtenerse resolviendo el sistema
de ecuaciones de verosimilitud,
Odlog L

00;  \y—p

=0, (i=1,....k),

y confirmando que la solucién § maximiza L. Por otro lado, también es usual tomar logaritmos

y trabajar con la funciéon de log-verosimilitud

=3 o f(ar:0
=1

Dado que la funcién logaritmo es monétona es equivalente maximizar ¢ para obtener 0.
Bajo ciertas condiciones de regularidad, los estimadores de méxima verosimilitud tienen

algunas propiedades asintéticas como se muestra en el siguiente teorema. En lo que sigue

incluiremos en la notacion de los estimadores de méxima verosimilitud un subindice n el cual

hace referencia al tamano de la muestra.
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Teorema 2.1 Sea F = {Fy : 6 € O} una familia de funciones de distribuciones, donde ©
es un subconjunto abierto de R. Supongamos que las distribuciones Fy poseen funciones de

densidad f(x;0) y que la familia F satisface las siguientes condiciones de reqularidad.

1. Para cada 0 € O, las derivadas

Olog[f (x,6)] 0log[f (x,0)] 0log|f (x,0)]
09 o2 06

existen para toda x.

2. Para cada 0y € O, ezisten funciones g (x), h(x), y m(x) (que posiblemente dependen

de 6y) tales que para 0 en una vecindad B (0y) las relaciones

‘w < g(x), W‘Sg(w), W‘Sg(w)

son ciertas para toda x, y
/ g (z)dr < oo, / h(z)dx < oo, / m(x) f (z;0) de < oo
R R R

para 6 € B (6y).

3. Para cada 0 € O,

0<E9{<W>2} < 0.

Bajo las condiciones anteriores, consideremos observaciones iid de Fy, para 6 un elemento
de ©. Entonces, con probabilidad 1, las ecuaciones de verosimilitud admiten una sucesion de
soluciones {én} tales que

(B — 0)v/mig = N (0.1),
donde 19 = —E¢(0?f(0,x;)/00%) es la informacion esperada de una sola observacion, y
Ty = mig es la funcion de informacion esperada de Fisher. Es decir, el estimador de mdzima
verosimilitud es asintdticamente normal.

Ademds, con apropiadas generalizaciones de las condiciones anteriores, el resultado sigue
siendo wvdlido para el caso multidimensional. Si suponemos 6 = (64,...,0y), entonces, con
probabilidad 1, las ecuaciones de verosimilitud admiten una sucesion de soluciones {0/;} tales
que

(0 — 0)v/n % Ny (0,2(0)7)
donde 19 = —Eg{0*logf(0;x;)/00;0m},., es la matriz de informacion esperada para una

sola observacion y Ty = nig es la matriz de informacion esperada de Fisher.
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Una demostracion puede consultarse en Serfling [15], Seccion 4.4.2, pag. 152.

Aunque una familia paramétrica F' pueda ser indexada por un parametro ¢, puede ocurrir
que el interés sea estimar alguna funcion ¢ = h(6), donde ¢ puede tener una dimensiéon
distinta a . Los siguientes dos resultados permiten usar las inferencias para 6 y obtener las

correspondientes para ).

Teorema 2.2 Si 0 es el estimador de mdzima verosimilitud para 0, y b = h(f) es una

funcion escalar, entonces el estimador de mdzima verosimilitud de v estd dado por 12)\ = h(@\)

Teorema 2.3 Bajo las condiciones de regularidad del Teorema 2.1, el estimador de mdzxima
verosimilitud 0 es asintdticamente normal y denotamos a su matriz de covarianza asintdtica
como Vy. Sitp = h(0) es una funcion escalar, entonces el estimador de mdxima verosimilitud

O = h(é\) tiene una distribucion aproximada N (¢, Vy), donde

Vi = V'V
con ad} 8w

evaluado en 0.

La demostraciéon de este resultado es una aplicacion directa del método delta, una prueba

puede encontrarse en Shao [16], pag. 61.

2.1.2. Intervalos de Verosimilitud y Aproximacién y?

Para comparar la plausibilidad asociada a los diferentes valores de # podemos usar la

funcién de verosimilitud relativa que se define como

L(0)
L(6,)

R(6) =
Al conjunto {0 : R(0) > 1}, conl € (0,1), lo llamaremos region de verosimilitud, mientras
que a [ lo denotaremos como nivel de verosimilitud. Para el caso en que la dimensiéon de

O es igual a 1 esas regiones reciben el nombre de intervalos de verosimilitud.
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Las afirmaciones que hagamos usando regiones de verosimilitud se refieren sélo a la plau-
sibilidad relativa para los valores de 8, y no a la incertidumbre del intervalo. Aunque, en
algunos casos, es posible anadir a las regiones de verosimilitud la probabilidad de que con-
tengan el parametro verdadero. Una forma de hacerlo es usando la funcién

D, (0) = 2(£(8,) — £(6)) = —21og(R(0)),

porque, como se muestra en el siguiente teorema, bajo ciertas condiciones de regularidad es

posible determinar su distribuciéon asintética.

Teorema 2.4 Sea x1,...,x, una muestra de variables aleatorias iid con funcion de dis-
tribucion Fy que pertenece a una familia F = {Fy : 0 € O}, donde © es un subconjunto
abierto de R*. Supongamos que se satisfacen las condiciones de reqularidad del Teorema 2.1.
Entonces

Dy (0) = xi-

Una demostracion aparece en Serfling [15], Seccion 4.4.3, pag. 155.

Del Teorema 2.4 se sigue que una regién de confianza con probabilidad aproximada de
(1 — ) esta dada por
Co=10:D(0) < cu}, (2.2)

donde ¢, es el cuantil (1 — ) de la distribuciéon x?2. (ver, por ejemplo, Shao [16] pag. 497)

Escribiendo (2.2) en términos de la verosimilitud relativa, obtenemos
1
Co={0:R(0) > exp(—éca)},

y por lo tanto, cuando es posible aplicar el Teorema 2.4, se cumple que una regién de
verosimilitud con nivel exp(—3c¢,) tiene una probabilidad de cobertura aproximada de (1—a).

En el Cuadro 2.1 se presentan algunos ejemplos de esa relacion para el caso d = 1.

2.1.3. Verosimilitud Perfil

Consideremos un espacio parametral © de dimensiéon k£ con elementos denotados por
0= (6,...,04). Supongamos que 6 se particiona en dos componentes ("), ) y deseamos
trabajar solo con los parametros incluidos en M. En ese caso, podemos usar la verosimilitud

perfil que se define como

My = 1 (ayi1e)
L0 )_0}%}%)L(9 ,0'9),
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H Nivel de Verosimilitud H H Nivel de Confianza H

[ 0.0362 -1 0.99 |
H 0.1465 [- ] 0.95 H
H 0.2585 [-] 0.90 H
[ 0.7965 -1 0.50 |

Cuadro 2.1: Correspondencia entre niveles de verosimilitud y confianza usando la aproxi-

macion x? con d = 1.

donde L es la funcién de verosimilitud. En palabras, la verosimilitud perfil se obtiene maxi-
mizando la funcién de verosimilitud evaluada en los elementos de © con ™) fijo. Denotando
por G:L al estimador de méxima verosimilitud, entonces definimos a la verosimilitud relativa
perfil para 6 como
Ly(60")

L)

Con la anterior formamos los conjuntos {6 : R,(0V) > [} que llamaremos regiones de

Rp(e(l)) =

verosimilitud para 8 de nivel [, a las cuales, de modo similar al caso anterior, es posible

asociar un nivel de confianza usando el siguiente teorema.

Teorema 2.5 Sea x1,...,x, una muestra de variables aleatorias iid con funcion de dis-
tribucion Fy que pertenece a una familia F = {Fy : 6 € ©} con espacio parametral © de
dimension k. Supongamos que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.1. Sea GAn el esti-
mador de mdrima verosimilitud para el pardmetro del modelo 6 = (01, 0®), donde 61 es

un subconjunto de tamano r de las componentes de 6. Entonces
~2log(R,(0M)) 5 x2.

Una demostracion aparece en Serfling [15], Seccion 4.4.4, pag. 158.

2.1.4. Aplicacién a las Distribuciones de Valores Extremos

La funcion de log-verosimilitud bajo la DGV E, con la parametrizacion (1.11), esta dada

por
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Up,0,8%x) = { (—n log(—¢0) — (1 + %> 2im log (vi) = 200 (yl)ié) Liotey>op & #0;

—nlog(o) = Y7L, exp {—vi} — oL vis =0,
(2.3)

con y; = (T=£).

Como el soporte de la funcién de densidad depende de los pardmetros, entonces no se
satisfacen las condiciones usuales de regularidad que garantizan consistencia, eficiencia y
normalidad asintética de los estimadores de maxima verosimilitud. Sin embargo, Smith [18]
demostré que, a pesar de que no se satisfacen las condiciones usuales, los estimadores de
maxima verosimilitud tienen las propiedades mencionadas cuando £ > —0.5. Ademas, para
—1 < & < —0.5, los estimadores se pueden obtener pero no tienen esas propiedades asinto-
ticas. Por iltimo, cuando & < —1 es posible que no se puedan obtener los estimadores de
maxima verosimilitud.

Con las funciones de verosimilitud anteriores podemos obtener estimadores de méxima
verosimilitud, asi como funciones de verosimilitud perfil para los parametros. Adicionalmente,
aplicando el Teorema 2.2 también podemos obtener estimadores de méaxima verosimilitud
para niveles de retorno. Para ello, notemos que la funciéon de distribucion de la DGV E es
invertible, y aplicando dicha inversa a 1—p, con p € (0, 1), obtenemos el estimador de maxima
verosimilitud para el nivel de retorno asociado a un periodo de retorno p~!. La expresion

especifica para la inversa de la distribucion, evaluadas en (1 — p), es

{ p=p+ 7 ([Flog(1=p)*=1), €£0

zp =p—olog(=log(l—p)), &£=0.

Usando la expresion anterior también podemos reparametrizar las funciones de verosimi-
litud y obtener verosimilitudes perfiles para los niveles de retorno. Por ejemplo, para £ # 0,
y después de escoger un periodo de retorno p~!, podemos despejar o de la expresion para la

inversa de la distribucion obteniendo

o=, —p) ([Flog(—p) < —1)

Al sustituir la anterior en (2.3) obtenemos una parametrizacion en términos de (p, zp, €).

23



2.1.5. El Método de Maxima Verosimilitud y la Verosimilitud Perfil

Dentro de los enfoques para hacer inferencia que estan basados en los conceptos y re-
sultados presentados en esta seccidon, uno que aparece usualmente en la literatura, y que
siguiendo a Castillo [1] denominaremos método de méaxima verosimilitud, tiene las si-
guientes caracteristicas. Supongamos que tenemos una muestra de maximos por bloques.
Para ajustar una DGVE utilizamos el estimadores de maxima verosimilitud b = (11, 6,2).
Evaluando la inversa de la DGV E en 1 — p, donde p € [0,1], obtenemos el estimador de
méaxima verosimilitud para el nivel de retorno con periodo de retorno igual a p~!. Por otro
lado, para obtener estimadores de tipo intervalo tanto para los parametros como para los
niveles de retorno, utilizamos la normalidad asintética de los estimadores de méaxima verosi-
militud. Como ejemplo, consideremos un nivel de retorno u, = G~*(1 — p; 0), donde G es la
DGV E. En ese caso, con el método de méxima verosimilitud obtenemos el estimador pun-
tual u, = G~(1 — p; 5), y usando el Teorema 2.3 con h = G~!, obtenemos como intervalo
de confianza aproximada del (1 — «)100% a

<@ + za/m/VuptVeVup> ;

~ (Vu, Vu, Vu,
pr_<w Vo V£>

Y Zas2 €s el (1 —a/2) cuantil de la distribuciéon normal estandar.

donde

Una manera alternativa para encontrar estimadores de intervalo consiste en utilizar los
intervalos de verosimilitud que se obtienen a partir de la funcién de verosimilitud perfil.
Cuando se combinan dichos intervalos con la aproximaciéon x? obtenemos intervalos de
verosimilitud confianza. Como menciona Coles [2|, ésta aproximacion es usualmente mas

exacta que la basada en la normalidad asintotica del estimador de méxima verosimilitud.

2.2. Estimadores de Momentos Ponderados por Probabi-
lidad

Los estimadores de momentos ponderados por probabilidad, propuestos por Greenwood
et. al. [7], son una generalizacién de los obtenidos usando el método de momentos. En esta
seccion mostramos un breve resumen de la teoria sobre dichos estimadores y como pueden ser

usados para obtener estimaciones puntuales de parametros y cuantiles de la DGVE. Ademés,
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estos estimadores tienen la propiedad de ser asintoticamente normales, por lo que es posible
obtener estimadores de intervalo siguiendo un razonamiento analogo al que se usa bajo el

método de méxima verosimilitud.

2.2.1. Definiciéon y Distribuciéon Asintética

Los momentos ponderados por probabilidad de una variable aleatoria X, con funcién de
distribucion F(z) = P[X < z], son definidos como

My = EIXP{F(X)} {1 = F(X)}T,

donde p, r, y s son numeros reales. Para el método de momentos ponderados por probabilidad,

consideramos los momentos de la forma

By =My = E[X{F(X)}']

con r = 0,1,2,.... La simplificacion anterior coincide con la usada por Hosking et al.
[9], quien argumenta que los momentos de la forma M, , s son preferibles para estimar los
parametros de la distribucién de X por que, en ese caso, s6lo consideramos la primera po-
tencia de X, lo que significa que la relacién entre los parametros y momentos podria tener
una forma mas simple. Ademas, cuando r y s son ntmeros enteros, F"(1 — F')* puede ser
expresado como potencias de F' 6 (1 — F'), y por lo tanto, es natural considerar los momen-
tos My,oconr =0,1,2,...6 Myps con s =0,1,2,.... Por otro lado, dada una muestra

aleatoria x1, xs, ..., z, de la distribucion F', Landwehr et al. [12] probaron que la estadistica

A~ -G =2)---G =)
b =n Zn—l 2)---(n—r)mj

es un estimador insesgado de 3,. Finalmente, para calcular los estimadores de momentos
ponderados por probabilidad, procedemos de modo similar al conocido método de momentos,
especificamente, denotando por k la dimensién del parametro de interés, los estimadores de
momentos ponderados por probabilidad son obtenidos resolviendo el sistema b, = (., con
r=0,1,...,(k—1).

Ahora consideramos el caso particular en que I es la distribucion generalizada de valores
extremos (DGVE) con la parametrizacion dada en (1.11). Los momentos ponderados por

probabilidad para £ # 0 tienen la forma
Br=r+1)"[p—c{l—(r+1)T1-9}/ (2.4)
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cuando £ < 1. Para £ > 1 ninguno de los momentos (3, existen. Una prueba de la relacion
(2.4) aparece en el Apéndice A en Hosking et al. [9]. La DGVE tiene tres parametros por lo

que consideramos el sistema de 3 ecuaciones

Bo=p—o{l-T(1 =&}/ (2.5)
201 — Bo = oT(1 — €)(2° — 1) /¢, (2.6)

y
(382 — Bo) /(261 — Bo) = (1 —3%) /(1 — 2°). (2.7)

~
~

Los estimadores de momentos ponderados por probabilidad, (i, o, &) son la solucion de las
ecuaciones (2.5)-(2.7) cuando remplazamos [3, por b,. Para estimar £ debemos resolver la
ecuacion

(3ba — bo) /(261 — bo) = (1 —3%) /(1 — 2°).

La solucién exacta puede obtenerse usando métodos iterativos, aunque una alternativa es

usar la aproximacion

.o 2b1 — bo B log 2
_Sbg—bo lOgS

€ = 7.8590¢ + 2.9554¢%, (2.8)
pues, como menciona Hosking et al. [9], el error en 2 al usar (2.8) es menor que 0.0009 cuando
¢ € (—1/2,1/2). Finalmente, dado ¢, usamos las ecuaciones (2.5) y (2.6) para obtener los
estimadores de los pardametros de localizacion y escala

~

— (201 — b)E
P(1—&)(1—2¢)

a:

fi=by-5{r(-§-1}/& (2.9)

Los estimadores de momentos ponderados por probabilidad tienen la propiedad de ser
asintoticamente normales. Dicha propiedad es una consecuencia de la normalidad asintética
del vector b = (bg, by, bs)* con media 8 = (B, 31, 2)" y matriz de covarianza n~'V. Hosking

et al. [9] mostraron que, para £ < 1/2, los elementos de V' estan dados por

v = 1272 (r +1)% [D(1 = 2)G(r/(r +1)) = {T1 = ©)}] .

Vi = i [+ T - 26/ (r + 2)
+(r+ D {(r+ 1) =2(r+2)5} (1= &),
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Urprs = € [(r s + 1T = 200G+ 5+ 1)~
(r+s)T(1=2G((r +1)/(r+ ) +2(r +1)° x
{(r+s)5— (r—i-s—i-l)g}l“(l—g)ﬂ , 8> 2,

donde G denota la funcién hipergeométrica de Gauss G(z) = F(—¢, —2&;1 — & —x). Por
otro lado, sean 0 = (u,0,&)T y 6= (u, o, E)T Usando las ecuaciones (2.8) y (2.9) obtenemos
la relacion 8 = f(b), y usando el método delta, concluimos que los estimadores de momentos
ponderados por probabilidad, 5, son asintoticamente normales con media f(3) = 0 y matriz
de covarianza n~'JVJ', donde J = (J;;) y Jij = 0fi/0b;. Finalmente, usando el método
delta y la inversa de la DGVE, obtenemos estimadores asintéticamente normales para los
niveles de retorno. Es posible obtener intervalos de confianza aproximada para dichos esti-

madores de una manera analoga al célculo descrito en el método de maxima verosimilitud.

2.2.2. No Factibilidad de los Estimadores Puntuales

La DGVE con £ # 0 tiene soporte acotado, de manera especifica,

xz,u—é, cuando ¢ > 0,
o

xg,u—é, cuando ¢ < 0.
o

Los estimadores obtenidos con el método de momentos ponderados por probabilidad
tienen el problema de no garantizar que las estimaciones serdn consistentes con los datos
observados. Es decir, dada una muestra aleatoria xy,zs,...,x, de la DGVE, y usando los
estimadores (2.8) y (2.9), encontramos que el estimador de la cota es 11 — 3 /7, sin embargo,

no esta garantizado que

xizﬁ—é Vr;, i=1,...,n, cuando & >0,
o
é ~
I o -
o <pu—= Vr;, i=1,...,n, cuando & <0.
o

Dupuis [4] usé un experimento basado en simulaciones para aproximar la probabilidad
de obtener estimadores de momentos ponderados por probabilidad no factibles cuando se
estiman pardmetros de la DGVE. Simulando 10,000 muestras aleatorias para diferentes com-

binaciones de tamanos de muestra y valores para el pardametro de forma, fue registrado el
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§

n —0.500 —0.400 —-0.300 —-0.200 —0.100 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500
10 5.67 4.06 2.10 1.09 .67 .29 A7 29 27 .28
20 13.19 8.86 4.79 2.16 .50 .02 .01 11 A1 .53
100 15.82 10.36 5.30 1.82 33 .00 .01 .09 32 51
200 17.66 10.86 4.90 1.42 25 .00 .00 .02 .16 .53
500 19.91 11.45 4.31 90 .06 .00 .00 .00 .03 .29
1000 20.37 11.07 3.87 .56 .00 .00 .00 .00 .04 24
5000 19.92 10.33 2.53 A1 .00 .00 .00 .00 .02 .07
10,000  20.10 9.55 2.14 .05 .00 .00 .00 .00 .01 .05

Cuadro 2.2: Porcentaje observado de la no factibilidad de los estimadores de momentos
ponderados por probabilidad de los parametros de la Distribuciéon Generalizada de Valores
Extremos. n denota tamano de muestra y £ el parametro de forma. Para cada escenario
fueron simuladas 10,000 muestras. Datos tomados de Dupuis [4], Tabla I.

porcentaje de muestras que originaron estimadores de momentos ponderados por probabili-
dad no factibles. Un extracto de los resultados de dicho estudio aparece en el Cuadro(2.2)
(ver Dupuis [4], Tabla I). El porcentaje de no factibilidad presenta valores pequenos cuando
¢ > —0.2 (es menor a 1% cuando £ > 0), sin embargo, para el resto de los casos dichos

porcentajes presentan valores que pueden alcanzar el 20 %.
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Capitulo 3

Estudio Basado en Simulaciones:

Descripcion y Resultados

En el capitulo anterior explicamos tres tipos de enfoques para obtener estimaciones de
intervalo: el método de maxima verosimilitud, intervalos de verosimilitud confianza basados
en la verosimilitud perfil y el método de momentos ponderados por probabilidad. Para com-
parar esos enfoques en el contexto del analisis de maximos por bloques realizamos un estudio
basado en simulaciones. Las caracteristicas de dicho estudio las explicamos en la Secciéon 3.1,

mientras que los resultados obtenidos aparecen en la Seccién 3.2.

3.1. Caracteristicas del Estudio

Para evaluar el desempeinio de los diferentes enfoques, compararemos la precision de las
estimaciones que se refieren a cuantiles altos pues, como mencionan Coles y Dixon, esas can-
tidades son, en muchas ocasiones, el principal componente en un anélisis de valores extremos
(Coles y Dixon [3], 7). Existen trabajos previos que abordan este problema, en particular,
sobresale el realizado por Hosking et al. [9] en el cual analizaron el comportamiento de
estimaciones puntuales para los parametros y cuantiles de la distribucién generalizada de
valores extremos (DGVE). Los métodos que consideraron fueron el de méxima verosimili-
tud y el de momentos ponderados por probabilidad, respectivamente. Primero analizaron las
distribuciones asintoticas de dichos estimadores y calcularon el sesgo, varianza y eficiencia
asintotica, ésta ultima calculada como el cociente entre los determinantes de las matrices

de covarianzas asintoticas. (ver Figuras 1-4 en Hosking et al. [9]). Después, para estudiar el

29



desempeno de los estimadores con muestras “pequenas”, elaboraron un experimento basado
en simulaciones con las siguientes caracteristicas. Las simulaciones fueron realizadas para
muestras de tamano n = 15,25,50,100 considerando parametros de forma £ con valores
—0.4,-0.2,0,0.2,0.4. Ademas, dado que los métodos son invariantes ante transformaciones
lineales de los datos, entonces, sin pérdida de generalidad, usaron p = 0 y 0 = 1. Para
cada combinaciéon de los valores n y &, 10,000 simulaciones aleatorias fueron generadas de
la DGVE, y para cada una se obtuvieron los estimadores puntuales de méaxima verosimili-
tud y de momentos ponderados por probabilidad, respectivamente. Finalmente, para evaluar
el desempeno de dichos estimadores, calcularon su sesgo y la desviacion estandar. Con los
resultados obtenidos, Hosking et al. [9] concluyen que los estimadores de méxima verosimi-
litud y de momentos ponderados por probabilidad tienen un desempeno similar cuando se
consideran tamanos de muestra “moderada” (n = 50, 100), pero la desviacion estdndar de
los estimadores de momentos ponderados por probabilidad son substancialmente menores
que las obtenidas para los estimadores de maxima verosimilitud cuando se consideran mues-
tras “pequenas’ (n = 15,25). Ademaés, aunque los estimadores de momentos ponderados por
probabilidad son asintéticamente ineficientes comparados con los estimadores de maxima
verosimilitud, esa ineficiencia no se detecté en muestras de tamano 100 o menor.

El mejor desempenio de los estimadores puntuales de momentos ponderados por proba-
bilidad con relacién a los estimadores de méxima verosimilitud cuando se usan muestras
pequeiias, es estudiado por Coles y Dixon [3], los cuales proponen que la superioridad en
muestras pequenas de los estimadores de momentos ponderados por probabilidad se debe a
la suposicién de un espacio paramétrico restringido que corresponde a momentos finitos en la
poblacién. Para incorporar informacién similar en un anélisis basado en verosimilitud, Coles
y Dixon proponen “un estimador de maxima verosimilitud penalizado, el cual retiene la flex-
ibilidad en modelacién y la optimilidad en muestras de tamano grande de los estimadores de
maéxima verosimilitud, pero mejora en propiedades con muestras pequenas."(Coles y Dixon
[3], pag. 5) Para verificar sus afirmaciones, Coles y Dixon consideraron un estudio basado en
simulaciones. Al igual que en Hosking et al. [9], Coles y Dixon analizan estimadores puntuales,
sin embargo, en su trabajo también consideran estimadores de intervalo. Dichos intervalos
fueron calculados, por un lado, usando la distribucién asintética para los estimadores de
maxima verosimilitud, y por el otro, usando un anélisis Bayesiano bajo el cual el estimador
de méxima verosimilitud penalizado que proponen coincide con la moda de la distribucion
posterior. Los resultados que reporta Coles correspoden so6lo a cuantiles del 99 %, para mues-
tras de tamano 25 y con valores del parametro de forma ¢ = —0.4,—0.2,0,0.2,0.4 (ver Tabla
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2 en Coles y Dixon [3], pag 17).

Aligual que en los trabajos de Hosking et al. [9] y Coles y Dixon, [3], nosotros elaboramos
un estudio basado en simulaciones con el cual deseamos evaluar el desempeno de los esti-
madores obtenidos con los métodos descritos en el capitulo anterior cuando son aplicados con
muestras pequenas. Dado que las propiedades de los estimadores puntuales obtenidos con el
metodo de méaxima verosimilitud y de momentos ponderados por probabilidad, respectiva-
mente, fueron analizadas con detalle en el trabajo de Hosking et al., en este trabajo nos con-
centramos en el estudio de estimadores de intervalo. Ese tipo de estimadores fue considerado
por Coles y Dixon [3], sin embargo, en este trabajo consideramos otros estimadores, especifi-
camente, los intervalos de confianza aproximada obtenidos para los estimadores de momentos
ponderados por probabilidad, asi como intervalos de verosimilitud confianza obtenidos usan-
do la verosimilitud perfil. Ademas, como explicamos a continuaciéon, en el presente trabajo
consideramos un rango més amplio de posibles escenarios que los considerados por Coles y
Dixon.

Los detalles especificos de nuestro estudio basado en simulaciones son los siguientes.

Consideramos simulaciones de muestras de tamano n = 25,50, 100 con parametro de forma

¢ = —04,-0.35-0.3,-0.25,—0.2, —0.175, —0.15, —0.125, —0.1, —0.09, —0.08, —0.07,
—0.06, —0.05, —0.04, —0.03, —0.02, —0.01, 0,0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06,
0.07,0.08,0.09, 0.1,0.125,0.15,0.175,0.2,0.25, 0.3, 0.35, 0.4,

y parametros de localizacion y escala iguales a p = 0 y ¢ = 1. Para cada combinacion de
tamano de muestra y parametro de forma, generamos 10,000 simulaciones a partir de la
DGVE, para cada una de las cuales obtuvimos los estimadores de intervalo para cuantiles
del 95% y 99 %, respectivamente, siguiendo los tres métodos considerados en este trabajo.
En todos los casos calculamos intervalos con un nivel de confianza del 95 %.

3.2. Andlisis de Resultados

En este trabajo usamos la cobertura como principal indicador del desempeno de los
estimadores de intervalo. Sin embargo, comenzamos analizando el porcentaje de casos en
que no fue posible obtener alguno(s) de los estimadores de intervalo, situacion que ocurrid
con mayor frecuencia para el método de maxima verosimilitud y de momentos ponderados

por probabilidad, respectivamente. Finalmente, también complementamos la informacion
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proporcionada por la cobertura con un anélisis de la longitud de los intervalos obtenidos.
Dicho analisis muestra la magnitud en que se incrementa la longitud de los estimadores

cuando tienen una mayor cobertura.

3.2.1. Fallas en el Calculo de Estimadores de Intervalo

Dada una muestra de la DGVE, es posible que no se puedan calcular alguno(s) de los
estimadores de intervalo que son de interés en este estudio basado en simulaciones. Lo anterior
puede ocurrir por que el célculo de dichos intervalos requiere el uso de métodos numeéricos,
o bien, debido a restricciones de tipo tedrico. Comentarios especificos para cada método
aparecen a continuacion.

Al usar el método de méaxima verosimilitud, el primer paso para obtener estimadores de
intervalo para cuantiles consiste en calcular los estimadores de maxima verosimilitud para
los parametros de la DGVE. Dado que no existen expresiones analiticas en este caso para
dichos estimadores, es necesario recurrir a métodos numéricos. Como menciona Hosking [9],
este procedimiento no siempre es satisfactorio debido a que la funcién de log verosimilitud

para una muestra {21, Za,...,T,} €s
logL = —nlogo — (14 ¢) Zyi — Zexp —Yi,
yi = (1/§) log {1 + &(z; — p)/o},

y log I puede hacerse arbitrariamente grande al considerar £ < 0 y escogiendo p y o de
modo que la cota superior p+ 0 /¢ de la distribucion esté suficientemente cerca al méximo de
la muestra. “En la practica, los estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros son
obtenidos encontrando un méaximo local de log L. Para algunos ejemplos, sin embargo, parece
que log L no tiene un maximo local” (Hosking [9], 255). Para nuestro estudio basado en simu-
laciones, el porcentaje de muestras para las cuales no fue posible calcular los estimadores de
méxima verosimilitud fue, en general, muy pequeno. Sélo aparecieron cuando consideramos
tamanos de muestra igual a 25, y en ese caso, con £ > —0.3 no rebasaron el 1 %, mientras que
para £ = —0.35 y £ = —0.4 el porcentaje estuvo entre 1% y 2 %. Por otro lado, una vez que
calculamos los estimadores de maxima verosimilitud para los parametros podemos obtener
los estimadores de maxima verosimilitud para los cuantiles y usar la normalidad asintética
de dichos estimadores para obtener intervalos de confianza aproximada. Como mencionamos
en el capitulo anterior, podemos garantizar que esa distribucién asintética es véilida cuan-

do & > —0.5. Aunque en este trabajo solo estamos considerando muestras simuladas de la
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DGVE con & > —0.4, es posible que obtengamos estimadores de méxima verosimilitud para
el parametro de forma, E, menores que —0.5, en particular al usar muestras pequenas. En esos
casos no calculamos los intervalos de confianza aproximada porque los estimadores puntuales
de maxima verosimilitud son usados como valores aproximados de los parametros reales de
la distribucién para obtener los parametros de la distribucién asintética, y por lo tanto, el
resultado tedrico no nos permite tomar valores para el parametro de forma menores a —0.5.
Por lo tanto, lo anterior es una restricciéon en el calculo de estimadores de intervalo para
cuantiles usando el método de maxima verosimilitud. Combinando estos casos con aquellos
para los cuales no pudimos encontrar los estimadores puntuales de méaxima verosimilitud,
obtenemos los porcentajes que aparecen en la Figura 3.1.

Ahora consideramos los errores que pueden aparecer en el calculo de intervalos de con-
fianza aproximada al usar el método de momentos ponderados por probabilidad. Primero,
es posible que los estimadores puntuales de los pardmetros de la distribucién no sean con-
gruentes con los datos, o como denominamos a esa situacién en el capitulo anterior, dichos
estimadores podrian ser no factibles, lo cual es méas probable que suceda cuando el parametro
de forma es negativo y el tamaiio de muestra aumenta. Por otro lado, la distribucién asintoti-
ca de los estimadores puntuales para los cuantiles es valida sélo cuando £ < 0.5. Por lo tanto,
y de modo anéalogo a lo que ocurre en el método de maxima verosimilitud, no calculamos
los estimadores de intervalo para las muestras cuyo estimador de momentos ponderados por
probabilidad del parametro de forma es mayor que 0.5. Los porcentajes de muestras para
las cuales no fue posible calcular los estimadores de intervalo, debido a las dos situaciones
descritas, aparecen en la Figura 3.1.

Por 1ltimo, en el calculo de los intervalos de verosimilitud-confianza para los cuantiles es
necesario recurrir a métodos numéricos de maximizaciéon para evaluar la verosimilitud perfil.
Sélo para un pequenno porcentaje de los casos considerados en nuestro estudio se obtuvo un
error al aplicar dichas rutinas. Para el cuantil del 95 % dichos porcentajes fueron menores al
0.2 % para todas las combinaciones de tamano de muestra y valor del parametro de forma,
mientras que para los estimadores del cuantil del 99 % los porcentajes fueron menores a 1.0 %,
excepto para el caso en que consideramos un tamano de muestra igual a 25 y £ = —0.4, en

el cual dicho porcentaje fue 2.18 %.
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Figura 3.1: Porcentaje de muestras para las cuales no fue posible obtener los estimadores de
intervalo para cuantiles usando el método correspondiente. Los porcentajes anteriores son
validos sin importar el nivel del cuantil que estemos estimando. El ntimero entre paréntesis
denota tamano de la muestra. MMV - Método de Maxima Verosimilitud; MPP - Momentos
Ponderados por Probabilidad.
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3.2.2. Cobertura

Para evaluar el desempeno de los estimadores de intervalo obtenidos bajo cada enfoque
calculamos su cobertura, es decir, el porcentaje de veces en que los intervalos simulados
contienen el verdadero valor del cuantil. Una aclaraciéon importante es que dicho porcentaje
fue calculado con respecto al numero total de simulaciones, por lo tanto, en cada escenario los
estimadores tienen al menos una reduccién de la cobertura igual al porcentaje de casos para
los cuales no fue posible calcular las estimaciones. Las coberturas encontradas en nuestro
estudio para las estimaciones relativas al cuantil del 95% y 99 % aparecen en las Figuras
3.2 y 3.3, respectivamente. Es interesante notar que los intervalos de verosimilitud-confianza
obtenidos usando la verosimilitud perfil presentan coberturas cercanas al 95% en casi todos
los casos. Por otro lado, los intervalos obtenidos usando el método de maxima verosimilitud
presentaron, en general, el peor rendimiento pues las caidas de las coberturas cuando & <
0 fueron las mas pronunciadas, y ademés, si bien existe un incremento de las coberturas
conforme £ aumenta, siempre presentan valores menores a los que se obtienen usando los
intervalos basados en la verosimilitud perfil. Finalmente, las coberturas para los intervalos
obtenidos con el método de momentos ponderados por probabilidad son bajas con & > 0

pero se incrementan hasta alcanzar valores mayores al 90 % cuando & es negativo.

3.2.3. Longitud de los Estimadores de Intervalo

Las coberturas encontradas muestran que las estimaciones de intervalo obtenidas usando
la verosimilitud perfil tienen el mejor desempenio de entre los métodos considerados en este
estudio. En esta seccion comparamos la longitud de los intervalos obtenidos con cada método,

para lo cual, consideramos los siguientes indicadores.

1. El cociente entre la longitud de los intervalos obtenidos usando la verosimilitud perfil

y la longitud de los obtenidos usando el método de méaxima verosimilitud.

2. El cociente entre la longitud de los intervalos obtenidos usando el método de momen-
tos ponderados por probabilidad y la longitud de los obtenidos usando el método de

maxima verosimilitud.

Resumimos los resultados obtenidos usando los cuartiles de cada serie de cocientes, dichas
estadisticas aparecen en las Figuras 3.4 y 3.5. Con el uso de los cuartiles obtenemos informa-

cion sobre el comportamiento medio de los cocientes, asi como de su dispersiéon. Los cocientes
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Figura 3.2: Cobertura de los estimadores de intervalo para el cuantil del 95 % con un nivel de
confianza del 95 %. Los métodos considerados son: MMV - Método de Méaxima Verosimilitud,;
MPP - Momentos Ponderados por Probabilidad; Perfil - Intervalos de verosimilitud confianza

basados en la verosimilitud perfil. El ntimero entre paréntesis denota tamano de la muestra.
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Figura 3.3: Cobertura de los estimadores de intervalo para el cuantil del 99 % con un nivel de
confianza del 95 %. Los métodos considerados son: MMV - Método de Méaxima Verosimilitud,;
MPP - Momentos Ponderados por Probabilidad; Perfil - Intervalos de verosimilitud confianza

basados en la verosimilitud perfil. El ntimero entre paréntesis denota tamano de la muestra.
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Estimaciones para el cuantil del 95% |- - - n=25
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Figura 3.4: Cuartiles del cociente entre la longitud de los estimadores de intervalo obtenidos
usando la verosimilitud perfil y la longitud de los obtenidos usando el método de maxima
verosimilitud. Para cada valor de n, las tres curvas asociadas se refieren a los cuartiles @1,

Q> v @3, respectivamente. No tienen etiquetas pues Q1 < Q2 < Q3.

anteriores no estan calculados para cada una de las 10, 000 muestras simuladas pues, como ya
mencionamos, para cada método existe un porcentaje de casos en que no es posible obtener
las estimaciones correspondientes. Esta situacién debe ser tomada en cuenta al considerar
los resultados pues no se refleja de manera explicita.

Los resultados que aparecen en la Figura 3.4 muestran que la longitud de los intervalos de
verosimilitud confianza obtenidos con la verosimilitud perfil tienden a ser mas grandes que
aquellos obtenidos usando el método de maxima verosimilitud. El comportamiento de las
curvas sugiere que dicha diferencia aumenta cuando incrementamos el nivel de los cuantiles
y/o disminuimos el tamano de muestra, ademas, también encontramos que la variabilidad

en la diferencia entre las longitudes decrece cuando aumentamos el tamano de la muestra.
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Estimaciones para el cuantil del 95%
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Figura 3.5: Cuartiles del cociente entre la longitud de los estimadores de intervalo obtenidos
usando el método de momentos ponderados por probabilidad y la longitud de los obtenidos
usando el método de maxima verosimilitud. Para cada valor de n, las tres curvas asociadas se

refieren a los cuartiles @)1, Q2 y O3, respectivamente. No tienen etiquetas pues Q1 < Q2 < Q3.
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Por otro lado, la Figura 3.5 sugiere que para £ < 0, la longitud de los intervalos obtenidos
usando el método de momentos ponderados por probabilidad tienden a ser més grandes
que aquellos obtenidos usando el método de méxima verosimilitud, ademés de que dicha
diferencia aumenta cuando consideramos cuantiles altos y/o el valor de £ decrece. Un aspecto
interesante es que incrementos del tamano de la muestra no tienen un efecto tan evidente

como si sucedid con el otro cociente.
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Conclusiones

La distribucién de méaximos por bloques puede ser aproximada por la distribucion ge-
neralizada de valores extremos (DGVE) que consta de un parametro de localizacion, otro
de escala, y uno mas de forma, los cuales denotaremos p, o y &, respectivamente. Usando
la DGVE, elaboramos un estudio basado en simulaciones para evaluar el desempeno, en
muestras pequenas, de tres técnicas estadisticas para calcular estimadores de intervalo para
cuantiles. Dichas técnicas son: el método de méxima verosimilitud, el método de momentos
ponderados por probabilidad y los intervalos de verosimilitud confianza que se obtienen a
partir de la verosimilitud perfil. En el estudio consideramos 37 valores diferentes en el interva-
lo (—0.4,0.4) para el parametro de forma &, cuantiles del 95% y 99 %, muestras de tamano
n = 25,50,100, y un nivel de confianza para los intervalos del 95%. Para cada escenario
simulamos 10,000 muestras de la DGVE.

Los argumentos asintéticos utilizados en el método de méxima verosimilitud y el método
de momentos ponderados por probabilidad imponen restricciones sobre el rango de valores
posibles que puede tomar el parametro de forma. En el primer caso debe cumplirse que
¢ > —0.5, mientras que en el segundo £ < 0.5. Las restricciones anteriores implican que
no siempre es posible calcular intervalos de confianza aproximada cuando se usan dichos
métodos, lo anterior ocurre porque los estimadores puntuales obtenidos en cada método,
son usados para aproximar los pardmetros reales, y en consecuencia, en algunos casos no
cumplieron las restricciones correspondientes, lo anterior ocurre a pesar de que el pardmetro
real que fue usado para obtener las simulaciones sf lo hace. Los resultados de nuestro estudio
muestran que el porcentaje de casos para los cuales no es posible calcular los intervalos
debido a la situacién recién descrita pueden ser muy altos, en particular, cuando se usa el
método de maxima verosimilitud con £ = —0.4 y n = 25, dicho porcentaje puede llegar
a valores cercanos al 40 %. Por otro lado, para los estimadores de momentos ponderados
por probabilidad, dicho porcentaje crece conforme aumenta £ y/o disminuye el tamano de

muestra, llegando a ser igual a 15 %.
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La cobertura fue usada como principal indicador del desempeno de los estimadores de
intervalo incluidos en este estudio. Un aspecto sobresaliente es que en todos los escenarios los
intervalos de verosimilitud confianza obtenidos con la verosimilitud perfil tuvieron coberturas
mayores al 90 %, y en la mayoria de los casos, dicho valor fue muy cercano al 95 %. Estos
resultados superan los obtenidos por los otros dos métodos en los cuales el tamafio de la
muestra, el nivel del cuantil considerado, asi como el valor de &, influyeron en el valor de
las coberturas. Especificamente, para los estimadores obtenidos con el método de maxima
verosimilitud encontramos una caida en la cobertura cuando £ es negativo, por otro lado,
para los estimadores de momentos ponderados por probabilidad, también hay una caida de
la cobertura pero esta ocurre con valores positivos de &.

El buen desempenio de las coberturas de los intervalos de verosimilitud-confianza esté
acompanado por una mayor longitud cuando los comparamos con los intervalos obtenidos
usando los otros dos métodos. En particular, con relaciéon a los intervalos obtenidos usando
el método de méxima verosimilitud, los intervalos de verosimilitud-confianza fueron en la
mayoria de los casos mas grandes y dicha diferencia es mayor cuando los calculos se refieren
a cuantiles mas altos y/o son consideradas muestras pequenas.

Con los resultados encontrados en este trabajo no pretendemos determinar cual es el
“mejor” estimador de intervalo para cuantiles en el contexto de analisis de méaximos por
bloques. En cambio, los resultados deben ser vistos como informacién que puede usarse en
la practica para seleccionar alguno de los estimadores, donde dicha selecciéon dependeré del
contexto especifico del problema en cuestiéon asi como de los intereses del cliente.

La contribucién de este trabajo a la literatura existente que se refiere el analisis del
desempeino de estimadores, consiste en haber estudiado estimadores de intervalo consideran-
do un nimero amplio de escenarios. Aunque las herramientas tedricas fueron introducidas
por Hosking et al. [9], en dicho trabajo solo fue evaluado el desempeno con muestras pe-
quenas de los estimadores puntuales de méaxima verosimilitud y de momentos ponderados
por probabilidad, respectivamente. Por otro lado, el desempeno de estimadores de intervalo
si es considerado por Coles y Dixon [3], aunque los resultados reportados son para un rango
reducido de casos y sélo incluyen la cobertura de las estimaciones.

Finalmente, algunos temas de interes para futuras investigaciones son los siguientes.
Podemos evitar usar simulaciones de la DGVE, y en cambio, considerar simulaciones de
distribuciones especificas para las cuales el dominio de atraccién es conocido, de esa forma,
los resultados serfan més cercanos a lo que ocurre en la realidad. Los resultados de un trabajo

de ese tipo darfan informacién sobre la velocidad de convergencia para distribuciones que
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pertenecen a diferentes dominios de atraccion. Otro tema de interés consiste en comparar
estimadores de intervalo para la distribucion generalizada de Pareto. Dicha distribuciéon es
usada en el analisis de eventos extremos, aunque en ese caso no es considerado analisis de
méximos por bloques, sino uno de picos sobre excesos (peaks over thresholds). Singh y Mag-
sood [17] y Moharram et al. [13| evaluan el desempenio de estimadores para la distribucion
generalizada de Pareto, pero en ambos casos sélo estimadores puntuales son considerados.
Otro posible tema de investigacion se refiere a considerar las propiedades de los estimadores
para muestras pequenas desde una perspectiva tedrica. Un trabajo muy reciente que estudia
los estimadores de momentos ponderados por probabilidad desde ese enfoque fue presentado

por Furrer y Naveau [6].
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