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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y Problematica

Comenzamos presentando un poco de teoria de los sistemas distribuidos,
asi como un ejemplo sencillo del tipo de problemas que enfrentan. Después ex-
plicaremos brevemente la fuerte relaciéon que tienen con la topologia.

1.1.1. Los Sistemas Distribuidos

Los importantes avances en las tecnologias de comunicacion han provocado
que los sistemas distribuidos cobren gran importancia en la actualidad. Todos
los dias hacemos uso de ellos y dependemos de su fiabilidad. Consideramos a
un sistema distribuido como un sistema que consta de un conjunto de agentes
de computo auténomos que afectan su comportamiento entre si por medio del
intercambio de informacion. Dichos agentes son comunmente conocidos como
procesos o procesadores, y cuentan con capacidad de computo y memoria indi-
vidual. Estos procesadores se comunican a través del envio de mensajes o de
una memoria compartida. Los sistemas que utilizan mensajes cuentan con un
medio de comunicacién por el cual los procesadores pueden enviar paquetes de
informacion a cualquier otro procesador en el sistema, incluido él mismo. En los
sistemas con memoria compartida cada procesador es dueno de un registro, el
cual puede ser escrito inicamente por su propietario pero puede ser leido por
todos los procesadores del sistema.

Una caracteristica importante de cualquiera de los dos modelos es que pueden
ser sincronos o asincronos. En un modelo sincrono los procesadores trabajan a
la misma velocidad y los retardos en la comunicacién son conocidos y, por tan-
to, estos ejecutan sus operaciones al mismo tiempo. Es decir, todo procesador
conoce de antemano el momento en el que recibird alguna informacién de los
demés. En cambio, en un modelo asincrono no existe ninguna restricciéon en
cuanto a las velocidades de los procesadores o los retardos en la comunicacion.
La diferencia de fondo entre estas dos concepciones es que en el modelo sincrono
un procesador puede saber con exactitud cual es el estado de los demas proce-
sadores en el sistema, mientras que en el modelo asincrono no. Nuestro interés



se centra en los modelos asincronos, en particular el de memoria compartida.

La relacion fundamental que guardan los modelos asincronos de envio de
mensajes y memoria compartida es que son equivalentes [4] (considerando que
en el de envio de mensajes unicamente pueden fallar menos de la mitad de
los procesadores). A saber, si existe un algoritmo para un problema dado en
cualquiera de los dos modelos, entonces también existe un algoritmo que solu-
ciona el mismo problema en el otro modelo. Sin embargo, por su sencillez en
cuanto a la estructura, frecuentemente es preferible utilizar el modelo de memo-
ria compartida, ya que facilita el diseno de algoritmos o la obtencién de resul-
tados de imposibilidad, es decir, probar que no existe algoritmo que solucione
alguna tarea.

Supongamos que queremos desarrollar un sistema auténomo de control de
trafico aéreo en el que n + 1 aviones tienen que decidir la altitud a la que
deben volar para evitar colisiones (ver figura 1.1). ;Cuantas altitudes distintas
se necesitan para solucionar el problema? La primera respuesta que nos viene a
la mente es n + 1. En efecto, existen condiciones para las cuales este problema
se resuelve muy facilmente. Por ejemplo, supongamos que los aviones tienen
asociados los identificadores ag, a1 ...a,. Ademds, denotamos las distintas al-
titudes con 0,1...k (por supuesto que k debe ser mayor o igual a n). Si el
avion a; elige volar a altitud ¢, entonces el problema se soluciona haciendo uso
del menor nimero de altitudes posibles, una por cada avién, sin la necesidad
de intercambiar informacién. Ahora supongamos que la tnica forma en que se
pueden distinguir los aviones entre si es por medio del nimero de vuelo que
estan realizando, y que la tnica operacién que tienen disponible con la informa-
cién que intercambian son comparaciones lexicogréaficas. Es decir, un avién sélo
puede saber si el nombre de algiin otro es menor o mayor al suyo (los aviones ni
siquiera pueden saber cual es su ntimero de vuelo). El siguiente es un ejemplo de
un algoritmo que soluciona el problema para dos aviones con niimeros de vuelo
Ay B, respectivamente. En él nos referiremos a los aviones por su numero de
vuelo. Basicamente tenemos tres escenarios posibles:
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Figura 1.1: Control de trafico aéreo.



= A no se entera del nimero de vuelo de B (ya sea porque tiene mayor
velocidad de cémputo o por un retardo grande en la comunicacién) pero
B si se entera del numero de vuelo de A. Es decir, A tiene que decidir
conociendo tinicamente su nimero de vuelo y B decidird conociendo su
nimero de vuelo y el de A. Supongamos que un avién decide 0 cuando
no tiene contra que comparar su nimero de vuelo y que decide 1 cuando
su numero de vuelo es mayor que el del otro avién. Por lo tanto, A y B
deciden volar a las altitudes 0 y 1, respectivamente.

= B no se entera del nimero de vuelo de A pero A si se entera del nimero
de vuelo de B. Debido a que cada avién ni siquiera puede saber cual es
el nimero de vuelo que esté realizando, y acorde al caso anterior, B debe
decidir volar a altitud 0. Sin embargo, A debe decidir a que altura volar
sabiendo que su nombre es menor que el del otro avién. Supongamos que
para éste caso decide 2.

= Ay B se enteran del nimero de vuelo del otro aviéon. De acuerdo con los
dos casos anteriores, A y B deciden 2 y 1, respectivamente.

El algoritmo anterior resuelve el problema utilizando tres altitudes distintas.
La pregunta es, jse puede desarrollar un algoritmo que solucione el problema
para dos aviones haciendo uso tnicamente de dos altitudes? La respuesta es no.
Para que esto sucediera se necesita que un avién decida 1 cuando su nimero
de vuelo es menor que el del otro avién. De esta forma, en el segundo caso los
aviones decidiran volar a altitudes 0 y 1. Sin embargo, en el tercer caso los dos
aviones decidiran volar a altitud 1. El problema fundamental es el siguiente: el
avién B no tiene certeza de cual es el escenario en el que estd A, es decir, no
puede estar seguro de si A sabe que B es el nimero de vuelo del otro avién vy,
por tanto, no puede estar seguro de como se comportara.

1.1.2. El Renombrado y la Relacién con la Topologia

El problema expuesto en la seccién anterior, cominmente conocido como el
problema del renombrado, es un ejemplo de los problemas de coordinacién a los
que se enfrentan constantemente los sistemas distribuidos. La especificacion es
a groso modo la siguiente. En el problema del k-renombrado [5] cada procesador
comienza con un nombre tinico, tomado de un dominio muy grande de nombres
originales. El objetivo es que cada procesador elija, de forma irreversible, un
nombre de un dominio de nombres nuevos, [0... k], lo méds pequefio posible, de
forma tal que cualesquiera dos nombres nuevos sean distintos.

El problema del k-acuerdo es otro ejemplo de los problemas que solucionan
los sistemas distribuidos. Este es la generalizacién del cldsico problema del con-
senso. En el k-acuerdo cada procesador comienza con un valor de entrada que
propondra a los demas procesadores. El objetivo es que los procesadores decidan
a lo méas k valores distintos de entre los valores de entrada propuestos.

Por sus fuertes implicaciones, estos dos problemas son considerados fun-
damentales en al area de los sistemas distribuidos. Por ejemplo, representan
abstracciones de los problemas de coordinacién que tienen que solventar los



sistemas de transacciones bancarias que cuentan con una base de datos dis-
tribuida. Para estos sistemas es de suma importancia asegurar que las distintas
computadoras donde reside la base de datos ejecuten secuencias de operaciones
idénticas, con el fin de garantizar la consistencia de la misma (una descripcién
mas detallada de las aplicaciones de estos y otros problemas se puede encontrar
en [6, 20]). Ademds, también tienen fuertes implicaciones tedricas, ya que los
diversos trabajos de investigacién sobre el renombrado y el acuerdo han gen-
erado los fundamentos tedricos del computo distribuido. Atin més, en recientes
investigaciones se ha descubierto que estos dos problemas guardan una relaciéon
importante: con una implementacién del acuerdo es posible implementar el re-
nombrado, pero no al revés [13]. Es decir, el renombrado es estrictamente mds
débil que el acuerdo.

() (d)

Figura 1.2: Representacion grafica de simplejos de dimensién 0,1, 2 y 3.

En el Simposio Anual sobre Teorfa de la Computacién (STOC) de 1993, tres
grupos de investigacion [18, 22, 9] independientes demostraron la fuerte relacién
que existe entre los sistemas distribuidos y la topologia. Estos trabajos dieron
como resultado una caracterizacién topoldgica de lo que es computable libre
de espera por un sistema asincrono de memoria compartida. Esto es, una car-
acterizacién de lo que pueden solucionar aquellos algoritmos asincronos que se
comunican a través de una memoria compartida y que son tolerantes a cualquier
nimero de fallas de paro de los procesadores. Ellos observaron que los estados
de los procesadores al final de una ejecuciéon de un algoritmo pueden ser repre-
sentados por un simplejo, el cual no es mds que un conjunto finito (ver figura
1.2). Mientras que todas las ejecuciones posibles del algoritmo pueden represen-
tarse como un complejo, un objeto matematico construido a base de simplejos
que representa la discretizacion de un espacio geométrico y que permite estudiar
este ultimo con mayor facilidad. El resultado fundamental es que los comple-
jos de las ejecuciones de los algoritmos asincronos libres de espera de memoria
compartida son sdlidos, es decir, no tienen hoyos (esta es la diferencia princi-
pal con los modelos sincronos, ya que los complejos que se generan bajo esta
condicién si tienen hoyos). Esta invariante topoldgica es de gran importancia,
ya que ha dado pie a resultados de imposibilidad del renombrado y el acuerdo.
El resultado en su totalidad es realmente relevante, no solo para los sistemas
distribuidos sino también para la teoria de la computacion, al grado que dos de
los tres articulos [18, 22] recibieron el afamado Premio Gédel, mientras que el



tercero [9] no se hizo acreedor al mismo por no haber sido publicado en revista.
Inclusive, [18, 22] estdn considerados dentro de la lista de publicaciones més
importantes en las ciencias de la computacién [23].

Figura 1.3: El renombrado con tres nombres.

El siguiente ejemplo proporciona una idea de la relaciéon que guardan los
sistemas distribuidos y la topologia. En la Figura 1.3 se puede ver un complejo
que representa las salidas de un algoritmo que soluciona el renombrado para
tres procesadores, P, Q y R, con el dominio de nombres nuevos {0, 1,2}. Ob-
serve que en el complejo estan todas las posibles combinaciones en las que los
tres procesadores pueden elegir los tres nombres. La Figura 1.4' muestra el caso
para el cual se utiliza un nombre mas en el dominio de nombres nuevos.

Figura 1.4: El renombrado con cuatro nombres.

L Agradecemos a Maurice Herlihy el habernos permitido utilizar esta figura.



En [5] se presenta un algoritmo que soluciona el 2n-renombrado para un
sistema con n + 1 procesadores. Esto es lo mejor que se puede obtener ya que se
ha demostrado que no existe algoritmo libre de espera que solucione el (2n —1)-
renombrado. La primera version de esta demostracién se presenté en el STOC
de 1993 [18], mientras que la versién definitiva aparece en el Journal de la ACM
en el 2000, la cual se basa, segtin sus autores, en la demostracion y herramientas
que se presentan en [19]. A diferencia del (n—1)-acuerdo, para el cual un sencillo
argumento de conteo basado en el conocido lema de Sperner es suficiente para
entender la imposibilidad del problema [9, 3], para comprender la demostracién
del (2n — 1)-renombrado es necesario poseer conocimientos de topologia alge-
braica. Una pregunta natural que nos podemos hacer es ;por qué el renombrado,
que es estrictamente mas débil que el acuerdo, tiene una demostraciéon de im-
posibilidad bastante mas complicada? No obstante, se han realizado avances
hacia una demostracién combinatoria més simple [3], aunque la parte crucial de
la misma sigue dependiendo de argumentos del area de la topologia algebraica.

1.2. Objetivos y Contribucion

El objetivo principal de la tesis consiste en estudiar el complejo de las ejecu-
ciones de un algoritmo libre de espera que soluciona el renombrado en el modelo
asincrono de memoria compartida, con el fin de encontrar una demostracién
combinatoria mas simple de imposibilidad del renombrado. Para éste estudio
hacemos uso de las herramientas combinatorias desarrolladas en [3], en parti-
cular del concepto de imagen dividida, y de un corolario que se desprende de la
Formula de Fan [14], el cual es la generalizacién del Lema del Indice presentado
en [16].

Uno de los principales resultados obtenidos, es una caracterizaciéon combi-
natoria del nimero de ejecuciones en las que un algoritmo renombra los proce-
sadores haciendo uso unicamente de nombres pares o impares del conjunto de
nombres de salida. En otras palabras, presentamos una caracterizacién combina-
toria del nimero de simplejos monocromdticos en un complejo que tiene ciertas
caracteristicas de simetria en cuanto estructura y coloracion en la frontera. Este
resultado por si solo es interesante, ya que muestra la forma en que se pueden
aplicar algunas técnicas de topologia combinatoria, como el Lema del Indice o la
Formula de Fan, para determinar ciertas propiedades al interior de un comple-
jo sin tener mads informacién que la estructura que guarda en la frontera. Atn
mas, todas estas técnicas capturan lo realizado por la maquinaria de topologia
algebraica que se utilizan en [18], en particular los mapeos entre cadenas de
simplejos. Desde el punto de vista topoldgico, nuestra caracterizacién no es mas
que una descripcién combinatoria del grado de un mapeo de una esfera a si
misma que tiene ciertas caracteristicas de simetria, el cual es un tema de gran
interés en el area.

Ayudados de nuestra caracterizacion, obtenemos una demostraciéon total-
mente combinatoria de imposibilidad del k-renombrado, k£ < 2n, para una in-
finidad de casos. También presentamos un complejo en dimensién 5 el cual de-
muestra directamente que el avance obtenido en [3] tiene un error. Pero ademas,



este complejo también implica que las demostraciones anteriores [18, 19] tienen
un error. Por lo tanto, nuestra principal contribucién es que presentamos la
primera demostracién de imposibilidad del k-renombrado, k < 2n, para ciertos
casos. Todavia mas, con todo lo obtenido podemos empezar a preguntarnos si
realmente el renombrado con esa cantidad de nombres es imposible de solu-
cionarse o bajo que condiciones es posible hacerlo.

1.3. Organizacion de la Tesis

La organizacién de la tesis es la siguiente. El capitulo 2 muestra la especi-
ficacion detallada del problema del renombrado y el conocimiento que se tiene
de él. También estudia brevemente el modelo de memoria compartida, asi como
un modelo equivalente que serd el que ocuparemos en el resto de la tesis. Los
conceptos topologicos necesarios para el modelado de problemas y algoritmos
distribuidos son presentados en el capitulo 3. El capitulo 4 muestra nuestro re-
sultado principal. Por ltimo, nuestras conclusiones y el trabajo que resta por
hacerse en el futuro aparecen en el capitulo 5.






Capitulo 2

El problema del
Renombrado

Por sus fuertes implicaciones tedricas y préacticas, se considera al renombrado
como un problema fundamental dentro del area de los sistemas distribuidos. El
estudio de este y otros problemas mas han permitido desarrollar los fundamen-
tos tedricos del cémputo distribuido.

En este capitulo presentamos un panorama del problema del renombrado;
su especificacion, algunos algoritmos y sus cotas. En la seccion 2.1 estudiamos
los modelos asincronos de memoria compartida y envio de mensajes, asi como
otro modelo equivalente que a la postre serd de gran importancia para nuestros
resultados. En la secciéon 2.2 presentamos la especificacién del problema y el
conocimiento que se tiene de él. También mostramos dos algoritmos sencillos
que lo solucionan.

2.1. Modelos de Cémputo

A continuacién presentamos el modelo asincrono de memoria compartida.
También explicaremos, de forma muy breve, en que consiste el modelo asincrono
de envio de mensajes en el que menos de la mitad de los procesadores pueden
fallar. La relacién fundamental que guardan estos dos modelos es que son equi-
valentes [4]. A saber, si existe un algoritmo para un problema dado en cualquiera
de los dos modelos, entonces también existe un algoritmo que soluciona el mis-
mo problema en el otro modelo. El modelo asincrono de memoria compartida
serd el que utilizaremos para estudiar el renombrado.

2.1.1. Memoria Compartida

El modelo que ocuparemos es estandar y ha sido utilizado en varios articulos.
Seguiremos fuertemente la notacién ocupada en [3]. Comenzaremos por definir
en que consisten los procesadores del sistema para después describir la estruc-
tura de la memoria que ocupan para comunicarse.



Consideramos a un procesador como una maquina de estados determinista,
la cual consiste en un conjunto, posiblemente infinito, de estados locales y dos
subconjuntos disjuntos de este a los que llamamos conjunto de estados iniciales
y conjunto de estados finales. De esta forma, un sistema consta de una colecciéon
de n + 1 procesadores identificados como pg ... p,. Tradicionalmente se consi-
deran sistemas con n procesadores identificados como p; ...p,. En el siguiente
capitulo serd claro por qué cuando se estudian los sistemas distribuidos a través
de la topologia resulta ttil definir un sistema de la forma en que lo hicimos.

Ahora bien, los procesadores del sistema se comunican a través de una memo-
ria compartida que consta de n + 1 registros atomicos, g . ..Tn41, UNO por cada
procesador. El procesador p; cuenta con las operaciones atémicas read y write
sobre los registros. La operacién read;(r;) hace una lectura del registro r;, mien-
tras que la operacién write;(v) escribe el valor v en el registro r;, el registro que
le pertenece. La figura 2.1 presenta un ejemplo de esto. Los registros cuentan
con un dominio de valores que pueden almacenar. Dentro de este dominio existe
el valor indefinido L, el cual no puede ser pasado como parametro a la operacion
de escritura. Debido a que no estamos restringiendo en nada el tamano de los
registros, asumimos que r; tiene capacidad suficiente para almacenar por com-
pleto el estado actual del p;.

La configuracion del sistema es el conjunto que consiste en los estados locales
actuales de los procesadores y el contenido actual de los registros. De forma mas
precisa, es el vector C' = (sq...8,,0p...05), donde s; es el estado local de p;
y v; es el valor de r;. Denotamos como state;(C) y value;(C) a los valores s;
v v;, respectivamente. Una configuracion inicial es aquella en la que el estado
local de cada procesador es un estado inicial y el valor de cada registro es L.
De forma similar, una configuracion final es aquella en la que el estado local
de cada procesador es un estado final. Dentro del sistema un evento consiste
en que el procesador p; ejecute la operaciéon write o read, pero no ambas, rea-
lice algunos célculos locales y cambie al siguiente estado local. Claramente, la
siguiente configuracién del sistema depende del resultado de las modificaciones
que genere el evento.

Decimos que la maquina de estados p; ejecuta el algoritmo local A;. De esta
forma, el estado siguiente de p; es determinado por A; en base al estado actual.
Esto es, si p; ejecuta la operacién read;(r;), entonces A; determina el estado
siguiente en base al estado local actual de p; y el valor que haya leido de r;.
En cambio, si p; ejecuta la operacién write;(v), entonces el estado siguiente
estd tnicamente en funcién del estado local actual de p;. Asumiremos que todas
las maquinas de estado son idénticas. Es decir, todos los procesadores ejecutan
el mismo algoritmo local y, por tanto, el comportamiento de un procesador no
depende de su identificador. Observe que esto no merma en nada el poder de
céomputo del modelo, puesto que si es necesario que el comportamiento de un al-
goritmo local dependa del identificador del procesador, entonces el identificador
puede ser codificado en la entrada del algoritmo. Definimos como un algoritmo
al conjunto A de los algoritmos locales Ay ... A,.

Una ejecucion del sistema consiste en una secuencia alternada, posiblemente

10



infinita, de configuraciones y eventos, Cy, eg,C1,€1...Ck_1,€x_1,Ck ..., donde
Cy es una configuracion inicial y la configuracion Cy, es el resultado de aplicar el
evento ey_1 a C*~1. Decimos que la secuencia eg, e; . .. es la calendarizacion de
la ejecucién, ademds que definimos la vista del procesador p; en una ejecuciéon
a, ali, como la secuencia de los estados locales del procesador p; en la ejecucion.
Esto es, a|i = state;(Cy), state;(Cy) .. ..

Observe que debido a que estamos asumiendo que los registros ejecutan
operaciones atomicas, si dos procesadores ejecutan de forma concurrente una
operacién sobre un registro, una de ella se realizara antes que la otra. Es decir,
realmente se ejecutan en serie. Por lo tanto, podemos definir la calendarizacion
de una ejecucion como una secuencia de eventos, como lo hemos hecho, y atin
asi no restringir en nada el momento en que los procesadores ejecutan operacio-
nes sobre los registros.

write;(v)

read;(ro)|read;(r1)\ read;(r2)

To 71 T2 To 71 T2

Figura 2.1: Memoria compartida.

Estamos interesados en modelar tareas de decisién (mds adelante definire-
mos especificamente este concepto), por lo que agregamos a los procesadores un
modulo de entrada y otro de salida. El modulo de entrada contiene la entrada al
algoritmo local, el cual unicamente puede ser leido. Como mencionamos anteri-
ormente, si es necesario que el comportamiento de un algoritmo local dependa
del identificador del procesador, entonces es necesario pasar el identificador co-
mo parte de la entrada. El modulo de salida en un principio contiene el valor
L, y una vez que un valor distinto ha sido escrito en él, ya no cambia. Cuando
sucede esto decimos que el procesador ha decidido.

Dentro de un modelo de computo se pueden considerar diversos tipos de
fallas de los procesadores. Inclusive podriamos aceptar fallas en el medio por
el cual se comunican. Nosotros consideramos unicamente fallas de tipo paro de
los procesadores. Esto es, si un procesador falla entonces ejecuta no mas que un
nimero finito de eventos antes de haber decidido. Decimos que un procesador
es correcto si no ha fallado.

Normalmente el nimero de fallas que pueden ocurrir en un modelo se asocian

a un parametro t. A saber, el modelo asegura que al final de cualquier ejecucion,
por mas catastréfica que sea, por lo menos n—t+1 procesadores serdn correctos.
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Pueden existir situaciones en las que los procesadores locales de un algorit-
mo distribuido no deban retardar su decisién hasta recibir cierta informacioén de
algunos otros procesadores en el sistema. Posiblemente sistemas en los que sea
muy importante la decisién oportuna de los procesadores. Por lo tanto, es de
interés estudiar algoritmos libres de esperas, es decir, aquellos algoritmos que
son tolerantes a cualquier nimero de fallas de los procesadores. Formalmente,
decimos que un algoritmo es wait-free o libre de espera si en cualquier ejecuciéon
todo procesador decide o ejecuta un ntimero finito de eventos. Esto implica que
si un procesador ejecuta un nimero infinito de eventos, entonces decide en un
namero finito de ellos. Lo anterior tiene sentido en los casos en los que a pesar
que un procesador ha decidido su salida, sigue ejecutando eventos con el fin
de ayudar a los demés procesadores que no han decidido a que lo hagan. Cabe
resaltar que para este caso el pardmetro de tolerancia a fallos estd tacitamente
definido como 1 <t <n + 1.

Mas adelante sera de gran importancia modelar la incapacidad que muestra
un procesador para distinguir entre dos ejecuciones distintas. A saber, la vista
del procesador es la misma para las dos ejecuciones. Decimos que las ejecuciones
a1 y g son indistinguibles para el procesador p; si a1]i = asli.

2.1.2. Envio de Mensajes

La definicién de procesador en el modelo de envio de mensajes es basica-
mente la misma que la que dimos para el modelo de memoria compartida; es
una maquina de estado determinista. La diferencia fundamental entre los dos
modelos es que en el de envio de mensajes se cuenta con un medio de co-
municacién por el cual un procesador puede enviar paquetes de informacion,
conocidos como mensajes, a cualquier otro procesador en el sistema, incluido él
mismo. Por lo tanto, los procesadores tienen disponibles dos operaciones que les
permiten enviar y recibir mensajes hacia y desde cualquier otro procesador. El
sistema se puede describir como una grafica completa en la que los nodos de la
grafica son los procesadores y las aristas el medio de comunicacion.

No impondremos ninguna restriccién en cuanto a las velocidades de los proce-
sadores o el retardo de los mensajes en el medio de comunicacion. Esto es, es-
tamos considerando un sistema completamente asincrono.

De forma similar que en el modelo de memoria compartida, consideramos
unicamente fallas de los procesadores de tipo de paro. Para este caso el nimero
de fallas es t < (n+1)/2. Considerar un niimero mayor de fallas no tiene mucho
sentido, ya que practicamente ninguna tarea interesante tiene solucién en este
modelo cuando puedan fallar més de la mitad de los procesadores (por ejemplo

[15]).
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2.1.3. Tareas

Ahora definimos el concepto de tarea y cudndo decimos que un algoritmo la
soluciona. Una tarea /\ consiste en un dominio de valores de entrada I y un do-
minio de valores de salida O, donde A especifica las salidas que los procesadores
pueden decidir para cada combinacién vdlida de los posibles valores de entrada
que estos pueden tener. Por ejemplo, en la versién binaria del cldsico problema
del consenso cada procesador en el sistema tiene como entrada un valor binario
que propondré a los demés. El objetivo es que los procesadores decidan uno de
los valores propuestos, de suerte tal que cualesquiera dos procesadores tienen el
mismo valor de decision. Para este caso tanto el dominio de valores de entrada I
como el dominio de valores de salida O es {0, 1}. Observe que no existe ninguna
restriccion en cuanto a las posibles combinaciones de los valores de entrada a
los procesadores, sin embargo, las posibles salidas estdn determinadas por las
entradas de los procesadores. La Figura 2.2 muestra la especificacién de la tarea
del consenso binario para dos procesadores.

Entradas A
(0,0) (0,0)
(071) (070);(171)
(1,0)  (0,0);(1,1)
(1,1) (1,1)

Figura 2.2: Consenso binario.

De esta forma, decimos que un algoritmo, ya sea en el modelo de envio de
mensajes o en el de memoria compartida, soluciona la tarea A, si cualquiera
ejecucion finita a del algoritmo puede ser extendida a una ejecucién o tal que
los valores que deciden los procesadores son permitidos para las entradas en a.
Observe que si en « algunos procesadores ya han decidido, entonces o’ debe
completar las decisiones de los demés procesadores de forma tal que los valores
decididos sean permitidos para la entradas en a.

2.1.4. Ejecuciones Immediate Snapshot

Las ejecuciones Immediate Snapshot [10] son un subconjunto del conjunto
que consiste en todas las ejecuciones posibles de un algoritmo que utiliza una
memoria compartida como medio de comunicacién. Este subconjunto se obtiene
restringiendo las secuencias de operaciones que pueden ejecutar los procesadores
sobre los registros de la memoria. De forma precisa, una ejecucién Immediate
Snapshot (IS) consta de una secuencia de rondas. Cada ronda consiste en un
conjunto no vacio de identificadores de procesadores, los cuales denotan los
procesadores activos en la ronda. Durante la ronda k-ésima los procesadores
activos escriben uno a uno su estado completo, y después, ya que todos han
terminado de escribir, hacen una lectura de toda la memoria, un snapshot. Es
decir, cada ronda consta de una escritura concurrente seguida por una lectura
concurrente.
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El numero de pasos de un procesador p; en la ejecucién « es el nimero de
veces que estd activo en «, mientras que el nidmero total de pasos en « es la
suma del niimero de pasos de todos los procesadores en a.

Debido a que las ejecuciones IS son un subconjunto del conjunto de todas
las ejecuciones posibles, si un algoritmo soluciona un problema haciendo uso
unicamente de ejecuciones IS, entonces también lo hace en el modelo general.
La direccién contraria es la que parece en principio no ser cierta. Sin embar-
go, en [10] se demuestra que restringir un algoritmo a que utilice dnicamente
ejecuciones IS, no afecta en nada el poder de computo. Es decir, todo aquello
que puede ser solucionado en el modelo libre de espera de memoria compartida
también puede solucionarse con ejecuciones IS y viceversa.

Lema 2.1.1 ([3, Lema 3.1]) Sea A una tarea. Existe un algoritmo libre de
espera que soluciona A si y solo si existe un algoritmo libre de espera que solu-
ciona A\ wutilizando dnicamente ejecuciones IS.

En la figura 2.3 se observan un par de ejecuciones IS para las cuales tnica-
mente el procesador py puede distinguir entre ellas. En la ejecucién a; el proce-
sador p; Unicamente puede ver el valor que él escribié en la memoria en la ronda
1, puesto que nadie mas ha escrito en ella. Por lo tanto, p; inicamente se ve a
él mismo. Siguiendo con esta idea, en la ronda 2 el procesador py inicamente ve
a p1 vy a él mismo, mientras que ps ve a todos los procesadores. En la ejecucion
s los procesadores p; y p2 tendran la misma vista que en aq, sin embargo, pg
vera todos los procesadores. Es decir, py puede distinguir entre las ejecuciones
a1y Q.

Ronda : 1 2 3 Ronda : 1 2 3
Do : wr Do wr
P wr p1 wr
D2 wr P2 wr

(o5} Q2

Figura 2.3: Ejecuciones IS indistinguibles para p; y ps.

2.2. El Renombrado

En esta seccién presentamos la especificaciéon del problema del renombrado
y las cotas que se conocen de él. También mostramos dos algoritmos sencillos
que lo solucionan para dos diferentes dominios de nombres nuevos.
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2.2.1. Especificacién

En el problema del renombrado [5] cada procesador en el sistema comienza
con un nombre tomado de dominio muy grande, posiblemente no acotado, de
nombres originales, de suerte tal que cualesquiera dos nombres originales son
distintos. El objetivo es simple, cada procesador correcto debe decidir de forma
irreversible un nombre de un dominio de nombres nuevos lo més pequeno posi-
ble, de forma tal que se cumpla alguna de las siguientes condiciones:

1. Unicidad. Cualesquiera dos nombres nuevos son distintos.

2. Preservacion de orden. Si p < g entonces el nombre nuevo del procesador
con nombre original p es menor que el nombre nuevo del procesador con
nombre original gq.

Cuando el dominio de nombres nuevos sea [0... k|, nos referiremos al pro-
blema como el k-renombrado.

Advierta que debido a que los nombres originales de los procesadores son dis-
tintos, la segunda condicién también implican que no existen dos procesadores
con nombres nuevo iguales. En adelante nos ocuparemos de estudiar iinicamente
el problema del renombrado con la restricciéon de unicidad. Pero, jpor qué mo-
tivo podria ser interesante estudiar el problema del renombrado?

En el estudio de los sistemas distribuidos es de interés conocer la cantidad
o el tamano de los mensajes que ocupa un algoritmo para cumplir su cometido.
Para el caso del modelo de memoria compartida, seria el nimero de veces que
es necesario escribir en los registros o el tamano de los mismos. Por lo tanto,
es de interés desarrollar algoritmos que solucionen el problema del renombrado
haciendo uso de un dominio de nombres nuevos lo méas pequeno posible, ya que
estos pueden ocuparse para identificar los procesadores y asi reducir el tamano
de los mensajes o registros ocupados por un algoritmo.

Adn més, un algoritmo que solucione el problema del renombrado puede
servir para solucionar muchos otros problemas. Por ejemplo, suponga que se de-
sea desarrollar un algoritmo para asignar de forma segura un conjunto de k + 1
recursos, digamos impresoras, a un conjunto de procesadores. Por supuesto que
cada impresora debera estar asignada a un solo procesador. El problema puede
resolverse haciendo uso de un algoritmo de k-renombrado cada vez que un con-
junto de procesadores desee ocupar las impresoras.

Sin embargo, existe una solucién trivial al problema. Si el procesador p;
conociera su identificador entonces podria decidir el nombre nuevo i y de es-
ta forma resolver el problema haciendo uso del dominio de nombres de salida
mas pequeno posible, 0...n. Para evitar este tipo de soluciones triviales, se
requiere que los algoritmos sean andnimos. Es decir, el comportamiento de un
procesador depende tunicamente del nombre de entrada y no del identificador
externo que tiene el procesador. En otras palabras, el procesador p; con nombre
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original x ejecuta el mismo algoritmo que el procesador p; con nombre original x.

Hablando en términos del modelo de computo que estamos ocupando, un
algoritmo es anénimo si cumple lo siguiente. Considere una ejecucién E del al-
goritmo A, tal que el procesador p; ha decidido el valor v. Decimos que A es
anénimo si al intercambiar ¢ por j, y viceversa, en F, la ejecucién E’ resultante
es vélida y ademas p; decide v en E’. En el capitulo 4 daremos una definicién
formal de esto.

2.2.2. Cotas

Ahora presentamos un poco del conocimiento que se tiene acerca del re-
nombrado, asi como un problema abierto con respecto a su demostracion de
imposibilidad.

En [5] se presenta un algoritmo que soluciona 2n-renombrado en el modelo
asincrono de envio de mensajes en el que menos de la mayoria de los proce-
sadores pueden fallar. De hecho, este algoritmo es basado en comparaciones; los
procesadores tinicamente pueden comparar sus nombres originales y, por tanto,
ni siquiera saben cual es su nombre original. Alli también se demuestra que
en ese modelo no existe algoritmo que solucione el (n 4 1)-renombrado. Da-
da la equivalencia entre modelos, los resultados obtenidos en [5] también son
validos para el modelo libre de espera de memoria compartida. Es decir, existe
un algoritmo libre de espera para el 2n-renombrado, pero no lo existe para el
(n + 1)-renombrado. Sin embargo, nadie sabia que pasaba entre n + 1y 2n.

En el ano de 1993 tres grupos de investigacién [9, 18, 22] independientes
demostraron la fuerte relacién que existe entre los sistemas distribuidos y la
topologia. Estos trabajos dieron como resultado una caracterizacién topolégica
de lo que es computable libre de espera en el modelo asincrono de memoria
compartida. Ellos observaron que los estados de los procesadores al final de una
ejecucién de un algoritmo pueden ser representados por un simplejo, el cual no
es mas que un conjunto finito, mientras que todas las ejecuciones posibles del
algoritmo pueden representarse como un complejo, un objeto matematico cons-
truido a base de simplejos. En el capitulo siguiente daremos la definicién formal
de estos conceptos.

El resultado fundamental en [9, 18, 22|, es que los complejos de las ejecu-
ciones de los algoritmos asincronos libres de espera de memoria compartida son
solidos, es decir, no tienen hoyos. Esta invariante topoldgica es de gran impor-
tancia, ya que permitié responder la pregunta abierta acerca de la imposibilidad
del renombrado.

En [18, 19] se demuestra que no existe algoritmo libre de espera que solu-
cione el k-renombrado, k < 2n. Un aspecto fundamental en el resultado es que
el conjunto de nombres nuevos 0...k, no tiene n 4+ 1 nombres pares o impares.
Béasicamente lo que se demuestra es que para todo algoritmo libre de espera
en el modelo de memoria compartida, siempre existe una ejecuciéon en la que
el algoritmo renombra los procesadores haciendo uso tnicamente de nombres
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pares o impares, lo cual es imposible con este rango.

Sin embargo, las demostraciones en [18, 19] se basan en técnicas de topologia
algebraica, lo cual las hace poco accesibles para la mayoria de los estudiosos de
la computacién, ademas que no es del todo claro cual es la razén fundamental
del resultado. No obstante, se han realizado avances hacia una demostracion
combinatoria més simple [3], aunque la parte crucial de la misma sigue depen-
diendo de argumentos del area de la topologia algebraica.

Este es precisamente el objetivo de los siguientes capitulos de la tesis: con-
tribuir al desarrollo de una demostracién combinatoria de imposibilidad del
k-renombrado, k < 2n, que permita entender de forma maés clara por qué siem-
pre aparecen este tipo de ejecuciones imposibles en el modelo asincrono libre de
espera de memoria compartida.

2.2.3. Dos Algoritmos de Renombrado

En esta seccién presentamos un par de algoritmos libres de espera basados en
comparaciones que solucionan el renombrado para tres procesadores utilizando
los dominios de nombres nuevos {0,1,2,3,4,5} v {0, 1,2, 3,4}, respectivamente.
Estos algoritmos se restringen a ocupar ejecuciones IS y cumplen la condicién
de anonimato.

Un Primer Intento

Primero presentamos un algoritmo que utiliza el dominio de nombres nuevos
{0,1,2,3,4,5}. La idea del algoritmo es la siguiente. Los nombres nuevos se
dividen en tres conjuntos; el primero de ellos contiene el nombre 0, el segundo a
1y 2,y el tercero a 3, 4 y 5. Un procesador p ejecuta la operacién de escritura
y snapshot sobre la memoria y de acuerdo al nimero de procesadores que ve en
este ultimo selecciona el conjunto que ocupard para decidir su nombre nuevo.
Esto es, si p ve un solo procesador (nadie ha escrito en la memoria mas que
él), entonces escogerd el primer conjunto, si ve dos procesadores, entonces es-
cogera el segundo conjunto y si ve tres procesadores, entonces escogera el tercer
conjunto. Después de esto, p decide el nombre en el conjunto que tiene el mismo
orden que el orden que guarda su nombre original con respecto al nombre origi-
nal de los demas procesadores que vio en el snapshot. Por ejemplo, si su nombre
original es menor al de todos los demds, entonces decidiré el nombre de menor
valor en el conjunto.

Denotamos como snapshot(i) al conjunto que consiste en los registros de
aquellos procesadores que han estado activos exactamente i veces en la lectura
snapshot. De esta forma, |snapshot(i)| es el nimero de procesadores que estdn
activos ¢ veces en snapshot. El algoritmo es el siguiente.

AlgRenombradol(nomOrig)
snapshot < ejecuta wr en la memoria
if |snapshot(1)| =1 then

nomNuevo «— 0
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if |snapshot(1)] = 2 then
if nomOrig es menor al otro nombre en snapshot(1) then
nomNuevo «— 1
else
nomNuevo «— 2
if |snapshot(1)| = 3 then
if nomOrig es menor a los otros dos nombres en snapshot(1) then
nomNuevo «— 3
else if nomOrig es mayor a los otros dos nombres en snapshot(1) then
nomNuevo «— 5
else
nomNuevo — 4

decide nomNuevo

Observe que cada nombre original en snapshot tiene bien definido cual es
el nombre que le corresponde en el conjunto de nombres nuevos y, ademas,
un nombre nuevo pertenece unicamente a un conjunto. Puesto que los proce-
sadores tienen nombres originales distintos, cada procesador decide un nombre
nuevo diferente.

Este algoritmo se puede extender facilmente para un numero arbitrario de
procesadores. Basta con utilizar un conjunto con ¢ nombres nuevos para cuando
un procesador ve i procesadores en snapshot. No obstante, la solucién es muy
costosa en cuanto a nombres, ya que para n procesadores el algoritmo necesita

n(n+1)
2

un dominio de nombres nuevos con nombres.

Eliminando un Nombre

Ahora presentamos un algoritmo, derivado del que se mostré en la seccién
anterior, que ocupa el rango de nombres nuevos {0, 1,2,3,4}. Esto nos da la
solucién éptima para tres procesadores (ver seccién 2.2.2). La diferencia princi-
pal es que en este, un procesador ejecuta una segunda operacién de escritura y
snapshot cuando ve tres procesadores en la primera lectura de la memoria.

AlgRenombrado2(nomOrig)
snapshot; < ejecuta wr en la memoria
if |snapshoti(1)] =1 then
nomNuevo «— 0
if |snapshoti(1)| = 2 then
if nomOrig es menor al otro nombre en snapshoti(1) then
nomNuevo «— 1
else
nomNuevo «— 2
if |snapshoti(1)| = 3 then
snapshots < ejecuta wr en la memoria
if |snapshot2(2)| =1 then
nomNuevo «— 4
if |snapshotz(2)| = 2 or |snapshotz(2)| = 3 then
if nomOrig es menor a los otros dos nombres en snapshoti (1) then
nomNuevo «— 1

18



else if nomOrig es mayor a los otros dos nombres en snapshot;(1) then
nomNuevo «— 3

else
nomNuevo «— 2

decide nomNuevo

El truco consiste en lo siguiente: cuando un procesador p toma un segundo
snapshot, sabe de antemano que los nombres 3 y 4 no ha sido ocupados. Advierta
que puede ser el caso, no necesariamente, que 0, 1 o 2 ya han sido utilizados, sin
embargo, p no puede tener certeza de esto. De esta forma, si p ve en su segundo
snapshot que solo él ha estado activo dos veces, entonces lo tinico seguro que
puede decidir es 3 o 4. Supongamos que decide 4. No sucede asi cuando p ve en
su segundo snapshot que dos o tres procesadores han estado activos dos veces.
De hecho en estos casos tiene més informacién. En este punto puede asegurar
que los nombres 1, 2 y 3 no han sido utilizados y decidir alguno de ellos. Si por
lo menos dos procesadores han estado activos dos veces, no es posible que los
nombres 1 y 2 estén ocupados.

Utilizando un truco similar podemos extender el algoritmo anterior para

cualquier niimero de procesadores. En [10] se presenta un algoritmo que solu-
ciona el 2n-renombrado haciendo uso de ejecuciones IS.
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Capitulo 3

Los Sistemas Distribuidos y
la Topologia

En el ano de 1993 tres grupos de investigacién [9, 18, 22] independientes
demostraron la fuerte relacion que existe entre los sistemas distribuidos y la
topologia. Este es un resultado fundamental para los sistemas distribuidos, ya
que ha permitido responder importantes preguntas abiertas en el area. En éste
capitulo estudiamos esta relaciéon. Un primer acercamiento a esta importante
area de las matemaéticas, la topologia, puede obtenerse en [1, 16, 21].

En la seccién 3.1 presentamos los conceptos topolégicos combinatorios que
ocuparemos a lo largo de este y el siguiente capitulo. En particular, en las sec-
ciones 3.1.3 y 3.1.4 introduciremos las principales herramientas combinatorias
que ocuparemos. A saber, el lema del indice y las imdgenes divididas. A lo largo
de la seccién 3.1.4 también probamos varias propiedades de las imagenes divi-
didas que nos resultaran utiles mas adelante. En la seccién 3.2 estudiamos la
forma en que se modelan tareas y algoritmos haciendo uso de la topologia, en
particular haciendo uso de las imagenes divididas.

3.1. Conceptos Topolégicos

Comenzamos presentado los conceptos basicos con los que definiremos las
herramientas topoldgicas combinatorias que utilizaremos para el estudio de los
sistemas distribuidos.

3.1.1. Conceptos Basicos

Un poligono es una figura plana acotada por un camino cerrado formado por
lineas rectas a las cuales llamamos aristas. Los vértices o esquinas del poligono
son los puntos donde se intersectan sus aristas. De esta forma, un poligono sim-
ple es aquel en el que sus aristas Uinicamente se intersectan en los vértices del
poligono. Una triangulacion es una subdivisiéon de un poligono simple de forma
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tal que toda arista pertenece a uno o dos tridngulos.

Un complejo K es un conjunto de conjuntos finitos no vacios, cerrado bajo
la operacién de contencién. Es decir, si o es un elemento de K entonces K con-
tiene a todo subconjunto no vacié de o. A todo elemento de un complejo K le
llamamos simplejo. La dimensién de un simplejo o, dim(o), es el ndmero de sus
elementos menos 1. Si o tiene n + 1 elementos entonces decimos que es un n-
simplejo y lo denotamos como ¢™. Decimos que 7 es una cara o dim(7)-cara de
o si T es un subconjunto no vacio de o. Si 7 es diferente de o entonces decimos
que 7 es una cara propia de o. Observe que el nimero de caras de dimensién
i, i-caras, de un n-simplejo estd dado por (7;:11), i < n. La dimensién de un
complejo K es la maxima dimensién de entre las dimensiones de sus simplejos.
Ademas, decimos que un complejo K de dimension n es un n-complejo y lo de-
notamos como K™. Un complejo L es un subcomplejo del complejo K si L C K.

Gréficamente representamos a un 0-simplejo como un solo punto, a un 1-
simplejo como una linea, a un 2-simplejo como un tridngulo y a un 3-simplejo
como un tetraedro (ver figura 1.2). En la Figura 3.1 podemos ver dos complejos
de dimensién 1 y 2, respectivamente.

Sean los complejos K y L y un mapeo f que va de los vértices de K a
los vértices de L. Decimos que el mapeo f es simplicial si para todo simplejo
o ={vo,v1...Vn_1,0,} de K, el conjunto 7 = {f(vo), f(v1) ... f(vn-1), f(vn)}
es un simplejo de L, posiblemente con dimensién dim(7) < dim(o). Esto ltimo
implica que f no necesariamente debe ser uno a uno y, por tanto, que dos sim-
plejos diferentes en K pueden ser mapeados a un mismo simplejo en L. Algunas
veces resulta mas facil para la escritura extender el mapeo f a simplejos de K:
un simplejo o de K es mapeado al simplejo f(o) de L. Una idea similar se puede
ocupar para subconjuntos de K.

Figura 3.1: Complejos de dimensién 1y 2.

La j-grdfica del complejo K™, 1 < j < n, es la grafica que consiste en un
vértice por cada j-simplejo de K™ y una arista entre dos vértices si los simplejos
que representan dichos vértices comparten una (j — 1)-cara. Decimos que K™ es
j-conexo si la j-grafica de K™ es conexa. Un j-camino en K™ es una secuencia
de j-simplejos de K™ tales que cualesquiera dos j-simplejos consecutivos en la
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secuencia comparten una (j — 1)-cara. Por supuesto que todo j-camino en K™
tiene un camino equivalente en la j-grafica de K.

Un complejo K™ es completo en dimensién ¢, ¢ < n, si todo j-simplejo, j < 4,
de K™ es cara de por lo menos un i-simplejo de K™. Si el complejo K™ es com-
pleto para dimensién n, entonces decimos que un (n — 1)-simplejo o de K™ es
externo si es cara de exactamente un n-simplejo de K™. De otra forma deci-
mos que o es interno. Con esto definimos la frontera de K™, bd(K™), como el
subcomplejo con todos los simplejos externos y todas las caras de cada uno de
estos. De forma similar, un vértice en K™ es externo si pertenece a algin sim-
plejo de bd(K™). De otra forma decimos que es interno. Por ejemplo, la frontera
del 1-complejo en la Figura 3.1 son los vértices en los extremos de las lineas que
lo forman, mientras que la frontera del 2-complejo que se aprecia en la misma
figura es el contorno del poligono.

Una coloracion de un complejo K™ es una funcién ¢ que va de los vértices
de K™ a un conjunto C' que llamamos colores. Considere un simplejo 7 € K™.
Denotamos como ¢(7) al conjunto de colores que asigna ¢ a los vértices de 7. Si
|C| = 2 entonces decimos que ¢ es una coloracién binaria. En lo subsecuente,
asumiremos que toda coloracién binaria ocupa los colores {0, 1}. Frecuentemente
usaremos el conjunto ID™ = {0,1...n} como colores. Denotaremos al subcon-
junto ID™—1I como ID}. Si I = {z}, simplemente escribimos I D?. Decimos que
la coloracién ¢ de un simplejo o es propia si cualesquiera dos vértices diferentes
de o tienen colores diferentes. Observe que si |c(0)| = dim(o) + 1 entonces o
estd coloreado propiamente bajo c. Frecuentemente ocuparemos esta notacion.
Si todos los vértices de o tiene el mismo color b entonces decimos que o es
b-monocromdtico o simplemente monocromdtico. Considere un simplejo o™ con
una coloracién propia c. Denotamos como ¢! a la (n — 1)-cara de ¢” que no
tiene el vértice coloreado 7 bajo c¢. Ahora considere dos complejos coloreados K
y L. Un mapeo simplical f entre K y L preserva colores si para todo vértice v,
f(v) tiene el mismo color que v.

Considere un conjunto C' con n+ 1 elementos. Una secuencia S de C' es una
lista ordenada de los elementos de C. Denotamos como S; al i-ésimo elemento
de S, donde 0 < i < n. Una transposicion de S consiste en intercambiar de
posicién a dos elementos de S. Si estos son le mismo, entonces decimos que la
transposicién es la identidad. Una secuencia S’ de C es una transposicién par
de otra S si podemos obtener S’ aplicando un nimero par de transposiciones
diferentes a la transposicién identidad sobre S. De forma similar definimos una
transposicion impar.

Ahora considere un subconjunto I de ID". Sea S = (S, S1...S|7-1) la
secuencia de los elementos de I en orden ascendente. El rank de un elemento z
de I es la posicién que guarda en S. Es decir, rank(z,I) = j siy solosi S; = =.
Si no existe ambigiiedad simplemente escribiremos rank(z).

Decimos que una funcién f de un conjunto C a él mismo es una permutacion
de C si es uno a uno. Si ademds para todo € C, f(x) = x entonces f es la
identidad de C.
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3.1.2. Pseudovariedades

Con lo visto en la seccion anterior podemos hacer una definiciéon exacta del
termino pseudovariedad. Sea K™ un complejo completo en dimensién n. Decimos
que K™ es una n-pseudovariedad si todo (n—1)-simplejo de K™ es contenido por
uno o dos n-simplejos. Si todo (n — 1)-simplejo es contenido por exactamente
dos n-simplejos, entonces decimos que K™ es una n-variedad. Por supuesto que
una n-variedad es una n-pseudovariedad en la que todos los (n — 1)-simplejos
estdn contenidos en dos n-simplejos. Considere un vértice v de K™. El com-
plejo estrella de v en K™, st(v, K™), es el complejo que consiste en todos los
n-simplejos de K™ que contienen a v, junto con todas sus caras. El complejo
enlace de v en K™, lk(v, K™), es bd(st(v, K™)). Cuando no exista ambigiiedad
simplemente escribiremos st(v) o lk(v).

Sea ¢ un n-simplejo. Un complejo en el que pondremos especial atencién en
las siguientes secciones y capitulos es el complejo que contiene a ¢ junto con
todas sus caras, al cual denotaremos como M (o). Es facil ver que M (o) es una
pseudovariedad.

Una superficie es orientable si puede deslizarse por ella un disco con una
rotacién definida, ya sea en el sentido de las manecillas del reloj o a la inversa,
y al regresar al punto de partida el disco tendrd la misma rotacién, sin importar
el trayecto que se haya seguido. Por su puesto que no todos las superficies son
orientables; una banda de Md&bius es un ejemplo de esto. Este concepto de ori-
entabilidad también se puede aplicar a las pseudovariedades que hemos definido.
Antes presentar el concepto de orientacién sobre una pseudovariedad, primero
definimos a que se refiere la orientacién de un solo simplejo.

A

Figura 3.2: Un simplejo orientado.

2 1 2 1

Considere el simplejo 6™ = {vg,v1...v,}, n > 0. Una orientacion de o™ es
un conjunto el cual consiste en una secuencia de los vértices de o™ y todas las
transposiciones pares de ella. Existen exactamente dos posibles orientaciones de
o™. Denotamos como d = +1 a la orientaciéon de ¢™ que contiene la secuencia
(V0,01 ... v,), y como d = —1 la otra orientacién. Por lo tanto, esta tltima con-
tiene la secuencia (vy,vp ... v,). Para n = 0, existe una tnica forma de ordenar
el inico vértice de un 0-simplejo y, por tanto, tiene tinicamente una orientacion.
No obstante, podemos asociar a ella +1 o -1. Por lo tanto, podemos asumir que
un O-simplejo también tiene dos orientaciones. Una orientacién d de o™, n > 0,
induce una orientacién a todas sus (n — 1)-caras: la cara 0?71 adquiere la ori-
"1 esla (n — 1)-cara de o™ sin el vértice v;. Si o™

entacién (—1)‘d, donde o}
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tiene una coloracién propia id con I D™, entonces denotamos como d = +1 a la
orientacién de o™ que contiene la secuencia (0,1...n), y como d = —1 la otra
orientacién. De forma similar, o'~ adquiere la orientacién (—1)d, donde o}~ *
es la (n — 1)-cara de o™ sin el vértice coloreado ¢ bajo id. La figura 3.2 muestra
un 2-simplejo orientado y las orientaciones que induce a sus 1-caras.

Figura 3.3: Una pseudovariedad orientada coherentemente.

Sea ¢ un n-simplejo con una coloraciéon propia id con ID™. Considere un
par de secuencias S y T de ID™. Sea S’ la secuencia de ¢™ inducida por S con
respecto a id. Esto es, S’ es la secuencia tal que id(S}) = S;, 0 < i < n. Decimos
que la secuencia S induce la orientacién S’ a o con respecto a id. Ahora, sea T’
la secuencia de ¢ inducida por T' con respecto a alguna coloracién propia f de
o (por supuesto que f debe usar los colores ID™). La secuencia T' pertenece a
la orientacién de o con respecto a f si T” pertenece a la orientacién de o.

Una pseudovariedad K™ es orientable si es posible asignar una orientacién a
cada uno de sus n-simplejo de forma tal que si dos n-simplejos o1 y 02 comparten
una (n — 1)-cara 7", entonces 7" ! adquiere orientaciones opuestas de o y
09. Si K™ tiene una orientacién como esta, decimos que tiene una orientacion
coherente o simplemente que esta orientada coherentemente.

Una pseudovariedad K™ es cromdtica si tiene una coloracién f con n + 1
colores tal que todo m-simplejo de K™ estd coloreado propiamente bajo f. El
siguiente lema da una condicién necesaria y suficiente de una pseudovariedad
cromatica orientable.

Lema 3.1.1 ([3, Lema 5.12]) Una pseudovariedad cromdtica K™ es orientable
si gy solo si sus n-simplejos pueden ser particionados en dos clases disjuntas tales
que si dos n-simplejos comparten una (n — 1)-cara entonces pertenecen a clases
diferentes.

3.1.3. El Lema del Indice

El Lema del Indice es una de las herramientas por medio de las cuales ob-
tendremos en el capitulo 4 una caracterizacién combinatoria del niimero de
simplejos monocromaticos en el complejo de ejecuciones de un algoritmo del
renombrado. Primero presentamos el caso en dimensién 2 con el fin de tener la
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intuicién de lo que trata el lema.

Lema del Indice para Dimensién 2

Sea T una triangulacién de un poligono simple en la que cada vértice esta co-
loreado con 0, 1 0 2. En T" pueden haber distintos tipos de tridngulos en cuanto
a su coloracion. Decimos que un tridngulo en T' estd coloreado propiamente si
tiene tres colores distintos asociados a sus vértices. Ahora bien, asumimos que
un tridngulo coloreado propiamente tiene orientacién +1 si al leer los colores 0,
1, 2, en ese orden, se sigue el sentido inverso a las manecillas del reloj. En otro
caso, se sigue el sentido de las manecillas del reloj, el tridangulo tiene orientacién
-1. Asociamos dos cantidades a la triangulacion T

1. El contenido de T, C, es el nimero de tridngulos coloreados propiamente
contados por orientacion. Es decir, cada tridangulo coloreado propiamente
con orientacién d es contado como d.

2. El indice de T', I, es el nimero de aristas 01 (con los colores 0 y 1 en sus
vértices, respectivamente) sobre la frontera contadas por orientacién. Es
decir, una arista 01 es contada como +1 si al leer sus colores 0, 1, en ese
orden, alrededor del poligono se sigue el sentido inverso a las manecillas
del reloj. De otra forma, se sigue el sentido de las manecillas del reloj, se
cuenta como -1.

Una prueba simple del siguiente lema se presenta en [16, pp. 46-47].

Figura 3.4: El Lema del Indice en accién.

Lema 3.1.2 (Lema del Indice [16, pp. 46-47]) Sea una triangulacion de un
poligono simple en la que cada vértice estd coloreado con 0, 1 o 2. Tenemos que
C=1.
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La Figura 3.4 muestra un ejemplo del Lema del Indice. El tinico triangulo
coloreado propiamente tienen orientacién -1 y, por tanto, es contado por el con-
tenido como -1. En la frontera, una arista 01 es contada por el indice como +1
y las otras dos como -1. Por lo tanto, el indice también es igual a -1.

Intuitivamente podemos interpretar el indice de la siguiente manera. Con-
sidere un tridngulo ¢ coloreado propiamente con 0, 1 y 2. Los colores 0, 1, 2 de
la triangulacion T representan un mapeo simplicial de T a ¢. De esta forma,
podemos pensar el indice de T' como el niimero de veces que la frontera de T’
envuelve la frontera de o. Por ejemplo, en la Figura 3.4 de forma muy sencilla
podemos verificar que la frontera de la triangulacion se envuelve -1 vez en la
frontera de un triangulo coloreado propiamente.

Lema del Indice para Dimensién n

Ahora presentamos la generalizacion del Lema del Indice, asi como un lema
que muestra la relacién entre los diferentes indices que se pueden calcular sobre
una pseudovariedad coloreada. Estos dos se obtienen directamente de la Formu-
la de Fan [14].

Sea K™ una pseudovariedad orientada coherentemente. En la siguiente defini-
cién contamos un n-simplejo de K™ coloreado propiamente bajo f, por ori-
entacién. Es decir, el n-simplejo es contado como +1 si la secuencia (0,1...n)
pertenece a su orientacién con respecto a f, y es contado como -1 en cualquier
otro caso. De forma similar se cuenta un (n — 1)-simplejo en la frontera, con la
salvedad de utilizar la orientacion que le induce el tnico n-simplejo de K™ que
lo contiene.

Definicién 3.1.3 (Indice y Contenido) Para una coloracion f de K™ con
ID"™, sean

1. El contenido de K™, C(K™), con respecto a [ es el nimero de n-simplejos
de K™ coloreados propiamente bajo f contados por orientacion con res-
pecto a f.

2. El {ndice de K™, I(K™), con respecto a f es el nimero de (n—1)-simplejos
de bd(K™) coloreados propiamente bajo f con ID) ={0,...n—1} conta-
dos por orientacion con respecto a f.

Si no existe ambigiiedad simplemente escribiremos C™ o I™. El siguiente
lema es la generalizacion del Lema del Indice presentado en la seccién anterior.
Esta generalizacién puede ser obtenida facilmente del Corolario 2 en [14].

Lema 3.1.4 (Lema del Indice para Dimensién n) Sea K" una pseudova-
riedad orientada coherentemente que ademds estd coloreada con ID™. Entonces

cn = (—1)"I".
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Sin embargo, el indice puede ser calculado con cualquier subconjunto de I D™
con n colores. Definimos como I;(K™), I, al indice de K™ calculado con los
colores ID}. Observe que en el lema anterior I™ = I'. El siguiente lema es el
Corolario 2 en [14] reescrito usando la notacién que hemos presentado hasta
ahora.

Lema 3.1.5 (Generalizacién del Lema del Indice) Sea K™ una pseudova-
riedad orientada coherentemente que ademds estd coloreada con ID™. Entonces
C" = (—1)1".

Un ejemplo del lema anterior se puede observar en la Figura 3.4. Observe
que I? = —1 puesto que ya habfamos calculado I = —1. Ademads, los colores 0,
2, en ese orden, de la Unica arista 02 en la frontera se leen alrededor del poligono
en sentido inverso a las manecillas del reloj. Por lo tanto, I3 = +1. Advierta
que (—1)213 = (=1)'13.

De forma similar que como en el caso para dimensioén 2, la coloracion f en la
Generalizacién del Lema del Indice 3.1.5 representa un mapeo simplicial hacia
un n-simplejo o coloreado propiamente con I D". De nueva cuenta, podemos
interpretar el indice de K™ como el nimero de veces que bd(K™) se envuelve en
bd(o).

Considere una pseudovariedad K™ como la que asume la Generalizacion del
Lema del Indice 3.1.5. Sea L"~! el complejo que consiste en todos los (n — 1)-
simplejos en bd(K™) que no tienen el color n, junto con todas sus caras. Es decir,
si 7! € L™, entonces todo vértice de 77! estd coloreado por f con un color
diferente a n. Ademas, asumimos que L™~ ! tiene la orientacién inducida por
K". El siguiente lema muestra la relacién recursiva que tienen los indices de K™
y Lnfl.

Lema 3.1.6 Si L™ ! es una pseudovariedad orientada coherentemente, en-
tonces 1,(K™) = O(L"™1). An mas, L,(K") = (~1)/1,(L"1).

Demostracién: Primero observe que I,,(K™) cuenta todos los (n— 1)-simplejos
de bd(K™) coloreados propiamente con ID”, y el complejo L™~ ! contiene todos
los (n— 1)-simplejos de bd(K™) coloreados propiamente con ID?. Por hipétesis,
L™ ! es una pseudovariedad orientada coherentemente que ademés tiene una
coloracién con ID) = {0...n — 1}. Por lo tanto, por el la Generalizacién
del Lema del Indice 3.1.5, C(L""1) = (=1)7I;(L""1). Observe que I,(K™) y
C(L™ 1) se calculan utilizando la misma orientacién. Atin mas, por la defini-
cién de indice y contenido, Definicién 3.1.3, I,,(K™) = C(L™"!). Por lo tanto,
I(K™) = (—1) (L"),
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3.1.4. Imagenes Divididas

Las imagenes divididas fueron introducidas en [3] con el objetivo de contar
con herramientas combinatorias para el modelado de tareas y algoritmos dis-
tribuidos, asi como obtener una demostracién combinatoria del problema del
renombrado. Estas jugaran un papel importantisimo en el desarrollo de nuestro
resultado principal en el capitulo 4.

El rol de las imagenes divididas dentro de la relacién entre los sistemas dis-
tribuidos y la topologia es, a groso modo, el siguiente. Supongamos que tenemos
un complejo I que representa todas las entradas posibles de un algoritmo, y otro
mas E que representa todas las ejecuciones posibles del mismo (ejecuciones en
las que los procesadores deciden). Una imagen dividida toma un subcomplejo
I’ de I y lo mapea a un subcomplejo de E. Intuitivamente, el mapeo represen-
ta las ejecuciones a las que puede llegar el algoritmo cuando los procesadores
comienzan con las entradas en I’.

Definicién y Propiedades Basicas

En esta seccién presentamos la definicion de las imagenes divididas, asi como
algunas de sus propiedades més elementales.

Definicién 3.1.7 ([3, Definicién 4.1]) Sean los complejos K™ y L™ y una
funcion Y que asigna a cada simplejo en L™ un subcomplejo finito de K™. Fl
complejo K™ es una imagen dividida de L™ bajo i si

1. Y(@)=0

2. para todo T € K™ existe un simplejo o € L™ tal que 7 € (o)
3. para todo o® € L™, 9(a) es un vértice

4. para todo par o1,09 € L™, (o1 Nog) = (o1) NY(o2)

5

. para todo o € L™, (o) es una dim(o)-pseudovariedad con bd(yp(o)) =
P(bd(0))
El complejo K™ es una imagen dividida de L™ si existe alguna 1 para la

cual K™ es una imagen dividida de L™ bajo 1.

En la Figura 3.5 se puede ver un ejemplo de una imagen dividida. Cada
tridngulo (2-simplejo) de L™ es mapeado a una triangulacién de un tridngulo
(2-pseudovariedad) de K™. Intuitivamente, la imagen dividida son las instruc-
ciones de como subdividir L™ para obtener K™.

Lema 3.1.8 ([3, Lema 4.2] ) Sea K™ una imagen dwidida de L™ bajo 1.

1. para todo par o,0’ € L™ si o' C o entonces ¥(c’) C (o)
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2. para todo par de j-simplejos J{, ag eL” si J{ #* (7% Y o{hag # () entonces
Y(01) N(ay) es una pseudovariedad de dimensidn estrictamente menor
que j, i.e., o Nog| — 1

3. para todo i-simplejo o € L™, ¢(c?) es una imagen dividida de M (c*) bajo
Y| Moy -

4. un simplejo 7”1 € K™ es externo si y solo si para algin simplejo externo
o lern, m Ll eqy(on ).

K"
r
>
P —

Figura 3.5: Ejemplo de una imagen dividida.

El siguiente lema muestra un tipo importante de imagenes divididas que
ocuparemos en el siguiente capitulo.

Lema 3.1.9 ([3, Lema 4.3]) Sea K™ una imagen dividida de M(c™) bajo 1.
Tenemos que P(c™) = K™.

Con el objetivo de tener una notaciéon mas sencilla, en lo subsecuente sim-
plemente diremos que K™ es imagen dividida de ¢™ bajo 1. De hecho, en lo que
resta de la tesis nos concentraremos en este tipo de imagenes divididas.

Los conceptos de conexidad y orientabilidad también pueden ser aplicados
a las imédgenes divididas. A saber, sea K™ una imagen dividida de ¢™ bajo .
Decimos que la imagen dividida K™ es coneza si para toda cara o de o™, si
i > 1 entonces 1(c) es conexa y si i > 2 entonces bd(y)(c')) es conexa. De
forma similar, K™ es orientable si 1)(c?) es orientable. Adem4s, decimos que K"
estd orientada coherentemente si ¥ (o™) esta orientada coherentemente.

Considere una imagen dividida K™ de ¢™ bajo . El carrier de un simplejo
T € K", carr(r), es la cara o de 0™ de menor dimensién tal que 7 € 9(o). Aho-
ra considere un vértice v € K™; decimos que v tiene un carrier de dimension i
si dim(carr({v})) = i. Viendo el Lema 3.1.8 (3, 4) podemos afirmar lo siguiente.
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Afirmacién 3.1.10 Considere una m-cara o de o™. Un vértice v € (o) es un
vértice interno de (o) si y solo si tiene un carrier de dimensidn m y, ademds,
carr({v}) =o.

Ahora introducimos el concepto de arista de cruce en una imagen dividida.
Sea K™ una imagen dividida de ¢™ bajo ©. Una arista de cruce de K™ es un
1-simplejo {u,v} € bd(K™), tal que u € (01) y v € ¥(02), donde o1 y o9 son
m-caras diferentes de ¢, 0 <m < n — 2.

Figura 3.6: Un par de imagenes dividas con aristas de cruce.

La Figura 3.6 presenta un par de imagenes divididas de un 2-simplejo y un
3-simplejo, respectivamente. La primera de ellas tiene una arista de cruce, la
arista que conecta las esquinas inferiores. En la segunda, las aristas marcadas
con un pequeno circulo son aristas de cruce. A continuacién presentamos tres
lemas acerca de algunas propiedades que guardan las imagenes divididas sin
aristas de cruce. Todos ellos asumen que K™ es una imagen dividida de ¢” bajo
1), sin aristas de cruce.

Lema 3.1.11 Sean oi* y 03 dos m-caras distintas de o™. Considere dos vértices
internos u y v de (o) y (o), respectivamente. Entonces u ¢ st(v,bd(K™)).

Demostracién: Observe que si u € st(v,bd(K™)), entonces {u,v} € bd(K™),
lo cual es una contradiccién.

O

Lema 3.1.12 Considere un cara propia c™ de o™. Todo m-simplejo de ¥(c™)
contiene por lo menos un vértice interno de (c™).

Demostracién: Observe que m < n — 1, puesto que ¢ es una cara propia de
o™. Sea 7 un m-simplejo de ¢ (c™). Supongamos, por contradiccién, que 7 no
contiene ningin vértice interno de ¢ (c™). Esto implica que bd(1)(c™)) contiene
todos los vértices 7. Ain mds, por la definicién de imagen dividida, Definicién
3.1.7 (5), existen u,v € 7 tales que u € Y(o7" ) y v € Y(oy '), donde o !

y 05! son caras distintas de ™. Advierta que {u,v} € ¥(c™). Por el Lema
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3.1.8 (1), ¥(c™) C bd(¥(c™)), y por el Lema 3.1.9, ¢)(6™) = K". Es decir,
{u,v} € bd(K™). Una contradiccion.

O

Lema 3.1.13 Considere dos caras propias o™ y oP de o™ tales que o™ C oP.
Sea p™ un simplejo de (™). Considere un simplejo P de (oP) tal que p™ C
7P. Para todo vértice w € 7P tal que w ¢ p™, existe una cara 09 de o, m <
q < p, para la cual w es un vértice interno de (o).

Demostracion: Primero observe que por la definicién de imagen dividida,
Definicién 3.1.7 (5), 7P debe existir. Supongamos, por contradiccién, que existe
un vértice w € 7P tal que el lema no se cumple para él. Es decir, w tiene un
carrier de dimensién menor o igual m pero w ¢ 1(c™). Sea ¢'™ una cara de o
tal que w € ¥ (0’™). Sea v cualquier vértice de p™. Advierta que {v, w} € ¥ (o?).
El argumento es el mismo que el usado en la demostracién del Lema 3.1.12. Por
el Lema 3.1.8 (1), ¢(¢?) C bd(p(c™)). Ademds, por el Lema 3.1.9, (") = K™.

Una contradiccion.

Imagenes Divididas Cromaticas

Antes de presentar la definicién de una imagen dividida cromética y una
serie de lemas relativos a su orientacién, primero introducimos la definiciéon de
coloracion de Sperner y el famoso Lema de Sperner, el cual se relaciona con el
namero de n-simplejos coloreados propiamente en una n-pseudovariedad. Este
lema juega un papel preponderante en la demostraciéon de imposibilidad del
(n+ 1)-acuerdo [18, 9], otro problema fundamental en los sistemas distribuidos.

Considere un simplejo o™ coloreado propiamente con I D"™. Denotamos los
colores de una cara o de 0™ como ID(o). Sea K™ una imagen dividida de o™
bajo 1. Decimos que K™ tiene una coloracidn de Sperner id si para todo vértice
v € K™, id(v) € ID(carr(v)). En otras palabras, para una cara o de o™, para
todo u € o, id(y(u)) = ID(u), y para todo w € (o), id(w) € ID(o). Ademas,
decimos que u es una esquina de (o). El Teorema 6.1 en [3] es la generalizacién
del Lema de Sperner utilizando el concepto de imagenes divididas. Ahora, rees-
cribimos este lema haciendo uso de nuestra notacion.

Lema 3.1.14 (Lema de Sperner) Sea K" una imagen dividida de " con
una coloracion de Sperner. Entonces K™ contiene un nidmero impar de n-
simplejos coloreados propiamente bajo id.

La figura 3.7 muestra una imagen dividida con una coloracién de Sperner.
Observe que en la imagen dividida, tres 2-simplejos estan coloreados propia-
mente.
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2 2 2 1

Figura 3.7: El Lema de Sperner.

Sea K™ una imagen dividida de ¢™ bajo 9. Decimos que K™ es una imagen
dividida cromdtica si tiene una coloracién de Sperner en la cual todo simplejo 7
de K™ estd coloreado propiamente con los colores de carr (7). En otras palabras,
id(7) = ID(carr(1)). Observe que en una imagen dividida cromética, para toda
cara o de o™, ¢¥(0) es una pseudovariedad cromdtica coloreada con ID(o).

Los siguientes dos lemas seran de gran utilidad una vez que definamos, mas
adelante, las n-esquinas de una imagen dividida. Estos dos asumen que K" es
una imagen dividida cromaética y orientada coherentemente de o™ bajo 1. Con-
sidere la cara o]'~! de o”. Recuerde que esta es la (n — 1)-cara de o™ sin el
vértice coloreado 4. Sean p} ! y p3~* dos simplejos distintos de w(azl_l) tales
que comparten una cara p” 2. Por la definicién de imagen dividida, Definicién

3.1.7 (5), existen los n-simplejos 79, 73 € K™ tales que p?~ > C 7y pa =t C 73

Lema 3.1.15 Los simplejos 7{* y 74" tienen orientaciones opuestas.

Demostracion: Por la definicién de imagen dividida, Definicién 3.1.7 (5), K™
debe contener los simplejos 71" = ¥{', 75 ... Vy_1,7, = T3 tales que todos ellos
contienen a p" "2, y ademds 7y y Y1 1 <k < p—1, comparten una (n—1)-cara
92—1’ donde p"~2 C 92‘_1. Es decir, estos simplejos forman un n-camino de 77"
a 73 (ver figura 3.8). De forma intuitiva, éste camino se ve como un abanico que
empieza en 71" y termina en 75'. Observe que si éste camino no existiera entonces
bd(v(o™)) # 1 (bd(c™)). Debido a que K™ es cromética, id(7]") = id(r3) = ID™
e id(p}~ ') = id(py~') = IDP. Supongamos, s.p.g., que id(p""?) = ID?M}’
Observe que QZ:% tnicamente puede estar coloreado con ID}' o ID}. Atin mds,
puesto que py " € bd(K™), tenemos id(ggfll) = ID}. Es decir, vp_1 y 75 = 73
comparten la (n—1)-cara con I D7 . Advierta que el subcomplejo que consiste en
los n-simplejos 71" = 47,75 ... 7,_; tiene una coloracién de Sperner, donde las
esquinas son los vértices de p’ffl y el vértice de v, coloreado i. Por el Lema
de Sperner 3.1.14, sabemos que p — 1 es impar y, por tanto, p es par. Utilizando
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el Lema 3.1.1, podemos inferir que en cualquier orientacién coherente 7" y 73
tendran orientaciones opuestas.

2 1

Figura 3.8: Un par de caminos sobre una pseudovariedad cromaética.

Ahora considere dos caras distintas o' y o;_l de ¢™. Por la definicién de
imagen dividida, Definicién 3.1.7 (4, 5), existen los simplejos p} ' € (o} 1)
y pi e 1/}(0;’71) tales que comparten un (n — 2)-cara p"~2, donde p"~2 €
Yt n O';L_l). Atin mds, por la Definicién 3.1.7 (5), existen los simplejos 77,

3 € K™ tales que pi ' C 'y pi~t C 7.

Lema 3.1.16 Los simplejos 7 y 74" tienen la misma orientacion.

Demostracion: De forma similar que en la demostracion del Lema 3.1.15, por
la definicién de imagen dividida, Definicién 3.1.7 (5), K™ debe contener los sim-
plejos 71" = 1,75 ... p_1,7, = 71" tales que todos ellos contienen a P2y
ademds v}’ v 71,1, 1 < k < p— 1, comparten una (n — 1)-cara 92717 donde
p""2 C op ! (ver figura 3.8). Observe que id(p} ') = ID! e id(py ") = ID}.
Ademas, la pseudovariedad formada por el n-camino tiene una coloracién de
Sperner, donde las esquinas son los vértices de p?fl y el vértice de pgfl colo-
reado i. Por el Lema de Sperner 3.1.14, p es impar. Por lo tanto, por el Lema
3.1.1, 7 y 73 tienen la misma orientacién. Advierta que puede ser el caso que
p =1y, por tanto, 7{* = 73"

O

El siguiente lema muestra una propiedad acerca de la orientacion de las
imagenes divididas cromaéticas que serd de utilidad cuando calculemos recursi-
vamente el contenido de una imagen dividida.
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Lema 3.1.17 Sea K™ una imagen dividida cromdtica y orientada coherente-
mente de o™ bajo 1. Entonces K™ induce una orientacidn coherente a bd(K™).

Demostracion: Primero demostraremos que K™ induce una orientacién co-
herente a (o), donde o' es una cara de ¢™. Por definicién, ¢(o" ") es
una (n — 1)-pseudovariedad cromadtica y orientable. Ademds, la orientacién de
un (n — 1)-simplejos de (o™ !) es la orientacién del tinico n-simplejo en K"
que lo contiene multiplicada por (—1)%. Considere dos simplejos distintos p}l_l
y py ' de ¢(o]" ") tales que comparten una (n — 2)-cara p"~2. Sean 7{' y 75 los
simplejos en K™ tales que pi'™' C 70 y pb~' C 3. Observe que p}'~' induce a
p"~2 su orientacién multiplicada por (—1)7, donde j es el color del tinico vértice
que pertenece a p?_l y no a p"~2. De forma similar ocurre con pg_l y p" 2
Por el lema 3.1.15, 7{* y 73 tienen orientaciones opuestas. Por lo tanto, p?fl y
pg_l tienen orientaciones opuestas y p" 2 adquiere orientaciones opuestas de

ellos.

. . . -1
Ahora demostraremos que K" induce una orientacién coherente a (o'~ )U

w(agl_l), donde a?_l y U;l_l son caras distintas de ¢™. Primero observe que el

Lema 3.1.1 no se cumple para ¢ (o'~ ') U w((f?*l), ya que esta es una (n — 1)-

pseudovariedad coloreada con n + 1 colores. Considere dos simplejos p?_l y

Py~ de 1/)(0?_1) y 1/1(0?_1), respectivamente, tales que comparten una (n — 2)-

cara p"~2, donde p"~? € (o

tales que pi~!' C " y pi~t C 78 Observe que id(r]") = ID?,
1

N J;“l). Sean 71 y 74 los simplejos de K™
id(r3') = ID?}
e id(p"~2%) = ID?M}- Ademss, la orientacién de p]~ " es la orientacién de 77
multiplicada por (—1)* y la orientacién de p5~' es la orientacién de 73 mul-
tiplicada por (—1)7. Por el Lema 3.1.16, 7{* y 75 tiene la misma orientacién.
Supongamos, s.p.g, que 7" y 74 tiene orientacién +1 e ¢ < j. Denotamos los
vértices de p?'™' como vg, vy ...v,_1, de forma tal que id(vo) = 0,id(v) =
1. id(vi—1) = ¢ — 1,id(v;) = i+ 1...id(v,—1) = n. Observe que v;_1 es el
vértice que pertenece a ,0?71 pero no a p™ 2. Por lo tanto, la orientacién que in-

duce p7 ! a p"~2 es (—=1)'(—1)’~1. De forma similar, denotamos los vértices de

Py~ como v, vy ... v,_1, de forma tal que id(vg) = 0,id(vy) = 1...id(v;_;) =
j—14d(v;) = j+1...id(v,—1) = n. Advierta que v; es el vértice que pertenece
a pg_l pero no a p" 2. Por lo tanto, la orientacién que induce pg_l ap"?es

(—1)7(=1)%. Esto completa la demostracién.

Imagenes Divididas Simétricas

En esta seccion presentamos el concepto de simetria en la iméagenes dividi-
das. Intuitivamente, en una imagen dividida simétrica cualquier par de imagenes
divididas de caras de la misma dimensién tienen la misma subdivisién. También
presentamos un importante lema que muestra la relacién que guardan las ori-
entaciones de los simplejos en la frontera de una imagen dividida simétrica.

Considere una imagen dividida cromética K™ de o™ bajo 1. Decimos que K™

tiene estructura simétrica si para todo par de caras 7 y p™ de o", existe una
biyeccién simplicial f de ¢(7™) a ¥ (p™) que preserva ids. Por esto entendemos
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que para todo par u,v € (™), si id(u) = id(v) entonces id(f(u)) = id(f(v)).
Observe que debido a que K™ es cromatica, la inversa de f, f~!, también es una
biyeccién simplicial de ¥(p™) a ¥(7™) que preserva ids. Asimismo, K" tiene
estructura binaria simétrica si tiene una coloracién binaria b tal que para todo
v € bd(K™), b(v) = b(f(v)). Es decir, b preserva colores. Advierta que pueden
existir varias biyecciones para las cuales la condicién de simetria se cumple, vy,
por tanto, la simetria de b depende de la eleccién de f. En lo subsecuente, dire-
mos que dos vértices u € (™) y v € ¥(p™) son isomorfos con respecto a f si
f(u) = v. De forma similar definimos los simplejos isomorfos. Por lo tanto, un
vértice o simplejo de 1(7™) puede ser isomorfo a varios vértices o simplejos de
¥(p™), dependiendo de la f que se elija.

Lema 3.1.18 Sea K" una imagen dividida cromdtica de o™ bajo 1, con es-
tructura simétrica. Considere las caras 7™ y p™ de o™. Sea f una biyeccion
simplicial de (™) a Y(p™) que preserva ids. Para toda cara 7™ 1 de ™
existe una cara p™~t de p™ tal que fly@m—1y es una biyeccion simplicial de
(™) a (p™ ) que preserva ids.

Demostracién: Primero observe que f|y,m-1) preserva ids. Ademas, todo sim-
plejo de ¥(7™) es mapeado a un simplejo de 1 (p™), ya que f es simplicial. En
particular, todo simplejo de bd()(7™)) es mapeado a un simplejo de bd(¢(p™)).
Atln més, ya que f es una biyeccién, los simplejos isomorfos con respecto a f
tienen la misma dimensién. Ahora supongamos, por contradiccién, que p™ ! no
existe. Esto es, flyzm-1y va de (™) a L™ donde L™~! es un subcom-
plejo de ¥(p1) U (p2) para algin par de (m — 1)-caras distintas p; y p2 de p™.
En otras palabras, algunos simplejo de 1(7™~1) son mapeados a 1 (p;) y los
demds a 1(p2). Sean 71 y o simplejos de (7™~ 1) tales que f(71) € ¥(p1) ¥y
f(72) € ¥(p2). Tenemos que id(y1) = id(vy2) = ID(r™ '), id(¥(11)) = ID(p1)
e id(¥(y2)) = ID(p2). No obstante, ID(p1) # ID(p2). Por lo tanto, existen los
vértices u € 71 y v € Yo tales que id(u) = id(v) e id(f(u)) # id(f(v)). Una
contradiccién.

O

Ahora definimos un caso especial de mapeos bajo los cuales una imagen di-
vidida puede tener estructura simétrica. Sea K™ una imagen dividida cromatica
de ¢™ bajo . Considere dos caras 7™ y p™ de ¢™. Una biyeccién simpli-
cial f de ¥(7™) a ¥ (p™) preserva orden si para todo v € ¥ (7™) se cumple
rank(id(v), ID(7™)) = rank(id(f(v)), ID(p™)). Esto es, los vértices de ¥ (™)
se mapean a los vértices de ¥(p™) con el mismo rank. Observe que si f preser-
va orden entonces también preserva ids. Todavia mas, ya que o™ esta colo-
reado propiamente, f es unica. En lo subsecuente, inicamente consideraremos
imégenes divididas que tienen estructuras simétrica bajo mapeos que preservan
orden.
Sean 7™ y p™ dos caras de 6™ y f una biyeccién simplicial de ¢ (7™) a 1 (p™)
que preserva orden. Por el Lema 3.1.18, para toda cara 71 de 7™ existe la
cara p™~1 de p™ tal que flym-1y es una biyeccién simplicial de P(r™ 1) a
¥(p™~1) que preserva orden.
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Afirmacién 3.1.19 Sea h una biyeccion simplicial de (™) a ¥ (p™) que
preserva orden. Entonces h = f|ym-1y y h=! = f\;(lrm_l).

Es decir, un simplejo de 1 (7™~ 1) es isomorfo a un tinico simplejo de 1 (p™1).

De aqui en adelante, cuando mencionemos que un par de vértices u € ¥(7™) y
v € P (p™) son isomorfos, nos referiremos a que lo son con respecto a la biyeccién
simplicial f : ¥(7™) — ¥ (p™) que preserva orden.

A continuacién definimos las n-esquinas de una imagen dividida. Informal-
mente, estas son los n-simplejos que tienen una cara en la frontera para cualquier
dimension. Como veremos mas adelante, estos n-simplejos tienen la misma ori-
entacion cuando la imagen dividida es cromatica y orientable.

Definicién 3.1.20 Considere una imagen dividida K™ de o™ bajo . El con-
junto de n-esquinas de K™ es

n-esquinas(K") = {t"e K"|V0O<m<n,3c™ Co"
tal que p™ C 1" para algin p™ € Y(c™)}

No es dificil ver que n-esquinas(K™) # (). En la Figura 3.9 se puede ver una
imagen dividida con sus n-esquinas marcadas con un pequeno circulo.

Figura 3.9: Las 2-esquinas de una imagen dividida de un 2-simplejo

El siguiente lema presenta un propiedad importante de las orientaciones de
las n-esquinas de una imagen dividida.

Lema 3.1.21 Sea K™ imagen dividida cromdtica, conexa y orientada coheren-
temente de o™ bajo 1. Todo par de simplejos o} y o de n-esquinas(K™) tienen
las misma orientacion.
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Demostracién: Considere las caras o3,05...07 1 de 0" tales que 03 C 02 C
... C ol Esto es, ID(0}) = {0,1}, ID(03) = {0,1,2}, y asf sucesivamente.
Para 1 <i < n—2, asumimos que w(ofﬂ) tiene la orientacién inducida por a;i%
Ademsds, 077! tiene la orientacién inducida por K™. Por el Lema 3.1.17, todas
estas son orientaciones coherentes. Procederemos por induccién en n. La base de
la induccién es para o3. Ya que K™ es una imagen dividida conexa, 1(co3) es un
1-camino que ademés tiene una coloracién de Sperner. Por el Lema de Sperner
3.1.14, ¥ (03) tiene un niimero impar de 1-simplejos. Por el Lema 3.1.1, los sim-
plejos en 1-esquinas()(c3)) tienen la misma orientacién. Note que en éste caso
1-esquinas((o})) contiene inicamente uno o dos simplejos. Supongamos que
el lema se cumple para m — 1. Demostraremos que también se cumple para m.
De la definicién de n-esquinas, Definicién 3.1.20, podemos ver que todo simplejo
de (m —1)-esquinas(y (o 1)) es cara de un simplejo de m-esquinas (¢ (o ,)).
Ademas, todo simplejo de m-esquinas (1 (o], 1)) contiene un simplejo de (m—1)-
esquinas(YP (o™ 1)).

Primero considere dos simplejos p7" ' y p7*~* de (m—1)-esquinas (¢ (o7 ~1)).
Sean 7{" y 74" los simplejos de m-esquinas(i(o, ;) tales que pi"~!' C 7" y
py' ' C 4. Recuerde que los simplejos de 9(o7, ;) v ¥(07 1) estén colorea-
dos propiamente con ID(c7, ;) e ID(cm~") bajo id, respectivamente. Observe
que 7J" induce su orientacién multiplicada por (—1)™ a p"~*. De forma similar
ocurre con 75"y p’2”71. Por hipétesis inductiva, tenemos que los simplejos de
(m — 1)-esquinas(¢(c™~1)) tienen la misma orientacién y, por tanto, 7" y 75"
tienen la misma orientacién.

Considere una cara 0™~ de o7 ; tal que 0™~ ! # o7 ~!. Ahora demostrare-
mos que las m-esquinas de (o7, ;) que contienen una m-esquina de ¢ (op ') o
¥(6™~1) tienen la misma orientacién. Considere dos simplejos p" ! €(m — 1)-
esquinas(Y(aem=1)) y pi ! €(m — 1)-esquinas(y(c™1)). Sean 7" y 74 los
simplejos de m-esquinas(¥(o7,)) tales que p*~" C 7 y py'~' C 75". Note
que 01y ¢™~! comparten una (m — 2)-cara 0™ 2. Considere el simplejo
Tm=2 ¢ ah(0™2) tal que 72 C p" L Sea p§'~! el simplejo de (m — 1)-
esquinas(y (™)) tal que 72 C p§*~!. Ahora considere el simplejo 74" de
m-esquinas (Y (o7, 1)) tal que p5'~' C 75", Por el Lema 3.1.16, sabemos que 77"
y T4 tienen la misma orientacién. Por el caso anterior y puesto que (o™~ 1)
tiene la orientacién inducida por ¢ (o]}, 1), tenemos que 75" y 73" tienen la mis-

ma orientacién. Esto completa la demostracion.

O

En la Figura 3.9 se puede ver una imagen dividida cromaética, conexa y ori-
entada coherentemente con sus 2-esquinas marcadas con un pequefio circulo.
Observe que estas tltimas tienen orientacién -1. El siguiente lema muestra la
relacién que guardan las orientaciones de los simplejos isomorfos en la frontera
de una imagen dividida cromadtica con estructura simétrica. Este lema serd de
gran importancia en el capitulo 4.

Lema 3.1.22 Sea K™ una imagen dividida cromdtica, conexa y orientada co-

herentemente de o™ bajo ¥, con estructura simétrica. Considere las caras 0?—1
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Yy 0;771 de o™. Sean p7~' y pi~t simplejos isomorfos de P(oTt) y w(o;“l),
respectivamente. Los n-simplejos de K™ que contienen a p}l_l Y pg_l, respecti-

vamente, tiene la misma orientacion.

Demostracién: Sean 7J*,73 € K" tales que p} ' C 7 y pi~ ' C 7. Ob-
serve que la orientacién de p} ! es la orientacién de 7' multiplicada por (—1)?,
mientras que la orientacién de ph~! es la orientacién de 75 multiplicada por
(—1)7. Por lo tanto, nos basta demostrar que las orientaciones de p} ' y pi~*

multiplicadas por (—1)? y (—1)7, respectivamente, son iguales.

Por la definicién de n-esquinas, Definicién 3.1.20, tenemos que todo sim-

plejo de (n — 1)-esquinas(¢(al ")) o (n — 1)-esquinas(1/1(a;’71)) es cara de un
simplejo de n-esquinas(y)(o™)). Considere dos simplejos 7"~ ! y 75~ de (n—1)-

esquinas(Y(a] 1)) y (n — 1)—esquinas(1/1(0?_1)), respectivamente. Por el Lema

3.1.21, las orientaciones de 7;* ' y 75' ! multiplicadas por (—1)? y (—1)7, respec-

tivamente, son iguales. Utilizando el Lema 3.1.1 podemos deducir que w(a?_l)

y w(zf;"_l) tienen dnicamente dos posibles orientaciones, respectivamente (re-

cuerde que K™ es conexa). Por lo tanto, si una biyeccién simplicial f de (o7~ 1)
a w(a;-l_l) que preserva ids mapea un simplejo de (n — 1)-esquina5(¢(0?_l)) a
otro de (n — 1)—esquinas(1/1(a?_1)), entonces todo (n — 1)-simplejo de (o}~ 1)

es isomorfo con respecto a f a otro de 1/}(0]

tiplicandolas por (—1)* y (—1)7, respectivamente (recuerde que las n-esquinas
de K™ tienen la misma orientacién).

"~1) con la misma orientacién, mul-

Lo tnico que nos falta demostrar es que f mapea un simplejo en (n — 1)-
esquinas(¥(c]"')) a otro en (n — 1)—esquina5(w(ay_1)). Procederemos por in-
duccién en n. Para la base de la induccién, considere dos caras 7i y 75 de
o™. Es claro que un simplejo en 1-esquinas(vy(7i)) forzosamente debe ser ma-
peado a otro en 1-esquinas(y(74)). Supongamos que la condicién se cumple
para m — 1. Demostraremos que se sigue cumpliendo para m. Sean o7*, 03"

y o1 caras de 0" tales que o' C of". Por el Lema 3.1.18, sabemos

1 . —1 - 1

que para oy’ = existe g5~ C 105" tal que los vértices de o(p"” ") son ma-

eados a los vértices de (05" ). Por la definicién de n-esquinas, Definicién
2 )

3.1.20, todo simplejo en (m — 1)-esquinas(z/1(o71"71)) es cara de un simplejo

en m-esquinas(y(oi")). De forma similar ocurre con los simplejos en (m — 1)-
esquinas(Y(oy 1)) y m-esquinas(1)(03)). Atin mas, por hipétesis de induccién,
un simplejo de (m — 1)-esquinas(y(c7" 1)) es mapeado a otro en (m — 1)-
esquinas(y(o5"1)). Observe que la condicién se cumple porque f es simplicial.
Esto completa la demostracion.

O

Advierta que en la demostracion del lema anterior no es necesario asumir
que f es una biyeccién simplicial que preserva orden.
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3.2. Modelado de Tareas y Algoritmos

Ahora es tiempo de describir la forma en que se relacionan los sistemas dis-
tribuidos y la topologia. De esta relaciéon surge una condicién de solubilidad
de una tarea por un algoritmo libre espera en el modelo asincrono de memoria
compartida. También presentamos el tipo de imédgenes divididas que induce un
algoritmo de renombrado en ese modelo, las que seran nuestro objeto de estudio
en el capitulo 4.

3.2.1. Modelado de Tareas

Sea A una tarea (ver seccién 2.1.3) con los dominios de valores de entrada
y salida I y O, respectivamente. A continuacién mostramos como hacer una
definicién formal de A haciendo uso de dos complejos que representan a [ y O
y un mapeo simplical entre estos dos.

Definimos al complejo de entrada I™ como el complejo que contiene un n-
simplejo o, junto con todas sus caras, por cada vector de entradas validas sobre
I, de forma tal que o estd coloreado propiamente con I D" y, ademas, el vértice
de o coloreado ¢ tiene asociado el valor de entrada del procesador p;. El comple-
jo de salida O™ se define de forma similar. En este sentido, un vértice (i, val;)
en I™ indica que el procesador p; tiene el valor de entrada wal;, mientras que
un vértice (j,valz) en O™ indica que el procesador p; tiene el valor de salida
vals. Observe que los complejos I™ y O™ tienen una coloraciéon propia en los
identificadores de los procesadores, pero no necesariamente asi en los valores
de entrada y salida, respectivamente. Ademads, por construccién, son completos
para dimension n.

Modelamos la tarea A como una tripleta (I, O™ A}, donde I™ y O™ son
los complejos de entrada y salida, respectivamente, y /A’ es un mapeo que asigna
a todo n-simplejo de I™ un subconjunto no vacio de n-simplejos de O™, el cual
es congruente con A. En este sentido, A’(¢™) son las salidas permitidas por A
para las entradas representadas por el simplejo de entrada ¢”. En otras pala-
bras, si 7" € A’(¢™), entonces los procesadores pueden tener las salidas en 7"
cuando el sistema comienza con las entradas en o”.

Por ejemplo, la Figura 3.10 muestra la forma en que se modela la tarea del
consenso binario para dos procesadores, Py @ (ver seccién 2.1.3). El complejo
de entrada O! contiene los simplejos de todas las entradas validas a la tarea,
mientras que el complejo de salida I'' contiene los simplejos de todas las salidas
validas. El mapeo A asocia cada simplejo de entrada a las posibles salidas que
pueden tener los procesadores para esa entrada en especifico.

Para el caso del renombrado tenemos lo siguiente. El complejo de entra-
da I™ es el complejo que contiene todos los m-simplejos, junto con todas sus
caras, formados por los subconjuntos de tamano n + 1 del dominio de nom-
bres originales I. De forma similar se define el complejo de salida O™ sobre el
dominio de nombres nuevos O. El mapeo A mapea todo n-simplejo de I™ a
todos los n-simplejos de O™. En la Figura 1.3 se puede ver el complejo de salida
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Figura 3.10: Complejos del consenso binario.

para tres procesadores, P, Q y R, con el dominio de nombres nuevos {0, 1,2}.
Otro ejemplo se muestra en la Figura 1.4, el cual ocupa el dominio de nombres
nuevos {0,1,2,3}. Observe que si los dominios de nombres originales y nuevos
son {0,1,2,3} y {0, 1,2}, respectivamente, entonces el complejo de entrada es
el que se muestra en la Figura 1.4 y el de salida el que se ve en la Figura 1.3.

3.2.2. Modelado de Algoritmos

Asi como modelamos tareas, también podemos modelar algoritmos. Para
este caso, representamos las ejecuciones de un algoritmo en las que los proce-
sadores han decidido.

El complejo A™ de un algoritmo A es el complejo que consiste en un n-
simplejo, junto con todas sus caras, por cada posible ejecucién del algoritmo en
la que todos los procesadores del sistema han decidido (que estédn en un estado
final). Esto es, cada vértice del simplejo estd coloreado con el identificador, la
entrada y la vista del procesador en la ejecuciéon. De forma similar que cuando
se modelan tareas, la coloracion de identificadores debe se propia, mientras que
las otras dos pueden no serlo. Por como fue construido, si dos n-simplejos o1
y o9 de A™ comparten una cara 7, entonces los procesadores en 7 no pueden
distinguir entre las ejecuciones que representan o1 y oo (ver seccién 2.1.1).

Sea o un n-simplejo de entrada. Denotamos como A™ (o) al subcomplejo de
A™ que contiene los n-simplejos, junto con todas sus caras, que corresponden a
las ejecuciones de A en las que los procesadores comienzan con las entradas en
o. Escrito de otra forma, un simplejo 7 pertenece a A™ (o) si y solo si existe una
ejecucién a de A, tal que las vistas de los procesadores son las mismas que en 7y
los procesadores comienzan con las entradas en o. En [17] se muestran diversos
ejemplos de complejos de algoritmos en modelos tanto sincrono como asincronos.

Observe que al definir el complejo de un algoritmo, en ningin momento

hicimos alusién a la salidas que deciden los procesadores. Esto es asi, porque
el algoritmo A implica el mapeo de decision d4 : A" — O™ que especifica la
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salida de un procesador cuando estd en un estado final especifico. Ain mas,
debido a que estamos asumiendo que los algoritmos tnicamente dependen de
sus entradas (ver seccién 2.1.1), si o y o’ son dos n-simplejos de entrada con los
mismos valores, es decir, difieren inicamente por una permutacién de los iden-
tificadores, entonces A™ (o) puede ser obtenido a partir de A™(o’) aplicando la
misma permutacién. Esto es, §4 es andnimo y, por tanto, d4(A™(c)) determina

a 64(A™(0")).

3.2.3. Condiciéon de Solubilidad

Con los expuesto en las dos secciones anteriores, podemos hacer una descrip-
cién topolégica precisa de la condicion que ha de cumplir un algoritmo que dice
solucionar una tarea en especifico.

Afirmacién 3.2.1 ([3, Afirmacién 4.5]) Decimos que el algoritmo A solu-
cion la tarea (I™, O™, ) si y solo si para todo n-simplejo de entrada o € I™ se
cumple §4(A™(0)) C A(o). Si es el caso, decimos que 64 es congruente con A.

La afirmacién anterior es una via formal de decir lo siguiente: si una algorit-
mo soluciona una tarea, entonces en cualquier ejecucién los procesadores deben
decidir salidas que sean permitidas por la especificacion de la tarea. Hasta este
punto pareceria ser simplemente una forma muy engorrosa de expresar algo que
es bastante intuitivo, sin embargo, lo que hemos logrado con esto es pasar a un
campo de las matematicas, la topologia, en la cual podremos obtener distintos
resultados acerca de los sistemas distribuidos a través de las diferentes técnicas
que se conocen en ella.

Ahora podemos describir cual es la estrategia que seguiremos cuando el ob-
jetivo sea demostrar la imposibilidad de alguna tarea. A saber, para demostrar
que no existe un algoritmo que solucione una tarea dada, nos basta con probar
que no existe el mapeo del que se habla en la Afirmacién 3.2.1. En otras pa-
labras, lo que tenemos que hacer es demostrar que el complejo que genera un
algoritmo en cierto modelo, tiene ciertas caracteristicas topoldgicas que hacen
imposible que exista un mapeo de este hacia el complejo de salida y que ademas,
sea congruente con la tarea.

3.2.4. El Complejo de las Ejecuciones Immediate Snap-
shot

Como se explico en la seccién 2.1.4, las ejecuciones IS son un subconjunto del
conjunto de todas las ejecuciones posibles en el modelo de memoria compartida.
Aun mas, restringir un algoritmo a este tipo de ejecuciones no limita en nada
su poder de cémputo. El complejo de las ejecuciones IS, E™, de un algoritmo
A, es el subcomplejo de A™ que contiene los n-simplejos correspondientes a las
ejecuciones IS. De esta forma, denotamos como E™(0™) a las ejecuciones IS que
se obtienen cuando los procesadores comienzan con las entradas en ™ € I™. La
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propiedad fundamental de E™, es que es una imagen dividida cromética, ori-
entable y conexa del complejo de entrada I™ [3]. Dado que las ejecuciones IS son
igualmente poderosas que el modelo general de memoria compartida, tenemos
lo siguiente.

Teorema 3.2.2 ([3, Teorema 5.14]) Sea (I",0",A) una tarea. Si existe un
algoritmo libre de espera que soluciona esta tarea, entonces existe una imagen
dividida cromdtica, orientable y conexa de I™, y ademds existe un mapeo sim-
plicial andnimo que preserva colores (en identificadores de procesadores) que va
de la imagen dividida a O™ y que es congruente con /\.

Do

P2 1 P2 P1

Figura 3.11: Complejo de ejecuciones IS en el que los procesadores estan activos
una vez.

En la Figura 3.11 se puede ver el complejo de ejecuciones IS para un algorit-
mo en el que los procesadores estan activos exactamente una vez. El tridangulo
de la izquierda representa una entrada al algoritmo y la imagen dividida las
ejecuciones IS posibles. Por ejemplo, las ejecuciones oy y a9 de la Figura 2.3
se representan por los tridngulos marcados con un circulo y una cruz, respec-
tivamente. Ademads, las aristas en la frontera representan las ejecuciones en las
que solo dos procesadores estan activos. Esto es, las tres aristas del segmento de
frontera que va de la esquina pg a pi, son las ejecuciones en las que solo estos
dos procesadores han estado activos. La arista de en medio es la ejecucién en
la que pg v p1 estdn activos al mismo tiempo, mientras que las otras dos son
las ejecuciones en las que primero estd activo uno y después el otro. De forma
similar, las esquinas son las ejecuciones en las que un procesador sélo se ve a
s{ mismo.

De acuerdo a lo anterior, el complejo del algoritmo AlgRenombradol pre-
sentado en la seccién 2.2.3, con las entradas a, b y ¢, es el que se muestra en la
Figura 3.12. En el complejo se muestra la salida de los procesadores en lugar
de su estado. Advierta que las decisiones de los procesadores da un mapeo sim-
plicial anénimo que va de la imagen dividida al complejo de salida y, ademas,
es congruente con la tarea, tal como lo afirma el Teorema 3.2.2. Atin podemos
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Po, 0

Py, @

D2, C D1, b

P2, 0 p1, 1 D2,2 1,0

Figura 3.12: Complejo del algoritmo AlgRenombradol.

hacer una observacion mas. El patrén de salidas que se lee en el segmento de
frontera que va de la esquina py a pp, es el mismo que se lee en el segmento
de frontera que va de la esquina p; a py. Ademads, la entrada de py es menor
que la de p1, que a su vez es menor que la de ps. Esto no es casualidad, ya
que las Unicas operaciones que realiza el algoritmo entre las entradas son com-
paraciones y, por tanto, un procesador ni siquiera puede saber cuales son los
valores que estd comparando. Por ende, el algoritmo decide las mismas salidas
en ejecuciones en las cuales las entradas guardan el mismo orden. Esta acotacion
serd de gran importancia en la siguiente seccion.

La principal implicacion del Teorema 3.2.2, es que para probar que no existe
un algoritmo libre de espera que solucione cierta tarea, basta demostrar que
no existe un mapeo simplicial congruente con la tarea, que va de una imagen
dividida como la que pide el teorema, al complejo de salida. Ain mas, como se
muestra en [7, 8, 18], la direccién opuesta también es cierta. A saber, si existe
una imagen dividida como la que pide el teorema y, ademds, existe un mapeo
simplicial congruente con la tarea que va de la imagen dividida al complejo de
salida, entonces existe un algoritmo libre de espera que soluciona la tarea. Uti-
lizaremos fuertemente estas ideas en el capitulo 5 para obtener una demostracion
de imposibilidad del k-renombrado, k < 2n.

3.2.5. El Renombrado y las Imagenes Divididas

Con los visto hasta ahora, podemos hacer una descripcién precisa del tipo
de imagenes divididas que implican los algoritmos de renombrado que utilizan
ejecuciones IS. Antes de esto, presentamos el siguiente lema, el cual se obtiene
directamente del Lema 8.7 en [17].

Lema 3.2.3 Exzxiste un algoritmo libre de espera que soluciona el k-renombrado
si y solo si existe un algoritmo libre de espera basado en comparaciones que
soluciona el k-renombrado.
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Supongamos que existe un algoritmo A que soluciona el k-renombrado.
Asumiremos que el dominio de nombres nuevos I es finito y, por tanto, I"™
es finito. Esto implica que en I™ existe un simplejo de entrada para el cual los
procesadores deben realizar un ntimero mayor o igual de pasos para decidir su
salida que con todos los demads simplejos de entrada. En otras palabras, este es
el peor caso, en cuanto a tiempo, de A. Por lo tanto, podemos asumir que en
todas las ejecuciones de A, los procesadores realizan este nimero de pasos. Por
ejemplo, aunque un procesador ya haya decidido, simplemente sigue leyendo y
escribiendo en la memoria hasta completar los pasos necesarios. Ain més, por
el Lema 3.2.3, podemos asumir que A es basado en comparaciones.

De acuerdo al Teorema 3.2.2, el algoritmo A implica que existe una imagen
dividida L™ cromdtica, orientable y conexa del complejo de entrada I"™. Como ya
vimos en la seccién anterior, esta imagen dividida representa el complejo de eje-
cuciones IS. Sea ¢ el mapeo bajo el cual L™ es imagen dividida de I"™. Considere
un simplejo de entrada o™ € I". Por el Lema 3.1.8 (3), ¢(c™) es una imagen
dividida de o™ bajo ¢|ps(on). Todavia mas, ¢(c™) es cromdtica, orientable y
conexa. Denotaremos a ¢(c") como K™ y a ¢[ps(on) como 1.

Considere dos caras ¢i* y of* de o™. Recuerde que 9(o}") representa las
ejecuciones en las cuales inicamente los procesadores en of* estdn activos. De
igual forma sucede con ¢3'. Puesto que todos los procesadores ejecutan el mis-
mo ndmero de pasos, ¥(ci") y ¥(o¥*) tienen la misma subdivisién y, por tanto,
existe una biyeccién simplicial entre ellos. Ahora considere el mapeo de decisién
04 inducido por A. Agregamos a K™ la coloracién binaria b que asocia a cada
vértice la paridad del nombre nuevo decidido por d4. Ya que el algoritmo A es
basado en comparaciones y anénimo, la coloracién b preserva colores con res-
pecto a la biyeccién simplicial con preservacién de orden f : ¥(of") — ¥(05?).
Recuerde que un algoritmo basado en comparaciones produce las mismas salidas
a entradas que guardan un orden equivalente. Por lo tanto, K™ tiene estructura
binaria simétrica bajo mapeos con preservacion de orden.

Por otra parte, no es dificil de verificar que la imagen dividida de las ejecu-
ciones IS en las que los procesadores estdn activos una sola vez, no tiene aristas
de cruce (ver Figura 3.11). En un algoritmo en el que los procesadores estdn
activos mas de una vez, simplemente la subdivisién serd mas fina. Por lo tanto,
podemos decir que K" no tiene aristas de cruce.

En la Figura 3.12 podemos sustituir el nombre decido por su paridad para
verificar que la imagen dividida de las ejecuciones del algoritmo AlgRenombra-
do1 cumple todo lo anterior.

Finalmente, K™ es una imagen dividida cromatica, orientable y conexa de

o™ bajo 1, que ademads tiene estructura binaria simétrica y no tiene aristas de
cruce. En el capitulo 4 estudiaremos este tipo de imagenes divididas.
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Capitulo 4

Caracterizacion del Numero
de Simplejos
Monocromaticos

En éste capitulo presentamos una caracterizacién combinatoria del nimero
de simplejos monocrométicos en una imagen dividida cromadtica, orientable,
conexa, con estructura binaria simétrica y sin aristas de cruce. Comenzamos
dando un vistazo, seccién 4.1, a la estrategia que seguiremos a lo largo del
capitulo. En la seccién 4.2 mostramos la forma en que contaremos los simplejos
monocromaticos a través de la Generalizacién del lema del Indice. Las secciones
4.3 v 4.4 muestran un proceso inductivo sobre la imagen dividida, el cual a la
postre nos daré la caracterizacion. Finalmente, la seccién 4.5 presenta una ima-
gen dividida de dimensién 5 que tiene una coloracién binaria tal, que su indice es
cero. Como veremos en el capitulo 5, todo esto tiene importantes implicaciones
con respecto al problema del renombrado.

4.1. Estrategia de la Demostracién

La estrategia que seguiremos a lo largo del capitulo es la siguiente. Primero
agregaremos una tercera coloracién ¢ a la imagen dividida, de forma tal que un
n-simplejo estard coloreado propiamente bajo c¢ si y solo si es monocromatico
bajo la coloracién binaria b. Esta propiedad nos permitird contar los simplejos
monocromaticos a través de la Generalizacion del Lema del Indice. Por lo tanto,
en adelante lo que nos interesara saber, es que forma tiene el indice de la imagen
dividida con respecto a la coloracién c.

Ahora bien, para determinar la forma que tiene el indice, aplicaremos una
suerte de proceso inductivo sobre la frontera de la imagen dividida, el cual
funciona a groso modo de la siguiente manera. Comenzaremos estableciendo
la coloracién binaria en la frontera igual a 0 (todo vértice en la frontera tiene
color binario 0). Después, modificaremos grupos de vértices de la frontera (su
color binario pasa de 0 a 1) con carriers de la misma dimensién, hasta obte-
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ner la coloracién original. A esta accién, modificar vértices con carriers de la
misma dimension, la conoceremos como paso. Una de las propiedades que pre-
sentaran estos pasos, es que después de aplicar cada uno de ellos, la simetria de
la coloracién binaria se preserva. Sin embargo, estas acciones no se realizaran
de forma arbitraria, sino por dimensién. Esto es, se llevara acabo un paso en
el que se modifican vértices con carriers de dimensién ¢ + 1 si y solo si ya no
quedan por realizarse pasos que modifican vértices con carriers de dimensién 1.

Existen dos aspectos importantes relacionados con los pasos en el proceso.
El primero es la cantidad de vértices que se modifican en cada paso ellos. Este
nuimero estd determinado directamente por la dimensién i de los carriers que se
modifican en él, y tiene mucho que ver con el niimero de caras de dimensién
de un n-simplejo. El segundo aspecto es la forma en que afectan al indice cada
una de las modificaciones que se realizan dentro del paso. La parte crucial de
la demostracion es que todas estas modificaciones afectan de la misma forma al
indice, lo cual nos permitird obtener la caracterizacién deseada.

Figura 4.1: Un ejemplo del proceso inductivo.
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La figura 4.1 muestra un ejemplo muy sencillo y descriptivo de nuestra es-
trategia. En esta se aprecia el proceso inductivo sobre una imagen dividida de un
2-simplejo. Los vértices de la imagen dividida tienen asociadas las coloraciones
id, by ¢, en ese orden. Esta dltima estd definida como c¢(v) = id(v)+b(v) mod 3.
Por simple inspeccién podemos verificar que un 2-simplejo es monocromatico ba-
jo b si y solo si estd coloreado propiamente bajo c.

En cada uno de los pasos del proceso se muestra el indice I3 con respecto
a ¢, asumiendo que los 2-simplejos de la imagen dividida estan orientados en
el sentido inverso a las manecillas del reloj. Ademas, los vértices modificados
en el paso se marcan con un pequeno circulo. El proceso comienza (a) con la
coloracion binaria en la frontera igual a 0 y con el indice igual a 1. Como ve-
remos en las siguientes secciones, el indice al principio de proceso siempre es
+1, dependiendo de la orientacién. En un primer paso (b), los vértices de las
esquinas se modifican, es decir, su color binario pasa de 0 a 1. Esta cambio resta
3 al indice que se tenia. Este niimero no es casualidad, pues estd intimamente
ligado al ntdmero de vértices que se modificaron. En un segundo paso (c), tres
vértices entre las esquinas se modifican. Estas modificaciones suman 3 al indice
anterior. Finalmente, un tercer paso se lleva acabo (d). Observe que en todo
momento se mantiene la simetria de la coloracién binaria y, ademas, el nimero
de 2-simplejos monocromaticos contados por orientacién es igual al indice.

4.2. Contando Simplejos Monocromaticos

Como se mencioné en la seccién anterior, contaremos los simplejos monocro-
maticos de la imagen dividida a través de la Generalizacién del Lema del Indice.
A continuacién presentamos como logramos esto.

Considere una funcién f de ID™ ={0,1...n} a ID™.

Definicién 4.2.1 Decimos que la funcion f es una permutacion minima de
ID™, si f es una permutacion de ID™ y la restriccion f|; de cualquier subcon-
Junto propio de ID™ no es una permutacion de I.

Observe que lo anterior implica que para todo I C I D™, existe x € I tal que
f(z) € ID™ — I. En particular, para todo € ID", f(z) # x cuando n > 1.
Esta es una forma alternativa de definir un (n + 1)-ciclo [2, capitulo 6].

Sea K™ un complejo con una coloracién binaria b y otra propia id con I D".
Anadiremos a K™ una tercera coloracién ¢ que nos ayudard a contar sus n-
simplejos monocromaticos bajo b.

Definicién 4.2.2 Para una permutacion minima f de ID™, sea

B id(v)  siblv)=0
ofv) = { FGid(v))  sib(v) =1
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El siguiente lema muestra la relacién entre las coloraciones b y c.

Lema 4.2.3 Un n-simplejo de K™ es monocromdtico bajo b si y solo si estd co-
loreado propiamente bajo c.

Demostracién: Advierta que el lema se cumple si n = 0, por tanto, asumire-
mos que n > 1. Primero observe que todo n-simplejo de K™ esta coloreado
propiamente bajo id. Por la definicién de ¢, Definicién 4.2.2; tenemos que si un
n-simplejo de K™ es O-monocromatico bajo b, entonces estd coloreado propi-
amente bajo c. Ademas, ya que f es una permutacién minima de ID™, todo
n-simplejo de K™ que es 1-monocromatico bajo b, estd coloreado propiamente
bajo c.

Para demostrar la otra direccién, supongamos, por contradiccién, que un
n-simplejo 7 coloreado propiamente bajo ¢, no es monocromético bajo b. Con-
sidere la restriccién id|,. Observe que id|, es una biyeccién. Sea id~! la fun-
cién inversa de id|., y C; el subconjunto de ID™ tal que para todo z € Cj,
b(id~1(z)) = i. Note que para todo z € Cy, c(id~'(x)) = x y para todo y € C},
c(id='(y)) = f(y). Dado que f es una permutacién minima de ID", existe un
elemento w de Cy tal que f(w) € ID—Cy = Cy. Por lo tanto, existe un elemento
z de Cy tal que c(id~!(w)) = c(id~*(z)). Una contradiccién.

. Que pasa con la coloracion ¢ de todos los otros simplejos de K™7

Lema 4.2.4 Para m < n, un m-simplejo 7 € K" estd coloreado propiamente
bajo ¢ con id(T) si y solo si es 0-monocromdtico bajo b.

Demostracion: El argumento es similar al usado en la demostracién del Lema
4.2.3. Recuerde que 7 esta coloreado propiamente bajo id. Advierta que si 7
es 0-monocromético, entonces para todo v € 7, ¢(v) = id(v), y, por tanto,
¢(7) = id(7). Ahora supongamos, por contradiccién, que ¢(7) = id(7) pero T no
es 0-monocromético. Considere la restriccién id|,. Sea id~! la funcién inversa
de id|,, y C; el subconjunto de ID™ tal que para todo x € C;, b(id~1(x)) = i.
Observe que f|co, es una permutacién de Cq, ya que 7 estd coloreado propia-
mente bajo ¢ con id(7). Una contradiccidn.

O

De la definicién de indice y contenido, Definicién 3.1.3, y del Lema 4.2.3,
obtenemos el siguiente corolario, en el cual I™ es el indice de K™ con respecto
a c.

Corolario 4.2.5 Si K" es una pseudovariedad orientada coherentemente e I™ #
0, entonces K™ contiene por lo menos un n-simplejo monocromdtico bajo b.
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Demostracion: Por la Generalizacién del Lema del Indice 3.1.5, si I™ # 0
entonces C™ # 0. De la definicién de contenido, Definicién 3.1.3 (1), podemos
deducir que si C™ # 0, entonces K™ contiene por lo menos un n-simplejo co-
loreado propiamente bajo c¢. Ademds, por el Lema 4.2.3, un n-simplejo de K™
estd coloreado propiamente bajo ¢ si y solo si es monocromético bajo b. Por lo
tanto, K™ contiene por lo menos un n-simplejo monocromatico bajo b.

2,02 1,0,1 2,10 1.0.1

Figura 4.2: Una pseudovariedad con las tres coloraciones.

La Figura 4.2 muestra una 2-pseudovariedad cromética y orientable con las
tres coloraciones id, b y ¢, en ese orden, asociadas a cada uno de sus vértices. La
coloracién ¢ ocupa la permutacién minima f(z) = (z+1) mod 3. El simplejo con
la flecha circular es el iinico simplejo monocromatico y, por tanto, esta coloreado
propiamente bajo c. El indice I2 con respecto a c es igual a -1, asumiendo que
cada 2-simplejo estd orientado en el sentido inverso a las manecillas del reloj.
Observe que el 2-simplejo que esta coloreado propiamente bajo ¢ es contado
como -1 por C?.

El Lema 4.2.3 implica que el contenido de K™ con respecto a ¢ cuenta los n-
simplejos monocrométicos de K™. Ahora presentamos un lema acerca de cémo
los n-simplejos b-monocrométicos de K™ son contados por el contenido. Bésica-
mente, lo que el lema dice es que un n-simplejo 0-monocromético con orientacién
d es contado como d, y un n-simplejo 1-monocromaético con orientacion d es con-

tado como d si n es par y como —d si es impar. Recuerde que d € {+1,—1} y
be{0,1}.

Lema 4.2.6 Sea K™ una pseudovariedad cromdtica y orientada coherentemen-
te, que ademds tiene una coloracion binaria b. Considere un n-simplejo b-
monocromdatico T de K™ con orientacion d. El simplejo 7 es contado como
(—=1)>*d por el contenido de K™ con respecto a c.
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Demostracién: Considere la secuencia S = (0,1...n) de ID™. Lo que bus-
camos saber es si S induce ordenes equivalentes a los vértices de 7 con respecto
a id y c, respectivamente. Recuerde que S pertenece a la orientacién de un n-
simplejo de K™ con respecto a td, si y solo si este tiene orientacién +1.

Primero supongamos que 7 es 0-monocromatico. Por la definicién de ¢,
Definicién 4.2.2, para todo vértice v € 7, ¢(v) = id(v). Es decir, S induce el
mismo orden a los vértices de 7 con respecto de id y ¢, respectivamente. Por
la definicién de contenido, Definicién 3.1.3 (1), T es contado como (—1)%*d = d.

Ahora supongamos que 7 es 1-monocromatico. Por la definicién de ¢, Defini-
cién 4.2.2, para todo vértice v € 7, ¢(v) = f(id(v)). Sea S’ la secuencia de ID™
tal que S = f(S;). Observe que S representa la coloracién id y S’ representa la
coloracién c. Sean S;q y S, las secuencias de 7 inducidas por S y S’ con respecto
a id y ¢, respectivamente. Ahora aplicamos una sucesién de n transposiciones
sobre S’, empezando con 7 = 0 hasta 7 = n — 1, donde la j-ésima transposi-
cién consiste en intercambiar S} y Sy = j, j < k < n. Es decir, después de la
[-ésima transposicién, los primeros [ + 1 elementos en la secuencia estan orde-
nados ascendentemente del 0 a [. Por lo tanto, S = S’ después de aplicar las n
transposiciones. Observe que si n es par, entonces S, es una transposicién par de
Sia v, por ende, S, pertenece a la orientacién de o™ si y solo si S;q pertenece a la
orientacién de o™ (recuerde que la orientacién de un simplejo es una secuencia
de sus vértices junto con todas sus transposiciones pares). Por la definicién de
contenido, Definicién 3.1.3 (1), 7 es contado como (—1)1*"d = d. Ahora bien,
si m es impar, entonces S, es una transposicién impar de S;4 y, por tanto, S,
pertenece a la orientacion de o™ si y solo si S;4 no pertenece a la orientacién de
o™. Es decir, 7 es contado como (—1)*"d = —d.

Advierta que en el caso anterior asumimos que todas las n transposiciones
aplicadas sobre S’ fueron distintas a la transposicién identidad. A continuacién
demostramos esto. Primero recuerde que f es una transposicion minima de 1D™.
Supongamos, pro contradiccién, que S} = j antes de la j-ésima transposicién.
Es decir, el color j estd en su lugar antes de lo esperado. Considere la primera
transposicion ¢, ¢ < j, después de la cual S; = j. Observe que antes aplicar la
i-6sima transposicién tenemos que S} = j y S} = i. Por lo tanto, la restriccién
flgi,j1 es una transposicién de {7, j}. Una contradiccién. Esto completa la de-
mostracion.

4.3. Caracterizacion Combinatoria

En esta seccién presentaremos el proceso inductivo descrito informalmente
en la seccién 4.1. Con este fin, fijamos una imagen dividida K™ cromética, co-
nexa y orientada coherentemente de o™ bajo 1, con estructura binaria simétrica
y sin aristas de cruce. También asumimos que K™ tiene una tercera coloracién
¢ como la que presenta en la Definicién 4.2.2. En los subsecuente, cuando men-
cionemos que un simplejo de K™ tiene una coloracién propia, nos referimos a la
coloracion ¢, a menos que se especifique otra. Si decimos que es monocromatico,
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entonces nos referimos a la coloracién b. Ademds que siempre contaremos los
simplejos coloreados propiamente de K™ como en la definicién de contenido,
Definicién 3.1.3 (1). Y el indice y contenido de K™ siempre serdn calculados con
respecto a c. El siguiente lema es la base de nuestro proceso inductivo.

Lema 4.3.1 Si para todo vértice v de bd(K™), b(v) = 0, entonces I = +1,
dependiendo de la orientacion.

Demostraciéon: Por la definicién de ¢, Definicién 4.2.2, para todo vértice v
de bd(K™), c(v) = id(v). Considere las caras 09,03 ...0""! de o™ tales que
0% Cod...C oL Recuerde que Uf_l es la cara de o!, ; sin el vértice colorea-
do i. Por lo tanto, ID(c?) = {0}, ID(0d) = {0, 1}, y asf sucesivamente. Puesto
que K™ es una imagen dividida cromética, tenemos que (0" ~1) contiene todos
los (n—1)-simplejos de bd(K™) coloreados propiamente con I D!'. De hecho, todo
(n — 1)-simplejo de ¥ (a7~ 1) estd coloreado propiamente con ID?. Considere el
complejo K"~ = 1)(c"~1). Por el Lema 3.1.8 (3), K"~ ! es una imagen dividida
de o"~! bajo 1| M(on—1)- Por definiciéon, K™ es cromética, orientable y conexa.
Atvn més, por el Lema 3.1.17, K™ induce una orientacién coherente a K" !.
Por el Lema 3.1.6, tenemos que I,(K™) = (=1)""1,,_1 (K"~ !). Observe que
podemos construir el subcomplejo K"~2 = t(c""%) tal que I, (K" ') =
(=1)" 21, _o(K"™2), y asf sucesivamente. Es decir, para 0 < m < n — 1,
Lu(K™) = (—1)m1 1,y (™1, donde K™ = (o7, ) y K™ = (o).
De esta forma, I,,(K") = (=1)""1(=1)""2...(=1)'[;(K'). Adem4s, por el
Lema 3.1.6, sabemos que I;(K') = C(K"), donde K° = 1(0?). Advierta que
K contiene tinicamente un 0-simplejo coloreado 0. Es decir, C'(K°) = 41, de-
pendiendo de su orientacidn, y, por tanto, I, (K™) = +1. Finalmente, por la
Generalizacién del Lema del Indice 3.1.5, podemos concluir que (—1)*I;(K™) =

(—1)" L (K™).

O

A continuacién introducimos una notacién mas. Sea L un complejo colorea-
do e I un conjunto con m colores. Denotamos como k™ (L, I) al nimero de los
m-simplejos de L que tienen una coloracién propia con los colores en I. Algunas
veces nos referiremos a este valor como el valor £ de L con I o simplemente el
valor k de L.

En lo que resta del capitulo, frecuentemente calcularemos el valor k de
st(v,L) y st(vi, L)Ust(va, L)U...Ust(vg, L), respectivamente. Con el fin de ha-
cer nuestra notacién menos complicada, simplemente escribiremos k™ (v, L, I) y
E™(vy,v9, ..., vy, L, I), respectivamente. En la Figura 4.3 se puede ver una ima-
gen dividida cromética K2 de un 2-simplejo o2 bajo 1. Observe que st(v, bd(K?))
= st(v,¥(0d))Ust(v,(01)) y k*(st(v,bd(K?)),{0,1}) = —1, asumiendo que to-
dos los 2-simplejos de K2 estén orientados en el sentido inverso a las manecillas
del reloj.

Como se mencioné en la seccion 4.1, durante el proceso inductivo modifi-
caremos la coloracién binaria de los vértices en la frontera. Considere un vértice
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v € bd(K™) tal que b(v) = 0. Decimos que el vértice v ha sido procesado si cam-
biamos su coloracién binaria de 0 a 1. Advierta que esto provoca un cambio en
la coloracién c. Denotamos como b(v) y ¢(v) a los colores de v antes del cambio,
y como b(v) y ¢(v) a los colores después del mismo. De forma similar, I es
el indice de K™ antes de procesar v e IZ" el indice después de procesarlo. En
general, marcamos con un punto en la parte superior a los valores, coloraciones
y simplejos después de procesar el vértice v.

2 1

Figura 4.3: Complejo estrella de un vértice en la frontera.

El siguiente lema muestra la forma en que el indice cambia cuando proce-
samos un vértice en la frontera. Recuerde que cuando decimos que un simplejo
de K™ estd coloreado propiamente, nos referimos a la coloracién c. Por lo tanto,
si L es un subcomplejo de K™, I C ID™ e |I| = m, entonces k™ (L, I) son los
m-~simplejo de L que estan coloreados propiamente bajo ¢ con I.

Lema 4.3.2 Considere un vértice v de bd(K™) tal que b(v) = 0. Si v es proce-
sado, entonces

I =1+ k" (v, bd(K™), ID?) — k" (v, bd(K™), IDI)

Demostracién: Considere un (n—1)-simplejo 7"~ ! de st(v, bd(K™)). Tenemos
dos casos. Si ¢(7"" 1) = ID?, entonces c¢(7""1) # ID!. Recuerde que f es
una permutacién minima y, por tanto, c(v) # ¢(v). Ahora, si ¢(r" 1) £ ID?,
entonces podria ser el caso en que ¢(7"~1) = IDP. En palabras, el cambio en v
provoca que algunos (n — 1)-simplejos que no estaban coloreados propiamente
con ID}, después del cambio lo estén, y otros que si lo estaban, lo dejen de
estar. Ademds, advierta que st(v,bd(K™)) contiene todos los (n — 1)-simplejos
de bd(K™) que cambian su coloracién ¢ cuando v es procesado. De la definicién
de indice, Definicién 3.1.3 (2), sabemos que I? cuenta todos los (n— 1)-simplejos
de bd(K™) que estan coloreados propiamente con ID!. Por lo tanto, podemos
afirmar que I es I més los (n — 1)-simplejos en bd(K™) que adquieren una
coloracién propia con D! después de procesar v, menos los (n — 1)-simplejos en
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bd(K™) que dejan de tener una coloracién propia con I D! después del cambio.
Es decir

IP =1 + k" (v, bd(K™), ID?) — k" (v, bd(K™), ID})

O

Considere las caras 09,0k ...0771 de o™ tales que ¢? C ¢l C ... C o7~ 1.
1,Y2 n 1 2 n

Recuerde que o' ! es la cara de o} 11 sin el vértice coloreado i. Por lo tanto,
ID(0?) = {0}, ID(o}) ={0,1}, y asf sucesivamente. Fijaremos estas caras por
el resto de la seccién. Ademéds, asumiremos que 1(o ') tiene la orientacién in-
ducida por ¢(0ol, 1), 0 <i<n—1,y (or!) tiene la orientacién inducida por
K™. Por el Lema 3.1.17, todas estas orientaciones son coherentes. El siguiente
lema muestra una forma alterna de calcular k"~ 1(v,bd(K™), D) para un caso
particular.

Lema 4.3.3 Considere la cara o} ,. Sea v un vértice de (o}, ,) tal que b(v) =
0. Si para l < p < n, para todo vértice interno u € P(op, ), b(u) = 0, entonces

K" (0,bd(K™), 1D)) = (=1)°k (v, (0, ,), ID})

dondee=(Il+1)+({+2)+...4(n—-1) el ={l+1,1+2...n}.

Consideramos que la idea del proceso inductivo es més clara si presentamos
la demostracion del lema anterior en la siguiente seccién, ya que esta es un poco
larga y necesita algunos lemas y definiciones adicionales. A continuacién pre-
sentamos un corolario que se obtiene directamente del Lema 4.3.3.

Corolario 4.3.4 Considere la cara o} . Sean vy, v, . .., v, vértices de (o}, ;)
tales que b(v;) = 0, 1 < i < q. Si para l < p < n, para todo vértice interno
u € (o, ), b(u) =0, entonces

k" (vr, v, ., 0, bA(K™), ID) = (=1)°k! (v1,va, . . ., v, (01 41), ID})

dondee=(I+1)+(14+2)+...+(n—=1) eI ={l+1,14+2...n}.

Ahora presentamos un lema acerca del nimero de vértices en la frontera que
deben ser procesados para preservar la simetria de la coloracion binaria. Para

esto, tenga en mente que un n-simplejo tiene (7:11) caras de dimension [.

Lema 4.3.5 Si procesamos un vértice con carrier de dimension [, 0 <1 < n,

1 ‘o ) ; .
entonces tenemos que procesar otros (?:1) —1 vértices con carriers de dimension

I para preservar la simetria de la coloracion binaria.

Demostracién: Sean o}, 0} ...0!, las I-caras de ¢", m = (?Ll) Paral <k <

m, sea fx la biyeccién simplical con preservacién de orden de v (at) a ¥(ot).
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Considere las caras ol y aé. Observe que f; o f{l es la biyeccién con preser-

vacién de orden de (al) a w(aj-). Considere dos p-caras o} y of de o™ tales

que ol C of, oé- Coaly 1/)(05-) es el rango de f|w(a£)a donde f es la biyeccién con

preservacién de orden de 1 (c?) a 1(c¥). Por la Afirmacién 3.1.19, tenemos que
i6n de orden de ¢(0}) a 1(0}). Por la Afi i6n 3.1.19, t

f|¢(0;) = fjo fi_l y f’\;(lgl‘) = f;o fj_l. Por lo tanto, si procesamos un vértice

v € 9(ol), entonces tenemos que procesar sus vértices isomorfos fi(v) € ¥(ot),
para preservar la simetria de la coloracion binaria.

0

Para 0 <! <n-—1,sean o}, =7{,75...7} todas las l-caras de o". Sea f},
1 < k < m, la biyeccién con preservacién de orden de 1 (7!) a 1(7}). Recuerde
que la biyeccién fj es tnica (ver seccién 3.1.4). Considere un vértice interno
v de ¥(r) tal que b(v) = 0. Sean vy, vy...v,, los vértices de K™ tales que
vg = fr(v), 1 < k <. Primero observe que v = v;. Ademds, vy es un vértice
interno de (7)) con b(vg) = 0. Atin més, por la Afirmacién 3.1.10, v1,va ... vy,
tienen carriers de dimension [.

Dentro del proceso inductivo, un [-paso consiste en procesar uno por uno,
en cualquier orden, los vértices vy, vs ... v,,. De esta forma, el proceso comienza
con una coloracién binaria en la frontera igual a 0, es decir, para todo vértice
v en bd(K™), b(v) = 0, y termina cuando todos los vértices en bd(K™) tienen
los colores originales. La forma en que se modifican los vértices es a través de
[-pasos. Sin embargo, estos no se realizan de forma arbitraria, sino por dimen-
siones. A saber, un (I + 1)-paso es llevado acabo si y solo si todos los I-pasos
necesarios han sido realizados. En otras palabras, un vértice interno de 1/1(011 +1)
es procesado si y solo si todos los vértices en w(o’ll_l) tienen su configuracién
original. Observe que lo anterior implica cuando un vértice interno de ’z,ZJ(all +1)
es procesado, es por que bd(t(o}, ) ya tiene sus configuracién original. Por el
resto de la seccién fijaremos los vértices V! = {v; ... v,,} y el l-paso asociado a
ellos. Advierta que dado a que en el proceso inductivo los pasos se realizan por
dimensiones, tenemos que para todo vértice interno v de 1/)(05 L1),m<p<mn,
b(v) = 0.

De forma similar que cuando procesamos un vértice, marcamos con el simbo-
lo © a los valores, colores y simplejos después de un Il-paso. El siguiente lema
ensefa la relaciéon que guardan los valores k de los vértices en V',

Lema 4.3.6 Considere los vértices vy, vq, v, € V! tales que vf,vg €Yo y

vy, € Y(o] 1Y), donde o1 C o™ Entonces

k" (v, bd(K™),IDE) = k" v, bd(K™),IDL)
(71)nkn71(vfabd(Kn)7]DZ) = (71)ikn71(vhabd(Kn)aID?)

Demostraciéon: Procederemos por induccién en n. La base de la inducciéon es

para la cara Ulli%. Note que ID(JIZJE) = ID7?, donde I = {I+2,1+3...n}.
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Denotaremos a ID} como ID' y a w(alli;) como K'*1. De acuerdo al lema,

vy € Y(o},) y vn € ¥(ol), donde o es una cara de Ulli%. Por la Afirmacién
3.1.10, vy y vy, son vértices internos de w(afﬂ) y ¥(o!), respectivamente. Por
lo tanto, st(vf,bd(Kl+1)) = st(vy, z/;(allJrl)) y st(vp, bd(KH1Y)) = st(vh,d)(af)).

Sean 7{ y 74 simplejos de st(vy,¥ (ol ,)) v st(va,¥(ol)), respectivamente,
tales que son isomorfos (recuerde que nos referimos a que lo son bajo la biyeccién
simplicial con preservacién de orden). Advierta que id(r{) = IDj], e id(5) =
ID!. Ain més, para todo par de vértices isomorfos u € 7! y v € 74, tenemos que
b(u) = b(v). Por el Lema 4.2.4, ¢({) = 1D}, si y solo si 7{ es 0-monocromético.
De forma similar ocurre con 74 e ID]. Por lo tanto, c¢(7{) = IDj,, si y solo si
id(ts) = ID!. Por el Lema 3.1.22, 71 y 7} tienen las mismas orientaciones,
multiplicadas por (—1)*1 y (—1)?, respectivamente. Esto es

(~ 1) K (g bd(K 1), ID} 1) = (~1) K (v, b (K1), I1D))

’ l l . , . .
Observe que para éste caso, ¥(0;, 1) y ¥(0;) no contienen mas vértices que
vayan a ser procesados en el [-paso.

Supongamos que el lema se cumple para I’. Demostraremos que se sigue
cumpliendo para !’ + 1. De nuevo, de acuerdo al lema, vy € 1/J(Uf,+1) y vp €

Y(ol), donde ¢! es una cara de all,/jf% Note que ID(O’ZI:i%) = ID7}, donde
I={lI'+2,'+3...n}. Denotaremos a ID} como ID’ y a w(all:i;) como KV +1,
Por el Lema 4.3.3

kl/(vfa bd(Kl/+l)7ID;’+1) = kl/(vfa w(all’/-l-l)vID;’-l-l)

’

E (v, bd(KY Y, ID)) = KV (vp,b(al), IDY)

Utilizando el mismo argumento que en el caso base, podemos probar lo
siguiente

(=)' & (vp, bd(KV 1), 1D} 1) = (1)K (vp, bd(K'+Y), ID])

Ahora, recuerde que vf y v son vértices con carriers de dimensién [. Por
U'+1
I+1
X . : v X -1 v
necesita el lema. Es decir, vy € ¢(07, ). Considere una cara o~ de oy, tal

lo tanto, w(all,/ﬂ) contiene ( ) vértices de V!. Sea v, el vértice de V! que

que vy € w(aé/_l). Supongamos, S.p.g., que vy € 051_1. Por el Lema 4.3.3

K (Uf>bd(Kl +1)»ID;’+1) = (-1)"# _l(vfaw(of/il)vIDf{l',l'H})

k' (v, bd(K" 1), ID) 1) = (1) kK"~ (vg, (0 1), 1D pr11y)
Todavia mas, por hipétesis de induccién

(1) K" (g, bd( (01 41))s ID s 1 413) = (=17 K (v, bd(9(0hr 1)), DY 1r41)
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Ademas, por el Lema 4.3.3

K wg, bd(y (o)), IDYy piry) = K op, (o)), ID{y 1 41y)

K 71(%7 bd(1/’(0ll/+1))7]D/{j,l'+1}) =& 71(%71/’(‘7; _l)a ID/{j,z/-H})
Por lo tanto

kY (vg, bd(K" ), 1D} 1) = K (vg, bd(K" 1), 1D}, )

Esto completa la demostracion.

O

A continuacién presentamos un par de lemas que muestran como los [-pasos
del proceso afectan el indice de K™.

Lema 4.3.7 El indice de K™ después del l-paso asociado a V', es ff =1 —
(’lfll)k‘, donde k es el valor k de algin vértice de V! que pertenezca a (o™ 1).
Demostracion: Recuerde que I} es el indice antes del [-paso. Sea v € V! tal
que v € ¢(JZ’_1), donde of_l C o™. Por el Lema 4.3.2, cuando v es procesado

i = 17+ B (0, bd(K), 1Y) — K (0, bd(K™), 1DY)

Primero demostraremos que k™~ (v, bd(K™), 1D?) = 0. Tenemos los siguien-
tes dos casos.

Sil = n — 1, entonces, por la Afirmacién 3.1.10, v es interno. Por ende,
st(v,bd(K™)) = st(v,¢(c"")). Es decir, todos los simplejos de st(v,bd(K™))
son simplejos de (o' "!). Considere un simplejo 7"~ € st(v,(07")). Re-
cuerde que id(7" 1) = IDP. Por el Lema 4.2.4, ¢(t"~!) = IDP si y solo si 7771
es 0-monocromético. Advierta que 7”1 no es 0-monocromético. Por lo tanto,
¢(7"1) # ID?. Esto implica que k"' (v, bd(K™), ID}) = 0.

Sil < n — 1, entonces, por la Afirmacion 3.1.10, v es externo. Recuerde
que para | < ¢ < n, para todo vértice interno v € (%), b(v) = 0, donde
09 C 0". Sea ¢! la cara de o™ tal que v es vértice interno de 1 (o'). Observe que
ol C o1, Considere una cara 0;171 de o™ tal que o' C 0;171 e i # j. Tenemos
que v € w(agkl) e i ¢ ID(c'). Considere un simplejo 7! € st(v,¥(a')). Sea

n—1 n—1

7771 un simplejo de st(v, w(a;_l)) tal que 7/ C 7771, Sea w el vértice de T
tal que id(w) = i (recuerde que K™ es una imagen dividida cromdtica). Note
que w ¢ 7!. Por el Lema 3.1.13, existe una cara propia de o? de o" tal que
w es un vértice interno de ¥ (oP) y, ademds, o' C oP. Observe que c(w) = i,
va que b(w) = 0. Por lo tanto, c(r"~ 1) # IDI y é(r™~ 1) # IDP. Es decir,
st(v,9(o7 1)) contiene todos los (n — 1)-simplejos de st(v,bd(K™)) que estdn
coloreados propiamente con IDj. Igual que en el caso anterior, por el Lema
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4.2.4, un (n — 1)-simplejo de 9 (") estd coloreado propiamente con D} si y
solo si es 0-monocromatico. Puesto que todo (n — 1)-simplejo de §t(v, (ol 1))
no es O-monocromético, entonces k"~ (v, bd(K™), ID?) = 0.

Ahora probaremos el lema. Considere las caras o7~ ! y 0;71 de o™. Sean
vy ¥ vy, vértices de V! tales que v, € P(on™1) y vy, € 1/}(0;“1). Cuando vy, es
procesado, el indice es

I =17 — k" vy, bd(K™), IDY) (4.1)

Todavia mas, por la Generalizacién del Lema del Indice 3.1.5

()" = (_1)]]]7} (4.2)
y . .
(71)77,[77; — (71)][]’@ (43)
Por (4.2) y (4.3), ] .
I = (~nyriy (4.4)
y
I’:Ll — (_1)1’]]7} (4.5)

donde p = j — n. Usando (4.1), (4.4) y (4.5)

7 = I = (~1)Pk" (o, bd(K™), TDY) (16)

n

Ahora, por el Lema 4.3.6
k" (g, bd(K™),ID!) = (fl)pknfl(vh,bd(K”),ID;-’) (4.7
Por lo tanto, por (4.6) y (4.7)
I" =17 — k" (v, bd(K™), ID")

Es decir, cuando vy, es procesado, el indice I} cambia como si v, hubiera
sido procesado. De hecho, I cambia de la misma forma cuando es procesado
cualquier vértice de V. Por otro lado, por el Lema 3.1.11, vj, & st(v,, bd(K™)).
Por lo tanto, los (n — 1)-simplejos de st(vq, bd(K™)) no cambian su coloracién.
Esto es

E" " (vg, bd(K™), ID") = k" (v, bd(K™), ID?)

Por lo tanto, el indice después del [-paso es

O L G
I+1

donde k = k" !(v,y,bd(K™),ID"). Por la Generalizacién del Lema del Indice
3.1.5, tenemos que (—1)"I" = (=1)I7 y (=1)"I" = (—1)"I. Ademés, por el
Lema 4.3.6, (—1)"k = (—1)%k’, donde k' es el valor k de algtin vértice de V! que

pertenezca a (o).

O
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Observe que en el lema anterior, k representa el ntimero de (n — 1)-simplejos
de ¢(af_1) que estan coloreados propiamente con I D} y que desparecen cuando
el [-paso es realizado. Por ejemplo, en el proceso que se muestra en la Figura 4.1,
el valor k del vértice de 1(o}) que es procesado en el primer 1-paso, (c), es +1
(este valor se debe calcular en (b)). Al final del paso, el indice es I3 = I3 —3x1.
El siguiente lema muestra como todos los [-pasos en el proceso afectan el indice.

Lema 4.3.8 Supongamos que el proceso tiene un total de q l-pasos. Sea I]' el
indice justo antes de realizar el primero de ellos. El indice después de todos los

l-pasos es
I n+1
i =1I"- k
’ ¢ (m—|—1> !

donde k; es el valor k de los vértices vi,va, ..., v, de (oY) que fueron proce-
sados en los l-pasos.

Demostraciéon: Supongamos que v;, 1 < i < ¢, es procesado en el i-ésimo
l-paso. Para 1 < p < ¢, sea I}, el indice después del p-ésimo [-paso. Por el Lema
4.3.7, los indices de los ¢ [-pasos son los siguientes

n+1
I = I'-— k
7,1 7 <l+1) 1

n+1 n+1 n+1
I = I — ko =1 — ki — k
2 i1 <z+1> 2= 4 <z+1> ! (z+1) ’

n+1 n+1 n+1
I = It — ko =1"— ki—...— k
e el <l+1> ¢ <l+1) ! (l+1> I
n— n n . ™m _ Tn n+1
donde k; = k"~ (v;,bd(K™),ID}'), 1 < i < q. Por lo tanto, I]' = I — (7)) ki,

donde k; = k1 + k2 + ... + k. Ahora, observe que k; representa el nimero de
(n — 1)-simplejos de w(offl) que estan coloreados propiamente con I D} y que
despareceran cuando los [-pasos se hayan llevado acabo. Todos estos simple-
jos estan en st(vy, ¥ (ol 1)) Ust(ve, (o)) U... Ust(vg, (o™ 1)). Es decir,

ki = k" (v1,vs, . .., vg, bd(K™), ID™).
O

En el lema anterior, advierta que k; debe calcularse antes de llevar acabo
alguno de los ¢ [-pasos. Finalmente tenemos lo siguiente.

Lema 4.3.9 Al final del proceso, el indice de K™ es
n—1
n+ 1)
I'=+1- . ki

donde k; es el valor k de los vértices internos de w(a;“l) que fueron procesados
en los l-pasos del proceso.
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Demostracion: Por el Lema 4.3.1, el indice de K™ al comienzo del proceso es
I'_y = £1. Sea I} el indice de K™ después de todos los [-pasos. Por el Lema
4.3.8, los indices son los siguientes

ro= =+l

" " n+1 n+1
0 = i,—1_< 1 )kozil—( 1 )k‘o

B= e (k= (e ("

1 1 1
innfl = ?n2_<n+ >kn1:i]—_(n+ >k0—...—<n+ >kn1
’ ’ n 1 n

n—1
n n+1
I = £1- E <j+1>kl

J=0

Ahora presentamos nuestro resultado principal.

Teorema 4.3.10 Sea K" una imagen dividida cromdtica, conexa y orientada
coherentemente de o™, con estructura binaria simétrica y sin aristas de cruce.

FEntonces .
~— /n+1
K" =+1-— E k
CIK™) r <l + 1> !

para algin k; € 7.

Demostracion: La demostracién se obtiene del Lema 4.3.9 y de la Genera-
lizacién del Lema de Indice 3.1.5.

O

Recuerde que en la seccién 3.1.4 asumimos que K™ tiene estructura binaria
simétrica bajo mapeos que preservan orden. De hecho, el proceso inductivo los
desarrollamos bajo esta suposicién. Sin embargo, el Teorema 4.3.10 también se
cumple para imédgenes divididas que cumplen la definicién amplia de estructura
binaria simétrica. La diferencia es que para este caso, un [-paso podria necesitar
modificar mas de (7:11) vértices para preservar la simetria de la coloracién bi-
naria. No obstante, este [-paso con méas modificaciones simplemente representa
varios [-pasos en el proceso que hemos mostrado.

4.4. Calculando el Valor &

En esta seccién presentamos la demostracion del Lema 4.3.3. Para esto, deno-
taremos como ¢" a la coloracién ¢ (Definicién 4.2.2) y como f™ a la permutacién
minima f que utiliza. Considere una imagen dividida K™ de ¢™ bajo ¥, como la
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que se asume en el Teorema 4.3.10. Es decir, K™ es cromatica, conexa, orientada
coherentemente, con estructura binaria simétrica y sin aristas de cruce Ademsés,
K™ tiene la coloracién ¢™. Agregamos una coloracién més, muy parecida a ™,
a la imagen dividida de una (n — 1)-cara de o™.

Definicién 4.4.1 Considere la cara agl_l de o™ y el conjunto IDf_l. La co-
loracion " induce la coloracidon 0?71 a 1/)(0’?71) definida como sigue

N1,y id(v) sib(v) =0
W= { F1(id(v))  sibv) = 1

(3

donde
nei,y_ ) fMy) st ft(y) #i
/ (y)_{f”(i) i f(y) =i
1

A continuacién presentaremos algunas propiedades de ¢ ™.

Lema 4.4.2 La funcién f*~' es una permutacion minima de ID;l_l.

Demostracién: Primero observe que ID? es el dominio de f"~!. Ya que f"
es una permutacién de D", existe un tinico z € ID!"! tal que f(z) = i.
Note que f"~1(z) = f™(i) € ID]"'. Sean I e I’ subconjuntos de ID! " tales
que z ¢ I' e I = I' U {z}. Por la definicién de f*~!, para todo y € I’ te-
nemos que f""1(y) = f*(y). La restriccién f"~ ! no es una permutacién de
I’, puesto que f™|;s no es una permutaciéon de I’. Ahora demostraremos que la
condicién se cumple para I. Supongamos, por contradiccién, que la restricciéon
"Y1 es una permutacién de I. Supongamos que existe un tinico y’ € I’ tal que
i) ¢ I'. Advierta que si f*1(y') = z y f*1(z) € I, entonces f*}|;
es una permutacion de I. De hecho, este es el tnico caso en que esto puede
ser cierto. Puesto que f"~!(z) = f"(i), tenemos que f"(i) € I'. Por lo tanto,
S |rugiy es una permutacién de I U {i}. Una contradiccion.

O

Observe que para toda imagen dividida de una cara a;’_l de o™, ¢"™ induce
la coloracién ¢!~ a (o7 1). Atin més, ¢!~ * induce este tipo de coloracién a
toda imagen dividida de una (n — 2)-cara de o' ', y asf sucesivamente. Para
el resto de la seccién, asumiremos que para toda cara o' de o™, ¢(o') tiene las
coloraciones inducidas por todas aquellas (I + 1)-caras de o™ que la contienen.
Esto es, sean O'l1+1 ..ol as (I+1)-caras de o, tales que o' C Ufjl. La pseudo-
variedad 1) (o') tiene la coloracién cé- inducida por la coloracién ¢'*' de ¢ (oh™),
donde j es el color del tnico vértice que esta en afjl, pero no en o!. Cuando no

exista ambigiiedad, simplemente escribiremos c!.

La Figura 4.4 presenta una imagen dividida K? de un 2-simplejo o2 (a).
Los vértices de K2 tienen las coloraciones id, b y c?. La coloracién c? uti-
liza la permutacién minima f?(x) = (z + 1) mod 3. La imagen dividida de
la cara o3 (b) tiene la coloracién ¢, la cual utiliza la permutacién minima
f(x) = (x +1) mod 2. Observe que ¢? y ¢} colorean el 1-simplejo marcado con
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un circulo con los mismos colores.

Considere las caras 09,0l ...0771 de o™ tales que o) C 0 C ... C oL

Asumiremos que ¥ (o} ') tiene la orientacién inducida por ¥(oi, ), 0 < i <
n—1,y ¥(cn1) tiene la orientacién inducida por K™. Por el Lema 3.1.17, to-

das estas orientaciones son coherentes. Considere las caras all 1y alli;. También

asumiremos que ¥(a!T1) tiene la coloracién c!*1 ol tiene la coloracion
q 142 y I+1

inducida c§+1 por ¢*1. Denotaremos a ID(ollj_;) como ID'. Por el resto de la

I+1

seccién, fijaremos las caras ‘7;+1 Y O1io

0,0,0

1,01

2,0,2 10,1 2,1,0
(a) (b)

Figura 4.4: Una ejemplo de la coloracién inducida por c™.

Lema 4.4.3 Un [-simplejo de z/)(ollH) que no es 1-monocromdtico, estd colo-
reado propiamente bajo ¢/t con IDj ., siy solo si estd coloreado propiamente
bajo ¢} ;.

Demostracién: Sea 7 un [-simplejo de w(allﬂ) tal que no es 1-monocromatico.
Por el Lema 4.2.4, d*1(7) = ID;+1 si y solo si 7 es 0-monocromatico, y por el
Lema 4.2.3, T est4 coloreado propiamente bajo c} 1 sty solo si es monocromético.
Para probar la otra direccion, advierta que si 7 esté coloreado propiamente ba-
jo ¢l 41, entonces es monocromético. Puesto que 7! no es 1-monocromatico, en-
tonces () = ID], ;.

Del lema anterior se desprende el siguiente corolario.
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Corolario 4.4.4 Sea v un vértice de w(all_H) tal que b(v) = 0. Un un l-simplejo

de 1/)(0%+1) estd coloreado propiamente bajo c!+!

loreado propiamente bajo C%+1'

con IDj ., siy solo si estd co-

Demostracién: Observe que todo I-simplejo de st(v, (o}, 1)) no es 1-monocro-
maético. El resto de la prueba se obtiene del Lema 4.4.3.

O

Ahora presentamos la forma en que conectamos la idea anterior con la Ge-
neralizacién del Lema del Indice. El siguiente lema asume que el valor k de
st(v,bd(d)(allié)) es calculado con respecto a ¢!, mientras que el contenido
de st(v,1(o},)) es calculado con respecto a ¢, ;. De igual forma que cuando
calculamos el valor k de st(v, L), simplemente escribiremos C(v, L) cuando cal-
culemos el contenido de st(v, L).

Lema 4.4.5 Sea v un vértice de 1/1(Uf+1) tal que tiene un carrier de dimension
I y b(v) = 0. Si para todo vértice interno u € (o), b(u) = 0, donde o C allié

yl' <dim(o) <1+ 1, entonces
K™ (0, bd((075)), IDi11) = C(v,9(01.1))

Demostracién: Primero recuerde que tanto km(v,bd(w(afié)),IDEH) como
C(v,%(0!,)) cuentan los I-simplejos de st(v, bd(¥(a115))) v st(v,(al,,)), res-
pectivamente, que estdn coloreados propiamente con IDj . Por el Lema, 3.1.8
(1), st(v,¥(0},,)) C st(bd(w(ofié))). Utilizando un argumento similar al que
se ocupé en la demostracién del Lema 4.3.7, podemos probar que st(v, ¢(af+1))
contiene todos los I-simplejos de st(v, bd(w(afié))) que estdn coloreados propi-
amente bajo ¢!*! con IDj,,. Por el Corolario 4.4.4, podemos contar estos sim-

plejos con c§+1. Por lo tanto,

K™ (v, bd((05t1)), 1D} 1) = C(v,9(a14,))

donde el valor k de st(v, bd(w(allg)) es calculado con respecto a c¢'T!, mientras
que el contenido de st(v, w(all+1)) es calculado con respecto a C%+1'

O

De manera informal, el siguiente lema dice que cuando los vértices internos
de w(allg) tienen color binario 0, los I-simplejos de lk(v,w(allfr;)) que estin

coloreados propiamente con 1D (o}, ) estén concentrados en (o}, ;).

Lema 4.4.6 Sea v un vértice de ¢(o},) tal que tiene un carrier de dimensién
I'. Considere un simplejo p' € lk(v,w(alli;)) tal que "1 (p') = ID}, . Si para
todo vértice interno u € ¥(o), b(u) =0, donde o C Ulljr'é yl' <dim(o) <l+1,
entonces p' € st(v, ¢ (o}, ,)).

64



Demostracién: Por la Afirmacién 3.1.10, v es un vértice externo de z/)(alli;)

Ademés, por el Lema 3.1.8 (1), st(v,w(all+1)) C lk(v,w(afié)). Supongamos,
por contradiccién, que p' & st(v, (o}, ,)). Tenemos los siguientes dos casos.

Para el primer de ellos tenemos que existe una cara o’ de crlJrl tal que
pl € (o). Observe que ID(0"') # IDj, ;. Adn més, [ +1 € ID( ). Es decir,
existe w € p' tal que id(w) = [ + 1. Ahora considere la cara ol de UZH tal
que v € (o). Advierta que [ +1 ¢ ID(c") y, por tanto, w ¢ (a'). To-

davia més, note que si w tiene un carrier de dimensién I’, entonces K" tiene
una arista de cruce. Por lo tanto, w tiene un carrier de dimensién mayor que
/ . _ _ l / . .z

I'. Es decir, b(w) = 0. Por ende, c(w) = I+1y c(p') # ID; . Una contradiccion.

Para el segundo caso tenemos que no existe una cara o’ de O'll+1 tal que
pt € ¥(o’). Primero observe que v & p', ya que p' € lk(v, w(allj:;)) Por lo tan-
to, existe w € p' tal que id(w) = + 1. Note que w & (o} ,). De forma similar
que en el caso anterior, w tiene un carrier de dimensién mayor que I’. Por ende,
c(w) = l+1y c(p') # ID] ;. Una contradiccién. Esto completa la demostracion.

O

Ahora, presentamos la demostracién del Lema 4.3.3.

tal que

)
b(u) =0,

Lemma 4.3.3 Considere la cara o}, . Sea v un vértice de (o},
b(v) =0. Si para l < p < n, para todo vértice interno u € 1/)(J£+1),
entonces

k" (0, bd(K™), ID) = (=1)°K (0,9 (014,), IDY)

dondee=(I+1)+({(+2)+...+(n—-1) el ={I+1,1+2...n}.

Demostracién: Primero observe que v € ¥(o7, 1), I < m < n — 1. Ademads,
para todo vértice interno u € z/1(0£+1), b(u) =0, donde [+1 < p < n—1. Ahora,
por el Lema 4.4.5

k"1 (v,bd(K™), ID!) = C(v,¢(a 1))

donde el contenido de st(v,1 (0™ 71)) es calculado con respecto a ¢!, y por
la Generalizacién del Lema del Indice 3.1.5, tenemos que C(v 1/)(0” ) =
(=) 1,1 (v,9 (07" 1)). Todavia més, por el Lema 4.4.6, st(v,(c""7)) con-
tiene todo los (n — 2)-simplejos de 1k(v, ¥ (c”~1)) que estan coloreados propia-

n
mente bajo ¢;;~! con IDY, .. Recuerde que la coloracién c;;~! de ¢(o7; )

induce la coloracién ¢”~2 a t(c""%). Por el Lema 4.4.4, un (n — 2)-simplejo
de (0"~ 1) esté coloreado propiamente bajo ¢/'~7 si y solo si lo estd bajo ¢!
con ID? {n—1n}" Esto es, podemos contar estos SlmpleJOS con ¢ 2 . Por el Lema

3.1.6, sabemos que I, _1(v,9(c"" ")) = C(v,¢(c""2)), donde el contenido de

n On—1

st(v,9(c"~1)) es calculado con respecto a ¢"~2. Es decir, C(v,¢(c?" 1)) =

On—1 On
(=1)"1C (v, (0"=?)). Advierta que podemos repetlr lo anterior con (0" "%) y

(o~ 2) En general, para las caras Uq-H y 0'q+2, 1 <qg<n—2 C(v,¢( ZE))
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(—=1)1*1C(v,9(0,,)), donde el contenido de st(v, w(agié)) es calculado con res-
pecto a ¢?™! y el contenido de st(v, (o, ,)) con respecto a cj, . Por lo tanto

Clv, 9o~ 1) = (=) HFDHEDHH0D O (0,4 (0]4,))

Ahora considere un simplejo 7 € st(v,1(o},,)). Por el Lema 4.2.4, ¢"(1) =
id(7) si y solo si 7 es 0-monocromético, y por el Lema 4.2.3, ¢/, (7) = id(7)
si y solo si 7 es monocromatico. Note que 7 no es 1-monocromatico, ya que
b(v) = 0. Por lo tanto, podemos contar los I-simplejos de st(v, (o}, 1)) que estdn
coloreados propiamente bajo C§+1’ con ¢" . Observe que id(7) = ID?H-LH-Z..n}‘
Al final tenemos que

C(v, T/J(Uzl+1)) = kl(v, ¢(U§+1)a ID?1+1,1+2...n})

4.5. Cuando el Indice es Igual a Cero

Ayudados de la caracterizacién que presentamos en la seccién 4.3, a conti-
nuacién construimos una imagen dividida de dimensién 5, como la que el Teo-
rema 4.3.10 asume, tal que su indice con respecto a c es igual a cero.

Sea K® una imagen dividida de ¢® bajo 1/, como las que asume el Teorema
4.3.10. Ademss, K® tiene la coloracién ¢, la cual usa la permutacién minima
f(z) = (x 4+ 1) mod 6. Fijaremos K® por el resto de la seccién.

4.5.1. Estructura de K®

Primero describiremos la estructura de K®, para después, en la siguiente sec-
cién, demostrar que su indice es igual a cero. En un principio asumiremos que
todo vértice de K® tiene color binario 0, a menos que se especifique lo contrario.

Para toda cara o de o, 1(0%) es un vértice v con id(v) = ID(c") y b(v) = 1.
Ademss, para toda cara o' de 0°, ¥(o') es un 1-camino con 7 1-simplejos colo-
reados propiamente con ID(o!). Atin més, el 1-simplejo en el centro de (o)
es 1-monocromético. En la Figura 4.5 (c) se puede ver un ejemplo ¥ (c!), donde
los vértices tienen asociadas las coloraciones id, b y ¢, en ese orden. Observe
que los vértices en la frontera tienen color binario 1. Estos dos son imagenes
divididas de dos 0-caras de o°. Es facil ver que 1(o!) es una pseudovariedad
orientable, cromética y conexa.

Ahora considere una cara ¢! de 0°, 2 < [ < 5. El complejo ¢(c') contiene
un solo [-simplejo 7, tal que todos sus vértices son vértices internos de (o).
Por supuesto que id(7) = ID(O‘l) y, ademas, para el vértice v € 7 que tiene
el id mas grande de entre los vértices de 7, b(v) = 1. Intuitivamente, (o) es
el cono que se forma uniendo 7 a bd(v)(c')). Los otros simplejos de v(c!) se
definen de la siguiente manera. Para I’ < [, sea o' una cara de ¢'. Considere
un I’-simplejo p € (o). El complejo ¥(o') contiene el I-simplejo pU~s, donde
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Yo C 7 e id(y2) = ID(c') — ID(o"). Observe que id(p U~2) = ID(o!). De ma-
nera informal, v, completa los colores de p. La Figura 4.7 muestra un ejemplo
de 1(0?) en el que los vértices estan etiquetados con b.

Por construccién, 1(o') es una pseudovariedad cromética, orientable y cone-
xa, y, por tanto, K® es una imagen dividida cromdtica, orientable y conexa de
o®. Advierta que también tiene estructura binaria simétrica y no tiene aristas de
cruce. Aiin més, todo 5-simplejo de K® contiene por lo menos un vértice interno
de K.

Ahora asumiremos que K®° tiene una orientacién coherente, es decir, la pseu-
dovariedad K® = 9(c°) tiene una orientacién coherente. La caracteristica prin-
cipal de K® es que su indice con respecto a c es igual a cero. Esto serd de gran
importancia en el capitulo 5.

4.5.2. Indice Igual a Cero

Ahora probaremos que el indice de K® con respecto a ¢ es cero, para lo cual
utilizaremos el proceso inductivo descrito en la seccién 4.3. Primero observe que
por el Lema 4.3.9, el indice de K® con respecto a c tiene la forma

1 /6
o= k1)
I + <l+1>kl

=0

6 6 6 6 6
5 _ _ _ _ _
N Y e R W O
I = 41— 6ky— 15k; — 20ky — 15k3 — 6ky4

para algunos ko, k1, ko, k3, kg € Z.

Asumiremos que K® tiene una orientacién tal que I? = 1 al comienzo del
proceso. Por lo tanto, el indice es

I3 =1 — 6kg — 15k; — 20ky — 15k3 — 6ky

Advierta que si kg = 1,k; = 1,kg = —1,k3 = 0 y ks = 0, entonces I = 0.
Ademas, recuerde que los [-pasos en el proceso son representados por k;. De-
mostraremos que el proceso inductivo aplicado a K® da estos valores.

Considere las caras 0¥,03,02%,0%, 0% de 0 tales que 0¥ C 03 C 02 C 03 C
of. Para 0 < [ < 3, asumiremos que (0" 41) tiene la orientacién inducida por
Q/J(O'lli;) y, ademds, asumiremos que ¥ (o3 ) tiene la orientacién inducida por K°.

ko = 1. Recuerde que en este punto del proceso, para todo vértice u € bd(K?),
b(u) = 0. Considere el vértice v € ¥(a?). Note que v tiene un carrier de dimen-
si6n 0 y ¢(v) = 0. Por el Lema 4.3.8

ko = k*(v,bd(K®), ID2)

67



Ademss, por el Lema 4.3.3,
k4 (0,bd(K®), 1D3) = (1) 239100, 4(07), IDY, 5154445y
De la demostracién del Lema 4.3.1, podemos ver que k°(v,¢(0?),I1D}) =

C(¥(0?)), donde I = {1+2+3+4+5}. Ademas, C(¥(a?)) =1, ya que I? = 1.
Por lo tanto, k*(v,bd(K%),1DZ) = 1.

ki = 1. En el caso anterior, st(v,v(c¥)) contiene tinicamente un 0-simplejo
p°, el cual es contado como +1 por k°(v,4(0), ID7) 5,4, 4,5))- Por el Lema

4.2.6, p° tiene orientacién +1. Todavia mds, p® es cara de un 1-simplejo 7! de
1-esquinas(1(03)). Observe que la orientacién de p° es la orientacién de 71 mul-
tiplicada por (—1)!. Por ende, 7! tiene la orientacién —1. Por el Lema 3.1.21,
todos los simplejos en 1-esquinas((c3)) tienen orientacién —1.

u

T4 / 7} 74

1
011 - 101 4+ 000 - 101 L 000 - 101 4+ 000 - 112

st(u,p(0l))

(a)

011 - 101 4+ 000 - 112 L 000 - 101 4+ 000 - 112
-
st(v,1(03))
®)
0Ll - 101 4 000 - 112 4 0Ll - 101 4 000 - 112

Figura 4.5: Dos 1-pasos sobre K°.

La Figura 4.5 muestra los dos 1-pasos a realizar sobre K°, en los que los
vértices tienen las coloraciones id, b y ¢, en este orden. Puesto que inicamente
un 0-paso se ha realizado, los dos vértices en la frontera tienen su coloracién
binaria en 1. Considere los 1-simplejos 71, 7o y T3 que se ven en la figura. Por el
Lema 4.3.8

ky = k*(u,v,bd(K®), 1D?)
donde u y v son los vértices de 7. Ademas, por el Corolario 4.3.4

E*(u,v,bd(K®), ID3) = (—1) 23+t (0, 0, 4(ad), IDY 5.0415))

Advierta que st(u,1(0d)) U st(v,(0d)) contiene a 71, 72 y 73, junto con
todas sus caras. Tenemos que k'(u, v, a%),ID?2+3+4+5}) = —1 y, por tanto,
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k4 (u, v, bd(K%), ID?) = 1.

ko = —1. De forma similar que en el caso anterior, observe que todo sim-
plejo p! de 1-esquinas(y(03)) es cara de un simplejo 72 de 2-esquinas (1 (03)).
Ademds, la orientacién de p! es la orientacién de 72 multiplicada por (—1)2. Ya
que los simplejos de 1-esquinas(1)(o3)) tienen orientacién —1, la orientacién de
todos los simplejos de 2-esquinas(1(c3)) es —1.

0,1,1

213 10,1 20,2 112 2.1.3 1,0,1 2,0,2 1,12

Figura 4.6: Un 2-paso sobre K°.

La Figura 4.6 muestra el 2-paso a realizar sobre K°, en el cual los vértices
tienen las coloraciones id, b y c. Observe que algunos vértices en la frontera
tienen color binario 1. Estos son los vértices procesados en los pasos anteriores.
El complejo st(w,1)(03)) contiene a los 2-simplejos, junto con todas sus caras,
alrededor de w. Los 2-simplejos de st(w,v(03)) coloreados propiamente bajo c
con ID?3+4+5} estan marcados con un circulo. Por el Lema 4.3.8

ko = k*(w, bd(K®), ID3)

Todavia mas, por el Corolario 4.3.3

K (w, bd(K®), ID3) = (=1) Pk (w, 4(03), I D31 41 5))
Observe que k?(w, v (03), D? ) = 1. Por lo tanto, k*(w, bd(K%), ID3) =

{34+4+5}
—1.

ks =0y ks = 0. Ya que todos los demds vértices de K® tienen color binario
0, el proceso no realiza 3-pasos ni 4-pasos. Por lo tanto, k3 =0y k4 = 0.
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Al final del proceso tenemos que I? = 0. Ademés, por la Generalizacién del
Lema del Indice 3.1.5, C® = 0. Podemos verificar todo esto muy facilmente.

Sea 7 el 5-simplejo de K® que contiene todos los vértices internos de K°.
Supongamos que este es 1-monocromatico. Puesto que, por construccién, todo
5-simplejo contiene por lo menos un vértice de 7, K® no contiene 5-simplejos
0-monocromaticos. De la siguiente manera podemos verificar que el indice de
K® es cero. Considere una cara o' de ¢, 0 < | < 4. Advierta que todo I-
simplejo 1-monocromaético de 1(o') genera un 5-simplejo 1-monocromético. Por
construccién, si 0 < I < 2, entonces (') contiene tinicamente un [-simplejo
1-monocromético, y en cualquier otro caso, ¥(a!) no contiene l-simplejos de este
tipo. Es decir, toda cara de ¢° de dimensién menor o igual a 2 genera un 5-
simplejo 1-monocromaético y, por tanto, K° tiene 1 + (?) + (g) + (g) 5-simplejos
1-monocromaticos.

Figura 4.7: Dos caminos entre simplejos monocromaticos de K°®.

Ahora bien, por el Lema 4.2.6, C® cuenta los 5-simplejos 1-monocrométicos
de K® por orientacién, multiplicindolas por -1. Sea S el conjunto que consiste
en los 5-simplejos 1-monocrométicos de K® generados por las imégenes dividi-
das de las I-caras de o®. Observe que la tinica forma en que C° = 0, es que los
simplejos en A = S? U {7} tengan orientacién d y los que estan en B = S°U S*
tengan orientacién —d. Por lo tanto, por el Lema 3.1.1, podemos afirmar que
todo 5-camino en K® de un simplejo en A a otro en B, tiene un nimero par de
5-simplejos. Esto no es dificil de verificar.

La Figura 4.7 muestra la imagen dividida de una 2-cara de o°. Los vértices

Unicamente tiene asociada la coloracion b. Sean Tejre, Teruz Y Teuad 10s D-simplejos
1-monocromaéticos generados por el tridngulo, arista y vértice marcados con un
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circulo, cruz y cuadro, respectivamente. Advierta que Tejre ¥ Terue COmparten
una 4-cara. Por lo tanto, por el Lema 3.1.1, estos dos simplejos tienen orienta-
ciones opuestas. Ahora considere los simplejos cubiertos por la linea punteada
que va del tridngulo marcado con el circulo, al vértice marcado con el cuadro.
Estos simplejos son cuatro tridangulos, una aristas y un vértice. Los 5-simplejos
generados por estos simplejos forma un 5-camino de Tejre & Teyaq- Por lo tan-
tO, Teire ¥ Teuad tienen orientaciones opuestas. AUn mas, Teyqq y 7 comparten
una 4-cara y, por tanto, tienen orientaciones opuestas también. Observe que 7 y
Teire tienen la misma orientacion. Podemos revisar uno a uno los caminos entre
los simplejos de A y B y comprobar que todos ellos tienen un nimero par de
simplejos y, por ende, C® = 0. Finalmente, por la Generalizacién del Lema del
Indice 3.1.5, —I2 = 0.
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Capitulo 5

Consecuencias y
Conclusiones

En este capitulo presentamos las implicaciones de los resultados obtenidos
en el capitulo 4. En la seccién 5.1 mostramos la primera demostracién com-
binatoria de imposibilidad del k-renombrado, k < 2n, para una infinidad de
casos, asi como las implicaciones del complejo K®, construido en la seccién 4.5,
hacia las otras dos demostraciones de imposibilidad del renombrado. Asimismo,
nuestras conclusiones y el trabajo futuro aparecen en las secciones 5.2 y 5.3,
respectivamente.

5.1. Consecuencias

En esta seccién presentamos las implicaciones del Teorema 4.3.10 y del com-
plejo K® hacia el problema del renombrado.

5.1.1. Demostracion Combinatoria de Imposibilidad del
Renombrado

Como se muestra en la seccion 3.2.1, la tarea del renombrado se modela como
la tripleta (I™, 0™, A). El complejo de entrada I™ es el complejo que contiene
todos los n-simplejos, junto con todas sus caras, formados por los subconjuntos
de tamano n+ 1 del dominio de nombres originales I. De forma similar se define
el complejo de salida O™ sobre el dominio de nombres nuevos O. El mapeo A
mapea todo n-simplejo de I™ a todos los n-simplejos de O™.

Sea A un algoritmo que soluciona el k-renombrado. El algoritmo A impli-
ca la existencia de una imagen dividida K™ cromatica, orientable y conexa de
o™ € I™, con estructura binaria simétrica y sin aristas de cruce, tal como lo
expone la seccién 3.2.5. De hecho, K™ representa todas las ejecuciones en las
que A comienza con las entradas en o™. Ademas, la coloracién binaria b de K™
representa las paridades de los nombres nuevos que deciden los procesadores.
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Observe que K™ es una imagen dividida como la que el Teorema 4.3.10
asume. Por lo tanto, este implica una caracterizacién combinatoria del niimero
de ejecuciones en las cuales A renombra los procesadores haciendo uso unica-
mente de nombres pares o impares, respectivamente, de O. Por otro lado, advier-
ta que si k < 2n, entonces el dominio de nombres nuevos O no tiene n+1 nombres
pares o impares y, por ende, K™ no puede tener n-simplejos monocrométicos
cuando A utiliza este rango de nombres nuevos. De lo anterior podemos concluir
que si el contenido de K™ con respecto a c es distinto de cero, entonces por lo
menos existe una ejecucion en la cual dos procesadores eligen el mismo nombre
nuevo.

Corolario 5.1.1 Si no existen k; € Z, 0 <1 < n — 1, tales que la ecuaciéon del
Teorema 4.3.10 se hace cero, C™ = 0, entonces no existe un algoritmo andnimo
libre de espera que solucione el k-renombrado, k < 2n.

De forma maés precisa, lo que buscamos saber es si existen kg, k1 ...k,_1
tales que la ecuacion

1 1 1
P e+ (T ke (T )k, = 1
1 2 n

tiene solucién. Para que esto suceda, los coeficientes (”'1"1), ("'QH) . (":1) deben
ser primos relativos [12, Seccién 2.5]. Esto nos da el siguiente resultado, el cual

es un caso especial del Teorema 6.2 en [19] y el Teorema 6.13 en [18].

. - 1 1 1 . -
Corolario 5.1.2 5i ("'1" ), (";‘ ), e ("I ) no son primos relativos, entonces
no existe un algoritmo anonimo libre de espera que solucione el k-renombrado,

k < 2n.

El siguiente corolario muestra un infinidad de casos para los cuales no existe
el algoritmo de renombrado del que habla el corolario anterior.

Corolario 5.1.3 Sin+ 1 es primo o n = 3, entonces no existe un algoritmo
andnimo libre de espera que solucione el k-renombrado, k < 2n.

Demostraciéon: Primero veremos el caso n = 3. Tenemos que los coeficientes
(‘11) =4, (;L) =6y (é) = 4 son divisibles por 2 y por tanto no son primos relativos.

Ahora considere el caso en que n + 1 es primo. Advierta que n + 1 es factor
de (7::11)’ 0 <i<n-—1,y, por tanto, ("‘1"1), (”‘QH) . (":1) son divisibles por
n+ 1.

O

En otras palabras, lo que demuestra el Corolario 5.1.3 es que para todos estos
casos las caracteristicas topolégicas del complejo de las ejecuciones de un algo-
ritmo de renombrado impiden que exista el mapeo simplicial del que se habla
en la Afirmacién 3.2.1 y el Teorema 3.2.2.
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5.1.2. Implicaciones de K°

Considere la imagen dividida K® construida en la seccién 4.5. Asuma que es-
ta tiene una orientacién coherente. Supongamos que para todo vértice interno v
de K®, b(v) = 0. Puesto que todo 5-simplejo contiene por lo menos uno de estos
vértices, ningin simplejo de esta dimension es 1-monocromaético y, por tanto,
por el Lema 4.2.6, el contenido de K® con respecto a ¢ cuenta los 5-simplejos
por orientacién. Esto implica directamente que el Teorema 6.2 en [3] es falso.

Teorema 5.1.4 ([3, Teorema 6.2]) Asuma que K™ es una imagen dividida
cromdtica de o™ bajo ¥, con estructura binaria simétrica. St K™ es orientable y
coneza, entonces el numero de los n-simplejos monocromdticos de K™ contados
por orientacion es distinto de cero.

La demostracién del teorema anterior ocupa el Lema 6.1 en [19]. La pregunta
es, jel Lema 6.1 en [19] es falso, o la conexién entre éste y el Teorema 6.2 en [3]
es incorrecta?

El apéndice B en [3] estudia la relacién que existe entre las imédgenes divi-
didas y los mapeos entre cadenas de simplejos o chain maps!. El resultado de
este estudio es que existe una relacion estrecha entre los mapeos de cadenas y
las imédgenes divididas: una imagen dividida induce un mapeo de cadenas. De
hecho, la coloracién ¢ de la imagen dividida K® también induce un mapeo de
cadenas.

Por otro lado, que el indice de K® sea cero, intuitivamente quiere decir que
la frontera de K® se envuelve cero veces en la frontera de ¢®. Atin més, podemos
pensar el mapeo ¢ y la Generalizacién del Lema del Indice, de forma conjun-
ta, como una composicién ¢ que resulta en un mapeo de ¢® a o® tal que la
frontera del simplejo se mapea cero veces a ella misma (recuerde que 1 mapea
la frontera de ¢° a la frontera de K°). Esto implica que el Lema 6.1 en [19]
es falso, ya que este afirma que un mapeo con las caracteristicas de ¢ siempre
envuelve un niimero distinto de cero veces la frontera de o° a ella misma. Por lo
tanto, la demostracién de imposibilidad del k-renombrado en [19], Teorema 6.2,
es incorrecta, ya que el argumento principal de la prueba se basa en el Lema 6.1.

Asimismo, K® también implica que la demostracién de imposibilidad del re-
nombrado en [18] es incorrecta. Lo que realmente se demuestra alli es que no
existe un algoritmo libre de espera que solucione la versiéon reducida del renom-
brado, en la cual los procesadores tienen que decidir 0 o 1. La condicién es que
en toda ejecucién por lo menos un procesador debe decidir 0 y por lo menos
uno debe decidir 1. Esto implica que tampoco existe un algoritmo libre de es-
pera que solucione el renombrado. El argumento principal de la demostracién
es que la frontera de una pseudovariedad con las caracteristicas de K® se mapea
necesariamente un nimero diferente de cero veces alrededor de la frontera de un
simplejo especifico del complejo de salida. Esta frontera realmente es un hoyo en

1Una cadena de simplejos es una suma formal de simplejos de igual dimensién, cada uno
multiplicado por un coeficiente entero
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el complejo. Sin embargo, como ya se menciono antes, K° demuestra que existe
un complejo con las caracteristicas deseadas y que mapea su frontera cero veces
alrededor de ese hoyo.

5.2. Conclusiones

A lo largo de la tesis estudiamos el complejo de un algoritmo de renombrado
libre de espera en el modelo asincrono de memoria compartida, para lo cual
utilizamos herramientas de topologia combinatoria tales como son las imagenes
divididas y la Generalizacion del Lema del Indice. El resultado de este estu-
dio es una caracterizaciéon combinatoria del niimero de ejecuciones en las cuales
el algoritmo renombra los procesadores haciendo uso tnica y exclusivamente
de nombres pares o impares, respectivamente, del dominio de nombres nuevos
(Teorema 4.3.10).

Como se explicé en la seccion anterior, esta caracterizacion implica la primera
demostracion totalmente combinatoria, para una infinidad de casos, de imposi-
bilidad del k-renombrado, k < 2n (Corolario 5.1.3). Todavia més, para determi-
nar si para una n en especifico no existe un algoritmo como éste, es suficiente
verificar que los coeficientes binomiales ("'1“), ("'QH) .. (":1) no son primos rela-
tivos (Corolario 5.1.2). Cabe senalar que esto se puede hacer ficil y rdpidamente
con el famoso algoritmo de Euclides para calcular el méximo comin divisor [12,
Seccién 2.6]. Ademds, ayudados de nuestra caracterizacién, construimos una
imagen dividida de dimensién 5 que prueba que las otras dos demostraciones
existentes tienen un error. Por lo tanto, la nuestra es la primera demostracion
de imposibilidad del k-renombrado, k < 2n.

5.3. Trabajo Futuro

Aun quedan muchas preguntas abiertas. Una de ellas es determinar cual es
la caracteristica que debe tener un valor dado n para asegurar que no exista un
algoritmo que solucione el k-renombrado, k < 2n, sin necesidad de verificar que

. n+1 n+1 n+1 . :
los coeficientes ( 1 ), ( 5 ) . ( o ) no son primos relativos.

Retomemos el Teorema 4.3.10. De manera informal lo que este teorema
dice es que para una imagen dividida cromadtica, orientable, conexa, con es-
tructura binaria simétrica y sin aristas de cruce, el indice siempre tiene la

-1 . . ., .
forma +1 — >, (’ﬁ:)kl Sin embargo, la otra direccién no ha sido explo-
rada. Es decir, dados los valores k{, k] ...kn,_1, {existird una imagen dividi-
da con las propiedades requeridas y que ademads su indice de tenga la forma
n—1 /n+1 19
Tl -2 (l+1)kl'

No obstante, consideramos que la pregunta fundamental es la siguiente.
.Existe una forma de subdividir K® de forma tal que la subdivisién resultante
no contiene 5-simplejos monocromaticos y, ademas, es una imagen dividida con
las mismas propiedades que K®? Es decir, lo que buscamos es subdividir K?,
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sin tocar la frontera, de forma tal que todos los 5-simplejos monocromaticos
desparezcan. Creemos que es posible disenar un algoritmo que cumpla con este
cometido, ya que de forma muy sencilla se puede desarrollar uno que realiza esta
tarea en dimensién 2 y 3. Esto implicaria que cuando se tienen 6 procesadores,
el (2n — 1)-renombrado si tiene solucién (ver seccién 3.2.4), lo cual seria de gran
interés, ya que, ademas de demostrar que si existe solucién para un problema
del cual se pensaba no la tenia, podemos empezar a cuestionarnos si existe una
clase de tareas para las cuales su solubilidad esta determinada por el nimero
de procesadores que intentan solucionarla.
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