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Resumen

Se presenta la simulacion numérica del flujo a superficie libre en régimen permanente y no
permanente. Se resuelven las ecuaciones de Saint Venant por medio del esquema de diferencias
finitas explicito de MacCormack con la correccion llamada Variacion Total Decreciente para evitar
las oscilaciones cercanas a flujos con discontinuidades. Se simula flujo unidimensional en canales
de secciones regulares y rios. Ademas se comparan algunos resultados obtenidos con los que

proporciona el paguete de computo conocido como HEC-RAS.

Abstract

The numerical simulation of steady and usnateady free surface flows solving the Saint Venant
equations with MacCormack explicit finite difference scheme is presented. The scheme is corrected
in order to suppress oscillations near flows with discontinuities. The correction is called total
variation diminishing. The scheme simulates one dimensional flow in rectangular and trapezoidal
section channels and rivers. Furthermore, the results are compared to the software package HEC-

RAS.



Introduccion

El transito de avenidas en corrientes naturales con variaciones de pendiente de forma
cadtica pueden producir un tipo de flujo Ilamado transcritico el cual denota la existencia de
flujo subcritico y supercritico en un mismo cauce. Este flujo se genera en rios de regiones
escarpadas (rios de montafia) y en los canales regulares con estructuras hidraulicas. Un
ejemplo del primer caso es el de la zona costera de Chiapas; los rios de esta regién nacen en
al zona montafiosa de la Sierra Madre de Chiapas y drenan a la llanura costera del Pacifico;
asi la parte de aguas arriba presenta pendientes elevadas, superiores a 6% (Vide,1996),
mientras aguas abajo las pendientes son suaves, generando cambios de régimen

supercritico-subcritico o viceversa.

Como consecuencia de lo anterior, para el transito de avenidas en esta clase de cauces
existe la necesidad de contar con modelos numéricos que resuelvan satisfactoriamente las
ecuaciones de Saint Venant simulando los regimenes sub y supercritico que estan presentes

en los cauces (flujo transcritico o también llamado de régimen mixto).

En general, existen hasta el momento un buen nimero de modelos numéricos para la
solucion de problemas en régimen subcritico. Pero no puede afirmarse lo mismo para el

régimen supercritico y menos aun para el régimen mixto.

La solucidn satisfactoria del régimen transcritico en cauces naturales y artificiales indicaria
con cierta precision los tirantes que se generarian en las secciones transversales de éstos, en
caso de presentarse avenidas, ayudando al disefio de las dimensiones de obras de proteccion

marginales

Por lo tanto el presente trabajo pretende tratar con régimen mixto en cauces naturales,
utilizando y desarrollando algunas técnicas recientes en el modelado de régimen

transcritico.



El trabajo consta de 7 capitulos, las referencias y los apéndices. El capitulo 1 corresponde a
los objetivos de este trabajo. En el capitulo 2 se presenta el estado del arte de la modelacion
numérica en canales y cauces, en el capitulo 3 se derivan las ecuaciones de aguas poco
profundas para cauces de secciones artificiales y naturales, ademas se comentan los
principales problemas al resolver estas ecuaciones. En el capitulo 4 se describe el esquema
numérico utilizado para resolver las ecuaciones de Saint Venant y el problema de las

condiciones de frontera.

El capitulo 5 describe algunos casos que se presentan en el flujo transcritico, como son la
determinacion de tirantes criticos y el salto hidraulico mavil. El capitulo 6 presenta las
aplicaciones del esquema numérico a cauces artificiales y naturales en régimen permanente
y no-permanente. El capitulo 7 presenta las conclusiones y por ultimo, las referencias y un

apéndice.



Capitulo 1.- Planteamiento general y objetivo

La simulacion numerica de flujo no permanente en canales y corrientes naturales con
variaciones de pendiente de forma cadtica y flujo transcritico, es un tema complicado de
resolver dado la dificultad que representa resolver numéricamente las ecuaciones de Saint

Venant en su forma conservativa, sin despreciar ningun término de las ecuaciones.

La solucion requiere la utilizacion de modelos numéricos capaces de resolver las
ecuaciones de Saint Venant aplicadas a los cambios de régimen supercritico-subcritico o
viceversa generados por la variacion de la pendiente, rugosidad y cambios bruscos en el
ancho de las secciones del canal o cauce analizado.

Por lo tanto el objetivo del presente trabajo es desarrollar y aplicar un modelo numérico
unidimensional para resolver flujo en régimen no permanente para corrientes naturales con
variaciones de pendiente de forma cadtica.

Por consiguiente se ha recurrido a la ultima generacion de técnicas numéricas Ilamadas
“Shock-Capturing” o “captura de choques” capaces de obtener soluciones discontinuas las
cuales se presentan en cauces naturales, asi se ha tomado y propuesto el modelo explicito
predictor-corrector de MacCormack de segundo orden con correccion VTD debido a sus

amplias ventajas.



Capitulo 2.- Estado del arte
2.1 Técnicas de solucidn para flujo transcritico

Este capitulo explica los dos métodos para resolver discontinuidades (saltos hidraulicos
fijos y moviles) en canales abiertos, las caracteristicas practicas de cada método se
discutiradn a continuacion concluyendo cual de los dos métodos es el mas apropiado para

aplicarlo al flujo transcritico y los Gltimos trabajos relacionados con este tema.
2.1.1 La técnica de ajuste de choque

Esta técnica es la mas exacta y se desarrolldé para la simulacion numérica de
discontinuidades. Se le Ilam6 “Shock-fitting” o “Ajuste de choque”. Esta técnica consiste
en aislar la discontinuidad y tratarla separadamente, simulando el flujo aguas arriba y aguas
abajo de la discontinuidad mediante las ecuaciones de Saint Venant y conectando ambas
soluciones mediante las leyes de conservacion de masa y cantidad de movimiento. Asi, la

técnica resuelve la discontinuidad de manera exacta.

Cuando se usa la técnica de “Ajuste de choque” hay que tomar en cuenta las siguientes
suposiciones: 1) Que hay un nimero limitado de discontinuidades que se propagan e
interactian dentro del flujo en consideracion; 2) Que cada discontinuidad es de longitud
infinitesimal, es decir, ocupa una regién muy pequefia que la zonas aguas arriba y aguas

abajo de estas.

La técnica es como sigue: si se observa la figura 2.1, tomada de Cunge et al. (1980), la cual
representa una malla iAx, nAt. En el nivel de tiempo nAt la discontinuidad se localiza en
el punto conocido A. Para el siguiente nivel de tiempo (n+1)At, la discontinuidad se ha
propagado del punto A al punto desconocido B, en el cual se desea conocer la solucion. El
problema tiene las siguientes 15 variables desconocidas: Xg, s la nueva localizacion de la
discontinuidad; (ys,,Qs,) Vvariables del lado izquierdo de la discontinuidad; (y,,,Qs,)
variables del lado derecho de la discontinuidad; la velocidad de la discontinuidad v; la

localizacion x. xs y Xr,Y las variables del inicio de las caracteristicas en (L, S, R), las cuales
son (y,,Q.)enL, (v;,Qs) enS, (vq,Qg) enR.
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Figura 2.1 Calculo de una discontinuidad (frente de una onda) por el método de ajuste de
choque; (a) malla de célculo; (b) situacion fisica.



Hay quince variables desconocidas, por lo tanto se necesitan tener un sistema de 15

ecuaciones para encontrar los valores de las variables, las ecuaciones son las siguientes:

a).- Dos ecuaciones diferenciales para cada una de las curvas caracteristicas LB1, SB, y RB;:

0 0
{at+(u+c)@(}(u+2c)_—g(8f -s,) 2.1
LT 2.2
dt

Correspondiendo a seis ecuaciones en total.

b).-Dos ecuaciones de compatibilidad, que surgen de conservacion de masa y cantidad de

movimiento:

V:M‘FUZ 23
A-A
A-A :
L= Uy =t g——— A7 — A, 2.4
u, —u (g o, (An Azn)j

Donde v es la celeridad de la discontinuidad, 7 es la distancia del centroide de la seccion

transversal a la superficie del agua, ver figura 2.2, los subindices 1 y 2 denotan la seccion

aguas arriba y aguas abajo de la discontinuidad.
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Figura 2.2 Seccidn transversal rectangular

c).-La ecuacion de la trayectoria de la discontinuidad en el plano (x ,t) definida por la

ecuacion diferencial ordinaria:

dx
dt

donde x es el eje espacial y t el eje temporal.

d).- Las dos ecuaciones (curvas caracteristicas) de interpolacion para determinar las

variables (yL,QL) en L, dos ecuaciones de interpolacion para determinar las variables
(yS,QS) en Sy dos ecuaciones de interpolacion para determinar las variables (yR,QR) en

R, seis en total, las ecuaciones son la 2.1y 2.2.

Los incisos a), b), ¢) y d) muestran el sistema de 15 ecuaciones con 15 incdgnitas, el cual se
resuelve usando el método de Newton-Raphson (o cualquier otro método numérico).
Después de determinar la localizacion de la discontinuidad en el nuevo nivel de tiempo, el
resto del dominio del lado derecho e izquierdo de la discontinuidad es resuelto con
cualquier método numérico apropiado de solucion de las ecuaciones de Saint VVenant.

La técnica ajuste de chogues es muy exacta al resolver discontinuidades ya que no requiere
ningun término de disipacion artificial, sin embargo, implica un conocimiento aproximado
de la posicion de la discontinuidad, por lo tanto no es recomendable utilizarlo cuando existe
una serie de discontinuidades (frentes de onda o saltos hidraulicos, por ejemplo) en el

dominio de calculo.



2.1.2 Las técnicas de captura de choque

Estas técnicas son llamadas también “Through methods* o “Shock capturing” o “Captura
de choque” la cual tiene la importante ventaja de formar, localizar, calcular y propagar
correcta y automaticamente las discontinuidades en el dominio de integracion sin ningdn

tratamiento especial.

Cuando se utiliza este tipo de técnicas, las ecuaciones de Saint Venant han de escribirse en
su forma conservativa divergente. La necesidad de usar la forma conservativa divergente
(ver subcapitulo 3.1.1, ecuaciones 3.21 y 3.23) se deriva de ver la diferencia en el calculo
de la velocidad de una discontinuidad usando la forma conservativa y no-conservativa. Si
se deriva la velocidad, ecuacion 2.6, de una discontinuidad usando la forma conservativa, la

velocidad obtenida es (ecuacion que se deriva de las ecuaciones 2.3y 2.4) :

_ 2
(giuj 26

Sin embargo, si se obtiene la velocidad usando la forma no conservativa de las ecuaciones

de Saint Venant , la velocidad de la discontinuidad es:

1

2 \2
V=u,t 29% 2.7
it Yo

Se observa que las ecuaciones 2.6 y 2.7 no son equivalentes, excepto cuando y; =y, , y la
ecuacion 2.6 es una solucion fisicamente valida, mientras la ecuacion 2.7 no lo es (Cunge et
al. 1980).



Por lo tanto, la técnica captura de choques calcula la velocidad correcta de la
discontinuidad y las discontinuidades no necesitan separarse del calculo del flujo total
como en el caso de la técnica ajuste de choques, por lo tanto cuando se usa esta técnica no
hay limite para el nimero o direccion de las discontinuidades que puedan existir en el
dominio de célculo. Sin embargo el frente de la discontinuidad se suaviza, en otras
palabras, aunque el espesor de la discontinuidad en la solucidn exacta es cero, no es posible
obtener cero en este tipo de técnica, ya que la malla usada tiene un tamafio Ax y cuando

Ax — 0 el espesor de la discontinuidad tiende a cero.

Dentro de los esquemas captura de choques o de alta resolucién que tienen la propiedad de
resolver discontinuidades se encuentran; el de Lax, Lax-Wendroff, MacCormack,
Preismann, Vasiliev, Abbott-lonescu, Godunov, Glaister, Mesh, Lax-Friedrichs, Upwind

scheme, etc.

A continuacion se realizara una revision de algunos de los principales trabajos
desarrollados para simular discontinuidades, y por lo tanto la posibilidad de simular flujo

transcritico en canales y corrientes naturales.

Garcia-Navarro et al. (1992), Alcrudo et al. (1992) y Garcia Navarro, et al. (1999)
introdujeron un esquema explicito de segundo orden con una correccion para evitar las
oscilaciones generadas debido que el esquema es de segundo orden, este tipo de correccion
es llamada Variacion Total Decreciente (VTD). Este modelo permite simular flujo
transcritico no-permanente para canales de seccion rectangular utilizando los términos

fuente completos.

Marinko (1995) y Mobayed et al. (1999) introducen un esquema denominado ENO
(esencialmente no oscilatorio) el cual elimina las oscilaciones producidas por los esquemas
de alto orden, basado en el método de Lax-Friedrichs en el cual simula el flujo no-

permanente transcritico en canales de seccidn rectangulares, partiendo de cauce seco.



Meselhe et al. (1997) introducen un esquema de prediccion-correccion en diferencias finitas
implicito para simular flujo transcritico, el cual presenta la solucion de saltos hidraulicos

para flujo permanente en canales rectangulares con cambios de pendiente.

Vukovic et al. (2003) presentan la aplicacion de un esquema “upwind” o “contracorriente”

con termino fuente, para flujo en canales con geometrias no-prismaticas.

Fennema et al. (1990) introducen los esquemas explicitos de MacCormack y Gabutti en
diferencias finitas para simular flujo no permanente bidimensional, presentando ejemplo de

rotura de presas.

Hseng et al. (2000) simulan el caso de rotura de presas con un esquema MacCormack con
la correccidn de oscilaciones Ilamada variacion total decreciente (VTD) en volumen finito,
mientras Nakatani con el mismo esquema simula flujo bidimensional para saltos

hidraulicos.

Finalmente existen una variedad de métodos de alta resolucion en la literatura capaces de
resolver las ecuaciones de Saint Venant modificadas o completas; sin embargo, las técnicas
de diferencias finitas explicitas estan sometidas a restricciones de la variable tiempo en las
iteraciones, ver subcapitulo 4.3, por razones de estabilidad, mientras que la mayoria de las
técnicas implicitas no estan sujetas a estas restricciones siendo incondicionalmente estables
pero exigiendo considerables esfuerzos de programacion y en ocasiones, presentando
muchos inconvenientes en la simulacion de flujo transcritico o mixto, como en el caso del

esquema de Preismann (Garcia Navarro ,1995).
2.2 Paquetes existentes de codmputo para el calculo del flujo transcritico
Uno de los paquetes de computo mas utilizados en México es el software HEC-RAS

V.3.1.1., que puede simular flujo permanente y no permanente en una sola dimension para

secciones de canales y de rios.
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Para flujo permanente el HEC-RAS calcula perfiles de flujo unidimensional en canales
naturales y de geometria regular, para ello se basa en la solucién de la ecuacién de la
energia con un procedimiento iterativo Ilamado el método del paso estandar. La aplicacion
de la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento se utiliza sélo para situaciones
de flujo rapidamente variado en donde existen transiciones de flujo supercritico a
subcritico, como es el caso del salto hidraulico generado por cambios en la pendiente del

canal, reduccion del ancho de la seccion, elevacion del fondo del canal, etc.

El paquete HEC-RAS tiene la habilidad de desarrollar flujo subcritico, supercritico o flujo
mixto utilizando la ecuacion de fuerza especifica (Chow 1959) para determinar en que
régimen de flujo se encuentra, ademas de localizar cualquier salto hidraulico. La ecuacion
de fuerza especifica deriva de la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento.
Cuando se aplica esta ecuacion a tramos muy cortos de rios, las fuerzas de friccion y la
fuerza debido al peso del agua son muy pequefias y suele ignorarse. La ecuacion de

momento se reduce entonces a:

2 _ 02 _
Ql /81 + A1Y1 — Qzﬂz + AZYZ 2.8
9A gA,
y la expresion anterior se reduce a
2 P—
SF = M-F AY 2.9
gA

La cual consiste de dos términos, el primer término es la cantidad de movimiento del flujo
de una seccidn transversal por unidad de tiempo; esta porcién de la ecuacion se considera la
componente dindmica. El segundo termino representa la cantidad de movimiento del
componente estatico, el cual es una fuerza ejercida por la presion hidrostatica del agua.
Ambos términos son fuerzas por unidad de peso de agua, la suma de los dos términos se le

Ilama la fuerza especifica (RAS, 2001)
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Para el caso de flujo no permanente se utilizan la ecuacién de continuidad y la ecuacion de

cantidad de momento:

AN, 210
ot OX
Q.05 )-c 211
ot OX OX

Barkau (RAS 2001) manipulo las ecuaciones 2.10 y 2.11 para ser utilizadas en llanuras de

inundacion de manera que fueran computacionalmente més eficientes.

AA, AA; AS A
Qb gy Moty Moty M~
AlQ AX. +Q,AX — T &
Q. +Qiax ) A(BVQ), o 82 5 5\ g 2.13
AtAX, AX, AX,

Las ecuaciones 2.12 y 2.13 derivadas por Barkau son las bases para la solucion de flujo no
permanente en el paquete HEC-RAS y se resuelven por un esquema en diferencias finitas

implicito de 4 puntos conocido como “box scheme”.

La desventaja del analisis no permanente en HEC-RAS es que existen una serie de factores
que hacen inestables las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales y estas son;
cambios bruscos en las secciones transversales del rio y cambios abruptos en la pendiente
longitudinal. Por lo tanto, el paquete HEC-RAS tiene limitaciones en cuanto al célculo de

flujo no permanente y se debe de tener cuidado cuando se simule este flujo.
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Capitulo 3.- Planteamiento de un modelo matematico para calcular el flujo

transcritico
3.1 Derivacién de las ecuaciones de aguas poco profundas

Se tratard el flujo unidimensional, que estrictamente no existe en la naturaleza, pero
representa una simplificacion adecuada para simular flujo no permanente en cauces
naturales. Las ecuaciones que describen este flujo son las ecuaciones de aguas poco

profundas o ecuaciones de Saint Venant las cuales se basan en las siguientes hipotesis:

a) El flujo es unidimensional, considerando que la velocidad es uniforme en cada
seccion transversal y ademas, el nivel del agua (superficie libre del agua) en

direccion normal al flujo es horizontal.

b) La curvatura de las lineas de corriente es pequefia y las aceleraciones verticales son

despreciables, por lo tanto la distribucion de presiones se considera hidrostatica.

c) Las fuerzas debido a la resistencia al flujo por la friccion de las paredes son

descritas mediante leyes similares a las utilizadas en el flujo permanente.

d) La pendiente promedio del canal es considerada pequefia, de tal manera que el

coseno del angulo que el canal hace con la horizontal es remplazado por la unidad.

Con respecto a la hipotesis d) se considera que un canal es de pendiente pequefia cuando el
angulo @ que forma el fondo del cauce con la horizontal es < 8°y cos =1,
coincidiendo la distribucion de presiones con la hidrostatica, incurriendo en un error del
uno por ciento. En el caso de cauces naturales de rios de montafia no es frecuente presentar
pendientes superiores a 0.14 y en el caso de presentarse, el tirante es sustituido por el

siguiente término h =y cos @, (Sotelo, 2002).
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La eleccidn de las ecuaciones de Saint Venant para simular flujo transcritico es importante
puesto que las ecuaciones continuidad y la de cantidad de movimiento es aplicable a los
casos de un flujo continuo o discontinuo, por lo tanto se derivaran estas ecuaciones

siguiendo las hipdtesis anteriores y la forma en que lo hace Cunge et al. (1980).
3.1.1 Derivacion de las ecuaciones de Saint Venant
Se considera un volumen de control entre las secciones x; y xz , entre los tiempos t; y t; ,

como se muestra en la figura 3.1. Entonces el flujo de masa que entra en el volumen de

control es (pvA),y el que sale es (pvA),. Donde A es el area de una seccion transversal, v la

velocidad de la seccion transversal y p es la densidad del agua. Por lo tanto el flujo neto de

masa que entra en el volumen de control sera la integral en el tiempo de la diferencia de los

flujos que entran y salen en cada instante.

[} [GvA) = (ova), Jit 31

La variacion de la masa contenida en el volumen de control es la integral espacial de las

variaciones de masa contenida en cada Ax a lo largo de ese periodo de tiempo.

[, TGoA), ~ (o) bx 3.2

Sustituyendo Q=VA en la ecuacion 3.1, donde Q es el gasto y suponiendo una densidad p

constante, las ecuaciones 3.1y 3.2 han de ser iguales por continuidad, por lo tanto:
X, t,
J, [A - APx+[[Q-Q, Bt =0 33

La ecuacién 3.3 es la forma integral de la ecuacion de continuidad.
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La ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion del eje x requiere que la variacion
de la cantidad de movimiento contenido en el volumen de control entre los tiempos t; y t;
sera igual a la suma del flujo neto de momento que entra en el volumen de control mas las
fuerzas exteriores que acttan en esa direccion. La cantidad de movimiento es el producto
de la masa por la velocidad, y el flujo de momento es el producto del flujo de masa por la

velocidad, por lo tanto, cantidad de movimiento = pvA y flujo de cantidad de movimiento

= (VAN = pv*A.

El flujo de cantidad de movimiento neto en el volumen de control entre los tiempos t1 y t,

I: [(ov2A) —(ov2A), bt 3.4

El incremento de la cantidad de movimiento contenido en el volumen de control es la suma

de los incrementos experimentados por cada diferencial del volumen de control

[ [(ovA), — (pun) Jix 35

2
1
Las principales fuerzas externas que actuan en el volumen de control en la direccion x,

figura 3.1y 3.2, son la fuerza de peso, la fuerza de presion y la fuerza de friccion ejercidas
en las paredes.
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F'p

A/

X1 X2

Figura 3.1 Volumen de control limitado por las secciones X y Xy, las fuerzas de presion,

friccion y gravedad.

zA

|

N

Figura 3.2 Fuerzas de presion vistas en planta
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La fuerza neta debida a la presion hidrostatica es la diferencia de las que acttan sobre las

secciones X; Y Xa .

distribucion hidrostatica y segun la figura 3.3.

Fo= 0" ply(0)-nb(x, )7

La fuerza debida a la presion es expresada bajo la hipotesis de

3.6

yn

N

Figura 3.3 Seccion transversal de geometria natural

donde 7 es la profundidad a lo largo del eje y, y(x) es el tirante, o(x,7) es el ancho de la

superficie libre.

La accion de esta fuerza entre los instantes t; y t, esta dada por

f F.dt= gj: ol dt

3.7
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donde 1, :'[Oh(x)[y(x)—n]a(x,n)dn y por lo tanto, la accion en el tiempo de la fuerza de

presion hidrostatica neta es

gj:2 [(pll)l_(pll)zht 3.8

Las fuerzas debidas a la presién también tienen una componente debida a la reaccién de las
paredes por causa de variaciones de la anchura del canal con la distancia. Esta fuerza
dependera de la variacion de la seccion para h(x) constante. Sobre un volumen de longitud

infinitesimal dx :
. h(x) 0 )
oF; = 0" ply(x)- 1M o 39

de modo que la fuerza total actuante en cada instante sobre el volumen de control por efecto

de las paredes es:
F. = gj dF, = j pl,dx 3.10

Para encontrar la fuerza total en el intervalo de tiempo, la fuerza F, es integrada entre los

intervalos de tiempo t; y t, quedando como

[ ‘ Fodt=g| t j ol dxdt 3.11

h(x) oo(X,
doncte 1, = [ [y(x)- )%y
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La ecuacién 3.11 no es valida para cambios subitos de ancho entre las secciones X; y X..
Para este caso existen otras fuerzas que acttan en el volumen de control las cuales deberan
tomarse en cuenta. Ademas, en estos casos la curvatura de las lineas de corriente no seria

despreciable violando la hipotesis b).

La fuerza debida a la accién de la gravedad es la componente del peso en direccion de la

corriente. Asumiendo que la pendiente del fondo es pequefia, S, = —% =tané,y que, por
X

lo tanto, S, ~send . Entonces la expresion queda como sigue,
“Fdt=["[* pgAs,dxd 3.12
L gt—LLlpg Jdxdt :

Por ultimo, la fuerza de friccion se genera en las paredes del volumen de control. Este

término, por unidad de longitud es expresado de la forma pgAS,, donde S, representa la

pendiente de friccion ( gradiente de energia necesario para equilibrar la friccion en el flujo

permanente ) y se evalUa a partir de la ecuacion de Manning

Q =%AR2/3S¥2 3.13

La integral entre los intervalos de tiempo t; y t, de la fuerza de friccion en el volumen de

control es

f F,dt = f j POAS  dxdt 3.14

La ecuacién total de cantidad de movimiento se determina con las ecuaciones 3.4, 3.5, 3.8,

3.11, 3.12 y 3.14, considerando la densidad constante.
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J;"TvA), = (em) = [ [(veA) — (v A) Bt + o [(1,),
—of [ 1o [ AlS, -, Joxt

La ecuacidon 3.15 es una ecuacion integral y la forma diferencial puede ser obtenida de la de
las ecuaciones integrales si se asume que las variables dependientes son continuas y

diferenciables. Entonces, por desarrollos en series de Taylor:

OA 0% A At?
—At —+
A‘ A‘ ot? 2

3.16

2 2
+@Ax+a Q Ax

Q. = OX e 2

Conservando solo las primeras derivadas y despreciando los términos de 2° orden vy

asumiendo que AX y At tienden a cero.

lim | A A)j jr%dtdx

t,-t
3.17
. t, _ %2 aQ
im [1Q, - = [ [T 5
De la ecuacion de continuidad 3.3 queda
[ A 4 9Q Yax 3.18
% I at OX
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En forma similar escribimos

a(VZA)AH az(va) AX? .

(vA). - (), - ox o 2

0 0’Q At?
(VA)t2 - (VA)t1 = EQ At + ??7 +

3.19

) 2,
(Il)x2 (Il)xl - OX AX+ aXZ 2 +

Sustituyendo los primeros téerminos de las series de Taylor, ecuacion 3.19, en la 3.15y en el

limite AX y At tienden a cero.

J-sz fz {% + 6(\(’;;A)}dtdx =—g sz J.ttz [% —1, - A(So -S, )}dtdx 3.20

Finalmente las ecuaciones 3.18 y 3.20 son escritas en un sistema de ecuaciones

diferenciales:

AR 321
ot ox

2
%—?+a(\éXA)+g%:gA(SO—Sf)+gI2 3.22

Combinando las derivadas x en la ecuacion 3.22 y remplazando v por Q/A

0 0 ( Q?
TilSo)vaare
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Las ecuaciones 3.21 y 3.23 estan escritas en la llamada forma conservativa o divergente.

Estas dos ecuaciones expresadas en forma vectorial se describen:

N F _& 3.24
ot ox
Esta ecuacion representa y forma el sistema de conservacion buscado que rigen el flujo

unidimensional en cauces de seccién arbitraria.
Para la solucion numérica de este sistema es necesario conocer:

a) Area hidraulica, ancho de la superficie libre, perimetro mojado y el termino de
presion hidrostatica de cada seccidn, como funciones del tirante.

b) La pendiente del fondo, n de Manning de cada seccion del cauce.

c) Las condiciones de las fronteras aguas arriba y aguas abajo.

d) Gastos, tirantes, velocidades de todas las secciones del cauce.

3.1.2 Ecuaciones para flujo unidimensional para cauces de secciones artificiales

En el caso de canales rectangulares y prismaticos las ecuaciones 3.21 y 3.23 se reducen a la

forma original planteadas por Saint Venant en 1871

B yBv_, 3.25
ot OX
oyBv 0 , y? y’ dB
—“— 4+ —| yBv" +gBZ- |=gyBIS, - S, ]+ Z—— 3.26
a ol =5 gy(" f)zdx

Este sistema describe el flujo en canales unidimensionales rectangulares de ancho B y por
tanto su aplicacion practica es restringida, que pueden servir para comprobar la capacidad

del método numérico empleado en la solucion de situaciones mas complicadas.
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3.2 Algunos problemas del célculo del flujo transcritico en cauces naturales

Uno de los problemas que plantea dificultades es el tratamiento de las condiciones de
frontera de cada caso particular (flujo subcritico, supercritico 0 mixto). Se conoce bien de la
bibliografia que es posible tratar las condiciones de frontera en aquellas situaciones en las
que se tiene seguridad a priori de que el flujo va a permanecer siempre subcritico. De hecho
se conoce que paquetes de célculo para el transito de avenidas poseen controles internos

que detienen el proceso cuando se presentan situaciones localmente supercriticas.

En los casos donde se presenta flujo rapidamente variado, es frecuente que se presenten
tramos con flujo supercritico y transcritico 0 mixto con discontinuidades. Este tipo de caso
depende para su solucion de las condiciones de frontera y de las iniciales. La bibliografia
sobre el tema no presenta referencia al modo de plantear este tipo de condiciones de

frontera.

El uso de la ecuaciones de Saint VVenant permite el calculo més rapido y preciso de muchas
situaciones. Lo anteriormente dicho puede compararse con un ejemplo de las técnicas de
transito de avenidas en una corriente natural con estructuras hidraulicas que se consideran
secciones de control. En la practica se comienza a dividir el cauce en tramos cuyo inicio y
final estan dadas por las secciones de control. Por ejemplo, para determinar los perfiles en
flujo permanente a lo largo de un cauce completo, se tiene que determinar los perfiles de
los tramos individuales y luego unir mediante un proceso de compatibilizacion de las
secciones que los dividen. Esta técnica es la que se utiliza para el calculo de flujo en cauces

naturales pero requiere de procesos de ensayo y error.

La ventaja de utilizar un modelo de flujo no-permanente es evitar o reducir en lo posible la
subdivisién del cauce en tramos. Tales modelos deben permitir el transito de la totalidad del
cauce y determinar los tirantes con cierta precisién. Ademas deben de localizar los tramos
con flujo supercriticos y subcriticos. Esto depende de que las condiciones de frontera estén

adecuadamente formuladas.
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3.3 Evaluacion de algunos términos de las ecuaciones de Saint Venant

La ecuacion 3.23 contiene los términos I; e 1, que contienen integrales del tipo:
h(x)
=] [h(x)-nb(xn)dn

0= 00— 270 ey

cuya evaluacién en un caso prismatico es sencilla, los términos para secciones regulares son

escritos como

yK+l y2
| =B +021= 3.27
YTkt 42
K+1 2
=By dey 3.28
dx x+1 dx 2

donde el término « es constante a lo largo de cualquier tipo de canal, mientras By ¢

varian con la distancia x, Los valores de los términos para las formas mas comunes de

seccion transversal son x =1, ¢ =0 para seccion rectangular, « =15, £ =0 para seccion

parabdlica, x =2, £ =0 para seccion triangulary « =1, £ >0 para seccion trapezoidal.

Sin embargo el caracter irregular de las secciones naturales precisa alguna manera de
obtener estos datos. El proceso de calculo de estos parametros se inicia teniendo una serie

de coordenadas (x, y) de la seccion del cauce, como se observa en la figura 3.4.
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ANCHO DE LA SUPERFICIE LIBRE

B: B2 Bs B4 Bs Bs Br Bs Bo
(%) (%o, Y0)
& Ao
Ao AREA DE LA SECCION As
(Xz,yz) Ar
As As (Xgryg)
As As
(%, ¥5) Y tirante meyor (%, %)
(X71y7)
(X“vy“) \/ (Xﬁ,ys)

(%, ) PERIMETRO MQJADO

Figura 3.4 Seccion irregular de un rio

La presion hidrostatica se determina calculandola con los trapecios yuxtapuestos y

sumando en su conjunto para obtener la presion hidrostéatica total de la seccion.

S (yk + yk+1)(xk+l — Xk) 329

I =
g 4(Xk+l_xk)

Mientras la fuerza debida a la presion ejercida por las paredes es determinada por

I, = i(ll(y,x+Ax)— 1,(y,x)) 3.30
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Capitulo 4.- Algunas soluciones numéricas de las ecuaciones de Saint Venant

4.1 Condiciones de frontera

Existen dificultades de los esquemas explicitos para evaluar sus puntos extremos. Por lo
general los puntos de la parte interior del dominio se evalGan utilizando la informacién
procedente de sus vecinos, pero esto no es posible para sus extremos, por que, debido a su
posicion, solo cuentan con puntos a la derecha o la izquierda. Por lo tanto el método de las
caracteristicas es la técnica apropiada para evaluar las condiciones de frontera de este
problema. Cualquier técnica simplificada podria conducir a errores, Garcia Navarro (1989).

La técnica de resolucion utilizada es la que utiliza el método de Hartree (Cunge et al, 1980),
se expresan las ecuaciones de las curvas caracteristicas y de las quasi-invariantes de

Riemann en funcién de las variables Q y h, obteniendo:

%:94_ gé C+ 4.1
dt A b

dQ ( Qb dh

S e s ) e
%:9_ gé C- 4.3
dt A b

dQ ( Qb dh

E+(—T—b\/ﬁjang(So—Sf)+glz 4.4

En la figura 4.1a se muestra la malla de la condicion de frontera aguas arriba y en la figura
4.1b se muestra la malla en la condicion de frontera aguas abajo, para régimen subcritico.
En las dos mallas se agrega un punto intermedio para que la solucién avance del punto R o
L al punto M o P. Los valores de tirante y gasto se conocen en los puntos 1y 2 por lo tanto

los puntos R y L se determinan siguiendo un proceso iterativo.
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t A

t A

- AX < ax > M

C+ At At c
\ l
\ [
| [
‘ > - v ‘ 0
1 R 2 3 X X N-2 N-1 L N
(a) (b)

Figura 4.1 (a) Extremo aguas arriba. Las condiciones en M se determinan haciendo uso de

la ecuacidn caracteristica C- que pasa entre los puntos 1y 2. (b) Extremo aguas abajo. Las

condiciones en P se determinan a partir de C+ que pasa entre N-1 y N.

Primera aproximacion:

1.

Se empieza suponiendo que X;<Xg<X, Yy se aproxima la ecuacion de la curva
caracteristica, ecuacion 4.3, por la de una recta de pendiente valorada en el punto
(1,0):

Xg =X, —(9—@j At 4.5
Esto permite una primera estimacion de R.

Después de comprobar que se cumple la desigualdad, entonces se hace uso de del

punto (2,n), para estimar los valores de Qr Y Yr

Q=Qf (7 -q) =™ 46
yR=y2—(y2—yf)% 4.7
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3. Los valores de las funciones en el punto M se obtendran al aproximar la ecuacién

4.4, por ejelnplo
Qb A A(S —S 4
QM QR ( A b\/gyj (yM yR) t[g ( 0 f)]R 8

4. Laecuacién anterior puede ser escrita como:

QM = Ain + B1 4.9

Donde

A:(Q—Ab—b@J 4.10

B, =Q, +Vq (—Q—:—b\@j +At[gA(so—sf)]R 4.11

R

Donde la ecuacion lineal 4.9 es facilmente resuelta con la ayuda de una condicion de

frontera.

Segunda aproximacion:

5. Se puede localizar el punto R con mas exactitud utilizando los siguientes pasos

Xg = Xy, —KQ—@JM +(9—@M§ 4.12

6. Se repite la interpolacion lineal, ecuaciones 4.6 y 4.7, usando el nuevo valor de X.
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7. Los valores de las variables dependientes en el punto M son recalculados con los

valores promedios de los puntos Ry M.

Qu = Qs {(—Q—Ab—b@l +(—Q—f—b@)Jw=

2 fols, s, ), +(oals, s.),]

4.13

8. La relacion lineal del paso 4 se escribe con coeficientes méas exactos. Se repiten los

pasos 5 a 8 hasta buscar la exactitud deseada.

Es preciso hacer notar que el procedimiento descrito arriba es apropiado para la condicion
aguas arriba y aguas abajo de un flujo subcritico. Si se tratase de un flujo supercritico aguas
arriba, nada de lo anterior seria necesario puesto que no existe ninguna C- en estos casos. El
problema se resuelve mediante el sistema de dos ecuaciones formado por las dos

condiciones de contorno exteriores que se deben imponer en M.

Para el caso de las condiciones de frontera aguas abajo la técnica es la misma para la

primera aproximacion:

9. Se empieza suponiendo que X, , < X, < X, Y se aproxima la ecuacion de la curva

caracteristica, ecuacion (4.1), por la de una recta de pendiente valorada en el punto
(N,0):

xL=xP—[9—\@) At 4.14

Esto permite una primera estimacion de P.

10. Después de comprobar que se cumple la desigualdad, entonces se hace uso de del

punto (N,n), para estimar los valores de Q. y y.
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Q. =Qn —(QE —QE_JX”A_XXLJ 4.15

n n n Xy — X
Y =Yn _(yN - le{ NAX Lj 4.16

11. Los valores de las funciones en el punto P se obtendran al aproximar la ecuacion

4.2, por ejemplo
Qb
QP_QL+(_7_b\/ gyj (yP_yL):At[gA(So_Sf)]L 4.17
L

12. La ecuacion anterior puede ser escrita como:

Q. =Ay, +B, 4.18

donde

Al:(Q_Ab_b@j 4.19

B, :QL+yL(—Q—:—b@j +At[gA(S, -5, )], 4.20

L

donde la ecuacion lineal 4.18 es facilmente resuelta con la ayuda de una condicién de

frontera.

Segunda aproximacion:

13. Se puede localizar el punto L con mas exactitud utilizando los siguientes pasos
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g )

14. Se repite la interpolacion lineal, ecuaciones 4.15 y 4.16, usando el nuevo valor de
X, .
15. Los valores de las variables dependientes en el punto P son recalculadas por los

valores promedios de los puntos L y P.

Q-0 [ v ] -] |-
8 gals, -5, ), +(onl, 5.

4.22

16. La relacion lineal del paso 4 se escribe con coeficientes mas exactos. Se repiten los

pasos 13 a 15 hasta buscar la exactitud deseada.

En el caso de que aguas abajo se presentara un flujo supercritico no seria necesario imponer

ninguna condicion de frontera por que existirian dos curvas caracteristicas C+ que

confluyen en el punto P. Procediendo a resolver cada una de las curvas caracteristicas del

mismo modo anteriormente descrito, se obtienen dos ecuaciones lineales relacionando Q,

con y, que resuelven el problema.

En el caso de que aguas abajo se tuviera una relacion tirante-gasto sera necesario utilizar un

algoritmo iterativo como el método falsa posicion (Nakamura, 1992) el cual se describe a

continuacion.

Dada la funcion tirante-gasto f(x) definida en un intervalo (x.1, X) la cual debe cumplir que

f (Xk )f (Xk—l)< 0 4.23
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Y en cuyo interior se supone que no existe mas que una raiz real, el metodo utiliza un

procedimiento iterativo basado en la siguiente forma de interpolacion para la generacion de
los sucesivos subintervalos, figura 4.2.

X — X
4.24
f (%)= (%)

X = X + £ (%)

A continuacion el resto del subintervalo se obtiene de tener en cuenta los siguientes signos:
a).- Si f(x.,)f(x)<0 = (x., f(x_,)) esremplazadopor (x., f(x,))
b).- Si f(x.,)f(x.)>0 = (x_,f(x_,)) esremplazadopor (x_,, f(x_,)/2)

En ambos casos (x,, f(x,)) es sustituido por (x,.,, f(x.,)) -

F(x) F(x)
=
X |
Xt x X X
74 Xk /V XKt Xk
(a) (b)

Figura 4.2 Esquema de las dos posibilidades (a) y ( b) que se pueden presentar al extremo
del nuevo subintervalo en el método de falsa posicion para la obtencién de las raices de una

funcién.
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4.2 Esquema general de MacCormack para flujo transcritico

El esquema de MacCormack se desarrollé para resolver problemas de dindmica de gases y
en los ultimos afios ha sido utilizado para la solucion de flujo a superficie libre; algunos de
los ejemplos de estos trabajos son los siguientes: Fennema y Chaudhry (1986), (1990) en el
primer articulo muestran el esquema para el célculo de flujo permanente unidimensional
con discontinuidades para canales rectangulares y trapeciales, en el segundo articulo
muestran la simulacion de rotura de presas de forma bidimensional; Garcia y Kahawita
(1986) muestran el célculo hidraulico de un rio desarrollado para un flujo bidimensional;
Garcia, Alcrudo y Savirdn (1992) resuelven el flujo unidimensional para un frente de onda;
Delis y Skeels (1998) resuelven las ecuaciones de Saint Venant para modelar flujo en
canales; Ming y Chia (2000) calculan flujo unidimensional para rotura de presas; Garcia,
Fras y Villanueva (1999) modelan flujo no permanente unidimensional en canales;

Nakatani y Komura (2003) simulan flujo unidimensional con saltos hidraulicos.

Este esquema que aqui se emplea fue propuesto por MacCormack R.W. en 1971; este es un
esquema explicito en diferencias finitas de segundo orden en espacio y tiempo, no centrado
de dos pasos (predictor-corrector). Utiliza diferencias (hacia delante o hacia atras) para
aproximar las derivadas espaciales. Es especialmente adecuado para la resolucion de

choques de una intensidad moderada.
Usando la expresion vectorial del sistema de ecuaciones 3.21 y 3.23, ecuacion 3.24, y de

acuerdo a un algoritmo propuesto por Warming y presentado en el texto de Garcia Navarro

(1989) el esquema de MacCormack en su forma general es el siguiente:

33



U =u; _% (1-&)FD —(1-2¢)F _5Fi21]+AtGin

ug=u; _%[‘C’Fifl _(1_25)Fip _(5_1)Fi81]+AtGip

Uinﬂ:%(uiuuic)

4.25

donde los superindices p y ¢ corresponden a los pasos predictor y corrector.

Y los términos vectoriales U, F y G representan

A
U= {Q} es el vector incdgnitas

F=lQ° g es el vector flujo de cantidad de momento
A 1

es el vector de términos fuente
{glz + gA(So _Sf ):|

La constante ¢ permite considerar dos posibles variantes para las derivadas espaciales

para e=0y ¢=1.
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4.2.1 Esquemas particulares de MacCormack

Cuando £=0
up =ur—2En - Fo e ate)
AX
U =Ur -2 rP - R+ ate? 4.26
AX
Uin+l zl(Uip +Uic)

2

Cuando ¢=1

Up=U/ _%[Fin - Fi21]+ AtG!

i+l

ue=u; —%[Fp —FP Aty 4.27
X

Uim:%(uipwic)

En Garcia y Kahawita (1986), Chaudhry (1986), Ming y Chia (2000) sugieren que, en la
aplicacion de este esquema a problemas de flujo, se alterne ciclicamente las dos versiones,
es decir, en un paso de tiempo se calcula el sistema de ecuaciones 4.26 y en el siguiente
paso de tiempo se calcula el sistema de ecuaciones 4.27, o viceversa. Al aplicarse a un
problema de propagacion de una onda de choque, el sistema de ecuaciones 4.27 presenta
oscilaciones, mientras el sistema 4.26 presenta oscilaciones menores. Cuando se aplica
alternando las dos versiones, se producen oscilaciones llamadas dientes de sierra (Garcia
Navarro, 1989).

El esquema es denominado como preferencial en el sentido de que la solucion sera mas
favorable dependiendo de la version utilizada en determinados problemas. Para el caso de
discontinuidades que se propaguen de derecha a izquierda, se utilizara el sistema de
ecuaciones 4.26 en las que se utilizaran para el paso predictor diferencias hacia delante y el

paso corrector diferencias hacia atras (Garcia Navarro, 1989).
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En los planos computacionales de la figura 4.3 se muestran dos mallas de célculo de varias
celdas interiores. El plano (a) es la representacion esquematica del paso predictor y el plano
(b) la del paso corrector de la ecuacion 4.26. En (a) como indica la ecuacion predictora se
calculan las variables dependientes con diferencias espaciales hacia adelante , en (b) se
realiza la fase de correccion obteniendo las variables dependientes con diferencias
espaciales hacia atrés, en funcion de las variables calculadas en la etapa de prediccion.
Finalmente las variables dependientes al final del intervalo de tiempo, n+1, se obtienen en

funcion del valor promedio de las variables obtenidas en la fase de prediccion y correccion.

P n+l

i1 j o i1 j o
(a) (b)

Figura 4.3 Esquema de célculo para la solucion de las ecuaciones 4.26 del esquema de

MacCormack. (a) Paso predictor, (b) Paso corrector.
4.3 Esquema de orden superior de Variacion Total Decreciente (VTD)

El esquema MacCormack propuesto en el subcapitulo 4.2 es de segundo orden en espacio y
tiempo, desafortunadamente los esquemas de segundo orden sufren de dispersion, debido a
que presentan un error de truncacion cuyo término mas importante contiene derivadas
espaciales de orden impar (orden tres), Alcrudo (1992), generando oscilaciones espurias en
los resultados numeéricos, especialmente alrededor de discontinuidades. En la figura 4.4 se
observan estas oscilaciones alrededor del salto hidraulico. Esto es debido a que los
esquemas de segundo orden no satisfacen la propiedad de VTD, presentada abajo. Sin
embargo en los ultimos afios se han aplicado a una serie de esquemas la propiedad VTD,

dentro de ellos se incluyen esquemas predictor corrector, como el de MacCormack.
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Figura 4.4 Oscilaciones del esquema alrededor de la discontinuidad

Existen una variedad de esquemas VTD que pueden ser clasificados en algebréicos y
geométricos. Los esquemas algebraicos incluyen los esquemas VTD tipo simétricos, contra
corriente (upwind ) y predictor-corector, mientras los esquemas geométricos incluyen los
tipos MUSCL ( Monotone Upstream Schemes for Conservation Laws ) y ENO (
Essentially NonOscillatory ), segun Delis y Skeels (1998).

Este trabajo se basa en la utilizacion de un esquema predictor corrector VTD el cual esta

clasificado dentro de los esquemas VTD algebraicos.

El concepto VTD fue introducido por Harten (1983) y es presentado aqui de forma simple,

para una ecuacién escalar unidimensional en forma diferencial:

ou , of (u)
ot OX

=0 4.28
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u es la solucion numérica de la ecuacion (4.27) y x=1iAx, t=nAt donde Ax y At son

los incrementos espacial y temporal de una malla x-t. La Variacion Total, VT, en x ( eje

espacial ), de la solucion numérica para la ecuacion (4.28) esta definida por

i+1 i

) s

Se dice que la solucion numérica es de Variacion Total Decreciente ( VTD ) si la Variacion
Total es uniformemente limitada en t ( eje temporal ) y x; por lo tanto, un esquema

numeérico es VTD si

4.4 Esquema de MacCormack con la correccion Variacion Total Decreciente

empleado para flujo transcritico

El esquema de MacCormack, garantiza que sea VTD si

U =3 0p Ui L0000

donde

n At
Di+]/2 zaH]/Z ( |+1/2I A

Iszg[l (5 a2 )]em/z

4.29

—_Zau ¥ ( |1/2{ A)t(‘aikl/z‘j[l_¢(nk1/z) ik—1/2

segun Garcia Navarro et al. (1992 ) y Alcrudo ( 1992).
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Cada uno de los términos de la ecuaciones 4.29 representa lo siguiente; la ecuacién 3.24 con el

vector de términos fuente igual a cero, se puede escribir de la siguiente manera:

N
ot OX
: : oF 0 - : )
Donde A es la matriz Jacobiana A=—_—=| , , tiene como valores propios a a;,;,
oU |c°-u” 2

(autovalores o eigenvalores), que representa la velocidad caracteristica promedio entre dos

secciones iy i+1.

k
A,y2 = Uinyo T Ciypy 4.30

y ei'i]/z son los vectores propios ( eigenvectores )

. 431
i+1/2 — k '
e ai+]/2

La determinacion de un juego completo de valores propios y vectores propios indica la naturaleza
hiperbolica de las ecuaciones de Saint Venant y proporcionan informacion a cerca de la direccion
de propagacion de las perturbaciones del flujo. Asi, para un flujo subcritico los dos valores propios
de la matriz Jacobiana A tienen signos opuestos y la informacion viaja en ambas direcciones,
mientras para un flujo supercritico los dos valores propios tienen el mismo signo y la informacion

solo viaja en una direccion, finalmente para una condicion critica uno de los valores propios es cero.
Las cantidades U;,,, ¥ Cj,y,50n la velocidad promedio y la celeridad promedio entre dos secciones
iyi+l
Uy = Qi+1\/K+Qi\/K 432
VAAL WAL +A)

iz = (D) + (A1), 033
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El término aikﬂ/z se encuentra definido por

ko _ [(Qi+1/2 -Q )"' (‘ Uiz £ Ciigpp XAWZ -A )J

ai+1/2 -
T 2Ci+i|/2

4.34

Y significa que cuando dos secciones adyacentes i y i+1 son conectados por un salto hidraulico,
este se proyecta solo hacia uno de los vectores propios cuyo asociado valor propio corresponde a la

velocidad de propagacion del salto.

La funcion ¥ es una correccion llamada de entropia para aisz y se aplica en la siguiente forma:

vty )=laky,|  sifaly]z6
4.35
1P(aikﬂ/z): o Si ‘aikﬂ/z‘ <5

Donde ¢ es un nimero positivo que estéa entre 0.1 y 1.6. esto conduce que para cada simulacion
0 problema individual, requiera encontrar el valor correcto de & por medio de prueba y

error.

Sin embargo, existe un procedimiento propuesto por (Harten et.al., 1983) en el cual se

aplicaron las ecuaciones 4.36 para evitar el procedimiento de pruebay error.

5:11/2 = max[O, Ay~ — ai+]/2]
4.36

k
5i—]/2 = max[O, Qy, —qi, & _ai—J/Z]

Finalmente, el término 4’5('}51/2) es llamado limitador y suministra disipacion artificial cuando hay
discontinuidades y existen soluciones oscilatorias, el valor de ri'ij/z es el cociente de los términos

Uiyp Y Qliyp,s, donde s = sign(aisz) es el signo de la velocidad caracteristica que entra en la

k
P .. a; 2 -z . . - - -
razon de coeficientes rifj/z = 'f/ = en relacion al indice de las celdas a considerar. Es decir, si s

Qi

es positivo se considera en la razon la celda izquierda a la pared i+1/2 y si s es negativo se

considera la derecha (Alcrudo, 2002).
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Se aplicaron diferentes limitadores, que se presentan a continuacion (Sweby, 1984):

k k
ri+1/2‘ + ri+1/2

Van Leer: ¢(riﬁj/2): o

rilij/z‘
Roe, también Ilamado Minmod: ¢(r,, )= max(0, min(r*,, 1))

Roe, también llamada Superbee: ¢(ri51/2): max[O, min(2ri§]/2 ,1), min(riij/z,z)]

Chakravarthy and Osher: o(r,,)=max(0,min(r",,,p/))  donde 1<y <2

rilij/z + (ri~k+1/2 )2

Yee 0 Van Albada: ¢(ﬁf]/z)= s (ﬁ'ij/z)z

4.37

4.38

4.39

4.40

4.41

La discretizacion explicita de las ecuaciones 4.26 y 4.27 estan sometidas, para asegurar la

estabilidad numeérica, al criterio de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), por lo cual el paso del

tiempo se limita a:

4.42

donde C,, nimero de Courant, que varia entre 0 y 1, mientras el denominador se considera

. A . .
el valor maximode. [u+./g B evaluado en todas las secciones del tramo a analizar.
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Capitulo 5.- Andlisis de casos especiales de flujo transcritico

5.1 La simulacién del salto hidraulico mévil

El desplazamiento del salto hidraulico de una posicion a otra se conoce como salto
hidraulico mavil y ocurre debido al incremento o decremento del gasto que fluye por el
canal. Para simular este fendmeno se realizaron las siguientes corridas con diferentes gastos
de entrada en régimen permanente los gastos simulados fueron de 50, 55, 60 y 65 m*/s, en
un canal rectangular de 1000 m de longitud, de ancho 8 m, con tres tipos de pendientes de
fondo S;=0.001, S,= 0.009 y S3= 0.002 y una n de Manning de 0.015.

Se utilizé un nimero de Courant de 1.0 en el esquema numérico, para asegurar estabilidad

en el esquemay un Ax de 10 m con un nimero de nodos de 101.

En la figura 5.1 se observa que para un gasto de 50 m*/s existe una longitud de salto de 30

metros a partir de la base del cambio de pendiente.

1978

NAA

SN AL A —— i
1977 i .“.ﬁ“‘i‘-‘n Pend|ente del Canal

Ay —A— Modelo numérico

1976 -

[E
o
\‘
(S]]

L o

1974

1973 A

Altura del canal, en metros

1972 -

1971 ‘ ‘ ‘ ‘

0 200 400 600 800 1000
Longitud del canal, en metros

Figura 5.1 Perfil del salto hidraulico en régimen permanente para un gasto de 50 m*/s
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En la figura 5.2 se observa que para un gasto de 55 m*/s existe una longitud de salto de 40

metros a partir de la base del cambio de pendiente.

1978
R NV
. 1977 4 T —e— Pendiente del canal
% 1676 —&— Modelo numérico
S i
[
(D)

Altura del canal

1971 ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000
Longitud del canal, en metros

Figura 5.2 Perfil del salto hidraulico en régimen permanente para un gasto de 55 m*/s

En la figura 5.3 se observa que para un gasto de 60 m*/s existe una longitud de salto de 50

metros a partir de la base del cambio de pendiente.
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Figura 5.3 Perfil del salto hidraulico en régimen permanente para un gasto de 60 m*/s
Mientras en la figura 5.4 se observa que para un gasto de 65 m*/s existe una longitud de

salto de 60 metros a partir de la base del cambio de pendiente.
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Figura 5.4 Perfil del salto hidraulico en régimen permanente para un gasto de 65 m*/s
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Finalmente en la figura 5.5 se presentan la superposicion de los cuatro perfiles de los gastos

simulados, para observar el recorrido que realiza el salto.

Altura del canal, en metros

1979

1978

1977 -

1976 -

—e— Pendiente del canal

—=— Modelo numerico con Q=50 m"3/s
—a— Modelo numerico con Q=55 n3/s
—o— Modelo numerico con Q=60 m"3/s
—<— Modelo numerico con Q=65 m"3/s

1975 -

1974

1973 -

1972 -

1971

M ey 4

100

200

300 400 500 600 700 800 900
Longitud del canal, en metros

Figura 5.5 Perfiles del salto hidraulico en régimen permanente

5.2 Cambio de régimen lento a rapido y ubicacién de tirantes criticos

1000

Cuando existe un cambio de régimen de subcritico a supercritico, debido a cambios de

pendientes, variaciones en el ancho del canal o a escalones, la transicion de régimen ocurre

de una manera gradual y el tirante critico se ubica en el punto donde la energia especifica es

la minima. La figura 5.6 muestra el perfil de un salto hidraulico en régimen permanente

simulado con el esquema de MacCormack VTD (Garcia, 1992). La aplicacion de este

esquema a un canal como el de la figura 5.6 muestra la dificultad en determinar el punto

critico en el lugar donde existe un cambio de pendiente suave (S1 = 0.001) a fuerte (S2 =

0.009). Se observa en (Garcia, 1989) figura 5.8 (a) y en el articulo arriba mencionado,

figura 5.8(b), la similitud con la figura 5.6.

45



La figura 5.7 muestra el perfil del salto hidraulico realizado con el esquema corregido, la

cual muestra el tirante critico o punto critico localizado en el cambio de pendiente suave

(S1 =0.001) a fuerte (S2 = 0.009).
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Figura 5.6 Perfil de un salto en régimen permanente para un gasto de 40 m%s

| —— Modelo numérico
1

5,=0.001

= = = [ay =
© © © (=) ©
] ] ] i ]
w ~ ol D ~

I I I I Ley

Longitud del canal, en metrc

1972 1

1971

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Altura del canal, en metros

Figura 5.7 Perfil de un salto en régimen permanente para un gasto de 40 m%s
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t=29.4s,

I

Figura 5.8 (a) (Garcia, 1989). Figura 5.8 (b) (Garcia,1992).

El modelo numérico planteado tiene la ventaja de ubicar los puntos criticos en las secciones
donde ocurre la energia especifica minima, en las figuras 5.9 y 5.11 se observa la variacion
del ndmero de Froude con respecto a la longitud del canal y los puntos criticos, para los
gastos de 50 y 55 m®/s en un canal rectangular, ubicados en el nimero de Froude igual a

uno, el cual indica el estado critico.

En las figuras 5.10 y 5.12 se presentan las velocidades asociadas a los nimeros de Froude.
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Figura 5.9 Perfil del nimero de Froude para un régimen permanente con gasto de 50 m®/s
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Figura 5.10 Perfil de la velocidad para un régimen permanente con gasto de 50 m*/s
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Figura 5.11 Perfil del nimero de Froude para un régimen permanente con gasto de 55 m*/s
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Figura 5.12 Perfil de la velocidad para un régimen permanente con gasto de 55 m®/s

49



La determinacion del tirante critico que se genera en el canal al cambio de pendiente entre

los tramos 1 y 2 de la figura 5.7, se presenta en la tabla 5.1, los valores obtenidos del

modelo numérico y la formula y, = [qz/g]]/3 (Sotelo, 2002), son similares.

Tabla 5.1 Comparacion del tirante critico

Tirante critico, en m | Tirante critico, en m

. 3
Tipo de canal | Q (m™/s) (modelo numérico) (Sotelo)

Diferencia,
enm

Rectangular 40 1.356 1.366

0.009

Trapecial 45 1.289 1.291

0.002

La figura 5.13 muestra el codigo en lenguaje Fortran para determinar el punto critico al

cambio de pendiente.

(=
i

ale(Ela] L (mle| 2 e < &la walE
8| @8] 24 | [Ten2-wind2 Debug = =g re
@ Entie Contents - : EnEd Z‘
————— do i = 1.maxval-1
(1 Text2 files TR sand o LolE U (and's (MaflRNERat (R I then
rro= (10,0 3 - 1000
pro= 0.
do zz = 1,1000
Dro=pro+rr
profizz)=pro
ahve(zz)= (b{i+l)+m(i+l)*prof (zz))*prof (zz)
eespizz)= profizz)+((qli+l)*=2 . sahycizz)**2 )/(2. %3 B1))
end da
do iii =1.1000
enin = eesp(iii}
ninn =
do xex = 1. 1000
if ( eesp(mms) ¢ emin ) then
enin = eesp(xxx) B "C:\De and Setting 1 ANGEL \Mis d Archivos.. JJJ
mdi 0 .503162071633800 1.198268957881640
aha s 693431029514800 1.198268991869166
sud e _88370P021334000 1.198268967362386
i ) 873968988753500 1.198268998673514
Pkl ) Sprol (e -264237987427000 1.198269827114349
else £4545@7014541400 1.199269813812231
vii} =v(i} 1644776028353680 1.198269843738827
end if -835845072891660 1.198269015771164
end do : key to continue
do i =1, mamval
ah({i} = ( b(i) + wii)*m(i))*y(i}
rh{i) = (( b{i) + y(i)em(i))*y(i)) ~ [ b{i) + 2.0 = y(i)esqrt(l. O+n(i)=n(i}) )
il{i) = (y(1)==2. 0)%((b{i)-2.0)+((y(1)*m(1))~3.0))
end do
do i = 2, maxval-l
wecf2p(i) = ( qfi)**2.0 < ah(i) ) + g * il(i)
wecf3p(i) = ( q{i+1)*x2.0 ~ ah(i+l) } + gx 11{i+l)
wectl{i) = {(((g*{(ah{i+1)+ah(i)) (D(i+1)+b{i}})}**D S)xx2 0)=(({sqrt(ah{i))*v(i)+sqrt{ah(i+l)I*v(i+1})/{ sart{ah(i)
vect2{i) = 2.0%((sgrt{ah(1))*v(i)+sqrt (ah(i+l])®v(i+1)) ( sqrt(ah{i))+eqrt(ahiitl))])x(q(i+li-q(1)
wect3fi) = gedee((((11(i+1)—i1(i))rde)—((ah{i+1)+ah(i)) 2. 0)%( (y(1+1)—y (1)) de))—(((ah{i+l)+ah(1) )/ (bli+l)+h(i)))x(
vec{i) = vectl(i) +vect2{i} +vect3(i)
| vecfdp(i) = ( g{i-1)*»2.0 7 ah(i-1) } + g=* il(i-1)
pondfp - (n(i)es2 D) » m(i) * abs{ q(i) < ah(ij*w2 0 ) « (1.0 / zh(ijesl 333)
I pendfp = (n{i)*x2.0) x q(i} * abs{ q(i) ) * (1.0 / (sh(i)**2.0 = vh{1)**1 333))
B Fieview [§ oV | 12(i) = ((y(i)®=2.0),2, 0)%(((B(irl)-b{1) ) da)+(y(i)3. 0)%(n{ilrdx)) -
ileView [ @ Infolisw . 3
Ready Ln 702, Col 98
0 (£33 Programa [W] 8 MaosoftOffice ...~ | ) Resuitados con delta.. B8 Micosoft Developer . ES @_{b@aﬁ 10:47 a.m

Figura 5.13 Cddigo para determinar el tirante critico
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5.3 Manejo de transiciones bruscas

Como se indicé en el subcapitulo 3.1.1 el término que representa los componentes debidos

a las fuerzas de presion causadas por la variacion del ancho del canal con la distancia es

1= 00-m 27,

Es de observar que este termino Unicamente es valido cuando la variacion en el tamarfio de
la seccion es gradual. En el caso de ensanchamientos o estrechamientos bruscos, el
tratamiento no puede realizarse del mismo modo, pues existen fuerzas extras que han de ser
tomadas en cuenta. Ademas, en tal caso la curvatura de las lineas de corriente no es
despreciable violando la hipdtesis b) sobre la cual esta sustentadas las ecuaciones de Saint
Venant (Garcia, 1989). Por lo tanto el modelo so6lo fue probado para situaciones de cauces

regulares y cauces naturales con secciones que no presentaban estrechamientos bruscos.

Se presenta un ejemplo numeérico que muestra una variacion suave del ancho, de un canal
rectangular, en la parte aguas abajo de la zona de régimen subcritico entre el tramo de 400-
1000 m con S3= 0.002, en la figura 5.14 observamos la variacion del ancho del canal y en la
figura 5.15 los resultados presentando dos saltos hidraulicos y la ubicacion exacta de los

tirantes criticos.
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Variacion del ancho del canal, en metros

Altura del canal, en metros

Longitud del canal, tramo subcritico con S3=0.002, en metros

Figura 5.14 Variacion del ancho del canal rectangular
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—a— Modelo numérico
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1974
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1971 \ \ \ \
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Figura 5.15 Perfil de un tramo con variacion suave del ancho del canal
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5.4 Aplicacidn de las ecuaciones de Saint Venant para entradas laterales

Cuando se tienen entradas laterales las ecuaciones de Saint Venant quedan como se muestra
abajo, segun (Sharp et.al, 1976) y (Jin et.al,1997), esta forma de las ecuaciones no se prob6

en ninguna de las referencias.

oA n N _ +( Ecuacién de continuidad
ot oX
2
88? + a(\(;XA)JF g aalxl = gA(S0 -S, )+ gl, +qv, Ecuacion de cantidad de movimiento

Donde el término fuente q en la ecuacion de continuidad representa las entradas (con signo
positivo) y salidas(con signo negativo) y el termino gvy en el lado derecho de la ecuacién de
cantidad de movimiento representa el momento agregado sobre la distancia Ax del canal,
pero solo en el caso de entrada de gastos y no en el de salidas (vy es la velocidad de la

entrada lateral en la direccion x).

En la figura 5.16 y 5.17 se muestra un ejemplo con entradas laterales.
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Figura 5.16 Simulacion de entradas laterales en un canal
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'8, Entradas laterales
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Figura 5.17 Simulacion de entradas laterales en un canal

5.5 Aplicacion de las ecuaciones propuestas por Harten y Hyman para determinar &

El término ‘P(am/z) de la correccion VTD (ecuacion 4.29),

2
in+]/2 = % kZ; O‘ituzly(ailij/z Il_ %‘aikﬁﬂ U[l_ ¢(ri~k+]/2 )kikH/Z

en (Garcia ,1992) se resuelve con el siguiente médulo (ecuacion 4.35)

\P(aisz ): ‘aikﬂ/z‘

‘P(aikﬂ/2 )z )

Si ‘aikﬂ/z‘ >65

s lak
Sl ‘am/z‘ <o

900

1000

Donde el valor de &es un numero positivo que esta entre los valores de 0.3 y 1.8, esto

conduce que para cada simulacion o problema individual con diferentes valores de datos,

requiera encontrar el valor correcto de 6 por medio de pruebay error.
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Sin embargo el articulo de (Delis et. al, 1998) sugiere utilizar las formulas que abajo se
presentan, para evitar el procedimiento de prueba y error para determinar el valor de o .
Este procedimiento procede del articulo (Harten,1983) ecuaciones 4.36, sin presentar

resultados en ninguna de las referencias consultadas.

k
5i+1/2 = maX[O' ai+]/2 —8;,8; — ai+1/2]

k
5i—]/2 = maX[Q Ay~ & — ai—J/Z]
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Figura 5.18 Perfil de un salto en régimen permanente para un gasto de 40 m*/s

La figura 5.19 muestra el cddigo de las formulas de Harten y Hyman.
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m 1T(4) = wemegZ(ij— (wli-1]-c{i-13}) £835045072071600 1198269815771164
W 22(1) = (wli)-c(i)) — woneg2ii) key to continus
delta_entropy_2(i) = max(0.0.m_11{i),m_22(i)) |4 >
end do
!
do i = 2 mamval-l
| if ( abs(wepasl(i)) oge. delts_entropy 1(i)) thenm
I A173) = 0 5#{ alfa 1{i)#abslvcposl(1)) * (1 0—(dt(s{i+1)—sx(i))i%absvopasl (1)) )%(1 0-fil¢i) )1 0}
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| A2¢i) = 0 5*( alfa_1(i)%0((voposl(iiex2 0) + (deltex*? 0))702 Oxdelta)) * (1 O—(dts(xti+]1-(i)))xahe(vopoel (1))
| end if
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do i = 2 mamval-1
| if ( she(vomegd(i)) gs. delts_sntropy_2(i)] then
I d3(1) = 0.5%( alfa 2(i)=abs(venege(1)) * (1. 0—(dt,(x(i+l)—=(i)))=abs{veneaz(i}))=(1. 0—£i2(i))= 1.0)
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)
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else
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) i}

Dri=l
e
d3(i) = 0.5%( alfa 2(i)*delta entropy_1(i)=(1. 0—(dt-(m(i+l)-=(i)}))=abs{vocnegZ(i))*{
d4{i) = 0.5%{ alfa_2{i)*delta_entropy 2{i)*{1 0—(dt {u(i+l)-—=(i)))*ab=s{vonegd(i)))*( 3
! d3(i) = D.5=( alfa 2(i)*((({vcnegZ(i)**2 0) + (delta=*2 0))-(2 Oxdelta)) = (1 0-(dt-(=(i
[ dd{i) = 0.5%( alfa 2{i)*{{{vcneg2{i)**2 0) + (deltax*2 0))/(2 Oxdelta)) * (1 0-({dt-(=(i
[ end if
end do

end subroutine twdl
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Figura 5.19 Cddigo de las formulas de Harten y Hyman

5.6 Aplicacion de las versiones del esquema de MacCormack

El esquema de MacCormack presenta dos versiones diferentes (ecuaciones 4.26 y 4.27), si

=0 es utilizado para el caso de discontinuidades que se propaguen de derecha a

izquierda, en las que se utilizaran para el paso predictor diferencias hacia delante y el paso

corrector diferencias hacia atras y si € =1 es utilizado para el caso de discontinuidades que

se propaguen de izquierda a derecha y se utilizara para el paso predictor diferencias hacia

atras y el paso corrector diferencias hacia adelante.

Al probar los dos versiones en flujo permanente, los resultados son similares como se

observa en las figura 5.20 para la version ¢ =0 y la figura 5.21 para la version & =1
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—&— Modelo numérico realizado con la
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Figura 5.20 Simulacion de un salto hidraulico con el esquema ¢ =0
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Figura 5.21 Simulacién de un salto hidraulico con el esquema ¢ =1
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Al alternar las versiones £ =0 y & =1se obtuvieron los resultados que se observan en la

figura 5.22 y 5.23.

'ivi»;. DLAAAAAAAA o - T
L ABASAN AN AN —— Modelo numérico realizado ciclicamente
con laversione=0y e=1

Altura del canal, en metro

1971 T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Longitud del canal. en metros

Figura 5.22 Simulacion de un salto hidraulico con el esquema ciclicoe =0y £ =1
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Figura 5.23 Simulacion de un salto hidraulico con el esquema ciclicoe =1y £=0
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El efecto Ilamado dientes de sierra (Garcia, 1989) se produce al aplicar ciclicamente las
versiones £ =0 y ¢=1, se atenla utilizando valores de & superiores a 1, pero no logra

eliminarse por completo.

La figura 5.24 muestra el codigo para el calculo de las versiones € = 0y € = 1 0 combinadas

ciclicamente.

5.1907] [;][ilﬁ

Fie Edt View Insert Buld Tools Window Help

2| R|@| 5 [%]5] 28] ] fepn -] &8l il =

| i [fesis -win32 Debug EaNETECI L) ﬂ

@ Entire Contents - B T oEER Z‘

—— end da
#- [ tesis files end do
y{i+l)=prof(ninn)

¥ii) =yli)

else

end if
end do

do i =1, maxval
ah(i) = ( B{i) + y(i}en(i))*y(i)
rhii) (0 B(1) + ylidem{i))®y (1)) ~ ( B(i) + 2.0 = yli)*sgri(l.04+n{ij*n(i))
il(i}) (w(i)#e2 D)*((b(i)~2.0)+((v(i)*n{1})/3.0})

end do

do 1 = 2, maxval-1

vecf2p(i) = { q(i)**2.0 ~ ah(l) ) + g * 11(1)
vecf3p(i) = ( g{i+l)*=2.0 - ah

vectl(i) = ((g*((ah(1+1)+ah(1))/(b(1+1)+h(1))))**D Eyxx2 0)—( (sgrtfah(i))*v(i)+sgrt(ah(i+l))%v{i+l) ) { sqrt(ah(i)
vect2(i) = 2.0%((=qrt(ah{1))*v(1)+sqrtiah(i+1))*v(i+l) )/ { sqrtiah(i))+sqrt(ah(i+l))))®(q(i+l)—q(i)

vect3(i) = geds*( (((i1(i+1)-il(i))- dx)—((ah(i+l)+ah(i))-2. 0)=((y(a+1)-y(1i)) d=))—({(ah{14+1)+ah{i)) (B(i+l)+b{i)))={
vec(i) = wectl(i) +vect2(i) +vect3(i}

vecfdp(i) = [ q(i-1)**2.0 ~ ah(i-1) ) + g% il(i-1)

pendfp = (n(i)*%2.0) = g{i) * abs( g(i) ~ ah(i)**2.0 ) = (1.0 ~ rh{i)=x1.333)

pendfp = (n({i)®#2 0) # g{i) * abs( q(i] ) * (1.0 / (ah(i)%*2 0 % Th(i)**1 333))

Esquema de

({y(i)*e*2 0)-2 D)*(((b(1+1)—h(1))/dx)+(v(1)/3 0y (m(i) du)) J
(wlijee2 0)=(0. S*((b{i+l)-b(i)) d=)+(¥(1)-3 0)=((n{i+l)-m(1i)) d=))
2(1) ( 1l{i4l)®y(i)—il{i)*y(i)) d=
MacCormack T Y T S ity tmtirtymn (1)) -peondip)
- ternfp = dt * g * ah(i) * ( ({z(i)-z(i+l)) ~(=(i+l)-=(1))) - pendfip )
considerando
las dos
apred(i)

versiones =1y e (1)

| aprsd(i}

,..
&
@

W

apred(i) = ah{i) - (dts{=(i+l)-=m{i))) * ((l-epsil{i))*q(i+l) — (1-2%epsil(i))*q(i) — epsil{i)*g(i-1} )
qpred(i) = q(i) - (dts(=(i+1)-=(i)))*((1l-epsil{i) )*vect3p(i) - (1-2*spsil(i))*veci2p(i) - epsil(i)* vecfip(i)) + te

ah{i)} — (dts(=(i+l)-=(i))}) * ( q(i+l} - q(i) )
qii) - fdes(m(i+l)—=(i))) *(vecfip(i) - vecf2p(i)) + termip
qii) - (dtsi=(i+l)-—=(i))=(vec(i)] + ternfp

e=0 if (w(i) eg. 0.0) then
ypred(i) = apred(i) b(i}

1
ypied(i) = (—1.0%b(i)+sqrt((b(i)**2. 0)+4.0%apred(ilen(i))) / (2 0¥n(i))
end if

end do

4 3
Ready Ln B33, Col 12

m 3 Tesis_can_carre.. ‘ ) Resutedos con .. | B Capituiosc ist.. | B) Capito-3< st... | E]pierencasentr... | B]peferences gst.. 'S Q@S QD 0s0pm.
Flgura 5.24 Codlgo para el calculo de las versionese =0y e=1

" B Filsview [ @ Infoview

5.7 Aplicacion de los diferentes limitadores

El termino limitador go(l’m/z) de la correccion VTD (ecuacion 4.29)

2
in+1/2 = % ; O‘itj/z\y(ailij/z 1- % ‘aikﬂ/z ‘ [1 - ¢ (ri«ku/z )kikﬂ/z

(Garcia 1992) indica que pueden aplicarse cualquiera de los limitadores presentados en
(Sweby 1984) el cual presenta los limitadores siguientes:
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Van L =
an Leer o(r) Loy
Roe, también llamado Minmod o(r)=max(0,min(r 1))
Roe, también llamada Superbee  ¢(r)=max(0, min(2r,1), min(r,2))
Chakravarthy and Osher o(r)=max(0,min(r,r))  donde 1<y <2
r+r
Y Van Al =
ee 0 Van Albada o(r) Ly

Los cuales se aplicaron y obtuvieron los resultados que se observan en las figuras 5.25,

5.26, 5.27 y 5.28.
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Figura 5.25 Simulacion utilizando el limitador Van Leer
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Altura del canal, en metro
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Figura 5.26 Simulacion utilizando el limitador Super bee
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Figura 5.27 Simulacion utilizando el limitador Minmod
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Figura 5.28 Simulacién utilizando el limitador Yee

En la figura 5.29 se observan el codigo de los limitadores utilizados

‘ Microsoft Developer Studio - tesis - [tesis.f30] [L][i]ﬁ
Fie Edt View Insert Buld Tools Window Help HEIE
2| Q@] ¢ %l €| Die] ¢ freesones ™ ] & lial [

2| Jtesis -win3z Debug x| E e ﬂ

@ Entire Cantents = do i = 2, maxval-1 Z‘
———————————— | Liniter Vee

=1 (1 tesis files ! £11(i) =max (0.0, (T1(i)+rl(i)*=2 0)- (1. 0+rl(i)==2.0))

1 £i2(i) =mam(0.0, (r2(i)+r2(ij*=2 D)s (1. 0+r2(i)=*2.0))

(i) (1)
(i} (i}
Limiter Van Lesr
fil{i) = (rl{i)+abs(rl(i)))-(1.0+abs(rl(i
= (r2(i)))-(1

) (i)
- - £i2(i} = (r2{i)+abs 3 D4absir2(id))
q | Limitsr superbes
lelta‘dore" 1 £11(i) = max(0.0.min(2.0%rl(i).1.0), min(x1(i),2.0}}
| £i2(i) = mam{0.0.min{2. 0%r2(1i).1.0% min(r2{i). 2.0%%
I Limiter minmod
1 £11(i) = maxl 0. 0,min(Ll.0,rl(i}). min{1.0,21(i)) }
| £12(i) = max({ 0.0, min(1.0,r2(1})) . nin{l.0,.22(1})) )

end do

]
| Calculo de delts siguiendo = Harten and Hyman

do i - 2, mamval-l
n_1(i) = voposi{i) — (wii)+s(i})
n_2(i) = (w{i+li+c(i+l)) — voposlti)
delta entropy_1(1) - max(0.0,n_L1(i).m_2(i})
end do

do i - 2, mawmval-l
n_11{i) = weneg?(i)- (v(i-1)-c(i-1)}
n_22(i) = (v(i)-cti}) - voneg2(i)
delta_entropy_2(1) - max(0. 0, 11{i),m_22(i)}
end do

do i = 2 mawval-1
if { abs(vcposl{i)) .ge. delta) then
1(1) = 0.5%( alfa 1{i)=abs(vcposl(i))

*abs(vcposl 1.0)

my
)}y *abs(voposl

¥ %

*
*

( (=( (L)) =i
A3{15 - 0 Gl alia 1(1)eabsfvopoel(il) * ( txt ¢ (i3))et viposl (i)
elz= B
dI(i) = 0.5%( alfa_1(i)edeltas(l.0—(dt-(=(i+1)—x(i}))=abs(veposl(i)))=(1.0-£i1(1))*1.0)
A3(15 - 0 Bl alfa 1(i)edaltan(l 0 (Ao {x{itl) (i)} )eabs(vopoad (1)) ell 0-£i1(1) )% voposl(il)
| d1(i) = 0.5%( alfa_1(i)*(((veposl(i)=*2 0) + (delta=x2.0))/(2 Oxdslta)) = (1.0-(dt/(=(i+1)-x(i))}*abs(veposl(i}})
| Q3015 - 0 Gl alfa l(i)el((voposl (ijee2 0y + (deliase? 09 (2 Okdelta)) # (1 0-(dtr(a{it])=(i)})eabefvopoal (15}
| ond if
end do
" B Fileview [@ Infovien = C D BLC CRLres f
CAD seuments and Setings\MIGUEL ANGELMis documentosdchivos Trabais\ TESISAMPORTANTE\Progamano-corsbtesis (30 saved Ln&2 ol 38

0 5y Programa (8] piferencias entre el e... ] Resultados con delta... B2 pendiente ES

Figura 5.29 Codigo de los limitadores utilizados
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5.8 Las mallas no uniformes en el esquema explicito en diferencias finitas de

MacCormack

En el caso de que se necesite conocer con més detalle la distancia en la que se presenta el
salto hidraulico es posible utilizar mallas no uniformes como se muestra en las figuras 5.30

y 5.31. En la malla de la figura 5.30 se utilizan un total de 80 nodos con valores de Ax=5 m
en la zona donde el salto se produce y Ax=20 m fuera del salto. En la figura 5.31 utiliza un
total de 81 nodos con Ax =5y 10 m en la zona donde el salto se produce y Ax=20 m fuera

del salto.
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1977 7724

—a— Modelo numérico con dx variable

1976 A

1973 1

Altura del canal, en metro

1972 1

1971 T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal, en metros

Figura 5.30 Simulacién con una malla no uniforme en donde el Ax =5y 20 m
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1977 fottbtapp, 0 —a— Modelo numérico con dx variable
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Figura 5.31 Simulacion con una malla no uniforme en donde el Ax =5, 10y 20 m

5.9 Las condiciones de frontera y condiciones internas del dominio de célculo para

secciones naturales

La técnica utilizada para las condiciones de frontera de los ejemplos con secciones
regulares transversales, rectangulares y trapeciales, es el propuesto por Navarro (1992) y
esta descrita en el subcapitulo 4.1. Debido a que no hace ninguna referencia de cémo tratar
las condiciones de frontera para cauces naturales y considerando que no existe mayor
inconveniente se utilizo la misma técnica descrita, utilizando los valores obtenidos de los

parametros geométricos encontrados con el procedimiento dado por el subcapitulo 3.3.
Asi, el area hidraulica, el ancho de la superficie libre, el perimetro mojado y la presion

hidrostatica se determinan por medio de las ecuaciones presentadas en el subcapitulo 5.5.

Sustituyendo los valores obtenidos en las ecuaciones 4.5 a 4.22.

El termino de la celeridad es sustituido de /gy para secciones regulares a 1/g% para

secciones naturales y el radio hidraulico se considero R = A/P.
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Las condiciones internas son tratadas también de la misma manera incluyendo las

correcciones VTD.

El listado del calculo de los pardametros hidraulicos para secciones irregulares se presenta

en el anexo A.

5.10 El analisis del grado de irregularidad en las secciones transversales naturales

Las secciones transversales naturales que tienen cambios bruscos en su forma (con islas),
hacen que las variables como el &rea hidraulica, ancho de la superficie libre, perimetro
mojado y la presion hidrostatica, causen dificultades y conduzcan a errores numeéricos que

presumiblemente surgen de los términos fuente de las ecuaciones de Saint VVenant.

El modelo numérico propuesto se probd para este tipo de secciones las cuales provocan
inestabilidades deteniendo el proceso de calculo. Los nimeros de Courant utilizados para
estas situaciones son bajos los cuales hacen que el proceso de célculo eleve el tiempo de

calculo.

Se utilizaron canales de secciones regulares para simular flujos permanente y no
permanente, pero para simular un transito mas real del escurrimiento en rios, se utilizé un

tramo con las secciones transversales naturales evitando islas.

Para la resolucion numérica del sistema de ecuaciones 3.21 y 3.22 en rios, es necesario
conocer el area hidréaulica, ancho, perimetro mojado y el término de la presién hidrostatica
de cada seccion, como funciones del tirante. Para calcular los parametros geometricos
anteriores de una seccion transversal se ha divido ésta en una serie de trapecios

yuxtapuestos, que simplifican el calculo y aseguran la consistencia de los datos.

El proceso de célculo de los pardmetros se inicia teniendo una serie de coordenadas (X, y)

de la seccidn del cauce, como se observa en la figura 5.32.
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Para el célculo del area hidraulica, determinamos el punto mas bajo de la seccion de
coordenada y,, sumando el tirante obtenemos el nivel de la superficie libre del agua. Una
vez obteniendo todas las coordenadas se obtienen todos los trapecios yuxtapuestos, que
calculados individualmente y sumados en su conjunto proporcionan el area hidrulica de la

seccion.

j-1

A= (yk + yk+l)(xk+l - Xk)

N |-

k=1

El perimetro mojado se determina por medio de la formula de la distancia entre dos puntos.
Conociendo todas las coordenadas de la seccion, ademas de las dos coordenadas inicial y
final del terreno y el cruce con el tirante de agua, se obtienen individualmente todas las
longitudes entre cada dos coordenadas que sumadas en su conjunto proporcionan el

perimetro mojado.

j-1 2 2 2
P= Z[(Xk - Xk+1) +(yk - yk+l) ]
k=1

El ancho de la superficie libre se determina, por medio de la distancia entre dos puntos, al

tener las coordenadas inicial y final del cruce del terreno con la linea del espejo del agua.

-1

B= (Xk+l _Xk)

1

—

=
Il

La presion hidrostatica se determina calculdndola con los trapecios yuxtapuestos y
sumando en su conjunto para obtener la presion hidrostéatica total de la seccion.

j-1

| = Z (Vi Yiee ) X = %)
' k=1 4(Xk+1 - Xk)

Otra forma en la cual se obtuvieron los parametros geométricos fue determinar curvas
tirantes- area hidraulica, ancho, perimetro mojado y presion hidrostatica, calculando los

parametros por interpolacion lineal.
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En la figura 5.32 se observa una seccion del rio Verdiguel, estado de México.

2695

2694.5

2694

2693.5

2693

Altura de la seccién, en metros

2692.5

2 3 4 5 6 7 8
Longitud del la seccion, en metros

Figura 5.32 Seccion del rio Verdiguel

10
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Capitulo 6.- Aplicaciones del esquema numérico de flujo transcritico a cauces

artificiales y naturales

6.1 Cauces artificiales

Estos ejemplos sobre canales prismaticos de seccion rectangular o trapecial se realizaron
por cuestion de simplicidad, ya que ellos proporcionan resultados donde se observan
inmediatamente las caracteristicas del flujo. Aqui se muestran algunos de los resultados
obtenidos para el caso de secciones rectangulares y trapezoidales con pendiente de fondo

variable y para el caso de flujo permanente y no permanente.

El primer caso se presenta para condiciones de flujo permanente en el cual se simul6é un
canal rectangular de 1000 m de longitud, como se observa en la figura 6.1, y de base 8 m,
con tres tipos de pendientes de fondo S;= 0.001, S,= 0.009 y S3= 0.002 y una n de Manning
de 0.015.

Se utilizé un nimero de Courant de 1.0 en el esquema numérico, para asegurar estabilidad

en el esquema y un Ax de 10 m con un nimero de nodos de 101.
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Longitud del canal, en metros

Figura 6.1 Perfil en un canal rectangular para un tiempo de simulacion de 100 s
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Las condiciones de frontera aguas arriba corresponden a una condicién subcritica con un
gasto de entrada de 50 m®/s y la condicién aguas abajo es dada por un tirante superior al del

critico.

El segundo caso corresponde a un canal trapecial para condiciones de flujo permanente de
1000 m de longitud, como se observa en la figura 6.2, de base 8 m y pendiente de talud de
45° con tres tipos de pendientes de fondo S;= 0.001, S,= 0.009 y Ss= 0.002 y una n de
Manning de 0.015.
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Figura 6.2 Perfil en un canal trapecial para un tiempo de simulacion de 100 s

Se utiliz6 un nimero de Courant de 1.0 para asegurar estabilidad en el esquema y un Ax de

10 m con un nimero de nodos de 101.
Las condiciones de frontera aguas arriba corresponden a una condicion subcritica con un

gasto de entrada de 50 m%s y la condicién aguas abajo es dada por un embalse a la

elevacion 1974 msnm.
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El tercer caso corresponde a un canal rectangular en flujo no permanente con las mismas
caracteristicas del primer caso, en las figuras 6.3 a 6.18 se observa el paso de un transitorio

sobre el canal de 1000 m en un tiempo de 180 s.

Las condiciones de frontera aguas arriba corresponden a una condicién subcritica con un
hidrograma de entrada de pico 80 m*/s y la condicién aguas abajo es dada por un embalse a

la elevacién 1974 msnm.
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Figura 6.3 Para un tiempo de simulacion de 120 s
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Figura 6.4 Para un tiempo de simulacion de 130 s
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Figura 6.5 Para un tiempo de simulacion de 140 s
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Figura 6.6 Para un tiempo de simulacion de 150 s
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Figura 6.7 Para un tiempo de simulaciéon de 170 s

72



Altura del canal, en metros

Altura del canal, en metros

1978

1977 1
1976 -

<
1975 ]
1974 1
1973 |

1972

—e— Pendiente del canal
—8— Modelo numérico

1971

200 400 600 800
Longitud del canal, en metros

Figura 6.8 Para un tiempo de simulacion de 180 s
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Figura 6.9 Para un tiempo de simulacion de 190 s
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Altura del canal, en metros
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Figura 6.10 Para un tiempo de simulacion de 200 s
1978
Liis:: 3 2o Sy .
1977 A R 5T —e— Pendiente del canal
%] Sl
% —&— Modelo numérico
e
[
=
c
[
o
o
o
o
=
<
1971 ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 800 1000

400 600
Longitud del canal, en metros

Figura 6.11 Para un tiempo de simulacion de 210 s
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Figura 6.12 Para un tiempo de simulacion de 220 s
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Figura 6.13 Para un tiempo de simulacion de 230 s
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Figura 6.14 Para un tiempo de simulacion de 240 s
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Figura 6.15 Para un tiempo de simulacion de 250 s
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Figura 6.16 Para un tiempo de simulacion de 260 s
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Figura 6.17 Para un tiempo de simulacion de 280 s
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Figura 6.18 Para un tiempo de simulacion de 290 s
El cuarto caso corresponde a un canal trapecial en flujo no permanente con las mismas
caracteristicas del segundo caso, en las figuras 6.19 a 6.34 se observa el paso de un

transitorio sobre el canal de 1000 m en un tiempo de 180 s.

Las condiciones de frontera aguas arriba corresponden a una condicién subcritica con un

hidrograma de entrada de pico 80 m*/s y la condicién aguas abajo es dada por un embalse.
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Figura 6.19 Para un tiempo de simulacion de 120 s
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Figura 6.20 Para un tiempo de simulacion de 130 s
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Figura 6.21 Para un tiempo de simulacion de 140 s
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Figura 6.22 Para un tiempo de simulacion de 150 s
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Figura 6.23 Para un tiempo de simulacion de 160 s
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Figura 6.24 Para un tiempo de simulacion de 170 s
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Figura 6.25 Para un tiempo de simulacion de 180 s
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Figura 6.26 Para un tiempo de simulacion de 190 s
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Figura 6.27 Para un tiempo de simulacion de 200 s
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Figura 6.28 Para un tiempo de simulacion de 210 s
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Figura 6.29 Para un tiempo de simulacion de 220 s
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Figura 6.30 Para un tiempo de simulacion de 230 s
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Figura 6.31 Para un tiempo de simulacion de 240 s
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Figura 6.32 Para un tiempo de simulacion de 250 s
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Figura 6.33 Para un tiempo de simulacion de 260 s

1974

1973 A

1972 A

1971

—e— Pendiente del canal

—&— Modelo numérico

200 400 600 800 1000

Longitud del canal, en metros

Figura 6.34 Para un tiempo de simulacion de 270 s
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Para flujo no permanente se consider6 un hidrograma realista que se transitd sobre un canal
rectangular con longitud de 10,000 m y con las mismas caracteristicas de pendiente y n de
Manning del primer caso, con un Ax de 100 m y numero de nodos de 101. En la figura
6.35 se observa el hidrograma de entrada y dos hidrogramas medidos a 1600 m y 4600 m

de la entrada del canal.

90

85 1 —— Hidrograma de entrada
—— Hidrograma medido 1600 m despUes de la entrada
— Hidrograma medido 4600 mdespUies de la entrada

Gasto, en m3/s

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6 6.5 7

Tiempo, en horas

Figura 6.35 Hidrograma de entrada e hidrogramas medidos a 1600 m y 4600 m de la
entrada del canal.

El quinto caso corresponde a un canal rectangular en flujo permanente con una longitud de
1400 m, base 8m y pendientes S;=0.03, S,=0.002, S3=0.03 y S,=0.001 , y una n de Manning
de 0.015.

Las condiciones de frontera aguas arriba corresponden a una condicion supercritica con un
gasto de entrada de 200 m%fs, para la figura 6.36 y en 6.37 con un gasto de 300 m*/s, la

condicion aguas abajo es dada por un tirante critico.
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Figura 6.36 Canal de pendiente variable para un tiempo de simulacion de 200 s
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Figura 6.37 Canal de pendiente variable para un tiempo de simulacién de 200 s



6.2 Cauces naturales

6.2.1 Flujo permanente

Esta es una de las aplicaciones practicas mas importantes del modelo. Se prob6 el modelo
numérico para un tramo del rio Verdiguel del estado de México, el cual baja del Nevado de

Toluca y atraviesa la ciudad de Toluca

Se tomd la topografia de un tramo de 1780 m del rio Verdiguel, con una discretizacion
espacial, Ax, de 20 m correspondiendo a un total de 90 secciones y un paso temporal, At,
maximo permitido compatible con la estabilidad numérica . El coeficiente n de Manning

fue de 0.030 para todo el cauce, con un gasto base de 20 y 80 m%/s.

Las condiciones iniciales en cada caso consistieron en el gasto a simular, para la malla
interior del esquema, el cual evolucionaba hasta llegar a su condicion de equilibrio, es decir
el tirante permanecia constante no importando el tiempo de simulacién dado. En la
condicion de frontera aguas arriba se mantuvo un gasto de entrada constante de mientras

que aguas abajo, la condicién fue de un tirante constante.
En la figura 6.38 se muestra el perfil hidraulico en flujo permanente obtenido en

simulaciones con secciones irregulares, para gastos de 20 y 80 m®s obteniendo el perfil de
equilibrio en antes de los 1000 s de tiempo de simulacion.
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Figura 6.38 Perfil hidraulico en régimen permanente con tiempo de simulacion de 1000 s

La figura 6.39 muestra la distribucion del nimero de Froude a lo largo del tramo del rio

Verdiguel y claramente indica el caracter transcritico del flujo.
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Figura 6.39 Perfil del namero de Froude, rio Verdiguel
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6.2.2 Flujo no-permanente

Para flujo no-permanente se presentan una serie de perfiles para diferentes caudales en el
tramo de rio Verdiguel. La topografia corresponde al rio Verdiguel, con una discretizacion
espacial, Ax, de 20 m correspondiendo a un total de 90 secciones y un paso temporal, At,

maximo permitido compatible con la estabilidad numérica.

En este caso el fendmeno transitorio esta provocado por un hidrograma de entrada,
Q= Q(t), en la condicién de frontera aguas arriba. Los hidrogramas transitados fueron
triangulares con un tiempo base de 60, 600, 900 y 1200 s, y con un gasto base de 20 m*/s 'y

pico de 100 y 120 m®/s, como se observa en la figura 6.40.

140

Gasto, en m3/s

0 50 100 150 200 250 300 350

Tiempo, en segundos

Figura 6.40 Hidrogramas triangulares de 100 y 120 m*%s.
Las condiciones iniciales consistieron en un gasto base de 20 m%s y el hidrograma en la

frontera aguas arriba, evolucionando las variables en todos los puntos y para cada instante,

esto permite seguir la propagacion aguas abajo del hidrograma.

91



En las figuras 6.41 a 6.47 observamos varios perfiles correspondientes a los tiempos de
simulacion t;=80 s, t,=100 s, t3=125 s, t,=150 s, ts=175 s, t,=200 s y t;=230 s
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Figura 6.41 Transitorio en rio Verdiguel para un tiempo de simulacion de 80 s
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