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Introduccion

En los ultimos anos ha habido un gran avance en la cosmologia observacional.
Todas las mas modernas mediciones, principalmente las de supernovas tipo
Ia [34] y las de la radiacién césmica de fondo [43], indican que el universo se
encuentra en una etapa de expansion acelerada. Este resultado ha desatado
una carrera tedrica y observacional a fin de encontrar la causa que provoca
esta expansion.

El universo a grandes escalas parece muy homogéneo e isotrdpico, este
hecho y el uso de la teoria de la Relatividad General (RG) de Einstein devienen
en el modelo estandar de cosmologia, el cual habia sido muy preciso en sus
predicciones. El problema es que con un contenido energético normal en el
universo, con materia proveniente de la fisica de particulas, el modelo estandar
de cosmologia dice que el universo se expande de manera decelerada. Algo no
estd bien con la teoria.

Las explicaciones mas atendidas a la expansién acelerada del universo in-
vocan algiin fluido de caracterizticas exoticas, genéricamente llamados energia
oscura, que con una presion negativa es capaz de provocar la expansion. El
problema es que no se cuenta a la fecha con ninguna explicacién satisfactoria
acerca de su naturaleza, su existencia no encaja bien en ningtin modelo de
particulas conocido. Sin embargo, la energia oscura ha tenido enorme acepta-
cién en la comunidad cientifica, debido en gran parte a que la mayoria de los
modelos que la pueden describir ya habian sido usados para explicar otra etapa
de expansion acelerada, la inflacién en el universo temprano, teoria que ha sido
muy exitosa al grado que forma ya parte del modelo estdandar de cosmologia.

Es posible que la expansiéon acelerada del universo no se deba a un fluido
aun desconocido, si no al uso de una incorrecta teoria de gravitacion. Desde
sus inicios, la teoria de RG ha sido muy cuestionada por su incompatibilidad
con el otro pilar de la fisica moderna, la fisica cuantica. Numerosos intentos
de cuantizarla han mostrado que alguna modificacion en la accion de Einstein-
Hilbert debe ser hecha [46].

Debido a que todas las leyes de la fisica conocidas son de segundo orden,
uno de los principios que conducen a RG es que las ecuaciones que rigen el
campo gravitacional sean de segundo orden en la métrica. Casi el tnico es-
calar formado a partir del tensor de Riemann del que se obtienen ecuaciones
de segundo orden es R. Sin embargo bien podemos proponer otros escalares
que entren en el lagrangiano de gravitacién capaces de modelar lo que obser-
vamos sin recurrir a conceptos extranos como el de energia oscura, pagando el
precio de que las ecuaciones de campo resultantes sean de cuarto orden en la
métrica. La modificaciéon que aqui nos concierne consiste en la sustitucion del
lagrangiano de gravitaciéon R por alguna funcién f(R). En los ultimos afios ha
habido un auge en estas teorias, principalmente desde la publicacion de una
articulo de S. Cappozzielo [7] en el que muestra que un lagrangiano 1/R es
capaz de modelar la expansion acelerada del universo.
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En este trabajo estudiamos aspectos fisicos de las teorfas f(R) y sus im-
plicaciones cosmoldgicas. En el capitulo 1 hacemos un resumen de algunos
aspectos importantes de RG y de la cosmologia moderna, hablamos de las
observaciones actuales del universo y de sus posibles explicaciones usando mo-
delos de energia oscura como quintesencia. En el capitulo 2 derivamos algunos
aspectos fundamentales de las teorias f(R), éstos son, las ecuaciones de campo
resultantes y la cosmologia f(R) bajo el esquema Friedmann-Robertson-Walker
(FRW), derivamos también los resultados del modelo 1/R. En el capitulo 3
revisamos algunas otras teorias alternativas de gravitacion y sus posibles co-
nexiones con las teorias f(R). También hablamos de la discusion que existe
actualmente sobre el limite newtoniano de estas teorfas. En el capitulo 4 pro-
ponemos nuevos modelos f(R) capaces de producir la expansién acelerada del
universo. Finalmente en el capitulo 5 estudiamos la formulacién de Palatini,
donde la métrica no es la tinica variable de campo, si no que hay una segunda,
las conexiones. Las conclusiones se presentan en la parte final de este trabajo.
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Capitulo 1

Basicos de RG y cosmologia

1.1. El espacio-tiempo relativista

Tomamos como espacio-tiempo relativista a un par (M, g,,,) donde M, el espa-
cio de eventos, es una variedad conectada suave cuadridimensional y g, es una
métrica semi-riemanniana definida en M con signatura Lorentz (—,+, +,+).
La condicién que M sea suave nos permite definir espacios tangentes 7,,M en
todo evento p en la variedad, lo que introduce sistemas locales de coordenadas.
También estd definida en M una derivada covariante V que cumple con las
reglas de distribucion de Leibniz. Por covariante nos referimos a que sus com-
ponentes se transforman como un tensor, dadas las componentes de un tensor
A, vy dos sistemas coordenados relacionados por una transformacion invertible

x*(z®), se tiene

oxH dx¥
V—Al—, - = -~ = V Ay-
a Ok Oxv
Si exigimos un operador V sin torsién, i.e., [V,, V,]f = 0 para toda fun-
cién escalar f, y que cumpla con la condicién de metricidad

V)\g/ﬂ, = 0, (1.1)

la derivada covariente queda tinicamente determinada por

V.0, 1= Vo0 = %0,
1
F)\;u/ - 5 g)\p(gpu,u + Gpv — guu,p)) (12)

con J, los vectores base del sistema coordenado {z®}.

La métrica g nos permite clasificar un vector = de acuerdo a si g(z,x) es
mayor, igual o menor que cero. Si x%x, > 0, el vector x es tipo-espacio, si
x%x, < 0, es tipo-tiempo, y si x%x, = 0, es vector nulo. De esta manera, la
métrica define la estructura causal del espacio-tiempo relativista y se dice que
dos eventos estéan causalmente conectados si existe una curva A(7) que los una



con campo vectorial tangente J,\ tipo-tiempo en todos lados. La relatividad
especial asegura que la linea de mundo de todo observador debe ser una curva
de éstas.

Decimos que una segunda métrica g,,, en M es equivalente conforme a g,
si existe un mapeo suave Q2 : M — R tal que g, = Q%g,, (Q es llamado
factor conforme). Debido a que €2 es estrictamente positivo la nueva métrica
preserva la estructura causal de M.

Principios fundacionales de teorias gravitacionales

La primera idea que condujo a RG fue el ahora llamado Principio de Equiva-
lencia Débil (PED). Este dice que ‘particulas en caida libre siguen geodésicas en
el espacio tiempo’[16]. Debe entonces cumplirse para todo objeto que su masa
inercial sea proporcional a su masa gravitacional, lo que ha sido comprobado
con muy alta precisién por experimentos tipo Eotvos [48].

El PED es poderoso, pero no nos dice cémo son las leyes de la naturaleza
en un sistema de referencia arbitrario. El Principio de Covariancia General
(PCG) nos dice que somos libres de escoger cualquier sistema de coordenadas
para marcar los eventos del espacio-tiempo. Son los eventos en si y la geome-
tria de la variedad lo que es importante y no la imposicion arbitraria de un
sistema coordenado. De acuerdo con este principio, se deben hacer las siguien-
tes identificaciones al transformar las leyes de la fisica de un sistema inercial
a uno arbitrario,

N — Guv, O — V.

La condiciéon de metricidad se satisface inmediatamente usando estos dos
principios: en coordenadas cartesianas se tiene 0x1,, = 0, entonces, O\, =
0 — V9w = 0. En concordancia con el PCG estd el principio de Mach,
el cual dice que las fuerzas inerciales que actiian sobre un cuerpo sélo pueden
ser definidas con respecto a todos los demas objetos en el universo, y no con
respecto a conceptos abstractos como un espacio-tiempo absoluto [32].

Por 1ltimo tenemos el Principio de Equivalencia Fuerte (PEF), ‘las leyes
de la fisica tienen la misma forma en un marco de referencia en caida libre que
aquellas dadas por la relatividad especial ’[16]. De acuerdo con este principio,
en un marco de referencia en caida libre es posible escoger un sistema local de
coordenadas en el cual las leyes de la fisica toman la misma forma que en un
sistema inercial; i.e., es posible escoger coordenadas para las cuales la métrica
guv s localmente la métrica de Minkowski 7,,, y las leyes de la fisica estdn
bien descritas por la relatividad especial.

Aunque el formalismo descrito hasta ahora nos asegura que el PEF se cum-
ple para particulas de prueba (aquellas cuya influencia en el campo gravitacio-
nal es despreciable), esto no ha sido probado con precisién para objetos muy
masivos y de grandes dimensiones. Estos objetos distorsionan fuertemente el
espacio-tiempo en el que se encuentran, y aunque en la teoria de RG si siguen
geodésicas, esto puede no ser cierto para teorias alternativas de gravitacion.



1.2. Campos de materia

En RG generalmente se da por hecho que todo lo que sucede en el espacio-
tiempo puede ser descrito en términos de geometria y de campos de materia,
por ejemplo, fluidos materiales o campos electromagnéticos. Cada uno de tales
campos tiene asociado un tensor en el espacio-tiempo y satisface ecuaciones de
campo que lo involucran con la métrica g,,,.

La suposiciéon mas basica de los campos de materia es:

Asociado con cada campo de materia F' existe un tensor simétrico 7}, tal
que para todo evento p en M y toda curva tipo tiempo 7 con tangente unitaria
€% en p, T%5¢7 es la densidad del 4-momento de M en p determinada por el
observador 7.

T,, es llamado tensor de energia momento asociado al campo F. Podemos
descomponer la densidad T°3¢” en sus componentes paralela y perpendicular

a g,
T°58" = (Tu€"€)E + (175" — (T E"")EY). (1.3)

La componente 7},,§#£" es la densidad de energia de F' en p relativa al ob-
servador v. La segunda componente es la densidad relativa a p del 3-momento.

El tensor de energia momento nos permite escribir la ley de conservacién
de la energia de una manera compacta:

vV, " =0 (1.4)

Otras suposiciones del tensor de energia momento dan lugar a constriccio-
nes en los campos de materia asociados. Algunos ejemplos son:

Condicién de Energia débil (CEd): Dado un vector tipo tiempo t#, se
cumple T,,,t*t" > 0, i.e., la densidad de energia medida por cualquier observa-
dor es no negativa.

Condicién de Energia Dominante (CED): Dado un vector tipo tiempo
t*, se cumple T}, tFt" > 0y T*,t” es tipo-tiempo o nulo. Anade a la condicién
anterior que la densidad del 4-momento no sea tipo-espacio. Es decir, impone
un limite (¢) a la velocidad de propagacion de la energia momento determinada
por un observador.

Pueden ser consideradas también las condiciones de energia fuerte y nula.
Haciendo uso de las ecuaciones de RG, éstas imponen restricciones en el tensor
de energia momento de manera tal que la gravitacion resulte siempre atractiva.

Consideramos como ejemplo un fluido perfecto. Este es caracterizado por
tres parametros: un campo de 4-velocidad u* definido en cada lugar del fluido
(u* = (1,0,0,0) en coordenadas comdviles con el fluido), una densidad de
energia p y una presién isotrépica p. Identificando con (1.3), T, = pu,u, +
P (g +uuu,), aqui p es la densidad de energia medida por un observador con
tangente unitaria u* y la presion p es la densidad del 3-momento. En este



trabajo usaremos unidades donde ¢ = 1 y h = 1!, de esta manera la densidad
de momento y la presién tienen las mismas unidades (masa*). Escribimos
entonces el tensor de energia momento asociado a un fluido perfecto como

T,uu - (p + p)u,uuzz +pg,u11- (15)

Las condiciones de energia ahora implican:

CEd
CED

NI
RS
(AVARLV]
(@n)]
< <@
S
IV v
s
vV =
|
s
-
=

Ejemplos particulares de fluidos perfectos son caracterizados por una ecua-
cién de estado, que en su forma mas sencilla es

p = wp, (1.7)

con w una constante. Por ejemplo, para un fluido de radiacion o materia re-
lativista, w = 1/3, o para un fluido donde las particulas no interactian entre
ellas, w = 0. Este ultimo, conocido como polvo, modela en cosmologia el flui-
do de materia observada en épocas donde kg1 < m, i.e., cuando se tienen
velocidades peculiares no relativistas. La CED restringe la ecuacion de estado
a

~1<w<l. (1.8)

Es usual introducir el tensor de energia momento con una accion de materia,
S, como

2 0Su
T = _\/—__QW7 (1.9)

con

Sy = /LMs/—gd‘Lx, (1.10)

donde Ly, es algin lagrangiano® de materia y ¢ := det g,,,. La integracién se
hace sobre todo el espacio-tiempo y el factor /—g deja invariante el elemento
de volumen.

L Aunque este trabajo es ptramente cldsico usaremos i = 1 por consistencia con los
articulos publicados en este tema

2En realidad, ésta es un densidad lagrangiana. Sin embargo, en este trabajo siempre
llamaremos lagrangiano a cualquier densidad lagrangiana
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1.3. Las ecuaciones de Einstein

Uno de los principios fundamentales en RG es que el espacio-tiempo no funcio-
na como un marco de fondo donde suceden los procesos fisicos. Las interaccio-
nes gravitacionales no son vistas mas como fuerzas que alteran el movimien-
to natural rectilineo uniforme de las particulas. En cambio, el espacio-tiempo
actiia como un objeto dindamico inherente a los procesos fisicos, donde su métri-
ca se ve afectada por las distribuciones de materia y energia que alli suceden,
y la gravedad se manifiesta como una deformacion de la métrica que cambia la
geometria intrinseca del espacio-tiempo. De acuerdo con el PEF, los cuerpos
libres (libres de toda fuerza excepto de la gravedad) siguen geodésicas dadas
por las conexiones de la métrica; para un cuerpo libre su linea de mundo A(7)
es la curva integral de la solucion a la ecuacion

u'V =0, (1.11)
con u, el vector tangente a A(7).

Existe entonces una interaccion entre la métrica del espacio-tiempo y los
campos de materia. Como postulado, esta interaccién esta dada por las Fcua-
ciones de Campo de Finstein:

Gu = Ry — %gWR =8rG 1T, (1.12)
donde Ry R, son el escalar y el tensor de Ricci. R, := R?,,, es la prime-
ra contraccion del tensor de curvatura de Riemann definido por Rz, V#* =
Vs, V,JV* y R = g"R,, . Debido a la simetria del tensor G, la expresién
(1.12) representa un sistema de 10 ecuaciones acopladas de segundo orden en la
métrica. Sin embargo, por la invariancia ante difeomorfismos, el sistema no es
linealmente independiente. En caso de que pudiera ser reducido, se obtendrian
seis ecuaciones acopladas de segundo orden en la métrica

y a la invarianza ante transformaciones de coordenadas,

El tensor de Einstein, G,,,, es (casi) el Gnico tensor covariantemente conser-
vado que puede ser formado a partir de la métrica y sus primeras y segundas
derivadas (contraccion de las identidades de Bianchi). Las ecuaciones de Eins-
tein surgen entonces como consecuencia de suponer que el tensor de energia
momento sélo afecta a las primeras y segundas derivadas de la métrica, y cla-
ro, de la condicién de conservacion de T),,. El factor 87G se introduce para
obtener el limite newtoniano correcto.

En realidad, debido a la condicion de metricidad, la ecuacién anterior puede
ser extendida a

G +ANgp =81G1),, (1.13)

donde A es una constante, llamada constante cosmoldgica.



1.4. Cosmologia basica

A grandes escalas el universo parece muy homogéneo, observamos una densidad
promedio uniforme en la distribucion, tipo, composicién, etc. de galaxias e
incluso de cumulos de galaxias. Mas atn, es altamente isotrépico; no importa en
qué direccién apuntemos, observamos esencialmente lo mismo, una distribucién
aleatoriamente uniforme de componentes extragalacticos. Existe una radiacién
de fondo que nos llega de todas direcciones con un mismo espectro de cuerpo
negro a una temperatura 7., & 2,7K con ligeras variaciones del orden de 10° K.
Se concluye que el universo es espacialmente homogéneo e isotrépico, lo que se
conoce como Principio Cosmoldgico. Como consecuencia directa, via Teorema
de Schur? [3, 28], los elementos de linea posibles en el espacio-tiempo resultan
sumamente restringidos. Estdn dados por la métrica de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) [14], en coordenadas esféricas

dr?

1 — kr?

ds® = g datds” = —dt* + a*(t) [ + r2d92} : (1.14)
donde el factor adimensional a(t) es llamado Factor de Escala Cdsmico y es
funcién tnicamente del tiempo. Esencialmente solo hay tres de estos espacios:
k = 0, donde todas las hipersuperficies de tiempo constante son euclidianas;
k = 1, hiperesferas; y su contraparte negativa, k = —1, correspondiente a
hiperboloides.

De (1.2) vemos que Iy = %(QQHM — gu, ) = 0, de donde

Vatat - F'utta# - 0 (115)

y los vectores base 0; son geodésicas. Es decir, los observadores r = cte son los
que se encuentran en caida libre, para ellos d7 = dt, y son éstos los que ven el
mismo universo homogéneo e isotrépico a un valor fijo de t.

Resolvemos las ecuaciones de campo de Einstein, sin tomar en cuenta por
el momento la constante cosmolégica, usando la métrica FRW y un fluido
perfecto para obtener la dindmica del factor de escala. La componente (00) da

. 2
a k G
oy 4L 1.16
(&) + 5= (1.16)

y para cualquiera de las componentes (ii), debido a la isotropia las tres dan el
mismo resultado,

Lk .
a 2\a 2a2 TP )

3El Teorema de Schur dice que para un espacio de maxima simetria, i.e. isotrépico y
homogéneo, el tensor de Riemann estd dado por Ragu, = K(gapgsy — Jargs.) con la
curvatura seccional K constante y R = 12K.



Es 1til combinar estas dos ecuaciones para obtener la ecuacion de acelera-
cién
a ArG

g:—T(ﬂ‘f‘?’p)- (1.18)

Vemos de esta ecuacién que la aceleracion del factor de escala no depende de
la curvatura espacial k. La conservacién de energia-momento (V,7*"" = 0) es

p+3(p+p) =0, (1.19)

la primera ley de la termodindamica para una expansién adiabética. A (1.16),
(1.18) y (1.19) se les conoce como ecuaciones de Friedmann. Estas no son inde-
pendientes; por ejemplo, podemos combinar (1.16) y (1.18) para obtener (1.19).
Introduciendo el pardmetro de Hubble H(t) y el pardmetro de deceleracion q(t)
con

_ at)
i) = T
_ _aa()

las ecuaciones de Friedmann toman la forma

81G k
H? = 22, =
3 P
47G(p + 3p)

= — 1.21

q S (1.21)
p = —3H(p+p).

También introducimos la densidad critica p. y el pardmetro de densidad §2

o 3H?
pc T 87TG7
1%
Q = = 1.22)
Pe (

lo que nos permite relacionar la densidad de energia total del universo con su
geometria

N>1 <= k=1,
N=1 <<= k=0,
<l <= k=-1



En general, el universo a grandes escalas es modelado con un fluido de
componentes de distintas naturalezas; en su descripcion méas simple cada una
cumple con una ecuacién de estado p; = w;p;. En general las cantidades fisicas
seran la suma de las contribuciones de estas componentes: p = > . p;, p =
>oipi, Q=739 etc. Para la evolucién de cada una de las componentes de
la densidad de energia, usando la ecuacion de conservacion (1.19), tenemos

pla) oc a(t)30+w), (1.23)

Hasta ahora no hemos incluido la constante cosmologica; al hacerlo, esto
resulta ser equivalente a introducir un tensor de energia momento de la forma

A
T;Ejy\) = _8’/TG Guv, (124)

que corresponde a un fluido perfecto con

_ A = (1.25)
PA = ek PA = —PA- .
El parametro de la ecuacién de estado es entonces w = —1 y la densidad

de energia es constante. Observaciones cosmolégicas modernas, en particular
de la radiacién césmica de fondo (CBR, por sus siglas en inglés), muestran al
universo actual extremadamente plano, lo que nos permite, no sélo apelando
a simplicidad matematica, hacer modelos con k = 0. Para un universo plano
las ecuaciones (1.16) y (1.23) dan para la dindmica del factor de escala

" 2/3(14w)
a(t) = ag (5) : (w # —1),

a(t) o et (w=-1), (1.26)

con ag = a(ty) el factor de escala actualmente y H = 1/A/3 una constante.

Un universo dominado por una constante cosmoldgica se expande exponencial-
mente mientras su densidad se mantiene constante, lo que provoca un aumento
en su energia total. Notese como el comportamiento de esta solucién representa
un caso limite para las condiciones CEd y CED; ver ecuacién (1.6). En general,
el comportamiento de p y a se muestra en la tabla 1, dependiendo del tipo de
materia-energia del fluido.

Tipo de Energia pla) a(t) ‘
Polvo a3 213
Radiacién a=* t1/2
A constante | efft

Tabla 1.Comportamientos de las mas importantes fuentes de energia en
cosmologia. El comportamiento del factor de escala se aplica al caso de un universo
plano, y el de la densidad de energia es en general.
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La informacion mas importante del factor de escala proviene del corrimiento
al rojo en la frecuencia de la luz emitida de una fuente distante. Supongamos
un rayo de luz (ds* = 0) viajando hacia nosotros (r = 0 por simplicidad)
en la direccién radial, tenemos dt? = a?(t)dr?/(1 — kr?). Supongamos que la
onda deja su fuente localizada en r = ry en el tiempo ¢ = t; y nos alcanza en
t = to. Debido al cambio en el factor de escala la onda cambiara su frecuencia de
acuerdo con vy /11 = a(ty)/a(ty). Es util introducir el pardmetro de corrimiento
al rojo z,

Ao — A
= 1.27
de donde se puede escribir la relacion
al(to)
1 to > t1). 1.28
Z+ a(t1>7 ( 0> 1) ( )

Asi, si observamos un corrimiento al rojo, tenemos z > 0 y el universo se
expande. En un universo en contraccién (a(t;) > a(ty)) la luz de las galaxias
distantes se veria corrida al azul.

1.5. Observaciones actuales del universo

Observaciones de la radiacion de fondo

Una clase de observaciones astrofisicas de gran relevancia en cosmologia es el
estudio de la radiacién césmica de fondo. En las primeras etapas de la evo-
lucién del universo la radiacién era lo suficientemente energética para ionizar
cualquier atomo de hidrégeno que se formara, por lo que se tenia un plasma de
fotones, electrones y iones de hidrogeno en interaccion, lo que provocaba que
la materia fuera opaca a la luz. Con la expansion los fotones se volvieron me-
nos energéticos y empezaron a formarse nicleos estables, etapa conocida como
recombinacion, hasta que el universo tuvo aproximadamente 380000 anos la
materia se volvid transparente a la luz y ésta pudo escapar, y por la expansion
se ha ido enfriando hasta su temperatura actual de Ty = 2.7K. Se asume que
la radiacién de fondo proviene de una superficie esférica muy lejana alrededor
de nosotros (z & 1100), la llamada superficie de ltima dispersion, y puede ser
considerada homogénea e isotropica en una primera aproximacion.

Por las teorias de formacién de estructura sabemos que la materia acu-
mulada es resultado de perturbaciones primitivas que actuaron como semillas.
Esperamos una influencia de estas perturbaciones en la radiacion de fondo,
medidas como anisotropias de primero y segundo orden; ver figura (1.1). Las
primeras son producidas desde el universo temprano hasta justo la etapa de
recombinacion y deben estar impresas como inhomogeneidades en la superficie
de tltima dispersion. Las de segundo orden son debido al efecto de procesos
dispersivos posteriores a la ultima dispersion.
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Las anisotropias de primer orden asociadas a angulos grandes (A ~ 7)
fueron descubiertas por el satélite COBE (COsmic Background Explorer) en
1992, motivo que valié el premio Nobel 2006 otorgado a George Smoot y John
Matter. Estas anisotropias estan asociadas con regiones causalmente desconec-
tadas en la época de ultima dispersiéon. Para angulos menores que un grado
(Af < 1) las regiones del universo en esa época estan causalmente conecta-
das, por lo que es posible observar las oscilaciones actusticas del plasma de ese
momento. Asi, un aspecto relevante del estudio de la CBR es la posibilidad de
relacionar la amplitud de sus fluctuaciones, en particular sus espectros, con la
geometria del universo. Se ha demostrado [24] que la escala angular o, equiva-
lentemente, el momento multipolar [ del primer pico acustico del espectro de
potencias puede ser expresado en términos de la curvatura espacial por

200
[N 1.29
o (1.29)

Angular Scale

6000 9|O 2I OI.5 0;2

5000
4000 £

3000 E

2000 |

Anisotropy Power (uK2)

1000 £

O: 1 I T N N T I A | 1 1 1 1 1 1 1 L1

10 100 500 1000
Multipole moment (1)

Figura 1.1: Espectro multipolar de la radiaciéon césmica de fondo. Fuente:

WMAP 2006.

A lo largo del segundo lustro de los anos noventa, algunos experimentos
lograron medir anisotropias para Af < 1 como lo fueron BOOMERanG (Ba-
lloon Observations Of Millimetric Extragalactic Radiation and Geophysics)
y MAXIMA (Millimetric Anisotropy eXperiment IMaging Array), habiendo
mostrado un valor [ = 197 £ 6 (BOOMERanG) y [ ~ 220 (MAXIMA). El
valor estimado del parametro de curvatura conjuntando ambos resultados es
Q) =~ 0.11£0.07 [26]. Estos nimeros han sido obtenidos tomando la constante
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de Hubble H, deducida con observaciones de supernovas. Més recientemente
[43], el satélite WMAP ( Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) ha confirma-
do estos resultados obteniendo ), ~ —0.01070 (4. Adem4s, para un universo
plano, su contenido energético queda contrenido por

Qh?* = 01271397 Oh? = 0.022339%7 b = 0.7370:03 (1.30)

con {2, el parametro de densidad de masa bariénica y €2, el parametro de den-
sidad de masa. Es decir, vivimos en un universo donde sélo el 4 % corresponde
a materia bariénica, 20 % es materia oscura y el restante 76 % es alguna otra
forma de energia, conocida como energia oscura.

Observaciones de supernovas

Uno de los resultados mas impresionantes de la cosmologia observacional ac-
tual ha sido obtenido del estudio de supernovas del tipo Ia (SNela) [34]. La fase
supernova es producto del colapso de una estrella supermasiva que degenera
en una explosion muy poderosa capaz de incrementar su magnitud luminosa
a valores similares a los de la galaxia que la contiene. Se que cree que el ti-
po Ia es originado por enanas blancas con abundancia en oxigeno y carbono
que se encuentran en sistemas binarios y ganan masa extrayéndola de su com-
panera hasta que se produce la explosion. Resultan estas supernovas de gran
utilidad porque ha sido encontrada una relacién fenomenolégica (relacion de
Philips) entre la amplitud de sus curvas de luz y su méximo de luminosidad
[23], cuya magnitud absoluta es aproximadamente M = —19mag (se define
magnitud absoluta como la magnitud aparente m de una estrella, o galaxia,
a una distancia de 10pc; por definicion, la estrella Vega tiene magnitud 0). El
brillo intrinseco de una estrella es llamado luminosidad L, de éste se define la
distancia luminica, d? = L/4wb, donde b es el brillo aparente. En términos de
pardmetros cosmoldgicos la distancia luminica es [3]

1
dL:Ho’l[z+§(1—q0)22+...]. (1.31)

Esta relacion es llamada ley de Hubble. Definimos ahora los parametros

. 87TGpM

QO B 8tGpa A k
M — 3H2 9

Qp = = O = —— 1.32

para los distintos componentes del fluido césmico. Insertandolos en la primera
ecuacion de Friedmann con constante cosmoldgica, se tiene la relacién

Qu + Q4+ Q. = 1. (1.33)

Con estos nuevos pardametros es posible escribir la distancia luminica, para
el caso FRW plano, como [§]
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dL(Z) = (1—|—2’) \/OZdZ/[QM(l—i—Z/)S—FQA]_l/Q . (134)

Ahora, usando la relaciéon magnitud-z [23],
d L(Z)

=51
w(z) 0410 i,

+ 25, (1.35)

se obtiene una medida de la distancia mddulo, pu(z) := M —m, en términos de
los pardmetros cosmolégicos. ju(z) es obtenido de las observaciones de estrellas
SNel; de hecho, su magnitud aparente m es medida, mientras su magnitud
absoluta M es deducida de las propiedades de sus curvas de luz. Finalmente,
el corrimiento z de la supernova es determinado a partir del espectro de la
galaxia en que se encuentra.

Existen dos equipos que se han dedicado a obtener y procesar las obser-
vaciones de pequenos corrimientos z de supernovas. El Supernova Cosmology
Project (SCP) y el High-Z Supernova Search Team (HZT), que junto a las
constricciones impuestas por las medidas de la radiacién de fondo, han llegado
a los resultados conocidos como concordancia cosmoldgica [42):

Qu ~ 027,  Qy~073, Q) ~0.00, (1.36)

junto con Qpgrion >~ 0.04 , Q, ~0.00 y Hy=T4+4km s 'Mpc!; ver figura
(1.2).

En un universo plano, la combinaciéon de los resultados de WMAP y ob-
servaciones de supernovas dan para la ecuacién de estado de energia oscura
43]

w = —0.971397. (1.37)

La mayor parte del contenido energético del universo es desconocida. Estas
contribuciones provocan que el universo se expanda aceleradamente desde co-
rrimientos z ~ 1.

Una posibilidad fenomenolégica

Los resultados son concluyentes, el universo estd pasando por una etapa de
expansion acelerada, el pardmetro de deceleracién (1.20) resulta ser negativo.
Para esto podriamos invocar un nuevo fluido exdtico que contribuya de tal
manera que la ecuacién de estado total cumpla

1
p< -5 (1.38)

Un fluido de presién negativa, considerando las condiciones de energia. Un
amplio debate ha surgido a partir de estas observaciones para explicar qué es
esta nueva componente. El candidato inmediato es la constante cosmoldgica, A,
inicialmente introducida por Einstein para obtener un universo estatico, ahora
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Figura 1.2: Fuente: Supernova Cosmology Project

es usada para modelar aceleracién. Considerando una constante cosmoldgica y
materia tipo polvo, el parametro de deceleracién se puede escribir

g = (Qm/2) — Q. (1.39)

De las observaciones, con constante cosmoldgica se obtiene ¢y ~ —0.6.
Entonces parece A el candidato idéneo para producir aceleracion.

Problemas con la constante cosmoloégica

Los modelos de fisica de particulas han identificado la constante cosmolégica
A con la energia del vacio de todos los campos cuanticos, y aqui es donde surge
el primer problema. El valor que predicen para la energia del vacio es demasia-
do grande comparado con el valor requerido por las observaciones astrofisicas
(alrededor de 120 6rdenes de magnitud). Una A de tal magnitud generaria
una aceleracién tan grande que resultaria imposible la formacion de estrellas
y galaxias. Se ha planteado la existencia de procesos fisicos desconocidos que
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cancelen estas energias del vacio, pero las observaciones de supernovas requie-
ren que prevalezca una parte de entre 10'2%: tal ajuste resulta increible. Esta
discrepancia entre teoria y observacion, la méas grande en toda la fisica, es
llamada el problema de la constante cosmolégica.

Los valores observados de las densidades de materia y vacio son del mismo
orden de magnitud. Sin embargo, el cociente de estas cantidades cambia muy
rapidamente con la expansion del universo,

Q
AP g, (1.40)

Qu  pu

Como consecuencia, en tiempos tempranos del universo la energia del vacio
tenia valores despreciables en comparacién con la materia y la radiacién, mien-
tras que en tiempos tardios la energia de materia y radiacion son despreciables.
Sélo existe un muy breve periodo en la historia del universo donde estas dos
densidades tienen valores comparables, y es justo ahora, en nuestros tiempos.
Este problema es conocido como el problema de la coincidencia.

1.6. Energia oscura

Dados estos problemas con la explicacién que da el modelo estandar de cos-
mologia a la expansion acelerada del universo, parece que algo anda mal con
él. Quiza necesitemos un tipo diferente de energia que produzca la aceleracién,
una energia oscura que, a diferencia de A, no sea constante.

Si las ecuaciones de campo de Einstein son correctas, la aceleracién césmica
implica necesariamente que haya una densidad de energia que disminuya con
relativa lentitud mientras el universo se expande. De la primera ecuacion de
Friedmann, (1.16),

> a’p + cte. (1.41)

a
es claro que la tinica manera de obtener aceleracién (a creciente) es que p
decrezca mas lentamente que a~2. Ni la materia (py; o< ™) ni la radiacién
(py o< a™*) tienen esta caracteristica, entonces es necesario invocar una nueva
clase de fluido. Existen buenas razones para pensar en una energia oscura
dindmica como alternativa a una constante cosmologica. Primero, su densidad
puede variar lentamente hasta su destino final igual a cero, permitiendo asi una
salida al problema de la constante cosmoldgica y al problema de la coincidencia.
Segundo, plantea una interesante carrera observacional a fin de entender esta
dindmica, con lo que podria incluso extenderse el conocimiento fisico de la
naturaleza.

El candidato mé&s simple a energia oscura es tomar un campo escalar ¢,
que es una forma de materia capaz de generar una ecuacién de estado con
presién negativa. El problema aqui es que el ingrediente clave de tal dindmica
es la forma del potencial de interaccién, que es puramente fenomenolégico y
no esté relacionado con ninguna teorfa fundamental (hasta ahora).
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Las observaciones cosmoldgicas arriba mencionadas sin considerar un uni-
verso plano constrifien el parametro efectivo de la ecuacion de estado de energia
oscura [43] a’

—1.14 < wgo < —0.90. (1.42)

Es importante notar que este rango favorece la violacién de la CED (1.8).
De hecho, J. Santos et al. usando el esquema FRW han mostrado como las
observaciones de supernovas parecen violar todas las condiciones de energia,
no sélo a pequenos corrimientos al rojo, sino también a altos, donde se cree
que el universo es dominado por campos de materia comun [37]. La ecuacién
(1.26) y la desigualdad (1.42) constrifien el factor de escala en un universo
dominado por energia oscura a

t

a(t) > ao (—)6'66. (1.43)

Lo

Vemos que para w < —1 la ecuacién (1.23) implica que la densidad de
energfa crece con la expansién. Ademas, en este caso la ecuacién (1.26) describe
un universo en contraccién. Sin embargo existe otra solucién de expansién [17],

alt) = (t, — ), (1.44)

donde t, es constante. Esta solucién describe un universo superinflacionario
donde H y R crecen hasta infinito en un tiempo finito cuando t — t,. Esta
situacién es conocida como Big Rip.

1.7. Quintaesencia

El modelo béasico de quintaesencia, introducido por Caldwell et al. en [6], es el
de un campo escalar ¢, funcién de la variedad del espacio-tiempo en los niime-
ros reales, evolucionando lentamente bajo un potencial V' (¢) y muy homogéneo
localmente. Su dindamica estd determinada por el lagrangiano

Ly = 50" 0,0, — V(6) (1.45)

Induce entonces un tensor de energia momento, T,E(f), al hacer las variaciones
de la accién Sy = [ Ly/—gd*x respecto a gh; ver ecuaciones (1.9) y (1.10).

05y = 0 / —%(9“”¢,u¢,u+2v(¢))\/—_gd4x

1

1
- _5 /[¢,u¢,u - iguu¢7>\¢,>\ - gMVV(¢)]5g“”\/—_gd4x

donde se usd la relacion

4Para un universo plano la constriccién en w es més estrecha; ver ecuacién (1.37)
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1
0/—qg = _§9W‘/_959W7 (1.46)

que puede encontrarse en practicamente cualquier texto de RG (e.g. [3]). Te-
nemos entonces

T(d) —¢u¢u_ g,uuq5 ¢A Guw ((b) (1'47)

La densidad de energfa y la presion se obtienen asociando p, = To(g’ ) y
(#)
po =T;;

i)

respectivamente [13]. Para p,,

ps = Ty = bobo— —900925 Yo — 900V (9)
= ¢+ ( 00¢0¢0+9]¢¢ )+ V(o)
= §¢2 + 2—a2 Z ¢+ V(9)

(V¢)

().

De manera similar se obtiene para p,

1., (Vo)
=5~ V(@)

Para un campo escalar homogéneo tenemos en un primer orden, ¢(z%) =
¢ (t) + S (x), y el término (V¢)? es cero, concluyendo que

1.
p¢ = §¢2+V(¢)7
1-
pe = 3¢ - V(@). (1.48)

son la densidad de energia y la presion asociadas con quintaesencia. Sustitu-
yendo en (1.19) la ecuacién de conservacién es

b+3Ho+V'(¢) = 0. (1.49)

Notese en esta ecuacién cémo la expansion (H > 0) amortigua la evolucién
del campo escalar. Las ecuaciones de campo de Einstein con quintaesencia
quedan

G = 87G(T, + TO) =T}, (1.50)

De (1.21) vemos que para obtener aceleracion positiva (¢ negativa) necesi-

tamos
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pt<—%<0

De alguna manera la contribucién a p; de quintaesencia debe hacer cumplir
la ecuacién anterior. Esto puede ser obtenido con una ecuacién de estado del
tipo de (1.7) con un pardmetro

142
_pe 307V 1 (1.51)

We 112 | /() 3’
Ps 50>+ V(o)
lo que se cumple siempre que V(¢) > ngQ, y es plausible bajo la condicién de
que el campo evolucione lentamente.
Es quintaesencia entonces una componente variable en el tiempo caracte-

rizada por una presion negativa constrenida por

1
-1 <wy < —=,
< We 3

y en el limite wy = —1, ng = 0, recuperamos la constante cosmolégica.
Podemos escribir la constriccién observacional (1.37) como —1,06 < w <
0,9. De donde vemos que los modelos de quintaesencia encajan bien en el rango
permitido por las observaciones.
Las ecuaciones de Friedmann para un universo dominado por quintaesencia,
despreciando contribuciones de materia, son

o 8nGpy 381G (1
H? = =5 = = <2¢ +V(¢)> (1.52)
y , .
H = —41G(py + py) = —4nG ¢*. (1.53)

Se pueden combinar estas ecuaciones para obtener el potencial y la variable de
campo en términos de H y H,

- 3H?2 H
V(H, H) = e (1 + W) . (1.54)

. 1/2
qﬁ(H):/(—%) dt. (1.55)

Asi, supongamos que queremos un factor de escala del tipo ley de potencia

a(t) ct*  (a>1), (1.56)

aocat®l, H=at"' y H=—at2. Integrando (1.55) se tiene

t o exp ( #(ﬁ) , (1.57)
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y sustituyendo estos resultados en (1.54) obtenemos el potencial que deriva en
una ley de potencia para el factor de escala

V(¢) o exp <— 16m& QS) ) (1.58)

«

De la ecuacién (1.26) vemos como el potencial anterior, que deriva en el
factor de escala a(t) o< t*, produce una ecuacién de estado con

2
= — —1. 1.59
v 3 ( )

Otros ejemplos de potenciales ttiles para obtener quintaesencia son [8, 9]

V(p) x o™, V(o) xexp %,
V(p) 1;2_ 1, con p = exp(f¢), (1.60)

donde « y ( son constantes.
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Capitulo 2

Teorias f(R)

2.1. Alternativas a RG

Los modelos de energia oscura se basan en alguna modificacion al lado dere-
cho de las ecuaciones de campo de Einstein, o en el caso mas simple en una
constante cosmologica diferente de cero. Suponen entonces la validez de RG
e invocan algin fluido de propiedades exdticas que ajuste las observaciones.
Tenemos para energia oscura (EQO),

G = 87G(T, + T5).

Sin embargo, histéricamente se ha planteado como posibilidad que la parte
geométrica de la ecuacion de Einstein esté mal, que deba ser sustituida por
alguna ecuacién mas general,

G, =8rG T,

ns

(2.1)

después de todo RG surge de la suposicion de que las ecuaciones de campo
deben ser de segundo orden en la métrica y de los principios de equivalencia.
Ademds, por supuesto, es acompanada de un notable éxito observacional'. Pero
esto no implica que no podamos recurrir a teorias alternativas a RG que nos
expliquen fenémenos como la expansion acelerada del universo sin la necesidad
de recurrir a conceptos extranos como el de energia oscura.

La existencia de soluciones con singularidades en la curvatura, como son
el Big Bang y los hoyos negros, donde RG ya no es aplicable, pone en evi-
dencia las limitaciones intrinsecas de esta teorfa. Estas han sido consideradas
indicadores de que la teoria debe ser reemplazada, a muy altas energias, por
una teoria mas completa, generalmente identificada como Teoria Cudantica de
la Gravedad. Numerosos intentos de cuantizar la gravedad han mostrado que
alguna modificacién de la accién estdndar de RG debe ser hecha [46], como la
introduccién de un término adicional R?.

1Sin embargo, gran parte de este éxito es atribuido més al principio de equivalencia que
a RG [48].
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Tenemos entonces problemas en RG tanto a altas como a bajas energias.
Puede ser que la inexistencia de una teoria aceptable de gravedad cuédntica
asi como la falta de una explicacién simple de las observaciones cosmolégicas
a bajas energias, donde la gravedad deberia comportarse escencialmente de
manera cldsica, sean debidas al uso de una teoria incorrecta de gravedad.

Desde los primeros anos de la teoria se han hecho intentos de generalizar la
RG. Existen muchos ejemplos de ello: teorias escalares tensoriales [20], donde
la constante G es reemplazada por un campo escalar dindmico, teorias de
velocidad de la luz variable [31], o teorfas donde la gravedad es modelada
en presencia de dimensiones extra, muchas de éstas conocidas como Mundos
Brana [18], entre otras. Incluso se ha tomado en consideracién la idea de que no
existen leyes exactas de la fisica, sino que los lagrangianos de las interacciones
son funciones estocasticas con la propiedad de que las leyes de conservacion
son bien aproximadas en los limites de bajas energfas [30].

De hecho, la forma de la acciéon gravitacional ha sido una de las carateristi-
cas mas cuestionadas de la RG, ya que la accién de Hilbert-Einstein,

Seulowl@)) = [ Luv=gd's = [ o ov=gRas,  (22)
167G
es justificada més por un criterio de simplicidad que por principios fundamen-
tales. El principio de equivalencia obliga a que las ecuaciones de campo que
rigen la geometria del espacio-tiempo sean tensoriales, en el sentido de ser in-
variantes ante transformaciones de coordenadas; la tnica manera de obtener
esto a partir de un principio variacional es que el lagrangiano sea un escalar de
la geometria de la variedad, es decir, un escalar del tensor de Riemann. R es
el escalar mas simple que puede ser formado a partir del tensor de Riemann;
més ain, es (casi) el inico del que se pueden obtener ecuaciones de segundo
orden en la métrica. Es de esperarse entonces que el lagrangiano que modela
la parte geométrica de las ecuaciones de campo dependa de él. Pero qué hay
de otros escalares formados a partir del tensor de Riemann, como R*R,,,
R*™PR 05, RO™R, etc., o incluso de funciones de R como R? o 1/R. Tam-
bién se ha invetigado la introduccién de un escalar R? —4RM R, + RHveB Rvap
llamado invariante de Gauss-Bonnet, con la particularidad que de él también
se obtienen ecuaciones de segundo orden en la métrica. Estos escalares pueden
contener informacion relevante de la variedad, en cuyo caso tienen un similar
derecho de estar en el lagrangiano.

Desde un punto de vista puramente fenomenolégico, uno bien podria re-
emplazar el escalar de curvatura en la accién de Hilbert-Einstein por alguna
funcién f(R) de él, que en principio pueda ser expandible en series de poten-
cias,

9 (0%} R2 R3
f(R) +R2—I-R 2A+R+ﬁ2+ﬁg+ ;
donde los coeficientes a; y [3; son constantes fenomenoldgicas con las dimen-
siones apropiadas. De esta manera la accién de teorias f(R) de gravedad toma
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la forma

S [ gu(2)] = / Vg (R)d'z. (2.3)

Algunos escenarios de inflacién en el universo temprano estan basados en
estas teorfas; por ejemplo, en [44] usan el lagrangiano f(R) = R + aR?, donde
el término cuadratico es responsable de la aceleracion césmica.

Las correcciones al lagrangiano de RG que incorporan R grandes son lla-
madas ultravioletas y las de R pequenas infrarrojas. Asi, dado que R ~ 1/2,
las correcciones actuales son tipo infrarrojo.

2.2. Ecuaciones de campo en teorias f(R)

Se quieren encontrar las soluciones al problema 05 = 0,

58 = S[g" + g™ — S[g™] = 0. (2.4)

Haciendo las variaciones en la integral,

55 = [ =g (R)g" B, + V=3 (B Rudg™ + (V7). (29

con " = df /dR. Solamente el segundo término de esta integral esta en términos
de las variaciones de la métrica, falta ahora poner los restantes respecto a ésta.
La variacion d\/—g estda dada por (1.46). La dificultad radica en el término
0R,,, una manera de resolverla es poner el tensor de Ricci en términos de
la métrica y luego efectuar la variacién; sin embargo, resulta menos tedioso
encontrar primero la variacion de la conexién en términos de las variaciones
de la métrica, para luego insertar este resultado en la variacién del tensor
de Ricci con respecto a las variaciones de la conexién. Comenzamos entonces
considerando las siguientes derivadas:

v)\dgpu = 69,01/,)\ - FU)\Z/ 69/)0 - FU)\,O 691/0)
Vu5gp,\ - 5gp>\,u - Faup 59)@ - FU)\p 5gucr»
vpégu)\ - 591/)\,;) - FU}\p 591/0 - Paup 590)\‘

Ahora, sumando y contrayendo,

1
5 g#p<v)\5.gpu + vuégpk - vp(sgu)\)

1
= 5 gup(égpu)\ + 5gp)\,u - 6gu)\,p - QFUAV 59/)0)
= gHP(Spr\ _ gHPFU)\V 5gp0
= gMP(Spr\ + gparau/\ 5gup

gupérpuk + Fpl/>\ 5.9“'0 = 6(guprpu)\)a
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obtenemos para 6I'*,,:

1
ort, = igup(vkégpl/ + Vvégf»\ - Vpégl/)\)' (26)

El tensor de Ricci en términos de las conexiones es

ij = 8,\F>‘“,, — 8,,F)‘>\u + pr,uFA)\p - Fp,u)\FAI/p7 (27)

y haciendo las variaciones

6R,, = O\, — 0,017, + 17,07,
+ 017,12, — 017 2T, — T7 00T, (2.8)

Para ver 0 R, en términos de 0I'*, consideramos las derivadas

Vol = 0T, +T2,017,, — TP,060%,, — 7,001,
V, 6T, = 0,60, + 7,017, — 17,01, — 7,61,

Comparando con la ecuacién (2.8) se tiene

SR, = VAT, — V0T, (2.9)
(Z Iz H

g"OR,, = V(g 0T ) — V(9" 6T*y,), (2.10)

e insertando la ecuacién (2.6) en este resultado

g"OR,, = Vi [g“”%gkp(vuégpy + Vu69up — Vp0g)]
—Vy[g“”%g”’(vﬁgw + V0ugn — V9]
= %vp[vv(sgp,, + V"5, — V09" ]
—%V“ (VP3G + V697, — V6g5,)
_ %vpvvag,w 4 %V”V“(Sgup - %V”V,ﬁg“u
—%wwagw - %Vﬂvuég”p + %V“V%M
= V'VY8g,, — VPV ,00",.
SR, = [V, — guV*V,] 69" (2.11)
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Tenemos entonces ya todos los términos de (2.5) como variaciones de dg*”,
sustituyendo,

55 = / \/——gd4a: [f/(R)R/u/ - %gw/f(R) + f/(R)(vuvu - glvavp)]é‘gl“/‘
(2.12)
Aqui es necesario integrar por partes, ya que el ultimo término considera
derivadas de la variacién d¢g"”. Sabemos que ésta es cero en la frontera, la cual
en principio podemos ponerla al infinito; sin embargo, sus derivadas no tienen
esta restriccion. Entonces, al efectuar la integracién no podemos deshacernos
de estos términos de frontera. Podemos evitarlos si desde un principio se los
anadimos al lagrangiano (e.g. Apéndice E.1 Wald) o usando la formulacién
de Palatini, en la que ¢g"” y F’\W representan variables independientes. En
adelante estos términos los consideramos cero tomando en cuenta que pueden
ser eliminados con un andlisis més detallado. Integrando por partes,

[ VR P @Ry 5 00 B) + (90979, = 9,0, R0 = 0. (2.13)

Como esto es valido para variaciones arbitrarias de la métrica, obtenemos
las ecuaciones de campo en el vacio,

f'R) Ry — %gwf(R) + (9w V'V, =V, V) ['(R) = 0. (2.14)

Este es un sistema de ecuaciones parciales acopladas no lineales de cuar-
to orden en la métrica. Para construir una accion cuyas variaciones lleven a
ecuaciones de segundo orden, necesitamos encontrar un escalar que dependa
de la métrica y de sus primeras derivadas solamente; desafortunadamente éste
no existe, ya que Vyg,, = 0, y entonces uno se ve obligado a ir a derivadas
mas altas y obtiene ecuaciones de cuarto orden. Lo que sucede con la accién de
Einstein-Hilbert en RG es que los términos que incluyen derivadas mas altas
pueden ser colectados en una divergencia total y ser tratados como términos
de frontera. Esto también puede ser observado directamente de la ecuacién
(2.14), si f(R) = R, tenemos f'(R) = 1 y la parte que incluye las derivadas
de alto orden es cero. Aqui podemos plantear la pregunta de qué queda fijo al
efectuar las variaciones; en un sistema convencional sélo deben ser fijadas en
la frontera las variables del lagrangiano, pero parte de que éste es de primer
orden. En gravitacion tenemos lagrangianos de segundo orden, es posible que
podamos usar condiciones de frontera mas restrictivas, como las condiciones de
Neumann usadas en mecanica cuantica, donde no sélo las variables sino tam-
bién sus derivadas son fijadas en la frontera [33]. De esta manera evitariamos la
necesidad de anadir términos de frontera adicionales a la accién gravitacional.

Las ecuaciones completas se obtienen anadiendo el lagrangiano de materia
al lagrangiano de curvatura. Este dependera de la naturaleza del fenémeno
particular; por ejemplo, para un campo electromagnético es Ly = F*F),,
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con F,, =V,A, —-V,A, =0,A —0,A,, A, = (¢,A), o para un campo
escalar ¢ tenemos Ly = —%c‘%‘(bauqﬁ — V(¢). Entonces la accién completa de
materia y curvatura es

1
S=—S.+Su, (2.15)
2K

donde el factor k es una constante de acoplamiento necesaria dimensionalmente
y se ajusta para obtener el limite newtoniano correcto. Notese que el principio
de equivalencia débil dice que todos los campos de materia deben acoplarse de

la misma manera a RG, por lo que es conveniente poner el factor -~ delante

2K
de la accién de curvatura. Con esto las ecuaciones de campo para teorias f(R)

son

PR R~ 5 9 d B) + (00 VY, ~ V.V R) = T (216)

Es inmediato que si f(R) = R se recuperan las ecuaciones de campo de
Einstein,

1
R, — 3 guwR = 87GT,,.

Definimos

G = PO R = 39S R) + (00 V0, = TV @®), (217

con lo que se obtiene la ecuacién (2.1). Es deseable que este nuevo tensor sea
covariantemente conservado, es decir, que V#G,, = 0; para demostrar que esto
sucede primero tomamos

V(9 V°Ve =V, V)T = (V,V'V, = V°V,V,)f
= [V,,V,Vf" = [V,,V,|V°f +VV,,V,]f
— RUpygvpf/ — _Rapmjvpf/
= _Ruuvuf/7
entonces,

~ 1
VMG;W = Vﬂ(f/R,ul/) - ig,u,z/v#f - R,w/v#f/

1
= f'V'R,, — §ng'V“R = f'V'G,,,

pero tenemos que el tensor G, por construccién es localmente conservado.
Llegando asi a
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VG, = 0. (2.18)

Aunque aqui fue derivado explicitamente, este resultado es consecuencia
de que el lagrangiano f(R) es un invariante ante transformaciones de coor-
denadas. Esta simetria es no dindmica? y produce la identidad matematica
de covariancia generalizada. En el apéndice A de [29] se puede encontrar una
derivacion para funciones no sélo dependientes de R sino también de cualquier
otro escalar proveniente del tensor de Riemann. A esto se le llama identidades
generalizadas de Bianchi.

Sacando la traza de la ecuacién (2.16) se obtiene

30f'(R) + Rf'(R) — 2f(R) = wT, (2.19)

mientras la traza de las ecuaciones de Einstein es R = —xT. Esta diferencia
es sustancial, la ecuacién (2.19) es una ley dindmica del escalar de curvatura,
mas precisamente de la funcién f/'(R), mientras su contraparte en RG es una
ley algebraica. Sucede que ha sido introducido un nuevo grado de libertad
dindmico al cambiar el lagrangiano R — f(R).

Soluciones de curvatura constante

En una teoria métrica de gravitacion las interacciones gravitacionales se mani-
fiestan en la curvatura del espacio-tiempo. Es de esperarse que en la ausencia
de tales interacciones el espacio-tiempo sea plano, o al menos que su curvatu-
ra sea constante. Queremos encontrar las soluciones de la ecuacion (2.16) que
tengan V,R =0y T,, = 0. Sacando la traza se obtiene

F'(R)R =2f(R), (2.20)
que en general es una ecuacion algebraica de R. Por el momento supongamos
que una de las soluciones es Ry. Si Ry = 0 tenemos que el espacio de Minkowki
es la solucion de curvatura constante como sucede en RG; si Ry > 0 obtenemos
el espacio de Sitter (dS) como solucién; y si Ry < 0 obtenemos el espacio Anti
de Sitter (AdS).

Para estos espacios, el Teorema de Schur [28] nos dice que la curvatura
seccional Ky el escalar de Ricci estan relacionados por K = R/12. Podemos
entonces ver el espacio de Sitter como el hiperboloide —v?+w?+z%+1y%+2? = o
inmerso en una espacio plano de 5 dimensiones con la métrica ds?> = —dv? +
dw?+dz? +dy? +d=?. Es util introducir la parametrizacién v = v/a? — r2sinh t,
w=+Va?—r2cosht, x = rsinpcosf, y =rsinpsinfy z = rcosf, con lo que
se obtiene la métrica del espacio dS en coordenadas estdticas,

2 r’ 2 r2\ 7! 2 2 192
ds* = — 1—§ At + (1 —— | dr®+1r2dQ°, (2.21)

a2

2Por simetrfa no dindmica nos referimos a alguna simetria del lagrangiano independien-
temente de si a éste se le haya aplicado un principio variacional [1].
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con a? = 1/K. Vemos que este espacio tiene una singularidad en r = a.

De manera similar se encuentra la métrica del espacio AdS, en coordenadas
estaticas,

2

2 71
ds? = — (1 + %) dt* + (1 + %) dr® + r*dQ>. (2.22)

2.3. Ecuaciones de Friedmann para teorias f(R)

Tomando la métrica FRW plana encontraremos las ecuaciones de Friedmann
para teorfas f(R).

ds® = —dt* + a*(t) dx?,

= 6(H + 2H?), (2.23)

con R funcién sélo del tiempo.

Componente tiempo-tiempo

Tenemos Ry = —3i/a = —3(H + H?), goo = =1y /=g = a® . Ademds
vava¢ - \/%79 aAL(\/ —9g gwau(ﬁ)-

90oVeVaf = —a?0,(a’¢" 0, f") = —a"*0(a’ g™ 00 f)
a_380(a380f’) = 3H80f, + 80801”,

VoVof' = 0600 f = T70005f" = oo f',

entonces
(gooVaVa — VQVQ)f, = 3H(90f’ = 3Hf”(90R
= 18(HH +4HH?)f".

Juntando estos resultados en la ecuacién (2.16) y considerando un fluido
perfecto, tenemos que

1 ) . )
5~ 3(H+H?)f +18(HH +4HH?)f" = Kk p (2.24)
es la primera ecuaciéon de Friedmann para teorias f(R).
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Componente espacio-espacio

Todas las componentes iz dan el mismo resultado debido a la isotropia de la
métrica considerada. Asi, tomando sélo la componente 11: tenemos aqui g1 =
a*, Ryy = (2 + 22—2)@2. Entonces (2.16) implica

: 1
(H +3H*) a*f' — §a2f +a?VOoV,f — ViVif = ka®p,

como f sélo depende del tiempo, Vi Vif = 10, f — 100 f = —TI°100f =
—a?H f'. Ademéds, VOV f' = —3HOyf' — 0y0pf’, obteniendo la segunda ecua-
ci6on de Friedmann

(H+3H?)f — %f —2HOf — 0yOuf' = K p. (2.25)

A estas dos ecuaciones de Friedmann se les anade la ecuacion de conserva-
cion

p+3H(p+p)=0.

2.4. Modelo CDTT

En [7] S. Capozzielo reporté que un término 1/R es capaz de provocar un
crecimiento acelerado en el factor de escala césmica. En [9] S. Carrol et al.
analizaron con méas detalle el modelo

4

Ff(R)=R— %, (2.26)

con p un parametro con unidades de masa. Comunmente este modelo es cono-
cido como modelo 1/R, modelo de Carroll o modelo CDTT (Carrol, Duvvuri,
Trodden, Turner). Tipicamente el término geométrico R va como o 1/t? y el
término adicional 1/R va como o t?. Entonces, la época en que éste empieza
a dominar la curvatura (t,) sucede cuando R ~ %, o R ~ p?. La ecuacién
a(t) sufre un cambio de concavidad en su grafica, es decir d(t ~ t,) = 0,
y entonces p* ~ Hj. Para corrimientos pequenos (z ~ 1) se espera que el
valor de H se mantenga del mismo orden. Esperamos entonces algin valor
o~ Hy~ 1073V,

Las soluciones de curvatura constante son, usando (2.20), R = ++/312, los
espacios de Sitter y Anti de Sitter. Insertando el resultado positivo en (2.16)

tenemos para curvatura constante en el vacio,

_ VB

R, 1 G-

(2.27)

. L ) . 2
Esto es equivalente a un espacio-tiempo de Einstein con A = @T“. Los
elementos de linea para un universo plano de Sitter en coordenadas comoviles

y en coordenadas estaticas, ecuacion (2.21), son
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ds? = —dt* + *'(dx)?,

ds? = — (1 — H*?) di* + (1 — H*?) " dr® + r2%d9?,

(2.28)

(2.29)

2 ., . .
con H? = ‘/13—; En la seccion 3.3 mostraremos que estas soluciones son ines-

tables.

Ecuaciones de Friedmann

Las ecuaciones de Friedmann para este modelo se obtienen a continuacién.

4
Tenemos ' =1+ 43,

4
f// — _QRLS

R? =18 - 12(H + 2H?)?. Consideremos ahora

18(HH + 4HH?)f"

) 407 2\2
(i 4omy) - U2
12(H + 2H?2)3
: 2 /~L4
= 3(H+H*) (14—
( ) ( 36(H + 2H?2)?
. 4(r 2
_ 3f_ar WHA2H)
12(H + 2H?2)3
2u*(HH +4HH?)
12(H +2H?)3

. R=6(H+2H?), R*>=36(H + 2H?)?,

)

La suma de estas tres ecuaciones es la primera ecuaciéon de Friedmann

(2.24) de este modelo:

1

) 7 S L —
12(H + 2H?)

A2HH +2H? + 15HH® + 6H'} = s p.

Para obtener la segunda ecuacion consideremos las relaciones

1
_§f =

(H+3H%)f =

—2H80f/ -

—aoaof/ =

1

3(H42HY + — M
( ) 12(H + 2H?)

4
: 1z
H+3H*) (14 ———— ),
( ) ( 36(H + 2H2)2>
p(H + 3H?)
36(H + 2H?)?’
1
—2H,LL4(90 (ﬁ) )
1

—/,648080 (ﬁ) .
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Sumando estas contribuciones y multiplicando por —1/2 obtenemos la se-
gunda ecuacién de Friedmann (2.25) de este modelo:

H+-H*————————— [4H + 9H? —2HR?*0y | — | — R*000y [ —5 || = —
S T oy [ Ra“(R?) Ra”( )}

Analisis de las ecuaciones de Friedmann

Si bien estas ecuaciones lucen bastante complicadas, en principio pueden ser
integradas numéricamente. Dado que son ecuaciones de cuarto orden en a,
debemos entonces especificar las condiciones iniciales a,, a4, 4, v @,, datos
no disponibles al momento. Fijémonos en la primera ecuacion de Friedmann
(2.30), ésta es de segundo orden en H, pero tiene el término p que tipicamente
introduce al factor de escala, lo que obliga a ver la ecuacién (2.30) como una
de tercer orden en a(t). En la época de transicién, t,, la densidad de energia
es dominada por la materia, p o 1/a3, en la gravitacién de Einstein esto
implica que p o< 1/t2. Si bien aqui la gravitacién es distinta, intuitivamente
esperamos que en la época de transicion el valor sea similar y que en general
p o< 1/t*, con o > 2. Usaremos p o 1/t* para integrar las ecuaciones. Falta
especificar las condiciones iniciales H, y H,, éstas son simplemente H, = p y
Hq = —u?, segiin vimos en el analisis posterior a la ecuacién (2.26). De esta
manera, usando Mathematica 5.0, se grafican H? y —H. Vemos que a partir
de t,, H* > —H, lo que implica una aceleracién positiva, @ > 0; ver figura 2.1.

0.02 .
-H
0.015
2
W H
0.005
t 2 3 4 5 5 ¢

Figura 2.1: En el modelo de Carrol a partir de cierto tiempo ¢, se cumple
H? > —H, por lo que d(t > t,) > 0.

Este desarrollo nos da un anélisis cualitativo de las soluciones cosmolégi-
cas del modelo CDTT, pero no nos proporciona soluciones analiticas, si es
que existen. Podemos extraer mas informacion estudiando el comportamiento
asintotico de (2.30). Vemos que en épocas t > t, sélo el término que contiene
a p* prevalece; considerando también p = 0, la ecuacién se reduce a
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2HH + 2H? + 15HH? + 6H* = 0. (2.32)

Proponemos el ansatz a(t) o< t*, con lo que se obtiene que a cumple

a®(2a —1)(a—2) = 0. (2.33)

Es sencillo, pero requiere algunas péaginas de algebra, verificar que de la
ecuacién (2.31) se obtienen las mismas raices.

La primera raiz, « = 0, implica que a(t) = cte. que no se observa, pero
puede entrar en la solucién general. La segunda es a = 1/2; ésta es rapida-
mente desechada ya que el modelo CDTT es en si singular para esta solucién.
Entonces la solucion asintética es

a(t) o 2. (2.34)
Esto es equivalente a un fluido de energia oscura con

2
Wef = _57
al que las observaciones no favorecen; ver ecuacién (1.42).

En [10] Carrol et al. hacen un andlisis del espacio fase de (2.30); concluyen
que (2.34) es un atractor y que la solucién de Sitter es inestable. Esto tltimo

lo demostraremos en el capitulo 3.

Modelo CDTT generalizado

Dado que las correciones 1/ R no concuerdan con los resultados observacionales,
se propuso un modelo generalizado [9],

(2.35)

En vez de encontrar explicitamente las ecuaciones de Friedmann para este
modelo, propondremos nuevamente un ansatz. Del desarrollo que conduce a
(2.24) tenemos

ST (R) =35 f/(R) + 30,1/ (R) = mp.

A tiempos tardios el término dominante en f(R) es R~" y hacemos p = 0.
Proponemos el ansatz a(t) oc t* y usando (2.23) se tiene

6a(2a—1)

R = 2 ;

2 t2 t2 t? t t2

Ly (6a(2a - 1)>_3a(a - 1)f, <6a(2a —~ 1)) 020 — 1)801” <6a(2a - 1)) o

30



Desarrollando el dlgebra se tiene la solucion asintética

at) = 17, . (2n —|—n1—|)_(;b + 1)’

equivalente a un fluido de energia oscura con
N 2(n+2)
32n+1)(n+1)

que claramente es posible ajustar a las observaciones.

wef:—
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Capitulo 3

Teorias f(R) y campos escalares

La validez del principio de equivalencia débil implica que todas las particulas y
los campos no gravitacionales responden de la misma manera al campo gravi-
tacional. Implica también que éste debe ser expresado con un tensor de grado
2, la métrica g, y existen observadores para los cuales ésta puede ser llevada
localmente a la métrica de Minkowski. También el principio de equivalencia
débil permite la posibilidad de que la gravitacion esté descrita con campos adi-
cionales no geométricos, como campos escalares o campos vectoriales [48]. En
una teoria métrica de gravitacion la materia y los campos no gravitacionales
responden solamente a la métrica del espacio-tiempo g, mientras los campos
adicionales tienen el papel de mediar la manera en que la materia genera a la
métrica.

En el capitulo 1 encontramos el campo escalar de quintaesencia. Este no es
una modificacion a RG, sino una nueva contribucion de energia acoplada a RG
a través de la métrica de la misma manera en que lo hacen todos los campos no
gravitacionales segun el principio de equivalencia. Se dice que un campo como
éste es minimamente acoplado a RG. En este capitulo mostramos alternativas a
RG con campos escalares no minimamente acoplados y sus posibles conexiones
con las teorias f(R).

3.1. Teorias escalares-tensoriales

Si escribimos Ry = 1/H, como la longitud caracteristica del universo y My =
47po Ry /3 su masa caracteristica, una aparente coincidencia aparece en la na-
turaleza,
LM (3.1)
G Ry
Esto sélo sucede actualmente, si nos remontamos al universo temprano o
extrapolamos a un futuro esta igualdad fallaria por muchos 6rdenes de mag-
nitud. C. Brans y R. Dicke [4] interpretaron esto como una manifestaciéon del
principio de Mach, al cual Dicke le dio su propia forma [5]: ‘La constante gra-
vitacional, G, debe ser una funcion de la distribucion de masa en el universo’.
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Guiados por (3.1) postularon que el inverso de la constante gravitacional es
una variable de campo ¢ que satisface alguna ecuacién de campo proveniente
de un lagrangiano L4. El lagrangiano mas simple sélo contiene un término
cinético Ly = —wg"’¢ ,¢ ., lo que resultarfa en una ecuacién de onda para ¢.
Sin embargo, esta constante de acoplamiento w tiene las dimensiones de G, la
constante que desde un principio se queria evitar. La manera mas simple de
poner una constante de acoplamiento adimensional es hacer el lagrangiano

l@=—%¢%¢m. (3.2)

De esta forma del lagrangiano deviene la accién de Brans-Dicke,

SBD:/d ZL’\/_( R—g ‘“’gbugb +167TL ) (33)

de donde se obtienen las ecuaciones de campo

8 1 1
G = T + 50000 = 5000700) + S(VuVod = 9u06), (3.4
8 T(™)
O¢ = 2w+3" (3:5)

Dado que la gravedad es aqui descrita por un campo escalar ademas de
la métrica, la teorfa de Brans-Dicke es una teoria escalar tensorial. De (3.5)
parece que si w — 00, ¢ — cte. y de (3.4) obtenemos las ecuaciones de
Einstein de RG. De hecho esto es cierto y se puede demostrar facilmente [32].
Las estimaciones actuales para el parametro de Brans-Dicke son w > 3500
[49], asi las desviaciones locales a RG son muy pequenas para ser notadas
localmente, pero bien pueden permitir una influencia cosmolégica.

Una generalizacién a la accion de Brans-Dicke es agregar un potencial de
auto-interaccion del campo escalar y permitir que el parametro de Brans-Dicke
sea una funcién (adimensional) de ¢. A estas teorias se les llama genéricamente
gravedad-escalar-tensorial (STG, por sus siglas en inglés) y su accién es la
siguiente,

Sero = 5= [ dev=gon-"Cgvo,0, -0, 69

tenemos como caso particular a Brans-Dicke cuando w(¢) = cte y V(¢) = 0.
Para fines futuros escribimos las ecuaciones de campo que resultan con w(¢) =
cte.,

8 1 1 1V
GW = %T;ET) + %(Qbuﬁbv - 59;“/(1570(15,0) + E(Vuvlﬂb — Gl ¢) - 59#1/%7
(3.7)
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2w+ 3)0¢ = 8 T™ + ¢V, — 2V, 3.8
No

donde se anadi6 la contribucién de materia que proviene de una accién S, (¥, g)
que depende de los campos de materia y de la métrica. Al no permitirle de-
pender del campo escalar ¢ se evita la violacion del principio de equivalencia
débil [12]. Estas teorfas han sido de gran utilidad en cosmologia: entre otras
cosas han mostrado poder predecir la aceleracién actual del universo [12].

STG se basa entonces en una constante gravitacional variable dependiente
de toda la materia en el universo. Veamos las ecuaciones de Einstein, G, =
87GT,,. Si permitimos que G simplemente sea variable nos encontramos con
un problema de consistencia si queremos que el tensor de energia momento y
su divergencia cero retengan su forma usual y su significado fisico [2]. Es decir,
dado que G*,, = 0, si queremos que la conservaciéon de energia momento
esté expresada como T",, = 0, necesariamente G debe ser constante. Es por
esto que en STG la variacion de G se hace a través de un campo escalar
dindmico que contribuye con su propio tensor de energia momento al lado
derecho de las ecuaciones de campo. Una alternativa de minimo cambio a RG
serfa permitir que 7),, no tenga divergencia cero, con lo que la energia y el
momento no serian conservados en su forma usual.

Veamos otra alternativa a RG. Introduciendo la velocidad de la luz ¢, el
lagrangiano de RG es Lgpy = /—gR(c'/167G); es posible obtener resultados
similares a STG si mantenemos G fija y permitimos variar c. Haciendo el valor
de ¢ en el universo temprano mucho mas grande que el valor actual se ha
mostrado como estas teorias pueden resolver problemas cosmolégicos como el
valor actual de la constante cosmolégica y los de planitud, homogeneidad e
isotropia del universo sin recurrir a las teorfas de inflacién [31]. Sin embargo,
variar G sélo afecta a RG, mientras que una variacion de ¢ afecta casi todas
las teorias de la fisica moderna. Ademas estas teorias tienen el problema de no
ser covariantes [31].

Es posible demostrar que bajo una transformacién conforme de la métrica
las teorfas STG toman la forma de RG [19]. Las variables en que estd expre-
sada STG inicialmente son llamadas marco de Jordan {g,., ¢}, después de la
transformacién conforme, llamada transformacion de Dicke,

- Qb
v =—0uw, 3.9
gN 167T g# ( )

la accién de STG (3.6) toma la forma

S = / d*z/—g {R - (w(gb) + g) O 25" dut,, — 2V () + ¢ 2Ly |, (3.10)

y con la redefinicién del escalar

3>1/2 dé (3.11)

d¢=(w<¢>+§ e
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(w > —3/2), STG toma la forma de RG con la métrica conforme més un
campo escalar minimamente acoplado [19],

S = / d*z\/—§ [é — G, — 2V () + K(w)Lm} : (3.12)

Decimos que ahora nos encontramos en el marco de Einstein, donde tenemos
RG, pero las variables son {g,,,v}. En la siguiente seccién mostramos mas
claramente como se hacen estas transformaciones. La aparicion de la funcion

2w+ 3

K () = exp (-2 ! w) (3.13)

delante del lagrangiano de materia es de esperarse por dos motivos, la constante
G es variable y la materia estd acoplada a la métrica g y no a la métrica g.

3.2. Equivalencia matematica entre teorias f(R)
y RG

Empecemos con el lagrangiano de teorias f(R),

1
L= f(RIVG, (3.14)
con L = L(g). Definimos la variable conjugada

2k OL

pe= V—gOR

Si f”(R) # 0 la ecuacién anterior es invertible y se puede encontrar r(p) =
R(g). El hamiltoniano asociado es entonces la transformada de Legendre

— f'(R). (3.15)

H(p,9) = - lor(p) — )]} Vo

El lagrangiano de Helmholtz se define como la funcion

L Vd

52,%

pR(g) — H(p,g) = i{pR@) —pr(p) + [Ir®]}vV—=g, (3.16)

y es dindmicamente equivalente a (3.14). A la obtencién de (3.16) a partir de
(3.14) se le llama mapeo de Legendre, y no es mas que la generalizacién de un
método viejo, y poco usado, de la mecénica clasica [29, 35]. Las ecuaciones de
campo son los puntos estacionarios de la accién construida con este lagrangiano
variando respecto a las variables g, y p.

(5/(p[R—7"]—i—f)\/—gd4x:O. (3.17)
Variando respecto a p:
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/ (IR~ 1] — pr' + f'r')opy/~gd'e = 0

con f' =df/dr y r' =dr/dp. Como f" = p, obtenemos la ecuacién

R(g) =r(p) (3.18)

Variando respecto a g :

5 [ whV=g+(f —pr)v=adte -
1
/ V —gd4x[p Guu(ggw, + pguyaRuu - Qg/w(f - p,r)(;gl“/] =
1
/ V —gd4l'[p Gm/ + (guuvavap - V#V,,)p - ig;w(f - pr)}ég/“’ =0

Obteniendo

1 1 X
G = E{V,Nup = 9wV Vap + 59 (flr(p)] = prp)} + ET“”’ (3.19)

donde se ha agregado la contribucion de la materia. Notemos la similitud de
esta ecuacion con (3.7). Si identificamos p = ¢, implica que las teorfas f(R)
pueden ser vistas como STG pero sin término cinético, w = 0, y con potencial
V =pr(p) — flr(p)l.

Las ecuaciones (3.18) y (3.19) son entonces las ecuaciones de campo del
lagrangiano de Helmholtz. Un sistema de segundo orden en la métrica g,, y
el momento p. De esto se trata justamente el mapeo de Legendre: original-
mente teniamos un sistema de cuarto orden en la métrica y ahora tenemos
un sistema de segundo orden pero con una variable adicional. Si sustituimos
p= f'(R) y r(p) = R en (3.19) recuperamos las ecuaciones de campo para
teorias f(R), (2.16), como era de esperarse. El mismo resultado se obtiene si
sustituimos p = f’(R) en las ecuaciones de campo originales (2.16) de teorfas
f(R) y despejamos. Sin embargo, el mapeo de Legendre es necesario si que-
remos encontrar el lagrangiano dindmicamente equivalente; ademas nos dice
cuando esto es posible, f”(R) # 0, a parte de la condicién trivial f'(R) # 0.

A continuaciéon vemos qué sucede haciendo una trasformacién conforme
directamente en el lagrangiano de Helmholtz,

g,uu =DPYuv, (320)

ésta se puede hacer siempre que p = f’(R) > 0. Se tiene que bajo una trans-
formacién conforme el escalar de Ricci se transforma como [19)],

R=pR+6p 2gp'/? (3.21)
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y ademas

G =D G, 9" =p3d", g=p'g, V-g=p V-3 (322

Ahora,

1
Op'? = ¢"VuVup'? = Sg" V(0 P0up)

1 v — 1 v _—
= 59" 0 20,p + 59"P 2% ,0,p

1
2 —1/2
1 Puby + 5P 2,

entonces, de (3.21),

_ .3 1 _3
pR=p’R+6p"*0p = p°R — P Y9 p up., + SV p°R— 5P Y9 D D,

donde = significa igualdad hasta términos de divergencias totales'. Usando
(3.22),

.3, _
pRy/—g=[R— ip 2gH PP/ —7. (3.24)

Con este resultado, el Lagrangiano de Helmholtz (3.16) se vuelve

1.3

Lt = 5 RV~ 5 [op 8 pua + 070 0) ~ 0 SV G (325

Definimos la variable escalar ¢ con

P = exp ( 2§ gb), (3.26)

de donde se obtiene

L= o RV 06,00 + 2V (05 (3.27)

con

IEste punto es delicado. Por el teorema de Gauss,
/ V¥ uv/—gd s = / puntV—Kd’s, (3.23)
M oM

con n* el vector normal a 9M. Como p ,, = f”(R)R ,, para eliminar los términos de frontera
requerimos que el escalar de Ricci tenga un minimo en la direccién perpendicular a 9M;
si tomamos la métrica FRW, esto es pedir que la frontera sea una regién de curvatura
constante. De esta manera no existiria problema en pedir que el gradiente a la variable p
esté fijo en la frontera.
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1

V(9) = 5r () — 5 ) (325)

La ecuacién (3.27) es igual al lagrangiano de RG con la métrica reescalada
y un campo escalar minimamente acoplado. Haciendo las variaciones respecto
a la métrica g" tenemos,

G =T +eVEeTm =10, (3.29)
con
1. _, _
T = 6udy = 503" G.ad s = GV (9), (3-30)

donde hemos introducido la contribucion de materia. Notemos el parecido de
la segunda ecuacién con (1.47). La aparente diferencia entre ambas ecuaciones
estd en que ¢ b 5 # ¢ ¢\ ya que la métrica que realiza contracciones es g
y no g. Sin embargo, se cumple ¢,,¢*° = 7,,G*”, por lo que, salvo la métrica,
las dos ecuaciones son iguales. Vemos que en la ecuacién (3.29) la materia
tiene un acoplamiento al campo escalar, por lo que no es posible asegurar
que el acoplamiento minimo esta dado, es decir, el campo ¢ aqui no puede
desempenar el papel de un campo de materia acoplado minimamente a través
de g, como lo hace quintaesencia a través de g; si fuera asi, él y los campos de
materia U estarian acoplados de la misma manera a RG, como lo demanda el
principio de equivalencia débil. Entonces, aun en el marco de Einstein, no es
posible perder de vista la naturaleza gravitatoria del campo escalar ¢.

Vemos que debido a las identidades de Bianchi generalizadas [29], descritas

en el capitulo 2, se cumple VAT, S/) =

Resumiendo lo hecho:

FOR) : {0} 5 {000} —5 {Gurs 0} =2 {Gur 0} : RG + ¢

Partimos de una teoria f(R) descrita enteramente por la métrica en el
marco de Jordan {g,,}; mediante el mapeo de Legendre (ML) introducimos
la variable p y llegamos al marco de Helmholtz-Jordan {g,.,p}, con lo que se
les baja el orden a las ecuaciones resultantes. Luego de una transformacion
conforme (TC) de la métrica el campo p es desacoplado de la gravitacion,
obteniendo las variables {g,,,p} en el marco de Einstein. Finalmente hacemos
una redefinicién del campo escalar, p — ¢, y llegamos a las variables {§,., ¢},
donde la accion es la de RG con la métrica reescalada y un campo escalar
minimamente acoplado.

El isomorfismo entre las dos teorfas estd dado por (3.20) y existe, al menos
localmente, siempre y cuando el mapeo de Legendre sea invertible, es decir,
si f"(R) # 0. De hecho, se ha demostrado que el problema inverso puede
ser resuelto [29], i.e., dado un lagrangiano como (3.27) existe el lagrangiano
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L = f(R)\/—g equivalente; sin embargo, en la mayoria de los casos éste no
puede ser escrito en términos de funciones elementales.

Esta equivalencia es de gran importancia ya que nos permite transformar
una teoria f(R) a una escalar y obtener resultados para las nuevas variables;
luego, estos resultados deben ser devueltos a sus variables originales. En la
siguiente seccion vemos como se hace esto para el modelo CDTT.

Campos de materia

En la obtencién de (3.29) consideramos que el lagrangiano de materia es L,, =
L,,(V, g") vy se acopla a las teorias f(R) sélo mediante la métrica g, es decir,
lo inmediato es pensar que bajo la transformacion conforme sigamos teniendo
L, (¥, p~tg") y se cumpla (1.9). Sin embargo, hay quienes aseguran [29, 39
que la métrica fisica, aquella que mide las distancias y a la que se deben acoplar
los campos de materia, es g y entonces debemos tener L,, = L, (V,3") y

T, = _%ggsﬁ , v en vez de (3.29),

Gu =T + T\, (3.31)
aqui los tensores T, ﬁ,’)(@ ")y T, ;ET)(\II, ") se conservan independientemen-
te como consecuencia de las identidades generalizadas de Bianchi ya que los
campos ¢ y ¥ no se mezclan entre los dos tensores. Si la métrica fisica es
g entonces el campo ¢ se encuentra acoplado a la materia; si en cambio la
métrica fisica es g, ¢ se ve totalmente desacoplado a la materia y su evolucién
solo dependera de su acoplamiento al campo gravitacional a través de g.

Vemos que la eleccion de la métrica fisica es esencial para ver la completa
equivalencia entre las dos teorias, tema en el que no ahondaremos debido a su
aparente complejidad y nos quedamos sélo con el resultado de que la equiva-
lencia matematica esta bien definida en el vacio. Asumiremos que la métrica
fisica es g, de otra manera pareceria que las teorfas f(R) son como un disfraz
de teorias escalares en RG.

3.3. Modelo CDTT generalizado

. 2(n+1)
Potencial V' de f(R) = R — *—5
2(n+1) -2
fo)=p = 1+ =y — =
r (p — )=

Usando (3.28) y desarrollando el dlgebra se obtiene
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Vip(o)] = (it ik 2 (3.3

Este potencial alcanza su maximo en pa, = 2(n+1)/(n + 2).
Tomando p; > Pz, €l potencial es aproximado a

5 nAtip” ntl (3.33)

Vip(g)] = p2 <"+ 1) L

o, usando (3.26),

2 1
V(p) ~ SI;G (n;l) n+1 exp [—\/% (Zi?) ¢] , (3.34)

pero éste es justamente el potencial obtenido para una aceleracion potencial en
quintaesencia, ecuaciones (1.56) y (1.58); se tiene entonces que para el modelo
de Carrol generalizado en el marco de Einstein el factor de escala cosmica es

af) < i, a= % (3.35)

Para regresar al marco de Jordan primero tenemos, de (3.20),

a(t) = p~Y2a(l) dt = p~V2dt (3.36)
usando de nuevo (3.20) y ¢ o /22 Int; ver ecuacién (1.57),

alt) = IVelBad)  dt =ivVeld (3.37)

Integrando la segunda ecuacién obtenemos t = (1 — y/a/3)" 117V /3, Sus-
tituyendo de vuelta estos resultados en (3.35) obtenemos el factor de escala
cosmica en el marco de Jordan

o _(2n+1)(n+1)
a(t) =7, q= —— (3.38)

Este resultado ya se habia obtenido en el capitulo 2, ecuacién (2.36), pro-
poniendo un ansatz para tiempos tardios en este modelo.

Veamos con n = 1 el caso de condicién inicial ¢; = ¢. en el que el campo
alcanza el maximo del potencial (p = 3/4, V(pmas) = 123v/3/16k) llegando
al reposo (¢ o(p = 3/4) = 0), se tiene entonces de (3.27) que el lagrangiano
en ese punto es L = [iR — 123v/3/16k]/—3. Este corresponde al universo
inflacionario de una constante cosmolégica A = 3v/3%/8 en el marco de Eins-
tein. Pero el maximo del potencial requiere condiciones iniciales precisas y es
inestable. Llegando asi al resultado que habiamos adelantado en el capitulo 2,
después de la ecuacién (2.29), la solucién de Sitter para el modelo CDTT es
inestable.
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3.4. Limite newtoniano en teorias f(R)

Las teorias f(R) admiten tres tipos de soluciones de méxima simetria, o solu-
ciones de curvatura constante. Estas son los espacios de Minkowski, dS y AdS,
caracterizados por las métricas (2.21) y (2.22). Si para una teoria en particular
el espacio de Minkowski no es solucion, como sucede en las teorias singulares
en R, no podemos decir que la métrica de Schwarzschild es la solucion esféri-
ca que caracteriza el movimiento planetario, ya que ésta proviene de hacer
perturbaciones con simetria esférica a la métrica de Minkowski:

2GM 2GM\
ds? = — (1 — Ci ) dt? + (1 - ) dr® + r2dQ?. (3.39)

Pero es bien conocido que hacer estas perturbaciones alrededor de un es-
pacio dS o AdS da como resultado las siguientes métricas [36]:

r r

2GM  Ar? 2GM  Ar2\ !
ds2:—(1— G _?T) dt2+(1— G —%) dr?* +r2dQ?, (3.40)

0GM  Ar? o0GM  Ar2\ !
ds? — — (1 _ 26 + %) dt® + <1 _ 2 + %) dr® +1r2dQ0?, (3.41)
T T

con A = Ry/4y Ry la solucién de curvatura constante; ver ecuacion (2.20). Es-
tas métricas son llamadas Schwarzschild-de Sitter y Schwarzschild-Anti de Sit-
ter respectivamente. Para A del orden de la constante cosmoldgica ~ (10733eV/)?
las desviaciones de RG en el sistema solar estan muy lejos de detectarse ex-
perimentalmente [27]. La métrica Schwarzschild es singular en r = 2G'M, lo
que define el horizonte de eventos; para la métrica Schwarzschild-AdS esta
singularidad se ha movido a

(B3GMA? +/9G2M2A* + A3)2/3 — A (3.42)
" T TABGMA2 + VOGEMEAL T A9 '
y se tiene r — 2G'M cuando A — 0. Es decir, si GMA? < 1 entonces el
horizonte de eventos es practicamente el mismo que en RG.

Veamos el argumento seguido en [36] para el modelo de Carroll. Tene-
mos aqui Ry = v/3p?, las correcciones a RG serdn importantes a escalas
Ar? ~ GM/r, ie. r ~ (GM/A)Y3. Para masas solares, esta escala es del
orden de 10'"m, distancia mucho mds grande que el sistema solar, por lo que
las desviaciones de RG para esta teoria son despreciables.

Si bien las métricas (3.40) y (3.41) son soluciones a una teoria f(R) con
curvatura constante Ry, la pregunta que aparece es si éstas son las tunicas
soluciones que existen, mas precisamente si cuadran bien con las condiciones
de frontera, como el interior de un objeto masivo.
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STG y el limite newtoniano

Las ecuaciones de campo de STG con un potencial V' (¢) son,

1 1
Gw, - gTuu + %(¢,u¢,u - 59uu¢a¢a) +

(Vuvu¢ - g;wl:‘ ¢) - %guu%7

1
¢

(2w+3)d¢ =T+ ¢V, —2V.

Sea 1) = f'(R), si esta relacion es invertible podemos encontrar R = R(v))
y tenemos f = f(1). Escribimos las ecuaciones de campo (2.16) para teorias
f(R) como

1 1 1 1 R(y) —
RMV - 5 QWR = @ T;u/ + @(VMVV - gWVpr)i/) — 5 gwj (w (w)w f(w>) .
(3.43)

Esto es equivalente a STG con potencial V(¢) = v R(Y) — f(¢) y sin
término cinético, w = 0, lo que también se puede ver comparando (3.7) con
(3.19). Este argumento es usado por Chiba [15] para decir que las teorias f(R)
no poseen limite newtoniano, ya que la ausencia de término cinético en (3.43)
implica que el parametro de Brans-Dicke es cero, w = 0, o que el parametro
post-newtoniano (PPN) [48], v = (w+1)/(w+2), es v = 1/2, mientras la cota
experimental actual es |y — 1| < 2.8 x 10™* [49]. Introduciendo el pardmetro
la métrica Schwarzschild se modifica en

—1
ds? = — (1 - QciM ) dt? + (1 - QVfM ) dr? + r2d0?, (3.44)
con v = 1/2 ésta queda muy afuera del rango permitido por las observaciones.

Sin embargo, la equivalencia dinamica entre ambas teorias tiene un rango de
validez; en particular, al hacer el limite newtoniano uno espera que de alguna
manera f(R) se reduzca a RG, pero f(R) = R en RG, es decir, tenemos
f"(R) =0, donde se rompe la equivalencia entre las dos teorfas [21].

En [11] A. Erickcek et al. hicieron una perturbacién esféricamente simétrica
a la métrica de Sitter para el modelo 1/R sin cambiar al marco de Einstein y
llegaron al mismo resultado que T. Chiba encontré en [15], la métrica (3.44)
con la contribucién de dS. Es posible que estos resultados se deban a que en
gravitacién 1/R el espacio de Sitter es inestable; entonces, hacer una pequena
perturbacion alrededor de éste carece de sentido, aunque este mismo argumento
afecta también la solucién (3.41).

Otro problema con el modelo 1/R es que éste parece ser altamente inestable
en presencia de materia. De hecho, en [38] M. Seifert muestra que cualquier
modelo con f”(R) muy pequena y negativa las soluciones quasi-newtonianas
son muy inestables.
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Lo importante que queremos decir es que ain no existe consenso sobre si
el limite newtoniano en teorfas f(R) esta bien definido y depende de la teoria
particular.
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Capitulo 4

Otros Modelos

Hasta ahora hemos desarrollado de una manera muy general una serie de técni-
cas para tratar con modelos geométricos de gravitacion diferentes a RG. Hemos
puesto énfasis en el modelo CDTT debido a la atencién que ha recibido desde
su publicacién [9]. En este capitulo proponemos nuevos modelos inspirados en
la expansion acelerada del universo y no encontrados en la literatura.

4.1. Modelos R"

Para algunos lagrangianos la funcién f(R) es bien aproximada en ciertas épocas
a una ley de potencia, que después de la ley lineal son las formas mas sencillas
que podemos encontrar. En esta seccién analizaremos estas funciones. Sea
F(R) = b2V e, (11)
donde b es una constante con unidades de masa y n es un ntimero real distinto
de 0 o 1. Usando (2.20) tenemos los espacios de curvatura constante R
nRO” — QROn = 0, (42)

para n > 0,n # 2, obtenemos el espacio de Minkowski como solucién; para
n < 0 el problema estd indeterminado, lo que significa que estas funciones no
pueden ir solas en el lagrangiano; para n = 2 la solucion es degenerada y puede
ser cualquier valor Rj.

Las derivadas de (4.1) son

f/(R) _ nb—Z(n—l)Rn—l, f//(R) _ n(n o 1)b—2(n—1)Rn—2.
Sustituyendo en la ecuacién de Fridmann (2.30) y desarrollando el dlgebra,

_b2(n—1) 6"

s (H +2H*)"{n(n — DHH + (1 - n)H* +

(4n* — Tn+ 4)HH? + 2(2 — n)H*} = kp, (4.3)
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que es la primera ecuacién de Friedmann para f(R) = b=2""VR" n #£ 0, 1.
Vemos primero que el caso R = 6(H +2H?) = 0 no est4 permitido para n < 2.
A diferencia de RG donde R = 0 para el vacio o con materia que cumpla
T=0.

En el vacio, con H + 2H? # 0, la ecuacién (4.3) se reduce a

n(n—1)HH + (1 —n)H? + (4n® — Tn + 4)HH* +2(2 —n)H* = 0. (4.4)

Buscamos soluciones particulares del tipo ley de potencias, a(t) o t*, H =
a/t. Sustituyendo arriba, llegamos a la ecuacién de segundo grado 2(2—n)a? —
(4n* — Tn + 4)a + 2n* — 3n + 1 = 0. Una de las raices es a = 1/2, que es
justamente la solucién de H +2H? = 0, que es solucién sélo para n > 2 y para
n < 2 no entra en esta descripcion. La segunda raiz es

o2n2 —3n+1
a=—. 4.5
Sy (4.5)
a [0
40 | 1
o+ )
I . n '
-4 2 2 4 0.4
20 | 0.2
|
-40 | 025 05~075 -1 125 15

Figura 4.1: Grafica n — . Una funcién R™ admite la solucién de potencia a(t) o t°.

La figura (4.1) muestra este comportamiento. Para toda n # 0,2, f(R) =
R™ admite una ley de potencia como solucion. Vemos que el caso n = 2 es
especial y lo trataremos en la siguiente seccién. Los intervalos 1/2 < n < 1,n >
2 corresponden a un universo en contraccién. Para un universo acelerado, o > 1
y de (4.5), 1.36 < n < 2y n < —0.36. La constricciéon observacional para una
ley de potencia en el factor de escala (1.43) es a > 6.66; esto se cumple para
1.73 <n <2yn< —3.56.

Es importante ver que estas soluciones sean atractores; para esto seguiremos
un procedimiento similar al de [10]. Sean

r=—H(t) y y=H({), (4.6)

. p » .
entonces, H = —y%%, con esto la ecuaciéon de Friedmann (4.4) es
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d

n(n — l)xyd—y + (1 =n)y? +@n® —Tn+4)yx* +22 —-n)z* =0, (4.7
x

una ecuacion de primer orden. De hecho, en [45] muestran cémo para cualquier

teorfa f(R) las ecuaciones de Friedmann en el caso de una métrica plana y en el

vacio pueden ser reducidas a primer orden bajo la introduccién de (4.6). Para

encontrar soluciones de potencia se introduce el siguiente cambio de variable

[10]:

v(x) = ——. (4.8)

Entonces un comportamiento asintotico hacia una ley de potencia se iden-
tifica como v(z) — a = cte. Con esta nueva variable la ecuacion (4.7) queda

5 4 4
x° dv 9 x 9 x 4
n(n — 1)55 —(2n° —3n+ 1)5 + (4n° — 7n+4)7 +2(n—2)x" =0. (4.9)
Esta ecuacion la integramos numéricamente para distintos valores de n
y con distintas condiciones iniciales vy. En la figura (4.2) se muestran los
resultados con vy > 1/2, xg = —1.

A Vv
3 — = -
Ve 5 n=-1 . n=-36
- V%= 8.1
Vo= 16.4
7s
25 KV.= 25
225
7
2 6.7
175 V=15 & Vo= 6.5 V=5
Vo= 1
15
09 08 07 oaX 3 3 2
\' \
Vo= 26 "
2L \Y%= 125 n=1.8 n=-5
s | VX113 Vo= 23.6
11
10.4 10
10
Vo= 9
9 9.4
V.= 7.8 =
Vo= 7.1
X
1.35 1.3 1.25 -1.2 1.35 1.3 1.25

Figura 4.2: Grafica v—z. El comportamiento asintético a una ley de potencia se identifica
como v(x) — a = cte.
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Se observa cémo siempre que vy > 1/2 las soluciones tienden asintdtica-
mente a una ley de potencia a(t) o t* con o dada por (4.5) cuando ¢t — oo. De
igual manera se puede mostrar que si vy < 1/2, las soluciones tienden a v = 0,
es decir, tienden a a(t) = 0. Entonces, para el caso en el vacio, las soluciones
dadas por (4.5) y a = 0 son atractores y la solucién o = 1/2 es inestable.
Veamos que v = 1/2 corresponde a R = 6(H + 2H?) = 0. Resumimos estos
resultados:

Para teorfas f(R) = b=2""VR" n # 0,1, bajo la métrica FRW plana en el
vacio se cumple

2n2 —3n+1
Sim R>0 = a(t)— a (ti) ,
0
Si R<0 = a(t)— ap, (4.10)
£\ 12
Si R=0 = a(t)— ag (t_) ,
0

con la opcién R = 0 inestable y tinicamente vélida para modelos n > 2.
Ahora, cambiémonos al marco de Einstein, el lagrangiano resultante es
(3.27) con el potencial

V(6) = 1| n| ™ (12—71”)@@ (_\/%Z:f(ﬁ), (4.11)

que es igual al potencial (1.58) encontrado en el capitulo 1 y que produce una
ley de potencia para el factor de escala a(t) o< t*. Tenemos entonces que en el
marco de Einstein & = 3(n — 1)?/(n — 2)?, y regresando a nuestras variables
originales,

2n2 —3n+1

a(t) occt™ zn | (4.12)

que es justo lo que habiamos encontrado. Nétese como el potencial (4.11) es
una constante para el caso n = 2 y no esta definido para n = 1.

4.2. Otros modelos

Con la finalidad de explorar méas en teorias f(R) buscamos modelos que
difieran drasticamente de los comtinmente estudiados. Es posible que alguna
teorfa f(R) que no diverja en R = 0, como 1/R o In R, puede ser librada de in-
estabilidades como las encontradas en [38]. En particular teorias con f”(R) < 0
v |f"(R)] < 1, con una influencia tardfa en la evolucién del universo!, parecen
estar cerca de ser desechadas debido a su incapacidad de formar estrellas es-
tables [38]. Aqui no ahondaremos en estos complejos problemas, s6lo hacemos
notar que han sido detectados y tratamos de evitarlos.

!Este no es el caso de teorfas como f(R) = R + aR?, capaces de modelar la etapa
inflacionaria en el universo temprano.
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Modelo Arco Tangente 1

Proponemos el modelo

F(R) = %Rtanl(R/HQ), (4.13)

con [ una constante con unidades de masa. En la figura (4.3) graficamos
esta funcién con una linea continua. Las lineas punteadas son f(R) = Ry

f(R)=R—2p%

f(R)
3 -
-
-
2 ~
-
-
~ ”
B > -
- ~
-~ ~
> s R
- B

Figura 4.3: Gréafica f(R) = 2Rtan"'(R/3?).

Para R > (? el modelo es bésicamente f(R) — R — 2% y obtenemos
RG mas una constante cosmoldgica. Nuevamente, como en el modelo CDTT,
nos encontramos con una época de transiciéon cuando R ~ 32 a un tiempo
t = t,. Para ajustar las observaciones el valor de 3 debe ser del orden de Hy,
B~ 10733eV. Para R < 3% tenemos que la nueva geometria difiere considera-
blemente de RG, lo que analizaremos a continuacién.

Las derivadas de (4.13) son

v 2( R R/
iy A/
f'(R) = TNk 0. (4.15)

La solucién de curvatura constante, ecuacion (2.20), es Ry = 0, es decir, el
espacio Minkowski.
En R < (3? usamos las aproximaciones

3
tan_lﬁ— R—R—+O5(R)7

BB 3 32
1 R? R4 R
= o)
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A primer orden en R/[3? obtenemos

2R?
, 4R
FR) = =2 (1.16)
" _ 4
f <R> - 7_(_/@2'

Usamos la primera ecuacién de Friedmann (2.24), con R = 6(H + 2H?), y
obtenemos la ecuacién diferencial

.. . . 2
2HH +6HH? — H* = §7T2ﬁ2Gp. (4.17)

Esta es la primera ecuacién de Friedmann para el modelo (4.13) a tiempos
tardios. Primero analizaremos el caso de la evolucion de H en el vacio:

9HH +6HH? — H? = 0. (4.18)

De la seccién anterior sabemos que esta aproximacion no admite como

solucion una ley de potencia. Haciendo la sustitucién W = H en la ecuacién
(4.18) llegamos a

aw 1

que es una ecuacion lineal con solucion

H+2H?* - CHY? =0, (4.20)

con C' una constante de integraciéon. Si C' = 0 obtenemos de nuevo la expansion
a o t'/2. Vemos que cualquier solucién con C' > 0 converge asintéticamente a
la solucién C' = 0 cuando H — oo. Claramente, cualquiera de las ecuaciones
(4.18) y (4.20) contiene la misma dindmica para H, pero en su andlisis el uso
de las dos resulta muy 1til. En la figura (4.4) se grafica el espacio fase (4.20)
usando distintos valores de C'. Las curvas punteadas son la ecuacién H = —H?2,
por lo cual la condicion de aceleracion es que la solucién se sitie por encima de
ésta, y la curva H = 6H?, que es el lugar comun de los maximos que ocurren
para todos los valores C' > 0.

Las soluciones que presentan aceleracion ocurren solo y para todos los va-
lores C' > 0. El problema de condiciones iniciales es especificar Hy v Hy, de
donde, usando la ecuacién (4.20), es posible encontrar C,

Ho + 2H?
C= ITE
0

Reescribimos la ecuacién (4.18) como

(4.21)
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Figura 4.4: Espacio fase. Muestra las curvas del espacio fase para distintos valores de
C. La linea punteada inferior es H=—-H2 por lo que la condicién de aceleracion es que la

solucion se sitie por encima de ésta.

. H?—6HH?
H=="___"""

— (4.22)

Para un punto A en el espacio fase, ver figura (4.5), con (Hy > 0, Hy < 0)
de (4.22) tenemos H > 0, por lo que la solucién evoluciona en el tiempo hacia
H,. Para un punto B (Hy > 0, Hy > 0) tenemos que H > 0si H > 6H? y
H < 0si H < 6H2. Es decir, que para toda C' > 0 fija, las soluciones tienden
a H, = C*3/41/3; véase también la figura (4.6). Notese que el punto maximo
de cualquier curva en el espacio fase, Hy;, coincide con la curva H = 6H? en
Hc - H m; de no haber sido asi existiria otro atractor, H..

Figura 4.5: Espacio fase, C' = 1. Con la ayuda de la ecuacién (4.22) muestra que H, es

un atractor para las soluciones con C' > 0. Divide el espacio de soluciones en tres regiones.

El modelo describe entonces un espacio-tiempo que en el vacio evoluciona
al espacio de Sitter para un conjunto enorme de condiciones iniciales. Siempre
que C' > 0 la solucién tendra una etapa de aceleracién. Escribimos la ecuacién
(4.20) como R = 6C H'Y?, es decir, siempre que tengamos R > 0 la solucién
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tendra una etapa acelerada. Podemos dividir el espacio fase en tres regiones,
ver figura (4.5):

I: Corresponde a R < 0; las soluciones nunca presentan aceleraciéon y tien-
den a a(t) — ag = cte. cuando t — oo.

IL: Es la regién entre R = 0 (H = —2H?) y H = —H?. Las soluciones
aqui no son aceleradas pero alcanzan a t, en un tiempo finito y entran a la
region I1I.

I1T: Las soluciones son asintéticamente de Sitter. a(t) — agef’™
t — oo.

La figura (4.6) grafica las soluciones para distintos valores de Hy = H(0)
con C' = 1. Las curvas Ay, Ay, By y By corresponden a los puntos etiquetados
asi en la figura (4.5).

t cuando

Figura 4.6: H contra t. Muestra c6mo las soluciones con C' = 1 tienen un comportamiento

asintético al espacio de Sitter.

Vemos que para condiciones iniciales FH, < 0 obtenemos soluciones en que
H cae con el tiempo; esto corresponde a un factor de escala a(t) que crece
mas lentamente que el crecimiento exponencial. Mientras que para condiciones
iniciales Ho > ( tenemos un crecimiento superinflacionario.

Para ajustar el valor de C' a las observaciones notemos que en t,, el tiempo
en que sucede el cambio de concavidad en a(t), H(t,) ~ 3, pero dada una C
tenemos H (t,) = C*3. Es decir, C' ~ 332 ~ 1071eV?/2,

Escribimos de nuevo la ecuacion (4.20) como R = 6CH'/2, tenemos que R
evoluciona a Ry = 6C H,'/?. Usando el an4lisis anterior la solucién de curvatura
constante para este modelo en esta aproximacién es Ry ~ 632/2'/3. Esto sélo
dependié de la condicién inicial C'; esta condicién define entonces a qué universo
de Sitter evoluciona un modelo R2.

Para ver qué tan rapidamente tienden las soluciones al universo de Sitter,
proponemos el ansatz

a(t) = e + b(t), (4.23)

con b(t) < ey s := H,. Haremos aproximaciones a primer orden en e *'b(t).
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B sest + b s+ be—st

H — —
est+b 1+ be st

a ~ (s + be~*)(1 — be~™),
a

donde en la tltima igualdad se usé (1 — )~ ~ 1 + x, entonces,

H ~ s — sbe™* 4 be™*, (4.24)
H? ~ §% — 25%be™%" + 2sbe™*, (4.25)
H ~ be™*" — 2she™" + sbe™*, (4.26)

donde se despreciaron términos de segundo orden en e~ *'b(t). Ademds,

: b
H1/2 ~ (8 — ghe~ %t + befst>1/2 _ 81/2(1 . (b o _)efst)1/2
S

51/ [1 — % (b — g) e_St] . (4.27)

Tenemos entonces que la ecuacién (4.20) es,

12

H+2H? - CHY? ~ ¢t +252—Cs?2 =0.

S

L 1/2 ;
b+ 25 — 352 + 052 (b— 9)

Ahora, C = (4'/3H,)%? = 25%/? = (Cs'/? = 25%, y finalmente la ecuacién
diferencial para b(t) es,

b+ sb—2s°b=0, (4.28)

cuyas dos soluciones son by(t) = Aje’ y b(t) = Age

Entonces la solucién buscada a primer orden en be®t es

, non A; constante.

a(t) = et 4 Ae=2Het, (4.29)

El modelo Arco Tangente I (4.13) describe entonces un universo que evolu-
ciona de aproximadamente RG mas una constante cosmologica, del orden de
magnitud de la constante cosmolégica del modelo estandar, para luego entrar
en una etapa de expansion dominada por un término cuadratico del escalar
de curvatura y termina en un espacio que se aproxima exponencialmente al
universo de Sitter.
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Modelo Arco Tangente 11

Proponemos un segundo modelo

f(R) = : <R+ ;62> arctan(R/(3?) (4.30)

™

El modelo es bien aproximado a f(R) — R cuando R > (3°. Luego,
expandiendo (4.30) alrededor de 0,

J(R) = %R (Z 2(n }l—)l (R/62 + WZ 4n +2 R/62)2n+1) - (431)

Hasta un segundo orden tenemos

4 ™ R
R)=—=R —— . 4.32
rm=r(1+55) (4.32)

Esta funcién f(R) modela un universo que a R > (3? es practicamente
RG, luego cuando R ~ (3% pasa por un periodo dominado por la expansién
geométrica, y de nuevo cuando R < 3% volvemos a tener RG pero con una
constante gravitacional distinta, 4/7% ~ 0.4. Tenemos entonces que cuando
t — 00,

£EH - —\/ R e —\ — R (433)
87rG

Si actualmente estuviéramos al final de la expansion significaria que la G
que medimos en el sistema solar es G/0.4, siendo G el valor en la época tem-
prana del universo, en particular en la época de nucleosintesis, donde hay muy
poco rango de variacion permitido para este valor [32]. Estas constricciones
impiden que estemos al final de la expansién. Ahora, supongamos que nos
encontramos actualmente con un valor R del orden y ligeramente por deba-
jo de (3?; tiene sentido quedarnos con la expansién a segundo orden (4.32) y
hacer R/(3? ~ 1. Tenemos entonces que actualmente £ ~ £%./=gR. lo que
si concuerda perfectamente con las medidas de nucleosintesis.

Modelo Exponencial

Por ultimo proponemos el modelo

f(R) = R(1 — e /%%, (4.34)

Las soluciones de curvatura constante son el espacio de Minkowski y Ry ~
~1.1482.

A tiempos tempranos (R > 3?) el modelo es practicamente RG. Luego, a
tiempos tardios (R < (%), se aproxima muy bien a una funcién cuadrética,
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Todos los resultados obtenidos en el modelo Arco Tangente I son entonces
igual de validos para este modelo. Cualitativamente la principal diferencia
entre ambos modelos es que el modelo exponencial a tiempos tempranos es

como RG; mientras el modelo Arco Tangente I es como RG con constante
cosmologica.

(4.35)
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Capitulo 5

Formulacion de Palatini

Hasta ahora hemos considerado la métrica y las conexiones objetos relaciona-
dos por la condicién de metricidad, ecuacién (1.1). Sin embargo esto puede no
ser cierto, puede ser que sean entidades geométricas independientes. Si éste es
el caso, las variaciones de la acciéon gravitacional deben ser hechas respecto a
ambas variables. Es decir, la accién, que inicialmente era S|g|, debe ser sustitui-
da por S[g,T']. La conexién surge de la derivada covariante y estd relacionada
con el transporte paralelo, por lo que es el objeto geométrico que contiene la
informacion de los cambios de orientacién de una variedad; mientras la métrica
sigue su papel de medir distancias, subir y bajar indices y definir la estructura
causal de la variedad. Incluso es posible que la conexién no sea simétrica en
sus indices inferiores, en cuyo caso obtenemos un espacio con torsion. A esta
manera de abordar la gravitacién, en la que g y I' son independientes, se le
llama formulacion de Palatina.

Las teorias no lineales en el escalar de Ricci en la formulacion de Palatini
son comunmente llamadas teorfas L(R), esto sélo para distinguirlas de las
teorias puramente métricas f(R).

5.1. Ecuaciones de campo en la formulacién
de Palatini

Aqui tenemos entonces R, = R, [I'] vy R = ¢""R,, = R[g,T.
Se quiere encontrar las soluciones a

0S  _ Slg™ +g™, ] = Slg™, Tu)]

Sgnv dghv ’

oS Slg", F)\/w + 5FANV] — Slg", F)\AW]
oA, 6T, ’

con .
S=—5S¢+ Su,
2K
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Sc[g.T] = / VgL(R)d"z, (5.1)

y el tensor de energia momento dependiente tinicamente de la métrica

T o— __2 05
" Vmgag
o . L 95y

V=g 5F)\,u1/ .

Las teorias donde esta tultima ecuacion no es cero también pueden ser consi-
deradas [40] y son llamadas teorias métricas-afines.

Por simplicidad usaremos una conexiéon simétrica. Haciendo las variaciones
en la accion,

35 = (U (R R — 30 L(R) = 3T}V =500"

+ L' (R)\V/=gg"{VoT?*,, — V, 6T\ }d*z = 0. (5.2)

donde usamos (2.9). Manteniendo constante las conexiones, el segundo renglén
es cero y se obtienen la ecuaciones de campo

1
L'(R)R,, — §gWL(R) = KT }. (5.3)

Ahora, manteniendo la métrica constante, el primer renglén de la ecuacion
(5.2) es cero, e integrando por partes el segundo renglén se tiene

55 = / V(L (R)V=gg"™ )Ty + V(L' (R)y/—gg™)oTy,] da
= [V RIVEG™) + Vo (L (R80T ' = .
Como esto sucede para variaciones arbitrarias, se tiene la ecuacion

VAL (R)V=gg"") = Vo (L'(R)v/=gg"?)0"x = 0. (5.4)

Calculando la traza de A con v y usando el resultado de vuelta en la ecuacion
se tiene

VaL/(R)v/=g9") =0. (5.5)

Las ecuaciones de segundo orden (5.3) y (5.5) en la métrica son las ecuacio-
nes de campo para teorias L(R). Vemos que si L(R) = R se recuperan las
ecuaciones de campo de Einstein y, de (5.5), las conexiones son los simbo-
los de Christoffel de la métrica g. Mds aun, en la formulacién de Palatini no
es necesario anadirle los términos de frontera a la accién de Einstein-Hilbert;
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estos son cero porque las variaciones de la conexién son cero en la frontera.
Esto representa una ventaja conceptual de la formulacién de Palatini sobre la
formulacién puramente métrica.

La ecuacion (5.5) dice O\(L'\/—gg"") + L'/—gI'* 197" + L'/—gT" xo g"7 =
0. Si intercambiamos los indices A < p y luego A < v, sumamos las dos
ecuaciones obtenidas y le restamos la original se obtiene

1
2L/
con {3, } los simbolos de Christoffel con respecto a la métrica g. Pero éstas son
justamente las conexiones asociadas a una métrica h,, dada por la transfor-

macién conforme h,, = L'g,,, ver [25]. El tensor de Ricci para esta conexién
es entonces R, (I') = R, (hu),

rjw — jw}+ (28" L) — gL o}, (5.6)

3 I\ — / / I\ — / 1 N — !
R, (I) = R,W(g)+§(L) v, L'V, L'—(L)'V,V,L —§(L) Y, 0L (5.7)

La ecuacién de la traza se obtiene de (5.3),

RL'(R) — 2L(R) = kT, (5.8)

una ecuacion algebraica de Ry T

5.2. Soluciones en el vacio

La ecuacién de la traza en el vacio es

RL'(R) — 2L(R) = 0. (5.9)

Supongamos que una solucién real (si es que tiene alguna) es R; y que
L'(R;) # 0, entonces de la ecuacién anterior, R; = 2L(R;)/L'(R;) y sustitu-
yendo en (5.3) y (5.5) las ecuaciones de campo en el vacio son

R;
R,ul/ = Zgwj, (510)

Va(v/=g9") = 0. (5.11)

La segunda ecuacién dice que las conexiones son los simbolos de Christoffel
de la métrica g, y la primera son las ecuaciones de campo de RG en el vacio con
constante cosmolégica A = R;/4. Es decir, para cualquier funciéon L(R) tal que
(5.9) tenga soluciones reales, en el vacio o con materia 7" = 0, las ecuaciones
resultantes son las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica. Por otro
lado, si (5.9) no tiene soluciones reales entonces las ecuaciones de campo en el
vacio tampoco tienen soluciones reales [22].
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5.3. Ecuaciones de Friedmann en la formula-
cion de Palatini

Usando la ecuacion (5.7) y Roo(g) = —3id/a, Ri;(g) = (da+ 2a*)d;;, llegamos a

a 3 3
R = —3% + S AQL)? = S(L) 7 VoVl (5.12)
2
Rij - (GCL + 2CL2 + %V()V()L/)(gij -+ (L’)_IGOLTOU. (513)

Tenemos ademés Iy, = ij}—l—%f,{%o(i[/,j) Tgoag,‘.jLﬁa} = aad;j+ 57 Logi; =
da&-j + %Rp 9ij R = 6(H + 2H2) , R,O = 6<H + 4HH>,

IV = aady; + 3a*(H + 4HH)5;;. (5.14)

Sustituyendo en las ecuaciones de campo (5.3) y usando un fluido perfecto
obtenemos las ecuaciones de Friedmann para teorias L(R),

1 a
“L—=-I
2 a +

S() @) — SVoVol! = sp, (5.15)

1 2
L'(da + 2a* + §(L’)’1V0VOL/ + H(L) 'onf') — %L = ra’L, (5.16)

y combinando estas dos ecuaciones tenemos

3 s K(p+3p)+L

6H? +3H(L) oL’ + §(L’)‘2(80L’) 7 (5.17)

Vemos como esta ecuacion se reduce a (1.18) para L(R) = R. Para una
L(R) en particular podemos intentar resolver la ecuacién de la traza (5.8)
para R en términos de T" y luego sustituir L(7T) y L'(T') en (5.17) obteniendo
la ecuacién diferencial de evolucién de H.

5.4. Modelo 1/R

Consideremos el modelo 1/R [7, 9], pero ahora en la formulacién de Palatini.
Haremos aqui el desarrollo hecho por D.Vollick en [47]. Tenemos

L(R) =R — u*/R, (5.18)

en el vacio el escalar de Ricci es R = /312, y de (5.10) la solucién con la
métrica FRW plana es

a(t) = et (5.19)



con v/3pu? = 12H?; véase también la ecuacion (2.28). Analizaremos ahora el
caso con materia; de la ecuacién de la traza (5.8) obtenemos

1
R= 5(—/£T + /R2T? 4 12p%). (5.20)

Tenemos aqui que cuando T tiende a cero R tiende a ++/342, como era de
esperarse. Es més, si modelamos el universo como un fluido relativista, como en
el universo temprano, 7' = 0 y se obtiene de nuevo R = ++/3x2, un universo
(anti-)de Sitter. A tiempos tardios, kT < +/3u?, despreciando términos de
segundo orden en x7T'/+v/32, la ecuacién anterior se aproxima a

1
R~ /3u% - 54T (5.21)

donde se usa el signo + en la ecuacién (5.20) para obtener el modelo asintética-
mente de Sitter al que las observaciones favorecen. Usando esta aproximacién
y la relaciéon 1/(1 —x) = 1+ z + 2%+ -+ (con x < 1) se obtienen las
aproximaciones de L(R) y L'(R) a tiempos tardios.

L(T)

12

L(T) % (1 + %) . (5.23)

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién de campo (5.3) y despreciando
términos de segundo orden en x71'/v/31%, tenemos

12

V32 3 5
R, ~ 1 + H{ZTW — 1—6Tg,u,}. (5.24)
Podemos modelar el universo como polvo, T'= =T}, = —poag /a?® con py y

ag constantes, obtenemos L'(a) = 3(1 — rpoaj/4v/3p*a®), entonces, V, L' =
oL = (kpoad //3p2at)a .

Ahora, V#VVL/ = (‘L(‘?VL’—F;\W@AL’ = (9#(91,[/— :\W}a)\L/—ﬁ{Q(SA(MLW)—
99w L o} L', donde en la tltima igualdad se usé la ecuacién (5.6). Para el

modelo de Carrol a tiempos tardios el tltimo término se puede aproximar

a un polinomio de segundo grado en xT/v/3u%; despreciandolo llegamos al
resultado V,V,L" ~ 0,0,L" — ﬁy}axL’ = V(9),V(9),L'. De manera similar,
OL ~ g=129,(¢"?¢g"0,L") =0(g) L. Esto facilita los siguientes calculos:
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Considerando una métrica FRW plana (R(g); = —3i/a) y usando la ecua-
cién (5.7) llegamos a la componente (¢t) del tensor de Ricci:

3a 9mpoay ([ a\’
Rtt - - — - — 3 - . (525)
a 8\/§M2a3 a a

De manera similar se obtienen sus componentes espaciales

12
\_/
o
v

12

»lkloo

( KPoaG )
4\/§u2a3 ’

(L/)_lvtflvtf/

12

3 3
Ry = {ad + 24 + %ﬁi‘;(ad + a%} 5ij. (5.26)

De las ecuaciones anteriores y de (5.24) se obtienen las ecuaciones de Fried-
mann a tiempos tardios para este modelo:

. 3 . . 2
BV 9kpoad (G (6)T TV 0, (5.27)
a 4 8\/§M2a3 a a 18

V3ula? L Rpod
4 16+/312a3

Podemos plantear una solucién a(t) que sea asintéticamente la solucién en el
vacio (5.19),

ia + 2a% — (6da + 6% — 5v/3u%a*) = 0. (5.28)

a(t) = e +b(t), (5.29)
con /3 = 12H? y b(t) < eHt.

De las ecuaciones de Friedmann, a primer orden en b(¢)', se tienen

b— H? = _@e—zm
12

b+ AHb — 5H?b = “T’”’e*?m.

Restando estas dos ecuaciones,

1En estas aproximaciones los términos como b2, bb, bb, be 2H !, etc. se desprecian. Tam-
bién se usa 1/(1 —xz) ~1+z (x << 1). Asi por ejemplo, d/a ~ be Ht —bH?e 1t + H2.
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b— Hb= %e%’t, (5.30)
de donde se obtiene p
a(t) = eft — 36%6—%. (5.31)

Las soluciones a tiempos tardios se aproximan exponencialmente al universo
de Sitter.

Entonces para el modelo 1/R en la formulacién de Palatini tenemos a tiem-
pos muy tempranos, cuando modelamos con un fluido relativista, un universo
de Sitter; luego, en épocas donde xT' > /312, de la ecuacién (5.20) obtenemos
RG, para terminar a tiempos tardios con soluciones asintéticamente de Sitter.
Esta ultima solucién contrasta con la expansién tipo a o t? del modelo de
Carroll.

5.5. Teorias L(R)y STG

De la misma forma en que definimos el lagrangiano de Helmholtz en el capitulo
3, lo podemos hacer aqui en la formulacion de Palatini. Sea

¢ = L'(R). (5.32)
La accién construida con el lagrangiano de Helmholtz es entonces
Sn = [ ey =gORD) ~ V(0)] + Salg™. V). (533)
con
V(®) = x(¢)¢ — L(x(¢))- (5.34)

Nuevamente? y(¢) esta definido como x(¢) := R(T, g) lo que requiere que la
relacién (5.32) sea invertible. Contrayendo la ecuacién (5.7) tenemos para el
escalar de Ricci

R(T,9) = R(9) + 56729 6,16, — 36700 (535)

Sutituyendo en la accién (5.33) tenemos,

5= [ dey=gloRle) + 50797 6,6, = V(O] + Sulg” 1), (530

donde el término de divergencia total O0¢ ha sido despreciado. La accién (5.36)
es una teoria STG con un pardmetro de Brans-Dicke w = —3/2. Lo que se debe
notar aqui es que no hemos cambiado de marco; comenzamos en el marco
de Jordan y seguimos en el marco de Jordan, no se ha hecho méas que una
redefinicién de las variables y hemos llegado a STG, donde la funcién L(R) se

2Las diferencias con el capitulo 3 son de notacién: y corresponde a r y ¢ corresponde a p
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presenta en el potencial. La accion de materia quedo intacta. Esto representa
una diferencia sustancial a lo encontrado en el capitulo 3; aqui la ambiguedad
se pierde: las teorfas L(R) (con L'(R),L"(R) # 0) son STG con w = —3/2; la
unica diferencia es la representacion, lo cual es fisicamente irrelevante.

Maés adn, una conexién simétrica tiene 40 grados de libertad y ha sido
reemplazada por un campo escalar que sélo tiene uno [41]. Este resultado
no parece tan sorprendente ya que existe una relacién entre la conexiéon y la
métrica: I' es la conexién de la métrica conforme h,, = L'g,,, por tanto el
unico grado de libertad que tiene es el campo escalar ¢, cuya dinamica es la
ecuacion de la traza (5.8), que escrita en estas variables es

X(¢)¢ — 2L(x(¢)) = &T. (5.37)
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Conclusiones

Hemos estudiado de una manera muy general a las teorias f(R), encontra-
mos las ecuaciones de campo resultantes y su cosmologia en el esquema FRW.
Hemos puesto especial atencién en la posibilidad de obtener un crecimien-
to acelerado del factor de escala cosmico y en este sentido algunos modelos
f(R) son exitosos. Sin embargo, estas teorias son muy dudosas cuando in-
tentamos reproducir otros aspectos gravitacionales donde RG es exitosa, en
especial aquellos relacionados con las observaciones en el sistema solar.

Resulta extrano que una teoria gravitacional con una sola variable de campo
tenga dinamica en el vacio, como es que podemos hablar de dindamica en el
vacio contenida totalmente en un lagrangiano que no posee explicitamente
alguna expresion de autointeraccion. En este sentido parecen conceptualmente
ventajosas las teorias escalares tensoriales, donde la gravitacion tiene variables
no geométricas inherentes al espacio-tiempo. Mas aun, una teoria puramente
métrica f(R) en el vacio puede ser llevada a STG mediante una transformada
de Legendre, donde sus aspectos de autointeraccion son revelados, entonces
surge la pregunta si en una teoria f(R) la métrica es en realidad una mezcla
de distintos campos tanto geométricos como no geométricos. De ser esto cierto
entonces el marco de Einstein es el marco de las variables fisicas, de otra
manera se violaria el principio de equivalencia débil al no todos los campos
acoplarse de la misma manera a la gravitacion, entonces podriamos decir que
las teorfas f(R) son otra manera de escribir STG, quiza ventajosa en el sentido
algebraico para algiin modelo particular.

Los modelos f(R) que aqui proponemos ademés de poder explicar la expan-
sion acelerada del universo tienen la ventaja de no ser singulares en el escalar
de curvatura, con lo que aceptan como solucion al espacio de Minkowski. Des-
pués de todo los experimentos dicen que vivimos en en un espacio-tiempo
localmente Minkowski. Para un completo andlisis de estos modelos faltan mu-
chos pasos, primero éstos deben ser capaces de formar estructuras galacticas,
lo que va mas alla de este trabajo. También deben tener un aceptable limite
newtoniano que bien podria ser una métrica Schwarzschild-deSitter.

En conclusién, la tnica ventaja que parecen tener las teorias f(R) sobre
RG es que éstas explican el crecimiento acelerado del universo sin utilizar el
extrano concepto de energia oscura, que no tiene otro fundamento que esta
misma aceleracion. En este sentido son casi lo mismo, son solo una manera de
introducir la expansion acelerada del universo. Hacerlo con energia oscura tiene
como desventaja que uno introduce el problema de la constante cosmolégica,
que en fisica de particulas representa el problema tedrico moderno mas impor-
tante a resolver. Ahora bien, en la mayoria de los modelos de energia oscura,
ésta no es aglutinante y permea todo el espacio, en este sentido ;no bien po-
dria ser un aspecto no geométrico de la gravitacion?, es decir, una propiedad
inherente al espacio-tiempo, como sucede con la constante cosmolégica. Jus-
tamente esta posibilidad se puede contemplar en las teorias f(R) cuando al
hacer el mapeo de Legendre quedan revelados sus aspectos gravitacionales no
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geométricos que dan lugar a la expansion acelerada del factor de escala. La in-
terpretacion alternativa es considerar a las teorfas f(R) en su marco no-lineal
y considerar su dinamica acelerada como resultado de la geometria. Ambas
interpretaciones son, en principio, posibles.
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