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Introduccién general.

La influencia de Heinz Hopf en las matematicas es vasta y debe reconocérsela
mas alla de las aportaciones formales que éste hizo a la teorfa: Hopf también se
distinguié por formular preguntas que marcarian derroteros para algunas de las
mentes més originales del s. XX. Por los alcances y el impacto de las ideas a que
dieron lugar, basta con citar aqui sélo dos:

(i) (Existe un campo vectorial en la esfera unitaria S* que sea completamente
integrable, i.e., un campo X € X(S?) tal que ( X, rot X ) = 07 El teorema
de Frobenius nos permite reformular esta pregunta como: ;jadmite S3
una foliacion de dimensién dos?!

(ii) (Es posible asignar en cada punto de una variedad diferenciable de di-
mensién arbitraria M™ un tipo de curvatura que ayude a generalizar el
teorema de Gauss-Bonnet para superficies? Este nos dice que la inte-
gral de la curvatura gaussiana de una superficie S C R3 conexa, compacta,
orientable y sin frontera es igual a 2wx(.5), donde x(S) es la caracteristica
de Euler-Poincaré de S.

La respuesta (afirmativa) a (i) fue dada por G. Reeb en su tesis doctoral, la
cual fue dirigida por C. Ehresmann y publicada por ediciones Hermann de Paris en
1952. Dicho trabajo originé el desarrollo de la teoria geométrica de las foliaciones,
en la que nombres como: A. Denjoy, C. Godbillon, X. Gémez-Mont, A. Haefliger,
H. B. Lawson, P. Molino, S.P. Novikov, W. Thurston y J. Wood han descollado
tanto por la profundidad como por la audacia de sus resultados.

Un poco maés intrincada que la anterior, la respuesta (también afirmativa) a
(ii) constituye esencialmente la materia del presente trabajo y la presentacién que
hacemos de ésta sobresale por los motivos que a continuacion se detallan:

e A lo largo de tres capitulos mostramos la evolucion de una idea contenida
en tres articulos ([WF], [TCI], [TCII)) y desarrollada bajo lo que serfa el
principio rector de la Geometria Diferencial durante la segunda mitad del
s. XX: el establecimiento de relaciones entre los invariantes extrinsecos
e intrinsecos de una variedad diferenciable. Tal y como cabia esperar a
partir de (ii), en nuestro caso el arquetipo result ser el teorema de
Gauss-Bonnet.

e Creemos que nuestra exposicion es lo mas autocontenida posible ya que
incorpora practicamente todos los conceptos y resultados necesarios para
la misma con demostraciéon o bien con su respectiva referencia.

1En la p- 1 de: Camacho, C. y Lins Neto, A; Geometric Theory of Foliations; Birkh&user
Boston Inc., Boston 1985.
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INTRODUCCION GENERAL.

Hemos recuperado la exposicién del trabajo de W. Fenchel [WF] como
nuestro punto de partida, por juzgarla de un mayor contenido geométrico
en comparacién, digamos, a aquélla de C.B. Allendoerfer y A. Weil [A43].
Establecemos y aclaramos la relacién entre [WF] y el articulo de S.-s.
Chern y R. K. Lashof [TCI] sobre todo en lo concerniente a las definiciones
de curvatura total utilizadas por ambos (cf. la extensa Nota que sigue a
la Definicién 2.3.2).

Si bien la Proposicién 2.3.3 corresponde esencialmente a una reformu-
lacién de lo descubierto por Fenchel en términos del lenguaje utilizado por
Chern y Lashof, dicho resultado es, hasta donde sabemos, algo que nunca
se habia mostrado antes.

Detallamos toda la argumentacién de [TCI] —lo cual tampoco se habia
hecho hasta ahora— poniendo especial énfasis en el método del marco
mévil de Elie Cartan, lo cual permite una mejor comprension de las ideas
de dicho articulo.

Exponemos el resultado principal de [TCII] y a partir de un andlisis de-
tallado de la demostracién del mismo, proponemos una posible explicacion
que justifique, metamatemdticamente, porqué no es posible aspirar a un
mejor resultado de tipo Gauss-Bonnet para la curvatura total.

A pesar de ser un concepto poco manejable en la practica, la curvatura total

de una variedad diferenciable M™ cerrada, orientada e inmersa en R™V, puede
describirse en pocas palabras como la medida en SPTN~! de la imagen de M™
bajo una generalizacion del mapeo de Gauss (otras descripciones posibles pueden
encontrarse en [K70], lo que revela inmediatamente su profundo sabor geométrico
y trasluce la necesidad de obtener formulaciones equivalentes que lo vuelvan maés
docil. A este respecto una de nuestras aportaciones més importantes se encuentra
en el andlisis a que hace referencia el ultimo de los puntos anteriores.

Cada uno de los aspectos hasta aqui tratados y algunos otros se profundizan

en la Introducciéon que antecede a cada capitulo en particular.

Francisco Manuel Barrios Panigua.?

Viaducto Piedad, D.F., a 6 de mayo de 2007.

2Una parte del presente trabajo fue posible gracias a una beca otorgada por el Programa de

Apoyo a Proyectos de Investigacién e Innovacién Tecnoldégica (PAPIIT) de la DGAPA, UNAM.



CAPITULO 1

La solucion de Werner Fenchel.

1. Introduccion.

Sin lugar a dudas uno de los resultados mas profundos en la geometria diferen-
cial estd expresado por el siguiente

Teorema (Gauss-Bonnet). Sea S una superficie compacta, conexa, orienta-
ble y sin frontera. Si denotamos por K a su curvatura gaussiana entonces

//SKdo — 2my(S),

donde x(S) es la caracteristica de Euler-Poincaré de S.

La forma tan notable en que se relacionan la ductilidad de un invariante
topolégico y la rigidez de la geometria intrinseca a la superficie S vuelve natural
el preguntarse si es posible generalizar esta relacién para variedades riemannianas
de dimension n y en qué sentido podria esto llevarse a cabo. Uno de los primeros
en obtener resultados exitosos en esta direcciéon es Heinz Hopf, quien en la serie de
articulos [H25], [H25a] y [H26] obtiene las siguientes generalizaciones:

(i) Sea n un entero positivo y par. Si M™ C R"*! es una hipersuperficie
compacta entonces la integral de la curvatura de Gauss-Kronecker es igual
al producto de la mitad del volumen de la n-esfera unitaria S™ por la
caracteristica de Euler-Poincaré de M™".

(ii) Sea M™ una variedad compacta y sin frontera (i.e. una variedad cerrada).
Si M™ posee curvatura seccional constante k y dimensién par n entonces
al integrar k2 se obtiene el mismo resultado del inciso anterior.

En el caso de una inmersién z : M"® — R™*! donde M™ es una variedad
riemanniana, orientada y cuya orientacién es compatible con aquélla de R**1, la
curvatura de Gauss-Kronecker a la que hacemos mencion en (i) se define como el
determinante de la matriz asociada a la diferencial de la transformacion esférica
v : M™ — S™ que traslada al origen O € R™*! el origen del vector normal y
unitario & € (T,M)*. Puede probarse que (dv), : T,M — T,S™ = T,M es
un operador diagonalizable con valores propios reales Ai,...,\,, de manera que
det((dv)p) = A1 ...+ A,

A este respecto nétese que si n es impar entonces la correspondiente curvatura
total no es un invariante topolégico y la caracteristica de M siempre es cero. En
consecuencia no es posible aspirar a obtener una féormula similar a la del teorema
de Gauss-Bonnet.

Fue a la luz de estos resultados que Hopf planted el siguiente:

Problema . Asignar a una variedad riemanniana M de dimension par, un
real K que represente cierta curvatura de M vy que satisfaga las dos propiedades
siguientes:



2 1. LA SOLUCION DE WERNER FENCHEL.

1. En el caso en que M sea una hipersuperficie, dicha curvatura debe coin-
cidir con la curvatura de Gauss-Kronecker.

2. K debe cumplir (localmente) una formula de tipo Gauss-Bonnet, es decir,
su integral sobre cierta region D C M debe poder expresarse por una
integral de curvatura sobre la frontera 0D.

El porqué de la primera de estas propiedades es obvio, si aspiramos a poseer una
buena generalizacién de la curvatura de Gauss-Kronecker; sin embargo el quid reside
en que al satisfacer K la segunda propiedad, seria posible probar la invariancia
topologica de la curvatura total correspondiente mediante una triangulacién de M
de la misma manera en que se demuestra el teorema de Gauss-Bonnet.

Nota histérica. En su articulo de 1940 [WF], el matemdtico danés Werner
Fenchel resolvié positivamente el problema de Hopf para subvariedades riemannia-
nas del espacio euclidiano. En ese mismo ano y de manera independiente, el es-
tadounidense Carl Barnett Allendoerfer obtuvo los mismos resultados en [A40]
utilizando una técnica desarrollada un ano antes por el aleman Hermann Weyl
y comunmente conocida como tubos. Posteriormente en 1943 el dio formado por
Allendoerfer y el francés refugiado en E.E.U.U. André Weil, probé en [A43] la
validez de la férmula de Fenchel para variedades riemannianas en general; sin em-
bargo dado que su argumentaciéon hacia uso de encajes locales no podia ser consi-
derada como una demostracion intrinseca. La relevancia de toda esta cuestién reside
en que el teorema del encaje isométrico de Nash [N] no verfa la luz sino hasta 1956.

El teorema de Nash nos permite realizar cualquier variedad riemanniana como
subvariedad de algiin R™V para un valor explicito de N lo suficientemente grande, que
s6lo depende de la dimensién de la variedad inmersa. Este resultado no sélo vuelve
superflua la distincién entre variedades de la que habldbamos en el parrafo anterior,
sino que justifica el que optemos por seguir la demostracién original de Fenchel —
mucho mas geométrica y clara— en vez de desarrollar todo el herramental necesario
para seguir aquélla mas analitica de Allendoerfer.

* * *

A guisa de epilogo para esta historia, en 1944 —y después de una conversacion
sostenida con Weil a propdsito de los defectos de [A43]— Shiing-shen Chern pu-
so el punto final a estas consideraciones con su articulo [SsC] cuyo titulo refleja
muy acertadamente los alcances de su aportacién: “A simple intrinsic proof of the
generalized Gauss-Bonnet theorem” en el cual, naturalmente, no figura en parte
alguna el teorema del encaje de Nash.

2. La curvatura de Killing-Lipschitz.

Intuitivamente la idea de Fenchel no podia ser mas bella ni més simple: si M"™
es una subvariedad diferenciable de R+, N > 1, entonces para cualquier p € M
el espacio tangente T, M junto con &, cualquier vector normal a M en p, generan
un espacio euclidiano de dimensién n +1: £(£) = R

Al proyectar M ortogonalmente sobre £(&) obtenemos una hipersuperficie M’ C
R™*! la cual posee una curvatura de Gauss-Kronecker bien definida y a la que
denotaremos por x(£). Finalmente el escalar K que estamos buscando no es maés
que el promedio de k() sobre todas las direcciones normales a M™ en p, i.e.



2. LA CURVATURA DE KILLING-LIPSCHITZ. 3

¢ € SV¥~1, multiplicado por el factor de proporcionalidad siguiente:

. Cn CN—-1
Qp N = )
2¢CpyN—1

donde ¢, es el volumen de S” C R"*!, o bien, en términos de la funcién gamma:
2z (nt1)
L(3(n+1))’

donde ésta se define como la integral impropia:

I'(x) ::/ t* et dt
0

la cual es convergente para xz > 0 (cf. [RA], pp. 295 y 296).

Cp =

Definicién 2.1 ([WF). | p. 17] Con la notacién y las hipéGtesis anteriores, defi-
nimos la curvatura de Killing-Lipschitz de M en p como el nimero real K (p) dado
por:

Cn CN—1 1
K = — dopn_
W= o ([ s dono)
Cn

= — don_
QCn+N_1 /SN—I Ii(f) IN-1

donde don_1 es el elemento de volumen de SV—1 ¢ RV,

En el caso de una variedad de dimensién par, M>?", veremos en el Teorema
4.1 del capitulo 2 que la integral sobre M?2" de la curvatura de Killing-Lipschitz
K (p) estd acotada inferiormente por cay,.

De acuerdo con [WF], p. 17, Wilhelm Killing y Rudolph Lipschitz fueron los
primeros en probar que el escalar K no depende del espacio ambiente donde M™
pudiera estar inmersa, siendo asi un elemento intrinseco a la variedad M™.

Nota. Obsérvese que cuando dim M = n es impar se tiene lo siguiente (hemos
escrito A : SN=1 — SN=1 para la transformacién antipoda dada por x +— —x):

K= %—N/ K(€) don_1 -
CN—-1 JgN-1

Aplicando la férmula de cambio de variables:

Q.
K = 0N / f(—€) [(— )N doy_y
CN-1 A-1(SN-1)

= (e [ oy

CN—-1
= —K,

y en consecuencia K = 0. Esta observacion serd vital méas adelante en la argu-
mentacién del Teorema 3.1. Por otro lado, el que k(=€) = (—1)"k(§) se sigue
facilmente a partir de cémo se definié la curvatura de Gauss-Kronecker en §1; sin
embargo esto serd igualmente claro una vez que demos la definicién explicita de la
curvatura de Gauss-Kronecker con signo, como planeamos hacer a continuacién.



4 1. LA SOLUCION DE WERNER FENCHEL.

De acuerdo con el primer inciso del Problema en §1, debemos probar que la
curvatura de Gauss-Kronecker y la de Killing-Lipschitz coinciden en el caso de una
hipersuperficie de dimensién par.

Para esto comenzaremos por darle un signo a la curvatura de Gauss-Kronecker
asociada a una hipersuperficie M’ como sigue: sean (z!,...,2""1) coordenadas

cartesianas en R"™! y en este contexto dendtese por:
o (100 +1(,.1
z:=(z (a7, ...,2™),. 2" (a0, 2™)),

a una representacién paramétrica alrededor de un punto p € M’.
Si €:=(€Y...,€™ 1) es uno de los dos vectores unitarios y normales a M’ en
p, recuérdese que de acuerdo con la definicién de diferencial (cf. [dC], pp. 127-129)
la composicién:
df odz : T()Rn — TEoz(O)Sn 5

lleva la base {8%1, e afn} de ToR™ = R"™ a la base de T¢,.()S™ = R™:
9(€0z) 9(€0z)
oxt 7 fan |7

conforme al siguiente diagrama conmutativo:

TOR" # Z(())Ml

do(€oz)

siempre y cuando el cero mo sea un punto critico de la composicién £ o z. A este
respecto y abusando de la notacién identificaremos a esta ultima funcién diferen-
ciable con &. Por lo tanto para pasar de la base { 8‘9; tad ;fp } basta con multiplicar
por el jacobiano de d. ()&, es decir, £().

A partir de las propiedades elementales del producto cunia obtenemos la relacién
siguiente, en donde los paréntesis triangulares denotan al producto interior:

o€ ot \ 9z 9z
(e 25 ) = (eomer 2 n 22,

De esta manera obtenemos la

Definicién 2.2. Sea M’ una hipersuperficie en R™*!. Con la notacién y las
convenciones anteriores, definimos la curvatura de Gauss-Kronecker con signo co-

<1>' () = <£’ ;fm...%iai_

<§, Dz AN

Obsérvese que el denominador de la expresion anterior nunca es cero ya que los
vectores involucrados siempre son paralelos.

Nota. De ahora en adelante, cualquier mencion que se haga de la curvatura de
Gauss-Kronecker en el presente capitulo se entenderd en el sentido de la definicion
2.2.
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Podemos obtener una expresién mds compacta para x(£) recurriendo a lo si-
guiente: si tenemos la expresién de la métrica g en las coordenadas locales asociadas
a la parametrizacién z (también conocida como primera forma fundamental),

+1
o 92k 92k

(2) 95 =2 5w

k=1

Si,j<n,

y escribimos la sequnda forma fundamental asociada a la direccién normal &:

n+1 k k n+1 2k
0E" 0z 0%z .
(3) hij (§) = 8xi@:_szaxi8mﬂ’; 1<i,j<n,
k=1 k=1
entonces (cf. [Sp| pp. 83 y 84):
T
§ 3
0z oz
Oz 0z \? BT Bal
— N N\ — = det .
<57 ox! 8$"> ¢ : :
Oz oz
oxm ox™
e o 0
det 0 g Jin
= e . .

= det (g55); 1<14,j<n,

donde hemos utilizado el hecho que [|€]|* = 1 y abreviado como vector rengldn:

o (05 g
dzk " \dzk T Ok

De manera completamente analoga tenemos:

0& 193 0z 0z
e 28 2E) (e 22 22)

); 1<k <n.

0¢
_ Ozt d d
= det . (& = o)
¢
ox™
2
119/ 0
hll in
= det . .
* :
hn 1 hnn

Asi llegamos a la siguiente



6 1. LA SOLUCION DE WERNER FENCHEL.

Proposicion 2.3. La curvatura de Gauss-Kronecker asociada al vector &, el
cual es normal en p a la hipersuperficie M’ C R™*Y, satisface la igualdad:

_ det (hi;(€))
k(&) = W,

donde las entradas de las matrices (g;5) y (hij(§)) estdn dadas por las expresiones
(2) y (3), respectivamente.

DEMOSTRACION. A partir de la definicién 2.2 y de los comentarios previos al
enunciado de la proposicién se tiene:

0, 2]
<§, afl/\--~/\afn>

k(€)1 = : ,
<§, g;A...Agg;b>

o€ ¢ P P
<§, aml/\.../\amn>-< e /\.../\Mzn>
2
o) o
<§, B;A...AB;H>

_ det (hi;(£))
det (gij)

A partir de la expresién (1) es inmediata la siguiente

Proposicién 2.4. La curvatura de Gauss-Kronecker de M’ es invariante ante
cambios de orientacion si dim M’ es par. Si la dimension de M’ es impar entonces

r(=8) = —K(§).

O

Como el factor de proporcionalidad que aparece en la definicién de curvatura de

Killing-Lipschitz a,, v satisface que a,, 1 = 1, al integrar x(£) sobre S° = {£, —¢},

la proposicién anterior nos permite afirmar que la curvatura de Killing-Lipschitz
resuelve el inciso 1 del Problema planteado por Hopf.

3. El teorema de Fenchel.
Sin méds preambulos enunciamos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.1 ([WF). | p. 18] Sea M™ una variedad riemanniana, orientada,
compacta y sin frontera la cual estd inmersa en R"™P. Si x es la caracteristica de
Euler, K la curvatura de Killing-Lipschitz y dv el elemento de volumen de M™
entonces

1
(4) Kdv=—-c,x-
MTIr 2
Nota. Antes de pasar a la prueba de 3.1 conviene mencionar lo siguiente:

1. Los elementos involucrados en (4) son intrinsecos a M™, i.e. son indepen-
dientes de la inmersion.
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2. En el caso dimM = n impar, la validez de (4) es inmediata pues por
la Nota que sigue a la Definicién 2.1 tenemos K = 0 y por otro lado
x = 0. En consecuencia tinicamente consideraremos el caso en el que n es
par.

3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p es impar. En caso
contrario podemos reemplazarlo por p + 1.

4. La prueba original de W. Fenchel suponia que M" era de clase C* y
nosotros al seguir esta prueba, mantendremos dicha suposicién; sin em-
bargo Alfred Gray ([G] pp. 71-83) ofrece préacticamente la misma de-
mostracién, sélo que en el lenguaje de los tubos desarrollados por H. Weyl
y en la que, como se ha vuelto costumbre en geometria diferencial, todas
las variedades involucradas se suponen de clase C*.

Tal vez convenga ahondar un poco més a propésito de este ultimo punto: el
porqué de la suposicién original de Fenchel a propésito de la diferenciabilidad de
M™, reside en que deseamos que la hipersuperficie paralela de M™ a distancia r
(véase la definicién mds abajo) posea segunda forma fundamental al menos de clase
C'. Esto obliga a que dicha hipersuperficie sea a su vez al menos C3; sin embargo
como los cambios de coordenadas de ésta van a estar dados en términos de las
primeras derivadas parciales de las parametrizaciones locales de M™ esto conlleva
a que nuestra variedad original sea precisamente de clase C*.

DEMOSTRACION. El punto principal del argumento de Fenchel es reducir el
Teorema 3.1 al caso especial en el que M™ es una hipersuperficie. Para esto en
cada punto x € M™ dendtese por (T, M)+ = RP al espacio normal y en éste por
SP=1(z) a la esfera con centro en z y radio r > 0 .

Es un hecho conocido (cf. el lema 2.3 y la §3.1 de [G]) que para valores lo
suficientemente pequetios de 7 las esferas SP~1(x) generan, al variar z, una hipersu-
perficie M* la cual es de clase C3, compacta, sin frontera, orientable y de dimensién
par n+p—1. A la variedad M* suele llamérsele la hipersuperficie paralela de M™
a distancia r.

Aplicando el teorema de H. Hopf mencionado como la generalizacién (i) al
inicio de § 1 se obtiene:

* * 1 *
(5) K*dv* = 3 Cntp-1 X(M*),
M*
donde K* es la curvatura de Gauss-Kronecker de M*.

Nuestro siguiente objetivo es probar que el lado izquierdo de (5) es exactamente
Cntp—1 X(M™). Expresando la caracteristica de Euler en términos de la suma alter-
nada:

n+p—1 )
X(M*)= > (-1)'8,
i=0
donde ' := B3*(M*) es el i-ésimo nimero de Betti, i.e. el rango del i-ésimo grupo
de homologia H;(M™*) el cual es abeliano y finitamente generable. En particular si
la homologia se toma con coeficientes en un campo K entonces H;(M*, K) es un
espacio vectorial y §° no es sino su dimensién sobre K.

* * *
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El siguiente resultado que necesitamos invocar en la prueba es el llamado teo-
rema de dualidad de Alexander. De acuerdo con el legendario [AH] (cf. la §4
del capitulo XI, pp. 440-442) éste puede formularse como sigue:

Teorema (Dualidad de Alexander). Sea M C R"™ una variedad diferen-
ciable. Si 3" representa el i-ésimo numero de Betti con respecto a algun campo de
coeficientes entonces se verifican las igualdades siguientes:

Bi(M) =Y R\ M), Vi#n-—1
g (M) = BO(R™ \ M) — 1.

* * *

De esta manera y siguiendo con la prueba, el teorema citado en el parrafo
anterior arroja:

n+p—1
(6) X(MF) = 37 (1) dim Hy (M)
=0

_ ﬁO(M*) _61(M*> +_._+ﬁ7t+p—1<M*)
=B PTH R\ MY + ..+ BORMP\ M) — 1

n+p—1 4
= Y (1) dim H;(R™?\ M*) — 1
=0

= x(R"™P\ M*) 1.
Por otra parte, si consideramos en (T, M)+ al interior de SE=!(z):

BY () = {y € (T.M)* : |lyl| < r},

entonces es claro que la union de tales conjuntos

UO = U Bf (l‘),
zeM™

no sélo resulta una vecindad abierta alrededor de M™, sino que es una de las
componentes conexas de R"*P\ M* la cual tiene por frontera topolégica a M*. En
este mismo orden de ideas, no es dificil verificar que el resto de las componentes y
R™*P\ M™ son homeomorfos. (Para ver esto escribase R" P\ Uy = U;c7U; donde U
es una componente de R" TP\ M* y U; # Uy para toda i € I. Posteriormente higase
r — 0). De esta construccién se sigue que M™ es un retracto por deformacidn de
Up (cf. [V], pp. 16 y 17) y en consecuencia ambos espacios topoldgicos tienen los
mismos nimeros de Betti. Todo esto aunado a que la caracteristica de Euler es
aditiva sobre uniones ajenas:

(7) X(R™P\ M*) = x(Up) + x(UierUs)
= X(M™) + x(R"P\ M™).
Una segunda aplicacién de la dualidad de Alexander devuelve:
(8) X(R™PA\ M™) = x(M™) +1.



3. EL TEOREMA DE FENCHEL. 9

Combinando (6), (7) y (8) obtenemos:
X(M7) = 2x(M™) = 2x,
lo que al combinarse con (5) nos permite escribir:
(9) K" dv" = ¢pip-1X-
M*
Unicamente nos falta probar la igualdad:
2 Cn+4p—1

(10) K*dv* =
M* Cn Mn

Kdv,

para lo cual trabajaremos localmente como sigue: sean (y',...,y" ) coordenadas
cartesianas en R"*?, En virtud de que M™ es cerrada y de clase C* podemos dividirla
en un numero finito de regiones que se representan paramétricamente como:

yilazt, 2™ = (et ),y TPt ™) i =1,k

donde (z',...,2") € U; CR" y y; : U; — R™*P es una funcién de clase C* con
matriz de Jacobi de rango méaximo, para todo i tal que 1 < ¢ < k. Consideremos
ahora las direcciones ortogonales: dado que en un punto fijo ¢ € M™ los vectores
normales y unitarios &;(q) se encuentran en una esfera (p — 1)-dimensional, estos
sélo dependen de p — 1 pardmetros t',...,t?~! y en consecuencia:

& = (fl(tl,...,tp_l,xl,...,x"),...,£"+p(t1,...,tp_1,x1,...,a:")); i=1,...,k;

puede pensarse como una funcién &; : V; € R"tP~1 — R™*P de clase C? en todas
sus variables.

Como los n + p — 1 vectores evaluados en g:
O @ o (). i), i)
atl q?"'?atp_l Q7ax1 q""?am,n 9,
resultan ser linealmente independientes, el producto cuna de todos ellos es, por
definicién, ortogonal a todos y cada uno de los factores y por lo tanto paralelo a &;(q).
En este sentido y dado que M™ es orientable, podemos suponer que renumerando,
quizas, las variables {t/ 1;;11 tenemos:

06 06 Oy dyi
(11) <§Z, 8t1/\”'/\8t1’*1Aaxl/\"'/\ﬁx" >0,

en toda una vecindad abierta alrededor de ¢ : W; :=y;(U;).
A su vez la hipersuperficie paralela a distancia r, M*, también puede dividirse
en un namero finito de regiones, las cuales se representan localmente como:

zi(th, . T at ) =yt a) (et L et 2.

Si escogemos 7 lo suficientemente pequeno, la expresién (11) nos permite garan-
tizar que:

0z; 0z; 0z; 0z;
(12) <£, AN AT A /\.../\axn>
/e O 0 Oy +ré) ANyi +r&)
_<£z,rat1/\.../\ratpl/\ e Ao A oy >0,

se satisface en todo M*.
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Es claro que el vector normal a M* en el punto z;(t%, x*) es precisamente
& (t*, z*). De este modo, por (1) escribimos:

96 0&i ¢ 9¢;
<§z; LA gt A g /\.../\8N>
K*

)
0z; 0z; 0z; 0z;
<£i7 e N /\.../\azn>

y en virtud de la expresién (12) el elemento de volumen dv* de la hipersuperficie
M* (cf. [Sp], pp. 126-130) estd dado por:

dv* = <§“ 8zi 8z,» aZi aZi

— A... A A VAR
ott otp—1 Ozl oz"

de modo que a partir de las dos igualdades anteriores:

>dt1 CdtPT et dam,

k
* * ) ag’t 851 ag’t 351 1 p—1 1 n
K*dv* = ;,1 /<§,, e /\”'/\87517*1/\8331 A.../\axn dt=...dt°P" dx” ... dx",

M*

donde el subindice en el simbolo de suma indica la descomposicion de M* en regiones
parametrizadas en la forma z;(t%, z*) indicada arriba.

* * *

Si denotamos por g% al cofactor de g;; en la matriz (g;;) dividido por det(g;;)
—Tlas entradas de dicha matriz estdn definidas por (2)— entonces obtendremos la
consabida férmula:

(99)" (935) = (9i)(g")T = (8]) = 1,
donde (a;;)T := (aj;) denota la transposicién de matrices, (55 es la delta de Kro-
necker y 1 es la matriz identidad de n x n.

* * *

En funcién de lo anterior tendremos la expresién siguiente para la derivada de
la funcién &; en la direccion tangente x7:

(13) 8§¢:Z<8§¢ ay”>8yz'+*; 1<j1<n.
l

Oxi Oxi’ Oxl | Oxt

8& ayz klayi .
Yy (% e 1< < n.
kl<8x978xk>g ol T L=giktsn

dyi
= Zha‘k(&)g’“lazs + %
k,l

donde * representa un vector normal a M"™ cuya expresion precisa es irrelevante.

El valor de la igualdad (13) reside en que expresa la derivada direccional de
& en términos de las componentes tangenciales multiplicadas por un factor que
incorpora la sequnda forma fundamental asociada a la direccién &;.

Debido a que los p vectores &;(q), 9&;/0t7(q), 1 < j < p — 1; son linealmente
independientes y normales a M"™, generan el espacio normal (T,M )L y en esta
manera, la alternancia del producto cuna nos permite ignorar las componentes
normales representadas por * en (13) para efectos de la férmula integral que aparece
mas abajo.
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De esta manera tenemos:

p—1 n

* * a'gl 53}’1 _ n
K dv' =) /<£ L1 5t AT hmi(&)g" 8$s>dt1...dt1’ Yzt ... dz",
o

M i,k,s m=1

donde no debe olvidarse que la suma también esta indicada por una descomposiciéon
de M™ en regiones de cierto tipo.

Deseamos ahora dilucidar la dependencia del integrando con respecto a las
variables {t/ }?;% para algin To € M™ fijo. Para esto supéngase que los primeros p
ejes coordenados en R™*P son paralelos a (T, M™)*. De este modo las funciones

coordenadas yi(zt,...,a") y &, ..., tP7 Lzl ... a") satisfacen en Zg:
0y’ .
9 0, 1<i<p;
&= 5:0, pt1<i<p+n.

ot
Por lo tanto:

Pl e n N\ det (B (& P0G oy Oy
<€i’ ¢ A Z H hmk(fi)gksgis> _ det (A (&) <€¢, gfj A Oy >
j=1

Jj=1 ot k,s m=1 det (gks) s=1 Oz
g e L e 0 0 0
1 2
det (himk(€)) 0l e e : : . :
= dim - det {)Tgfl 8“)7571 e an,l 0 0 N 0
et (gks) 0 0 0 oyPtl  gyrt? yPtn
t ozt Ozl t Ozl
’ ) ' ’ o 1;+1 o Z')+2 ' O ;z')+n
0 0 ... 0 owmoay oo

lo que abreviamos como:

" oK . ke Oyi \ det(hp(&)) [, 0617 [OyPt*

donde los indices corren como sigue: 1 <1 <p,1<j<p—-1,1<k,s<nylos
corchetes representan el determinante de la matriz cuyos renglones son las entradas
correspondientes de las funciones vectoriales & y y;.

Por (11) vemos que el producto de los dos ultimos determinantes es positivo,
de modo que podemos sustituirlos por sus valores absolutos y en este caso tenemos
que:

50 dtt .. .dtPt,

es el elemento de volumen de la esfera unitaria SP~! y andlogamente:

5]

e

dv := dzt ... da™,

oxs
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representa el elemento de volumen de M™. Al combinar ambas expresiones con la
ecuacion (14) obtenemos la expresién para el integrando:

det (A (&)
det (grs)

la cual resulta invariante ante cambios de coordenadas en R™*P y cambios de los
parametros ¢/ y z°. De esta manera hemos llegado a la férmula:

K* dv* / / det (R &)) dwdv.
M* n Jsp—1 det gks)

A partir de (1) se sigue inmediatamente que:

det (hmi (&)
det (gks)

es la curvatura de Gauss-Kronecker de M’ en el punto Zo, donde M’ se define como
la proyeccién ortogonal de M™ sobre el espacio afin de dimensiéon n + 1 generado
por el espacio tangente Tz, M y el vector normal &;(Zg). Para comprobar nuestra
ultima afirmacién nétese que la segunda igualdad en (3) indica que hy,x(&;) también
es la segunda forma fundamental de M’ considerada ésta como hipersuperficie en el
espacio afin mencionado y que en el punto Iy tanto M™ como M’ tienen la misma
primera forma fundamental. Por lo tanto, la curvatura de Killing-Lipschitz de M™
en el punto en cuestién esta dada por:

e det (hymi(&))
K= /Sp 1 det (gks) dw ’

dwdv,

2 Cn4p—1
lo que devuelve:
2 _
K*dvt = =022t [ gy,
M* Cp, Mn
pero ésta es precisamente la igualdad (10). ([l

Nota. La hipétesis sobre la orientabilidad de M™ puede suprimirse facilmente
si se aplica el resultado al llamado cubriente doble de M™, el cual siempre es orien-
table (cf. [dC] p. 34, ejer. 12).



CAPITULO 2

Una nueva direccion: El trabajo de 1957 de
Shiing-shen Chern y Richard K. Lashof.

1. Introduccion.

El capitulo anterior puso de manifiesto que la motivacién original para el tra-
bajo de W. Fenchel provino del Problema, planteado por H. Hopf, concerniente a
como cierta nocién de curvatura en una variedad riemanniana M podia relacionarse
con la topologia de la misma. Este planteamiento descansaba sobre dos pilares: por
una parte estaba el propésito de generalizar el concepto de curvatura de Gauss-
Kronecker —definida tnicamente en el caso de hipersuperficies— y por otra se
encontraba el establecer la validez de una férmula integral en el mismo espiritu que
la de Gauss-Bonnet. El Teorema 1.3.1 fue la culminacién de ambos propésitos.

El trabajo de los matematicos al que hace alusién el titulo de este apartado
estuvo motivado por principios similares: estos fueron la voluntad de generalizar un
elemento tan importante en la geometria de superficies en R3 como lo es la transfor-
macién normal de Gauss y a partir de dicha generalizacién, el definir un invariante
que relacionara aspectos intrinsecos y extrinsecos de la variedad en cuestién. El re-
sultado final fue un nuevo tipo de curvatura —la llamada curvatura total—, la cual
no obstante que partia de la definicién de curvatura de Killing-Lipschitz (cf. 1.2.1),
inauguré una nueva direccién que muy probablemente no vislumbré W. Fenchel y
que serd la que guie nuestra exposicion en el resto del presente trabajo.

Salvo explicita mencién en contrario, todas las definiciones y resultados de este
capitulo provienen de [TCI].

* * *
Sean M™ una variedad diferenciable de clase C*° y x : M™ — R" TN (N > 1)

una inmersién de clase C*°. Si U C M es un abierto tal que z|y es un encaje,
denotaremos por B, al fibrado de vectores unitarios y normales a x(U), es decir:

By == {(p,v(p)) :p € M" y v(p) € (Tugy)(x[v)) ™ tal que [[v(p)]| = 1}

De manera equivalente podemos describir a B, como un fibrado de esferas de
dimensién (N — 1) con espacio base M™. Debido a que localmente B, se ve como
el producto cartesiano U x SV—1, dicho fibrado posee una estructura diferenciable
de clase C*° y su dimension, al igual que en el caso de una variedad producto, es
n+ N —1.

Definicién 1.1 (cf. [TCI). , p. 306] Conservando las hipétesis y la notacién
de arriba, definimos la transformacion esférica:
v:B, — SPTNL

13
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de B, a la esfera unitaria en R"*" de dimensién (n + N — 1) como la traslacién
al origen O € R"™ del vector v(p) € (Ty(p)z|u)*. Abreviaremos este hecho escri-
biendo simplemente 7(p, v(p)) = v(p).

Ficgura 1. La transformacion de Gauss. La imagen esférica de
la hoja 3 > 0 del hiperboloide M? es un abierto U C S? cuya
frontera, en la topologia relativa, es la imagen del correspondiente
cono asintético.

Nota. En el caso de codimensién N = 1, la variedad B, tiene fibra S¥ = {£1}
que corresponde a la existencia de una unica direccién v, normal a la hipersuperficie
M™. De este modo, el hiperplano tangente queda determinado como el complemento
ortogonal de v en R™*! y podemos llevar a cabo la identificacién To(p)S™ =T, M™,
ya que ambos hiperplanos son paralelos. Esta identificacién nos permite ver a la
diferencial del mapeo esférico d como un operador, el cual resulta ser diagonalizable
y cuyo determinante es la curvatura de Gauss-Kronecker en p.

Obsérvese que cuando estamos tratando con superficies (n = 2) inmersas en R3,
recuperamos la definicién del mapeo de Gauss y por ende la curvatura gaussiana
K (p), conceptos alrededor de los cuales gira buena parte de la geometria diferencial
cldsica (vid FIGURA 1).

2. El marco mévil y las ecuaciones estructurales de R*+%,

A pesar de que el método del marco mévil fue desarrollado por Elie Cartan para
el estudio de las subvariedades de R", recomendamos al lector que desee ahondar
en detalles la magnifica exposicién de [Fd], que ahora seguimos.

Notacién. A todo lo largo de este capitulo, seguiremos la siguiente convencién
para el recorrido de los indices:

1<i,j,k<n; n+1<rs,t<n+N; 1<ABC<n+N.
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de acuerdo con las hipétesis establecidas en §1.

Definicién 2.1. Sea U C R™™ un subconjunto abierto. Un marco mévil en U :
€1,...,entn estd dado por un conjunto ordenado de campos vectoriales diferencia-
bles {e1,...,entn} tal que para todo z € U la orientacion de { e1(x), ..., enyn(z) }
coincide con alguna orientacién de R™t¥ fijada de antemano y asimismo se satis-
face:

(15) (ea,eB)z =04B;

donde (-, -), denota el producto interior usual de R"*¥ de los campos vectoriales
evaluados en x y dap es la delta de Kronecker.

Dado el marco mévil {e 4}, podemos definir las 1-formas w4 mediante la condi-
ci6n wa(ep) = 04p. En pocas palabras, para cada « € U la base ordenada {(w4).}
es la base dual de {es}. A dicho conjunto de 1-formas se le conoce como comarco
asociado a {ea}.

Cada campo e4 es una funcién vectorial diferenciable e4 : U C R* VN — R*+N
y la diferencial (des), : RN — R"*N para toda x € U, es una transformacién
lineal. De este modo podemos escribir:

(16) (dea)z(v) = Z (wap)e()ep(z) YoveR"Y,

B
donde un sencillo argumento que apela tanto a la linealidad de (dea), y a que cada
ea es de clase C*°(U), implica que las expresiones wap en (16) son efectivamente
1-formas diferenciales. Una vez hecha esta aclaracién, abreviamos (16) como sigue:

dey = E WABER -
B

Nota. A las (n+ N)? formas wap definidas por la ecuacién (16) se les conoce
comtinmente como formas de conezion de R"* en el marco mévil {e4}.

No todas las formas de conexién de R™¥ son independientes. Si diferenciamos
la expresién (15) obtendremos:

0= (dea,ep) + (ea,dep) = wap +wpa;

es decir, las formas w4 son antisimétricas para cualesquiera indices A, B.

Sin embargo, el punto crucial en el método del marco mévil reside en que las
formas w4 que integran el comarco asociado a {e4} y las formas de conexién wap
satisfacen las ecuaciones estructurales de Elie Cartan.

Proposicién 2.2 (Las ecuaciones estructurales de R"*V). Sean {ea} un
marco movil definido en un subconjunto abierto U C R™ N y {wa} el correspon-
diente comarco asociado a aquél. Si wap son las formas de conexion de U en el
marco { €4} entonces:

(17) deZZwC/\wCA,
C

(18) deB:ZwAc/\wCB.
C
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DEMOSTRACION. Sea aj := (1,...,0),...,an+n := (0,...,1) la base candnica
de R" ™ y dendtese por x4 : U — R a la A-ésima funcién coordenada. La derivada
exterior de ésta, dx 4, es una 1-forma diferencial en U y la relacién dz 4(ap) = dan,
nos indica que {dx 4} es el comarco asociado a la base candnica { a4} vista como
marco mévil en RV,

La observacién anterior nos permite escribir:

(19) ea = Z Bapag,
B

donde fBap : U — R es una funcién diferenciable y para cada x € U la matriz
(Bap(x)) representa el cambio de coordenadas de la base candnica a aquélla forma-
da por {es(z)}. En consecuencia dicha matriz no sélo resulta ser invertible, sino
ortogonal.

Dado que wa(eg) = dap y a que la delta de Kronecker es simétrica en sus
indices, escribimos:

drp(as) =wales) =Y Browalac),
C

lo que implica a su vez:

wa =) P dp;
B
donde (B4B(x)) es la matriz inversa del cambio de coordenadas al que aludiamos
en el parrafo anterior.
Sin embargo al utilizar el isomorfismo canénico entre RV y su dual
(R™"*N)* que establece el producto interior usual en R"*¥  podemos concluir que
BAB =wa(ap) = (ea,ap) = Bap y de este modo:

(20) u)A:ZﬁAdeB.
B

Probaremos primero que dBap = > wac fop- Por (16):
deg = Z wac ec = Z wac (Z Bep (IB) = Z wac Bep ap;
c c B B,C

de modo que si obtenemos la derivada exterior en (19) y comparamos los coeficientes
obtenidos, se sigue que:

(21) dBap = Z wac BeB-
C

Para obtener la primera ecuacién estructural, i.e. (17), diferenciamos (20) y
utilizamos (21):

dwa = Z dBap Ndxp = Z wac Bep Ndrp

B B,C
= - E Bepdxp Nwac
B,C
= g we Awea;
C

donde las dos ultimas igualdades se siguen de la alternancia del producto cuna,
asi como de la antisimetria en los subindices de las formas de conexién.
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Para la segunda ecuacién estructural (18), diferenciamos (21) y utilizamos que
la derivada exterior es una antiderivaciéon de grado +1 que satisface la igualdad
d* =0 (cf. [W], pp. 61 y 65):

0= Z dwac fce — ZwAC NdBcB;
C C

una nueva aplicacién de (21) arroja:
> dwacBop =Y wac Ny wopfos-
c C D

Multiplicando esta dltima expresién por la inversa de la matriz (8op):

> <Z dwac 5CB>5BE =3 (Z wac Ny wCDﬂDB>5BE ;
c c D

B B

obtenemos:
Y dwacdop =Y wac N wopbps,
c c D

y finalmente escribimos:
dwap = E wac NWCE ,
c
como deséabamos. O

* * *

La idea principal del método de Cartan para el estudio de la geometria de las
subvariedades de R"* puede describirse sucintamente como sigue: si x : M™ —
RtV es una inmersién entonces, como consecuencia del teorema de la funcién
inversa, para cada p € M existe a su alrededor una vecindad abierta U C M tal
que la restriccién z|y : U — RN es un encage.

Sea V' C R™ N un abierto alrededor de z(p) € R"*V tal que V Na(M) =
x(U) y supdéngase que existe en V un marco mévil ey, ..., en, €n41,...,€ntn con la
propiedad de que restringidos a z(U), los vectores ey, ..., e, son tangentes a éste.
A un marco que satisface esta condicién se le conoce como un marco adaptado.

En V tenemos asociado al marco { e4} el comarco { w4}, asi como las formas de
conexién w4 p las cuales satisfacen las ecuaciones estructurales (17) y (18). Por otro
lado la funcién z|y : U — V induce, mediante pullback, formas z*(wa), *(wap)
definidas en U que contintian satisfaciendo las ecuaciones estructurales —esto se
debe a que z* conmuta con la derivada y el producto exteriores—, de manera que
el andlisis de la geometria métrica y local de U C M™ se desprende del caracter
localmente euclidiano de M™.

* * *

Para utilizar el método del marco mévil con relacién al mapeo esférico de la
Definicién 1.1 requerimos de dos lemas, los cuales estableceremos a continuacién.

Lema 2.3 (Cartan). Sea V := V" un espacio vectorial real y de dimensién n
donde k < n formas lineales w1, ...,w : V — R son linealmente independientes. Si
existen formas 61,...,0; : V — R tales que Zle w; A 0; = 0 entonces

92' = E aijwj,
J
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CON A5 = QAyj-

DEMOSTRACION. Comenzaremos completando a una base de V* al conjunto
de las formas w; : w1, ..., Wk, Wgt1,-..,w, y definiendo n — k formas Oy = ... =
0, = 0 de modo que podamos susituir la hipétesis en el enunciado del lema por
Z?:l w; A 0; = 0. De esta manera podemos escribir:

9¢:Zaijwj+2bilwl, l=k+1,....n
7 /

Nétese que automdticamente tenemos by = 0 y a;; = aj; = 0 para toda ¢ >
k + 1. Utilizando la hipétesis:

n
022%/\91-:2aijwi/\wj—l—Zbuwi/\wl
i=1 %] l
:Z(aij—aji)wi/\wj—i—z bilwi/\wl.

i<j i<l

Dado que wg Awp, con g < h y g,h=1,...,n; son linealmente independientes
(de hecho forman una base de A?(V*)), podemos concluir que by = 0 y que a;; =
Aji- O

Lema 2.4. Sean U C R" y wy,...,w, l-formas diferenciales linealmente in-
dependientes en U. Si existe un conjunto de 1-formas {wj;}, ¢,7 = 1,...,n que
satisfacen las condiciones siguientes:

Wij = —Wji , dwj = Z Wi N\ Wi,

entonces dicho conjunto es unico.

DEMOSTRACION. Supéngase que existe otro conjunto {@;;} tal que:
‘Dij = 7(4_13‘1‘7 dw]‘ = Z Wi AN (ij 5

y en consecuencia:

Z wg N (C)kj — wkj) =0.
k

Por el Lema 2.3:
(22) Wkj — Wkj = Z Al wi, con Al = Al

Obsérvese a este respecto que
E Akzwl— (Wjk — wjk) E A Wi

de modo que la independencia lineal de las w; implica la igualdad de los coeficientes,
i.e. Al = fA;?i. Usando las simetrias dadas por (22) y la igualdad mencionada,
obtenemos:

E _ Jo_ Jo_ At oAb k o_ ko
Aji__Aki__Aik_Ajk_ kj—_Aij—_Aji_O

es decir, W = w;. O
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* * *

Seguimos ahora con la exposicién de [TCI]. Sea { e4} un marco mévil en R+
en el sentido de la Definicién 2.1 y denétese por V4 v n+n a la variedad de Stiefel
de (n+ N)-marcos en R"*V. De todas las descripciones posibles que pueden hacerse
de dicha variedad, adoptaremos aquélla que la considera como el conjunto de todos
los marcos en R** visto en el producto cartesiano de n + N copias de S*+V-1,
de modo que con la topologia inducida V,,{ N n4+n es una variedad de dimensién’
(n+N)(n+N—-1)/2.

Definicién 2.5. Sea V, 4 n 4~ la variedad de Stiefel de (n + N)-marcos en
RtV Definimos el espacio de marcos en R"V como la variedad producto:

F(n,N) :=R"™ x V. nnin.

(Obsérvese que de acuerdo con las consideraciones previas concernientes a la di-
mensién de V4 N pntn se tiene dim F(n, N) = (n+ N)(n+ N +1)/2.)

Nota. Dado un punto y € R"*¥ | la variedad F(n, N) precisa todos los posibles
sistemas de coordenadas cartesianas Oz ...x,4+ N que es posible establecer iden-
tificando al origen O € R"™¥ con y. Semejante control obedece a que en primer
lugar, deseamos hacer el pullback de formas definidas en F(n,N) a la variedad
M"™ x F(n,N) (recuérdese que M™ es un conjunto cuya imagen bajo la inmersién
x: M" — R" ¥ es la que se encuentra contenida en R"*), para posteriormente
efectuar otro pullback de M™ x F'(n, N) a cierto fibrado que definimos a continuacién
(para los fundamentos acerca de los haces fibrados cf. la parte I de [St]).

Definicién 2.6 (cf. [TCI). , p. 308] La inmersién diferenciable z : M™ — RV
da lugar a los siguientes haces fibrados sobre M™:

1. El fibrado tangente unitario, B,, cuyo espacio total es el subconjunto de
M"™ x R"N que consiste de todos los puntos (p,v) tales que p € M y v
es un vector unitario y tangente a (M) en x(p).

2. El fibrado normal unitario, B,, cuyo espacio total es el subconjunto de
M"™ x R integrado por aquellos puntos (p,v) tales que p € M y v es
un vector unitario y normal a (M) en z(p).

3. El fibrado B, cuyo espacio total es el subconjunto de M™ x F(n,N)
que estd dado por los puntos (p, z(p), €1, .-, €ny€ntly--sntn) € M™ X
F(n,N) tales que { eq,...,e,} son vectores tangentes y { €nt1,...,n+nN}
son vectores normales a x(M) en z(p). Denotaremos por ¢ a la proyeccién
B— M™.

El haz B también puede describirse de otra manera, sobre la cual resulta ins-
tructivo extenderse un poco aqui: fijese una orientacién de R+ . Por sencillez es-
cogeremos aquélla asociada a la base canénica. Si denotamos por SO(n+N) xR+
al grupo de todos los movimientos rigidos en R™*V que preservan la orientacién y

1E] mismo E. Stiefel en Richtungsfelder und Fernparallelismus in n-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten; Comm. Math. Helvetici 8 (1936), pp. 3-51; prueba esta afirmacién en una manera
que no podemos dejar de mencionar aqui: dado un (n + N)-marco en R?tY : {e4}, se tiene
e1 € S"TN—1. Para que ey sea ortogonal a e1, debemos escogerlo en S*TN—-2 c T, SPHN-1 ~
R"*+N—1 v continuar este proceso recursivamente. La dimensién de Vh4N,nt+nN estard dada por
(m+N—-1)4+n+N-2)+...4+2+1=(n+N)(n+N—1)/2.
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FIGURA 2. Tres puntos distintos de la variedad F(2,2): y; ¢ M?
y a pesar de que tanto y» como 3 estdn en M2, tnicamente
en el ultimo caso (ey,...,es) € Va4 satisface las condiciones
{e1,ea} C Ty, yuM?, {e3,ea} C (T,;M?)L. Esta condicién serd la
que nos permita extraer informacién geométrica sobre la inmer-
sién z : M? — R%.

por R, x Ry al subgrupo de éste que consiste tinicamente de aquellos movimien-

tos que fijan simultdneamente al origen O € R™N y a un subespacio vecto-

rial fijo, orientado y de dimension n : U C R™V: entonces el grupo cociente

SO(n+ N)xR"N /R, x Ry puede verse como las parejas formadas por un punto

z(p) € R*N y un subespacio afin, orientado y de dimensién n que pasa por éste.
Denotando por 7 a la proyeccién candnica:

SO(n+ N) xR — SO(n+ N) x R""N/R,, x Ry,

la terna (SO(n + N) x RN 7. SO(n + N) x R""N /R, x Ry) resulta ser un
fibrado cuyo grupo estructural es R,, X Ry (cf. [St] §§ 2.2 y 2.3; as{ como §§ 7.1-7.4
de la parte I).

Sip: M — SO(n+ N)xR"N/R, x Ry es la funcién que manda p € M
a z(p) € R"™N y T,M al espacio affn y orientado T, z(M) entonces el haz B
es isomorfo al inducido por ¢ de acuerdo con la propiedad universal del producto
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fibrado (o pullback) representado en el siguiente diagrama conmutativo:

EN

¢*(SO(n+ N) x R™+N) — > §O(n + N) x R**+N

| |

M" ——————> 80(n+ N) x R"*N /R, x Ry

donde ® : B — SO(n + N) x R"*¥ es la funcién que envia (p,z(p),e1, .., en,
€ntly--renin) € B al punto (A, z(p)) € SO(n+ N) x R"V en el cual la matriz
A tiene por renglones a los vectores {e1,...,e,1n}. (Esto explica el porqué del
énfasis hecho con respecto a la orientacién en la Definicién 2.1.) Si deseamos
recuperar explicitamente el movimiento rigido de R™*V que corresponde al punto
de SO(n+N)xR" ¥ en cuestién, basta con definir g(x) := Ax+xz(p), Vo € R**V.

Recuérdese que ¢*(SO(n + N) x R**V) estd definido como conjunto (cf. [St])
como sigue:

{(p, A, 2(p)) € M™ x (SO(n+ N) x R"™N) [ o(p) = n(A, z(p)) },
En particular, el grupo estructural de B también estd dado por R, X Ry.

* * *

Es precisamente en el haz B donde la mayoria de nuestros argumentos tendran
lugar y al que haciamos referencia antes de la Definicion 2.6. También utilizaremos
mas adelante las funciones:

Yr: B — By, Yy 1 B — By;
definidas por:

(23) ¢T(p,$(p),€1, ey By Gt 1y e 767L+N) = (p’ en)7
1/1y(p,£lf(p),61,...,en,en+1,...,en+N) = (paen-i-N)'

Concluiremos esta seccién introduciendo las 1-formas diferenciales que nos per-
mitirdn definir la curvatura total que menciondbamos en §1. Para este fin llevaremos
a cabo el trabajo delineado en la Nota que antecede a la Definicién 2.6 y comen-
zaremos estableciendo la validez de una férmula anéloga a la ecuacién (16) para la
inmersién z : M™ — R"*V. Es claro que la diferencial dz,, : T,M — R"*V puede
expresarse puntualmente como combinacién lineal de algin marco {e4} evaluado
en z(p) y con coeficientes (v4)z(p) € (Topyz(M))*:

dxp(v) = Z (VA)w(p) (U) : BA(x(p))v Voe T;UM;
A

sin embargo el que las 1-formas w4 sean duales al marco { e4 } equivale a la igualdad
(YA)z(p) = (WA)2(p), Para toda A (cf. [Fd], pp. 79 y 80) y en consecuencia:

(24) dzp(v) = Z (WA)ap) (V) -ea(z(p)), YveT,M;
A
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de este modo introducimos las formas diferenciales lineales w’y, w’y 5 en el espacio
de marcos F(n, N) mediante las ecuaciones (16) y (24), las cuales en su forma
abreviada se leen:

(25) deAZwadea dx:Zw’AeA;
B A

donde

(26) Wap +wpa =0,

y las derivadas exteriores de tales 1-formas satisfacen las ecuaciones estructurales
de la Proposiciéon 2.2:

(27) dw)y = Z wi Awpa, dw)yp = Zw;;c Awep.
B c

Debemos enfatizar que las formas que aparecen en la expresién (25) toman
valores vectoriales, mientras que sus componentes —i.e. w'y g, wy—, lo son a valores
reales.

Para efectuar el pullback de las formas w'y, W'y al fibrado B debemos consi-
derar la composicién

B —-> M" x F(n,N) —> F(n, N);

donde 7 denota la inclusién y A es la proyeccion en el segundo factor. De esta manera
habremos obtenido las 1-formas diferenciales en B:

(28) wa = (Ao i) Wy, wap = (Noi)'wyp;

las cuales satisfacen expresiones idénticas a (26) y (27):

(29) wap +wpa =0,

(30) de=ZwB/\wBA, deB=ZwAC/\wCB.
B c

En vista de lo establecido en la Definicién 2.6 con respecto a B, iinicamente los
campos vectoriales e; son tangentes a x(M™) en z(p) y de esta forma dz = ), w; e;;
lo cual conlleva w, = 0 y que las formas w; sean linealmente independientes. En
consecuencia la primera ecuacién en (30) se lee:

Z w; A\ wiy = dw, = 0.
i

Por el Lema 2.3 podemos escribir
(31) Wir = Z A:j Wi, A:j = A;m
J

donde las funciones Aj; son los coeficientes que determinan la segunda forma fun-
damental de la inmersién z en p : (d?z), : T,M x T,M — (T,M)* descrita en
términos del marco mévil {ea} (cf. [GR], pp. 125-128; asi como la expresion (40)
mas adelante). Por otro lado el Lema 2.4 garantiza que las formas de conexién
resultantes son nicas.

* * *

Las 1-formas w’; junto con sus respectivas formas de conexién w', 5 gobiernan
la forma en que varian las transformaciones lineales des v dzx en términos de algiin
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marco prefijado { ea} € F(n, N). La necesidad de jalar las 1-formas dichas median-
te A* obedece a que para poder extraer alguna conclusion geométrica sobre M"™ a
partir del comportamiento de la primera aprorimacion de la inmersién x, i.e. su
diferencial; debemos restringir el marco {es} al subconjunto z(M") C R* ™V y
més ain, pues el siguiente pullback i* nos limita al caso en que {e;} es un marco
adaptado.

3. La curvatura total.

Sea dV el elemento de volumen de M™. De acuerdo con la descripcién hecha
del fibrado B, en la Introduccion y en la Definicion 2.6, es claro que existe una
(N — 1)-forma diferencial doy_1 definida en B,, tal que su restriccién a la fibra es
el elemento de volumen de la esfera de vectores unitarios y normales a 2(M™) en
z(p).

Dado el cardcter localmente trivial del haz B, , el producto cuna dV Adoy_1 de-
vuelve el elemento de volumen del mismo. Por otro lado si denotamos por d¥,,+ n—1
al elemento de volumen de S"TN~! y ¥ es el mapeo esférico de la Definicién 1.1,
entonces el pullback 7*d¥, 1 n_1 es una (n + N — 1)-forma definida en B, y como
tal, es un multiplo funcional del elemento de volumen de este fibrado:

(32) *d¥, n_1=G(p,v(p))dV Ndon_;.

Definicién 3.1 (cf. [TCI). , p. 306] Con las hipdtesis y notacién anteriores,
llamaremos curvatura de Killing-Lipschitz en v(p) a la funcién G(p,v(p)) : B, — R
que aparece en la relacién (32).

La interpretaciéon geométrica que puede darse a G(p,v(p)) es el contenido de la
Proposicién 3.7 la cual veremos mas adelante. Asimismo, resulta imprescindible
cotejar la definicién de curvatura de Killing-Lipschitz utilizada por W. Fenchel
(Definicién 1.2.1) y aquélla que acabamos de presentar; sin embargo para llevar a
cabo un anélisis més completo requerimos todavia de dos definiciones que redondeen
nuestra exposicién.

Definicién 3.2 (cf. [TCI). , p. 307] Conservando las hipdtesis y notacién
anteriores, si denotamos por SJJY ~1 a la esfera de vectores unitarios y normales
a x(M™) en z(p), llamaremos a la integral:

(33) K@) [ G doyy = 0

la curvatura total de M™ en p y definiremos en consecuencia la curvatura total de
M"™ como la integral:?

1
(34) T(M") = —— K*(p)dV;
Cn+N—-1 JMn
siempre y cuando T'(M™) < occ.
Nota. Las expresiones siguientes corresponden, respectivamente, a la curvatura

de Killing-Lipschitz que fue utilizada por W. Fenchel en [WF] (cf. la Definicién
1.2.1) y ala curvatura total que lo fue por S.s. Chern y R. Lashof en [TCI], ambas

2Recuérdese que ¢4+ N—1 denota el volumen de la esfera unitaria SntN-1  RntN,
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consideradas puntualmente:

Cn

K)i= g [ (@) dons,

2 Cn+N-1

@)= [ G )] dov-r:

donde (&) es la curvatura de Gauss-Kronecker asociada a la direccion normal &
(cf. el inicio de § 2 del capitulo anterior, asi como la Definicién 1.2.2) y G(p, v(p))
es la curvatura de Killing-Lipschitz en v(p).

Entre ambas férmulas integrales debemos resaltar dos cosas:

i) La curvatura de Gauss-Kronecker asociada a una direccién normal, (&),
se defini6 a partir de la curvatura de Gauss-Kronecker de la hipersuperficie
M’ obtenida por la proyeccién ortogonal de M"™ C R™ ¥ en el espacio
generado por T, M y £. En caso que la dimensién de M’ sea impar, su cur-
vatura de Gauss-Kronecker quedard definida salvo por un signo, debido a
que ésta es el determinante del mapeo esférico correspondiente. Aqui re-
side el porqué de la aparicion del valor absoluto en la definicion de K*(p);
pues, como veremos més adelante, G(p,v(p)) efectivamente coincide con
k(v(p)). (Volveremos més adelante a esta cuestion, al inicio del capitulo
3.)

ii) Como puede apreciarse en la parte final de la prueba del Teorema 1.3.1,
el factor de proporcionalidad que aparece en la expresién para K (p) fuerza
su introduccién para obtener la igualdad (10) del capitulo anterior, la cual
se desprende directamente de una aplicacién del resultado de H. Hopf
mencionado como la generalizacién (4) al inicio de § 1 (cf. la expresién (5)
en § 3 de 1). Por lo tanto, una vez que hayamos probado que G(p,v(p)) =
k(v(p)) habremos obtenido la siguiente:

Proposicién 3.3. Sea M"™ una variedad riemanniana orientada, compacta y
sin frontera la cual estd inmersa en RN, Si la curvatura de Gauss-Kronecker de
M asociada a cualquier direccién normal & € (T,M)* es no negativa (para toda
p € M) y la curvatura total en el sentido de Chern y Lashof satisface T(M) < oo
entonces se verifica la igualdad:

donde x es la caracteristica de Euler.

* * *

Recuérdese que de acuerdo con la expresién (28) y la discusién que la antecede,
las formas diferenciales wy y las formas de conexién wap estan definidas en B.
Deseamos ahora trasladar a este fibrado tanto el elemento de volumen dV como
la forma don_1, los cuales se encuentran definidos en M™ y en la fibra de B,
respectivamente, identificandolos con su pullback bajo las funciones v y 1,,. En el
primer caso, sin importar qué base ortonormal { e} elijamos para T,,M", la forma
de volumen de M™ se expresard en términos de la base dual { w}} siempre y cuando
nuestra eleccién caiga dentro de la clase de equivalencia que define la orientacién
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de M™. Por otro lado las n-formas diferenciales en B:
PO A LAY W
w1 Ao N\ wps

donde w; estdn dadas por la expresién (28), difieren tinicamente por el determinante
J de la matriz de cambio de base entre {e}} y {e;}; sin embargo, al ser ambas
bases ortonormales y positivas, tendremos necesariamente J = 1. En consecuencia
podemos hablar del elemento de volumen de M™ en B y escribirlo como:

dV =wi A ... Awy.

Por otro lado, el caracter localmente trivial del fibrado B, nos permite en-
contrar (N — 1)-formas do,, @ € A, las cuales estdn definidas en los subconjuntos
Uy x SN=1 C B, —donde U, C M™ es un abierto perteneciente a la cubierta tri-
vializadora del fibrado en cuestion— y que en cualquier punto x € U, devuelven el
elemento de volumen de la fibra, i.e. SV ~1.

Dichas formas do, suelen considerarse como secciones del haz Ay _,(B,) de
(N — 1)-formas diferenciales en B, (cf. [W], pp. 62-63). De este modo, utilizando
una particion diferenciable de la unidad podremos obtener una seccién global o
bien, de manera equivalente, una (N — 1)-forma doy_; definida en todo B, . Esta
forma devuelve en cada x € M™ el elemento de volumen de SN¥~! y nos permite
expresar al elemento de volumen de B, como dV Adoyn_1.

De acuerdo con la definicién de 1, hecha en (23) y al hecho elemental de
que Y5 (dV Adon_1) = ¥idV Aidon_1, se sigue inmediatamente que podemos
representar al elemento de volumen de B, en B como:

dV Ndony_1 =wi A... Nwp A WntNnt+1 Ao AWp N ndN—1;

donde la forma don_1 corresponde al producto exterior de los tltimos N —1 factores.

Finalmente, la Definicién 1.1 y la expresion (23) nos dicen que el pullback de
la forma de volumen de S"*V~1: ¥, . y_; a B, y posteriormente, para efectos de
comparacion, a B; queda determinado por el comportamiento de (7o, )* = ¢} o0*
y éste a su vez por las formas de conexién que aparecen en el desarrollo de de,, 4 n-
En este orden de ideas podemos escribir:

D*d2n+N—1 = Wn+N,1 AA Wn+N,n A Wn+N,n+1 ARRIA Wn+Nn+N-1

de modo que utilizando la ecuacién (31) y propiedades bésicas del producto exterior
(cf. [Sp], p. 82) obtenemos:

(35) 7 dSnin
=(-1)" det(AZ+N) WA AW AWt Nd1 A e AWnt Nk N—1
= (—1)"det(ALN) dV A doy_y.
Si comparamos las expresiones (32) y (35), podemos establecer la siguiente:

Proposicién 3.4 (cf. [TCI). , p. 310] Si G(p,v(p)) es la curvatura de Killing-
Lipschitz en el sentido de la Definicién 3.1 entonces:

(36) G(p,v(p) = (=1)" det(A7);

donde las entradas de la matriz (AZ—"’N) estdn dadas por la férmula (31).
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Ni el Lema 2.3 ni la Proposiciéon 3.4 aclaran la dependencia funcional de
los coeficientes AZ+N con respecto a v(p). Utilizaremos precisamente (36) para
elucidar este hecho: Sea U C M™ una vecindad abierta alrededor de p y dendtese
por €4 : U — B a una seccion local del fibrado B; es decir, una funcion diferenciable
que a cada g € U le asigna un punto (q,z(q),€1,...,€n,Ent1,...,ntnN) € B tal
que los vectores { €4} satisfacen las condiciones del inciso (3) de la Definicién 2.6.

De este modo si e4(q) € B es cualquier otro marco en z(q) entonces podemos
escribir e4 = Y Bapép(q) donde la matriz (Bap) es ortogonal y por ende, inverti-
ble. Denotamos por @; a la restriccion del comarco asociado w; a la imagen de la
seccién local y al igual que en la prueba de la Proposicion 2.2, un sencillo calculo
nos permite establecer las siguientes igualdades entre las correspondientes formas
de conexion:

wac = E BeBwaB.
B
Asi escribimos para el producto simétrico de 1-formas:

1
(37) WiWis @ = 5(% ® wis + Wis @ w;)

1

= § (ajz ® Z ﬁsr&}ir + Z ﬁsr&}ir ® ‘:)z)
= (Z ﬂsr) WiWir
= Z 657“ W;iWir

= Z 657“ A:] &1(:)] 5
Jr
donde A’{j es la funcién Aj; restringida a la imagen de la seccion local. Sin embargo
el lado izquierdo de la primera igualdad en (37) satisface, de acuerdo con (31):

_ § s
WiWis = Aijwiwj .
J

Por lo tanto Aj; =, Bsr flfj En particular si para v(p) = e,.n escribimos
v(p) =, vrér(p), puntualmente obtenemos:

(38) Glrv(p) = (1" det(3 1)),
lo que aclara la cuestion que sobre la dependencia funcional suscité la expresién
(36). Deseamos ahora justificar el porqué de la introduccién de (37).
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Definicién 3.5. Con las hipdtesis y notaciéon anteriores, definimos la diferen-
cial de sequndo orden a valores vectoriales (también conocida como segunda forma
fundamental de la inmersion x en p) d*x : T,M x T,M — (T,M)* como:

(39) d’z = Z(d%c “er) er;

.
donde d*x - e, := d{dx,e,) = (dz,de,) y el operador d de la igualdad antecedente
es la derivada exterior.

A partir de (39) y (25) obtenemos inmediatamente:
d*r = Z Wirw; €p = Z Oir@; €(q),
i,T i,T

y para el producto interior de v(p) y d*x en B:

(40) (v(p), d*z) = Z Vr @iy = Z Vrflgjcbi&)j ;

1,7 1,7,7
lo que nos devuelve la siguiente férmula para el producto interior de las 1-formas
dv, dxr en B,:

(41) (—dv, dz) =Y v, ALw,0; = (v(p), d°x).
1,7,T
Combinando (38) y (41) podemos interpretar a G(p, v(p)) como una generaliza-
cion del determinante de la sequnda forma fundamental de una superficie (cf. [dC],
pp- 153-156). De hecho, G(p, v(p)) es el determinante de la matriz cuyas entradas
estdn dadas por la proyeccién en la direccién v(p), de la segunda forma fundamental
restringida a una seccién local del fibrado B.

Ejemplo 3.6. En el caso de codimension N = 1, i.e. M"™ es una hiper-
superficie inmersa y orientada en R™*!; la orientacién de nuestra variedad de-
fine un vector unitario y normal a M™ en p : vy(p), de manera que cualquier
otro vector que tenga las mismas caracteristicas en dicho punto es de la forma
v(p) = £wo(p). En esta situacién la curvatura de Killing-Lipschitz en v(p) satis-
face G(p,v(p)) = G(p,£vo(p)) = (£1)"G(p,vo(p)) y por lo tanto, en el caso de
dimensién par, G(p,v(p)) resulta independiente de la orientacion.

Es claro que en el caso de codimensién 1, G(p, v(p)) no es sino la curvatura de
Gauss-Kronecker (cf. la Nota al final de § 1).

Proposicién 3.7 (cf. [TCI). , p. 811] Si denotamos por L(v) := L(v(p)) al
subespacio vectorial de R" TN de dimension n+1 generado por el espacio tangente a
x(M™) en x(p) y el vector normal v(p), entonces G(p,v(p)) es igual a la curvatura
de Gauss-Kronecker en p de la hipersuperficie obtenida al proyectar ortogonalmente
x(M™) sobre L(v) o bien, de manera equivalente, a la curvatura de Gauss-Kronecker
asociada a la direccion normal v(p).

DEMOSTRACION. En vista de que el resultado es local, considérese una sec-
cién del fibrado B definida alrededor de p € M™, €4(q), al igual que en la dis-
cusién precedente a la Proposiciéon 3.4 y que adicionalmente satisfaga la condicion
én+n(p) = v(p). Escribiremos:

éalp) = (€a)o,  z(p) = zo.
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Der™ *(M")

FIGURA 3. La determinacién de z’(g) con respecto a los sistemas
coordenados de R"*V y L(v).

Si 2'(q) es el vector de posicién en R"*V de la proyeccién ortogonal de z(q)
sobre L(v) entonces z'(g) queda determinado por las ecuaciones:

2'(q) — 2(q) = &nt1(Ent1)o + - + Enrn—1(Ensn-1)o,
2'(q) — 20 =0, mod (€1)o, - -, (€n)o, (Entn)o;
para algunos £,41,...,&+n—1 € R. La primera de estas ecuaciones nos dice como
acceder hasta z(g) € R"Y desde 2'(q) € L(v) atravesando el complemento orto-
gonal de este tltimo conjunto; la segunda, en cambio, es una expresién que sintetiza

la posicién de z'(¢) en el sistema coordenado intrinseco a £(v) (vid FIGURA 3).
A partir de lo anterior es claro que:

(42)  &na = (2'(q) — 2(0), (nsr)o) = (w0 — 2(q), (Enta)o); 1<ASN -1
donde la segunda igualdad se obtiene considerando que en el tridngulo rectangulo
(x(q) 20 2'(q)), la hipotenusa xo z(q) y el cateto 2'(q) x(q) tienen la misma compo-
nente en la direccién normal a xo2'(q) , (€ntx)o para toda A. Ahora si p estd fijo y
q varfa en M™ tendremos por (42):

do' = dr+ Y déni (nga)o =dz — D (dz, (Enga)o) (Ensa o,
A A

A’ = d*z =Y (d®x, (Enia)o) (Enia)oi
)
en consecuencia ((€,4n)o, d?2') = {((€,4n)o, d2x). Evaluando en parejas de vec-
tores tangentes a x(M™) en z(p), v.gr. €;, €;:
((Enen)os d*2'(es,€5)) = {(Ensn)o, d*x(ei ),
obtenemos las componentes de d?z'(e;,e;) v d*z(e;,e;) en la direccién (€,4n)o

(cf. la expresién (39) en la Definicién 3.5.) El determinante asociado al lado
derecho de esta igualdad serd, segin lo establecido en (38) y (41), la curvatura



4. TRES TEOREMAS SOBRE LA CURVATURA TOTAL. 29

de Killing-Lipschitz en v(p) multiplicada por (£1)™. Asimismo, del lado contrario,
tendremos el determinante de la matriz asociada al operador de forma A, , ), de
la inmersién =’ de la hipersuperficie obtenida al proyectar ortogonalmente M™ sobre
L(v) = R™ 1 je. la curvatura de Gauss-Kronecker de dicha variedad en 2’(p), la
cual queda definida salvo por un signo en caso que la dimensién de M™ sea impar.
Esto concluye la demostracion. ([

4. Tres teoremas sobre la curvatura total.

Los resultados principales de [TCI| permiten sacar conclusiones sobre M™ siem-
pre y cuando la curvatura total de ésta sea pequeria. Dedicaremos un apartado al
enunciado y a la prueba de cada uno de estos resultados.

En lo que resta del presente trabajo haremos uso reiterado de una version
equivalente del siguiente teorema. Registramos aqui ambos sin demostracién (una
prueba puede consultarse en [GG], pp. 30-36).

Teorema (Sard). Sean M y N dos variedades de clase C' de la misma dimen-
sion. Si f : M — N es una funcién de clase C* entonces la imagen f(E), donde
E C M es el conjunto de puntos criticos de f, es un conjunto de medida cero en

N.
La equivalencia a la que nos referimos es el siguiente

Corolario (Brown). El conjunto de valores regulares de una funcién diferen-
ciable de clase C! entre variedades de clase C' de la misma dimensién, f : M — N,
es un conjunto denso en N.

4.1. El primer teorema.

Teorema 4.1 (cf. [TCI). , pp. 307, 318 y 314] Si M™ es una variedad diferen-
ciable de clase C*°, compacta, orientada e inmersa en R"*N entonces T(M™) > 2.

DEMOSTRACION. Sea 1y € S"TV~1 fijo. La compacidad de M"™ garantiza que
la funcién continua (vg, z(-)) : M™ — R, posee al menos un maximo y un minimo
en los cuales (+1y, (dz).) = 0.

Esto equivale a afirmar que los puntos criticos p € M"™ de la funcion altura
hy, = (v, z(-)) son precisamente aquellos donde el espacio tangente T,M™ es
ortogonal a vy y como consecuencia de lo anterior, la preimagen de cada punto de
S*tN=1 bajo el mapeo esférico de la Definicién 1.1: 7 : B, — S™V~1 tiene
cardinalidad mayor o igual que 2. Por otro lado si el maximo y el minimo coinciden
entonces M™ estd contenida en un hiperplano perpendicular a vy y cada punto de
M™ tiene a v como vector normal. A partir de la expresién (32) resulta claro que
el conjunto de puntos criticos de v, £ C B, , esta dado por aquellos puntos donde
G(p,v(p)) = 0. Por el Teorema de Sard, la imagen de estos puntos tiene medida
cero en S"™N~1 v por lo tanto la integral:

(43) K*(p)dV = / G p.v(p))|dV do 1.
Mn B,

es el volumen de la imagen en S*N~1 de los puntos regulares en B, bajo 7. Por
lo senalado anteriormente a propdsito de que el mapeo esférico 7 es al menos 2 a 1,
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se tiene:
K*(p)dV > 2cpyn-1,
Mn
y el resultado sigue. O

El caso donde se presenta la igualdad T(M™) = 2, forma parte del contenido
del Teorema 4.3 que, como veremos, posee implicaciones geométricas profundas.

4.2. El segundo teorema.

Teorema 4.2 (cf. [TCI). , pp. 307 y 812] Bajo las mismas hipdtesis del Teo-
rema 4.1, si T(M™) < 3 entonces M™ es homeomorfa a la esfera de dimensidon
n.

DEMOSTRACION. La hip6tesis T'(M™) < 3 implica la existencia de un subcon-
junto Q C S"tN=1 el cual es de medida positiva y tal que si vy € Q es un vector
unitario entonces la funcién (v, z(p)) posee unicamente dos puntos criticos. De
lo contrario, cada punto en S"*V =1 con la sola excepcién de un subconjunto de
medida cero, tendria preimagen bajo © con cardinalidad mayor o igual que tres y
siendo 7 al menos 3 a 1 obtendriamos, al igual que en la prueba del Teorema 4.1,
T(M™) > 3.

El Corolario de Brown nos dice que los valores regulares de © forman un
conjunto denso en S*TN~1. Al combinar este hecho con lo establecido en el parrafo
anterior, podemos garantizar la existencia de un vector unitario v tal que (vp, z(p))
tenga s6lo dos puntos criticos en M™, i.e. vy € 1, y tal que vy sea un valor regular
del mapeo ». Esto ultimo significa que G(p, 1) # 0 en cada punto critico p € M"
de la funcién (v, z(p)) y esto a su vez equivale a que (vg, d?z(p)) sea una forma
diferencial cuadrética con determinante no nulo (para ver esto tltimo, simplemente
obsérvense las expresiones (38) y (40)). En pocas palabras, (1o, z(p)) es una funcién
en M™ que tiene exactamente dos puntos criticos no degenerados.

El siguiente resultado (cuya prueba puede encontrarse en [TM], p. 25) pone
punto final a la demostracién.

Teorema (Reeb). Si M™ es una variedad compacta y f : M — R es una
funcién diferenciable con unicamente dos puntos criticos, ambos de los cuales son
no degenerados, entonces M es homeomorfa a la esfera de dimension n.

O

4.3. El tercer teorema. El siguiente resultado puede interpretarse como
una caracterizacién de las hipersuperficies convezas entre todas las subvariedades
de dimensién fija n, inmersas en un espacio euclidiano de dimensién arbitraria n+N.

Teorema 4.3 (cf. [TCI). , pp. 307, 313-317] Bajo las mismas hipdtesis del
Teorema 4.1, si T(M™) = 2 entonces M™ se encaja como hipersuperficie convexa
en un subespacio afin de dimension n+1, A"tt C R"*N. Reciprocamente si x(M™)
es una hipersuperficie convexa entonces T'(M™) = 2.

Necesitamos dos lemas:

Lema 4.4. Bajo las hipétesis del Teorema 4.3, M™ estd inmersa en un subes-
pacio afin de dimensién n + 1, ATt C R* N,
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DEMOSTRACION. En el caso N = 1, nada hay que probar. Por consiguiente
supondremos que N > 2 y en primer lugar, mostraremos que M" estd contenido en
un hiperplano de R*™ . Para tal efecto, probaremos que las hipétesis del Teorema
4.3 y la suposicién de que M™ no se encuentra en hiperplano alguno de R** llevan
a una contradiccién.

Utilizando el Teorema de Sard podemos encontrar (p,vg(p)) € B, tal que
G(p,vo(p)) # 0. Ahora, sea U C M™ una vecindad abierta alrededor de p y dendtese
por é4 : U — B a una seccién local del fibrado B tal que é,n(p) = 1. Cualquier
otro vector unitario y normal a M"™ en p puede escribirse como v =Y v,é.(p) y
por otro lado, (38) nos permite escribir G(p,v) = (—1)" det(>_, urfl% (p))-

Fijando p y restringiéndose a vectores normales v () tales que:

(44) UptN—1=s8en0, vy =cosf y v, =0,Vr#n+N—1,n+ N;

tendremos que G(p,v) = f(6), donde f(6) es una funcién polinomial en sen 6 y cos 6
y por ende, una funcién analitica de 6. Dada la eleccién del punto (p, vo(p)) € B,
que se hizo al principio de la argumentacién, f(0) = G(p, vo(p)) # 0; es decir f(0)
no es idénticamente cero.

A partir de (44) se sigue inmediatamente que v(0) = vy = €,4n(p), V(7/2) =
énsn—1(p) y que cualquier otro vector v(f) se encuentra en la copia de S! C o,
donde o es el plano generado por €, n(p) ¥ €ntn—1(p). Si Hy es el hiperplano en
RN normal a v = v(f), es igualmente facil ver que la interseccion Hy N o es un
subespacio lineal de dimensién 1; i.e. es una recta contenida en o (vid FIGURA 4.a).

A A
! /
/l,."'l /.-'"l ’v (&)
P / S/
)
! ! s
S R
/ y 7 i /(I 8
,.fl.l / ,."ll / e ~pi
/ ."'f e
/ Q.D\ / v(g,)
T T
_..-f‘-’:: N / / H.n
/' a8 \\
ol vig) Arery _

(a) (b}

F1GurA 4. El hiperplano Hy y la interseccién Hy No.

Conforme 6 toma valores en R, el hiperplano Hy rota alrededor del comple-
mento de o, el cual estd generado por T,M™ y el subespacio (N — 2)-dimensional
Span(é,+1(p),...,EntN-2(p)). Comencemos con algin valor de 6 fijo. Dado que
hemos supuesto que 2(M™) no estd contenido en hiperplano alguno, existe ¢ € M™
tal que z(q1) ¢ Hp y por lo tanto la proyeccién ortogonal de z(g;) sobre o tiene vec-
tor de posiciéon —digamos 6p—, el cual no se encuentra en la recta Hg No (FIGURA
4.b). Sin embargo, cuando 6y := 6y &+ 7/2 entonces z(q1) € Hy, y de nueva cuenta,
por hipdtesis, podemos encontrar g2 € M™ tal que x(q2) ¢ Hp, -
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Al proyectar z(gs) sobre o obtenemos un nuevo vector de posicién . Haciendo
05 := fy+7/2 satisfacemos la condicién z(gz) € Hp, y podemos garantizar algo més:
x(q1) ¢ Hp,. Para ver esto, supéngase que x(q1) € Hy,; por lo tanto la expresién
del vector obtenido al proyectar ortogonalmente z(q;) satisface 6y = 0 £ 7/2 6, de
manera equivalente, 6y = 90( mod 7 ). Esto equivale a decir que x(g2) € Hy,, lo
que es absurdo.

Haciendo una eleccién adecuada de los signos (+) en las expresiones para
01 y 02, podemos condensar el contenido de los tiltimos dos péarrafos en la siguiente
afirmacién (cf. [TCI|, p. 313): Ezisten hiperplanos Hg,, Hp, con 61 < 02 y pun-
tos q1, g2 € M™ los cuales satisfacen simultdneamente las condiciones: x(q1) €
Hy,, x(q2) € Ho,, x(q1) ¢ Hp, y x(q2) & Hp,.

A continuacién elijase 03 € R tal que z(q1) asi como z(g2) se encuentren en
lados distintos del hiperplano Hp,. En vista de que f(6) no es idénticamente cero,
podemos suponer que f(f3) # 0 lo cual implica, por la expresién (38), que la
restriccién 7|, es un difeomorfismo local, donde W C B, es un abierto definido
alrededor de (p, v(f3)). Un consabido argumento que apela a la continuidad, nos
permite elegir W de modo tal que V (¢, v') € W, x(q1) y x(g2) permanezcan en
lados distintos del hiperplano ortogonal a v/ en z(¢’).

La funcién (', z(-)) : M™ — R posee al menos tres puntos en los cuales
(', (dz).) = 0; a saber: el maximo, el minimo y ¢'. Este es distinto de los otros dos
ya que, por construccién, existen puntos de x(M™) a ambos lados del hiperplano
normal a v’ en x(¢’) y el maximo y el minimo difieren entre si, ya que de lo contrario
M™ estaria contenida en el hiperplano normal a v/, situacién que habiamos excluido
de antemano. Por lo tanto, existe una vecindad, no vacfa, 7|, (W) C St+N-1
cuyos puntos poseen preimagen bajo  con cardinalidad mayor o igual que tres.
Dado que en cualquier punto de S"*V¥~! el mapeo 7 es al menos 2 a 1 (cf. el
inicio de la prueba del Teorema 4.1) podemos concluir que T(M™) > 2, lo cual
resulta una contradiccién e implica que z(M™) estd contenida en un hiperplano
AnJerl C Rn+N.

* * *

A continuacién probaremos que al considerar a 2(M™) como subvariedad in-
mersa en ATV -1 = RrHN-1 g6 mantiene la igualdad T(M"™) = 2. Para tal efecto
consideraremos a M"™ como inmersa en A"tV vy wtilizaremos la misma letra, x,
para referirnos a esta nueva inmersién. Asimismo, denotaremos por v al vector
unitario y normal a A"V~ y por S"t¥=2 3 la correspondiente esfera unitaria:
ésta debe pensarse como el ecuador de S*TV =1 con v como el polo norte.

Si B, es el fibrado de vectores unitarios y normales a z(M™) en A"*N=1 (cf.
la Definicién 2.6) entonces B!, C B, y #(B!) C S**¥=2. Escribiendo 7/ para
la restriccién 7|p;, para probar nuestra afirmacién bastard con ver que, salvo un
conjunto de medida cero en S"TV~2, la preimagen bajo 7 de cualquier punto en
dicha esfera posee cardinalidad ezactamente igual a 2.

De nuevo la prueba es por contradiccién: supdéngase que existe un subcon-
junto de medida positiva A C S"*N¥=2 cuya preimagen bajo i’ tiene cardinali-
dad estrictamente mayor que 2. Asi, para cada pu € A existen puntos distintos
Piy.-.,Dk € M™, k > 3, para los cuales x(p1),...,x(px) tienen normal paralelo a
1, o de manera equivalente:

U (pi,v(pi)) = \ip,  paraalguna \; Z0y Vi=1,... k;
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de este modo, todos los puntos en STV ~1 pertenecientes a circunferencias de radio
méximo generadas por v y los puntos de A tienen preimagen bajo 7 cuya cardina-
lidad es mayor que 2. Obsérvese que al ser A de medida positiva en S**¥ =2, dicho
subconjunto de circunferencias resulta a su vez de medida positiva en S*+V—1:
hemos obtenido nuevamente la contradiccién T'(M™) > 2.

* * *

Hasta aqui hemos establecido que M™ puede considerarse como subvariedad
inmersa de algin hiperplano de dimensiéon n + N — 1 mientras su curvatura total
permanece invariante. Haciendo induccién sobre N concluimos que x(M™) C A"+
para algin subespacio affn A"*! C R"*V a la vez que T(M") = 2. O

Lema 4.5. Sean = : M"™ — R™*! una inmersién, de clase C? al menos, de una
variedad compacta y orientada y v : M™ — S" el mapeo de Gauss. Si dv, es la
matriz de Jacobi asociada a la diferencial de v en p y Uy, := {p € M™| rango dv, =
n — m} entonces en caso de que Uy, contenga un subconjunto abierto V', la ima-
gen de éste bajo x es desarrollable por planos de dimensién m (o m-planos) de
manera analoga a una superficie reglada, la cual es desarrollable por “planos” de
dimensién 1. Asimismo cualquier punto frontera de U,, cuya imagen bajo x sea
simultdaneamente un punto limite de un m-plano generador, pertenece a U,,.

Notacién. A partir de aqui y durante lo que resta del capitulo, seguiremos la
siguiente convencién con respecto al recorrido de los indices:

1<a,8,y<m; m+1<a,bc<n; 1<4,5,k<n.

DEMOSTRACION. Sea p € U, un punto interior. La hipétesis sobre el rango
de dv, implica que podemos escoger coordenadas locales definidas alrededor de
x(p) € x(M™), v.gr., t1,...,tn, tales que si v es el vector unitario y normal en z(p)
entonces Jv/0t, = 0y los vectores { dv/0t,} sean linealmente independientes para
todo punto en la vecindad de definicién. Por otro lado, al tomar la condicién de
perpendicularidad asociada naturalmente con v :

(45) <”’§i> =0,

y derivarla parcialmente con respecto a t, obtenemos (v, 8%z/dt,0t;) = 0, relacién
que es valida para toda i.

Restringiendo (45) al subconjunto de indices « y diferenciando ahora con res-
pecto a t,, la regla del producto interior arroja:

v Ox\ | oz \ _
ot, Ots Y ootot, ]

Dado que el segundo sumando es cero, se sigue que ( v /0t,, Ox/dt,) = 0y por
lo tanto los vectores { dx/0t,} son ortogonales a los n —m+ 1 vectores linealmente
independientes { v, 9v/0t,}. Las superficies ¢, = to =constante son m-planos en
R"*! y la condicién dv/dt, = 0 indica que el espacio tangente permanece constante
en un m-plano generador. Esto prueba la primera afirmacion.

* * *

Para la segunda aseveracién del Lema 4.5 considérese el subfibrado B’ C B
que consiste de todos los marcos ey, . . ., e,41 tales que los campos e, permanecen en
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los m-planos generadores. De forma anéloga al final de § 2, tenemos las ecuaciones
estructurales:

(46) dx = E W;i€i, dei: E wij6j+wi’n+1€n+1, d€n+1: E Wn+1,5€53
i J J

y una nueva aplicacién del Lema 2.3 nos permite escribir:

(47) Win+1 = Z Ajjw; con Ajj = Aj;,
J

(obsérvese que hemos escrito A;; en vez de AZH, para no sobrecargar la notacién).
Al igual que observamos en (31) las funciones A;; resultan ser los coeficientes
que determinan la segunda forma fundamental de la inmersiéon x en p, (de)p :
T,M x T,M — (T,M)=*, descrita en términos del marco mévil {eq,...,en41}-
Por otro lado la condicién impuesta sobre el fibrado B’ equivale a suponer que:

(48) Wa,n+1 = —Wntl,a = 0;

lo cual se desprende directamente de la segunda ecuacién en (46)) y en consecuencia
la matriz (A4;;) adquiere la forma:

0 O

0 Aab ’

la cual es una matriz de n X n cuyas entradas son cero con excepcion, quiza, de
aquéllas en un bloque de (n — m) X (n —m) en la esquina inferior derecha con
D :=det(Aqp) # 0. Queremos analizar el comportamiento de D al desplazarnos en
uno de los m-planos generadores.

Aplicando la derivada exterior a (48) obtenemos:

0= dwa,nJrl - Z Wak N Wk,n+1 = Z Wap A W n+1 + Z Waa N Wa,n+1
k B a

lo que por (47) y (48) puede abreviarse como » abp AabWaa\wp = 0 0 bien, aplicando
la distributividad de la suma y el producto cufa, >, Aqpwaa A[[.we = 0. En vista
de que det(Agqy) # 0, debe cumplirse waq A [[.we = 0y por consiguiente podemos
escribir (cf. el Lema 2.3):

(49) Waa = Z haapwy-
b

Por propiedades elementales del producto cunia se sigue que (cf. [Sp], p. 82):
[[.want+1 =11,> . Aacwe = D]], we. Aplicando la derivada exterior a esta tltima
expresién conseguimos:

(50) Z (—1)“_m_1wm+1’n+1 AN dwa,nﬂ VANPAN Wn,n+1

a

:dD/\ch—l—D(Z(—l)a_m_lme /\.../\dwa/\.../\wn>;

a

combinando las ecuaciones estructurales de la Proposiciéon 2.2 con las expresiones
(48) v (49):

dwa,n+1 = Z Wak N\ Wg,pt1 = Z Wab A\ Wp,nt1

k b
dwyg :Zwk A Wha :Z haabwa/\wb—i-Zwb/\wba.
k b b
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Una sustituciéon directa en (50) devuelve la expresion 0 = dD A [] we +
D", o hascawa A T], we), la que representamos como:

(51) dD + D(Z hmwa) =0, mod w,.

a,a

Para concluir la prueba sea p € M™ un punto frontera de U, tal que x(p)
es un punto limite de un m-plano generador L. Dado que cualquier inmersion es
localmente un encaje (cf. [GR], p.13), podemos elegir una vecindad W, definida
alrededor de p, en la cual z|,, es 1 a 1y tal que x~!(L) C W. A continuacién elfjase
una seccién local del fibrado B, é1(q),...,€n+1(q), definida en W y tal que para
toda ¢ € x71(L), €1(q),...,Emn(q) generen a L. Dado que el espacio tangente no
varia en un m-plano generador, dicha seccién claramente existe. Por otro lado, si
W;,w;; son las restricciones de w;, w;;, respectivamente, a la imagen de esta seccién
entonces las 1-formas @; son linealmente independientes e inmediatamente tenemos:

Waa = § hocak&k:a
k

con la observacion de que los coeficientes ﬁaab(q) son iguales a los valores de la
funcién haap(q), definida en (49), para toda ¢ € z!(L). Finalmente sea v una
curva en x~1(L) cuyo punto final es p. A lo largo de + se satisface la igualdad:

dD + D(Z hm@a> =0.

a,a

Integrando esta ecuacién diferencial se obtiene:

D(q) =DoeXp<—/Z hm&)a>, Vg ey\p;

donde D, # 0 es el valor de D en algin punto fijo de v. Dado que D(q) es una
funcién continua y haa, estd acotada, concluimos que D(p) # 0 6 de manera equi-
valente que p € U,,. Esto concluye la demostracién (Il

Antes de completar la prueba del Teorema 4.3 requerimos de una ultima
definicién y un lema.

Definicién 4.6. Siguiendo las condiciones y notacién del Lema 4.5, diremos
que un hiperplano tangente a z(M"), II C R"*! es de rango m si Il es tangente
en algun punto de z(U,,) y no lo es en punto alguno de z(U;), V0 <1 < m.

Lema 4.7. El rango de la diferencial de una funcion diferenciable entre va-
riedades f : M — N es una funcién semicontinua inferiormente; i.e. si rango df, = r
entonces existe un abierto V' C M alrededor de p tal que rango df; >, Vg€ V.

La prueba puede encontrarse en [BJ], pp. 44-45. O

Nota. Obsérvese que un hiperplano tangente de rango 0 no separa al conjunto
x(M™) si T(M™) = 2; de lo contrario, un argumento andlogo al utilizado en la
primera parte de la prueba del Lema 4.4 nos diria que existe un abierto en S™
cuyos puntos poseen imagen inversa bajo v con cardinalidad mayor o igual que tres
y asi tendriamos T'(M™) > 2.
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DEMOSTRACION. (Teorema 4.3). Sin pérdida de generalidad, identificaremos
al subespacio afin A"t C R"*V con R"*! y a partir de éste consideraremos al
espacio proyectivo real RP™ con la topologia cociente (cf. [GR], pp. 4 y 5). De-
mostraremos, en primer lugar, que en cualquier vecindad (en RP") definida alrede-
dor de un hiperplano tangente a x(M™), II, existe un hiperplano tangente de rango
cero.

Sea W C RP" cualquiera de estas vecindades y supéngase que z(p), p € Uy,
es un punto de contacto de II. Existe una vecindad alrededor de p en M", la cual
estd contenida completamente en U, o bien existen puntos de U;, [ < m, en todo
abierto en torno a p (cf. Lema 4.7). En ambos casos es posible encontrar un
punto p; € M™ tal que el hiperplano tangente a M™ en x(p;), II;, pertenezca a
W'y p1 esté contenido en algin abierto V' C M™, el cual satisface la condicion
VCU,l<m.

El Lema 4.5 nos dice que la imagen de V' bajo z es desarrollable por [-planos
y que el hiperplano tangente a (M™) a lo largo de un I-plano generador que pasa
por x(p1) es precisamente I1;. Si z(p2), para algin p; € M™, es un punto frontera
de dicho I-plano entonces py € U; (cf. nuevamente el Lema 4.5) y por lo tanto no
es un punto interior de U;. En consecuencia, existe en cualquier abierto alrededor de
p2 un subconjunto abierto cuyos puntos se encuentran en Uy, k < [, y que contiene
a su vez un punto ps € Uy cuyo hiperplano tangente a M™ en z(ps) estd en W.
Inductivamente, podemos concluir que W posee un hiperplano tangente de rango
cero como se afirmaba.

Esto significa que dada cualquier vecindad de II en RP"”, ésta contiene un
hiperplano tangente tal que z(M™) permanece de un solo lado del mismo (cf. la
Nota antecedente) y por continuidad lo mismo debe cumplirse para II.

Si v, es cualquier vector unitario en R"*!, (v,, z(p)) posee un méximo y un
minimo, los cuales deben ser diferentes ya que M™ no estd inmersa en m-plano
alguno V m < n. Por lo tanto la interseccién de todos los semiespacios de R™*! que
contienen puntos de z(M™) y cuya frontera topoldgica es un hiperplano tangente
a z(M™) es un conjunto cerrado, convexo, con interior no vacio y z(M™) en su
frontera —a la que denotaremos por 0 X—. Es claro que X es homeomorfa a S™.

Localmente la inmersién x : M™ — R™t! es un encaje, de modo que la topologia
de M™ y aquélla inducida en z(M™) por R**! coinciden. En esta situacién x resulta
ser un homeomorfismo local entre M™ y 0X y dicha condicién implica que x(M™)
es abierto en 0X. La continuidad de x conlleva a que simultdneamente sea cerrado
y que por ende x : M"™ — 0X sea ademds suprayectiva.

La compacidad implica que M™ es un espacio cubriente de S™ (cf. [dC], p.374)
con mapeo cubriente definido por el homeomorfismo local x seguido del homeomor-
fismo 0X = S™. Si n > 2 entonces S™ es simplemente conexo y por lo tanto x es
un homeomorfismo global (cf. [dC]|, p.382). En el caso n = 1 la conclusién sigue
siendo valida, sélo que la justificacién depende del hecho que T(M1!) = 2. Hasta
aqui inicamente hemos probado la necesidad.

Para demostrar la suficiencia, sea 2:(M™) una hipersuperficie convexa. En par-
ticular z(M™) es localmente convexa e invirtiendo, quizd, la orientacién de M™
podemos suponer que G(p) > 0. Dado que solamente hay dos vectores unitarios y
normales en cada punto tenemos K*(p) = 2G(p). El grado de la transformacién
esférica v estd dado por:

degr = 1 G(p)dV =1,

Cn Jpn
de modo que T(M"™) = 2. O



CAPITULO 3

Un teorema mas general.

1. Introduccion.

El capitulo 1 expuso, detalladamente, la forma en que W. Fenchel resolvié el
Problema de H. Hopf y culminé en el Teorema 1.3.1 con la férmula de Gauss-
Bonnet para la curvatura de Killing-Lipschitz; mientras que el capitulo 2 nos permi-
ti6 asistir a las primeras conclusiones geométricas que se derivaron de la introduc-
ci6n del concepto de curvatura total (cf. la Definicién 2.3.2) y cuyo contenido se
encuentra en los Teoremas 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3. Lo expuesto en la § 2.1 establece
lo que a nuestro parecer es un vinculo metamatemdtico entre ambos trabajos: por
un lado, estaba el generalizar una nocién propia de la geometria diferencial de su-
perficies y por otro, relacionar los aspectos intrinsecos y extrinsecos del objeto en
cuestion.

En todo caso, resultaba natural preguntarse si seria posible establecer una
férmula de tipo Gauss-Bonnet para la curvatura total. Suponiendo que tal fuese el
caso | qué tipo de informacién topolégica sobre la variedad arrojaria dicha relacién?
Al parecer la simple introduccién del valor absoluto de la curvatura de Killing-
Lipschitz en v(p) en la Definicién 2.3.1, si bien salvaba algunas dificultades,
estrechaba considerablemente el sendero que debia transitarse en busca de las res-
puestas a esta ultima interrogante.

Cerraremos el circulo de nuestro trabajo con algunos de los resultados de
[TCII]. En este articulo, S.-s. Chern y R.K. Lashof resolvieron la pregunta an-
terior y establecieron lo que es a nuestro juicio, la mejor de las posibles férmulas
de tipo Gauss-Bonnet para la curvatura total.

2. La curvatura total y la suma de los niimeros de Betti.
Mantenemos la notacién del capitulo 2. Comenzaremos con un:

Lema 2.1. Sea z : M™ — R"™Y una inmersién de una variedad diferenciable,
compacta y de dimensién n en el espacio euclidiano de dimensién n+ N, dada por:

pr—x(p) == (1(p),. .-, znyn(p))  Vpe M’
siz’ s M™ — RN (N < N'), es la inmersién definida por:
(N'—N) veces
——
l‘l(p) = (ml(p)w"axn-FN(p)a 07"'30 )7

entonces las variedades inmersas (M™) y ’'(M™) tienen la misma curvatura total.

37
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DEMOSTRACION. Basta considerar el caso N'—N = 1, toda vez que el resultado
general sigue por induccién sobre la diferencia N’ — N.

Si B es el fibrado de marcos {es} de la Definicién 2.2.6 y escribimos de
acuerdo con la expresién (16):

WniN,A = (deninN, €a), 1<A<n+N;

entonces la curvatura total puede expresarse como:

1
(52) T.(M") = —— / WniaN1 N ANWp i Nt N-1-
Cn+N-—1 B,

Para ver esto simplemente pértase de la expresién (43) y utilicese la ecuacién
(35). Recuérdese que de acuerdo con el Teorema 2.4.1, la expresién (52) es el
volumen normalizado de la imagen en S"*V~1 de los puntos regulares en B, bajo
.

Sea a € RN+ cualquiera de los dos vectores unitarios y normales a R* 1V,
Cualquier vector unitario y perpendicular en z’(p) puede escribirse de manera tnica

Ccomo:

enyn1 = (cosO)enin + (senb)a (—g <0< g) ,

donde e,+n es el vector unitario en la direccién de la proyeccién ortogonal de
/ n+N : .
€n i N1 Sobre R"™Y. Si hacemos:

(53) enyn = (senf)en v — (cosb)a
e = ey, 1<s<n+N-1;
asi como ¢,y Ny1,4 = (de;, 1, €4) entonces la curvatura total de la variedad
inmersa 2'(M™) estd dada por:
1

(54) Ty (M") = GriN+11 A o APy N41,ntN-

Cnt+N JB

Por otro lado, una aplicacién de la regla de Leibniz, la primera ecuacién de (53)
y el que da = 0 devuelven:

(55) del, no1 = (cosb)de, N + (—(senb)enqn + (cosf)a)df
= (cosO)denn — €}, ndb ;
de modo que:
(56) (dentns €nyn) = (denyn, (senb)e,n — (cosb)a)
= (sen@)wpiNnin — (cos0)(dentn, a)
= (cosO){entn, da)
= 07
junto con (55) nos permiten escribir:
Pn+N+1,n+N = <de;L+N+l7 6;+N>
= ((cosO)dentn — €5, Ndb, € N)
= —db.

De manera andloga tenemos:

PniN+1,s = (cosO)(denin, es) = (cos@)wninN.s, 1<s<n+N-1.
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Sustituyendo lo anterior en (54) y tomando (52) en consideracién, tenemos:

x
T (M™) = CZJF&/ | cos™ N =10 db - T, (M™)
n+N —

iy
2

2eh4n-1 [*
= ZoniN1 / cos™™N=1odo - T, (M™).
Cn+N 0
Laigualdad T, (M™) = T,,(M™) es una consecuencia inmediata de las siguientes
férmulas:

_2[r@” Py TETED
L = F(%) , /0005 0do = 2F(k+2) ;

lo cual concluye la demostracion. O

Dado que la curvatura total es a todas luces invariante bajo movimientos rigidos
de R"*V el Lema 2.1 implica que la curvatura total de la variedad z(M™) C RV
no cambia si consideramos a x(M™) como subvariedad inmersa en cualquier espacio
euclidiano que contenga a R"™V como subespacio afin.

Antes de seguir adelante, estableceremos los siguientes resultados y definiciones
cuyas pruebas y detalles pueden consultarse en [TM], pp. 6-8 y 28-31 (recuérdese
que los numeros de Betti fueron mencionados someramente al principio de la prueba
del Teorema 1.3.1).

Lema (Morse). Sean M™ una variedad diferenciable y f : M™ — R una
funcién de clase C*°(M™). Si p € M es un punto critico, no degenerado de f

entonces existen coordenadas locales (y1,...,y,) en un abierto definido alrededor
de p, U tales que y;(p) = 0Vi y la identidad:
F=1m) = @) == () + (aga) + o+ ()

se verifica en todo U.

Definicién. Al nimero 0 < A\ < n que aparece en el Lema de Morse se le
conoce como el indice de f en py se le define como la maxima dimensién de un
subespacio vectorial V' C T, M", tal que la forma bilineal y simétrica representada
por la matriz Hessiana de f en p:

tess( 1)y = (- (9))

(para alguna eleccién de coordenadas locales (x4, . . ., z,) alrededor de p) es negativa
definida.

Teorema (Desigualdades débiles de Morse). Sea M™ una variedad com-
pacta y f : M™ — R una funcion diferenciable que tiene inicamente puntos criticos
no degenerados. Si denotamos por C al nimero de puntos criticos de indice \ en
M y por B4 (M) al i-ésimo mimero de Betti de M™ con respecto a algin campo de
coeficientes, entonces las relaciones:

BANM) < Cy

(57)
Ym0 (=DABAM) = 3TN (=1)MCx;

son vdlidas para toda .
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Tenemos asi el resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.2 (cf. [TCII). , p. 5] Si M" es una variedad diferenciable, com-
pacta e inmersa en R"N y 3 (0 <i < n) es el i-ésimo nimero de Betti relativo a
algin campo de coeficientes entonces la curvatura total de M™ satisface la desigual-
dad:

(58) T(M") = B(M"),
donde a B(M™) := Y i 3" suele designdrsele como el nimero de Betti total de
M™.

DEMOSTRACION. Comenzaremos considerando al mapeo esférico de la Defini-
cién 2.1.1: 7: B, — S"*V~1 Por el mismo argumento utilizado en la prueba del
Teorema 2.4.1 para justificar la expresién (43), tenemos que la curvatura total
de M™ es el volumen de B, bajo 7 y que para casi todo v, € S*™N=1 fijo, la
funcién diferenciable (v,,z(-)) : M™ — R posee unicamente puntos criticos no
degenerados.

La primera expresién en (57) implica que el total de puntos criticos satisface
SO\ > BAM™) = B(M™). Finalmente, la imagen de B, bajo # es lo mismo
que el conjunto de puntos v € S**N~1 cada uno contado el mismo niimero de
veces que aparece como punto critico de la funcién (v, z(-)) en M™. Por lo tanto,
la medida de dicha imagen es mayor o igual que ¢,+n—18(M™) y en consecuencia
T(M™) > B(M™). O

Nota. El lector cauteloso ya habra notado que ésta es esencialmente la misma
demostracion que aquélla del Teorema 2.4.1 con el unico ingrediente adicional de
la primera de las desigualdades de Morse.

* * *

(Por qué hemos dicho en la Introduccién que (58) era la mejor de las férmulas
posibles de tipo Gauss-Bonnet para la curvatura total? La respuesta parece encon-
trarse en la demostracion misma del Teorema 2.4.1, ya que alli hemos establecido
que:

(59) K* dV = Xﬁ(B,,) dUn+N—1
Mmn Sn+N71

— [ ) xs ) o
Sn«#Nfl —

donde ), C\(v) es el total de puntos criticos no degenerados en M" de la funcién
(v,2(-)) ¥y x4 es la funcién caracteristica de A C S"TV~1 la cual se define por:

0siv,g A
o) 1= CTTT Yy, e SN
Xa(vo) { 1 siy, € A, "

En particular obsérvese que ninguna de las integrales en (59) sufre cambio
alguno, si suponemos que hemos retirado de S"*V=1 a la imagen del conjunto de
puntos singulares del mapeo esférico v.

Por lo tanto cualquier féormula de tipo Gauss-Bonnet para la curvatura to-
tal debe proveer alguna expresién o cota para ), Cx(v) que no dependa de v €
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Snt+N-1 y libere por consiguiente una constante absoluta —como lo es ¢, ny-_1—,
ya sea apelando a la linealidad de la integral, ya a su monotonia.

Ejemplo 2.3. Sea M™ una variedad diferenciable, compacta, conexa, orientada
e inmersa en RtV ;Qué ocurre si Vv € S"V=1, con la consabida excepcién de
un conjunto de medida cero, se tiene ), C\(v) = 2?7 Por el Teorema 2.4.3, M"
se encaja como hipersuperficie convexa en algiin subespacio afin A"*1 ¢ R**V y
en particular, por el Teorema 2.4.2, M" es homeomorfa a S™.

Ejemplo 2.4. Considerando a la funcién (v, z(-)) como una funcién altura,
cuando M? C R? es la superficie cerrada, orientable y de género g > 0, es facil
establecer la igualdad ), Cx\(v) =2+ 2g.

Por otro lado, la descomposicién de M? como complejo-CW (cf. [V], pp. 53-54)
arroja inmediatamente 3°(M?) = 32(M?) =1y p*(M?) = 2g. En consecuencia la
expresion (59) devuelve:

(60) T(M?) = B(M?) =2+ 2g.

Esta ecuacién nos dice que es posible tener como subvariedad inmersa en R? a
cualquier superficie cerrada y orientable con curvatura total minima. Sin entrar en
detalles, dicho resultado continia siendo valido para superficies que no son orienta-
bles con tinicamente tres excepciones: RP2, la botella de Klein y la suma conexa
RP24 T2, En los dos primeros casos, la imposibilidad de dicha inmersién fue es-
tablecida por N.H. Kuiper en 1961 (cf. [K61]); sin embargo el saber si RP?# T?
admite una inmersién en R3 con curvatura total minima o no, es atin un problema
abierto.

* * *

El estudio de las inmersiones con curvatura total minima da lugar al fructifero
campo de trabajo formado por las inmersiones estrechas y las inmersiones tensas, las
cuales generalizan el concepto geométrico de convexidad. A pesar de su importancia,
la vastedad de dichos temas nos obliga a dejarlos fuera del presente trabajo (las
definiciones y mds detalles pueden consultarse en [K70]).
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