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Introduccion

El nimero de rotacion como invariante en la dindmica del circulo. Este
conjunto de palabras ha causado un sinntimero de reacciones cuando las he
dicho como respuesta a la pregunta: jcudl es el titulo de tu tesis? En la gran
mayoria de los casos, estas reacciones vienen acompanadas de la pregunta:
Ly de qué trata? Pues trata de los sistemas dinamicos en el circulo y espero
que después de leer este trabajo, dicho conjunto de palabras provoque una
reaccion distinta a la extraneza.

Ya sé, ya sé, ya escuché la siguiente pregunta: ;y qué son los sistemas
dindmicos? Los sistemas dindmicos son una rama de las matemaéticas inicia-
da por Jules Henri Poincaré (1854-1912) y George David Birkhoff (1884-1944)
en los primeros afos del siglo XX. La primera intenciéon fue la de estudiar
el comportamiento cualitativo de las ecuaciones diferenciales, tratando de
responder preguntas como: ; Al pasar un tiempo largo, el sistema podra esta-
bilizarse? ;Qué estados son en los que puede entrar el sistema? ;Qué pasa si
se alteran las condiciones iniciales? Los sistemas son el estudio de la accion
del tiempo en un espacio a través de una regla dada que lo transoforma. El es-
tudio de los sistemas dinamicos es el universo donde se desarrolla este trabajo.

Cabe senalar que Henri Poincaré fue uno de los cientificos mas impor-
tantes de la historia moderna (ver fotografia de la figura 1), no s6lo por sus
aportes a las Matematicas sino también por los aportes que realiz6 en Fisica
y Filosoffa de la Ciencia, siendo protagonista en la teoria de la relatividad
especial de Albert Einstein (1879-1955) y autor de varios textos sobre el
método y los valores de la ciencia, los cuales tienen validez hasta el dia de
hoy. Sobre sus aportes matematicos hay uno que tiene una relacion directa
con este texto y es el descubrimiento (o creacion, no es lugar de disquisi-
ciones filosoficas) del grupo fundamental de un espacio topologico. Sirva este

Vv
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Jules Henri Poincaré George David Birkhoff
1854-1912 18584-1944

aporte de Poincaré para seguir ubicando el contexto en el que se desenvuelve
la teoria que estudiaremos en las paginas siguientes.

Figura 1: Algunos de los cientificos presentes en esta fotografia son: Marie
Curie, Louis-Victor de Broglie, Albert Einstein, Hendrik Antoon Lorentz,
Max Planck, Henri Poincaré y Ernest Rutherford

Nuestro universo de estudio, los sistemas dindmicos, tiene muchas gala-
xias, nosotros viviremos en una de ellas: los sistemas dindmicos topoldgicos.
La topologia, una de las ramas més importante de las matematicas, naci
un poco antes que los sistemas dinamicos en el siglo XVII. En sus primeros
albores Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) la definioé como el andlisis de
la posicion:
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“...Ademds de aquella parte de la geometria que trata sobre cantidades
y que se ha estudiado en todo tiempo con gran dedicacion, el primero que
menciono la otra parte, hasta entonces desconocida, fue G. Leibniz, el cual
la llamo geometria de la posicion. Leibniz determind que esta parte se tenia
que ocupar de la sola posicion y de las propiedades provenientes de la posicion,
en todo lo cual no se ha de tener en cuenta las cantidades, ni su cdlculo...”

Leonhard Euler (1707-1783)

Gottfried Wilhelm Leibniz Leonhard Euler
1646-1716 1707-1783

El parrafo anterior es la introduccion del articulo en el que se da la solu-
cion del famoso problema de los puentes de Kénigsberg en 1726. Este ilustra
con mucha claridad el objetivo primario de la topologia y nos sirve para
conocer la razén mas primitiva del porqué ubicaremos nuestro estudio den-
tro de los sistemas dinamicos topologicos, y es que no nos interesa hacer
calculos o hacer aproximaciones niimericas, sino estudiar el movimiento y las
propiedades en el espacio de nuestro objeto de estudio, atin no definido.

Ahora que sabemos que desarrollaremos nuestro estudio dentro de los
sistemas dindamicos topologicos es necesario que conozcamos el lugar donde
los vamos a utilizar, que como ya anunciamos rapidamente es el circulo. Si,
ley6 usted bien, esa figura que conocemos desde pequenos nos servira como
el espacio en el que ubicaremos nuestro trabajo. Veremos que esta figura tan
conocida y utilizada, bien y mal, dentro y fuera de las matemaéticas, si la ab-
straemos matematicamente se vuelve un espacio tan rico e interesante como
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un espacio de dos, tres o mas dimensiones. Probaremos que nuestro espacio
tiene una estructura algebraica y topologica, y estudiaremos indirectamente
la importancia del grupo fundamental que investig6 Poincaré.

Hasta ahora hemos descrito con qué y en déonde vamos a vivir a través
de estas paginas; sabemos que haremos sistemas dinamicos topolégicos en el
circulo unitario. ;Pero qué nos queremos responder? Para poder planteasrnos
nuestra pregunta debemos explicar un poco més aquellas preguntas iniciales
de la teoria de los sistemas dinamicos que se hicieron Poincaré y Birkhoff.

La evolucion de la transformacion puede representarse como una cons-
trucciéon abstracta cuyas componentes son las coordenadas del espacio. Un
buen ejemplo de sistema dindmico es un péndulo simple, en el que las dos
coordenadas son la posiciéon y la velocidad. Estas determinan un estado, y
nuestro sistema es el espacio de estos estados. Las leyes de Newton dan una
regla, expresada matematicamente por una ecuacion diferencial, que describe
la evolucion del estado del sistema. Conforme el péndulo oscila de un lado a
otro, el estado inicial cambia de posicion y de velocidad, por lo que recorre un
camino en neustro espacio al que llamaremos 6rbita. Estos caminos pueden
ser distintos cada vez o no, esto depende del estado inicial. Estas o6rbitas de-
terminan los distintos comportamientos dinamicos que puede tener el modelo
del péndulo.

Como ya mencionamos no nos interesa estudiar la representacion explici-
ta de las orbitas sino su comportamiento cualitativo. Antes de plantearnos la
pregunta principal de este trabajo debemos saber como comparar sistemas
dindmicos. Es posible que un mismo modelo dindmico esté representado en
diferentes sistemas de coordenadas; sin embargo, sus orbitas deberan ser
las mismas salvo por ese cambio de coordenadas. En general, dos sistemas
dindmicos seran equivalentes si sus 6rbitas son las mismas bajo algiin cambio
de coordenadas.

Encontrar este cambio de coordenadas no es una tarea facil, por lo que
la idea de construir un objeto asociado a cada sistema dindmico que nos
permita determinar cudndo dos sistemas dindmicos son equivalentes o no,
comparando dicho objeto, suena fantastica. A un objeto de esta naturaleza
se le conoce como un invariante dindmico. Ahora si podemos intuir qué in-
tenta responder la pregunta principal de este trabajo.
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LEziste un invariante que permita catalogar las diferentes dindmicas de los
sistemas dindmicos en el circulo?

Los sistemas dinamicos en el circulo fueron estudiados en primera instan-
cia por Poincaré, quien los necesitaba para su investigacion de la ecuaciones
diferenciales en el toro! que realizaba alrededor de 1894. Posteriormente,
hacia 1916, Piers Bohl (1865-1921) aport6 resultados a esta teoria mien-
tras estudiaba sistemas dinamicos en la esfera. Entre 1924 y 1928 Hellmuth
Kneser (1898-1973) y Jakob Nielsen (1890-1959) esbozaron pruebas de la e-
xistencia del nimero de rotacion y mostraron indirectamente propiedades de
los levantamientos de las funciones del circulo. Con estos conocimientos, en
1932, Arnaud Denjoy (1884-1974) encontré las condiciones para determinar
la dindmica de nuestras funciones. Una vez conocido este trabajo, Kneser
publico, en 1933, un resultado equivalente con otras hipotesis. Bohl, Denjoy
y Kneser, continuaron la investigacion de Poincaré sobre el toro. El estudio de
esta teoria continué y estd vivo hasta nuestros dias. Afortunadamente no esta
cerca de ser un area terminada, siguen apareciendo constantemente nuevos
resultados. Durante los tultimos 40 anos, matematicos de todo el mundo han
presentado sus logros en la investigacion de este tema, abriendo mas y mas
lineas de estudio para futuras investigaciones.

Gran parte del trabajo expuesto en estas paginas se lo debemos a Ar-
naud Denjoy, quien naci6 en Auch, Francia. Denjoy fue alumno de Emile
Borel (1871-1956), Paul Painlevé (1863-1933) y Charles Emile Picard (1856-
1941). El Teorema de Denjoy es el resultado que responde a la pregunta de
este trabajo. Fue publicado en 1932 [Den|, cuando Denjoy tenia 48 anos. La
motivaciéon que tuvo surgié de querer estudiar bajo qué condiciones cierto
tipo de funciones pueden ser catalogadas segtun la dindmica que generan. La
conclusion a la que llegd es que podemos asociarle un niimero a cada transfor-
macion del circulo de manera que si dos transformaciones del circulo tienen
este nimero igual, entonces sus dindmicas son indistinguibles.

El Teorema de Denjoy ha sido estudiado y demostrado por muchos mate-
méticos. El alma de la prueba que nosotros haremos fue elaborada por Robert
S. MacKay (1956-) en [Mac|. Las razones por las que seguiremos esta prueba

IEspacio parecido a una dona.
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Charles Emile Picard Paul Painlevé Emile Borel
1856-1941 1863-1933 1871-1956

Arnaud Denjoy
1884-1974

y no la elaborada por Denjoy en [Den]| son las siguientes. En primer lugar la
notacion que utiliza Denjoy qued6 obsoleta con la introducciéon del estudio
moderno de los sistemas dindmicos. En segundo término, el trabajo que reali-
za MacKay esta enfocado inicamente al estudio del teorema, a diferencia del
de Denjoy, lo que le atribuye la propiedad de ser un texto enfocado y conciso.
Por tltimo, y la que considero la razén mas importante, la demostracion en
[Mac| es constructiva y geométrica, tiene una prueba autocontenida y si se
tiene paciencia y dedicacion puede ser entendida por un estudiante de los
ultimos semestres de la carrera de matematicas; estos atributos no los tiene
el trabajo [Den|, en el cual se realiza una prueba desde el estudio de otros
temas y no tiene una estructura lineal, es decir que para comprender la de-
mostracion hay que valerse de muchas herramientas y de aprender a leer el
trabajo con distintas vistas.

A pesar de que MacKay realiza un estupendo trabajo, no deja de tener
partes poco explicadas. En esta tesis la idea de su demostracion se sigu-
10, pero se decidid exponer con detalle todos los pasos e inventarse algunos
para llenar los huecos de su exposicion. Ademas, el presente texto pretende
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aclarar, no solo la elaboracion de cada parte de la demostracion del teore-
ma, sino también el significado del mismo y de cada uno de los conceptos
que nombra. Construye y explica las herramientas que utilizo6 Denjoy, ahora
con un lenguaje moderno, y también las utilizadas por MacKay; pero con
la idea de escribir con mayor claridad, antes de llegar al capitulo del teore-
ma, la teoria que contiene a los conceptos que dan lugar al enunciado. Estas
caractéristicas conforman un texto, que creo puede de ser interesante para
estudiantes primerizos en los sistemas dinamicos, y se escribi6 con la inten-
cion de ser autocontenido, lineal y transparente.

El Teorema del valor medio, uno de los resultados mas importantes del
calculo diferencial, es fundamental en las demostraciones que estudiaremos
pues nos permite obtener informacion de la derivada a partir de la dinamica
de la transformacion y viceversa. Basicamente es la herramienta que garantiza
la validez en todas las pruebas donde se habla de la derivada. Lo sorprendente
es que un resultado tan intuitivo permita analizar la dindmica del circulo.

Finalmente me gustaria resaltar que los sistemas dinamicos, a pesar de ser
una de las ramas maés jovenes de las matematicas, es una de las mas intere-
santes. Involucra de manera directa a la topologia, al analisis y al algebra, las
cuales conforman casi todo el universo matematico, como sus herramientas.
En los dltimos 50 anos ha aportado resultados para numerosas disciplinas
distintas, mas alla de las ciencias exactas, volviéndose un enlace sélido y
moderno de las matematicas con el resto de las areas de investigacion. No
cabe duda que queda mucho por estudiar dentro de esta rama, pero se vuelve
cada vez mas evidente que este enlace en el que se ha convertido, pasard a
ser fundamental, como eje de los estudios interdiciplinarios que cada vez se
hacen més. Dentro de esta interesante historia que ha escrito esta disciplina
en poco mas de cien anos es donde vive el presente trabajo. El circulo es
un espacio no trivial donde se pueden hacer sistemas dinamicos, por ello es
el escenario que permite introducirlos sin las complicaciones que se dan en
dimensiones mayores. Aun asi, aunque el espacio sea sencillo, los problemas
bésicos y las herramientas de la dindmica aparecen, produciendo en si mismo
una teoria muy interesante.

Empecemos asi, con esta ultima idea, a reducir nuestra dimensién para
poder a adentrarnos en el rico y profundo estudio de los sistemas dindmicos
topologicos en el circulo.
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Este trabajo pretende ser un texto que sirva para introducir a los estu-
diantes de licenciatura al estudio de los sistemas dinamicos en el circulo, para
ello, en el capitulo 1, comenzaremos definiendo los conceptos basicos de esta
disciplina, tratando de utilizar un lenguaje y una notacion sencilla. A partir
de estas herramientas, probaremos de manera constructiva las propiedades
dindmicas que necesitaremos para adentrarnos a nuestro estudio. Al final de
las secciones que versan sobre sistemas dindmicos topolégicos describiremos
algunos ejemplos que a mi me sirvieron mucho para entender realmente sobre
lo que estaba escribiendo.

Una vez expuesta la teoria basica sobre los sistemas dindmicos topologi-
cos, pasamos al capitulo 2. Aqui estudiaremos primero la estructura alge-
braica del circulo y después su estructura topologica. Dentro de esta seccién
introduciremos las nociones de espacio cubriente y de levantamiento, que
seran fundamentales para la definicién del nimero de rotacion. Estudiaremos
la familia de rotaciones del circulo y probaremos varias de sus propiedades
dindmicas. En este mismo capitulo, definiremos y estudiaremos el concepto
del ntimero de rotacion.

Finalmente la ultima seccién del capitulo 2, en la que haremos la exposi-
cion de la propiedades dinamicas, y sus demostraciones, que genera el nimero
de rotacion, dejara el terreno preparado para la lectura del capitulo 3. En éste
se demostrara el Teorema de Denjoy, pudiendo asi pasar a las conclusiones.

Las imégenes utilizadas de la presente introduccion fueron tomadas de:
http://www-history.mes.st-andrews.ac.uk/, http://www.wikipedia.org/ .



Capitulo 1

Sistemas dinamicos topologicos

1.1. ;Qué es un sistema dinamico?

El estudio de la dindmica tiene dos vertientes conceptuales, la primera
podria remontarse a Heraclito, el movimiento, lo que fluye: "Aun los que se
barian en los mismos rios se banan en diversas aguas"|G] y la segunda a
Parménides, lo estable, aquello que permanece: "...del Ente es ser; del Ente
no es no ser"|Gl.

Los sistemas dinamicos se preguntan como evolucionan los estados de un
sistema y qué hacen al evolucionar; esto corresponde a un espacio de puntos y
a una ley que determina como estos puntos se mueven en el espacio. Plantear
tan concretamente una nocién basica de lo que es un sistema dinamico re-
quiere al menos comprender como surgié la primera idea. Como no lo podria
explicar mejor que en estos parrafos de Arroyo-Seade [AS], los cito:

«Resolver una ecuacion diferencial, en general, no es una tarea fdcil e in-
clusive puede llegar a ser una empresa imposible. Esto ya lo sabia Jules Henri
Poincaré (1854-1912), un siglo atrds. En particular, las ecuaciones que rigen
el movimiento de mds de tres cuerpos bajo el influjo de su atraccion gravita-
cional, de acuerdo con las leyes de Newton, que en ese tiempo estudiaban,
han prevalecido intactas, o cast intactas, hasta ahora, con excepcion de algu-
nas situaciones particulares.

Ante la imposibilidad de resolver las ecuaciones diferenciales en general,
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el mismo Poincaré propuso enfocar el problema desde otra dptica. En lugar
de procurar por una solucion exacta, apunto en direccion de las propiedades
de las soluciones, las cuales podriamos determinar sin resolverlas explicita-
mente, a partir de la estructura del espacio o bien de alguna propiedad de la
ECUACION. ..

A raiz de esto Poincaré fundd una nueva rama de las matemdticas: los
sistemas dindmicos. Esta rama también podria llamarse “estudio cualitati-
vo de las ecuaciones diferenciales”. Ademds, mejor si estas propiedades son
vdlidas, no para una ecuacion en particular, sino para algin subconjunto de
ecuaciones “semejantes”.»

Ahora que tenemos una nociéon de lo que es un sistema dinamico y de
donde surgio la primera idea podemos dar una definicién que nos sirva como
base para poder precisar algunos conceptos relacionados.

Definicién 1. Sea (M,T) un espacio topologico. Un sistema dindmico dis-
creto en M es una funcion ¢ : Z x M — M continua tal que:

1) ¢(0,-) es la funcion identidad y

2) p(n, p(m,x)) = p(n +m,z), para todos n, m € Z y todo z € M.

A pesar de que méas adelante repasaremos la nociéon de espacio topologico,
serfa util ejemplificar la definicion anterior con un sistema dinamico discreto
lo méas simple posible. Asi, consideramos el espacio topologico (R,T), el con-
junto de los niimeros reales R con la topologia usual, es decir, la determinada
por el conjunto de abiertos Tdefinido por los intervalos abiertos (a,b), con
a,b € R. Decimos que ¢(n,x) =z +n,conn € Zy x € R, es un sistema
dindmico discreto que va de Z x R — R. Para mostrar que esto es cierto
basta probar que ¢ cumple con las dos condiciones de la definiciéon. Observe
que ¢ es la traslacion a la derecha.

Entonces, ¢(0,2) = x + 0 = z, por lo tanto cumple la primera condicion.
Ahora, o(n,p(m,z)) = (n,x4+m) = (x+m)+n = x+(n+m) = p(n+m, ),
para todos n,m € Z y todo x € R, asi que cumple también con la segunda
condicién, probando que la ¢ propuesta es un sistema dindmico discreto.
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A partir de esta definicion podemos observar que un sistema dindmico es
la evolucion en el tiempo de un espacio dado a través de una transformacion.
Esta transformaciéon no depende del tiempo en el que se aplica, es decir, es
una ley invariante en el tiempo y se ve reflejado estudiando con atencién la
segunda condicion de la definicion: p(t + s,x) = (¢, p(s,x)). Esta carac-
teristica es propia de los sistemas autonomos.

Es necesario aclarar que no s6lo existen sistemas dinamicos discretos y
que a pesar de que en este trabajo no se estudiarén otros tipos presentamos la
definicién de un sistema dindmico continuo para comprender las diferencias
conceptuales.

Definicién 2. Sea M un espacio topologico. Un sistema dindmico continuo
en M es una funcion ® : R x M — M continua tal que:

1) ®(0,-) es la funcion identidad y
2) O(s,P(t,x)) = P(s+t, ), para todos s, t € Ry todo z € M.

Espacios topolégicos

Después de haber leido las definiciones anteriores puede ser que nos hayan
sorprendido las palabras espacio topoldgico. Es posible que para algunos sea
muy comin esta nocién, de ser asi, los siguientes parrafos son prescindibles.

En el estudio de los sistemas dindmicos es fundamental la nocion de cer-
cania. El concepto de distancia entre puntos es una primera aproximacion.

Definicion 3. Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto
y d: X x X — R es una funciéon que verifica lo siguiente:

1. d(x,y) >0 paratodos ze, y€ X, yd(x,y)=0siysolosiz=y.
2. d(z,y) =d(y,z) paratodos z e, y€ X.
3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) paratodos z,y,z € X.

La funcion d se denomina distancia o métrica en X. Siz € X yr € RT
definimos la bola centrada en x de radio r como:

B.(x) ={y € X| d(x,y) <r}.
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Dos ejemplos conocidos de espacios métricos son: R con d(z,y) = |z — y
o el plano euclidiano R? con d(,9) = v/(z1 — 1) + (z2 — y2)2.

En un espacio métrico podemos hablar de sucesiones convergentes y fun-
ciones continuas entre ellos, de la misma manera como lo hacemos cuando
estudiamos calculo en la recta real. Sin embargo, la nocién de espacio topoldgi-
co, es un concepto mucho mas general.

Definicién 4. Una topologia en un conjunto X es una colecciéon 7 de sub-
conjuntos de X que cumple con las siguientes propiedades:

1) El conjunto vacio () y el total X estéan en 7.

2) La unio6n arbitraria de elementos de la coleccion de subconjuntos de T
estd en 7.

3) La interseccion de elementos de cualquier subcoleccién finita de T esta
en T.

Un espacio métrico (X, d) nos define una topologia en X como sigue: de-
cimos que A C X estd en T si A = () o si para todo x € A existe ¢ > 0 tal
que B.(z) C A.

A un conjunto X para el cual una topologia haya sido definida se le lla-
ma espacto topologico. Mas correctamente, un espacio topolégico es un par
ordenado (X, 7) compuesto por un conjunto X y una topologia 7 de X. A
los elementos de T se les llama subconjuntos abiertos de X y decimos que
un subconjunto de X es cerrado si su complemento es abierto.

Dado un espacio topoldgico (X,7T) y un subconjunto Y C X, decimos que
Y hereda la topologia de X definida por:

Ty={UNY |UeT}
En este caso decimos que (Y,Ty) es un subespacio topoldgico de (X,T).
Una definicién heuristica del concepto de vecindad de un punto p es:
conjunto que contiene a p tal que si movemos un poco el punto éste no deja

de pertenecer al conjunto. Todos los espacios topolégicos que usaremos en
este trabajo tendran ademaés la propiedad de ser espacios de Hausdorff.



1.1. ;QUE ES UN SISTEMA DINAMICO? 5

Definicién 5. Un espacio topologico (X, T) es llamado un espacio de Haus-
dorff si para cada par x1,xy de elementos distintos de X existen vecindades
Uy v Uy de 1 v x2, respectivamente, que sean disjuntas.

La definicién anterior quiere decir que si un espacio topolégico es de Haus-
dorff puntos distintos del espacio tienen vecindades disjuntas. Ahora que
hemos definido el concepto de espacio topolégico estamos en condiciones de
comentar algunas de sus propiedades.

Decimos que una funcion f : (X, 7) — (Y, O') es continua sila preimagen
de abiertos es abierta, es decir, que para todo U € O se tiene que f~1(U) € T.

Dos espacios topologicos son equivalentes si existe una funciéon biyectiva,
continua y con inversa continua entre ellos; una funcién que cumple esto es
llamada homeomorfismo. Esta funciéon coordina biunivocamente los abiertos
de uno con los abiertos del otro, y por lo tanto todas las propiedades topo-
logicas entre ellos.

A partir de esta definicion observamos que un sistema dindmico discreto
como lo definimos queda determinado por un homeomorfismo de M, ya que
©(1,-) tiene inversa ¢(—1,-) y para cualquier n la funcién ¢(n,-) resulta de
componer ¢(1,-) con si mismo n veces. Por esto cuando tengamos un home-
omorfismo de M en M lo pensaremos como un sistema dinamico discreto.

Para terminar de ilustrar esta seccion ejemplificaremos con uno de los
sistemas dinamicos més famosos: el shift' de Bernoulls.

Consideremos el espacio de las sucesiones bi infinitas de ceros y unos, es
decir, puntos de la forma:

T= (e Ty s T, 0y T1ye ey Ty e )

Esto es, {0,1}%, o sea, 39 = {z | Z — {0,1}}.

Para este espacio podemos considerar la siguiente métrica: si x e y per-
tenecen a Yy definimos:

Tpn — Yn
d(z,y) = Z%,

neL

'El significado mas apropiado en espaiiol de shift es: movimiento
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como |z, — y,| es siempre 0 6 1, la serie anterior converge, y como son todos
términos positivos es facil ver que d(x,y) = 0 implica que y = z. A través de
esta métrica podemos decir que (X2, d) es un espacio métrico y por lo tanto
un espacio topologico.

Tomemos ahora la funcion o : X9 — ¥ tal que:
i i !
olz)=x =(...,2y,2q,...),

donde z,, = ,41. Es decir, la nueva sucesion de ceros y unos o(z) tiene por
término n-ésimo el término (n — 1)-ésimo de la sucesion x. Por ejemplo, si
x, = 0 para todo n # 0y zp = 1, entonces o(x,) es cero para todo x,
distinto de 1y o(x1) =211 =20 = 1.

Por tltimo, observemos que la funcién o es biyectiva y continua, es decir
que es un homeomorfismo. La biyectividad de o es bastante obvia, para pro-
bar la continuidad sugerimos mostrar que dado € > 0 existe una d(¢) tal que
d(z,y) < ¢ implica que d(o(z),0(y)) <econz ey € Xo.

Esta funcién o es un sistema dindmico discreto y, como ya mencionamos
anteriormente, es conocido como el shift de Bernoulli.

1.2. Dinamica topologica

En todas las ramas de las matematicas es necesario tener herramientas
adecuadas para poder trabajar. Los sistemas dindmicos topologicos no son la
excepcion y por ello dedicaremos esta seccion a dar las definiciones bésicas,
nuestras herramientas, y a establecer las proposiciones necesarias en las que
estdn involucradas. Convengamos, para facilitar la comprension y la lectura
de la seccion, que M es un espacio topologico y f : M — M un sistema
dindmico discreto, a menos de que se especifique algo diferente.

En este sentido estableceremos el estado inicial de nuestro sistema, o
nuestro ano 0, como zo € M. Asi el sucesor de zg € M es x; = f(xo);
y sucesivamente zo = fl(z1) = fo f(xo) = f*(zo) es el sucesor de z; y
suma y sigue. Entendiendo que para cada xo € M es un ano cero distinto.
De tal manera que la historia futura de xy queda tnicamente definida por
las iteraciones de la funcién f. Y andlogamente la prehistoria de xy quedara
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definida por las iteraciones de f~!. Si f no fuera biyectiva tendriamos muchas
prehistorias para cada xy, pero por ser f una funciéon tendriamos una sola
historia ya que ésta queda bien determinada.

Definicién 6. Dado xg € M, llamaremos la drbita futura de x( al conjunto
de todos los puntos que lo suceden en el tiempo, estos se obtienen mediante
la iteracion de la funcion f. La denotamos como:

OF () = {f*(xo) | k €N} con N={0,1,2,...}.

Por otro lado la drbita pasada de un punto estd compuesta por todos los
posibles antecesores de su historia, es decir los elementos de su prehistoria. La
orbita pasada de xq es el conjunto de todos los puntos que lo anteceden en el
tiempo y se obtienen mediante la iteracion de la funcién f~!. La denotamos
como:

O (o) = {f (o) | k €N} con N={0,1,2,...}.

Llamaremos la orbita completa de xq a la uniéon de los dos conjuntos, y
la denotamos como:

Of(l’o) = (9;_($0) U O;(l‘o)

Ahora que conocemos las érbitas de los puntos, podemos separar y definir
a algunos de ellos.

Definicién 7. Un punto p € M es un punto fijo de f si f(p) = p. Un
punto p € M es periddico si p es punto fijo de alguna iteracion de f, i.e.
f™(p) = p. El periodo de un punto periédico p es el menor entero positivo

tal que f7(p) = p.

Denotamos al conjunto de todos los puntos fijos de f como fix(f) y al
conjunto de todos los puntos periddicos de f como per(f).

Existen funciones que pueden tener muchos puntos fijos. Por ejemplo, la
funcion identidad f(z) = z tiene como puntos fijos a todos los elementos de
R, por otro lado la funcion f(z) = —z tiene como punto fijo solo al origen y
curiosamente todos los deméas puntos de ésta son de periodo 2.

Los puntos fijos tienen las 6rbitas mas simples ya que contienen un solo
punto. Asi mismo la orbita de un punto periédico de periodo k contiene k
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elementos. De hecho f*(p) = p y por definicion si j < k entonces f/(p) # p
para j € {1,...,k — 1}. Por lo tanto:

O¢(p) = {p, f(p), ..., [* (D)}

Para obtener mayor informacion de la 6rbita de un punto p necesitamos
conocer dos conjuntos que son interesantes, el w-limite de p y el a-limite de p,
se leen omega-limite y alfa-limite, respectivamente. Son interesantes porque
describen el comportamiento asintotico de la 6rbita. Se trata de los conjuntos
donde la oOrbitas de p se acumulan cuando iteramos el sistema f infinitas
veces, esto es que si x pertenece al w-limite o al a-limite de p, entonces la
orbita de p visita cualquier vecindad de z infinitas veces. A continuacion
definimos los conjuntos descritos.

Definicién 8. Definimos el w-limite de un punto x € M como el conjunto
de los y € M tales que para toda vecindad U de y, la relacion f™(z) € U es
satisfecha para infinitos valores de n > 0. Entonces existe una sucesion n; de
nimeros naturales tal que el kkrfoo f™(z) = y. Esto se puede escribir asi:

w(x) = {y € M |existe ny, — 400 tal que f"*(x) — y}.

En el caso de que M fuera un espacio métrico es equivalente decir que el:

h'minf d(f"(z),y) =0.
Para f~! el conjunto es llamado el a-limite de x, se denota como «a(z) y
se puede escribir asi:

a(r) = {y € M | existe ny — +oo tal que (f~1)™(z) — y}.

A la union de ambos, a(x) v w(z), se le conoce como el conjunto limite
de z, y se le denota como L(x) = a(r) U w(x). Este conjunto contiene la
prehistoria y la historia de x, su “origen” y su “destino”. No es casualidad
que las letras a y w corresponden a la primera y la ultima letras del alfabeto
griego respectivamente. De la misma manera definimos al conjunto limite de
f como la cerradura de la unién de los a-limite y los w-limite para todas las
reM:
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Si x pertenece a su propio conjunto limite, su érbita vuelve cerca de él
infinitas veces, ya sea para el futuro, para el pasado, o para ambos. Esto es
lo que se conoce como un punto recurrente.

Definicién 9. Un punto x es recurrente si: para toda ¢ > 0 la cardinalidad
del conjunto {n | f"(z) € B.(x)} es infinita.

Es claro que todos los puntos periddicos son recurrentes.

Definicién 10. La orbita de un punto x es recurrente si: para toda € > 0 la
cardinalidad del conjunto B.(z) ({f"(z) | n € Z} es infinita.

A continuaciéon describiremos algunas propiedades de los conjuntos limite.

Proposicién 1. Sea f: M — M un homeomorfismo, entonces:

1) Siq € O(p), entonces w(p) = w(q) y a(p) = a(q)-
2) Si p es un punto periddico, entonces w(p) = a(p) = O¢(p).

3) Para cualquier punto p € M se tiene que wy(p) = asp-1(p); donde
as-1(p) es el a-limite de p con respecto a f~.

Demostracion.

1) Ya que ¢ € O(p) sabemos que existe m € Z tal que f™(q) = p.
Sea x € w(p), entonces por la definicion del w-limite sabemos que existe
una sucesion de nimeros enteros np — +oo tal que f™(p) — x, entonces
f™(f™(q)) — x. Esto implica que f™*™(q) — z, por lo tanto x € w(q),
esto demuestra que w(p) C w(q). Teniendo en cuenta que ¢ = f~™(p) pode-
mos demostrar analogamente que w(p) 2 w(q), por lo tanto w(p) = w(q).
Anélogamente se demuestra que a(p) = a(q).

2) Ya que p es periodico es obvio que su 6rbita futura es finita. Sin pér-
dida de generalidad supongamos que el periodo de p es n, entonces podemos
escribir la orbita futura como:

O7(p) = A{p. f(0), ()., " (0)}
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recordando que f"(p) = p. Tomemos ahora un elemento y € w(p), entonces
existe una sucesion de numeros naturales ny — +oo tal que f™(p) — y.
Sabemos que f™(p) € OF(p). Por ser y un elemento de w(p), sabemos que
es un punto de acumulaciéon de la 6rbita futura de p, pero un elemento de la
misma. Como la 6rbita futura de p es finita podemos encontrar una vecindad
U de y donde no haya elementos de O (p), lo cual es una contradiccion ya
que f™(p) — y. Esto implica que y tiene que pertenecer a O (p) para que
UNO*(p) # 0. Es facil ver que si y pertenece a la 6rbita futura pertenece
también a su w-limite, entonces el w(p) = OF(p). Y como f es biyecti-
va Ot (p) = O (p). Entonces w(p) = Of(p). Andlogamente se prueba que

a(p) = Oy(p).
Demostramos asi que si p es un punto perioédico entonces:
w(p) = a(p) = Oy(p).
3) Sabemos por definicion que ws(p) es:
{y € M | existe ny — +o0 tal que f™*(p) — y},

observando que f™ = (f~1)~™ tenemos que:

=y

wy(p) = {y € M | existe ny — 400 tal que (f7') p) =y},

como —ny — —oo el anterior conjunto es af-1(p), que es lo que queriamos
demostrar. O

Definicion 11. Un subconjunto A C M se dice invariante si f~1(A) = A.

Observemos que si A es invariante f(A) = A para toda m € Z, ya que
f es biyectiva.

Proposicion 2. w(z) y a(x) son conjuntos cerrados e invariantes.

Demostracion.

Observemos que w(z) = [\,50{f"(z) | n > k}, donde A denota la cer-
radura de A. El conjunto del lado izquierdo contiene a los puntos y € M
para los cuales existe una sucesion {ny} — oo tal que f™(x) — y; como
ng — 00, entonces y € {f*(z) | n > k}, para todo k > 0. Por otro lado, si y
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pertenece al conjunto del lado derecho, entonces y € w(zx). Por lo tanto w(x)
es cerrado. Andlogamente, el a-limite de = es cerrado.

Ahora queremos demostrar que f'(y) € w(z). Sea y € w(x) entonces
existe una sucesion de ntimeros naturales ny — +oo tal que f™(x) — .
Sea m € Z, entonces "™ (x) — f"(y) = f"(y) € w(x). Esto implica que
f™w(z)) € w(z) como m € Z cualquiera f(w(x)) = w(x). Analogamente
para el a-limite de z. O

Existe otro conjunto clave para poder trabajar y entender un sistema
dindmico, éste es conocido como el conjunto no errante y estd compuesto
por todos los puntos tales que cada vecindad de los mismos intersecta alguna
orbita dos veces. Definimos dichos puntos y su conjunto como sigue.

Definicién 12. Un punto p € M es no errante si para cualquier vencindad
U de p existe n # 0 tal que f*(U)NU # 0.

Al conjunto de todos los puntos no errantes de f lo llamamos conjunto
no errante de fy lo denotamos como (f).

El complemento del conjunto (f) estd compuesto por los puntos erran-
tes. Un punto p € M es errante bajo f si tiene una vecindad con drbita
discreta, esto es, una vecindad U de p, tal que f*(U) NU = () para toda
n # 0. La dinamica de este conjunto no sera estudiada ya que resulta poco
interesante al ser siempre la misma, es decir que los elementos de un conjunto
errante nunca vuelven con el tiempo a ninguna vecindad, por lo tanto no hay
recurrencia ni propiedades que estudiar cerca de ellos, viven escapando.

Proposicion 3. El conjunto Q(f) es cerrado e invariante.

Demostracion.

Para probar que Q(f) es cerrado mostraremos que su complemento, el
conjunto de los puntos errantes es abierto. Esto es bastante facil de ver ya
que por la definicién para cualquier punto p errante existe una vecindad U
de p compuesta de puntos errantes, por lo tanto el conjunto de los puntos
errantes es abierto y esto implica que Q(f) es cerrado.

Queremos demostrar ahora que si z € Q(f) entonces f(z) € Q(f). Sea
x € Q(f) y U un abierto tal que f(x) € U. Como f es continua sabemos que
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f71(U) es un abierto de M y z € f~*(U). Como z € Q(f) existe N € Z e
y € M tal que:

ye fNFHU) N HU).
Observe que f(y) € Uy f(y) € fNT(f~HU)) = fN(U). Entonces,

fly) e f1U)NT.

Por lo tanto f(z) € Q(f). Este mismo argumento vale para f~', lo que
demuestra que €(f) es invariante. O

A continuacion estudiaremos las inclusiones que existen entre los distintos
conjuntos de puntos que hemos descrito en la seccion.

Proposicion 4. El conjunto de todos los puntos periodicos de f estd con-
tenido en su conjunto limite y éste, a su vez, estd contenido en el conjunto
no errante, o sea tenemos las siguientes inclusiones:

per(f) C L(f) € Q(f).

Demostracion.
Por la Proposicion 1 sabemos que per(f) C L(f).

Consideramos ahora p € L(f). Sin pérdida de generalidad supongamos
que p € w(x) para algin = € M. Esto implica que existe una sucesion
de nimeros naturales n, € N tal que ny — 400 cuando £k — +oo vy el

, N _

Sea U una vecindad de p, como p € w(x) existe N € N tal que f"(z) € U,
para todo k > N. Por lo tanto f™(x) € U y f™+(z) € U. Entonces
fr=me ()N U 0.

Por lo tanto, p € Q(p) y con esto demostramos que todos los puntos del
conjunto limite también son no errantes. Asi L(f) C Q(f). O

1.2.1. Ejemplos

Ejemplo 1. Sea f : R — R dada por f(z) = z3. Los puntos fijos de este
sistema son x = 0,1, —1. Observamos que su inversa f~!(z) = ¥z, y que
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sus iteraciones si n es positivo son f(z) = 2*" y f~"(z) = %/x. Tomando
x > 1 tenemos f"(x) = 2" — oo si n — oo, por lo tanto w(z) = 0. Y como
f(x) = 3/x — 1sin — oo, implica que a(z) = {1}. Analogamente, si
r < —1 su w—limite es vacio y su a—limite es {—1}.

Ahora, si —1 < z < 1, y segin el parrafo anterior, deducimos que w(z) =
{0}; si ademas x es positivo a(x) = {1} y si x es negativo a(z) = {—1}.

Una vez descrita la dinaAmica de f concluimos que no tiene otros puntos
periddicos que los fijos mencionados anteriormente. Vease la grafica de la
figura 1.1.

Figura 1.1: Grafica de la funcion f(x) = 3.

Proposiciéon 5. Si M es compacto, entonces a(x) # 0 y w(z) # 0.

La demostracion de la Proposicion es bastante sencilla. En nuestro con-
texto la definicion adecuada de un espacio topolégico compacto es un espacio
en el que cualquier sucesion contiene una subsucesion convergente. Por ésta
razoén los conjuntos limite nunca podran ser vacios.

Ejemplo 2. A continuacién citamos un ejercicio del libro de Katok-Hasselblat
(Ejercicio 3.3.6 de [KH|) que ha sido sumamente ttil para el entendimiento
de los conceptos enunciados en este capitulo.
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Sea X un espacio métrico compacto, conexo y perfecto y f : X — X
un homeomorfismo tal que per(f) es denso en X y f" no es la identidad
para ningun n € N, entonces hay al menos un punto recurrente que no es
periodico.

Un espacio topologico es conezro si no se puede escribir como union de dos
abiertos, no vacios, disjuntos. Y es perfecto si es cerrado y todos sus puntos
son de acumuluacion, es decir que no tiene puntos aislados.

El siguiente ejemplo muestra que las hipotesis planteadas en el enunciado
anterior no son suficientes para que este sea cierto simpre. Construimos un
espacio X con las hipdtesis arriba citadas de la siguiente manera. Consider-
amos X,, una esfera en R? de radio /2" con n € N y r dado, de forma que
para cada n, X, es tangente a X,,_;. Ademas, los puntos de tangencia estan
en una misma recta y son distintos (ver figura 1.2). El espacio X sera:

1/2

Figura 1.2: Agradecemos a la imaginacion de Alberto Verjovsky la imagen
de este ejercicio.

Es claro que X verifica las hipotesis del ejercicio propuesto. Resta ahora
especificar el homeomorfismo f : X — X. Lo definimos en cada X,,: ya que
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los puntos de tangencia estan alineados, f en cada X,, es una rotaciéon de an-
gulo 727" en ese eje. Como todos los puntos de tangencia son fijos, f queda
bien definida en todo el espacio. Observamos que todos los puntos de X son
periodicos y por lo tanto no hay puntos recurrentes no periédicos. Ademaés,
se cumple que ninguna potencia de f es la identidad. Esto muestra que el
ejercicio es falso. Observemos ademas que todas las orbitas del sistema son
recurrentes.

Para terminar de ilustrar las definiciones de esta seccion daremos un ejem-
plo donde existen puntos no errantes que no son recurrentes.

Ejemplo 3. Para este ejemplo utilizaremos el shift de Bernoulli definido en
la Seccion §1.1. Sea x,, = 0 si n es negativo y x, = 1 si n es positivo 6 0.
Observemos ahora la orbita de = por ¢. No es dificil ver que 0™ (x) tiende a
0, = 0 para todo n si m tiende a mas infinito, (si m es muy grande, entonces
d(c™(x),0) es chica porque es la cola de la serie Y 5= que es convergente) o
sea que el w-limite de = es el punto fijo 0. De forma similar, o~™(z) tiende
a 1, = 1 para todo n si m tiende a infinito, o sea que el a-limite de x es el
punto fijo 1.

Tenemos entonces que el punto = del parrafo anterior no es recurrente
porque no esta ni en su w-limite ni en su a-limite. Ahora hay que ver que x es
no errante para completar nuestro ejemplo. Para esto basta con mostrar que
los puntos periodicos de o son densos en 3y, no olvidemos que per(f) C Q(f).

Tomemos un elemento y € 35 cualquiera y un € dado, vamos a encontrar
un punto peridédico a menos de € de y. Como sabemos que la serie > v, /2"
es convergente podemos tomar un m € Z tan grande como queramos para
que una nueva sucesion z, = y, si [n| < my z, = 0 si no, por lo tanto z,
queda a menos de /2 de y. Esto pasa porque la cola de la serie >y, /2"
tiende a 0, es decir, los m términos centrales de la sucesion z, coinciden con
los de y,, y el resto son ceros. Ahora copiamos los m términos centrales de z,
una y otra vez para obtener una sucesion periddica cerca de y. Por ejemplo,
si z, = (...000000010101010000000...) entonces la sucesion periddica que
encontramos cerca de y es: (...01010101010101...).

Lo que acabamos de mostrar es que para cualquier punto de Y, pode-
mos encontrar un punto periédico tan cerca como queramos. Por lo tanto
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los puntos peridédicos de o son densos en nuestro espacio. Esto implica que
para cualquier vecindad U de nuestro punto x no recurrente existe un k tal
que fH(U)NU # 0 ya que los puntos periddicos son densos en nuestro espacio.

Asi se obtiene un sistema dinamico que presenta puntos no errantes que
no son recurrentes.

1.3. Conjugacién topologica

La conjugacién topologica entre dos funciones consiste en observar la
dindmica de un sistema desde otro punto de vista, especificamente, es mi-
rarlo haciendo un cambio de coordenadas. Sin lugar a dudas es una her-
ramienta fundamental en el estudio cualitativo de los sistemas dinamicos,
ya que al conocer la dindmica de una funcién podemos describir completa-
mente la dinamica de cualquiera que esté conjugada con ella. Uno de los
teoremas principales de este trabajo trata sobre la existencia de una conju-
gacion topologica, por esto destinamos la presente secciéon al estudio de esta
herramienta.

Definicién 13. Decimos que f : M — M es conjugada a g : N — N si
existe una funcion h : M — N continua y biyectiva tal que g = ho fo h™%
La funciéon h es un homeomorfismo y diremos que f y g son topoldgicamente
conjugadas. Esto quiere decir que el siguiente diagrama conmuta:

f

M = M
h | L h
N — N

9

Una vez introducida la nocién de conjugaciéon topologica, nos interesaria
saber como se comporta respecto a los conceptos dindmicos estudiados en la
seccion anterior. La siguiente Proposicion nos servira para esto.

Proposiciéon 6. Si f : M — M y g : N — N son topoldgicamente conju-
gadas por h, entonces se cumple lo siguiente:

1. ho f¥=g*oh para todo k € Z.

2. h(0;(x)) = O, (h(x)).
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3. h(wr(z)) = wy(h(x)) y andlogamente para el a—limite.
Demostracion.

1) Si k > 0 entonces:

hoff=hofo---of=gohofo--of=---=g"oh.
k veces k—1 veces

Si k = —1, a partir de que f = h™! o g o h tenemos:
fl=(h"ogoh) =hTtogloh.

Por lo tanto ho f~! = g=! o h. Aplicando ambos resultados obtenemos la
formula para todos los k € Z restantes.

2) A partir de la definiciéon de 6rbita escribimos:

WOf(2)) = h({f*(x) | k € Z}) = {h(f*(2)) | k € Z},

y aplicando la parte 1) tenemos que h(f*(x)) = g*(h(x)) entonces:

{h(f*(x)) | k € Z} = {g"(h()) | k € Z},
de donde h(Of(x)) es Oy(h(x)).

3) Primero probaremos que h(wg(x)) C wy(h(x)). Sea y € ws(z) entonces
existe ny — +oo tal que f™(z) — y. Como h es continua h(f™(x)) —
h(y), pero sabemos por 1) que h(f™(z)) = g™ (h(x)), por lo tanto como
g™ (h(x)) — h(y) concluimos que h(y) € wy(h(x)).

Ahora nos falta probar que wy(h(x)) C h(ws(x)), para esto, dado z €
wy(h(x)), debemos encontrar y € wy(x) tal que h(y) = z. Como z € wy(h(z))
existe m; — +oo tal que ¢" (h(z)) — z. Sabemos que ¢" (h(z)) = h(f™ (z))
por lo tanto h(f™ (z)) — z, entonces como h es un homeomorfismo [ (z) —
h=(z) y asi h™1(2) € wy(x). El y buscado es h™(2).

Se prueba analogamente para el a—limite. O
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A partir de la Proposicion anterior deducimos que si p es periddico para
f entonces h(p) es periodico para g y de igual periodo. Mas atin, se tiene que
si dos sistemas dinamicos son topolégicamente conjugados la conjugacion
preserva las orbitas y los conjuntos limite, lo que establece una equivalencia
dinédmica.

Antes de pasar a los ejemplos es necesario incluir una manera més de
observar la dindmica de un sistema. A pesar de que la nociéon de semiconju-
gacion que definiremos ahora es un lente menos fino para observar a nuestro
sistema, ésta no deja de ser indispensable para el estudio que haremos a
continuacion.

Definicién 14. Decimos que f : M — M es semiconjugada a g : N — N si
existe una funcién h : M — N continua y sobreyectiva tal que ho f = goh.
La funcion h es llamada una semiconjugacion topologica.

Observemos que la diferencia principal entre la semiconjugacion topologi-
ca y la conjugacion topologica es que la primera es una relacion de orden y la
segunda es una relacién de equivalencia asociada a dicha relaciéon de orden.

1.3.1. Ejemplos

Ejemplo 4. Sean f,g: R — R dados por f(z) = 2z y g(x) = 3z, entonces
f v g son conjugados.

Para encontrar la conjugaciéon, supondremos perspicazmente que es de
la forma h(x) = z*. En este caso, tendriamos por la formula de semiconju-
gacion h o f(x) = go h(x), o sea que h(2z) = 3h(x). Es decir, (22)* = 32,
despejando « se obtiene o = log, 3. Por lo tanto, la conjugacion h: R — R

estarfa dada por h(x) = 0823,

Veamos que esta funcion efectivamente conjuga f con g:
ho f(x) = (21)°%3 = 32'°%23 = g o h(x).

Ejemplo 5. Sean f, g : [0,1] — [0, 1] homeomorfismos crecientes sin puntos
fijos distintos de 0 y 1, tales que f(0) = ¢g(0) =0y f(1) = g(1) = 1. En-
tonces f y g son conjugados. A continuacién mostraremos como encontrar
una posible conjugacion.
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Comenzaremos suponiendo que ambos valores, f(1/2) y g(1/2), son may-
ores que 1/2. Definiremos primero la conjugacion en el intervalo [1/2, f(1/2)]
y la extenderemos luego a todo el intervalo [0, 1]. Ahora elegimos un homeo-
morfismo hy cualquiera que lleve [1/2, f(1/2)] en [1/2, g(1/2)].

La primera observacion es que iterando sucesivamente el intervalo [1/2, f(1/2)],
hacia el pasado y hacia el futuro, cubrimos todo el intervalo [0, 1]. Esto es
asi porque w(x) = 1 para todo x € (0,1) y a(x) = 0 para todo x € (0,1).
Para extender hy a una conjugacion h de todo el intervalo, procedemos de la
manera siguiente.

Tomamos x € [0, 1] cualquiera. Entonces x € [0,1/2] 6 = € [1/2, f(1/2)]
6 bien z € [f(1/2),1]. Si z estéa en el segundo intervalo, entonces h = hq. Si
z € [0,1/2], entonces:

v e |J 2 f1/2).
n>1
Por lo tanto, existe un tnico n > 1 de forma que z € f~"([1/2, f(1/2)))
y f"(z) € [1/2,f(1/2)), por lo que podemos aplicarle hq. Asi definimos
h(z) = g ™ohgo f™(x). Procedemos analogamente para el intervalo [f(1/2), 1]
definiendo h(x) = g™ o hg o f~"(z) para un n adecuado dependiendo de x.

Veamos que la funciéon h asi construida es una conjugacion. Queremos
ver que para todo = € [0,1], se tiene h o f(x) = g o h(x). Como antes,
z € [0,1] implica que = € f"([1/2, f(1/2)]) para algin n € Z. Suponemos
primero n > 0. Entonces ho f(z) = g"*! o hg o f~"FV(f(z)); por otra parte
goh(x) = g™t ohgo f~™(x). Es decir, la funcion h conjuga f con g. Analoga-
mente se obtiene lo mismo para n < 0.

Resta probar que la funciéon h es un homeomorfismo. Sabemos que es
biyectiva pues hy es un homeomorfismo, y las funciones f y g son biyectivas.

La continuidad se verifica de la forma siguiente: en cualquier punto de
la union (J,, ., f7"((1/2, f(1/2)) la continuidad se verifica a partir de la con-
tinuidad de f, g y sus respectivas inversas. En 1/2, h esta definida por la
derecha como ho(1/2) = 1/2 y por la izquierda como:

lim g~ ohgo f(x) =g (hof(1/2)) = g~ (9(1/2) = 1/2,

x—1/2—
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donde la primera igualdad es por la continuidad de las funciones involucradas,
y la segunda por la construcciéon de hy. El mismo argumento prueba la con-
tinuidad en todos los puntos f"(1/2),n € Z. La continuidad de la inversa de h
es completamente andloga, simplemente hay que invertir los érdenes de f y g.

Si ambos valores, f(1/2) y g(1/2), son menores que 1/2, la construccion
de h es completamente analoga, construyendo hy de tal forma que lleve el
intervalo [f(1/2),1/2] en [g(1/2),1/2]. Si f(1/2) > 1/2 vy ¢g(1/2) < 1/2,
elegimos hg un homeomorfismo entre [1/2, f(1/2)] v [g(1/2),1/2], pero in-
virtiendo la orientaciéon, de forma de tener las identidades que utilizamos
ho(f(1/2)) = g(1/2) y ho(1/2) = 1/2. Esto completa la prueba de la afirma-
cion.

Es facil observar que un homeomorfismo creciente f del intervalo [0, 1]
tiene al menos 2 puntos fijos: Si f(0) > 0 o f(1) < 1 la funcién f no puede
ser sobreyectiva, de donde f(0) =0y f(1) = 1.

El ejemplo anterior muestra entonces que dos homeomorfismos crecientes
del intervalo [0, 1] con la cantidad minima de puntos fijos son conjugados.
Puede mostrarse de forma similar que dos homeomorfismos decrecientes del
intervalo con la cantidad minima de puntos fijos (1 en este caso) y la minima
cantidad de puntos periddicos de periodo 2 son conjugados.

Veremos en el siguiente ejemplo que un homeomorfismo decreciente y un
homeomorfismo creciente del intervalo, ambos con la cantidad minima de
puntos fijos, no son necesariamente conjugados.

Ejemplo 6. Sea f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = 1 — 2 y ¢ cualquier
homeomorfismo creciente que solo fija el 0 y el 1. Como observamos luego de
la Proposicion 6 si f y g fueran conjugados tendrian la misma cantidad de
puntos periodicos de cada periodo, pero f tiene un tnico punto fijo y g tiene
dos. Mas atin, f tiene infinitos puntos peridédicos de periodo 2, todos menos
el punto fijo, y g no tiene puntos periédicos no fijos.



Capitulo 2

Sistemas dinamicos en el circulo

2.1. Introduccion

La palabra circulo proviene del latin circulus que es el diminutivo de
circus y significa “cerco”. Cuando alguien nos menciona la palabra “circulo”
por lo general nuestra mente visualiza algo de la siguiente forma:

Esta figura representa, probablemente, el concepto con mas significados
en la historia de la humanidad. Encierra la idea de los ciclos, de la perfeccion,
del movimiento. Se asemeja a imagenes que van desde los planetas hasta los
atomos. Todo lo que hacemos como especie y como seres es comparable a
un circulo, desde las actividades cotidianas hasta las historias de nuestras vi-
das. jPero como es y qué significa esta figura en el mundo de las matematicas?

Es claro que cuando alguien nos menciona al circulo casi nunca imagi-
namos algo como: z2 + y* = r? ya que esta representacion es menos cercana

21
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a nuestra realidad y no es la forma de abstraccion méas comun. Sin embar-
go para poder estudiar esta maravillosa figura es indispensable encontrar o
definir la representacion que mas amplitud y libertad nos de. Esto implica,
por supuesto, una mayor abstraccion del concepto, aunque finalmente siem-
pre sepamos que la idea es la misma que en la figura de arriba. Primero
definiremos el circulo en el plano real mediante la primer nocién algebraica
que de ¢l tuvimos, es decir: S* = {(z,y) € R? | 2% + y* = r?}, donde clara-
mente r € R determina al radio.

En las matematicas tenemos muchas herramientas y el uso de estas nos
permite enunciar nuestras preguntas de una manera adecuada, asi como a-
cercarnos a sus respuestas. En nuestro caso, queremos definir el circulo en el
plano complejo C, debido a que los nimeros complejos nos permitiran otor-
garle la estructura de grupo a nuestro objeto de estudio y por ende, acceder
a sus propiedades dindmicas. Para esto primero necesitamos definir una ope-
racion que vaya de C en C. Recordemos que los nimeros complejos son de
la forma z = a + ib con a, b € R, denotamos la operacion que necesitamos
como e y la definimos como:

(x,iy) ® (u,iv) = (xu — yv,i(zv +yu)) con z, y, uy v € R;

de esta manera tenemos una operacion e asociada a un conjunto, el de los
complejos, y queremos ver si juntos conforman el grupo (C,e). Pero, jqué
es un grupo?

Definicién 15. Un grupo es un conjunto (:, con una operacion binaria
x : G x G — G, que se denota como (G, *) y satisface los siguientes ax-
iomas:

1) Asociatividad. Para cualesquiera a, b, c € G (a*b) xc = a* (bx*c).

2) Elemento neutro. Existe un elemento e en G tal que para todo a € G,
exa=ax*e=a.

3) Inverso. Para todo a € G, existe un elemento b € G tal que a *xb =
bxa=e.

Para probar que (C,e) es un grupo debemos mostrar que cumple con
los tres axiomas de la definicion. Se puede leer la prueba en el Apéndice,
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Proposiciéon 17.

Ahora podemos afirmar que (C/{0},e) es un grupo, lo llamaremos el
grupo multiplicativo de los complejos sin el cero y lo denotaremos como C*.

El segundo paso es definir un conjunto que describa nuestra nocién de
circulo y mostrar que ese conjunto con la operacién e es un subgrupo de

(C*, ).

Definicién 16. Dado un grupo (G, ), un subconjunto H de G es un subgrupo
si la restriccion de la operacion * a H es un grupo; es decir, que la operacion
x es cerrada en H y los inversos de H estan en H.

Definamos entonces nuestro nuevo conjunto como:
St={zeC||z| =1},

es decir todos los nimeros complejos cuyo modulo vale 1, esto significa que
si z =x +iy con x e y € R entonces |z + iy| = /22 + y?> = 1, 0 sea que son
todos los niimeros complejos que distan uno del origen. Esta nocién no debe
resultarnos extrana, pues es la misma idea mediante la que conocemos a la
circunferencia unitaria en el plano real 22 + 3> =1 con z e y € R.

Probar que el conjunto S es un subgrupo del grupo multiplicativo de
los complejos sin el cero es facil, lo inico que hay que observar es que para
cualquier elemento (x,iy) € S’ la suma de sus cuadrados siempre vale uno y
por lo tanto todos tienen inverso con la misma forma que los del grupo (C*, o).

Observemos que cualquier otro subconjunto de los niimeros complejos con
modulo constante distinto de uno no es un subgrupo del grupo multiplicativo
de los complejos. Esto es facil de ver ya que el producto de los médulos de-
biera ser igual a la unidad para satisfacer el axioma de la existencia de inverso
que establece la defincion de grupo. Por esta razon el inico subconjunto que
le otorga una estructura de grupo a S! es el circulo unitario.t

De esta manera hemos mostrado que el circulo tiene una estructura de
grupo que hereda de la del plano complejo sin el cero, la cual serd fundamental
en nuestra construccién posterior.

'En el Apéndice se puede leer un argumento més detallado del porqué utilizaremos el
circulo unitario.
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2.2. El circulo es un grupo cociente

Lo que queremos en esta seccion es darle al circulo una estructura de
grupo aparentemente diferente de la que tiene como grupo en los complejos
y probar que esta nueva estructura es equivalente a la que planteamos en
la Seccién §2.1. ;Por qué nos interesa que el circulo tenga una estructura
de grupo diferente? La estructura de grupo del circulo, la que hereda como
subgrupo de C*, vista ahora como un grupo cociente de los reales por los
enteros nos permitird definir “comodamente” funciones del circulo en otros
conjuntos: en si mismo, en los nimeros reales, etcétera, lo que es de vital
importancia, ya que lo que estamos haciendo es construir lo necesario para
estudiar la dindmica de las funciones del circulo en si mismo.

., Qué quiere decir que dos grupos sean equivalentes? Que dos grupos sean
equivalentes quiere decir que existe un isomorfismo entre ellos, esto es una
funcién entre ambos que establece una relaciéon uno a uno entre los elementos
de los dos grupos respetando las operaciones correspondientes a cada grupo.
Si existe este isomorfismo los grupos son llamados isomorfos y desde el punto
de vista algebraico los grupos isomorfos tienen las mismas propiedades y se
puede hablar de uno o de otro indistintamente.

Definiciéon 17. Dados dos grupos (G, *) y (H,*) un isomorfismo de (G, x*)
a (H,*) es una funcion biyectiva f : G — H tal que para todos u, v € G se
cumple que:

flusv) = flu) = f(v).
Se dice que los grupos (G, *) y (H,*) son isomorfos si existe un isomorfismo
y se denota como:

(G, %) = (H,*).

Para comprender mejor la definicién anterior me parece interesante citar
el siguiente texto de Herstein [Hers]:

«Cuando dos grupos son isomorfos, entonces, en cierto sentido, son iguales.
Difieren en que sus elementos se denominan en forma distinta. El isomorfis-
mo nos da la clase de esta diferencia de denominacion, y con ella, conociendo
un determinado cdlculo en un grupo, podemos efectuar el cdlculo dnalogo en
el otro. El isomorfismo es como un diccionario que nos permite traducir una
frase de un idioma a una frase, de igual significacion, en otro idioma. (Des-
graciadamente, no existen diccionarios tan perfectos, porque en los idiomas
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las palabras no tienen significado unico y no aparecen estos cambios de signifi-
cacion en las traducciones literales.) Pero, decir solamente que una oracion
dada en un lenguaje puede expresarse en otro no nos lleva muy lejos; lo que
se necesita es el diccionario para efectuar la traduccion. Andlogamente, puede
ser de poco interés saber que dos grupos son isomorfos, y lo realmente intere-
sante es el propio isomorfismo. Asi siempre que probemos que dos grupos
son isomorfos, intentaremos exhibir una aplicacion precisa que produzca este
isomorfismo.»

Un ejemplo de dos grupos isomorfos es el siguiente: el grupo de todos los
nameros reales con la suma (R, +) es isomorfo al grupo de todos los reales
positivos con la multiplicacion (R*, x), a través del isomorfismo f(z) = e®.

., Cémo construimos el circulo como un nuevo grupo? Para dotar de una
estructura de grupo al circulo necesitamos la nocién de grupo cociente, este
tipo de grupo nos permitira pasar del grupo que contiene a todos los niimeros
reales, (R, +), al circulo.

.Qué es un grupo cociente? Un grupo cociente es, de alguna manera, el
grupo que colapsa a un grupo normal N de G al elemento neutro y se denota
como G/N. Un grupo normal N de un grupo G es un subgrupo invariante
bajo conjugacion, es decir, que para cada elemento n € N y cada a € G, el
elemento ana™! € N. Podemos también definir la nocién de grupo normal a
través de las clases de N en G, definidas de la siguiente manera.

Sea aN el conjunto que denota todos los productos an, para n € N, ésta
es llamada la clase izquierda de N en GG. La union de todas las clases izquier-
das forma una particion de G. Analogamente, la unién de todas las clases
derechas Na de N en G forma una particién de G. Llamamos a N un grupo
normal de G si aN = Na para cada a € G, por lo tanto las dos particiones
de GG son la misma.

Cuando N es normal en G, el grupo cociente es:
G/N ={aN |ae€ G} ={Na|acG}.

En G tanto el neutro e como G son siempre grupos normales de G. Si éstos
son los tnicos, entonces G se dice simple. Todos los grupos N de un grupo
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abeliano o conmutativo G son normales, porque aNa™' = Naa~! = N. Ahora
que tenemos definido a un conjunto como la particion G /N necesitamos asig-
narle una operacion y comprobar que cumple con los axiomas de la definicién
de grupo para demostrar que el grupo cociente, asi definido, es efectivamente
un grupo.

La operacion de grupo que asignaremos a G/N es el producto de subcon-
juntos de GG obtenidos de la particion antes definida. Para que esta operacion
sea cerrada, es decir que el producto vaya de G/N x G/N — G/N, entonces
(aN)(bN) debera ser también una clase lateral para cualesquiera a y b en G,
lo que se demuestra facilmente:

(aN)(bN) = a(Nb)N = a(bN)N = (ab)NN = (ab)N.

Como se puede ver, la normalidad de N se usa ya en esta igualdad. Este
producto es claramente asociativo, y tiene a N por elemento neutro. El ele-
mento inverso de alN en G/N sera, segiin la ecuaciéon anterior, a=* N, lo que
completa la demostracion de que G/N forma un grupo con el producto de
subconjuntos de la particion dada.

Ahora mostraremos como a través de la definicion de grupo cociente pode-
mos construir el circulo como el grupo cociente de R entre Z.

Sea R el grupo conformado por los reales con la suma, (R,+), y Z el
grupo de los enteros con la misma operacion, (Z,+). Para construir el cir-
culo con estos dos grupos debemos mostrar que Z es un grupo normal de R
y definir un isomorfismo entre este grupo cociente y nuestro circulo definido
antes como un subgrupo de los complejos.

Que Z es un grupo normal de R es obvio, ya que el grupo (R,+) es
abeliano. Los elementos del grupo R/Z son de la forma:

R/Z={r+Z|reR}={rZ | reR} ={Zr | r € R}.
Denotamos por @ la operacion del grupo cociente R/Z dada por rZ &
"7 = (r +1r')Z, para todos r,r’" € R.

Ahora s6lo nos falta construir el isomorfismo entre (R/Z, &) y (S',e).
Proponemos la funcion f(z) = €*™® con x € R/Z. Por la formula de Euler
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sabemos que e*™® = cos(27z) + isen(27z). Veamos que f es un isomorfismo

entre nuestros grupos.

Tomemos x e y € R/Z, entonces:
f(l‘ D y> _ eZTri(x+y) _ 6(27Ti:p)+(27riy) — 2wz 2miy f(l’) ° f(y)

Las igualdades anteriores muestran que f(z @ y) = f(z) e f(y), lo que
implica que (R/Z,®) = (S',e), que es lo que querfamos probar. Y por lo
tanto hemos demostrado que el circulo es un grupo cociente.

2.3. El circulo es un espacio topologico

El circulo S' € C hereda, como subespacio topologico la topologia de
C. En esta seccion mostraremos que el circulo visto como el grupo cociente
(R/Z, ®) tiene una topologia natural que coincide con la que hereda del plano
complejo, es decir, son homeomorfos.

. Qué tenemos que hacer para ver al circulo como un espacio topologico
de otra manera?

Necesitaremos primero algunas definiciones que no tenemos para entender
la construccion topologica.

Definicién 18. Sean X e Y espacios topologicos. Sea p : X — Y una funcion
sobreyectiva. La funcion p es llamada funcion cociente si satisface que: U es
un subconjunto abierto de Y si y solo si p~(U) es abierto en X.

Dado un espacio topologico (X,7) y un conjunto A cualquiera, una fun-
cién sobreyectiva p : X — A permite transportar la topologia de X al con-
junto A. Es decir, existe una tnica topologia T* en A de modo quep: X — A
es una funcion cociente. 7* = {V C A | h™1(V) €T}. A esta topologia se le
conoce como la topologia cociente.

Por esto, dada una relaciéon de equivalencia en R podemos dotar de la
topologia cociente al conjunto de clases de equivalencia R/ZZ = {rZ | r €
R}, a partir de la funcién:

II:R— R/Z.



28 CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS EN EL CIRCULO

Observe que las clases rZ estan definidas por la relacién de equivalencia
r~y&sax—y e Zy que ll es sobreyectiva.

Por todo esto, hemos probado que (R/Z,7T*) es un espacio topologico. Sélo
nos quedarfa mostrar que es homeomorfo a S* C C. Para esto necesitamos
introducir los llamados espacios cubrientes y dedicaremos la siguiente seccion
a su estudio.

2.3.1. Espacios cubrientes

Los conceptos que definiremos a continuacion fueron introducidos por
Henri Poincaré mientras trabajaba en la clasificacion de las propiedades
dindmicas de los homeomorfismos del circulo. Para comprender la impor-
tancia de estas ideas podemos imaginarnos como habitantes del circulo. En-
tonces, si caminaramos siempre hacia adelante volveriamos eventualemente
al mismo lugar. Si quisiéramos contar la cantidad de vueltas que hemos da-
do podemos pensarnos como caminantes de la recta real que en cada entero
regresa al punto de partida. Entender y formalizar esta nocion es la clave de
la seccion.

Definicién 19. Sea p : £ — B una funcién continua y sobreyectiva. El
abierto U C B es continuamente cubierto por p, si p~*(U) es escrita como
la union disjunta de abiertos {V,} en E tal que para todo «, la funcion
plv, : Vo — U es un homeomorfismo.

La funcion p es llamada una funcion cubriente si todo punto de B tiene un
entorno continuamente cubierto por p. Se dice entonces que E es un espacio
cubriente de B.

El cubrimiento del circulo

Consideramos IT : R — S!, la proyecciéon canoénica, dada por:
I1(0) = ™ = cos(270) + i sen(276).

Nustrada en la figura 2.1.
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Figura 2.1: Idea de la proyeccion canénica IT: R — ST,

Sea 6 un ntimero real. Considerando la recta de R? que forma un angulo
270 con el eje de las abscisas en el {(0,0)}, observamos que la interseccion de
esta recta con el circulo de radio 1 centrado en el origen es exactamente I1(6).

Consideremos los siguientes abiertos U; = S — {(1,0)} y Uy, = St —
{(—1,0)}. Es claro que:

v, = U(n,n +1)

neZ

y que
I (Us) = | J(n+1/2,n +3/2).
nez

Cada una de estas uniones es claramente disjunta. Tenemos que probar que
| (nn+1) : (n,n+1) — Uy es un homeomorfismo. Recordando los conocimien-
tos de las funciones trigonométricas tenemos que II|(,, ,+1) es biyectiva y con-
tinua. Observe que II es una funcion abierta, es decir que si uno toma un
intervalo abierto de # € R su imagen por II es abierta en S'. Una forma de
ver esto es observar que la imagen por la proyecciéon es la interseccion del
angulo con el circulo. Vease la figura 2.2.

Como I|(,,,11) es una funcion biyectiva y abierta, su inversa es continua.
Esto prueba que U; es continuamente cubierto por II. Analogamente obten-
emos el resultado para Us,.
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0 \W\

Sl

Figura 2.2: Imagen de la proyeccion de un intervalo abierto a través de II.

Sea y € S, como U; U U, es todo el circulo, e y pertenece a U; o a
Us, conjuntos abiertos continuamente cubiertos por II. Es decir, y tiene un
entorno continuamente cubierto por II. Asi, hemos probado el siguiente lema:

Lema 1. La funcién I1 : R — S es una funcion cubriente.

A continuacion probaremos que el espacio cociente (R/Z,7T*) es homeo-
morfo a S*, completando asi el objetivo de esta seccion.

Proposicion 7. El espacio (R/Z,Tx*) es homeomorfo a S' con la topologia
que hereda como subconjunto de C.

Demostracion.

Empecemos definiendo el circulo en los complejos a través del isomorfismo
de grupos que construimos en la Seccién §2.2 como:

St = {(cos(270) + isen(270)) € C* | 0 € [0,1]}.

Utilizaremos la funcién cociente h : R — R/Z y la funcion cubriente IT : R —
St ya definidas, para proponer una nueva funcion f : R/Z — S como:

f([z]) =TI(h~"(z)) con [z] € R/Z,

donde x es un representante de [z] que esta en R. El siguiente diagrama sirve
para comprender mejor la idea propuesta:
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R 5 R/Z

NS
II
Sl

Debemos mostrar que f estd bien definida y que es un homeomorfismo.
Probaremos que esté bien definida si dados y, z € [z], se cumple que [y] = [2]
entonces f([y]) = f([z]). Sabemos que z e y son de la forma (z+n) y (z+m)
respectivamente, con n y m € Z. Entonces:

f(ly]) = IR~ (y)) = (cos(z +n) + isen(z + n))

f([2]) = (cos(x +m) + isen(x + m)).

El seno y el coseno son funciones periddicas en R, por lo tanto f([y]) =
f([2]). Esto muestra que nuestra funcion esta bien definida, ya que para dos
representantes distintos de la misma clase de equivalencia su imagen es la
misma.

Tenemos ahora que probar que f es un homeomorfismo. Observemos que
ya probamos que Il es un homeomorfismo, ademés probamos que tanto h
como h~! son continuas y sobreyectivas, por lo tanto f es un homeomorfismo,
que es lo que queriamos demostrar. O

Por lo tanto hemos probado que el circulo es un espacio topolégico. Aho-
ra, nos falta probar lo que mencionamos al principio de la Seccion: el espacio
topologico construido mediante la topologia cociente y el espacio topologico
con la topologia relativa son iguales, es decir que son homeomorfos. Para esto
utilizaremos la funcion €®™) con = € R, que definimos en la Seccion §2.2,
donde para cada real z le asociamos €>™) | esta funcion va de R en C y su
imagen, como lo probamos en la secciéon antes mencionada, cae justo en el cir-
culo definido en C. Como ademaés '™ = ¢/@+2™) coinciden para cualquier
entero n esta funcion lleva los puntos al espacio cociente R/Z, propiedad
que ya demostramos al ser ésta un isomorfismo de grupos. Si probamos que

ademéas la funcién es un homeomorfismo habremos terminado.

Sabemos, por la definicion de isomorfismo, que la funcién es biyectiva,
ademas, como hemos probado que es igual a la suma del seno y del coseno,
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podemos afirmar que es continua. S6lo nos falta mostrar que la funcion tiene
inversa continua, para esto observemos que ((R/Z, ®),T) es compacto y que
S C C es un espacio de Hausdorff, entonces tenemos una funcién biyectiva
y continua que va de un compacto en un Hausdorff y esto es siempre un
homeomorfismo. Por lo tanto hemos demostrado que los espacios son home-
omorfos.

A continuacion probaremos ademéas que S' es un espacio métrico. Gracias
a la funcién cubriente II de esta Seccion sabemos que el circulo hereda una
distancia de R definida como:

d([z], [y]) = min{dg(x +n,y +m) | n,m € Z}.
Recordemos que la distancia estandar en R es definida por la ecuacion:
d(z,y) = |z —yl.
Por lo tanto el:
min{dg(z +n,y +m) | n,m € Z} = min{|(x +n) — (y +m)| | n,m € Z}.

Lo que implica que nuestra distancia en el circulo esta bien definida y que
(S, d) es un espacio métrico.

Para estudiar la dindmica de S' vamos a introducir en esta seccién la
nocion de levantamiento. Esta es indispensable para el objetivo fundamental
del trabajo.

2.3.2. Levantamientos

., Como podemos operar con funciones del circulo si lo que sabemos es tra-
bajar con funciones reales de variable real? La definicion de nimero rotacion,
central en este trabajo, pasa por asociarle a un homeomorfismo del circulo
un homeomorfismo de R que refleje sus propiedades dindmicas. Es por esta
razon que definimos a continuacion la nocién de levantamiento.

Definicién 20. Sea p : E — B una funciéon cubriente y sea f : X — B
una funcién continua, entonces decimos que un levantamiento de f es una
funcién continua F' : X — F tal que po F' = f. Es decir:
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E

Lp

X B

=1 N\

Conociendo ya la definicion de levantamiento podemos observar que la
proyeccion canoénica proporciona a cualquier homeomorfismo f del circulo en
si mismo un levantamiento I’ con la propiedad de que fop = po F. Este
resultado es fundamental para la construccion del ntimero rotacion, por lo
que lo formalizamos en el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea f : S' — S' un homeomorfismo y sea II la proyeccion
candnica de R en S'. Entonces existe un levantamiento F : R — R de
fom:R — S'. Obteniendo un esquema con la siguiente forma:

F

R —- R
IT | 11T
St 7 St

Diremos que F' es un levantamiento de f.

A continuaciéon se describe la idea de la demostracion, se puede leer la
prueba formal en la Secciéon §54 de [Mun].

La demostraciéon se basa en construir paso a paso el levantamiento, para
esto hay que hacerlo localmente. Primero empezaremos definiendo F'(0), con
0 € R, ya que ITo F(0) = foII(0) = f([1]), con [1] € S! tenemos muchas
opciones para F'(0), es decir, cualquier x € R tal que II(z) = f(1). Tomamos
una de estas, sin importar cual, pero que sea fija.

Ahora, como en una vecindad suficientemente pequenia de F'(0), que
podemos elegir compacta, la proyeccion II es un homeomorfismo, la fun-
cion F(z) queda determinada, en la vecindad donde II tiene inversa, por
[Mo F(z) = foll(x), o sea, F(z) ="' o f or(z). Veamos que cuando llega-
mos al borde de la vecindad, llamémosle a ese punto y, tenemos ya definido
F(y); dado que repitiendo lo mismo que antes, como II es un homeomorfis-
mo en una pequena vecindad de F(y) podemos definir F'(x) en la pequena
vecindad de y aplicando el razonamiento anterior. Es posible que exista un
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problema, ya que en algunos puntos de la vecindad podriamos tener dos
definiciones de F'(z), pero observando bien veremos que estas son la misma
porque coinciden en el punto y y la funcion II es un homeomorfismo.

A continuacién repetimos lo mismo hasta cubrir todo R, esto lo podemos
hacer porque las vecindades donde II es un homeomorfismo pueden elegirse
todas de longitud 1. Si II no fuera un homemorfismo en estas vecindades
podria pasar que éstas se hicieran cada vez mas chicas y no llegdramos a
cubrir todo R. Esta, es la idea para demostrar que F es un levantamiento de
f, vaque Ilo F(x) = f(x) para toda = € R.

2.4. La familia de rotaciones

La familia de rotaciones del circulo va a ser nuestro modelo basico para
describir la dindmica de los homeomorfismos del circulo. Esta familia nos per-
mitird tener una nocioéon sencilla y util para poder adentrarnos en la dindmica
con una idea menos confusa en la cabeza.

Para definir una rotacién del circulo no necesitamos mas que definir el
angulo por el cual queremos hacerlo rotar. Finalmente este no es un concepto
nuevo para nadie, pues desde que aprendimos geometria en la escuela sabemos
que un angulo se puede identificar con un punto en el circulo. Por lo tanto
rotar por un angulo « es aplicar la transformacion siguiente:

S's[z] = [r+a]=[2]®[a] € S
Entonces, para cada angulo [a] € S! definimos R, la rotacién por este

angulo de la siguiente manera:

R, : S' — S tal que:

Ro([2]) = [z + o],

Para poder entender la siguiente proposiciéon es necesario que sepamos
qué es una isometria. Una isometria es una funciéon que conserva la distancia
entre los puntos. Recordemos que en la Seccion §1.1 definimos una funcién
distancia en S*.
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Definicidn 21. Sea (X, d) un espacio métrico. Si f: X — X satisface que:

d(f(x), fy)) = d(x,y) para todos z, y € X.

Entonces f es llamada una isometria de X.

Proposicion 8. Dado cualquier [o] € S, la funcion R, : S* — S es una
1sometria.

Demostracion.

Observe que:

d(Ra([z]), Ra([y])) = d([x+al, [y +a])
=min{[(z +a+n)— (y+a+m)| | n,meZ}
= min{|(z —y) + (n—m)| [ n,m € Z}
= min{|(z —y) + (n—m)| | n,m € Z}
— min{dg(z +n,y +m) | n,m € Z}
= min{dg(x +n,y+m) | n,m € Z}

= d([z], [y]).

Por lo tanto como d(R,([z]), Ra([y])) = d([z],[y]), Ra es una isometria
de S*. O

Observemos que una vez conociendo la funcion de las rotaciones del cir-
culo podemos tomar un [a] € S' y tomar un levantamiento de R, como la
traslacion T, : R — R tal que 7,,(z) = = + «, estudiando asi una funciéon del
circulo en si mismo desde los reales.

2.4.1. La dindmica de las rotaciones

Ya que hemos definido la funciéon R, como una rotacion del circulo la idea
inmediata es ver qué tipos de rotaciones hay. La dinamica de las rotaciones
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R, se puede dividir en dos tipos, dependiendo de si a es un ntimero racional
o irracional. Decimos que un punto [a] € S! es racional si @ = § conp, q € 7.
De hecho si « es racional todos los © € [a] son de la forma x = %’ +n con
n € Z. Por lo tanto [o] C Q. Analogamente [a] € S! es irracional si a € R es
irracional. A continuacion caracterizaremos las rotaciones segtn sea el caso.

Teorema 2. [a] € S! es racional si y solo si existe [x] € S* tal que R ([z]) =
[z] para algin q € N. Esto implica que todas las érbitas R"([y]) con [y] € S!
son periddicas e [y| es un punto periddico de periodo q, para todo y.

Demostracion.

Supongamos que existe [z] € S! tal que R%([z]) = [z] para algin ¢ € N.
Es decir que la clase de equivalencia de la rotaciéon es igual a la clase de
equivalencia de z, [R%([z])] = [z], es decir que x + qa = x + m, con m € Z.
Despejando « obtenemos que a = % € Q.

Ahora bien, si a = § con p, q € Z primos entre si? y [z] € S? cualquier
punto; bastaria probar que R%([x]) = [z]. Observemos que:

Ri([a]) = {x—i—% | n € Z).
Por lo tanto R‘%([x]) =(@+ %)= (z+p) € [z] O

Observacion: Para el caso irracional el comportamiento de las orbitas es
distinto, en el sentido de que para cualquier punto éstas son infinitas.

De hecho si la 6rbita de un punto es finita implica que el punto es un
punto periodico de la rotacion y por el teorema anterior esto no es posible
pues el angulo tendria que ser racional.

Para poder trabajar con el caso irracional debemos de introducir las si-
guientes definiciones generales de los sistemas dindmicos.

Decimos que la orbita de p es densa si O(p) = X, es decir, la orbita se
acumula en cualquier punto del espacio.

’Es decir que no tienen otro divisor comin distinto al 1y al —1.
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Definicién 22. Un sistema dindmico topologico f : X — X es llamado
minimal si la 6rbita de cualquier punto x € X es densa en X.

Con esta definicion probaremos formalmente que si [a] € S? es irracional,
entonces todas las 6rbitas son densas.

Teorema 3. Si [a] € S' es irracional entonces la rotacion R, es minimal.

Demostracion.

Sea [z] € S' y denotemos por A = O([x]), la cerradura de su orbita. Si
la 6rbita no es densa entonces el complemento de A es un conjunto abierto
no vacio que esta compuesto por intervalos disjuntos. Sea [ el intervalo mas
largo de ellos (o uno de los mas largos si es que hay més de uno del mismo
tamano). La rotacién es una isometria por lo que preserva el tamano de
cualquier intervalo. Observemos que:

J=R'(I)NI=0, sin#0.

De hecho, si J # (0 o bien R?(I) = I 6 R!(I)U I es un intervalo. El
segundo caso es imposible, pues |RZ(I) U I| > I; e I era el intervalo mas
grande de S'\ A.

Si R(I) = I los extremos de I tendrian que ser periodicos. De hecho, si
I = [a,b] entonces R*"(a) = a y R*>"(b) = b; cosa que es imposible ya que «
es irracional.

Dado que {R"(I)},, C S' es una familia de intervalos disjuntos de la
misma longitud, tenemos una contradiccion, pues la longitud total de S! es
finita. Esto implica que no puede existir ningin intervalo en el complemento
de la cerradura de la orbita. Por lo tanto, O([z]) = S, para todo [z] € S*.
En conclusién si « es irracional la rotacion R, es minimal. O

Por el teorema anterior y la Definicién 22 de esta seccion hemos probado
que si el 4ngulo de rotacion es irracional todas las érbitas de nuestro sistema
dindmico son densas.

Habiendo probado los dos teoremas de esta secciéon podemos afirmar que
la dindmica de la familia de rotaciones se divide en dos:
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1) O todas sus o6rbitas son periodicas, del mismo periodo y el w-limite de
cualquier punto es su orbita o,

2) todas sus orbitas son densas y el w-limite de cualquier punto es todo
el circulo.

2.5.  El niimero de rotacion

Hasta ahora hemos definido al circulo en los reales y en los complejos,
lo hemos construido como un grupo, como un espacio topolégico y como
un espacio métrico. Hemos definido la nociéon de homeomorfismo y hemos
estudiado algunos de ellos. Conocemos ya el concepto de levantamiento y el
de rotacién. Ademas, hemos estudiado parte de la dindmica de las rotaciones.

Con estas mismas ideas en mente Henri Poincaré se plante6 la pregunta de
bajo qué condiciones un homemorfismo dado seria equivalente a una rotacion.
Es por ello que aqui empezaremos el estudio del tan mencionado ntimero de
rotacion, el cual le fijard un nimero a cada homeomorfismo, este, en cierto
sentido, mide el promedio de la rotaciéon a la que son sujetos los puntos al
aplicarles el homeomorfismo. Dedicaremos la presente la seccién a su estudio.

Preservar orientacion

Un homeomorfismo f de S* en S! preserva orientacion si dados tres pun-
tos distintos a, b, ¢ en el circulo, ordenados de tal forma que yendo en contra
del sentido de las manecillas del reloj, empezando en a llego primero a by
después a c. Entonces la funcion f preserva ese orden, es decir, que empezan-
do en f(a), y yendo en direccion contraria de las manecillas del reloj, llego

antes a f(b) que a f(c).

Si esto no sucede, diremos que el homeomorfismo invierte la orientacion.
Los homeomorfismos de S! en S! que invierten la orientacién no nos interesan
porque siempre tienen dos puntos fijos. Para observar esto consideremos un
levantamiento F' de f, entonces, sin pérdida de generalidad, digamos que 0
es un punto fijo, o sea que F(1) = —1; entonces, la funcién F'(x) — x vale 0
en 0, y —2 en 1. Asi, podemos ver que debe valer —1 en algin punto entre
ellos y este representa el segundo punto fijo de S*.
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Proposicién 9. Sea f : S' — S un homeomorfismo que preserva orienta-
cion y F': R — R un levantamiento de f. Entonces el numero:

p(F) := lim w,

n—00 n

existe para toda v € R, es independiente de x y st Fy y Fy son levantamientos

de f,
p(F1) — p(F2) = (F1 — F») € Z.

A p(F) se le llama nimero de rotacion de F.

La tercera propiedad del ntmero de rotacion de un levantamiento de f
nos permite escribir la siguiente definicion.

Definicién 23. Se denomina numero de rotacion de f a:

p(f) =7 (p(F)).

A continuacion haremos la demostracion de la Proposicion anterior y la
dividiremos en tres partes: i) la independencia de z, ii) la existencia del limite
para toda x y iii) que esta bien definida salvo por un entero.

Antes de comenzar la prueba de la Proposiciéon necesitamos demostrar el
siguiente lema.

Lema 2. 57 f es un homeomorfismo, F' cualquier levantamiento de f, y 11
la proyeccion candnica de S*. Entonces F(x+1) — F(z) es un entero, el cual
es independiente de x y del levantamiento.

Demostracion.

Sabemos por la definicion de levantamiento que:
I(F(z+1)) = f(Il(z + 1)) = f(Il(z)) = II(F(z)),

entonces F'(x 4+ 1) — F(z) € Z. Este entero es independiente de x por con-
tinuidad. Si F' es otro levantamiento de f entonces:

I(F(x)) = f(Il(z)) = IL(F(2)),

asi F—F es una funcion continua de valores enteros, es decir que es constante,
por lo tanto F(z + 1) — F(z) = F(x + 1) — F(z), lo que prueba que es
independiente del levantamiento que se tome. O
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Observemos que el entero F'(x + 1) — F(x) tiene que ser positivo, pues f
preserva orientaciéon. Ademaés, si ese entero no es igual 1, se puede ver que
f no es inyectiva. Esto es cierto porque si encontraramos un x € R tal que
F(x + 1) = F(z) + 2, entonces existirian dos puntos y,z € [r,x + 1] C R
distintos como puntos del circulo tales que F(y)+1 = F(z),osea f(y) = f(2)
lo que implica que f no es inyectiva. Véase la grafica de la figura 2.3.

F(x+1)= F(x)+2

F(z)=F(y)+1 /
F(x)+1

E(y)

F(x) /

x 7 Z x+1
Figura 2.3: Grafica que muestra por qué F(z + 1) — F(x) = 1.

Con este lema demostrado podemos comenzar con la prueba de la Proposi-
ciéon 9.
Demostracion.
i) Por el Lema 2 sabemos que:
Flz+1)=F(x)+1,
y para cualesquiera x e y € [0,1) tenemos |F(y) — F(x)| < 1. Observemos lo

siguiente:

yh|-

[F(x) —2|  [F"(y) —yl| _ |1
. S Fn . o Fn o
R~ 2 (F @)~ 2]~ |F ()
A continuacion mostraremos que:

(IF" () = F*(y)| + |z — yl).

S|

20w = ol = 1) - o) <
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La validez de esta desigualdad se basa en el siguiente ejercicio de anélisis:
|z = 2| = |w =yl <y — 2|+ |w—z],
con x, Yy, Z y w en un espacio métrico.

Observe que:

a < b;
la| < b <
—a < b.

Sugerencia: haga x = F"(x), y =z, z = F"(y) y w = y, entonces como
para cualesquiera x e y € [0,1) tenemos |F(y) — F(x)| < 1, implica que:

1 2
Z(|F™(x) — F™ _ <=,
~(1F" () W)+ ]z —yl) <
que claramente no depende de x.

ii) A continuacion probaremos la existencia del limite para toda x. Para
esto tenemos que mostrar que:

Fr(z) —x

" < (F™(z) —x)+ (F"(z) —x) + 1.

Tomamos x € R y definimos a k como:
k=[F"(z)—z]=max{k € Z | k < (F"(z) —z)}.
Entonces:

F™(z)—2z = F™(F"(z))— F*"(z)+ F"(z) —z
= (F"(x+k)—(x+k)+ (F"(z)—2)+
HET(E (@) = F™ (2 + k) = (F"(z) — 2 — k)
< (F™(z) —z)+ (F*(x) —z) + 1.

Esto es cierto ya que: F(y) — F(z) < 1 cuando y — 2z < 1, y en este
caso y = F"(z) y z = x + k, por lo tanto:

(F"(x) —2) =k = (F"(z) — 2) — [F"(2) — 2],
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que es claramente menor que uno y mayor que cero.

Ahora veamos que:

F(z) —x

= LY () - @)

= Y FF) - F)
> min{F(y)—y|0<y <1},

por lo tanto £ (F"(z) — ) estd acotado inferiormente.

Para poder completar la prueba de la existencia del limite debemos in-
troducir el siguiente lema que daremos como cierto. El enunciado original y
su prueba se pueden encontrar en la Proposicion 9.6.4 de [KH|, Seccion §9.6,
pagina 374.

Lema 3. Si a1 < ap+apmar+L, para todam yn € N, alguna k y alguna L,

entonces la sucesion {%} es convergente y el limite pertenece a R U {—o0o}.

En nuestro caso tenemos que,

Ui = (F"7"(2) — ()

an = (F"(x) — ),
con k =0y L = 1. Ademés debido a que (F"(z) — z) estd acotada inferi-

) —

ormente el lim £ no vale nunca —oo.

n—oo

iii) Lo unico que falta demostrar para corroborar la validez de la Proposi-
cion del nimero de rotacion es que p(F) esta bien definido salvo por un
entero, esto implica que debemos mostrar que:

p(F1) — p(Fy) = Fy — Fy € Z.
Supongamos I’ un levantamiento y G = F(z) + k otro, con k € Z, Entonces:

G"(z) = F"(z) + nk.
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Sabemos, por el Lema 2, que F(z+1) = F(z)+1, esto implica que F(z+k) =
F(z) + k ya que es de periodo uno.

De esta manera: o
p(F) = lim —(x) -

n—o00 n

o(G) limF (a:)—x—nk:'

n—o0 n
Entonces p(F) — p(G) = lim 2 = k que es lo que querfamos demostrar.

Por lo tanto por i), ii) y iii) el nimero de rotacion esta bien definido. O

2.6. Homeomorfismos del circulo

Hemos llegado ahora a la ultima seccion del capitulo, el concepto de ho-
meomorfismo ha sido ya estudiado en las péginas anteriores. Las rotaciones
nos han servido como ejemplos de estos mas alla de su definicion. Ahora
revisaremos algunas de las propiedades dindmicas que pueden tener éstos a
través de su niimero de rotacion.

Para el estudio de los homeomorfismos del circulo que realizaremos a con-
tinuacién asumiremos que todos estos preservan orientacion. Senalaremos los
casos donde esta hipotesis cambie.

Comenzaremos demostrando que el nimero de rotaciéon es invariante bajo
conjugaciones topologicas, es decir que es invariante bajo homeomorfismos
que son conjugados como se defini6 y estudio en el capitulo anterior.

Proposicién 10. Si f y g homeomorfismos de S* en S* son conjugados por
un tercer homeomorfismo h : S* — S, entonces p(f) = p(g).

Demostracion.

Se pueden elegir levantamientos tales que f = ho goh™!, es decir que el
siguiente diagrama conmuta:

R & r & r &' R
IT | LI I} il
Sl N Sl N Sl Sl
h g h—1
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Donde H es el levantamiento de h y H~! de su inversa. Como el diagrama
conmuta sabemos que H o G o H~! es un levantamiento de h o go h™1.

Para demostrar que p(f) = p(g) tenemos que probar que:

—1 n
I HoFoH (O): i F (O)

n—-+o00 n n—+oo M

Observemos primero que como h~' es un homemorfismo, entonces existe
k > 0 tal que:

|H (z) — x| < k, para todo z € R (2.1)

Recordamos que los homeomorfismos con los que estamos trabajando
preservan orientacion. Entonces como (H 1o FoH)" = H o F"o H podemos
calcular los limites asi:

(H Yo FoH(0)" H'oF"o H(0) H(0)

lim = lim +
n—-+00 n n—+00 n n
. H(O
Pero lim 9 — 0, por lo tanto:
n—+oo ™

., H'oF"oH(0) ., H'oF"oH(0)
lim = lim ,
n—-+4o00o n n—-+4o0o n

y como por (2.1): [H ™' o F" o H(0) — F" o H(0)| < k, implica que:

-1 n n
o oMo HO) oy Fe HIO)
n—+o0o n n—+oo n
Pero ya probamos que lim %0) = 0, por lo tanto la igualdad de arriba es la
que estamos buscando y asi hemos demostrado que p(f) = p(g). ]

Hemos demostrado que los homeomorfismos topologicamente conjugados
del circulo tienen el mismo numero de rotacion. Gracias a este resultado
podemos escribir el corolario siguiente, cuya demostracion es facil de escribir
utilizando el razonamiento de la prueba anterior.

Corolario 1. Si h : ST — St es un homeomorfismo, entonces p(h=to foh) =

p(f).



2.6. HOMEOMORFISMOS DEL CIRCULO 45

Los siguientes resultados caracterizan los homeomorfismos dependiendo
de si su nimero de rotaciéon es racional o irracional.

Proposicion 11. p(f) es irracional si y sélo si el homeomorfismo f : St —
St no tiene puntos periddicos.

Demostracion.

Primero probaremos que si f no tiene puntos periodicos entonces p(f) ¢
Q. Supongamos que f tiene un punto x periddico de periodo q € Z, entonces
para algtin levantamiento F'y algtn k € Z tenemos que: F9(z) = x + k. Asi
para algin n € N tendremos:

P o LS p pingy) — pinga)

nq "=

9

_nk _k
ng g

entonces p(F') = k/q y como la funcion I1 es continua [I(p(F)) = p(f) = k/q.
Entonces si f tiene un punto periédico su nimero de rotacion es racional y
por lo tanto si f no tiene puntos periodicos p(f) ¢ Q, que es lo que queriamos
demostrar.

Ahora nos falta probar que si p(f) ¢ Q, entonces f no tiene puntos pe-
riodicos. Empecemos observando que para cualquier levantamiento F' de f,
p(F™ + k) = np(F) + k donde (F™ + k)(z) = F"(z) + k. Por lo tanto sera
suficiente con probar que si p(F') = 0, entonces f tiene un punto periodico, ya
que si p(F) es racional entonces existen n € Ny k € Z tal que p(F"+k) = 0.

Supongamos lo contrario, es decir que si p(F') = 0, entonces f no tiene
puntos fijos de ningin perfodo. Entonces podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que F'(z) > x para todo x € R. Deducimos asi que o F™(0) < 1
para todom € N, 6 F7(0) > 1 para algin j € N. Ahora si tomamos el segundo
caso podemos observar que F7(F7(0)) = F#(0) > FJ(1) > 2, etcétera, esto
%}0) > 1/j y por lo tanto p(F) > 1/j; pero sabemos por
hipotesis que p(F') = 0, entonces el segundo caso no es posible pero si el
primero, asi que {F(0)} es una sucesion mondtona, creciente y acotada por
1. Esta sucesion tiene que converger a algtin limite, el cual serd un punto
fijo de f. Por esto podemos deducir que p(F') € Z y por lo que probamos
primero f tiene puntos periddicos, lo que contradice nuestra hipotesis. Y asi

implica que



46 CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS EN EL CIRCULO

hemos demostrado que si p(f) ¢ Q, entonces f no tiene puntos periddicos,
completando la prueba de la Proposicion. O

A partir de esta Proposicion podemos escribir el siguiente corolario.

Corolario 2. Sea f : S' — S un homeomorfismo, entonces p(f) € Q si y
sdlo si f tiene un punto periddico.

Como hemos demostrado recién el inverso del corolario no escribiremos
su prueba en esta ocasion. Pero si lo aprovecharemos para continuar con
resultados que involucran a los homeomorfismos con nimero de rotaciéon de
valor racional.

Proposicién 12. Sea f : St — S un homemorfismo con p(f) € Q, entonces
todas sus orbitas periddicas tienen el mismo periodo.

Demostracion.

Si p(f) = k/q con k,q € Z primos relativos tenemos que probar que para
cualquier punto II(z) periddico existe un levantamiento F' de f para el cual
Fi(z) = = + k, lo que implicaria que todas las orbitas periodicas tienen el
mismo periodo.

Si II(x) es perioédico y F' es un levantamiento, entonces F"(x) = z + s
para algin r,s € Z y como vimos ya en la Proposiciéon 11:

k Fnr _
PR P i C) bk Y LR
q n—0o0 nr n—oonr T

Ahora podemos tomar F' tal que j = 0 y entonces s = mk y r = mgq, para
algin m € Z. Si F9(x)—k > x, y al igual que en el caso de los levantamientos
de la Proposicion 10:

F?(z) — 2k = FI(F'(x) — k) —k > F'(2) — k > z,

podemos razonar inductivamente y ver que F"(x) —s = F™(xz) — mk > x
contradiciendo nuestra hipotesis. Asi, F™(x) — mqg < x y andlogamente
F™(x) —mk > x, por lo tanto F™4(z) — mk = x entonces F9(z) = x + k,
que es lo que queriamos demostrar. O
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Ahora seguiremos el estudio de los homeomorfismos en el caso de que su
ntimero de rotacioén tenga valor irracional, es decir, el caso en el que nuestro
sistema dindmico no tiene puntos periédicos.

Teorema 4. Si el numero de rotacion p(f) es irracional, entonces el ho-
meomorfismo f es semiconjugado a la rotacion de dngulo p(f), es decir a
Ry + St — S'. Esta semiconjuacion es conjugacion si y solo si todas las
orbitas de f son densas.

La siguiente prueba se basa en la demostracion del Teorema 2.2.5 de la
Seccion §2.2.1 de [Na].

Demostracion.

Sea F': R — R un levantamiento de f a la recta real tal que F'(0) € [0, 1).
Por el Lema 2 y la demostracion de la existencia del limite que define al
numero de rotacion, sabemos que para cada x € R el valor de la funcion:

p(x) = sup(F"(z) — np(F)),

ne”Z

es finito. Observemos que la funcién ¢ verifica las siguientes propiedades:

i) @ es creciente y continua por izquierda;
i) p(x + 1) = p(z) + 1, para todo x € R;
iii) p(F(x)) = p(z) + p(F), para todo = € R.

La validez de estas propiedades de ¢ se basa en lo siguiente: i) Es creciente
porque F' es creciente y simplemente la estamos trasladando (restdndole un
valor fijo), por lo tanto tiene que serlo. Y que la funcion sea creciente implica
que es continua por izquierda. ii) Esta igualdad se da porque F™(z + n) =
F™(z) + n, en particular se cumple que F™(x + 1) = F™(z) + 1. Y iii) la
propiedad es cierta porque F™(F (z))—np(f) = F" ™ (z) — (n+1)p(f) +p(f).

A partir de estas propiedades observemos que para demostrar que ¢ es
una semiconjugacion debemos probar que es continua. El impedimento que
habria para que ¢ sea continua es que tenga saltos, probaremos que esto no
puede pasar ya que el nimero de rotacion es irracional.
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Observemos que, para cada = € ¢(R), el conjunto ¢! (x) es o un punto
o bien un intervalo no degenerado. Denotemos por ﬁ(F) a la unién del in-
terior de estos ultimos intervalos, es decir, es el conjunto de puntos donde
la preimagen es “plana”, donde es plano es un intervalo que va al mismo
punto. Y por S(F) la union del interior de los intervalos del complemento
de p(R), es decir, es el conjunto de “saltos” de la funciéon. Notemos que los
conjuntos ﬁ(F) y g(F) son subconjuntos de R; estos son invariantes por
las traslaciones enteras de la recta, por lo que inducen subconjuntos P(f) y
S(f) del circulo. Para demostrar que ¢ es continua tenemos que probar que
no tiene saltos, es decir que S(f) es vacio. Veamos que S(f) es invariante por
la rotacion de angulo p(f), es decir que R;(;)(S(f)) = S(f), pero la rotacion
es un homeomorfismo, por lo tanto esta igualdad siempre se da. Ahora, como
p(f) es irracional y los saltos son invariantes, estos se tendrian que imbricar,
apareciendo asi puntos periodicos, lo cual no puede pasar. Por lo tanto S(f)
es vacio, es decir que no hay saltos, y esto implica que ¢ es continua e induce
una semiconjugacion entre fy R,).

Finalmente observemos que P(f) es invariante por f, razonamos analoga-
mente que en el caso de la invariancia de S(f). Ahora, si P(f) no es vacio en
los o el intervalo que va todo a un punto, veremos que no es inyectiva, por lo
tanto no podria inducir una conjugaciéon. Pero al ser todas las érbitas de f
densas, podemos observar que como P(f) es invariante y contiene un abierto,
al haber una 6rbita densa que no contiene ningiin elemento que pertenezca
a P(f), encontramos un absurdo ya que esa Orbita no va a pasar por P(f),
entonces P(f) es vacio; y en este caso ¢ es inyectiva, por lo que induce una
conjugacion entre fy Ry O]

Ahora que sabemos bajo qué condiciones un homeomorfismo con niimero
de rotacién irracional es topologicamente conjugado a otro homeomorfismo,
en este caso a una rotacion, probaremos entonces que estos tienen el mismo
numero de rotacion.

Para continuar el estudio de los homeomorfismos del circulo con ntimero
de rotacion irracional incluiremos una definicion indispensable para nuestras
posteriores demostraciones.

Definicién 24. Un conjunto B C M es minimal si a través de f es cerrado,
invariante y no tiene subconjuntos propios cerrados e invariantes distintos

del (.
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Observemos que si B es minimal para cada = € B tendremos que w(x) = ()
6 w(x) = B. En el caso de que nuestro espacio fuera compacto, w(z) # () para
cualquier z € M, y por lo tanto en este caso cualquier punto de un conjunto
minimal es recurrente.

Recordemos que un conjunto es perfecto si es cerrado y todos sus puntos
son de acumulacion, es decir que no tiene puntos aislados. Ademas, el interior
de A es el mayor conjunto abierto contenido en A y se denota por A°; esto
es, si U C A es abierto, entonces U C A°.

Proposicion 13. Supongamos que p(f) es irracional. Entonces:
1) El conjunto w(x) es independiente de x.

2) Sea E = w(x) para algin x € S'. El conjunto E es cerrado, invariante
y perfecto. Ademds, si E # S entonces tiene interior vacio.

Cuando E # S! el conjunto E es un conjunto de Cantor, pues se trata de
un conjunto cerrado, perfecto, con interior vacio y que contiene una infinidad
de puntos.

La siguiente prueba se basa en la demostracion de la Proposicion 3 de la
Seccion §1.1 de [Ni]. Es necesario observar el lema siguiente.

Lema 4. Dado x € S' y m,n € Z tal que m # n, definimos el intervalo
I = [f™(z), f"(z)]; entonces cualquier drbita futura intersecta I, es decir:
para todo y € S existe un entero k > 0 tal que f(y) € I.

Demostracion.

Fijemos m,n € Z, observemos que los intervalos f‘k(m_")(l ) se inter-
sectan s6lo en sus extremos, entonces o bien llenan el circulo en una cantidad

finita de iteraciones 6 sus extremos convergen monotonamente a un punto
fijo de f™~". Ver la figura 2.4.

La segunda posibilidad, como ya hemos visto antes en la Proposiciéon 11,
nos haria contradecir la hipdtesis de que p(f) ¢ Q, por lo tanto y es un
elemento de alguno de los intervalos f~*(m=™)(I) ¢ fFm=m)(y) € I, que es lo
que queriamos probar. O
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f(I)

FE(I)

Figura 2.4: Representacion de los dos casos posibles del Lema 4.

Ahora si, demostraremos la Proposicion anterior.

Demostracion.

1) Para mostrar que w(z) es independiente de x, debemos observar que
si tenemos una sucesion {f"i(x)} de iteraciones de x convergente a un xy €
w(z), y r; — o0, entonces podemos usar nuestra afirmacion para escoger
una sucesiéon s; — 4oo, con f%(y) € [f7'(x), f(x)], y por lo tanto
fi(y) — xo, asi zy € w(y). Esto implica que w(x) C w(y), razonando
analogamente con y en lugar de = podemos concluir que w(z) = w(y), lo
que implica que cuando el nimero de rotaciéon es irracional el w-limite es
independiente del punto que se tome.

Sea E = w(x), para alguna x € S'. La Proposicion 2 muestra que E es
un conjunto cerrado e invariante.

2) Para probar que E es perfecto, veamos que si z € F, entonces z € w(z)

y z= lim f"i(z), donde cada f"i(z) es distinto pues z no puede ser periodi-
j—+oo

co, y por lo tanto ningin punto es aislado

Observemos que E es un conjunto minimal de f. Si existiera E' # ()
cerrado e invariante, entonces ' € E’ implica que O(z') C E’ y como
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E=w()CcO()CE =FE. Porlotanto F = F'.

Sea OF = E \ E°. Observe que OF es invariante. De hecho, E° =
f7YH(E®). Esto es verdad porque f~!'(E°) C FE es un abierto. Por lo tan-
to f~}(E°) C E°. Para mostrar la otra contenciéon basta observar que si
xr € E° entonces existe un abierto V' tal que z € V C E°. Por lo tanto

7)€ f7HV) C fTHED).

Observe que el complemento de OF es un conjunto abierto, de hecho
(OF)¢ = E° U E°. Por lo tanto OF es un cerrado.

Como OF C F y E es minimal, podemos concluir que: 0F = E, o bien
OF =0.Si OF = () entonces I/ = S!, pues E es abierto y cerrado. Si OF = E
entonces interior(F) = ), que es lo que queriamos demostrar. O

Con los resultados conocidos hasta ahora podemos concluir que el estu-
dio de la dindAmica de un homeomorfismo del circulo con nimero de rotacion
irracional pasa por estudiar la dinamica de la rotacién respectiva.

A partir de este resultado distinguiremos los dos posibles casos dinamicos
de los homeomorfismos con nimero de rotaciéon irracional. Diremos que un
homeomorfismo f es transitivo si E = S' y no transitivo en caso contrario.
En general, un sistema dinamico definido en un espacio topologico cualquiera
es transitivo si existe un punto cuya oOrbita es densa.

Con esta caracterizacion de los homeomorfismos concluimos el presente
capitulo, dando lugar al estudio del Teorema de Denjoy que es el objetivo
principal de este trabajo. Esto se hara en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

El Teorema de Denjoy

3.1. El teorema

Como ya hemos mencionado, la mayoria de los temas que se han pre-
sentado hasta ahora fueron estudiados en primera instancia por Poincaré.
Sin embargo, las hipotesis de diferenciabilidad fueron estudiadas realmente
a profundidad por Denjoy, al dedicarse a la investigacion sobre los difeomor-
fismos del circulo.

Hemos probado que cualquier homeomorfismo f del circulo con ntimero
de rotacion irracional o bien todas sus orbitas son densas (el minimal es to-
do S'), o bien el minimal es un conjunto de Cantor. También demostramos
que cuando todas las orbitas son densas el sistema dindmico es conjugado a
una rotacion. Arnaud Denjoy descubre en |Den|, tratando de entender cuan-
do un homeomorfismo del circulo es transitivo o no, que para descartar la
situacion en que el minimal sea un conjunto de Cantor, es suficiente controlar
la dindmica de f a través de su derivada. Por lo tanto debemos restringirnos
al dominio de los difeomorfismos del circulo.

Diremos que un homeomorfismo del circulo es un difeomorfismo si él y
su inversa son diferenciables. Recordemos que una funcién es diferenciable si
tiene derivada en cada punto de su dominio. Para nuestros propoésitos debe-
mos considerar difeomorfismos con mayor regularidad. De hecho, necesitamos
que su derivada sea una funcion continua. Un difeomorfismo que tiene esta
caracteristica se denomina que es de clase C*.

23



54 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE DENJOY

Para poder enunciar el Teorema de Denjoy debemos recordar la nocion
de la variacion de una funcion f : [a,a+ 1] C R — R, cuando esta es acotada
0 1o, y sobre todo, como utilizarla en funciones f : S — R. Recordemos que
II:R — S!' denota la proyecciéon candnica.

Definicién 25. Una funciéon g : S' — R tiene variacidn acotada si existe
V' > 0 tal que para cualquier sucesién de niimeros reales o < 1 < ... <
Tn = xo + 1 se tiene que:

n—1
S g0 (ai1) — g o ()| < V. (3.1)
=0

Denotamos la variaciéon de g por Var(g) = inf{V > 0|V satisface (3.1)}.

Por supuesto, una funcién no tiene variaciéon acotada si no existe dicha

V.

Ejemplo 7. Una funciéon Lipschitz f : [0, 1] — R satisface que existe C' > 0
tal que para todo x; y zo € [0,1] | f(x1) — f(x2)| < C|z1 — x2|]. Toda funciéon
Lipschitz tiene variacién acotada.

La validez de este resultado se basa en la siguiente desigualdad |f(z;) —
f(z2)| < Clzy — 2. La cual, por ser cierta para todo x;, nos garantiza que
|f(zj,) — f(z),)| < Clxj, — xj,], para todo z1 < ji < jo < @9, y para cada
particion distinta. Por lo tanto si una funcién es Lipschitz ésta tiene variacion
acotada.

Ejemplo 8. La funcién f = sen(1/z) no tiene variacion acotada. Observe
que para cualquier n € N, se tiene que ’f (@) —f (W)‘ = 2.

Teorema 5 (de Denjoy). Sea f un difeomorfismo del circulo de clase C*,
cuya derivada f' tiene variacion acotada y que preserva orientacion. Si el
nimero de rotacion p(f) es irracional entonces [ es topoldgicamente conju-
gado a Ry, la rotacion por p(f).

La demostracion del Teorema de Denjoy recae en las siguientes tres proposi-
ciones.
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Proposicién 14. Sea f como en el Teorema de Denjoy, entonces para todo
x € SY, la orbita de x es recurrente, es decir, v € w(x).

Proposicion 15. Sea f un homeomorfismo del circulo que preserva orienta-
cion. Si la orbita de todo punto es recurrente entonces toda orbita es densa,
es decir, w(z) = St

Proposicion 16. Sea f un homeomorfismo del circulo que preserva orienta-
cion con numero de rotacion irracional. Si existe un punto con drbita densa
entonces f es topologicamente conjugado a una rotacion.

La prueba de la Proposicién 14 esta basada en una herramienta conocida
como los sistemas de pares que conmutan y su renormalizacion. Esta her-
ramienta nos permitird construir una prueba transparente del Teorema de
Denjoy.

La idea fundamental es construir una sucesion de sistemas dinamicos que
represente a los sucesivos retornos, por las iteraciones de f, a intervalos en-
cajados construidos alrededor de un punto arbitrario. Si estos intervalos se
reducen al punto entonces la érbita de éste es recurrente. Si no, se demostraré
que la derivada f’ no puede ser de variaciéon acotada, lo que seria una con-
tradiccion a las hipotesis del teorema.

La prueba del Teorema de Denjoy recae fuertemente en la demostracion
de la Proposicion 14; de hecho las Proposiciones 15 y 16 son consecuencia de
lo que ya trabajamos en los capitulos anteriores.

Demostracion de la Proposicion 15.

Como mostramos en la Proposicion 13 de la Secciéon §2.6 , al tener ntimero
de rotacion irracional, el conjunto no errante es minimal implicando asi que
toda orbita es densa. [

Demostracion de la Proposicion 16.

El Teorema 4 de la Seccién §2.6 dice que si el minimal de f es todo el
circulo, entonces f es topologicamente conjugado a la rotacion R,y). [

A continuaciéon comenzaremos la demostracion del Teorema de Denjoy,
siguiendo la prueba que expone R. MacKay en [Mac|. Empecemos entonces
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explicando la nocién de un sistema de pares que conmutan y su renormali-
zacion.

3.1.1. Renormalizaciéon

La renormalizacion de un sistema de pares que conmutan nos permitiré, a
través de sucesiones de intervalos y de sucesiones de funciones, aproximarnos
a un punto mientras observamos paso a paso la dindmica de su 6rbita. Esta
herramienta funciona como un lupa especializada en encontrar el mejor an-
gulo para estudiar nuestro sistema dinamico. En nuestro caso nos permitira
ir acércandonos a un punto no recurrente mientras analizamos el compor-
tamiento de su oOrbita.

El concepto de un sistema de pares que conmutan surge del siguiente
planteamiento. Dado un homeomorfismo f que preserva orientacion, F' un
levantamiento de él tal que F'(0) € [0,1) y una traslacion T'(z) = x — 1, con
x € R, definimos los intervalos Ly y Ry de la siguiente manera:

Lo = [FoT(0),0] y Ro = [0, F(0)].

Ahora, definimos las funciones Iy y 79 como la restriccién del levantamiento
F a Ly en el primer caso y como la restriccion de la funcion F'oT a Ry en
el segundo, asi:

l03L0—>LOUROyT02R0—>LOURO.
Observe que, por naturaleza, 'y T' conmutan entre si, esto es:
FoTl =ToPF.

Definicion 26. Un sistema de pares que conmutan (s.p.c.), (L, R,l,r) esta
formado por un par de intervalos L y R (que pueden llegar a ser puntos)
a la izquierda y a la derecha del cero respectivamente, que se intersectan
en él, y un par de funciones crecientes [ y r que van de L y R a L U R,
respectivamente, donde L = [r(0),0], R = [0,1(0)] y lor(0) = rol(0). Ver la
figura 3.1.

El motivo fundamental para considerar los s.p.c. es que podemos definir,
inductivamente, a través de iteraciones del sistema original, otro s.p.c. Este
procedimiento es llamado de renormalizacion, y se utiliza fuertemente en el
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Figura 3.1: Grafica de un sistema de pares que conmutan.

estudio “moderno” de los sistemas dindmicos. A partir de una transformacion

[+ X — X, este procedimiento consiste en encontrar X C X y n € N tal

que f"ﬁ tenga el mismo tipo de propiedades que f : X — X; salvo que X sea
X

un subconjunto muy pequeno. Si abusamos un poco y pensamos que X = X
entonces:

renormalizamos

dado (f: X — X) ———— (Rf = F" : X — X).

Observemos concretamente cémo construir la renormalizacion de un s.p.c. El
procedimiento es el siguiente:

Dado (Lo, Ry, lo, 7o) un s.p.c., entonces para obtener el sistema (L, Ry, 1, 71)
aplicamos la siguiente regla que depende del signo de [y o r¢(0).

e Caso positivo. Si ly o 79(0) > 0, entonces definimos el nuevo intervalo
izquierdo Ly = Ly, y el derecho Ry = [0, o 79(0)]. Ahora bien, definimos la
funcion Iy = rgolp que vade Ly = Ly — LU Ry 11 = 19|r,- Ver la figura
3.2.
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Figura 3.2: Caso positivo.

e Caso negativo. Si Iy o r9(0) < 0, el nuevo intervalo izquierdo sera L; =
[looro(0),0] y el derecho Ry = Rg. Por su parte, defimos i1 = ly|z, y r1 = lgorg
que va de Ry = Ry — LU R. Ver la figura 3.3.

Figura 3.3: Caso negativo.

De esta manera, al proceso que transforma un s.p.c. en otro s.p.c. lo
llamaremos renormalizacion:

renormalizacion
(Lo,Ro,lo,To) — (Ll,Rbll,ﬁ)-
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Observemos que si lpory(0) = 0 la renormalizacion se puede llevar a cabo
con cualquiera de las dos reglas, y en ambos casos alguno de los intervalos
Rq o L; se reducira al punto 0.

Por lo tanto, si tenemos un sistema (Lg, Ry, lo,79) podemos obtener una
sucesion de sistemas (L, R,,l,,r,) a través de la repeticion de las reglas
arriba descritas (haciendo una eleccion si [, o r,(0) = 0). A partir de esta
construccion se genera una sucesion o de signos + y —, de manera que o, = +
si (Lps1, Rnt1, lns1, Tna1) es generado por el caso positivo y 0, = — en caso
contrario.

3.1.2. Numero de rotaciéon

El proceso de renormalizacién nos permite recuperar el niimero de rotacion
de f. De hecho, a partir de la sucesion {0, } y la propiedad de que el levan-
tamiento de f y la traslacion T' conmutan, podemos construir una sucesion
de racionales que convergen a p(f).

Para hacer esto procedemos de la siguiente manera. La base de la induc-

e es PO 0y P 1 : : p R _
cion es B2 = 7y gl = 7, asi construimos el intervalo [qo, Qo] [0, 1].

Inductivamente construimos la siguiente sucesion de intervalos encajados:
[p" ﬁ} c [0,1].

an’ Qn

. P, . . .
El intervalo [’q’"—ﬁ, Q—:ﬂ estd determinado de acuerdo a o0,,, de la si-
n n

guiente manera:

3 — Pn+1 _ pntPn P77,+1 _ &
S1 Opt1 + entonces . wio. Y Ot o

: — Pntl _ Pn Pryi _ pntPn
S1 O = — entonces =—— =2 = = ——F.
Tl+1 an+1 dn y Qn+1 %’L‘i’Qn

Observe que en ambos casos sustituimos un extremo del intervalo anterior
por un punto intermedio.

A continuacién probaremos por induccion tres propiedades relacionadas
con esta construcciéon que nos ayudaran para la prueba del teorema.

Lema 5. Las siguientes relaciones se satisfacen para toda n € N :
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i) I, = F7" o TPn,
ZZ) Ty = FQ’!L o) TPn?
”Z) PnQn - ann =1

Demostracion.

Supongamos m = 0, entonces ly(z) = F(z), ro(z) = FoT(x) y Pogo —
poQo = 1—0 = 1. Las dos primeras igualdades son ciertas por la Definicion 26
de los s.p.c. y la tercera es cierta por los valores definidos para: pg, qo, Po v Qo-

Ahora suponemos cierto para m = n, quedando la hipdtesis de induccion
de la siguiente manera: [, = F% o TP, r, = F@ o T v P,g, — ppQn = 1,
vy hay que demostrar que vale para m =n + 1.

Primero probaremos que [, = F9+! o TP+l Observemos que para el

caso en el que 0,11 = + sabemos que ¢,11 = ¢ + Qn ¥ Pni1 = pn + Py, por

lo tanto:
FQn+1 o Tpn+1 — Fqn+Qn o Tpn"l‘Pn —

:F%LoTpnoFQnOTPn —
=l,or, =71,01l, =1l41.

Observe que para obtener esta igualdad es fundamental que: FoT =T o F}
por esto se denomina un sistema de pares que conmutan.

Y para el caso en el que 0,1 = — sabemos que ¢,11 = ¢n V Pni1 = Pn,
por lo tanto:
FQTH—I 1) Tpn,+1 — FQTL 1) Tpn — Zn — anrl

Hemos demostrado que el inciso i) es verdad. Para verificar el segundo,
es decir que 7, = F@+1 o TP+ hay que proceder andlogamente que para
l,,+1 tomando los valores correctos para @),,.1 v P,11 cuando ¢ = + o cuando
o= —.

Asi, solo nos falta demostrar que P,11¢n+1 — Pnir1@ns1 = 1. Observemos
que sucede para o = + :

PN(QR + Qn) - (pn + Pn)Qn = I'pQn + PnQn _ann - PnQn -
= I'nQn _ann =1.
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Se demuestra andlogamente para ¢ = —. De esta manera hemos demostrado
por induccibén las tres propiedades mencionadas previamente. O

A continuacién probaremos que la sucesion de intervalos encajados que
mencionamos anteriormente converge a p(f), el nimero de rotacién.

Lema 6. Los intervalos [Z—Z, %} son encajados y ﬂN [z—:, %] ={p(f)}.
ne

Demostracion.

Observemos que tanto ¢, como (), tienden a infinito cuando n — oo, sin
importar el signo o,, en cada paso. Ahora, sabemos por construcciéon que:

lo(x) = FI" o TP (z) = FI"(x — p,) = FI(z) — pp.
Por lo tanto, F'%(0) = p, + 1,(0). De la misma manera:
() = FO o TP (1) = F9 (x — P,) = F9(2) — P,.

Y asi, F'9(0) = P, + r,(0). Observemos que 1, (0) y r,(0) € L, U R,,, por lo
tanto ambos son acotados.
Fn(x)

Ahora bien, como p(f) = lim —* para todo € S y F es un levan-

tamiento de f, podemos concluir que:

Fan (0 n + 1 (0
y que:
FQ (0 P, +7,(0
i £O) 11'm+—r():p(p)
Terminando asi la demostracion de que [ [Z—”, S—”} ={p(H)}. O
neN 17" "

En particular, tenemos el siguiente corolario que utilizaremos méas ade-
lante.

Corolario 3. Si p(f) ¢ Q entonces o, no es eventualmente constante, es
decir, ewisten sucesiones no acotadas de niumeros enteros n; y m; tales que
O-nj =+ ?/Um]-:_
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Demostracion.

Observe que si 0, es siempre el mismo signo, entonces sustituimos siempre
el mismo extremo por un punto intermedio. Por lo tanto, la sucesiéon converge
al racional que determina el otro extremo. O

Conociendo ahora los conceptos de los sistemas de pares que conmutan
y de su renormalizacién, y con el conocimiento de que a través de estos el

numero de rotacion es el limite de los intervalos encajados [Z—", 5—"} . Podemos
n n

comenzar con la demostracién del Teorema de Denjoy.

3.1.3. La prueba de la Proposicién 14

Para demostrar la Proposicion 14 a través del proceso de renormalizaciéon
probaremos que la variacion de la derivada de f explota bajo la hipotesis de
la existencia de una orbita no recurrente. A partir de ésta seccioén es impor-
tante observar que L, y R, pueden ser intervalos o puntos, esto depende del
enunciado que se esté estudiando y se podra ver la diferencia.

Supongamos que existe un punto x € S! tal que su érbita bajo f es
no recurrente, es decir x ¢ w(x). Sin pérdida de generalidad, digamos que
x = 0. A través de la renormalizacion formemos una sucesion de sistemas de
pares que conmutan (L,, R,,l,,7,). Y mediante ella definamos el siguiente
intervalo:

L, R]| = ﬁ L,UR,.
n=0

Lema 7. Si existe un punto no recurrente entonces R — L > 0, es decir
[L,R] es un intervalo no trivial.

Demostracion.

Supongamos que £ = 0. Cada intervalo L,, es de la forma L, = [A,,0].
Ver la figura 3.4.

Entonces, como £ = 0, la sucesion A\, — 0, cuando n — oo, asi:

FioTP(0) =\, — 0,
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Figura 3.4: Representacion de la sucesion de intervalos L,,.

y sabemos que F% o T?P"(0) = F(0) — p,, entonces:

I(F"(0) = pn) — 11(0),

n—oo

donde II es la proyeccion canodnica definida en la Seccion §2.3, pero:
II(F"(0) = pn) = f*([0]) entonces f([0]) — [0].

Esto prueba que [0] € w([0]), lo que contradice la hipotesis de que la orbita
es no recurrente. Por lo tanto, £ # 0 y como £ € (), L,, entonces £ < 0, que
es lo primero que queriamos demostrar. Se razona andlogamente para probar
que R > 0. ]

A continuacion estudiaremos la dindmica del intervalo [£,R] bajo las
funciones [,, y r, obtenidas a partir del proceso de renormalizacion. En par-
ticular nos interesa la imagen de los extremos. Recordemos que L pertenece
al dominio de [,, y 'R pertenece al dominio de r,, para todo n € N.

Lema 8. r,(R) < L y l,(£L) > R, para todo n > 0.

Demostracion.

Supongamos que para algiun n, [,(£) < R. Entonces, [,,(L) < R, para
todo m > n. Queremos probar que [,,(z) es una sucesion no creciente para
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[ r rr¢+119 71 1
L L L-L I J-1 1 1
Ly Ly Ly L 0 RRy R Ry

Figura 3.5: Visualizacion de sucesion de intervalos [£, R] = (., Ls U R,,.

todo punto z € [£, R}, es decir que si k > k', lp(x) < Iy (2).

Sabemos que 7,,(0) < L, ya que L,, = [r,(0),0] y £ € (), L, y tam-
bién que [,,(z) es una funcion creciente para todo m € N, es decir que para
todo entero m, l,,(x) < l,,(y) con z < y. Para conocer el valor de la fun-
cion 4 1(x) conociendo [,,(x) recurriremos a la renormalizacion. Entonces
se tiene que:

Caso positivo. Si l,, o7, (0) = 0 entonces L, +1(x) = I, o (). Por defini-
cion de un s.p.c. sabemos que las funciones [ y r son crecientes y por lo
tanto 7, (z) < x y lyn(x) > x, para todo x. Entonces [, o ,(0) < 1,,(z) ya
que x > r,(z), para todo x, esto implica que la sucesion [,,(z) es no creciente.

Caso negativo. Si l,,, o r,,(0) < 0 entonces l,,,41(x) = l,,(x), en este caso
es claro que [,,,(x) es no creciente para todo x.

Por lo tanto r,,(0) < Ly l,,(x) es no creciente. Queremos probar ahora
que si [, 01, (0) < R entonces r,,00,,(0) < 7, (R). Observemos que I, 07, (0)
es un extremo de Ly, 1 U Ry,41, es decir que [, o 7, (0) ¢ (£, R). Véase la
figura 3.5.

Entonces [,,,07,,(0) < £ < 0, para todo m > n. Esto implica que o, = —,
para todo m > n. Aplicando entonces el caso negativo en la construccion del
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numero de rotacién obtenemos:

Pn Pm-1 + Pm—1:| {pn }
_’ _— _> —_— .
dn Gm-1 + Qm—l dn

Es decir que el ntimero de rotacién de F' es racional, pero esto contradice
la hipotesis de nuestro lema, por lo tanto ,(£) > R, para todo n. De esta
manera hemos demostrado la primera parte de nuestro lema. Se demuestra
analogamente que r,(R) < L, para todo n. ]

La dindmica del intervalo [£, R| nos permitira mostrar que tanto la variacion
de la derivada de [,, como la de r, son cada vez méas grandes, conforme n
crece. Para hacer esto utilizaremos el Teorema del valor medio. A continua-
cion introducimos una discusion sobre este teorema que nos ayudard para
comprender la prueba de los lemas siguientes.

El Teorema del valor medio

El concepto de diferencia, en el caso del Teorema del valor medio, con-
sidera los valores de una funcién para distintos valores de z, mientras que la
definicion de derivada en un punto no nos dice nada acerca de la funcion en
cualquier otro punto. La diferencia expresa propiedades globales de la fun-
cion, mientras que la derivada exhibe una propiedad local. El Teorema del
valor medio nos permite deducir propiedades globales de una funciéon a partir
de propiedades locales dadas por su derivada.

Consideremos la diferencia de valores de una funcién f de la siguiente

manera:
f(z1) = flz2)
T =Ty
Ahora, supongamos que la derivada existe en todo el intervalo [z1, 2], donde
la gréafica de la funciéon tiene tangente en todos sus puntos. La diferencia de
valores de la funcion f es la tangente del angulo de inclinacién « de la secante
que pasa por p; y p. Ver la figura 3.61.

Imaginemos esta secante trasladada paralelamente a si misma. Es fécil
concluir que al menos una paralela estard en una posiciéon en la cual serd
tangente a algiin punto en la curva entre xy y o, esto ocurrird en un punto
p de la grafica, el cual se encuentra a la maxima distancia que hay entre la

Tmagen tomada de [CJ].
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>

Figura 3.6: Teorema del valor medio.

secante [p1,p2] v f(x). Por lo tanto existe un valor intermedio x = y en el

intervalo, tal que:
f(@1) — flx2)

X1 — X2

= I'(v).
Esta Proposicion es el Teorema del valor medio.

Teorema 6. Si f(x) es continua en el intervalo cerrado ©7 < © < x9 ¥
deriwable en todo punto del intervalo abierto x1 < x < x9, entonces existe al
menos un valor 6, con 0 < 0 < 1, tal que:

f(xl) — [(z2)

p— = f'lvy + 0(xg — 1))

Si se substituye 1 por x y xo por x + h, el Teorema del valor medio puede
ser expresado como:

flz+h) - f(x)
h

= f'(y) = f'(x +0h), conz <y <x+h.

Adn cuando es esencial que f(z) sea continua para todos los puntos del
intervalo, incluyendo los puntos extremos, no se tiene que suponer que la
derivada exista en los puntos extremos.

La demostracion del teorema se puede leer directamente en [CJ] o en casi
cualquier libro de calculo diferencial.
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La variaciéon de la derivada explota

Ahora que conocemos la definiciéon de variaciéon y el Teorema del valor
medio, el siguiente paso es encontrar puntos adecuados donde la derivada de
l,, es arbitrariamente grande y puntos donde es arbitrariamente cercana a 0,
y lo mismo para 7,,.

La idea es observar que dado que £ < 0 < R, entonces se debe cumplir
que las funciones [, y r, tienen que mandar intervalos de tamano fijo en in-
tervalos de tamafio arbitrariamente pequefnio. Al mismo tiempo, mostraremos
que para algunos valores de n se puede conseguir que, [, 6 r,, hagan lo con-
trario, es decir, manden intervalos arbitrariamente pequenos en intervalos
de tamano fijo. Esto, aunado al Teorema del valor medio, probari que se
pueden encontrar valores de n donde la derivada de [,, 6 r,, tiene variacion
arbitrariamente grande. A partir de aqui denotaremos a las derivadas de las
funciones por D.

Lema 9. Eziste una sucesion de enteros nj — oo y puntos b; € [0,R) y
¢j € [R, Ry,| tales que:

i) 0< Dry,(b;) <R~ para toda j € N.
i) Dry,(c;) — oo cuando j — oo.
Notemos que b; y ¢; pertenecen al intervalo [0, R,].
Demostracion.
Sea n € N tal que 0,,.1 = +. El Teorema del valor medio nos asegura que
existe b € [0, R) tal que:

7n(R) — 1r,(0)
— =

El lema anterior garantiza que r,(R) < £. Al mismo tiempo, r,,(0) = L,
donde r,(0) < L.

Dr,(b) =

Observe que £ — L,, < 1, entonces, r,(R) —r,(0) < L — L, < 1. Por lo

tanto,
rn(R) — 1,(0) o L—L,
R SR

0 < Dr,(b) = <R (3.2)
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El hecho de que la derivada Dr,(b) > 0 es porque f preserva orientacion.

Por otro lado el Teorema del valor medio nos asegura que existe ¢ €
[R, R,] tal que:

() — ra(R)
Dr,(c) = .
rn(c) R R
Observemos que 7,([R, R,]) D [£,R]. De hecho, el lema anterior nos
garantiza que r,(R) < Ly, como estamos en el caso 0,41 = +, sabemos que
rn(Ry) = 1 01,(0) = I, 01,(0) = 0y como I, or, ¢ (L, R) tenemos que
ro(Ry) > R.

Entonces, r,(R,) — r,(R) =2 R — L. Por lo tanto,

rn(Ry) — ra(R) L .

R —
= > .
Dr,(c) R_R. “R_R. (3.3)

Recordemos que [,,(0) = R,, — R por que asi lo construimos.

Gracias al Corolario 3 existe una sucesion {n;} tal que o, 11 = +. Por
eso podemos concluir que existen b; € [0,R) y ¢; € [R, R,,,] tales que:

i) 0 < Dry,(b;) < R™" para toda j € N.
ii) Dry,(cj) — oo cuando j — oo.

Esto es verdad porque en (3.3) el numerador es fijo y el denominador
tiende a 0, lo que prueba ii). Veése la figura 3.7. O

Observemos que en esta prueba utilizamos las propiedades de la renor-
malizacion para el caso positivo. En el caso negativo el mismo razonamiento
demuestra un resultado analogo para [,,. Vease la figura 3.8.
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Figura 3.7: La grafica describe la renormalizacién de un s.p.c. en el caso que

00:+.

2

[or(0)

1

Figura 3.8: La grafica describe la renormalizacién de un s.p.c. en el caso que

ggp — —.

Ahora que conocemos el comportamiento de las derivadas de [,, y 7,

vamos a definir la variacion de un sistema de pares que conmutan.

Definicién 27. Un s.p.c. tiene variacion acotada si log DI, log Dr tienen
variacion acotada y definimos:

Var(L, R,l,r) = Vary log DI + Varg log Dr.
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La razon para considerar el log(Df) en lugar de simplemente la derivada
D f es porque gracias a la regla de la cadena:

log D(r ol)(x) = log Dr(l(z)) + log DI(x).

Probaremos entonces que la variacion de un s.p.c. disminuye a medida
que lo renormalizamos, ya que sus intervalos de definiciéon son cada vez de
menor tamano.

Lema 10. Sea (Lo, Ro,lo,70) un s.p.c y denotemos por (Li, Ry, l1,7m1) su
renormalizado, entonces se cumple que:

Vary, log Dly + Varg,log Dry > Vary, log DIy + Varg, log Dry;

es decir,

Var(Ly, Ry, 1y, m1) < Var(Lg, Ro, lo, o).
Demostracion.
Lo hacemos en el caso + (el caso — es analogo). Observemos que:
log DIy = log Drg o ly + log Dl,

esto es cierto por la regla de la cadena y las propiedades del logaritmo.
Ademas, o = r1 por lo que log Dry = log Dry.

Calculemos ahora la variaciéon:

Vary, log DIy + Varg, log Dry < Varg, g, log Dro+
+Vary, log Dly 4 Varg, log Dry.

Recuerde que lyorg(0) = Ry y lo(0) = Ry. Como Ry = R1U[lyor((0), lo(0)]

tenemos que:
Vary, log DIy + Varg, log Dry < Vary, log DIy + Varg, log Dry,
utilizando que Var;(f) + Var,(f) = Varus(f), siempre que I sea disjunto

de J. Esta ultima igualdad hace posible probar la desigualdad de nuestro
lema. O
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Con este lema demostrado es facil llegar a un absurdo, suponiendo la
existencia de un punto no recurrente, como veremos en la demostracion de
la Proposicion 14.

Demostracion de la Proposicion 14.

La existencia de una orbita no recurrente implica que el intervalo [£, R]
sea no trivial, hipotesis fundamental en el Lema 9. Este lema implica que
la variacion Var(L,, R,,l,,r,) es arbitrariamente grande conforme n crece.
Recordemos que:

Var(L,, Ry, l,,r,) = Vary, log DI, + Varg, log Dr,,.
Como el Lema 9 nos garantiza que existen b, y ¢, tales que:

i) log Dr,(b,) < —logR para toda n € N.

ii) log Dr,(¢,) — oo cuando n — oo.

Entonces observe que por la definicion de la variacion,
Varg, log Dr,, > |log Dr,(c,) — log Dr,(b,)|. (3.4)

Sabemos que —log Dr,(b,) < logR esta acotado y log Dr,(c,) tiende
a infinito. Ademés la Vary, log DI, > 0. Por lo tanto, Var(L,, R,,l,,r,) es
arbitrariamente grande conforme n crece.

El Lema 10 dice que:
Var(Ln, Rn, ln, Tn) < Val'(Lo, Ro, lo, To).

Pero la derivada de f tiene variacion acotada lo que implica que las
derivadas de [y = F|LO y rg = Fol fo tienen variacién acotada. Como la
funcion logaritmo es derivable con derivada continua se cumple que las fun-
ciones log Dly y log Dry han de ser de variacién acotada también. Lo cual es
una contradiccion y ésta nos garantiza que toda orbita es recurrente, que es
lo que queriamos demostrar.
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3.2. Un contraejemplo C" del Teorema de Den-

Joy

En la ultima seccién de este capitulo queremos exponer el hecho de que el
Teorema de Denjoy deja de ser verdadero si se debilitan un poco las hipote-
sis sobre la regularidad del sistema dinamico f. Es decir, que la conjugacion
topologica a la rotacion R,) no se da. Hemos demostrado que todas las
Orbitas de una rotacion irracional son densas, es decir, el conjunto no er-
rante (f) = S'. Hemos estudiado la dinamica de los homeomorfismos con
nimero de rotacion racional y hemos descubierto que no es tan complicada
por la existencia de orbitas periédicas del mismo periodo. Podriamos creer
entonces, por el Teorema de Denjoy, que existe un tnico modelo dinidmico
para los homeomorfismos del circulo: las rotaciones. Sin embargo, esto no es
cierto, ya que es posible construir ejemplos de homeomorfismos (como vere-
mos mas adelante), inclusive de difeomorfismos, que no son topolégicamente
conjugados a la rotacion de angulo p(f).

Michel Herman, quien fue un sobresaliente matematico francés, dedico
gran parte de su tiempo a investigar los grupos de difeomorfismos del circulo
y a raiz de ello expreso, en [Herm2|, que:

“Todo investigador deseoso de trabajar en los difeomorfismos del circu-
lo debe habituarse a construir y estudiar ejemplos. Fste punto de vista estd
wlustrado por el hecho de que Denjoy llego a su célebre teorema porque no
podia construir contraejemplos de clase C? (contraejemplos que, sin embar-
go, parecian plausibles a Poincaré). En este mismo espiritu, si intentamos
construir contraejemplos en reqularidad inferior a C? en algunos resultados
de dindmica unidimensional, observamos obstrucciones para clases de dife-
renciabilidad intermedia muy precisas. La primera esta ligada a las acciones
de grupos abelianos sobre el circulo.”

Es asi que debilitando las hipotesis del Teorema de Denjoy de distintas
maneras no es posible obtener algo mas que una semiconjugacion. Daremos
algunas ideas para ilustrar lo que decimos, aunque el tinico caso donde se es-
bozara una prueba es para el caso donde f es C°. Se puede leer en [Ni], [Rob]
y [S] el caso donde anulando la hipotesis de variacion acotada la conjugacion
no se da. También existe el caso, que muestran [Herm1|, [KH| y [Na], donde



3.2. UN CONTRAEJEMPLO C° DEL TEOREMA DE DENJOY 73

se anula la hipotesis de variacion acotada pero se considera un difeomorfismo
cuya derivada satisface una condiciéon de Holder con exponente o < 1, es
decir, de clase C'*®, en el cual tampoco se da la conjugacion con la rotacion
respectiva. Para un estudio detallado de los distintos contrajemplos que se
conocen del Teorema de Denjoy se recomienda la lectura de [HS].

Las herramientas que construimos a lo largo de todo el capitulo, que
garantizan la existencia del intervalo Jy = [£, R| ademas de proporcionarnos
el espacio suficiente para explotar la variacion de la derivada f y obtener
una contradiccion a la hipotesis de la existencia de una érbita no recurrente,
nos plantean una pregunta. Si prescindimos de la hipotesis de la variacion
acotada, entonces jcudl es la dindmica de los iterados del intervalo [£, R|?

Resulta que: Si J, := f"(Jy), para cada n € Z, entonces J, N J,, # ()
si y solo si n = m. De hecho, por la construccion de [£,R] sabemos que
la orbita del f™([0]) se acumula del lado derecho de £ y del lado izquierdo
de R. Si f*(L) € Jy, para alguna n € Z, entonces f"*([0]) se acumula en
f*(L). Esto es imposible porque la 6rbita del cero no es recurrente y por
eso O([0]) N [L, R] = (). Las otras posibles intersecciones nos llevan al mismo
absurdo. Por lo tanto, todos los puntos de |J,, J,, son no errantes. Si £ denota
al conjunto de Cantor obtenido en la Proposicion 13, entonces E C S\ [JJ,.

Observemos ademés que » long(.J,,) < 27, el perimetro del circulo.

Esto nos da pie para una construccion basada en la siguiente idea: a partir
de una rotacion irracional, reemplazar todos los elementos de la 6rbita de un
punto por una sucesion de intervalos ajenos.

Consideremos una rotacion cualquiera R, tal que « es irracional. Tomem-
os un [r] = x € S! arbitrario y sea {J,} una sucesion de intervalos disjuntos
tales que > long(.J,) sea finita. Reemplacemos cada f™(x) con n € Z por el

n
intervalo J,, correspondiente.

Una vez que insertamos todos los intervalos J, obtenemos un espacio
topologico S que es homeomorfo a un circulo de didmetro mayor.

Observe que f : S*\[JJ, — S*\|JJ, esta bien definida por f(z) = Rqa(2)
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y podemos extender f a |JJ, de manera que f(J,) = Jn41 sea un homeo-
morfismo que preserva los extremos, para cada n. Por lo tanto f : S' — S!
es un homeomorfismo.

Como ya estudiamos en la seccion §2.6 las rotaciones R, y f son topologi-
camente semiconjugadas. Por lo tanto sus ntimeros de rotacion son iguales,
es decir:

a = p(Ra) = p(f)-

Sin embargo, ninguna de las 6rbitas de f es densa en S'. Por lo tanto, en
este caso existe una funcion f en C, con nimero de rotacion irracional tal
que esta f no es topologicamente conjugada a R,. Esta construccién nos
proporciona un contraejemplo C° al Teorema de Denjoy.



Conclusiones

Recordemos para iniciar las conclusiones de este trabajo la pregunta que
nos hicimos en la introduccion: ;Existe un invariante que permita catalogar
las diferentes dinamicas de los sistemas dinédmicos en el circulo?

La respuesta es si, si nos restringimos al universo de los difeomorfismos
del circulo cuya derivada tiene variacion acotada y que preservan orientacion.
En este universo el niimero de rotacion permite saber cuando son topologica-
mente conjugados a una rotacion irracional y cudndo no. De hecho, el catalogo
es el conjunto de todas las rotaciones del circulo. Esta es la conclusion del
Teorema de Denjoy.

Ahora bien, en el universo de los homeomorfismos del circulo concluimos
que si el namero de rotacion es irracional existe un tnico modelo dindmico
modulo semiconjugacion topologica y podemos separarlos en transitivos o no
transitivos.

Por ultimo y como parte de las preguntas que surgieron desarrollando
este trabajo, podemos concluir que la conjugacion topologica garantiza que
la dindmica de dos homeomorfismos del circulo es la misma pero no necesa-
riamente su diferenciabilidad ni sus propiedades analiticas.

)



Apéndice

Para facilitar la comprension de la tesis se presentan en este apéndice
algunas construcciones y definiciones particulares sobre el circulo. Hemos
dividido estas herramientas por grupos, dependiendo el capitulo y secciones
en donde son utilizados.

Capitulo 1 - Sistemas dindmicos topolégicos - ;Qué es un sistema
dinamico?

La siguiente definicion se da para contextualizar los espacios topologicos
en los que se desarrolla el presente trabajo.

Definiciéon 28. La topologia usual asociada a R es la coleccion de abiertos
U tales que U es abierto en R si y s6lo si para toda x en U existe € > 0 tal
que la bola de radio € y centro en x estd contenida en U.

Para ilustrar mejor la nociéon de espacio compacto damos a continuacién
una definicon distinta y un ejemplo.

Definicién 29. Un espacio topologico X es compacto si cualquier cubrim-
iento por abiertos de X contiene un subcubrimiento finito que también cubra
a X. Y decimos que es conezo si no se puede escribir como unién de abiertos
disjuntos.

Un ejemplo de un espacio que no es compacto es la recta real con el
cubrimiento generado por los intervalos abiertos A = {(n,n +2) | n € Z}.
Asi mismo el intervalo (0,1] tampoco es compacto, el cubrimiento A =
{(£,1] | n € Z*} no contiene un subcubrimiento finito que cubra al (0,1].
Con los mismos razonamientos podemos ver que tampoco es compacto el
intervalo (0,1). Por otro lado el intervalo [0, 1] si es compacto, y su prueba
es un ejercicio clasico de analisis.

7
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Capitulo 2 - Sistemas dinamicos en el circulo - Introduccién
Proposicion 17. (C,e) es un grupo.
Demostracion.

1)Asociatividad. Sean (z,1iy), (a,ib) y (u,iv) € C entonces:

((x,iy) o (a,ib)) e (u,iv) = (xa — yb,i(xb+ ya)) e (u,iv) =

(u(za — yb) — v(za + yb), i(u(xb + ya) + v(xa — yb)))

((uxa — uyb — veb — vya), i(uxb + uya + vra — vyb))

(x(ua — vb) — y(ub + va), i(z(ub + va) + y(ua — vb)))
(x,1y) ® (ua — vb,i(ub + va)) = (x,iy) ® ((a,ib) ® (u,iv)).
Por lo tanto e es asociativa.
2)Elemento neutro. Sean (x,iy) y (1,i0) € C entonces:
(x,1y) o (1,i0) = (1,i0) ® (x,iy) =
(1x — 0y, i(ly — Ox)) = (1, ily) = (z,y).
Por lo tanto el elemento (1,0) es neutro para cualquiera (x,iy) € C.
3)Inverso. Sean (z,iy) y (a,ib) € C tal que:
(x,1y) e (a,ib) = (1,10),
es decir que: (za — yb, i(xb+ ya) = (1,0) esto implica que:
xa — yb = lyzb + ya = 0.

. . _ x — _~Y
A partir de estas ecuaciones sabemos que a = g AN b= oy R Observemos

que cuando x = y = 0 nuestras ecuaciones se indeterminan, asi que tendremos

que restringir nuestro dominio a: C/{0}, es decir que todos los (z,iy) € C/{0}
; . ey

tienen inverso de la forma (W’ ZW). ]
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. Por qué tomar el circulo de radio uno como nuestro espacio? La respuesta
escrita de dos maneras distintas, primero formalmente y después intuitiva-
mente:

1) El circulo unitario es el inico subgrupo multiplicativo compacto del
plano complejo. ;Por qué es el tinico compacto? En un subgrupo multiplica-
tivo de C, las normas de los elementos forman un subgrupo multiplicativo de
R. Si este es acotado, todos tienen norma 1, esto es porque si tuviéramos uno
de norma mayor, sus potencias tenderian en norma a infinito y si tuviéramos
uno de norma menor, su inverso tendria norma mayor, entonces todo sub-
grupo compacto esta contenido en el circulo. Es decir, que si el grupo original
es compacto, entonces el grupo multiplicativo de las normas se reduce al el-
emento {1}, asi que el grupo original es un subgrupo del circulo. Y por lo
tanto el inico circulo en el plano complejo que es un grupo es el de radio uno.

2)Si tomaramos un circulo de radio mayor, al tomar cualquier punto en
¢l su tamano r seria mayor que 1, entonces al multiplicarlo por si mismo,
r?2 = r - r, el tamafio de r? seria mayor que r e implicaria que r? no esta
en el circulo original. De la misma manera, si tomaramos un circulo de ra-
dio menor, al multiplicarlo por si mismo, el tamano del punto obtenido sera
menor que el del punto original y asi éste no perteneceria al circulo origi-
nal. En los dos casos pasaria lo mismo si multiplicaramos cualquier par de
puntos distintos, es decir, que el punto resultante no perteneceria al circulo
original. Claramente esto no pasa en el circulo de radio 1, donde el tamano
de todos sus puntos es uno y al multiplicar cualquier par el nuevo punto
sigue perteneciendo al circulo unitario. Esto implica que el tnico circulo en
el plano complejo que es un grupo es el de radio 1, propiedad fundamental
para el estudio de los sistemas dindmicos en este espacio.

Capitulo 2 - Sistemas dinadmicos en el circulo - El circulo es un
grupo cociente

Proposicion 18. (R/Z,®) es un grupo.

Denotamos ahora a la operacion que necesitamos como @ y la definimos
como rZ & r'Z = (r +1r")Z, con r y ' € R. Observamos que la operacion es
cerrada pues va de R/Z x R/Z — R/Z y esta bien definida ya que r + 1’ es
una suma de nimeros reales y esto siempre es un real.
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Para probar que (R/Z, ®) es un grupo nos falta mostrar que la operacion
cumple los tres axiomas de la definiciéon de grupo.

1)Asociatividad. Sean rZ, pZ y qZ con r, py ¢ € R tres elementos de
R/Z, entonces:

(rZ@pZ)®ql = (r+p)Z®qZ = (r+p+q)Z = rZ&(p+q)Z = rZ®(pLDqL).

Por lo tanto @ es asociativa.

2)Elemento neutro. Sea rZ con r € R un elemento de R/Z y 0Z con 0 € R
el elemento neutro del grupo (R, +), entonces:

rZ&0Z=(r+0Z=0+7r2Z=0ZdrZ=rZ,
yva que r +0 =0+ r = r. Por lo tanto 0Z es neutro bajo .

3)Inverso. Sean rZy —rR conr y —r € R dos elementos de R /Z, entonces:
rZ2® —rZ = (r+(-r))Z=(r—r)Z=0ZL.

Y como sabemos que 0Z es el elemento neutro, para cualquier rZ € R/Z
existe un inverso que se encuentra tomando el inverso de r de los ntmeros
reales, es decir, —r.

Capitulo 2 - Sistemas dinamicos en el circulo - El circulo es un
espacio topolégico

Para definir la topologia que hereda S' C C relativa a C, debemos dar
una familia de subconjuntos del circulo que verifique las condiciones de la
definicién de topologia. La familia es la siguiente.

Definicién 30. Decimos que A pertenece a la topologia que hereda el circulo
de C si A se puede escribir como un abierto de C intersecciéon S!. Es decir que
todos los A = BNS!, donde B denota algtin abierto de C, es decir un elemento
de su topologia usual; estos A conforman la familia de subconjuntos abiertos
que componen la topologia relativa de S* como subespacio de C. Denotemos,
para facilitar la notacion de la seccion, como (S, 7") este espacio topologico.

Dejamos al lector pensar la prueba de que (S',7") cumple los tres ax-
iomas para ser un espacio topologico.
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Capitulo 2 - Sistemas dinamicos en el circulo - Homeomorfismos
del circulo

Definiciéon 31. Si A C C'y A # C, se dice que A es un subconjunto propio
de C'y se denota como A C C.
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