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Motivacion y Objetivos

Las técnicas estadisticas de analisis multivariado de datos fueron extensamente estu-
diadas a lo largo del siglo XX, desarrollandose la teoria de nuevos métodos durante todo el
siglo y teniendo un aumento en la frecuencia de su aplicacion en la segunda mitad del mismo,
debido principalmente al incremento en las facilidades de calculo computacional y analisis

numeérico.

La causa principal en el auge del desarrollo de dichas técnicas fué, y aun sigue siendo,
la necesidad de estudiar a los individuos de una poblacién, a partir de una muestra represen-
tativa, utilizando una visiéon amplia, que contemple multiples caracteristicas de la referida
poblacién en un mismo analisis, con el objetivo de resumir la informacién de las mismas en
indicadores sencillos de interpretar. De este modo surgieron las propuestas de Analisis de
Regresion Multiple, de Analisis Multivariado de Datos de Tipo Categérico, y analisis mas
especificos como las técnicas estadisticas de agrupacion (e. g. Analisis de Conglomerados),
las técnicas estadisticas de clasificacion (e. g. Analisis Discriminante), Analisis Multivariado
de Varianza, Analisis de Factores y Analisis de Componentes Principales, por mencionar las

mas conocidas.

Una de las areas que han establecido la referida necesidad de utilizar una visién multidi-
mensional, es el area de evaluacion de proyectos, debido a la busqueda de establecer de manera
conjunta los indicadores que varian y la forma en que lo hacen, entre dos o0 mas poblaciones
de individuos en estudio, o entre una misma poblaciéon en distintos momentos del tiempo.
Hasta ahora la mayoria de los estudios se tienen que limitar a realizar analisis indicador por
indicador. Esta es la primera motivacion del presente proyecto, teniendo como primer objetivo
el presentar los resultados existentes con respecto a una técnica poco conocida, y casi nunca
tratada en los libros de texto, denominada Analisis de Componentes Principales Comunes en
Vectores Dependientes con la finalidad de plantearla como una alternativa para realizar ese
analisis de variacién de indicadores de manera conjunta, contemplando la posibilidad de que
las poblaciones estudiadas no sean independientes, ya sea por tener caracteristicas en comun,
o por formar parte de una encuesta longitudinal. Esto permitira al area de evaluacion de

proyectos tener visiones de la evolucion de los indicadores de manera conjunta.

Ahora bien, la mayoria de las técnicas estadisticas multivariadas, han basado sus desa-
rrollos en un conjunto de supuestos distribucionales y muestrales, que generalmente consisten
en asumir que que los datos provienen de una poblacion con distribucién Normal Multivariada
y que se tiene informacion captada a partir de una muestra representativa de la poblacion a
estudiar, obtenida a partir de muestreo aleatorio simple.



Por una parte, las criticas relacionadas con la dificultad de que, en la practica, el supuesto
distribucional de Normalidad Multivariada se cumpla, han derivado en la necesidad de estu-
diar distribuciones alternativas o mas generales, y por tanto motivado en parte el desarrollo
del presente proyecto, en el que se establece como segundo objetivo, presentar a la familia
de distribuciones elipticas, y los resultados estadisticos necesarios para la implementacion
practica del Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes par-
tiendo del supuesto de distribucion eliptica de los datos.

Por otra parte, también en la practica, la creciente necesidad de estudiar a los indivi-
duos de una poblacién a partir de la vision multidimensional, se ha combinado con el aumento
en el tamaro y la dispersion de las poblaciones estudiadas, principalmente en lo que a es-
tudios de caracter sociolégico y econémico se refiere, lo cual ha generado la necesidad de
modificar los mecanismos de captaciéon de la informacion en la busqueda de optimizar los
recursos disponibles. Esto ha implicado que se desarrolle el area de disefio muestral, lo cual
se ha venido realizando durante toda la segunda mitad del siglo XX, proponiendose alternati-
vas al muestreo aleatorio simple, denominadas disefios muestrales complejos (estratificados,
conglomerados, polietapicos, etc.).

Las consecuencias al utilizar datos obtenidos a partir de disefios muestrales complejos
se reflejaron en que los analisis estadisticos existentes no contemplaban las modificaciones
derivadas de dichos disefios en sus desarrollos tedricos, por lo cual los resultados obtenidos
podrian ser incorrectos. Esto ha provocado la necesidad de retornar a dichos desarrollos
teodricos, tanto a niveles univariados como multivariados, para que se incluyan en los mismos
las modificaciones que generan las variaciones en los disefios muestrales. Existen avances al
respecto, que se han concentrado en los métodos estadisticos de mayor frecuencia de uso, sin
embargo aun hay muchos métodos de creciente aplicaciéon que no contemplan las modifica-
ciones derivadas del uso de datos captados a partir de disefios muestrales complejos. Esta es
una mas de las motivaciones del presente proyecto que establece como su tercer objetivo, el
aportar el desarrollo estadistico necesario para que el Analisis de Componentes Principales
Comunes en Vectores Dependientes, pueda ser aplicado de manera practica partiendo del
hecho de que se dispone de una muestra obtenida por medio de un diseio muestral complejo.

Para alcanzar los tres objetivos previamente establecidos, el trabajo se estructurara en
siete capitulos, siendo el primero una revision del trabajo existente en relacién a cada uno de
los tres grandes rubros que se desprenden de los objetivos. El segundo capitulo presenta la
técnica estadistica denominada Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores
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Dependientes, partiendo de sus bases metodolégicas y de las técnicas estadisticas de las cuales
se deriv6. Este capitulo da cumplimiento al primer objetivo del proyecto. El tercer capitulo
hace una semblanza de ciertos resultados de caracter general relacionados con la familia de
distribuciones elipticas, como lo son su definicién, la forma de realizar analisis para muestras
aleatorias, y la forma de simular datos con distribucion eliptica. Los tres primeros capitulos
son totalmente independientes entre si, lo cual permite estudiar cualquiera de los tres sin

necesidad de haber leido los otros.

En el cuarto capitulo se presenta el desarrollo teérico que establece la forma en que
el Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes, pueda ser apli-
cado de manera préactica partiendo del supuesto de distribucién eliptica de los datos, dando
cumplimiento al segundo objetivo del proyecto.

En el quinto capitulo se presenta el desarrollo estadistico mediante el cual el Analisis de
Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes, puede ser aplicado de manera
practica partiendo del hecho de que se dispone de una muestra obtenida por medio de un
disefio muestral complejo, considerando la posibilidad de asumir distribucién eliptica. Este
capitulo da cumplimiento al tercer objetivo del proyecto.

Los dos ultimos capitulos presentan dos aplicaciones que reflejan el gran potencial de uso
de la metodologia, la primera cuando se tiene un censo (resultados poblacionales) y la segunda
cuando se dispone de una muestra obtenida por medio de un disefio muestral complejo. En el
primer caso se trata de un analisis de la evolucién de la marginacion por localidad en México
entre 1990 y 2000, utilizando los resultados censales de ambos afios. El segundo caso refiere
a un analisis de las variaciones en los niveles de vida de los hogares de México utilizando
para ello una encuesta de caracter longitudinal obtenida por medio de un disefio muestral
complejo, denominada Encuesta Nacional de los Niveles de Vida de los Hogares, analizando
los afios 2002 y 2005.

NOTA: Los resultados que son base, o que se utilizan para demostrar los teoremas y
proposiciones que conforman la contribucién original del presente trabajo, se incluyen ya sea
con la referencia a textos donde se pueden encontrar las demostraciones, o con demostraciones

completas en aquellos casos en los cuales no se encontré un texto conteniéndolas.



Capitulo I. Antecedentes

A continuacion se presentan por separado los antecedentes en materia de desarrollos,
tanto tedricos como practicos, existentes sobre tres temas relacionados con los objetivos del
proyecto, mismos que a su vez constituiran las bases del desarrollo del mismo. Los temas son:
analisis multivariado, disefio muestral complejo y métodos estadisticos que contemplan el
disefio muestral complejo cuando éste se presenta. No se presentan descripciones detalladas
de los métodos referidos, pero se incluyen las referencias de los libros y articulos donde se

pueden encontrar dichas descripciones a detalle.

I.1 Antecedentes en el Area de Analisis Multivariado

Para el estudio de datos categéricos se han desarrollado técnicas como el Analisis de
Correspondencias, técnica de presentacion grafica de la asociacion entre las categorias de un
conjunto de variables de tipo categorico, propuesto en 1935 por H. O. Hartley quien publi-
caba bajo su nombre aleman original Hirschfield (Greenacre, 1984). Otra técnica de estudio
de datos categoricos son los Modelos Log-lineales mediante los cuales se intenta reproducir
la distribuciéon de una tabla de contingencias. Esta técnica fue producto de los resultados
planteados primero de manera separada por G. Udyn Yule y Karl Pearson en 1900, y pos-
teriormente estudiados con mayor claridad por Maurice Bartlett en 1935 (Fienberg, 1979),
(Agresti, 1990).

En el caso del estudio de variables de tipo continuo, se tienen multiples propuestas de
analisis como los Modelos de Regresion utilizados tanto para describir relaciones entre un
conjunto de variables explicativas y una de respuesta, como para crear modelos de prediccion.
Se atribuye tanto a Carl Friedrich Gauss como a Adrien Marie Legendre el descubrimiento del
método de minimos cuadrados, pero todo indica que es sir Francis Galton quien introduce el
concepto de Regresion, y aunque originalmente utilizé el término de reversion en un articulo
enviado a la Royal Institution en 1877, posteriormente utiliza ya el de Regresion en 1885
(Draper, et al., 1998).

Existen desarrollos sobre métodos de agrupacion, como el Analisis de Conglomerados
Jerarquicos o el de Medias Modviles, asi como métodos de clasificacion como el uso de la
Regresion Logistica o el Analisis Discriminante propuesto por R. A. Fisher en 1936, que parten
de agrupaciones previamente conformadas, y evaliian dichas agrupaciones para obtener reglas
de clasificacion de nuevos individuos en los grupos, utilizando para ello la informacién de sus
caracteristicas (Huberty, 1994), (Kleinbaum, 1992).
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Se han desarrollado también métodos de caracterizacién de estructuras de correlacién
entre dos conjuntos de variables, como el Analisis de Correlacién Canénica propuesto por
Harold Hotelling en 1936, que reemplaza los conjuntos de variables originales por dos nuevos
conjuntos con un numero menor de variables que son altamente correlacionadas por pares
(Anderson, 1988).

El desarrollo de los métodos previos y de otros desarrollos practicos condujeron a la
necesidad de crear también métodos de reduccion de dimensionalidad como lo son el Analisis
de Factores y el Analisis de Componentes Principales. El Analisis de Factores trata de obtener
factores latentes mediante un modelo, propuesto por primera ocasién por Charles Spearman
en 1904, mientras que el Analisis de Componentes Principales construye combinaciones li-
neales ortogonales a partir de un conjunto de variables. La propuesta original de esta técnica
fué hecha en su enfoque geométrico por Karl Pearson en 1901 y en su enfoque algebraico por
Harold Hotelling en 1933 (Muirhead, 1982), (Anderson, 1988).

1.2 Antecedentes en el Area de Disefio Muestral Complejo

En los afios recientes, se ha generado una creciente necesidad de utilizar disenos mues-
trales complejos para la captacion de la informacién sobre los individuos de una poblacién,
entendiendo por complejo a aquél disefio que no se basa en un muestreo aleatorio simple.
Dentro de los disefios de muestreo complejo se encuentran los muestreos estratificados, los
muestreos por conglomerados, y muestreos polietapicos, cuyas principales caracteristicas en
comun son que las probabilidades de seleccion de cada individuo no son iguales, y que se
introducen dependencias probabilisticas entre los individuos. Son justamente esas diferen-
cias las causantes que los analisis estadisticos tanto univariados como multivariados, que no

contemplan el diseno muestral, puedan generar resultados erréneos.

La teoria estadistica que involucra la construccion de disefios muestrales complejos ha
sido extensamente estudiada (Cochran, 1963; Kish, 1965), y en la actualidad se aplica en
la captacion de informacién de muy diversas areas. En dicha teoria se define como efecto
de diserio al cociente de las varianzas de los estimadores, obtenidas al contemplar el diseiio

muestral complejo, y las obtenidas cuando no se contempla el disefio muestral complejo .

Es importante senalar que para que un analisis estadistico pueda contemplar el hecho
de que los datos provienen de una encuesta de diseiio complejo, es necesario conocer tanto las
probabilidades de seleccion de cada individuo muestreado, como su pertenencia a estratos o
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conglomerados en cada etapa de seleccion. En la practica, los reciprocos de las probabilidades
de seleccion se incluyen en las bases de datos con el nombre de ponderadores o factores de
expansiéon. También se incluyen generalmente las pertenencias de los individuos a estratos
y/o conglomerados, sin embargo éstos elementos se utilizan con poca frecuencia, aplicandose
a dichas bases de datos analisis estadisticos que no contemplan el disefio muestral complejo,
ya sea por desconocimiento o por falta de disponibilidad de métodos que lo contemplen.

Para concluir con los antecedentes relativos al disefio muestral se hace mencién de
que, como parte de los desarrollos tedricos que involucran la construccion de los disefios
muestrales, se ha estudiado ampliamente la manera de corregir las muestras que por motivos
de inexacta declaracion o de altas tasas de no respuesta de manera no aleatoria, ya no sean
representativas de la poblaciéon que se desea analizar. Para ello se utilizan métodos de
calibracién de ponderadores (Deville, et al. 1996), y esto puede llevar a que atin una encuesta
sin diseflo muestral complejo deba ser analizada por los métodos estadisticos que contemplen

el diseio muestral complejo, que en este caso no sera mas que el efecto por calibracion.

1.3 Antecedentes en el Area de Metodologia Estadistica, Univariada y
Multivariada, Contemplando Diseinnos Muestrales Complejos

Varios métodos estadisticos tanto descriptivos como inferenciales, univariados y mul-
tivariados contemplan ya el disefio muestral complejo. El desarrollo tedrico existente para
esos métodos puede ser utilizado para incorporarlo a otros métodos estadisticos que no lo

contemplan. En ello radica la importancia de presentar los antecedentes de este tema.

Desde que se desarroll6 la teoria estadistica que involucra la construccion de disenos
muestrales complejos, lo cual ocurrié poco después de la mitad del siglo XX, se han venido
generando también formas de considerar el efecto de disefio en los analisis estadisticos. Esto
se complica a medida que se pasa de andlisis estadisticos inferenciales simples como pueden
ser estimaciones puntuales, intervalos de confianza o pruebas de hipétesis, a analisis que
involucran modelos en su disefio. En cualquier caso, los analisis que involucran modelos
requieren también de estimaciones, intervalos o pruebas de hipétesis para generar las con-

clusiones estadisticas correspondientes.

Se tiene ya un amplio nivel de estudio en lo que concierne a la consideracién del disefio
muestral complejo en los métodos estadisticos que no contemplan modelos, concentrandose
en estadisticos descriptivos e inferencias en intervalos de confianza y pruebas de hipétesis
(Kish, et al., 1974).



En lo que respecta a modelos especificos, se han realizado los desarrollos teéricos co-
rrespondientes a modelos de regresion (Nathan, et al., 1980; Graubard, et al., 1994; Binder,
1992, etc.). Para datos categoéricos también existen desarrollos (Rao, et al. 1981). Para otros
analisis multivariados también se tienen referencias que contemplan el disefio muestral com-
plejo (Koch, et al., 1972; Koch, et al., 1975; Bebbington, et al., 1977; Pervaiz, et al., 1992;
Skinner, et al., 2005). En el caso especifico del analisis de Componentes Principales las refe-
rencias existentes se concentran en la correcta estimacion de los componentes y de sus pesos
(Skinner, et al. 1986; Skinner, et al. 1989).

1.3.1 Herramientas estadisticas para considerar el disefio muestral complejo en los
estimadores

En materia de estimadores, los métodos que se han considerado para incorporar el

disenio muestral complejo son principalmente:

i) Minimos cuadrados ponderados por la probabilidad de seleccion: estimaciéon que no se
basa en un supuesto distribucional, utilizando la metodologia de minimos cuadrados pero

considerando que los individuos tienen pesos distintos (Skinner, et al. 1989).

ii) Pseudo maxima verosimilitud, basado en encontrar el estimador que maximiza la verosi-
militud pero solo de entre un conjunto de posibles estimadores que no constituyen el universo
total de los posibles estimadores. Esto puede hacerse asumiendo una distribucién nominal
aproximada a la distribucion real de los datos, o por medio de la estimacion de funciones de

los parametros que son mas sencillas de estimar que los parametros mismos (Skinner, et al.
1989).

iii) Ajuste de Pearson a los estimadores maximo verosimiles, consistente en incorporar un
factor de ajuste a los estimadores obtenidos sin considerar el disefio complejo, de tal modo que

corrijan el sesgo generado por dicho diseiio (Skinner, et al. 1989).

iv) Estimacion Bayesiana, partiendo de la estructura conceptual y tedrica planteada desde la
perspectiva del analisis bayesiano de datos, como por ejemplo, por medio de la aplicacién del
concepto de funcién de utilidad (Lee, 1989; Robert, 2001).



1.3.2 Herramientas estadisticas para considerar el diseio muestral complejo en la

estimacion de las varianzas o errores estandar de los estimadores

Enlo que concierne a la estimacion de las varianzas o errores estandar de los estimadores

considerando el efecto de disefo, los métodos mas difundidos y utilizados son:

i) Estimacion paramétrica (Modelo bajo el supuesto de una distribucién parametrizable cono-
cida). En este caso se trata de llegar a la distribucién de los estimadores, ya sea por medio de
su obtencion analitica, o por medio del uso de resultados que permitan aproximarla de ma-
nera asintotica. Una vez con la referida distribucion se pueden analizar las correspondientes

varianzas (Serfling, 1980).

ii) Estimacién no paramétrica que comprende entre otros a los métodos de Estimaciones
Lineales, Replicacion Simple, Replicacion balanceada, Jackknife y Bootstrap (Skinner, et al.
1989; Wolter, 1985).



Capitulo II. Analisis de Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes

En este capitulo se presenta la descripcién de la técnica del Andlisis de Componentes
Principales Comunes y la forma de utilizarla para analizar encuestas longitudinales. Para
ello se presentan primero una serie de resultados necesarios para la comprension de la teoria
que sustenta la técnica, posteriormente se presenta la técnica de Analisis de Componentes
Principales, después se muestra la manera de generalizar dicha técnica para aplicarla a un
estudio por grupos por medio del Analisis de Componentes Principales Comunes y finalmente
se presentan su extension para utilizarla en grupos dependientes, en particular en el caso del

analisis de encuestas longitudinales.

I1.1 Bases metodologicas

Definicion I1.1. Sea A ¢ ®P*P una matriz cuadrada, x = (x1, ..., xp) € CP es un vector propio

de A six # o0 y Ax = Ax para alguna X ¢e C denominada valor propio.

La ecuaciéon Ax = Ax puede escribirse equivalentemente como: (A— Alp)x =0, y si x es
solucién no trivial, entonces debe ocurrir que c(\) = det(A—Alp) =0. La funcién c es un
polinomio de grado p en A denominado polinomio caracteristico y tiene exactamente p raices
en C. Puede ocurrir que algunas raices tengan multiplicidad mayor a 1. Los vectores propios
x asociados a los valores propios A; de multiplicidad mayor a 1, no estan definidos de manera

unica por lo que comunmente se establecen ciertas restricciones para obtenerlos.

Si hay multiplicidad de valores propios mayor a 1, los vectores propios se escogen de entre
los vectores del espacio asociado al valor propio (que es de dimension igual a la multiplicidad)
y que sean ortogonales.

Lema I1.1. Los valores propios de una matriz real simétrica son todos reales.

Demostracion: se encuentra en [Magnus, et. al., 1999, pag. 14].

Lema I1.2. Los vectores propios asociados a dos valores propios distintos de una matriz

simétrica son ortogonales.

Demostracion: se encuentra en [Magnus, et. al., 1999, pag. 16].



El siguiente teorema, denominado de Diagonalizaciéon y Descomposicion Espectral de
Matrices Simétricas, garantiza la existencia de los valores y vectores propios cuando la matriz

es simétrica.

Teorema II.1. Sea Ae¢ RP*P una matriz simétrica (A’ = A). Entonces existe una matriz

ortogonal 8 (8’8 = BB’ = Ip) y una matriz diagonal A tales que:
B'AB = A (11.1)

Si los valores propios son todos distintos entonces g esta definida de manera tnica salvo por

multiplicacién de columnas por —1 y permutacion de columnas.

Demostracion: se encuentra en [Magnus, et. al., 1999, pag. 16].

Es claro que al premultiplicar la igualdad 8’AB = A por B se obtiene AG = BA, de donde se
aprecia que las columnas de g, es decir (8, ..., gp), son los vectores propios de A normalizados

(g}gj =1j=1,..., p), ¥ los elementos de la diagonal A son los valores propios asociados.

Si la igualdad AB = BN es postmultiplicada por B’, se obtiene A =gAG' = f=1 Ajgjg}.
Dicha forma de escribir la igualdad se conoce como descomposicion espectral.

Definicion I1.2. Una matriz A € RPXP simétrica es positiva definida si para todo vector x
€ RPXP se tiene que x’Ax > 0.

Lema I1.3. Si todos los valores propios de una matriz simétrica A son positivos, entonces la

matriz es positiva definida (x’Ax > 0) .
Demostracion: se encuentra en [Magnus, et. al., 1999, pag. 15].

Lema I1.4. Si todos los valores propios de una matriz simétrica A son mayores o iguales a

cero, entonces la matriz es positiva semidefinida (x’Ax > 0).

Demostracion: se encuentra en [Magnus, et. al., 1999, pag. 15].
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Es importante notar ademas que si A es una matriz simétrica positiva definida entonces

se tiene que, dado que A= S__ \;3.8’ con A; > 0, entonces A® para aeR es:
j=1 "I 1

p
— / —
A= 3 N'B,6; = BAB
j=1
donde A* = diag(A{, ..., A3).

Otro teorema de utilidad para plantear la posibilidad de combinar la diagonalizacién
en matrices distintas, buscando elementos en comun es el Teorema de Diagonalizacion Si-

multanea de dos Matrices Simétricas que se enuncia a continuacion.

Teorema II1.2. Sean Ae RPXP y W ¢ RPXP matrices simétricas y suponga que A es positiva

definida, entonces existe una matriz no singular G y una diagonal A tales que:

G'AG =1, (11.2)

G'WG = A (11.3)

Demostracion: se encuentra en [Magnus, et. al., 1999, pag. 22].

Conjuntando las ecuaciones (//.2) y (/1.3) del Teorema I1.2, se puede escribir una ter-
cera ecuacién de la siguiente forma: G'WG = G’AGA misma que premultiplicada por G'~1 es
WG = AGA. Por ser A una matriz simétrica y positiva definida, existe A~1, asi es que se puede
premultiplicar la igualdad anterior por dicha matriz, y entonces se obtiene A~1WG = GA.

Escribiendo H = G’~1 se tiene que A= HH' = j-’=1 hihi y W = HNH' = j.’=1 Ajhjh;.

I1.2 Modelo del Analisis de Componentes Principales (ACP)

En 1901 Karl Pearson desde un enfoque geométrico, y posteriormente en 1933 Harold
Hotelling desde un enfoque algebraico, plantearon el método conocido como Analisis de Com-
ponentes Principales, que actualmente es una de las herramientas Andalisis Multivariado
con mayores aplicaciones, pues permite reducir la dimensionalidad de los datos asi como

identificar grupos de variables cuya informacion se refiere a un mismo concepto.
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El Analisis de Componentes Principales transforma un conjunto de variables correla-
cionadas en otro conjunto de variables no correlacionadas que son combinaciones lineales
de las primeras, que se denominan Componentes Principales, y que estan ordenadas en el

sentido de la variabilidad que representan con respecto a las originales.
I1.2.1 Calculo tedrico de las Componentes Principales

Cuando se dispone de la informacion de toda la poblacién de individuos, el Analisis
de Componentes Principales para los vectores p-variados x conteniendo la informacién de p
variables para cada individuo de una poblacién, consiste en obtener primero una combinacién
lineal u; = ajx con a; e R” tal que la varianza de u; sea lo mas grande posible, con una
restriccion adicional sobre a; puesto que sin dicha restriccion u; puede ser arbitrariamente

grande. La restriccién mas cominmente utilizada es: aja; = 1.

Una vez definida la primera combinacién lineal, que se denomina Primera Componente
Principal, se procede a encontrar una segunda combinacién lineal u, = a,x tal que la varianza
de u; sea lo mas grande posible sujeto a la restriccion de que a,a, = 1, pero condicionalmente
a la existencia de la Primera Componente Principal, por lo cual se incorpora como restriccion
adicional aja, =0, implicando la ortogonalidad entre la Primera y Segunda Componentes
Principales. El procedimiento continia de manera sucesiva hasta obtener v’ = (uy,...,up)

componentes principales con varianza decreciente y ortogonales entre si.

Teorema I1.3. Sea W la matriz de varianzas y covarianzas respectiva de un conjunto de
vectores x p-variados conteniendo la informacioén de p variables medidas a una poblacién de
individuos, encontrar los vectores a; que maximizan sucesivamente la varianza de u; = ajx
sujeto a las restricciones aja; =1y a;a; =0, es equivalente a encontrar las columnas de la

matriz B ortogonal tal que para una matriz A diagonal se satisface la ecuacion:
v =gGAg’ (11.4)

En este caso los valores u; = a/x que son llamados Componentes Principales, son no correla-
cionados entre si y que pueden ordenarse en términos de la varianza explicada por medio de

los valores diagonales de A, debido a que Var(u) = A, para v’ = (uy, ..., up)
Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 8].

Hasta este punto se ha presentado la forma de encontrar las Componentes Principales

cuando se conoce la matriz de varianzas y covarianzas poblacional. En la practica es frecuente
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el estudio de muestras de individuos, para los cuales sélo se puede obtener una estimacion
de la matriz de varianzas y covarianzas W. En estos casos es necesario recurrir a métodos
estadisticos de estimacion, lo cual conlleva la necesidad de realizar inferencias sobre los
resultados para evaluar el margen de error. Adicionalmente al error de estimacion se debera
sumar el error por calculo computacional, debido a que en la practica en la mayoria de los
casos se requerira el uso de computadoras para obtener las Componentes Principales. Estos

dos temas se abordan a continuacion.

I1.2.2 Métodos Estadisticos de Estimacion de las Componentes Principales

Cuando sé6lo se dispone de una muestra de tamafio n de la poblaciéon que se desea
analizar, es necesario realizar estimaciones de los componentes principales, desde un punto
de vista estadistico. Este rubro ha sido extensamente estudiado para el caso en que se supone
que la muestra ha sido obtenida mediante un Muestreo Aleatorio Simple (MAS) y cuando se
supone también que el vector de variables (ahora aleatorio) tiene una distribucién Normal
Multivariada, es decir, x ~ N(u, W), donde se plantea a W = S conociéndose que la distribucién
de (n—1)S es Wishart ((n—1)S ~W(W,n—1)) donde S = -1: > (x; —X)(x; —x)’. En este
caso, x tiene distribuciéon Normal Multivariada, x y S son las estadisticas suficientes para p
¥, y son independientes. (Anderson, 1988).

Teorema II.4. Los estimadores méaximo verosimiles B y A de las matrices 8 y A correspon-
dientes al modelo de Analisis de Componentes Principales, bajo el supuesto de distribucion
Normal Multivariada, corresponden a los vectores y valores propios de la matriz "T*IS respec-
tivamente, es decir, satisfacen la ecuacion:

n—

s = BNG’ (11.5)

n

Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 14].

Para realizar inferencia estadistica sobre los estimadores de los valores y vectores pro-
pios de la matriz de varianzas y covarianzas muestral S, se puede recurrir a la inferencia
asintética, y de esa forma se pueden generar intervalos de confianza y pruebas de hipétesis
para los valores y vectores propios de la matriz W, cuando se cuenta con muestras suficiente-

mente grandes.
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Lema II.5. La distribucién asintética del m-ésimo elemento de la diagonal de la matriz A

denotado como A, estd dada por:
~ 222
>\mNN< m,}’;m> (II.6)
Se puede usar s(Am) = \/%Xm como estimacion del error estandar.

Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 26].

Lema IL.6. La distribucién asintética del vector (m)-ésimo de la matriz 8 denotado como [:i‘m,
bajo el supuesto de que A; # A;, esta dada por:

By~ N (gm, "'") (11.7)
donde
Am  + A ,
m= ;=1§.-;m O = am)2PPi (11.8)

con El. y Ej independientes (i # j). Se puede usar como estimador del error estandar:

1
ISV S

i=1,iFm

Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 30].

I1.2.3 Métodos computacionales para el calculo de las Componentes Principales

El teorema de descomposicion espectral de matrices simétricas garantiza la existencia
de las matrices B y A con las caracteristicas antes descritas dado que W es una matriz simétrica
y positiva definida. Debido que se han encontrado muchas aplicaciones en diversos campos de
estudio, para el problema de algebra matricial consistente en encontrar las matrices 8 ortogo-
nal y A diagonal que satisfacen la ecuacion W = BAG’ para alguna matriz W simétrica y positiva
definida, existen varios algoritmos computacionales eficientes que permiten encontrar en la
practica aproximaciones numéricas de las matrices 8 y A. A continucacion se presentaran
algunas de las propuestas, una breve descripcion de ellas y un analisis comparativo entre las

mismas.
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El algoritmo QR consiste en diagonalizar una matriz simétrica premultiplicandola y
postmultiplicandola por una matriz ortogonal y su correspondiente transpuesta respectiva-
mente. Para encontrar la matriz ortogonal, el algoritmo se subdivide en dos etapas que operan,
ambas, de manera iterativa. La primera etapa logra que por medio de la construcciéon de ma-
trices de Householder se obtenga una matriz tridiagonal y simétrica, conocida como matriz de
Hessenberg. Es importante senalar que una matriz de Householder es una matriz ortogonal
que permite eliminar un elemento de otra matriz al premultiplicarla y postmultiplicarla por
la primera. Una vez obtenida la matriz de Hessenberg, el algoritmo pasa a su segunda etapa,
que consiste en eliminar los elementos que estan fuera de la diagonal, reduciéndolos a cero o
a una cantidad cercana a cero. Para ello se pueden utilizar dos métodos, el de cambio explicito
por medio de lo que se denomina cambios de Wilkinson, o la versiéon de cambio implicito. Este
algoritmo requiere aproximadamente 9p3 operaciones (Golub y Van Loan, 1989).

Otra alternativa para diagonalizar una matriz simétrica premultiplicandola y postmul-
tiplicandola por una matriz ortogonal y su correspondiente transpuesta respectivamente, es
el método de Jacobi que se basa en el uso de las matrices denominadas rotaciones de Givens,
que son distintas a las matrices de Householder pero tienen exactamente el mismo efecto
de eliminacion de elementos de una matriz al pre y postmultiplicar por ellas, ademas de ser
también matrices ortogonales. El algoritmo de Jacobi se basa en generar dichas rotaciones de
Givens de manera iterativa hasta lograr que los elementos fuera de la diagonal de la matriz
estudiada sean todos lo mas cercano a cero. Si bien al eliminar un elemento puede ser que
otro elemento previamente eliminado vuelva a aparecer, se puede demostrar que en conjunto
la suma de los elementos fuera de la diagonal siempre se reduce con cada iteracion. Se puede
probar también que si el elemento fuera de la diagonal que se elige para ser eliminado en
una iteracion es el mayor, entonces se obtiene la mayor disminucion en la suma del resto
de los elementos, sin embargo computacionalmente, encontrar el elemento mayor implica un
costo que es preferible evitar, para ello se ha propuesto un algoritmo de manera ciclica, lo
cual implica que se elige un ordenamiento preestablecido para seleccionar a los elementos a
eliminar (Golub y Van Loan, 1989).

En general el algoritmo de Jacobi es inferior en cuanto a rapidez de convergencia con
respecto al algoritmo QR, sin embargo su programacién es mucho mas simple y para p (di-
mension de la matriz) pequefnias puede ser competitivo, ademas cuando la matriz analizada
es casi diagonal, el algoritmo de Jacobi puede utilizar esa informacion mientras que el QR
no. Adicionalmente, desde la apariciéon del computo en paralelo, el algoritmo de Jacobi puede
tener ventajas computacionales con respecto al QR con pequenas modificaciones en el algo-
ritmo, por ello es que ambos algoritmos pueden ser utilizados esperando rapidez de computo
similar en dimensiones pequenas (Golub y Van Loan, 1989).
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Otros algoritmos disponibles pero menos utilizados porque son apropiados solo cuando
se desea obtener algunos valores y/o vectores propios son: el cociente de iteracién de Rayleigh,
el método de biseccion y el método de iteracién con aceleracion de Ritz. Mencion aparte
merece otro método denominado de Lanczos, de dificil aplicacion practica debido a los errores
de redondeo que llegan a producir pérdida de ortogonalidad en los vectores propios calculados
(Golub y Van Loan, 1989).

Esta demostrado que los métodos antes seiialados convergen, sin embargo no se debe
descuidar nunca la posibilidad de que la naturaleza de los datos afecte su eficiencia (analisis
de sensibilidad). Asimismo se debe tener presente que los resultados obtenidos son de caracter
numeérico, lo cual implica que acarrean errores de redondeo que en el peor de los casos podrian
conducir, por el fenomeno de la cancelacién catastroéfica, a resultados totalmente distintos a

los reales, por ello se debe tratar de realizar analisis de error. (Golub y Van Loan, 1989).

I1.2.4 Problemas comunes al realizar un Analisis de Componentes Principales

Cuando se realiza un Analisis de Componentes Principales puede surgir una serie de
problemas o dificultades que es necesario considerar y en su caso corregir. Entre dichos
problemas se encuentra la violacion al supuesto de normalidad multivariada que sostiene las
estimaciones estadisticas basadas en el concepto de verosimilitud. Una forma de corregir
este problema es buscando una distribucion distinta o0 mas general que la normal que pueda
modelar a los datos y que sea manejable, una opciéon puede ser una distribucién eliptica.
Otra forma de corregir el problema es por medio del uso de estadistica no paramétrica. Esta
dificultad no es importante cuando se desea realizar solamente un analisis descriptivo, paralo
cual se pueden calcular las componentes principales sin necesidad de utilizar verosimilitudes,
tomando en cuenta el hecho de que se parte de la matriz S y de que se busca una transformacion

lineal que maximice la varianza de los datos.

Otro punto que tiene que ser considerado con atencion es la violacion del supuesto de
que todos los valores propios son diferentes en lo que se conoce como problema de esfericidad.
Existen pruebas para validar el supuesto, pero en caso de que las pruebas indiquen su violacién
se debe poner especial cuidado tanto en la interpretaciéon como en el calculo numérico de los
valores y vectores propios, pues algunos métodos numeéricos de estimacion tienen problemas

al enfrentarse a una matriz con valores propios muy similares o iguales (ver Lema I1.6).
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Un tercer problema que puede aparecer al realizar el Analisis de Componentes Princi-
pales es el que los datos tengan ciertas observaciones influyentes (outliers) que pueden llevar
a que los resultados obtenidos no sean correctos, tanto en el caso de que dichos datos se hayan
debido a errores, por ejemplo de transcripcion, como en el caso de que los datos influyentes
impliquen la falta de normalidad.

Un cuarto problema es el que se conoce como atricién que consiste en que las variables
tengan valores faltantes. El problema es complicado debido a que los valores faltantes entre
distintas variables no necesariamente corresponden a los mismos individuos, por lo cual el
calculo de las covarianzas no se puede realizar de manera directa. Para corregir el problema
se pueden imputar a los valores faltantes las medias de las variables respectivas, o generar
un procedimiento para obtener un dato mejor aproximado por medio del uso de analisis de re-
gresion, o en un caso extremo, eliminar el registro, lo cual pudiera reducir considerablemente
el tamafio de muestra. También se pueden calcular por separado las entradas de la matriz de
varianzas y covarianzas, eliminando sélo los valores faltantes de las variables requeridas en
el calculo de cada entrada. Algunas de las alternativas presentadas pueden conducir a pro-
blemas posteriores al tratar de obtener las componentes principales debido a que la matriz de
varianzas y covarianzas puede no ser positiva definida. Adicionalmente, persiste el problema

de calcular los componentes de los individuos con datos faltantes.

En un Anailisis de Componentes Principales puede presentarse la necesidad de selec-
cionar sélo a las componentes principales mas informativas, lo cual puede hacerse evaluando
su contribucién. Una manera muy utilizada para ello es por medio de una medida construida
como el cociente de la suma de los mayores valores propios en orden descendente entre la suma
total de los valores propios. Otra necesidad que puede aparecer es la seleccion de variables
debido a que no necesariamente todas las variables introducidas al analisis son utiles. Esta
necesidad puede evaluarse midiendo las correlaciones entre las variables originales y las com-
ponentes principales, buscando detectar aquellas variables que o bien no estén relacionadas
con ninguna componente o bien no estén relacionadas con las componentes principales de
mayor contribuciéon. Alternativamente se pueden seleccionar las variables tutiles por el valor
de las @’s, recordando que si hay supuestos distribucionales, se puede hacer inferencia sobre

los valores de las mismas, o incluso de las contribuciones.

Finalmente se debe mencionar que en ocasiones se utiliza la matriz de correlacion en vez
de la matriz de covarianzas, ya sea por cuestion de disponibilidad o por buscar ventajas como
el tratar de eliminar efectos diferenciales por las escalas utilizadas, por ejemplo. Cuando esto
ocurre no se pueden realizar inferencias a menos que éstas se realicen sobre las variables

centradas y escaladas, y en caso contrario solo se podra realizar un analisis descriptivo.
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I1.3 Modelo del Analisis de Componentes Principales Comunes (ACPC)

En ciertas aplicaciones en donde se requiere analizar a mas de un conjunto de individuos,
aplicar el Analisis de Componentes Principales por separado a cada conjunto no garantiza la
comparabilidad entre las Componentes Principales de los conjuntos, porque en el caso en que
las varianzas entre conjuntos sean distintas, se obtienen combinaciones lineales diferentes
para cada conjunto. Esto motivé a Bernhard Flury (1988) a proponer el modelo denominado
Analisis de Componentes Principales Comunes con la finalidad de encontrar las Componentes
Principales que son comunes a dos o mas conjuntos independientes de individuos, buscando
comparar entre conjuntos, los valores de las componentes para definir a partir de dicha

comparacion los atributos generales que los diferencian.
I1.3.1 Calculo teérico de las Componentes Principales Comunes

El modelo del Analisis de Componentes Principales Comunes consiste en extender el
Analisis de Componentes Principales. Para tal fin, establece que, si es posible encontrar una
matriz ortogonal B tal que las matrices de varianzas y covarianzas de cada grupo (¥;) se

pueden expresar como:

W, =BANB,i=1,....k (11.10)

con A; matrices diagonales, entonces las columnas de 8 se pueden utilizar del mismo modo que
en el Analisis de Componentes Principales como los coeficientes de las combinaciones lineales
de las variables originales que generan a su vez un conjunto de Componentes Principales
Comunes a todos los conjuntos, de modo que son comparables y ademas pueden ordenarse por
su contribucion a la variabilidad original (Flury, 1988).

Para calcular la matriz B y las matrices Aq4,..., A se puede recurrir a procedimientos
denominados de diagonalizacién simultanea de matrices. El sustento matematico para el
caso en que k = 2 se basa en el teorema de diagonalizacion simultanea de matrices que se
presento6 en la Seccion I1.1 y que establece la existencia de una matriz no singular que ahora
llamaremos g* y una diagonal A* tales que para dos matrices simétricas y positivas definidas
ahora renombradas como W; y W,, cumplen con g*'W,6* = I, y B*'W,6* = A*. En la referida
seccion se encontré a partir del Teorema II1.2 el resultado que a continuacion se reescribe
adecuado a la notacion que ahora se utiliza: W ly,B8* = g*N*.

La relacion entre las matrices B y B* asi como la existente entre A y A* no se puede es-
tablecer de manera directa. Sin embargo si se supone que la hipétesis planteada por el Analisis
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de Componentes Principales Comunes se cumple, esto es, si Wy = BN’y W, =PBN,G'. Estas
dos igualdades se pueden sintetizar en una sola de la siguiente manera: W ly,p = BN In,,
donde la matriz I\l‘ll\z es diagonal. Por el resultado descrito en el parrafo anterior, es posible
que existan f* =By A = A; In,, sin embargo este resultado no garantiza la existencia. Flury
demuestra un resultado que establece la condicién para garantizar dicha existencia, y es que
w;'w, sea simétrica (Flury, 1988).

Para encontrar las matrices A; y B Flury parti6 del concepto de diagonalizacion si-

multanea, para lo cual propuso una medida de desviacién de la diagonalizacién simultanea.

Definicion I1.3. Sean Fq,..., F, matrices simétricas y positivas definidas, y nq,..., ny, pesos

asociados a las matrices, una medida de desviacion de la diagonalizacion simultéanea es:

k . n;
®(Fp, ... Feing,oomg) = [ ] [Iog (lei(fl)lﬂ (11.11)

i=1

Donde diag(F;) es la matriz con los mismos elementos de F; en la diagonal, y ceros
fuera de ella. Esta definicién se sustenta en que, por medio de la desigualdad de Hadamard,
se puede demostrar que ®(Fy,..., Fi;nq, ..., ng) > 1, cumpliéndose la igualdad cuando existe
la diagonalizacién simultanea. A partir dicha medida y de métodos de optimizacién, Flury

encontroé la forma de determinar matrices A; y G.

Teorema II.5. Los valores de A; y B que minimizan la medida de desviacién de la dia-
gonalizacién simultanea ®(Aq, ..., Aging,..., ni) para A; = B'W;53 con W; matrices simétricas y
positivas definidas, satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones, sujetos a la restriccién de
ortogonalidad de B, y bajo el supuesto de que A, # Aj;:

Aim =le\|1,-gm, i=1,..., k, m=1,..., p (11.12)

I
(=]
3
.

I
[ay

..... p, mM#Ej (11.13)

k
Air — Ais
/ Aim iy,
Qm <Zn’ }‘im}‘ij '> gf

i=1
Donde A;p, es el m-ésimo elemento de la diagonal de A; y B, es la m-ésima columna de G.

Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 68].
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I1.3.2 Métodos Estadisticos de Estimacion de las Componentes Principales Comunes

La frecuencia con que el analisis se debe realizar a partir de muestras, motivé a Flury
a derivar una forma de estimar estadisticamente las matrices A; y B, para lo cual supuso

normalidad multivariada y obtuvo los estimadores maximo verosimiles.

Teorema II.6. Los estimadores maximo verosimiles de A; y 8 bajo el supuesto de normalidad
multivariada de los datos, para el modelo W; = BA;8’ con W; matrices de varianzas y covarian-
zas, satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones, sujetos a la restriccion de ortogonalidad
impuesta sobre 8 y suponiendo que X;,, # 5\,-1-:

Nm=B,SB,, i=L...k m=1...p (11.14)

k o~ ~
~ Xim — i -\ =
ﬁm< n,-';:'.'X”S,)ﬁj:O, mj=1,...,p, m=#%j (11.15)

Donde ;,, es el m-ésimo elemento de la diagonal de A; y @m es la m-ésima columna de 8

y S; es la matriz de varianzas y covarianzas muestral.
Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 68].

Vale la pena mencionar que existen también algunas propuestas alternativas de esti-
macién como la que usa la técnica de minimos cuadrados (Beaghen, 1997).

No se puede asegurar en general la existencia de las Componentes Principales Comunes,
esto significa que no se puede tener certeza de encontrar matrices g ortogonal y A; diagonales
tales que se cumpla que W; = BA\;B' parai =1, ..., k. Sin embargo siempre se pueden encontrar
matrices B ortogonal y F; no necesariamente diagonales tales que se cumpla que W; = BF;’
para i=1,...,k. El hecho de que se cumpla el supuesto planteado por el Analisis de las
Componentes Principales Comunes implica que, para alguna matriz @, las matrices F; que se

encuentren de la expresion W; = BF;3’, son todas diagonales.

Flury plantea una prueba estadistica, basada en el método de razén de verosimilitudes
para determinar la existencia de las Componentes Principales Comunes. La estadistica
propuesta se construye a través del planteamiento de la hipétesis nula Hy: F; diagonales
y la hipétesis alternativa H, : alguna F; no diagonal en el modelo W; = BF;3' con B ortogonal

construyendo:
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Y=l Y=l

X3¢ pe = ~210g - PP BFd) (11.16)

De acuerdo con la la teoria de pruebas de razon de verosimilitudes, esta estadistica tiene
distribucién asintética x2 con (k — 1)@ grados de libertad (Flury, 1988).

Cuando se asume el supuesto distribucional de Normalidad Multivariada de los datos, el
estimador méaximo verosimil sin restricciones de W; es W; = ”—;15 ;. De acuerdo a lo establecido
por el Teorema II.6, se determina que el estimador méximo verosimil de F; es F; = diag(A;).

Esto implica que la estadistica propuesta por Flury se obtiene como:

d | diag(A;) |
3 g(hi)
i=1 !

Una demostraciéon mas detallada se encuentra en [Flury, 1988, pag. 70]. En esa misma
referencia se incluyen pruebas para modelos parciales, que pueden ser tutiles en el caso de no

validarse la existencia de las Componentes Principales Comunes.

A partir del mismo supuesto de normalidad multivariada, Flury obtuvo la distribucion

asintoética de los estimadores A; y B, que se presentan en los siguientes lemas.

Lema II.7. La distribucién asintética del m-ésimo elemento de la diagonal de la matriz A;
denotado como };,, esta dada por:

~ 222
Aim ~ N (A,-m, ”"> (11.18)

n;j
Se puede usar s(};;) = 4 /%A,-m como estimacion del error estandar.
1

Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 76].
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Lema IL1.8: La distribucién asintética de la entrada (m, /) de la matriz B denotado como B,y

esta dada por:

Buni ~ N (ﬁm/. V"”) (11.19)

n

donde bajo el supuesto de que X;; # Aj:

1
p k 2

Vinl _ (g = i) 2

LY [E :"'7&,&\,, B2, (11.20)

j=1j#1 Li=1

Se puede usar como estimador del error estandar a:

1
-1 2
5 i = 2] 5
S(ﬁm/)=< > [Z”’Ux.x.l B (11.21)
j=1,j#l Li=1 ijoMil

Demostracion: se encuentra en [Flury, 1988, pag. 79].

I1.3.3 Métodos computacionales para el calculo de las Componentes Principales

Comunes

Para encontrar las soluciones del sistema definido por los Teoremas I1.5 y I11.6, Flury
y Constantine desarrollaron un algoritmo que denominaron algoritmo FG y que consiste en
realidad en dos algoritmos anidados, el exterior que va generando de manera ciclica submatri-
ces de dimension 2 x 2 a partir de las matrices de dimensién original, y el interior resuelve el
sistema planteado para el conjunto de submatrices de 2 x 2 previamente generadas utilizando
para ello rotaciones de Givens (Flury y Constantine, 1984). Se puede apreciar claramente
que el algoritmo hace uso de las ideas del Algoritmo de Jacobi con recorrimiento ciclico para

encontrar valores y vectores propios.

Se debe destacar que para todo algoritmo numeérico propuesto hay que evaluar su esta-
bilidad, probar su convergencia, asi como realizar un analisis de sensibilidad (magnitud del
cambio en los resultados a cambios pequeiios en los valores originales de las matrices). Flury
demuestra que el Algoritmo FG es numéricamente estable y que converge (Flury, 1988), sin
embargo no realiza andlisis de sensibilidad.
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I1.3.4 Problemas comunes al realizar un Analisis de Componentes Principales Co-

munes

Existen muy pocas adiciones a los problemas que se presentan al realizar un Analisis
de Componentes Principales, el principal problema que se puede presentar es la invalidez
de la hipdtesis planteada por el Analisis de Componentes Principales Comunes, es decir,
que en realidad no existan dichas Componentes Principales Comunes. Para este problema
existen como alternativas los modelos parciales de Componentes Principales Comunes, que
suponen que solo algunas de las Componentes son comunes entre los grupos, o los modelos
de proporcionalidad que suponen que entre las matrices de varianzas y covarianzas existe
una proporcionalidad (Flury, 1988). Existen algunos trabajos relacionados con la solucién al
problema de deteccién de outliers (Gu, et. al., 2001; Boente, et. al. 2002).

I1.4 Modelo del Analisis de Componentes Principales Comunes en Vec-
tores Dependientes (ACPCD)

Existe una limitante al Analisis de Componentes Principales Comunes que se mani-
fiesta cuando los conjuntos de individuos que se quiere analizar no son independientes entre
si, como puede ocurrir en estudios de caracter longitudinal. Para poder considerar esos casos,
Beat E. Neuenschwander (1991) desarrollo, a partir del modelo de Flury, la generalizacion del
Analisis de Componentes Principales Comunes que llamé Analisis de Componentes Princi-
pales Comunes en Vectores Dependientes, planteando la existencia de una matriz 8 ortogonal

tal que las matrices de varianzas y covarianzas W;; se pueden representar como:

W, =pN;B, i j=1,... k (11.22)

con A;; matrices diagonales (ortogonalidad de las componentes entre conjuntos), donde W;;
representa a la matriz de varianzas y covarianzas entre el conjunto i y el conjunto j. (Neuen-
schwander, 1991).

I1.4.1 Calculo tedrico de las Componentes Principales Comunes en Vectores Depen-
dientes

El modelo propuesto previamente plantea la necesidad de diagonalizar un conjunto de

matrices simultdneamente, por lo cual la forma de encontrar las matrices 8 y A;j es andloga a la
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utilizada en el caso del analisis de componentes principales comunes que cumplen el supuesto

de independencia entre grupos. Para encontrar los valores de g y de A;;, Neuenschwander

ij>
parti6 de la medida de diagonalizaciéon simultanea definida por Flury.

Teorema I1.7. Los valores de A;; y B que para los cuales se minimiza la medida

en donde las matrices A;; quedan determinadas por Aj; = B'W;;8, satisfacen el siguiente sistema
de ecuaciones, sujetos a la restriccion de ortogonalidad de 3:

}‘ij,m =g;nw’.jgm’ i,j =1,..., k, m=1,..., P (”.23)

k k
8. (ZZ (x’f"—x'f"") w,-j) B,=0, mi=1,.,p, (m#I) (11.24)

i=1j=1

Donde B, es la m-ésima columna de 8 y %" son los elementos de A correspondientes a
Al= [I\"f } , definida como:

ij=1,. .k
Al ALK
A1 =[] =[ Coh ]
ij=1,..k : :

AKL . pkk

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 1994, pag. 184].

I1.4.2 Métodos Estadisticos de Estimacion de las Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes

Neuenschwander y Flury se basaron nuevamente en el supuesto de normalidad multi-
variada de los datos y para n;; = n utilizaron el método de maxima verosimilitud para estimar
los valores de Aj; y B, obteniendo por medio del uso de algunos resultados de calculo diferen-
cial matricial y de algebra matricial, que los estimadores referidos satisfacen un sistema de
ecuaciones analogo al encontrado previamente por Flury para el Analisis de Componentes
Principales Comunes (Neuenschwander y Flury, 2000).
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Teorema I1.8. Los estimadores maximo verosimiles de A;; y B bajo el supuesto de norma-
lidad multivariada de los datos, para el modelo W;; = BA;8’ con W;; matrices de varianzas y
covarianzas, satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones, bajo el supuesto de que A7/ = X7-m:

~r W;

Njm=Bp—1B,, ii=Ll...k m=L...p (11.25)
k k
~/ o~ o~ W:: R
B, (ZZ (}\”’I - A"'m> n”) B,=0, miI=1,..p, (m#]l) (11.26)
i=1j=1

sujeto a la restriccién de ortogonalidad de B, donde A% son los elementos de A/ correspon-

- A-1 = [nii B -ési Gy Wi_nlg.
dientes a A" = {I\ } k,gm es la m-ésima columna de By -7 = =25;;.

ij=1,..

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 168].

En este caso, la prueba de razén de verosimilitudes para determinar la existencia de las
Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes plantea que, para las matrices
Wig, Wys..., Wy, bajo el supuesto de que se cumple el modelo W;; = BF;;3’ con 8 ortogonal, se
prueben las hipétesis Hy : F;j diagonales contra H, : alguna F;; no diagonal, donde la estadistica
de prueba resulta ser:

IogL(Bf?llﬁ',BfA:uﬁ'y ... .BF )

atlladit il (11.27)
L(W11, Wig,..., Wik)

2 —
Xacpc = —2
De acuerdo con la la teoria de pruebas de razon de verosimilitudes, esta estadistica tiene

distribucién asintética x2 con (k? — 1)p(p — 1) grados de libertad.

Bajo el supuesto de Normalidad Multivariada de los datos, la estadistica anterior se

obtiene como:

'Pd"ag(")'> (11.28)

2
Xacpcp =1 [’09 ( Al

siendo A = [IA\,-j],-JzL_lk y pdiag(R) = [diag(lA\,-j)],-FL_“k, donde bajo el supuesto de que se cumple
el modelo de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes, el estimador
maximo verosimil de A;; es IA\,-j, siendo I?,-j = diag(IA\,-j), y donde 3 es el correspondiente estimador

maximo verosimil de B.

La demostracion de un caso mas general se encuentra en el Capitulo 4.
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Neuenschwander y Flury también encontraron las distribuciones asintéticas de los es-
timadores IA\,-j y Bm. En el caso particular de 7\,-,- utilizaron las matrices de conmutacion
I} m (Henderson y Searle, 1979) para transformar la matriz A = [Aj;]; j=1,_x por medio de la

ecuacion A* = I, (Al ., en una matriz diagonal por bloques de la forma:

A; 0 ... 0
0 A; ... 0
N= :
0 0 A;

de manera que es equivalente encontrar la distribucién asintética de los elementos de A* y la
den .

La razén de introducir la matriz A* es que las submatrices A; tienen elementos fun-
cionalmente independientes, mientras que la matriz original A tiene algunos elementos que
son funcionalmente dependientes del resto. Esto se debe a que la suma de los valores propios

de una matriz es igual a la traza de la matriz.

Teorema I1.9. La distribucion asintética del vector vech(lA\;‘,) esta dada por:

~ 2H (N Q@ N:)H,
vech(R}) ~ N 1) <vech(/\;;), K ,,;8) h) k) (11.29)
2

donde @ representa al producto de Kronecker, vech es el operador que transforma una
matriz simétrica en un vector al poner las columnas resultantes de eliminar los elementos
superiores a la diagonal de la matriz una debajo de otra, y la matriz H, satisface la ecuacion
vech(A) = Hyvec(A) para cualquier matriz simétrica A de dimension k, siendo vec el operador

que transforma una matriz en un vector al poner sus columnas una debajo de otra.
Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 172].

Asi como la matriz A tiene algunos elementos que son funcionalmente dependientes del
resto, del mismo modo B tiene inicamente @ elementos funcionalmente independientes,
por lo cual se define al vector é* como aquel conformado por una eleccién de w elementos
de la matriz 8. La causa de que existan elementos funcionalmente dependientes son las

restricciones de ortogonalidad impuestas a las columnas de la matriz.
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Teorema II.10. La distribucién asintética de la matriz 8~ est4 dada por:

o 5
B ~ Npyp 1 (ﬁ*' n> (11.30)
2

donde

ag* vec(ﬂ)’} (11.31)

k k
v 1= [6;2* vec(ﬁ)’} (I, QB) {Z > (N ® Nj) - klpz] (h® ﬁ’)[

i=1j=1

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 173].

En el teorema anterior se utilizan la notaciones:

d d
Tle]_ Tlen
o, _|™ .
dym 1 dym X
y
E .
oy~ oy'™

La derivada parcial del vector vec(B)’ con respecto al vector g* se puede obtener re-
solviendo el sistema de ecuaciones que se genera al derivar implicitamente, sobre cada uno de
los elementos de 8%, las ecuaciones generadas por las restricciones de ortogonalidad impuestas
sobre las columnas de la matriz 8. En este sentido, para obtener la varianza asintética de
todos los elementos de la matriz B se propone escoger a tres diferentes vectores §*, uno conte-
niendo todos los elementos inferiores a la diagonal de la matriz, un segundo conteniendo a los
elementos superiores a la diagonal y un tercero conteniendo a los elementos de la diagonal.
Esto funciona bien para p > 2. Para p =2 basta con escoger dos vectores 8 que en realidad
tendran un solo elemento de la matriz § cada vez. Para una descripcién con mayor detalle se

puede recurrir al Apéndice de [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 176].

I1.4.3 Métodos computacionales para el calculo de las Componentes Principales
Comunes en Vectores Dependientes

Neuenschwander y Flury también generaron dos algoritmos para obtener de manera

numérica, las componentes principales comunes en vectores dependientes (Neuenschwander
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y Flury, 1994). EIl primer algoritmo denominado como algoritmo FG+ ortogonal que consiste
analogamente al algoritmo FG en dos subalgoritmos anidados, el F+ y el G+, ambos iterativos.
Es de hecho una generalizacion directa del algoritmo FG y por tanto del algoritmo con recorri-
miento ciclico de Jacobi, razon por la cual se omite la descripcién a detalle. Neuenschwander

y Flury presentan una prueba de convergencia.

El segundo algoritmo propuesto por Neuenschwander y Flury se denomina algoritmo
FG+ no ortogonal que se diferencia del algoritmo FG+ ortogonal porque, justo como su nombre
lo indica, no requiere que la matriz 8 a encontrar sea ortogonal. Este algoritmo tiene ligeras
variaciones con respecto al algoritmo FG+ ortogonal, y a pesar de que en el articulo referido

no se presenta prueba de convergencia, se menciona que empiricamente ha resultado efectivo.

En el Apéndice se presenta el programa en Fortran que implementa el Algoritmo FG+
ortogonal.

I1.4.4 Problemas comunes al realizar un Analisis de Componentes Principales Co-
munes en Vectores Dependientes

Es claro que al ser el Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores De-
pendientes una extensiéon mas general del Analisis de Componentes Principales Comunes y
a su vez también del Analisis de Componentes Principales, hereda de ellos sus principales
problemas de una manera extendida puesto que la dimensién en que se trabaja es mayor. A
dichos problemas se debe anadir de una manera muy importante el costo computacional que

puede tener el obtener los Componentes buscados.

Un problema adicional es la inexistencia de los Componentes Principales Comunes,
en cuyo caso se puede recurrir a la teoria desarrollada por Flury, referente a los modelos
parciales, que involucran la posibilidad de plantear que solo una parte de las componentes

sean comunes (las mas importantes) (Flury, 1988).
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Capitulo III. Distribuciones Elipticas

En este capitulo se define a la familia de Distribuciones Elipticas y se presentan algunos
resultados importantes relacionados a esta familia de distribuciones. Se presenta un ejemplo
y se muestra la forma de obtener vectores simulados con Distribucion Eliptica.

II1.1 Definicion de Distribucion Eliptica

Definicion III.1. Un vector aleatorio x € # tiene distribucién eliptica, que se denota como
x ~ ECp(p, X, g), cuando para una funcién dada g(t), la forma funcional de la distribucién del

vector aleatorio es:

F) = 1E1 2610 — wyEL(x - w)]
(111.1)
1

=1zl 2g(v)
donde V es una forma cuadratica que involucra al vector aleatorio x, por lo cual es una variable

aleatoria univariada.

La distribuciéon Normal Multivariada es una distribucion eliptica, debido a que su
funcién de densidad corresponde a la expresion (///.1) cuando g(t) = (ZW)’ge’%t . Se sabe
que en este caso la variable aleatoria V tiene distribucién x? con p grados de libertad, y se
puede apreciar que existe una relacion entre la forma de la funcién g(t) y la forma funcional
de la distribucién x2. Establecer la relacién entre ambas formas funcionales permitira dar un
sentido mas claro a la eleccion de la funcion g(t) en términos de la funcién de distribucién de
V. Para encontrar esa relaciéon de manera general, se requiere usar el concepto de distribucién

esférica.

Definicion II1.2. Un vector aleatorio y € P tiene distribucién esférica si y ~ ECp(0, I, 9), es
decir, si para una funcion dada g(t), la forma funcional de la distribucion del vector aleatorio

es f(y) =g(y'y).
El nombre de distribucién esférica se debe a que en este tipo de distribuciones, las

curvas de nivel siempre corresponden a esferas, mientras que por su parte, en el caso de las

distribucion elipticas las curvas de nivel siempre corresponden a elipsoides.
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Para un vector con distribucién esférica, se tiene que V =R?2=y'y = || XHZ y se puede
demostrar en ese caso (Fang y Anderson, 1990a) que la variable aleatoria V tiene la siguiente

forma distribucional:

p

f(v) = r’(’,:,)v(S)—lg(v) (111.2)

Entonces, para generar una distribucion esférica, se puede partir de proponer una
distribucion para V con la forma de la ecuacion (//1.2) a partir de la cual se identifique la
funcién g(t). Esto implica que en el caso de las distribuciones esféricas, determinar la funcién

g(t) se puede realizar definiendo la distribucion de V (o de R).

Para poder aplicar este resultado al planteamiento de generaciéon de distribuciones
elipticas, se propone que si la variable aleatoria V estd definida por V =R =y'y = ||y ||2 donde
y es un vector aleatorio con distribucién esférica, entonces para AA’ =X se tiene que la
distribuciéon de x = u + Ay es eliptica, esto es que x ~ ECp(u, X, g).

El resultado anterior establece la forma en que se pueden proponer las distribuciones
elipticas. Ademads, se puede demostrar que la distribucién de y es la misma que la de RU,
siendo U un vector uniforme sobre la esfera unitaria de dimensiéon p. Esto implica que la

distribucion de x es la misma que la de 4 + RAU (Fang y Anderson, 1990a).

Para generar propuestas concretas de distribuciones elipticas, se puede partir del plan-
teamiento de distribuciones para V alternativas a la x2 con p grados de libertad que genera a
la Normal Multivariada. Una primera opcién es el planteamiento de una distribucién Gamma
para V, que se propone a partir de la idea de que la distribucién x? es un caso particular de la
Gamma. Se puede demostrar que en este caso, la funcién g(t) toma la siguiente forma:

B B p .
g(t) =a7r7p5’27§ap 2 T(3) t7-1e-Pt

(5527)

Las distribuciones elipticas asi generadas se conocen con el nombre de distribuciones

: a,>0 y 294+p>2

tipo Kotz. La distribucion Exponencial Multivariada es un caso particular que se obtiene

cuandoa >0, B = % y 7 =1,yasuvezcontiene a la Distribucion Laplace o Doble exponencial

cuandoa =%, B=1 y y=1y ala Distribucién Normal cuandoa =1, =3 y v=1. Cabe
destacar que la funcién g(t) es decreciente cuando v = 1, caracteristica que tomara especial

interés en resultados posteriores.
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Otra opcion que se ha propuesto para la distribucion de V es la Beta, para la cual se

puede demostrar que la funcién g(t) toma la siguiente forma:

r (P+2’7+2 )

g(t) = W%W

(1-1t)" , 0<t<1l y g>-1

Las distribuciones elipticas asi generadas se conocen con el nombre de distribuciones

Pearson Tipo II. En este caso la funcién g(t) es decreciente cuando v > 0.

Una tercer opcién propuesta para la distribucion de V es la Beta tipo II. En esta alter-

nativa se puede demostrar que la funcién g(t) toma la siguiente forma:

gt)=a r(in);; rr

r(m

P
(8) (o \2 at 7" p
1+ —— , , 0 2 —
T \2xty) U oty R 2
Las distribuciones elipticas asi generadas se conocen con el nombre de distribuciones
Pearson Tipo VII Generalizada. Casos particulares de esta distribucion son la correspondiente
t de Student Multivariada cuando m = #, y como caso limite la Exponencial Multivariada
cuando m = # y 7 — oo que como ya se sefiald, contiene a la Normal y a la Doble Expo-
nencial Multivariadas. En este caso, la funcion g(t) siempre es decreciente. Mas adelante se

ejemplifica a detalle la distribucién Pearson Tipo VII correspondiente al caso en que a = 1.

Existen otras alternativas para generar distribuciones elipticas, destacandose de estos
resultados que la familia de distribuciones elipticas es mas general que la distribucién Normal
Multivariada, y que el uso de distintas distribuciones para la variable aleatoria V generaran
distribuciones alternativas a la Normal Multivariada. Ademas, se puede demostrar que, en
caso de existir, la esperanza de un vector con distribucién eliptica corresponde a E(x) = p, y la
varianza a Var(x) = W = @Z, con lo cual se resalta la importancia de partir de la definicién
de la distribucién de V.

IT1.2 Teoremas para Distribuciones Elipticas
A continuacién se presenta una serie de teoremas que permiten que se pueda realizar
inferencia estadistica sobre los parametros de las Distribuciones Elipticas practicamente con

el mismo grado de dificultad del que tiene el realizar la inferencia en distribuciones Normales
Multivariadas.
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Teorema IIl.1. Sea y ¢ ®” un vector aleatorio con distribucion esférica, entonces todas las
marginales de y de cualquier dimensién seran esféricas. En particular si y = [y(1)’ y(2'], con
yM e R™ O0<m<p)y y® e R (m+ n=p), entonces la funcién gm(t) que caracteriza a la

distribucién de y(!) esta dada por:

™ 5 e p—m_q
anlt) = o [ =07 g(y)dy (111.3)
r==) Jz
donde g(t) es la funcién que caracteriza a la distribucién de y.
Demostracion: se encuentra en [Fang, Kotz y Ng, 1990, pag. 36].

Teorema I11.2. La distribucion conjunta de x4, ..., x, vectores aleatorios independientes tales
que x; € R” con idéntica distribucién eliptica x; ~ ECp(p, X, g) esta dada por:

5172 T ol(x; — )= ~2(x; — w)] (111.4)
i=1

Demostracion: es directa dado que los vectores son independientes, por lo cual su

densidad conjunta es el producto de las densidades individuales.

Definicion I11.3. Un conjunto de n vectores x;, ..., X,, X; € RP con distribucion multivariada
pueden representarse por la matriz de dimension n x p dada por:

X =(x1 X2 -.. x,) (111.5)

Proposicion III.1. Sean xq,..., x,, vectores aleatorios independientes x; ¢ RP con idéntica
distribucion Normal Multivariada x; ~ Np(g, ), entonces la densidad de la matriz X dada por
la Definicion III.1 es,con 1 = (1,..., 1),1e R™

1

. | Texp {—;[vec(X') ~1Q ul'lln @ =] Yvec(X') -1 ® “]} (111.6)
emzl,=l?
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Demostracion:

En el caso de la distribucion Normal Multivariada se tiene que:

9l = (21)5 exp {;t}

™

y partir del Teorema I11.2 se tiene que la distribucién conjunta de x4, ..., X, €es:

; ™

i=1 (2
L isl Bexpl -1y 1
= W 3 expy—3 Z(Ki —B)ET(x - p)
n i=1
1

BT T {_;["ec(x') ~1Q@ ul'lln @ E] ' vec(X) -1 Q® ul}
@emz2l, QT

QED

Estudiar la densidad de la matriz X es equivalente a estudiar a la densidad del vector
vec(X'). La Proposicion III.1 plantea un modelo alternativo para definir la distribucién de

la matriz X cuando los vectores que la conforman tienen distribucién eliptica.

Proposicion II1.2. Sean x4, ..., x,, vectores aleatorios x; € P no correlacionados con idéntica
distribucion eliptica x; ~ ECp(u, X, g), que definen a la matriz X, entonces la densidad de X es:

1, @ E1 29" (Ivec(X') ~ 1 ® ulTin ® 1 M [vec(X') 1 ® ul)
o (111.7)
~ izl g (z<x,- W m)

i=1

para alguna funcién g*(t) con la misma forma funcional que la funcién g(t) que caracteriza a

la distribucion eliptica de los vectores x4, ..., X,
Demostracion: se encuentra en [Fang y Anderson, 1990a, pag. vl.

El resultado de la Proposicion III.2 plantea que, para analizar estadisticamente una

muestra aleatoria, proveniente de una distribucion eliptica, se puede partir de la distribucién
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de la matriz X, en vez de partir de la distribucién conjunta definida en el Teorema II1.2,
esto debido a que la independencia implica la no correlacién de los individuos. Dependiendo
de la aplicacién que se esté considerando, es probable que una de las posibilidades permita
encontrar resultados de manera mas simple. Notese a partir de la Proposicion I11.1, que para
el caso de la distribuciéon Normal Mulivariada ambas alternativas de analisis son equivalentes.

Dado que la distribucién de la matriz X es la misma que la distribucion del vec-
tor vec(X’), la Proposicion I11.2, deja en claro que vec(X’) entonces tendra distribucion
eliptica, para la cual existira V* definida por V* = R*2 = y*'y* = HX*HZ con E(vec(X')) =1 Q p,
y Var(vec(X’)) = %‘g)[ln & x], donde V* tendra la distribucion:

NS

™

F v () 1gr(y) (111.8)

f(v) =

IS}

)

N

Ademas, dado que en una muestra aleatoria las columnas de X’ seran independientes,
es claro que los bloques diagonales que conforman a la matriz de varianzas y covarianzas
de vec(X’) son todos iguales y corresponden a la varianza de x con la distribucion eliptica
correspondiente a cada individuo de la muestra, esto es, x ~ EC,(u, £, g). Esto implica que
E(v*) _ E(V)

np P

El resultado, que puede reescribirse como E(V*) = nE(V), puede simplificar la identifi-
cacion de g*(t) en aquéllos casos en los que, multiplicar por n a la esperanza de V, equivale
simplemente a multiplicar por n un parametro de la distribucién f(v), como en el caso de la
t de Student multivariada o de la normal multivariada. Sin embargo, hay ocasiones en que
esto no ocurre, y para esos casos se puede obtener g*(t) a partir del Teorema IIl.1. Esto se
ejemplificara mas adelante para el caso de la distribucién Pearson Tipo VII.

Teorema II1.3. Sean xq,..., x, vectores aleatorios independientes con idéntica distribucion
eliptica x; ~ ECp(u, X, g), entonces la distribucién de la matriz X esta dada por:

FX)= 121 2g*(tr216) (111.9)

donde G = Y"i_,(x; — w)(x; — p)' ¥ g*(t) corresponde a la funcién definida en la Proposicién
II1.2.

Demostracion: se encuentra en [Fang y Anderson, 1990a, pag. 9].
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Teorema II1.4. Sean xq,..., x, vectores aleatorios independientes con idéntica distribucién
eliptica x; ~ ECp(p, X, g), donde la funcién g*(t) definida en la Proposicién II1.2 sea decre-

ciente y diferenciable, entonces el estimador maximo verosimil de £ denotado como £ es:
% = Omax(g)W (111.10)

donde d,,,4(4-) €s el valor que maximiza la funcién f(4) =4 ’%g*(g) siendo n el tamano de

muestra y donde W = >, (xj — X)(xj — X)'.
Demostracion: se encuentra en [Fang y Anderson, 1990b, pag. 205].

Lema III.1. El valor §,,,4(g-) que maximiza la funcién f(§) = 4 _%g*(g) bajo las condiciones
del Teorema III.4 es soluciéon de la ecuacion:

g*’ < . )
N P )
Omax(gr) = <2 —\max(g1) /. (111.11)

g | —
6max(g*)

Demostracion: se encuentra en [Fang y Anderson, 1990b, pag. 204].

Corolario I11.1. Sean xq, ..., x,, vectores aleatorios independientes con idéntica distribucién
eliptica x; ~ ECp(u, Z, g), donde la funcion g*(t) definida en la Proposicion II1.2 sea decre-
ciente y diferenciable, entonces el estimador maximo verosimil de Var(x) = W denotado como
W es:

. E(R?)
v = 76max(g*)w
(111.12)

np 5max(g*)W

Demostracion: se deriva de manera directa de la propiedad de invarianza de los

estimadores maximo verosimiles.
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Teorema II1.5. Sean x;q,..., x, vectores aleatorios independientes con idéntica distribucién
eliptica, y suponiendo sin pérdida de generalidad que u = 0, entonces la densidad de la matriz
W =YL, (x; — X)(x; — x)’ es:

np _ p(p-1)
T2 4

r[n—g.-i-l]

FW) = w15 1517 g (tr(='w)) (111.13)

Demostracion: se encuentra en [Fang y Anderson, 1990a, pag. 12].
II1.3 Ejemplo (Distribucion Pearson Tipo VII)

Definicion II1.4. Un vector aleatorio x € RP tiene distribucion Pearson Tipo VII denotada

como x ~ PP,(p,v, m, I, g) sila funcién g(t) que la caracteriza esta dada por:
3
(m (3) A
g(t) = (1+ > (111.14)

con los siguientes parametros:

i) p € R parametro de localizacion;
ii) ¥ € RP parametro de escala;
iii) v > 0 grados de libertad;

iv) m > & parametro de forma.

Algunos casos particulares o casos limite de esta distribucion incluyen a las distribu-
ciones t de Student multivariada, exponencial multivariada y normal multivariada, esto bajo
valores especificos de los parametros, los cuales permiten encontrar un mejor ajuste de los

datos a la distribucion.

Proposicion II1.3. Sean x,,..., x, vectores aleatorios independientes teniendo idéntica dis-

tribucién Pearson Tipo VII x; ~ PPp(p, v, m, £, g), entonces la distribucién de la matriz X esta

dada por:
f(X)=lzl 2g*(trz—16) (111.15)
donde
(2m+np p) 1 7 _2m+np—p
g (t) = — ) i (111.16)
n2l(m—§) '7
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Demostracion:

La Proposicion II1.2 establece que g*(t) es la funcion que caracteriza al vector vec(X’),
siendo g*(t) de la misma familia que g(t), por lo cual en el caso de la distribucién Pearson

Tipo VII se tiene que:

Esto implica que vec(X’) ~ PPp-(1 @ p.v*. m*, In @ X,g*), y entonces la distribucion
del vector de dimensién np x 1 definido por y = A~l(vec(X') -1 @ p), con AA=1, ® I, es
y ~ PPp-(0,7%, m*, I5-, g*). Si se particiona a y como y = [y(1)’ y(2)'] con y(!) de dimensién p x 1,
es claro que la distribucién de y(1) debe corresponder a y) ~ PP,.(0,v,m, I,-,g). Para en-
contrar los parametros de g*(t) se puede utilizar entonces el Teorema IIl.1 que permite

relacionar g(t) con g*(t) de la siguiente forma:

o(t) = r:',,:,,) /t T -5 g (y)dy

Se requiere entonces desarrollar el factor derecho de la ecuacion anterior, para llegar a

una forma similar a g(t) que de antemano se sabe es:

Desarrollando el factor referido, con el cambio de variable dado por s =y — t, de donde

ds = dy, con s en el intervalo (0, <) se tiene:

0(0) = g ) )<1)p;/[,oo(s)""2—"‘1<1+5;t)_m*ds

r(npz—p)"r%r(m*_% T*

Es sencillo probar que:

s+t —m T+t —-m s -m
1+ ) - ( ) (1 + )
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Con lo cual:

e g
) ) e

e ()

90 = T ()
Sean a=np—py b=2m*—a de modo que a+ b =2m*. Se define un nuevo cambio de
s ) ( ) de modo que s = w(y* + t)2 y ds = (y* + t)§dw, con w en el

variable dado por: w = ( Tr
intervalo (0, <), de donde:

_ath
2
dw

TS () (1) e s (2) (14 2

g(t) = r(np p)r (m* _ %) P
Si se identifica al término en la integral como una distribuciéon F(a, b) con ausencia de

algunas constantes, se puede completar de modo que se obtiene

_w ") (1NT (e Mr(g)r(g)
9(t) = r(Z2,2 ”)r(m*ri%) (7) (77* > (i) W
: T (5) () oo r(m)

F(“Z2)r (m* — &

mo—p_B- (2m*—np+p B _nmp—p
5[ (20" —np+p A - m*+
< 2 ) ( 1 > (1 + ;)

n _ _ *
P g p =—g:>p*=np
2m* —np+p o 2m+np—p
2 2
T =7
De donde:
(2m+np P) (1)7,) _2m+2np—p
X ¥
g() = —p (
w2l (m— g ’Y
QED

38



Proposicion II1.4. Sean x,,..., x, vectores aleatorios independientes teniendo idéntica dis-

tribuciéon Pearson Tipo VII x; ~ PP,(p,7,m, X, g), donde m > pziz, la matriz de varianzas y
covarianzas W esta dada por:

T

v=o (111.17)

Demostracion:

Por la Definicion IIl.1, 1a distribucion f(v) es:

o ()6 04

Si se definen a=py b=2m — p de modo que a+ b =2m y se propone la transformacién

w= (g ) (,%) de modo que v = w7, siendo el jacobiano de la transformacién igual a £v, en-
tonces la distribucion de w es:

ret) (ays (g N
= g () (e ()

523 = Tmepo3 de modo

Que corresponde a una distribucién F(a, b), y por lo cual E(w) = 2 2m-—p
que:

_a _ p 2m—p _ TP
E(v) = pEw)r = <2m—P) <2m—p—2>'7_ 2m—p_ 2

Dado que ¥ = @2, entonces se tiene que:

_ 1
T 2m—p-2

QED

Proposicion II1.5. Sean x,,..., x, vectores aleatorios independientes teniendo idéntica dis-

tribuciéon Pearson Tipo VII x; ~ PP,(p,v, m, X, g), los estimadores maximo verosimiles de la

matriz parametro X y de la matriz de varianzas y covarianzas W estan dados por:

e (2m—p\ W o 2m—p w
Z_( p" )n y w_(Zmp2> (111.18)

n

donde m > "‘5—2.
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Demostracion:

La funcion g*(t) que se encontré6 en la Proposicion I11.3 para la distribucion Pearson
tipo VII es decreciente y diferenciable, por tanto, por el Teorema III.4, el estimador maximo
verosimil de X es T = Omax(g-)W. Para obtener 4,,,,(4-) se utiliza el Lema III.1, para ello se

obtiene el cociente

Dado que:

con

entonces

g )T e
g7(t) = — ’_g(m)(1+t) ()

y por tanto
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De este modo, para obtener d,,,,(4) €l Lema III.1 establece la necesidad de despejar de

la siguiente ecuacién:

*2 P
-2\° (“maxw)
n

de donde:
5 _2m* —np
max(g*) — ny
_2m+np—p—np
ny
_2m-p
ny
y por tanto

£ (i)
v n

finalmente, por el Corolario I1I.1 y por el siguiente resultado, previamente probado

P

E(v):2m—p—2

se tiene que
N 2m—p w
Uv=(_—— " |J__
(2mp2> n

QED

II1.4 Simulacion de Vectores con Distribucion Eliptica

Se han estudiado diversas formas de obtener datos simulados provenientes de distribu-
ciones elipticas, y son tres métodos los mas recurridos. El primero consiste en obtener distribu-

ciones condicionales (lo cual es simple para las distribuciones elipticas) y a partir de dichas
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distribuciones utilizar algoritmos de simulacién de Monte Carlo via Cadenas de Markov, con
precision empiricamente comprobada (Johnson, 1987). El segundo tipo de métodos son los
basados en mezclas de escalas, consistentes en encontrar las mezclas de distribuciones mas
simples de simular, que generan a su vez a las distribuciones elipticas deseadas. Este segundo
tipo tiene la desventaja de limitar los valores de los parametros a ciertos rangos, por lo cual no
es general (Haro-Lopez, 1998). Una tercer forma de simular consiste en partir de lo que se ha
denominado representaciéon de Cambanis para las distribuciones elipticas. Esta metodologia
es de caracter general pero poco conocida y aplicada, por lo que se presenta a continuaciéon
(Johnson, 1987).

En la Seccion III.1 se establece que para un vector aleatorio x € R” con distribucién
eliptica denotada por x ~ ECp(u, X, g) se tiene un vector aleatorio y con distribucién esférica
(eliptica estandarizada) correspondiente a la distribucion eliptica de x de modo que, para
AA’' = %, la distribucién de x es la misma que la de p + RAu siendo u un vector uniforme sobre
la esfera de dimensién p, donde la distribucién de V = R? es:

P

f(v) = r’(',:,)v(ﬁ)-lg(v) (111.19)

Este resultado, que se conoce como representaciéon de Cambanis, permite definir un
algoritmo de simulacién para datos provenientes de la distribucién eliptica x ~ ECp(u, X, g) de

la siguiente forma:

Proposicion II1.6. Un algoritmo para generar un vector x € RP con distribucion eliptica
denotada por x ~ EC,(p, I, g) esta dado por:

a) Generar un vector v € i*P uniforme sobre la esfera unitaria de dimension p.
b) Generar un valor R.
c) Obtener A tal que AA' =%
d) Calcular x = p + RAu
Demostracion: es directa a partir de los resultados previamente presentados.

Para la generacion de los vectores referidos en el inciso a) se puede utilizar el algoritmo

que se describe a continuacion.
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Proposicion II1.7. Un algoritmo para generar el vector u € R uniforme en la esfera de

dimension p requerido en el inciso a) de la Proposicion II1.6 consiste en:

i) Generar p valores Uy, ..., U, provenientes de p variables aleatorias independientes con la

misma distribucién uniforme en el intervalo [-1,1]
ii) Calcular S = U2 + ... + U3, y repetir el paso a) hasta que S < 1.
iii) Generar u = (% ..... %)

Demostracion: este algoritmo se considera como de aceptaciéon-rechazo, y se basa en
el hecho de que la esfera unitaria de dimension p esta inscrita totalmente en el hipercubo con
lados de longitud 2 centrado en el origen, a partir de lo cual se plantea generar vectores dentro
del hipercubo, y esperar hasta obtener uno que esté dentro de la esfera, y posteriormente
normalizar dicho vector para que satisfaga la condicion de estar sobre la esfera unitaria
(Devroye, 1986).

Para obtener el valor requerido en el inciso b) de la Proposicion II1.6 se plantea la
posibilidad de utilizar algoritmos de aceptacién-rechazo, partiendo de la distribucion de R, o
en su caso, de una funcién de R sencilla de simular por medio de los algoritmos referidos. Se

ejemplificaran los casos de las distribuciones Normal Multivariada y Pearson Tipo VII.

Lema II1.2. Sea x ¢ ®P un vector aleatorio con distribucién Normal Multivariada, entonces
V = R? tiene distribucién x? con p grados de libertad.

Demostracion:

Para una distribuciéon Normal Multivariada se tiene que:

Nt

g(v) = (2m) 2e”

de donde

f(v) =

funcién que corresponde a una distribucién x2 con p grados de libertad.

QED
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Lema II1.3. Sea W ¢ Rt una variable aleatoria con distribucién x2 con p grados de libertad,

entonces Y = 3W tiene distribucién Gamma (§,1).
Demostracion:

Siy = %W entonces W = 2Y y por tanto el jacobiano de la transformacion vale 2, por lo

cual la distribucion de Y es:

funcién que corresponde a una distribucién Gamma (4§,1).
QED

Corolario II1.2. Sea x ¢ RP un vector aleatorio con distribucion Normal Multivariada, en-

tonces Y = RTZ tiene distribucién Gamma (§,1).
Demostracion: es directa a partir de los Lemas II1.2 y I11.3.

Proposicion II1.8. Un algoritmo para generar R correspondiente a una distribucién Normal

Multivariada consiste en:
i) Generar un valor y de una distribucién Gamma (4,1)
i) Calcular R = (2y)?.
Demostracion: es directa a partir del Corolario I11.2.
Para implementar de manera practica este algoritmo se puede hacer uso de algoritmos
de aceptacion y rechazo de probada eficiencia para la generacion de valores provenientes de la

distribucién Gamma (4,1), como por ejemplo el Algoritmo XG de rechazo de Best para variables
aleatorias Gamma (Devroye, 1986).
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Lema III.4. Sea x € #” un vector aleatorio con distribucién Pearson tipo VII con parametros

my v, entonces V = R? tiene la siguiente distribucién:

o Tm (1\E e v\
=g (3) 4 0+3) (1120

Demostracion:

Para una distribucién Pearson tipo VII con parametros my v se tiene que:

r(m) (l)g s\
9lv) = xor (m7 ) (1 '7)

de donde

NI

fo) = I'(mi(;))l'(’z’) (i) S5 (1 + ;) “m

funcion que corresponde a la enunciada en el lema.
QED

Lema IIl1.5. Sea W ¢ Rt una variable aleatoria con distribucién:

_ r(m) 1\? 2_q w) "
f(w)_r(m_w<1> w2 <1+1) (111.21)

entonces la distribucion de Y dada por la transformacion Y = % (2’"—;”) es F(p,2m — p).
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Demostracion:

Siy =% (2’"—*p> entonces W = Yy (

5 ) y por tanto el jacobiano de la transformacion

p
2m—p

2m—p

fly) = ‘7 (Zmpp)‘ F(m E(l!;))r (%) (’1’>5 (” (2mp p))g_l (1 - Wrnf_p)))
= F DD (zm"—pfyg_l (o ()

r <P+(2m P)) p _pt+(2m—p)
2
p
2

r(zr (2’"—”) <2mp—p)2 vi (1+y (2mp—l’>)

funcién que corresponde a una distribucién F(p,2m — p).

vale 7 ( P ), por lo cual la distribucion de Y es:

QED

Corolario II1.3. Sea x € R un vector aleatorio con distribuciéon Pearson tipo VII con

parametros my -, entonces Y = ,YZ (2";, P ) tiene distribucién F(p,2m — p).
Demostracion: es directa a partir de los Lemas I11.4 y II1.5.

Este resultado implica que para generar valores para R se pueden generar valores Y de

e 2 _
una distribucion F(p, 2m — p), que van a corresponder a Y = RT (Zmp ”) , por lo cual los valores

R seran:

Nl=

= (Y'y (2m" p)> (111.22)

Un resultado bien conocido establece que si S; se distribuye x? con n; grados de libertad,
y S5 se distribuye x2 con n, grados de libertad, con S; y S, independientes, entonces:

tendra distribucion F(ny, ny). Este resultado permite generar valores de Y a partir de valores
generados de S; y S, independientes.
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Proposicion II1.9. Un algoritmo para generar el valor de R correspondiente a una dis-

tribucion Pearson Tipo VII con parametros m y v consiste en:
i) Generar un valor W; de una distribuciéon Gamma(%,1).

ii) Generar un valor W, de una distribuciéon G amma(z’"T‘p, 1).
iii) Calcular S; = 2W; y S, = 2W,.

iv) Calcular

Nl=

v) Calcular R = (ny (an_p)>
Demostracion: es directa a partir del Lema II1.3, del Lema II1.5 y del resultado

conocido que relaciona las distribuciones x?2 con la distribucién F.

Finalmente, cabe sefialar que una forma de calcular la matriz A referida en el inciso
c) de la Proposicion I11.6 consiste en aplicar la descomposiciéon SVD a la matriz ¥, que al
ser simétrica generara un producto de la forma: UDU’. Al obtenerse la descomposicién de
Cholesky de D en la forma: E'E = D se puede generar A como A = UE’ (Golub, et. al., 1989).

A continuacién se presentan las graficas de dos distribuciones elipticas para las que
se utiliz6 el método de simulacién descrito en esta seccién. Se presentan a manera de com-
paracién las graficas de las distribuciones reales con las distribuciones empiricas de los datos
simulados obtenidas por medio de estimacién por kernel bivariada. Se utilizé, para la ge-
neracion de los datos, el programa en lenguaje Fortran enunciado en el Apéndice, y para la
generacion de las graficas de estimacion por kernel bivariada, la funcién kde2d disponible en
el paquete R.

Tanto en el caso de la distribucion Normal bivariada, como en el de la Pearson Tipo VII,
se observa una similitud notoria entre las graficas tedérica y empirica, aunque es claro que no
son completamente iguales. Esta comparacion visual se presenta para mostrar la viabilidad

del uso del método de simulacién previamente descrito.
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Grafica II1.1. Distribucion Normal Bivariada con media p = (0,0) y matriz de varianzas y

covarianzas ¥ = 1.0
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Grafica II1.2. Distribucién Normal Bivariada simulada con media g = (0,0) y matriz de
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Grafica II1.3. Distribucién Pearson Tipo VII Bivariada con media p = (0,0) y parametros
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Grafica II1.4. Distribucién Pearson Tipo VII Bivariada simulada con media p = (0,0) y
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Se presentan a continuacién las comparaciones entre las medias poblacionales y las
correspondientes a los datos simulados de las distribuciones previamente graficadas. En el
caso de la distribucién Normal bivariada se tiene que la media poblacional es:

E(x) = (0,0)

mientras que la media de los datos simulados es:

% = (0.012,0.004)

La matriz de varianzas y covarianzas poblacional en este caso es:

Vix) = H ‘1’}

mientras que la matriz de varianzas y covarianzas de los datos simulados es:

_ [ 1003 -0.014
‘/5""’(")—[0.014 1.017]

Por su parte, la distribuciéon Pearson Tipo VII tiene una media poblacional dada por:

E(x) = (0,0)

y la media de los datos simulados es:

x = (0.006,0.014)

La matriz de varianzas y covarianzas poblacional para este caso es:

_ [0.937 0.000
V(")—[o.ooo 0.937]

mientras que la matriz de varianzas y covarianzas de los datos simulados es:

0.958 —0.002
‘/5""'(")—[—0.002 0.949]

Estos resultados corroboran las similitudes en las graficas y la viabilidad de usar este

método de simulacién.
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Por ultimo se presentan los resultados de una simulacién para una distribucién Pearson

Tipo VII en dimensién 4 con parametros v = 14 y m = 10, media poblacional:

E(x)=(1,0,-1,0)

y matriz de varianzas y covarianzas poblacional

1 05 025 0.125
0.5 1 05 025
025 05 1 0.5

0.125 0.25 0.5 1

V(x) =

En este caso la media de los datos simulados resulta ser:

X = (1.016,0.007, —1.009, —0.006)

y la matriz de varianzas y covarianzas:

0.992 05 0.245 0.123
Viim(x) = 0.5 1.015 0507 0.25
Stmi= 0.245 0.507 1.004 0.504

0.123 0.25 0.504 1

Es notoria la similitud entre los resultados poblacionales y los obtenidos por la simu-

lacion, por lo cual se constata que el algoritmo funciona razonablemente bien.
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Capitulo IV. Analisis de Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes Bajo el Supuesto de Distribucion
Eliptica

Hasta ahora, los tres capitulos previos han presentado un conjunto de resultados que
permiten establecer el contexto en el que se enmarca el presente proyecto de investigacion.
Si bien dichos capitulos son un compendio estructurado de resultados relacionados con el
analisis de muestras complejas, el Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores
Dependientes y las Distribuciones Elipticas, que no se encuentra reunido en ningun texto
hasta ahora escrito, ello no conlleva una propuesta que pueda valorarse como un proyecto de

investigacion original.

En los siguientes dos capitulos, se mostrara que los resultados presentados hasta ahora,
pueden ser utilizados para plantear un modelo que, partiendo del Analisis de Componentes
Principales Comunes en Vectores Dependientes descrito en el Capitulo II, pueda generali-
zarse en dos sentidos. El primero, incluido en el presente capitulo, se relaciona con la posi-
bilidad de partir de un supuesto distribucional alternativo al de Normalidad Multivariada,
por medio del uso de las distribuciones elipticas presentadas en el Capitulo III, destacando
que dichas distribuciones conforman una familia mas general que la Normal Multivariada,
implicando con ello que sera mas probable que un conjunto de datos pueda ser modelado por
medio de alguna de dichas distribuciones elipticas. El segundo sentido de generalizacion se
presenta en el préximo capitulo, buscando generar un modelo que pueda aplicarse cuando se

dispone de muestras de diseno complejo.

Estos resultados si conllevan una propuesta de caracter original, ya que todas las
proposiciones y teoremas presentados en los siguientes dos capitulos, son de autoria propia,
y hasta donde se tiene conocimiento, no han sido publicados en ningun texto, considerando
que se ha hecho una exhaustiva busqueda al respecto tanto en los textos publicados hasta
ahora de manera escrita en los libros y revistas de mayor tradicion en el area de analisis
correspondiente, como en internet. Adicionalmente, los resultados que se exponen responden
a necesidades reales que se presentan al implementar de manera practica un método como el
Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes, puesto que existe
por un lado, una necesidad de aplicar modelos con validez en los supuestos que permita ase-
gurar que los resultados obtenidos se apegan a la realidad, y por otro, un uso creciente de
las encuestas de disefio complejo debido a la optimizaciéon de recursos que implican dichos

disenos.
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En este capitulo se obienen los estimadores maximo verosimiles bajo el supuesto de
distribucion eliptica para los parametros A;; y B del modelo del Analisis de Componentes
Principales Comunes en Vectores Dependientes, asi como las distribuciones asintéticas de
dichos estimadores, haciendo particular énfasis en comparar los resultados obtenidos, con
los que parten del supuesto de Normalidad Multivariada, con la finalidad de establecer su
utilidad.

Se continua con la estrategia de presentar los resultados base de las proposiciones
y teoremas, incluyendo la fuente en la cual se encuentran demostrados, o en su defecto,

probandolos cuando no se haya encontrado un texto conteniendo dichas demostraciones.

IV.1 Estimacion Puntual de los Parametros

Una forma de representar la informacion que puede estudiar el Analisis de Componentes
Principales Comunes en Vectores Dependientes consiste en construir un vector conteniendo

los datos de las variables de el i-ésimo individuo de cada conjunto de manera concatenada.

Definicion IV.1. Sea x; = (xM,...,x'?, x#,..., P xKL, ... x/?) tal que x!" es el valor de la

variable r del individuo i perteneciente al conjunto /.

Por el Teorema II1.3 se tiene que la verosimilitud de la matriz X = (x; x ... x,), para
una muestra aleatoria xq, x, . . ., xn, esta dada por:
L(p.2)= x| 2g°(tr=1G) (1v.1)

En [Fang y Anderson, 1990a] se demuestra que este resultado es equivalente a:
L) = 121 27 (trE W + n(X — p)E1(X — p)) (1V.2)

E(R*z)
nkp

nkp
E(R*z)'

Recordando que ¥ = ¥ se tiene entonces que X = pW con g =

Dado que, bajo el modelo previamente planteado se tiene que W;; = BA;8’, entonces
 =[Xjlij=1
original puede ser reparametrizada en términos de p, g, 8y Aj;. Si se define a A como la matriz

« de modo que la verosimilitud

por bloques conformada como A = [Aj;]; =1, x entonces, bajo el modelo, se puede escribir a X

como X = g[/x & BIN[/x ® BY, donde /I, es la matriz identidad de dimensién k.
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Lema IV.1. Sea la matriz X tal que T = g[/x @ BIN[/x ® B] entonces:

I = Inl (Iv.3)

Demostracion:

=1 = lollk @ BINIK QBT |
= o 1[I Q BN R BT’ |
=01, @B IANL [, @AY
— oI, ®B11° 1Al
=1, 17718171l
= g"P12P(+1)%¢ I A |
=okP Inl

QED
Lema IV.2. Sea la matriz ¥ tal que T = o[/, ® BIN[/x ® B] entonces:

tr(T W) = ¢ Ltr(N1D) (IV.4)

donde D =[I;, @ BIW[Ix Q Bl

Demostracion:

tr(E71W) = tr (o} (U ® BINK @ BT) W)
o tr (I @ B A1k @ B1 W)

= ot (I QBN @B W)

(

(

= o 'tr (I, @ BYN 11 @ BIW)

= o7'tr (A1, @ BV, ® BY)
(n

Ml @ BIWIK @ Bl)

QED
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Por los Lemas IV.1 y IV.2, se puede reescribir la verosimilitud como:

LB N o) =e 2 IN"2g (e er(A"1D) + n(X — )=~ 1(X - ) (IV.5)

La funcién cuadratica n(X — p)’E-1(X — p) es el tnico término de la verosimilitud que
depende de g, y tiene como tnico punto critico a g = X, independientemente del valor de X, por
tanto maximizar la verosimilitud de la expresion (/V.5) particularmente para los parametros

By A es equivalente a maximizar la verosimilitud:

L(X,B.N, ¢) = o 22 IAI 7gg*(g*1tr(l\*1D)) (1V.6)

Para encontrar los estimadores de maxima verosimilitud de A y B se hace uso de los

siguientes teoremas de calculo matricial.

Lema IV.3. Sea Z una matriz simétrica con entradas funcionalmente independientes (excepto

por Zj; = Zj;), y A una matriz real, entonces:

0

S7tr(AZ) = A+ A’ — diag(A) (IV.7)
) a1
57109121 =221 — diag (z ) (IV.8)

Demostracion: se encuentra en [Henderson y Searle, 1979, pag. 76].

Lema IV.4. Sean C; matrices diagonales C; = diag(cj1, .. ., ¢jp), y sean A; matrices de dimension
pxp,j=1,..., R. Sea ademasg = [B, ..., Bp]l una matriz ortogonal de dimension pxp. Entonces

los puntos estacionarios de la funcion

R
fB) =) tr (C;B'AB)
j=1
son las soluciones de

R
Bin | - (G = Gm) (A + A7) | B =0 (1V.9)
j=1

J

paratoda/, m=1,..., p (I #m)

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 179].
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En la Seccion I1.4.2 se defini6 la matriz A* a partir de la transformacion A* = I, (NI ko

siendo /, x matrices de conmutaciéon (que en particular son ortogonales). A continuacion se

presentan dos resultados que relacionan operaciones matriciales involucrando a A y a A*.
Lema IV.5. Sean Ny A* tales que A* = Ip. kM, , entonces:

A1l = In-1] (Iv.10)

Demostracion:

Dado que /, 4 es ortogonal, entonces es directo probar que | A*| = IAl, por la conmuta-
tividad de los operadores inversa y determinante se deduce el resultado.

QED
Lema IV.6. Sean Ny A* tales que A* = Ip kN, , entonces:

tr(N*"1Z) = tr(N"1D) (Iv.11)

con:

Z=1,,DI (IV.12)

Demostracion:

tr(N=22) = tr([1p N, 171, kD1 )
= tr(/;,—kl/\*lll;,}(/p,kol;,,k)
= tr(l\_lDII’,ka;”kl)

=tr(N"1D)

QED
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Lema IV.7. Para N* se tiene que:

p
log A2 =3 1ogln; 11 (Iv.13)
h=1
y
p
tr(N12) = tr(N, 1 Z4p) (1v.14)
h=1

con Z = [Zjlij=1,..p-

Demostracion: se deriva directamente de las propiedades de las matrices de forma

diagonal por bloques.

Teorema IV.1. Sea x;,...,x, una muestra aleatoria de vectores de acuerdo con la definicion
IV.1, teniendo distribucién eliptica x; ~ ECp(u, X, g), donde la funcién g*(t) que la caracteriza
sea decreciente y diferenciable, entonces los estimadores maximo verosimiles de A;; y 8 para
el modelo W;; = BA\;;8’ con W;; matrices de varianzas y covarianzas, satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones, sujetos a la restriccion de ortogonalidad de g:

Xijh = uBpWiiBp, i.j=1,....k, h=1,...,p (1V.15)
By | T Zj (W — A (Wij)} B =0 (Iv.16)
donde
E(R*2) . [ E(R*?)
2 nkp C) u
u= “n . (E(R*Z)) (Iv.17)
g u
Demostracion:

Reescribiendo la verosimilitud de la ecuacién (/V.6) en términos de A~1 se tiene:

- —nk n
LX.B.A L 0)=02 IN112g* (0 ttr(N"1D))
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La funcién log-verosimilitud es entonces:
L =logl(X,8,A1,0)=C+ glog( IA11) +10glg* (o Ltr(A1D))]
Si se utiliza a la matriz A*, entonces por los Lemas IV.5 y IV.6 se tiene que:
L =logl*(X.8.N""1,0) =C+ glog( IA=11) + loglg* (e 1 tr(A*~1D))]

el Lema IV.7 implica que:

p P
* EY A, *— n *— * — *—
L7 =1logl"(X.B. N1, 0)=C+ 5 log N1l +1oglg (™" Y tr(N, ™' Zpn))]

donde cada A} es una matriz simétrica con elementos funcionalmente independientes excepto
por (A})ij = (A};)ji. Por el Lema IV.3 se tiene:

oL ] (o~ ltr(N:1Z o N Zwn + Z,, — diag(Z
=1 = 512N} — diag(N;)] + g (e tr( hh))(l (*'1'1 i — 9129(Zn))
an;, g (e 'tr(N, " Zpp))
nl . . 207tV (e ttr(N T Zwn)) ,
= 5 |2\, — diag(A;) + (2Zpp — diag(Zpp))

ng* (o= Ltr(N; 1 Zpy))

Igualando a cero se obtiene:

—
*

2N, — 2upZpy, + diag(upZpp) — diag(Nj) = 0

para

up = ~2071g" (e tr(N, " Zpn))
ng*(e~1tr(N;1Zpy))

de donde

lo que implica que:

}‘ij,h = uhﬁ;,W,-jﬁh, I,_] =1,..., k, h=1,..., P



Para encontrar el valor de uj, se puede sustituir el valor de A} = u,Z,;, en la ecuacion

anterior, con lo cual se obtiene la ecuacién:

2079 (e uy kp)
h — _
ng*(e~1u; 1kp)

Sustituyendo el valor de g se obtiene:

E(R*2) .o  E(R*2
up = 2 glkp)g ( (nu,, )) vh
- E(R*2
n g*( (nuh ))

Debido a que el subindice h solo esta asociado al término uy,, se puede definir entonces a

u = up de modo que:

A,-j,h=uﬁ;,W,-jf}h, i,j=1,...,k, h=1,...,p

Para estimar B se regresa a la verosimilitud original, y se usa el hecho de que la funcién
g*(h(x)) sea decreciente, por tanto hallar el 6ptimo para x en log(g*(h(x)) es equivalente a
hallar el 6ptimo en h(x). En ese caso basta con hallar el 6ptimo de la funcién ng~1tr(A-1D),

1

dentro de la cual ng~! es una constante con respecto a g por lo cual es suficiente con encontrar

el 6ptimo de tr(A~1D) como funcién de 8. Una forma alternativa de escribir dicha funcién est4

dada por:

k k
tr(AN1D) =" ¢r (I\ijﬁ’W;jﬁ)

i=1j=1

Como Aj; son diagonales en A, entonces A serdn diagonales en A-1. Para encontrar el
estimador de B se usa el Lema IV.4 del cual se desprende que los puntos estacionarios de

tr(N-1D) son las soluciones de:

Bi [ =l O - AT m W) | By = 0

donde A/ son los elementos diagonales de A%,

QED
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El sistema de ecuaciones definido por el Teorema IV.1 puede resolverse utilizando el
algoritmo FG+ de Flury y Neuenschwander con una modificaciéon que considere la presencia

del factor u.

A continuacion se ejemplifica la obtencion del factor v para el caso de la distribucion

Pearson Tipo VII.

Proposicion IV.1. Sea xi,...,x, una muestra aleatoria de vectores independientes con
idéntica distribucién Pearson Tipo VII x; ~ PP,(u,v, m, X, g), entonces el factor u necesario
para determinar los estimadores maximo verosimiles de A;; y 8 para el modelo W;; = BA;;8’

con W;; matrices de varianzas y covarianzas, es:

2m — kp 1
Demostracion:
Dado que E(R*?) = nE(R?) = % y que gg((:)) = ¥, conm* = 2m+nkp—kp entonces el
valor de u esta dado por:
k
_ 2 T kb2 -m”

n nkp ke
7+ ( : Eﬁfﬁz )
de donde:

2m*y  qnkp
__ 2m—kp-2 2m—kp-2

= -
_ ( 2m* — nkp 1
“\2m—kp-2)n

_ <2m+nkp—kp—nkp> 1
n

2m —kp — 2

_ 2m — kp 1

“\2m—kp-2) n
QED
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Proposicion IV.2. La prueba de cociente de verosimilitudes generalizado para definir es-
tadisticamente la validez del modelo de Analisis de Componentes Principales Comunes en
Vectores Dependientes bajo el supuesto de distribucién eliptica tiene como estadistico de
prueba a:

(1V.19)

| pdiag(n) |
2 g
Xacpcp =n [’09 (

Y

donde, bajo la hipétesis de existencia de las Componentes Principales Comunes en Vectores
Dependientes, X3, se distribuye asintéticamente como una x? con (k2 — 1) (@) con

R dlag(f\ll) dlag(IA\lk)
pdiag(R) = : :

diag(IA\kl) diag(IA\kk)
Demostracion:

La verosimilitud es:

L(p, X) = =1 7%5]* (tr(Z*IW + n(x — E)’Z’I(X - H))

Evaluadaenxy T es:

LxS) =I5 24 G

Bajo la hipétesis de que el modelo del Analisis de Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes se cumple, se tiene:

T= Q‘T’ = o[/« ®E]FACPCD[I’( ®B]/

para F, diagonal.

CPCD
Bajo ninguna restriccion se tiene:

T = oV = o[/, ® BIFIlx ® BY

para F no necesariamente diagonal.

Sean F,_,., = pdiag(R) y F = . Se sabe que £ = ugW¥ con u definida en el Teorema IV.1,
por lo tanto:
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L,cpep (X f) = lugw | 7%9* (tr(u’lg’1W’1W))
=1zl 7%9* (tr(u’lg’llkp))
= lollk @ Blpdiag(M)1x @ BY'1 2 (tr(u e x,))
= lol 3 1, ®E I 2 |pdiag(IA\) [ 3 | Ii ®E’ | _%g* (tr(u‘lg_llkp))

= lol 2lpdiag(N)l 2g* (tr(u_lg_llkp)>

L(x,Z) = lugw | 7%9* (tr(u’1g71W71W)>
=1zI _%g* (tr(u_la_llkp))
= Lol @ BIALL @ BY' | 247 (tr(u 0 1k,))
= 1ol 21, @BI IR 1L @B 1 Eg (tr(u e lyy))
= Igl_g Inl _%g* (tr(U_lg_llkp))

de donde el cociente de verosimilitudes es:

R -4 P el ~1,-1
Licrep (%) _ Vol *1pdiag) | Zg" (er(u e M1iy))
L(x. X) Lol "ZIR1 2g (tr(u=o tly,))

_ |pdiag(lA\)| 2
B Inl

Por lo tanto:

o (252 ) oo (1)

QED
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IV.2 Distribucion Asintotica de los Parametros

Los estimadores A y 3 se obtienen a partir de expresiones que no son explicitas a partir
de un sistema de ecuaciones, por lo que no es posible encontrar sus distribuciones exactas.

Por ello se estudiaran sus distribuciones asintoéticas.

Lema IV.8. Sean G, Hn V Imm las matrices de duplicacién, eliminacién y permutacion
respectivamente, en el contexto definido por Henderson y Searle (1979), donde para Apmxm
simétrica se tiene que vec(A) = Gpvech(A), vech(A) = Hypvec(A) y vec(A) = (Imm) vec(A), ¥y
donde (/m,m) (Imm) = 1,,2. Sea ademas Dy, := diag(vec(/m)), entonces:

YHm(21,2 — D) = Gy,

iYHm(l 2 + lmm — Dm) = Gy,

iiNGm(AQ A)(I,2 + Imm) = 2G (A Q A)
iv)Hn(AQ A)(I,2 + Imm) = 2Hm(A & A)

(1V.20)

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 180].

Lema IV.9. Sea A xm simétrica con variables funcionalmente independientes (excepto por
Aj; = Aj;), entonces:

. 8vec(A‘1) _ _ _

Voweecayy = A @A Nz + Imm — D) o
.. aVeCh(Ail) _ -1 1 .

i a(vech(ayy = Hm(A~ ® A7)Gm

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 181].
Definicion IV.2. Las condiciones de regularidad en el caso multivariado son:

(R1) Para cada 6¢© las siguientes derivadas existen para toda x:

0 .
a—oilogf(g 10) Vi

2

0 ..
WIOQ“K 10) Vi, j

3

Wlogf(g 10) Vi, j k
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(R2) Existen funciones g(x), h(x) y H(x) Para cada 8ye® (posiblemente dependiendo de 8;)

tales que, para 8 en una vecindad N(8,), las siguientes desigualdades se cumplen para toda x:

’ fx: 0)‘<g(x) Vi

v . < ..

f(x:0)| < H(x)Vijk

06;00;06,

/.../g(g)dxl...dx,,<oo
/.../h(g)dxl...dxn<oo

Eg{H(x)} <

(R3) Para cada 0¢® la siguiente desigualdad se cumple para toda x:

0<— Eg{(a(; logf(x: 0)> (3(3 logf(x: 0)>}<00Vi,j

Una vez definidos estos resultados se plantea hacer uso de la propiedad de los es-
timadores maximo verosimiles que establece que, bajo condiciones de regularidad, la dis-
tribucién asintética de un estimador 8 para un vector de parametros 6 de dimensién p estd

dada por: v/n(8 — 8) ~ N,(0, nl;;*(8)) donde /,(8) es la informacién esperada de Fisher para 6.
Para ello se definen los siguientes vectores: 67 = [vech(A}), ..., vech(M\;)], 85 = B* donde
B es el vector integrado por % elementos funcionalmente independientes de 8, y donde

=[vech(N;™1), ..., vech(h;~1)]. El objetivo es encontrar /,(81) y 1a(8,). Para encontrar /,(6;)

se encuentra primero /,(¢) y se hace uso de la relacién:

In(8;) = (gjl) o) Bfl )
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Por la forma que tiene el vector ¢ se puede particionar a /,(¢) como:
In(vech(N;™1)) oo In(vech(N;™1), vech(N;™1))
In(9) = 5 :
In(vech(Ny™1), vech(N;7)) ... In(vech(N;™1))

Teorema IV.2. Las matrices de informacion esperada de Fisher correspondientes a vech(l\;‘fl)
con h=1,...p;ycorrespondientes a (vech(l\;‘_l), vech(NyyY))conm,1=1,..., py m # | parauna

distribucion eliptica donde Z = I, h[Ix @ BIW[lx ® ﬁ]l(p’ k)> Son respectivamente:

I (vech(/\;;—l)) = ng((I\;‘, ® N;)Gx — E(i(W)) h=1,....p (1V.22)

In <vech(l\;‘,,_1),vech(l\7_1)) = E(ya(W)) mi=1,....p

(1V.23)
m=%|
donde
B o ) I O G G U V) A .
nWw)= 7 (0 W(tr(v12)) | o (e 1(er(h12))) 0 “Gyvec(Zpp)vec(Zpp) Gk
y
B G ) I G G G2 )) AT O v
y2(W) = o (e er(h-12)) | o (e W(er(h12))) 0 “Gyvec(Zmm)vec(Zy) Gy
Demostracion:

Los Lemas IV.5 y IV.6 permiten redefinir la log verosimilitud obtenida en la Seccion

IV.1 como:

L =logL(X,8, Nt 0) =C + glog( IA*11) + loglg* (o 1tr(N*-12))]
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Utilizando el Lema IV.7, la log verosimilitud se reescribe como:

P P
* v *— n *— * - *—
L =logL(X,B, N 1,g):C+§Zlog(|l\j 1)+ loglg™(e7 ' tr(A; 1 Z;))]
=1 ji=1

Aplicando el Lema IV.3 se obtiene:

? (e M (tr(n12y))

aL” ]
g* (e~ 1(tr(A-12)))

x—1
on;

n . . _ .
=3 (2N}, — diag(N})) + (071 (2Zpy, — diag(Zpn))

Usando el hecho de que vec(diag(A})) = Divec(diag(A})) se tiene:

” (et (er(n12)))

aL” 9
g* (e~ (tr(A-12)))

avec(h; 1)

= 2(2l,2 - Dy)vec(h;) + (07212 — Di)vec(Zuy))

Y por tanto

* (e Mer(n12)))

aL” _n g
g* (o7 1(tr(N-12)))

———————— = —Hy(2l,2 — Dy)vec(N}) +
6vech(l\;"1*1) 2 2l kJvec(hy)

(e 1Hi (21,2 — Dy)vec(Zpp))

Aplicando la regla de la cadena y el Lema IV.9 se tiene que:

92 L” _
dvech(N; 1y ovech(N; 1)

n *
—§Hk(2’k2 —Di)(N, @ M) (2 + Tk — Di)Hy + y1 (W)

donde

(W) =

¢ (o1 (trn12))) (g7 (0 2ern12))\
g (e 1(tr(N-12))) | g (e L(tr(N—12)))

para ¥ = o 2[Hy(2l,2 — Di)vec(Zpp)I[Hk (21,2 — Di)vec(Zpy)l

El Lema IV.8 implica que:

92 L” _
dvech(N; ") dvech(n; 1)

n_, * *
*EGk(Ah & AL)G + y1 (W)
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donde

e (ererivrzy) (o0 (et -tz ,
(W) = o (e Werh12)) | o (e W(er (v 12))) 0 “Gyvec(Zpp)vec(Zpp)' G

De la definicién de informacion esperada de Fisher se sigue la demostraciéon. Para el
caso de I,,(vech(l\;‘*l), vech(N;; 1)) con m,I=1,..., py m# I, la prueba es analoga, el primer

sumando desaparece al obtener la derivada parcial cruzada.
QED

Como se puede apreciar, no se obtiene una expresion cerrada para las esperanzas

cruzadas. Es probable que el conocer la funcién g*(t) permita obtener dichas expresiones

" 2
de manera cerrada como en el caso Normal, donde [5; *((t';) - gg —~ ((:))} =0, implicando que

y1(W) = y>(W) = 0 (ver expresion (/1.29)). A continuacion se presenta el caso de la distribucién

Pearson Tipo VII.

Proposicion IV.3. Sean xq,..., x,, vectores aleatorios independientes con idéntica distribucion
Pearson Tipo VII x; ~ PPy(u,v,m, X, g), entonces las esperanzas E(y;(W)) y E(y2(W)) que
aparecen en el Teorema V.1 se pueden calcular como:

(2m— kp)(2m— kp+2) -2 /
G, E™™ V4 V4 G 1v.24
222 @m + nkp —kp+2)° Ok (vec(Zpp)vec(Zpn)')Gi ( )

E(ri(W)) =

(2m—kp)(2m —kp+2) ,

E w)) = G, E* V4 Z;))G 1V.25
(y2(W)) 2y2(@m+ nkp —kp+2)° Ok (vec(Zmm)vec(Zy)')Gy ( )

donde E**(vec(Zpp)vec(Zpy)') vy E**(vec(Zmm)vec(Zy)') se obtienen a partir de la expresion:

E™(ZZ') = Ipillx @ BIE™ (WW)[li @ Bl i (1v.26)

siendo E**(WW') la esperanza de WW’ calculada para una distribuciéon Pearson Tipo VII
de dimension nkp con parametros v =9y m** = w + 2. Dicha esperanza puede

calcularse utilizando el resultado del Teorema II1.5.
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Demostracion:
Sean:

ur (W) = 0 2Gvec(Zpp)vec(Zpn) Gk
(W) = 072G} vec(Zmm)vec(Zy) Gk

¢ =tr(Zw)

Recordando que tr(X-1W) = o~ 1(tr(A*~12)), y que g = x es un punto critico de la verosi-
militud independientemente de los valores de los otros parametros y utilizando el Teorema

IT1.3, se tiene que:

n 2 " 2
B = [ umIE1 %9 [9 O _ (510 1 i

g  \g(®
52
_ _ P e 97 (6)
_/xu,(W)IzI [g (€) g’*(‘i)]dx

En el caso de la distribucion Pearson Tipo VII se tiene:

w2 [(m* "kp)
con
« _ 2m+nkp — kp
- 2
entonces

nkp

ron) (1)

9% —m* £ -1
0= S () o)
J w2 [(m — #) 7 7

nkp

(1) 2 o -
PAGE :k(,,m)(”>"§p)<(’" D) (1+£) 2

2
w2 [(m* — v
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De donde:

nkp

ey 02O _ T E)T AN
ACR T b a7y (5) (1+3)

<m* — '”5—”) (m* +1- #) r(m* +2) (%) 2 ¢ —(m*+2)
- (m + )2 ET (42 ) (1 7>

nkp

) (o) [ o an ) (e
(F=ERPE £ 12 | T (e 42 - 2) ( ”)

© 292(2m + nkp — kp + 2)

)

Siendo g** la funcién que caracteriza a una distribucion de Pearson Tipo VII con di-
mensién nkp y pardmetros y** =,y m** = m* + 2 = 2m+0ko-kp 4 5 Fg directo ver que:

5 (2m — kp)(2m — kp + 2)

22@m+ nkp —kp+2)°

E(y;(W)) = /X )zl

lo cual, dado que las constantes salen de la integral, prueba la proposicion.
QED
Lema IV.10. Sean B, C, D y X matrices de dimensién p x p, entonces:

tr(BX'CXD) = (vec(X))(B'D’ & C)vec(X) (1V.27)

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 175].
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Teorema IV.3. La matriz de informacién esperada de Fisher para 8" correspondiente a una
distribucion eliptica donde D = [/, ® BI'WI[/, & B], es:

donde
PL i a[e7M a7 aan s (97D
08708" ( 0 a5 |18 ]>
con
T = !(tr(A"'D))
y donde
P k N N
A= | e tvec) | S0 (M @ wy) + (N @ W) vec)
= i=1j=1
y
B =

) ) T\ [ ij
o7 vec <[aﬁ*(ve6(5)) D ] ({ZZ KI\J ® Wij) + (I\f 03¢ Wﬂﬂ Vec(ﬂ)] & I,,(,,zl))

i=1j=1

k

+ [3(,,%(3))/} (zka (W @wy) + (M ® W--)])/ {B(VGC(ﬁ))’]/
oB° ’ g T

i=1j=1
Demostracion:
La funcién log-verosimilitud es:
L =c+510g(In"11) + loglg* (e tr(A'D))]

y se puede reescribir como:

£=C+glog(|l\_1|)+log

e )

i=1j=1
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Por regla de la cadena se tiene que:

*? k Kk e
gé =o't B((m {ZZ ag* tr (N7B'W;8)

i=1j=1 —

con

T =0 1(tr(N"1D))

Por el Lema IV.10 se puede reescribir a la traza como:

tr (NipW;i8) = (vec(8)) (N @ W) vec(8)

De donde la log-verosimilitud es:

0L _ 1[9”(M] |\ox- @ (il
o5 =% o] {Zzaﬂ* ((vecte)y (" @ W) vects))

i=1j=1

=0t [ D] [ tvecon| S5 [(W @) + (W @ w,)] veeto
Lg*(T) ] |8B" i=1j=1 ! !

1 _9*,(7—)_
Lg*(T) |

[A]
Aplicando nuevamente regla de la cadena se obtiene:

2L

g™(T) g7(T)
op*'op*

—(n—2
=@ em  eam

w20

) , A]
0"

Si se plantea que:
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entonces aplicando la regla del producto se obtiene:

B =

GZ* vec ([ag*(vec(ﬁ))’}y] ({Xk:zk: K,\ij ® W’_j) + (Aij ® WJ,)} vec(B)

i=1j=1

® IP(PZ*I) )

) R ELNLNE y s e
+ [aﬁk(vec(ﬁ))} (ZZ KI\! (02 Wij) + (I\! (029 WJ,)}) {aﬁ*(vec(ﬁ))]

i=1j=1
QED

Una vez mas se hace patente la imposibilidad de obtener una expresion cerrada para
la matriz de informacion esperada de Fisher para f* de manera general dentro de la familia
de las distribuciones elipticas, por lo cual nuevamente se plantea la necesidad de conocer la

funcién g*(t) para intentar obtener dichas expresiones de manera cerrada como en el caso

R 2 2
Normal, donde [5;*((:)) - W] =0y < ((tt)) = —1 (ver expresién (//.31)). A continuacién se

plantea una vez mas el caso de la distribucién Pearson Tipo VII a manera de ejemplo.

Proposicion IV.4. Sean xq,..., x,, vectores aleatorios independientes con idéntica distribucion
Pearson Tipo VII x; ~ PPy(n.7. m, X, g), la esperanza que aparece en el Teorema IV.3 se puede
obtener a partir de las esperanzas E**(WW') y E***(W), siendo E**(WW') la esperanza de WW'
calculada para una distribucion Pearson Tipo VII de dimensién nkp con parametros y** =«
y m = 2mtnko-kp 4 9y siendo E***(W) la esperanza de W calculada para una distribucién
Pearson Tipo VII de dimensién nkp con parametros y*** =4 y m*** = 2’"""’# + 1. Ambas
esperanzas puede calcularse utilizando el resultado del Teorema IIL.5 .

Demostracion:

Las esperanzas que aparecen en el Teorema IV.3 tienen que ver con los términos

W;jWy, en el primer sumando, y con Wj; en el caso del segundo sumando. De hecho en el

) 2
caso del primer sumando, dado que incluye la expresion [gg *((5) - -‘; 2((3 } , la prueba de que su

esperanza se obtiene a partir de la esperanza E**(WW'’) es completamente analoga a la prueba
de la Proposicion IV.3. En el caso del segundo término se puede apreciar que aparece el

término %: ((3 De nuevo remitiéndose a la prueba de la Proposicion IV.3 se observa que al

calcular la esperanza se tiene el término:
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g7(é)
g ()

o' (© | 2] =97

nkp

_ r(m) (%)T <_m*> <1+ £)m*1
W#F(m* - #) 7 7
nIZ(J

e T(m+1) (1) e
T w"ﬁ”r(m*+1—"’2‘")(+)

nkp

() T (g

2y w%r (m* +1- "2ﬂ 7
= - (27) g7 (¢)

De donde se infiere que al obtener la esperanza del segundo sumando para el Teorema
IV.3, las constantes salen y por tanto se tendran esperanzas relacionadas con la distribucién

Pearson Tipo VII con dimension nkp y parametros y*** =y y m*™** =m* + 1= w +1.
QED

La obtencion analitica de E**(WW') y E***(W) enunciadas en la Proposicion IV.4 no
es sencilla. Una alternativa es encontrarlas numéricamente. Una segunda alternativa para
obtener la estimacion de la varianza del vector §* consiste en calcular un estimador de la
inversa de la matriz de informacion esperada de Fisher por medio de lo que se conoce como
matriz de informacion observada de Fisher, que consiste en omitir el operador esperanza y
sustituir los parametros por sus correspondientes estimadores en la expresion (/V.28). Esta
alternativa se justifica a partir de una comparacién entre el uso de la matriz de informacién
observada y esperada de Fisher. Efron y Hinkley muestran una justificacion frecuentista para
inclinar su preferencia por el uso de la primera (Efron & Hinkley, 1978). Para plantear esta

propuesta se requiere de los dos resultados que a continuacion se describen.

Lema IV.11. Sean B, X y C y matrices de dimensiones mx n, nx | y | x r respectivamente,
entonces:
vec(BXC) = (C' ® B)vec(X) (1v.29)

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 175].
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Lema IV.12. Sea B=1[B,,..., gp] una matriz ortogonal de dimensién p x p, sean wy,...up
escalares, y sea U = bdiagluplplp=1,. p = diag(uy, ... up) @ Ip. Sip; es elemento de f* un vector

con @ entradas funcionalmente independientes de 8, entonces:

(v ec(ﬁ))] [U] [vec(B)] = — Lagk(vedﬁ))’] [U][ (vec(ﬁ))} (1V30)

[aﬁ “0P; 0B:

Demostracion: se encuentra en [Neuenschwander y Flury, 2000, pag. 182].

Proposicion IV.5. Un estimador de la matriz de informacion observada de Fisher para el
vector B* correspondiente al modelo del Analisis de Componentes Principales Comunes en

Vectores Dependientes bajo el supuesto de distribucion eliptica esta dado por:

k k /
n [ag,k(vec(ﬁ))/] (1»®B) ([ZZ (W ® T\,-,-)] - klpz) (h®#F) [ag*(vec(ﬁ))'] (IV.31)

i=1j=1

Demostracion:

Partiendo de los resultados del Teorema IV.3 , se analiza primero el caso de B/, para lo

cual se recuerda que:

B =

9 9 T 15=S=[(pi i
a7vec (|57 (vecto)]) ] QZZ (A @ W) + (N @ w;)] Vec(ﬁ)] ® :(2))

i=1j=1

) AL ; s e
[ o] (33500 @) + (40 @3] ) [ ion]

i=1j=1

La dimensién de B es @ x w. Se tratara a continuacién de analizar por separado

las columnas del primer sumando de B = By + Bs, esto es:

B1s = laﬁ 08" ("ec(ﬁ))l (ii (N @ W) + (M @w;i)| Vec(ﬁ))

i=1j=1
Y por lo tanto:
. 82 - k Koo . . .
Bis = [M(vec(ﬁ))’] S [(A @ wy) + (R @ wi)| vec(B)
ag aﬁs i=1j=1
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Recordando que Wj; = u~lo 1E;; = u~'BN;;F, se tiene:

A~ (ii (W @ w18h8) + (W @ v PR3] vec@)

i=1j=1

i=1j=1

r 2 7 k k
= _(93?(96:('/%(@))/_ (222 (A @ u~'BA;8") Vec(ﬁ))

Utilizando el Lema IV.11 se tiene:

[ T k k
Bys = _¢f9f‘;3¢;f‘3:(veC(B))/_ (2 Z Z vec (ulﬁlA\ijE'ﬁlA\"f))

] o
) -al;‘za:(vedﬁ))/- (2 Z D vec (”_1B/A\ij7\ij)>

Utilizando una vez mas el Lema IV.11 se tiene:

. 92 . ko Koo .
Bis = 2u~1 [aﬁ*aﬁz(vedﬁ))'] (ZZ (I\ijl\” (029 Ip) veC(ﬁ))

i=1j=1

Como YK, jl'(=1 N;jNi = ki, (pues N;N' =1, y N;jNJ =0 para i # j), entonces se tiene

que:

k ko
DD NN @Iy =klp @ I
por lo que:
Bro=2u1| 2 B)) | [klp ® Ip] vec(B)
1s = &aU m(veC( )) [ p plVeC

Pero k1, @ I, tiene la forma de U del Lema IV.12 , por lo tanto:

0 (vec(ﬁ))'] klp @ I,] [‘z(vec(ﬁ))}

E]_ =_—2u1
° [aﬁ 0Bz

Conjuntando las columnas, y utilizando el hecho de que klp, ® I, = ki, se llega a:
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) ~ [ 5 .
B :—2 -1 —— ! kl -7
1= -2t | S (vecB)) [kl ] Fikth

— -1 [ 0 2 /- [ 0 I Y /
=2t | (vec®)] [Kl2] _aﬁ*(vec(ﬁ»]
Recordando que el segundo sumando B, es:

/

B, = ag* (vec(ﬁ))'] (zk:zk: Kf\ij ® w,-,-) + (fw Q W,)}) L%(vec(ﬁ))’]
i=1j=1 P

k k

= 2u! [ag*(vec(ﬁ))'] (ZZ o ®67\,-,-E'}) [;g*(vec(ﬁ))’]

i=1j=1

Por tanto B = B, + B es:

B 9 2\ L nNij an..Ql 0 2\ /
B=2y"1 [aﬁ*(vec(ﬁ))] ([;; (/\f & BN;;B )] - klp2> [aﬁ*(vec(ﬁ))}

Se puede demostrar, al realizar las operaciones, que:

Ni @ BN;B' = (’p ®E> (IA\U ® IA\"J') (Ip ®E/>
y que:

(1h ®B) kiya (Ip ®B') = ki 2

Con lo cual:

B B

kK k ’
B/ — 0 avy/ 2 Nij ry Al 0 avy/
B =2u! [ A*(vec(ﬁ))l (1» ®B) ([ZZ (R ®/\,-j)] —klpz) (h®8) [ A*(vec(ﬁ))]
) i=1j=1 )
Por otra parte, recordando que A tiene la siguiente forma:

(W @) + (1 S vecto

k
i=1j=1

A= | (vecto) |

-~

76



Se puede apreciar entonces que A tiene una estructura similar a By, por lo que se tiene

que:

A=2u"1 l i(vec(ﬁ)y] [klpz} vec(B)
op

— 2y Tk [ ‘l(vec(ﬁ))’] vec(B)
oB

Debido a las restricciones de ortogonalidad impuestas sobre 3, se tiene que:

l‘l(vec(ﬁ))'] vec(B) = 0
oB

Ahora bien, dado que D = [/, ® BI'WI[/x & 0] se tiene:

tr(N"'D) = tr (A" 11 @ BIWIIx @ Bl)
= tr (A1 @ Bl'v Ik ® BIALK @ BTk @ Bl)

— e (A 1A)
=ultr (Ikp)

= u_lkp

De donde se concluye que:

donde

T= g’ltr(lA\’lL?))

=o tutkp

1n(8) = —2u ¢! [g*’(a‘lflkp)]

g*(e~tutkp)

k k

ag*(vec(ﬁ))'] (1» ®B) ( [Z (VR T\,-,-)] - k/pz) (h®#) [;}(vec(ﬁ»’]

i=1j=1
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1 _ E(R?)

Dado que ! = nkp > S€ tiene entonces:

« [ E(R*2) (kp
*2 9 ( nkp (u)>
u—1E(R ) c

I"@*) =-2 2
| g (S (D)

) ;2g*’(E(R*2)
Se identifica al término u = £ 55( ) , de donde:
p . E(R*2)>
g ( nu
I,,@*) = nu~luC
=nC

IV.3 Comparaciones Teoricas con Respecto a los Resultados Bajo el
Supuesto de Normalidad

Teorema IV.4. En el modelo definido para el Analisis de Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes bajo el supuesto de distribucion eliptica, obtener los estimadores
de A y B por maxima verosimilitud utilizando el Teorema IV.1, es equivalente a obtenerlos
encontrando primero el estimador por maxima verosimilitud W para W, y luego diagonalizando
simultaneamente los bloques que lo integran en la forma ¥ = [lTJ],-j, ihj=1,..., k, utilizando
para ello el Teorema 11.7.

Demostracion:

La diferencia entre el sistema determinado por el Teorema I1.7 y el correspondiente al
Teorema IV.1 es la presencia, en éste segundo, del término w.

Para determinar la equivalencia basta con probar que para W, su estimador por maxima

verosimilitud W es tal que W;; = ulW;;, ya que en ese caso los sistemas de ambos teoremas seran

iguales.
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El Corolario I11.1 establece que el estimador por maxima verosimilitud para W en este

caso es:

v=—""
nkp

Omax(g)W

por lo cual para que ¥;; = ul¥;; es necesario probar que

u= Wémax(g)
pero
2 o [ E(R?)
E(R*Z) n9 nu
=k . (E(R?)
e e (557
. x2 . ., .
Si se define y = %u, de donde u = E(%p) y y se sustituye a v en la ecuaciéon anterior
se obtiene:

w90 k
, = <_z) 9”°(*y)
=) —
n/) g:(5)
Esta expresion para encontrar y es exactamente la misma expresion definida por el

Lema II1.1 para encontrar d,,,,(4) en el caso en que se desea estimar por méaxima verosimilitud

a W, por tanto

Y = Omax(g)

y esto prueba que

E *2
L, _ E(R?
nkp

max(g)

QED

Teorema IV.5. El estimador maximo verosimil para el parametro g en el modelo de Compo-
nentes Principales Comunes en Vectores Dependientes es el mismo para cualquier distribucién

eliptica de la que provengan los datos.
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Demostracion:

El Corolario III.1 establece que para las distribuciones elipticas el estimador maximo

E(nng)émax(g)W donde HnLljz)émax(g) es un valor que dependera de los

parametros de la distribucion que se utilice y del tamano de muestra, que para efectos practicos

verosimil de W es W =

son constantes. Se puede plantear entonces que W = ul/ donde v es una constante que en el

caso de la distribucién normal tiene valor de 1.

El Teorema IV.4 establece que para encontrar los estimadores maximo verosimiles de
By A basta aplicar el Teorema II.7 a W = uW. Los estimadores resultantes son tales que:

v =[l Q@ BINIk ® BY

es decir:

uW = [I, ® BINI @ BI

expresion que, en el caso de normalidad, puede ser reescrita como:

1

n

W =[x @ BINTI Q Bl

de donde se tiene que: A = nuh*.

Es claro que al aplicar el Teorema I1.3 se obtendran los valores de 8 y A*, y que para
encontrar la matriz A correspondiente a cierta distribucién eliptica bastaria multiplicar A*
por nu correspondiente a la distribucion eliptica supuesta. Sin embargo no seria necesario
modificar el estimador de B. Esto prueba que el estimador de maxima verosimilitud 3 tiene la
misma expresion para cualquier distribucion eliptica de la que provengan los datos (en este
sentido es robusto).

QED
Teorema IV.6. La distribucion asintoética estimada mediante la informacién observada de
Fisher, para el parametro g del modelo de Componentes Principales Comunes en Vectores

Dependientes es la misma para cualquier distribucion eliptica de la que provengan los datos.

Demostracion: se deriva de manera directa de la Proposicion IV.5.
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IV.4 Comparaciones Empiricas con Respecto a los Resultados Bajo el
Supuesto de Normalidad

En esta seccion se presentan tres técnicas de estimacion de varianza que pueden uti-
lizarse como alternativas al método de estimacion asintética. En esta seccion se muestran las
versiones de las técnicas, aplicables al caso en que se dispone de una muestra aleatoria simple,
con el objetivo principal de mostrar su efectividad, para lo cual se simulan dos ejemplos con
grandes tamanos de muestra, en los cuales se realizan comparaciones con la correspondiente
estimacion asintética. Se presenta también su aplicacién en dos ejemplos reales con tamarios
de muestra pequenos. Las técnicas que se presentaran tienen la caracteristica de poder ser
adaptados al caso en que se dispone de muestras obtenidas a partir de diseiios muestrales
complejos, donde el método de estimacion asintética puede ser impreciso al no considerar el
efecto del diseio muestral. En ello radica la importancia de validar su efectividad.

Las técnicas que a continuacion se describen se conocen como métodos de remuestreo,
y se basan en la idea de generar k submuestras (de tamaifio similar) a partir de la muestra
original, para cada una de las cuales se obtiene el estimador de un parametro de interés, y

con dichos estimadores se calcula un estimador de varianza.

Estas técnicas parten del concepto de distribuciéon muestral de un estimador, que es-
tablece que cuando se conoce al total de 1a poblacién y se pueden generar todas las submuestras
posibles de un tamano establecido, es posible entonces encontrar la distribucién del estimador
de un parametro de interés (y particularmente su varianza). En este sentido, los métodos
de remuestreo generan una aproximacion a la varianza de los estimadores, la cual sera mas
precisa en tanto el tamafno de la muestra disponible sea mayor. Esto implica que si bien
estos métodos pueden ser alternativos al asintético, en muestras pequeiias se puede tener

estimaciones poco precisas.

En la practica, los métodos de remuestreo se utilizan generalmente cuando la muestra ya
se ha obtenido, es decir, no se puede modificar el tamafio de muestra. Por lo cual, la precision
en el estimador depende principalmente del nimero k de submuestras que se generan. En
particular, dado que se trata de replicar la idea de la distribucién de muestreo, las submuestras
generadas deben ser tales que constituyan una muestra aleatoria del total de submuestras
del mismo tamarfio que se hubieran podido obtener para toda la poblacion. Este punto se

discutira posteriormente.
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IV.4.1 El Método de Grupos Aleatorios

Definicion IV.3. El método de Grupos Aleatorios para estimaciéon de varianza consiste en
asignar aleatoriamente a cada individuo de la muestra original, en una y sélo una de las
k submuestras, con lo cual dichas submuestras no tienen elementos en comun. Para cada
submuestra se obtiene un estimador §; del pardmetro de interés, calculando el estimador de

varianza de la siguiente forma:

- = 1 k ~ =
v(8) = D) ;(9,- - 8)?

donde:

Es posible demostrar que V(8) es un estimador es sesgado, y que su sesgo va a tender a
ser positivo y a reducirse en muestras de gran tamario. (Wolter, 1985).

IV.4.2 El Método de Jackknife

Definicion IV.4. El método de Jackknife para estimacion de varianza consiste en dividir
aleatoriamente la muestra original en k subconjuntos sin elementos en comin, y obtener a
partir de dichos subconjuntos, todas las posibles uniones distintas de k — 1 grupos cada vez.
Dichas uniones constituyen las k submuestras a partir de cada una de las cuales se obtiene
un estimador 6; del parametro de interés, calculando el estimador de varianza de la siguiente

forma:

= k-1
= k- S o
V() = ——>_(6:-9)
i=1
donde 8 es el estimador para la muestra original.

El estimador de la varianza obtenido por el método de Jackknife es sesgado, pero su
sesgo es de menor orden que el correspondiente al método de grupos aleatorios, y también

tiende a reducirse en muestras de gran tamario. (Wolter, 1985).
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IV.4.3 El Método de Replicaciones (Balanceadas)

Definicion IV.5. El método de Replicaciones para estimacién de varianza consiste en dividir
aleatoriamente la muestra original en k subconjuntos sin elementos en comun. Se selecciona
aleatoriamente un porcentaje fijo (frecuentemente se recurre a la mitad) de los k subconjuntos,
y esa seleccion se une para formar la primera submuestra, replicandose el procedimiento hasta
obtener k submuestras. Para cada submuestra se obtiene un estimador 8; del parametro de

interés, calculando el estimador de varianza de la siguiente forma:

—

V(9) =

x| -

k —~ -~
> (6; - 6)?
i=1
donde 9 es el estimador para la muestra original.

Para reducir el sesgo del estimador, se ha propuesto “balancear” las replicaciones, de

manera que todos los s grupos estén representados en la misma proporcion en las submuestras.
(Wolter, 1985).

IV.4.4 Estabilidad de los Métodos de Estimacion de Varianza

La precision de los métodos presentados depende del tamaiio de la muestra original,
y del nimero de subgrupos (k) que se elija utilizar. La eleccion de un numero 6ptimo de
subgrupos depende de dos factores fundamentalmente, el primero es la precision que se desea
obtener, la cual puede ser medida a traves del coeficiente de variacion del estimador de
varianza, buscando que éste sea minimo, o por medio de métodos estadisticos alternativos.
El segundo es el costo computacional (traducido a costo en tiempo) que se tiene. Por ello, la
eleccion 6ptima del namero de subgrupos debe realizarse mediante una medida conjunta de

la precision y el costo computacional (Wolter, 1985).

En el contexto del presente proyecto se puede elegir el numero 6ptimo de grupos, eva-
luando la diferencia entre los estimadores de varianza obtenidos por los métodos presentados,
con respecto a la varianza asintdtica de los estimadores. Esto se justifica partiendo del
supuesto de que, a mayor tamafio de muestra, el estimador asintdtico sera mas preciso, con

lo cual es valido tomarlo como punto de comparacion en ese caso.
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Ahora bien, dado que los estimadores que se tratan en el presente proyecto, son vectores
o matrices, la aplicacion de los métodos se realizara obteniendo la varianza estimada de los
componentes de los vectores (o matrices), es decir, obteniendo la varianza estimada de las
entradas de los mismos para posteriormente generar vectores o matrices de varianzas esti-
madas. Esto implica, por una parte, que para evaluar la diferencia entre los estimadores de
varianza se requiere evaluar diferencias matriciales, para lo cual se requiere de medidas de
disimilaridad de matrices. Por otra parte implica que s6lo pueden obtenerse las matrices de
varianzas de las entradas de los vectores o matrices de estimadores, pero no las correspon-

dientes covarianzas entre dichas entradas.

Existen medidas de disimilaridad de matrices generalmente basadas en la idea de medir
la distancia de la matriz con respecto a la singularidad. Sin embargo en el contexto de este
proyecto, estas medidas no son de utilidad. En el area de estudio de imagenes digitales, se
han desarrollado medidas de disimilaridad de matrices con una mayor cercania al contexto
referido, en la busqueda de comparacion de imagenes observadas con imagenes reales (por
ejemplo para imagenes de satélite). Dichas metodologias aplican el concepto de matriz a los
pixeles de las referidas imagenes. Este campo esta en desarrollo, como se puede apreciar
en articulos recientes al respecto (Ortega, et. al., 2006). Para este proyecto se utilizara una
medida simple de disimilaridad, con la idea de plantear la posibilidad, posteriormente, de
estudiar alternativas mas complejas (y mas precisas). La medida a utilizar sera el promedio de
las distancias (diferencias al cuadrado) entre entradas, de las matrices de varianzas obtenidas
por los métodos previamente presentados, con respecto a la matriz de varianzas asintética de

los estimadores.

IV.4.5 Aplicacion de los Métodos de Estimacion de Varianza a datos simulados

A continuacién se presentan cuatro ejemplos que muestran el desempenio de los métodos
de estimacion de varianza descritos en la seccion anterior. Los primeros dos ejemplos son datos
simulados con tamainos de muestra grande, por lo cual se comparan los métodos presenta-
dos con la varianza asintética de los elementos de la matriz 8 estimada para el modelo de
Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes bajo el supuesto de normali-
dad, haciendo uso de la Proposiciéon IV.5. También se comparan con los que se obtienen
al suponer distribucion Pearson Tipo VII. Para ello se generaron programas en Fortran que
permiten simular, para una matriz de varianzas y covarianzas hipotética, valores con dis-
tribuciéon Normal y con distribucién Pearson Tipo VII partiendo de los resultados presentados
en el Capitulo I11. Se incluyen otros dos ejemplos reales, con tamarios de muestras pequenos,

para evaluar el comportamiento de los métodos de estimacion de varianza en ese caso.
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Ejemplo IV.1. Este ejemplo no incluye datos reales, esta tomado de un articulo que lo utiliza
para mostrar la eficiencia del Algoritmo FG+ al plantear el uso de matrices mal condicionadas
(cercanas a la singularidad) (Neuenshcwander y Flury, 1994). Se plantea un caso hipotético en
el que existieran dos grupos dependientes, con dos variables en cada grupo, siendo la matriz

de varianzas y covarianzas:

2.246 —2.257 2135 -1.204
—2.257 3.869 -3.219 0.618
2135 -3.219 3.175 -1.264
—-1.204 0.618 —-1.264 3.080

V(x) =

Se parte primero del supuesto de Normalidad, y utilizando el Algoritmo FG+ ortogonal
se encuentra que la estimaciéon de la Matriz B es:

2 0.7300 0.6835
o= |

—0.6835 0.7300

La estimacion asintética de las varianzas de los elementos de la Matriz 8, obtenida

utilizando la matriz de informacion de Fisher, es:

— 2.10E-06 2.40E - 06
V(B) asintot = [2_405 —06 2.10E — 06]

Para evaluar el desemperio de los métodos de estimacion de varianza, se simulan 10, 000
observaciones bajo el supuesto de normalidad. Se obtienen los estimadores de las varianzas
de los elementos de la Matriz § para los métodos de Replicaciones Repetidas, Grupos Aleato-
rios y Jackknife. Se analizan los resultados para distinto namero de subconjuntos k que van
de 10 a 100 en multiplos de 10, de 100 a 500 en multiplos de 50, buscando evaluar la consis-
tencia en las estimaciones, y por medio de la medida de disimilaridad descrita en la seccién
anterior, seleccionando el nimero de subconjuntos que genera la estimacion mas cercana a la
correspondiente estimacion asintética de las varianzas de la Matriz B, esto bajo la premisa de

que al tener un gran numero de observaciones, la estimacion asintética es precisa.

Se identific6 que para el método de Replicaciones Repetidas, el nimero de subconjuntos
que genera la estimacion mas cercana a la correspondiente estimacion asintética es k = 60, lo
cual implica haber generado 60 submuestras de tamano aproximado 167 . Se puede apreciar
la similitud que tiene dicha estimacion con la correspondiente estimacion asintética. Para
el método de Grupos Aleatorios se identifico que el nimero de subconjuntos que genera la
estimaciéon mas cercana a la correspondiente estimacién asintética es k = 30, lo cual implica

haber generado 30 submuestras de tamaiio aproximado 5, 000. Se puede apreciar nuevamente
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la similitud que tiene dicha estimacién con la correspondiente estimacién asintética. Final-
mente, para el método de Jackknife se identific6 que el nimero de subconjuntos que genera
la estimacién mas cercana a la correspondiente estimacién asintética es k = 30, lo cual im-
plica haber generado 30 submuestras de tamafio aproximado 9,667. También se observa una

similitud con la correspondiente estimacion asintética.

o _ [177E—06 2.00E — 06
(B)Repiica(s0) = | 2.00E — 06 1.77E — 06
o _ [1.97E—06 2.20E — 06
(B)6.areat(30) = | 220F _ 06 1.97E - 06
o _ [1.85E—06 2.09E — 06
B)sackkn(30) = | 2.00F _ 06 1.85E — 06

Para evaluar el cambio en el desempefio de los métodos, y mostrar empiricamente la
validez de los resultados tedricos previos, se repite el analisis anterior pero planteando ahora
el supuesto de distribucion Pearson Tipo VII con parametros v = 15y m = 5 (elegidos al azar)
y simulando 10,000 observaciones. Se puede apreciar que la estimacion de la Matriz g se
mantiene practicamente sin cambios, y 1o mismo ocurre con la estimacién asintética de las
varianzas de los elementos de la Matriz B, validando empiricamente los Teoremas IV.5 y

Iv.6.

B =

{ 0.7299

0.6836
—0.6836

0.7299

V(B)Asintot

__|2.10E—-06 2.40E —06
~ |2.40E-06 2.10E —06

En el caso del supuesto de distribucién Pearson Tipo VII ocurre que, atin cuando se selec-
ciona el nimero de subconjuntos que genera la estimacion mas cercana a la correspondiente

estimacion asintoética, dichas estimaciones difieren entre si.

o _ [3.19E-06 3.58E —06]
(B)repiica(70) = | 358 _ 06 3.19E — 06

&) _ [3.78E—06 4.32E —06]

G.Aleat(40) = | 432E — 06 3.78E — 06 |

— [3.66E — 06 4.12E — 06 |
V(B)sackkn(40) = | 4.12F — 06 3.66E — 06
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Para evaluar de manera general la estabilidad de los métodos, se gener6 para el caso de la
distribucion Normal Multivariada y para los nimero de subconjuntos que genera la estimacion
mas cercana a la correspondiente estimacién asintética para cada caso, la estimacion de la
matriz de varianzas para hasta 100,000 vectores simulados, presentandose algunos cortes

para evaluar el comportamiento de los estimadores.

Para presentar de manera sintética los resultados obtenidos, se generé para cada uno
de ellos la medida de disimilaridad con respecto a la correspondiente estimacion asintética.
La medida utilizada fué la raiz cuadrada de la suma de las diferencias al cuadrado de cada
una de las entradas de las matrices, multiplicada por el nimero de vectores simulados hasta
el corte respectivo. Esta ultima multiplicacién se realiza para poder comparar la medida
calculada para distinto numero de simulaciones, dado que, como se puede observar a partir
de la estimacion asintética, las varianzas estimadas dependen inversamente del niumero de

datos para los cuales se estima.

Medida de disimilaridad de la matriz de varianzas estimada

por método con respecto a la estimacion asintética

Datos simulados Replicaciones Grupos Aleatorios Jackknife

100 74.8527 2.4890 195.1790
500 0.0087 4.0760 0.0012
1000 0.0141 8.2305 0.0012
2000 0.0171 14.4850 0.0081
4000 0.0005 9.5670 0.0096
6000 0.0079 14.2710 0.0004
8000 0.0186 0.0008 0.0047
10000 0.0043 0.0034 0.0057
20000 0.0007 0.0168 0.0139
50000 0.0092 0.0107 0.0105
100000 0.0015 0.0064 0.0067

Se puede observar que con pocas observaciones, el numero de subconjuntos elegido no
genera adecuadas estimaciones, lo cual implica una mayor necesidad de elegir adecuadamente
el nimero de grupos en muestras pequenas (mas adelante se presentan ejemplos con ese caso),
siendo este elemento particularmente importante en el método de Grupos Aleatorios, para el
que se observa muy poca precision incluso con muestras de alrededor de 6,000 datos. Conforme

el tamano de muestra aumenta, los tres estimadores se vuelven mas precisos.
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Ejemplo IV.2. Este ejemplo tampoco incluye datos reales, y fué planteado por sus autores
(Neuenshcwander y Flury, 1994) buscando evaluar el comportamiento del Algoritmo FG+

cuando de antemano se sabe que existe un vector propio comun, en un caso hipotético en el

que existieran dos grupos dependientes, con cuatro variables en cada grupo, siendo la matriz

de varianzas y covarianzas:

r 90.40 -32.80 -27.20 9.60 0.00 -30.00 -10.00
—-32.80 109.60 -9.60 -27.20 -30.00 0.00 0.00
—-27.20 -9.60 109.60 -32.80 -10.00 0.00 0.00
V(x) = 9.60 -—-27.20 -32.80 90.40 0.00 -10.00 —-30.00
= 0.00 -30.00 -10.00 0.00 109.60 30.40 12.80
-30.00 0.00 0.00 -10.00 30.40 109.60 7.20
—10.00 0.00 0.00 -30.00 12.80 7.20 90.40
L 0.00 -10.00 -30.00 0.00 7.20 12.80 49.60
La estimacion de la Matriz B es:
0.5000 —-0.1922 0.6498 —-0.5393
B= 0.5000 0.1811 -0.7118 -0.4588
- 0.5001 0.6874 0.2168 0.4799
0.4999 -0.6765 —0.1549 0.5181

0.007
—10.00
—-30.00

0.00

7.20

12.80
49.60
90.40

La estimacion asintética de las varianzas de los elementos de la Matriz g es:

3.19E - 05
2.84E — 05
2.35E — 05
2.54E — 05

V(ﬁ)Asintot

6.68E — 05
7.48E — 05
1.71E - 05
1.54E — 05

5.45E — 05
4.20E — 05
1.01E - 04
1.05E - 04

8.16E — 05
9.40E — 05
4.06E — 05
3.67E - 05

Se replica el esquema de andlisis del ejemplo anterior buscando los nimero de sub-

conjuntos que genera la estimacion mas cercana a la correspondiente estimacion asintotica,

primero bajo el supuesto de normalidad simulando 10, 000 observaciones.

2.40E - 05
3.63E-05
2.64E — 05
3.71E - 05

V(ﬁ)Replica(30) =

4.17E - 05
1.78E — 04
1.68E — 04
6.72E — 05

V(B)G.AIeat(SOO) =

2.82E - 05
2.85E — 05
1.92E - 05
3.15E - 05

V(B) jackkn(o0) =

8.41E — 05
1.20E - 04
2.22F — 05
1.63E — 05

1.03E - 04
6.69E — 05
3.39E-04
3.73E-04

1.14E - 04
1.21E - 04
1.82E - 05
2.26E — 05

88

8.26E — 05
1.07E - 04
7.85E — 05
2.53E - 04

1.12E - 03
2.14E - 03
1.82E - 04
1.65E — 04

7.40E — 05
7.95E — 05
1.32E - 04
1.89E — 04

1.18E — 04
2.11E - 04
7.78E — 05
5.58E — 05

7.35E — 04
1.24E - 03
3.45E - 04
7.80E — 04

8.45E — 05
1.51E - 04
4.12E - 05
4.90E — 05



Las medidas de disimilaridad con respecto a la estimacion asintética son 0.00046, 0.0821
y 0.00017 respectivamente. De los resultados anteriores se puede apreciar que en el Método

de Grupos Aleatorios genera la estimaciéon menos precisa en este caso.

Cuando se analizan los datos simulando 10, 000 observaciones bajo el supuesto de dis-
tribucién Pearson Tipo VII con parametros v = 15 y m = 10, se aprecia que tanto el Métodode
Replicaciones Repetidas genera estimaciones muy poco precisas. En este caso las medidas
de disimilaridad con respecto a la estimacion asintética son 78.16, 0.0876 y 0.00073 respecti-
vamente. Para el método de Jackknife no existen diferencias tan notorias con respecto a la

estimacion asintética como en el ejemplo anterior.

1.23E - 04
1.74E - 05
2.82E - 05
7.07E — 05

V(B)replica(zo) =

4.74E - 05
1.85E - 04
1.47E - 04
7.58E — 05

V(B)G.Aleat(500) =

5.24E — 05
2.02E - 05
2.05E — 05
3.50E - 05

V(B) jackkn(ao) =

9.26E — 05
8.98E — 05
2.79E — 05
3.82E - 05

7.81E - 05
6.19E — 05
2.33E-04
2.78E — 04

1.22E - 04
9.97E — 05
1.67E — 05
2.41E — 05

5.58E — 02
6.83E — 02
6.26E — 03
3.56E — 03

1.02E - 03
2.28E - 03
2.30E - 04
1.63E — 04

1.32E - 04
1.14E - 04
1.55E — 04
2.51E - 04

2.03E - 04
2.32E - 04
9.59E — 05
6.62E — 05

8.85E — 04
1.26E — 03
2.93E - 04
7.97E — 04

1.83E - 04
2.42E - 04
7.76E — 05
3.33E-05

Ejemplo IV.3. Este ejemplo contiene datos reales de medidas de audiometria tomados a 100
hombres de la misma edad, midiendo pérdida de audicion en decibeles, para frecuencias de
500Hz, 1000Hz y 2000Hz al oido izquierdo y al oido derecho (dos grupos) (Jackson, 1991;

Flury y Neuenschwander, 1995), siendo la matriz de varianzas y covarianzas:

41.07 37.73 28.13 31.79 26.30 14.12
37.73 57.32 44 .44 29.75 34.24 25.30
V(x) = 28.13 44.44 119.70 18.64 31.21 71.26
= 31.79 29.75 18.64 50.75 30.23 10.52
26.30 34.24 31.21 30.23 40.92 24.62
14.12 25.30 71.26 10.52 24.62 86.30
La estimacion de la Matriz g es:
0.6767 0.6573 0.3316
B=|-07248 05157 0.4569
0.1293 -0.5495 0.8254
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La estimacion asintoética de las varianzas de los elementos de la Matriz B es:

1.04E-03 1.67E—-03 280E-03
= |7.30E-04 240E-03 1.88E-03
111E-03 4.00E-03 1.77E—-03

V(B)Asintot

Debido a que el nimero de observaciones es 100, este ejemplo servira para mostrar el

desemperio de los métodos no asintéticos en muestras pequeinias. Dado que no se dispone

de los datos, se simulan las 100 observaciones de una poblacion con matriz de varianzas y
covarianzas igual a la muestral, primero bajo el supuesto de normalidad. Si bien esta simu-

lacion conlleva un margen de error por simular los datos, permite observar si general todos

los métodos generan estimaciones similares. El nimero de subconjuntos en cada caso se elige
arbitrariamente, tratando de hacer comparables los métodos. En este caso seleccionar en el
método de grupos aleatorios k = 20 implica generar 20 submuestras de tamano 50. En Grupos

aleatorios la eleccion de kK = 2 implica generar 2 submuestras de tamano 50. Finalmente en

Jackknife elegir k = 50 implica generar 50 submuestras de tamaiio 98.

_ 9.01E — 04 4.32E—03 4.42E — 02
V(B)Replicaz0) = | 7-00E —04 2.33E —03 3.70E — 02
3.46E — 04 7.98E —02 3.83E — 03

_ 7.26E —04 3.03E—03 4.20E — 03
V(B)G.arcar(z) = | 4-2TE —04 4.27E —04 2.72E — 03
311E-04 7.72E—-03 281E—03

_ 9.80E — 04 1.54E — 03 3.17E — 03
V(B) jackkn(s0) = | 6.65E —04 2.09E —03 1.39E — 03
7.58E — 04 4.03E 03 1.58E —03

Si se supone distribuciéon Pearson Tipo VII con parametros ¥ = 15y m = 10, y se simulan

100 observaciones, no se observan resultados muy similares al caso normal.

/7 1.57E -03 2.09E-03 9.79E - 04
V(B)repiicaz0) = | 1.19E —03 2.77E —03 1.68E — 03
153E-03 228E-03 1.04E-03

— 217E-04 9.78E—-05 1.57E—-03

347E-04 289E-03 1.28E -03

— 1.58E — 03 2.55E-03 202E-03
V(B) jackkn(soy = | 1.09E —03 2.34E — 03 1.93F — 03
1.36E - 03 3.66E —-03 1.50E—03
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De los resultados anteriores se concluye que en muestras pequefias no es claro que los
métodos no asintdticos sean utiles ya que los resultados tienen diferencias entre métodos.
En este caso tampoco se puede suponer que la estimacion asintética sea valida. Es entonces
importante estudiar mas detenidamente estos métodos, principalmente en lo que se refiere
a la eleccién del numero de subconjuntos 6ptimo, lo cual es una linea de investigacion de
interés que puede ser continuada posteriormente. A continuacién se analiza otro ejemplo con
muestras pequerias, pero donde si se dispone de los datos.

Ejemplo IV.4. Este ejemplo contiene también datos reales de medidas realizadas al femur y
la tibia de las patas traseras derechas de 88 insectos denominados water strider, efectuadas

en tres etapas distintas de su crecimiento (Flury y Neuenschwander, 1995; Klingenberg,
Neuenschwander y Flury, 1996).

En este caso se dispone de los datos, y la estimacion de la Matriz 8 es:

B= 0.7761 0.6307
~ | -0.6307 0.7761

La estimacion asintética de las varianzas de los elementos de la Matriz B es:

= 3.03E-04 4.59E-04
V(ﬁ)Asintot = { ]

4.59E - 04 3.03E-04

El Teorema IV.5 implica que es indistinto suponer distribucién Normal que distribucién
Pearson Tipo VII para encontrar los estimadores no asintéticos de las varianzas de los ele-
mentos de la Matriz 3, que en este caso son:

o _ [4.44E —04 7.35E — 04
(B)replica20) = | 7.35F — 04  4.44E — 04

V/T __ |6.10E —04 9.40E —04
(B)G.ateat(2) = 9.40E - 04 6.10E — 04

o _ [5.06E —04 9.25F — 04
(B)sackn(s0) = | 9. 256 — 04  5.96E — 04

Si bien estos resultados son mas similares entre si que en el ejemplo anterior, es dificil
concluir que sean precisos en la estimacion de varianza buscada. Nuevamente se reitera la
necesidad de estudiar mas a detalle los casos de muestras pequeiias, y en general el problema

de la determinacién del nimero 6ptimo de subconjuntos a elegir en cada método.
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Capitulo V. Analisis de Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes Bajo el Supuesto de Distribucion
Eliptica en Disenos Muestrales Complejos

En este capitulo se presentara una forma de estimar parametros de interés cuando
se supone Distribucién Eliptica sobre un conjunto de datos que han sido obtenidos mediante
muestras de diseiio complejo. En particular se muestra la forma de obtener los parametros del
modelo de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes, asi como la manera

de realizar inferencias sobre los mismos.

Se utiliza la terminologia planteada por los textos de muestreo, donde se destaca la uti-
lidad practica que tiene el uso de estratificaciones o conglomeraciones para generar muestras
de menor tamano que generen los mismos niveles de confiabilidad para las estimaciones que
se obtengan a partir de ellas. Particularmente se plantea el uso de muestreos probabilisticos
en varias etapas de seleccion, siendo los elementos de la primera etapa de seleccion deno-
tados como unidades primarias de muestreo (UPM), los elementos de la segunda etapa son

denominados unidades secundarias de muestreo (USM) y asi sucesivamente.

Estos muestreos complejos se caracterizan por asignar distintas probabilidades de se-
leccion a los individuos, debido justamente a las conglomeraciones o estratificaciones que se
realizana, por lo cual cada individuo tiene un peso distinto. No tomar en cuenta el hecho de que
se ha procedido de manera distinta a un muestreo aleatorio simple implica generar estima-
ciones sobre una poblacion distinta a la que se desea estudiar, ya que la muestra obtenida no
contiene observaciones independientes ni idénticamente distribuidas, atn cuando provengan

de la misma poblacién.

V.1 Estimacion Puntual de los Parametros por el Método de Pseudo
Maxima Verosimilitud

Una de las estrategias para considerar el hecho de que las observaciones ya no son
idénticamente distribuidas, consiste en suponer distribuciones nominales para cada obser-
vacion, que reflejen el hecho de que su selecciéon no fué realizada por el método aleatorio
simple o irrestricto. Una alternativa para considerar este tipo de distribuciones nominales es

la técnica denominada Pseudo Maxima Verosimilitud, que a continuacion se define.

92



Definicion V.1. Sean xq,x,,...,x, un conjunto de vectores que provienen de una poblacién
con distribucion f(x;8), seleccionados por un esquema de diseiio muestral complejo, el método
de Pseudo Maxima Verosimilitud consiste en proponer f;(x;;8) una funcién de distribucién

nominal para cada vector x;, y estimar 8 con el valor de § que maximiza:

n
n 1Y logfi(x;;8)
i=1

En la literatura referida al tema se menciona que la “mejor” propuesta para la dis-
tribucion nominal f;(x;;8) debe corresponder a la “mejor” aproximacién de entre todas las
posibles propuestas (Skinner, et. al., 1989). En el caso de tratar de encontrar un estimador
que contemple el disefio muestral complejo se tiene que proponer esa “mejor” aproximacion
desde alguna perspectiva sustentada. A continuacion se presenta una serie de resultados que
permitiran establecer una propuesta sustentada para las distribuciones nominales f;(x;; 8) co-
rrespondientes al caso en que los datos provienen de una poblaciéon con Distribucién Normal

Multivariada, con la posibilidad de generalizarlos al caso de Distribuciones Elipticas.

Definicion V.2. Sean xi,x,,...,x, un conjunto de vectores que provienen de una poblacién
con distribucion f(x;8), seleccionados por un esquema de diseiio muestral complejo. Sean
wy,ws, ..., wy los factores de expansion correspondientes de modo que w; = P,.‘l, donde P; es
la probabilidad de seleccién de x;. Noétese que Y ;_; w; = N (Donde es N el tamafo de la
poblacién). Sean ay,as,...,a, definidos como a; = w; (#;) de modo que _i_; a; = n. Se define
a la Log-Verosimilitud Ponderada como:

n
L =log[L"] =) ajlogf(x;;0)
i=1

Esta definicion parte de la idea de que la informacién que cada unidad de muestreo
proporciona, no es igual, sino que depende justamente del peso que tiene en la muestra, y
por ello se plantea la opcion de ponderar dicha informacion de manera proporcional a los
ponderadores originales. Ademas, es claro que bajo muestreo aleatorio simple, esta Log-
Verosimilitud Ponderada coincide con la Log-Verosimilitud tradicional ya que en ese caso
a; =1Vi.

A continuacién se muestra una serie de desarrollos que permitiran plantear la obtencion
de estimadores a partir de la maximizacion de la funcion de Log-Verosimilitud Ponderada
para el caso particular de la distribucion Normal Multivariada. Se utiliza una perspectiva

matricial.
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Proposicion V.1. Sean x;, x5, ..., x,, vectores que provienen de una poblacion con distribuciéon
Normal Multivariada x; ~ Np(p, ), seleccionados por un esquema de disefio muestral com-
plejo, entonces la Log-Verosimilitud Ponderada es igual a:

L = log[L*] = —glog P %Iog(Zw) - % [(vec(x') 1@ p)(dQ® ) Y (vec(X)-1® ﬁ)}

donde d = diag (a—l, a% ..... ain), con 1y X definidos en la Seccién II1.2.
Demostracion:

n
log[L*] =) ajlogf(x;)
i=1

P ((21)‘5) exp <‘;(X" ) “’)

™

n
= Za,-log

i=1

n
=Y o
i=1

1 1 1
logl=l 2 +/og < ,,) + log (exp (—2(x,- — )T Hx; —p)))

(2m)2

n -
1 1
:Za,- —Elog|2| _glog(z‘")—z(x’-—“)/z1(X;-Il):|
i=1 -

n r n
1 1 _
=Y ai|-3loal z1 - Brog(2m)| - 3" aitsi — = s - w)
i=1 - i=1

z)l(x,-—u)

=n {—;Iog Izl - 2109(27’)} - ;i("i — b (a,.

i=1

~1
_.n np I, v (Z -
= 2Iog|2| 5 109 (2) 2;(5, ©) (a'_ (xi — 1)

= —Zlogl =1 — ZLiog (2m) - % (vec(X') 1@ w)'(d ® ¥) *(vec(X') ~1 @ u)

QED

Proposicion V.2. Sea z ~ Nyp(1 Q p. d ® I), entonces su Log-Verosimilitud es:

s

log[L] = ~Zlog ( (;)) —5log1 x| = "Clog (2m) - % (2-1@wWE@D z-1®w

i=1 > !
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Demostracion:

log[L] = logf(2)

= log lld®zl’% ( )exp (—;(z—1®u)'d®2‘1(z—1®#)>

(2m)?

_1 1 1 ) B
=logld ® =1 2+Iog<( p>+log<exp(2(zl®#)d®i 1(21®u)>)

2m)?2
=—%Iog|d®2| —glog(Zﬂ)—%(;—1®g)’d®i‘l(g—l®g)
=—%Iog(|d|p|2|n) —glog(Zﬂ')—%(;—l@&)'d@i’”g—l@&)

1 1 1
= —Elog|d|p—ilog|}:|n—glog(21r)— 5(;—1@&)%@ T lz-1Qup)

= Liog < 1 (:)) 1ogl £l - Llog(2m) - 2z~ 1@ Wd @ E Nz -1®w)

1

QED

Proposicion V.3. La Log-Verosimilitud Ponderada planteada en la Proposicion V.1 es

equivalente a la Log-Verosimilitud de la Proposicion V.2.
Demostracion:

Es claro ver que para z = vec(X’), se tiene que log[L] = log[L*] + logk siendo:

= (11(2))

Por lo tanto /log[L] = log[k + L*] de donde L = k x L*, que es justamente la definicién de

NI

equivalencia entre verosimilitudes.
QED

El resultado de la Proposicion V.3 establece la equivalencia entre realizar inferencias
a partir de la Log-Verosimilitud de vec(X’) ~ Njp(1 @ p, d @ X) con respecto a realizarlas
a partir de la Log-Verosimilitud Ponderada de xq, x5, ..., x,, vectores que provienen de una
poblacién con distribucién Normal Multivariada x; ~ Np,(u, ), seleccionados por un esquema
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de disefio muestral complejo. Esto es de utilidad puesto que ya se conoce la forma de realizar
inferencias utilizando la funcion de Log-Verosimilitud de un vector, pudiendo utilizarse para
ello las herramientas previamente descritas en el Capitulo I1I concernientes a trabajar con la
distribucion de una matriz, que como se mencion6 en su momento, puede simplificar algunos

desarrollos tedricos.

Proposicion V.4. Sea z ~ Nyp(1 Q@ p.d Q ) con d = diag (ail a% ..... a%), entonces se tiene
que la distribucién marginal de cada vector z; de dimensién p tal que 2z’ = (z}z}...z}) es tal

que:

2mM

)

z;~ Np (u,
Demostracion:

Dado que la distribuciéon Normal Multivariada pertenece a la familia de las distribu-
ciones elipticas, se puede utilizar el Teorema III.1 para encontrar la distribucién marginal de
z;. Para ello se requiere obtener primero la distribucién esférica correspondiente. Si se define
a A de modo que AA’ = d ® X, entonces el vector y = A~1(z — 1 ® p) es tal que y ~ Npp(0, /).

Se aplica el Teorema III.1 al vector y para encontrar la funcién gy, (t) que caracteriza

al vector marginal y, de la siguiente forma:

np—p
_omz [ mep g 1 y
gy, (1) = r(npz_p)/t (y—t) 2 2m) % exp ( 2) dy

Se utiliza la transformacion s = y — t, de donde ds = dy con s € (0, ), entonces:

™

p
2 o0 mw—p_q s+t

_ (s) 2 "Texp (—> ds

r("52) (2m) % /0 2

np—p ) 1 mp—p_
[l ] e

9y, (t) =

De donde se identifica dentro de la integral a una distribucién Gamma (””2_ 2 %), es decir,

una distribucién x%nm p)> POr lo cual el valor de dicha integral es uno, teniéndose entonces:
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que corresponde a una distribucion Normal p-variada, esto es, y, ~ Ny(0, /).

Para determinar la distribucién de z;, se tiene que si B es tal que B’'B = X, entonces se

. \/15-17) , ya que por propiedades del

puede probar que A = d2 & B con di = diag (\/071 e

producto de kronecker:

[d? @ BI[d? ® B] = (d2'd?) @ (B'B)
=dQ® X
=AA

Este resultado implica que A es una matriz diagonal por bloques, por lo que se puede
obtener la distribucion de z; utilizando el primer bloque de dicha matriz de la forma z; =

Ayy, + i, con lo cual

2
ey 5

Obtener la distribucion marginal del resto de los vectores z; es analogo, intercambiando
de lugar dichos vectores, lo cual es posible ya que por la forma de la varianza (diagonal por
bloques) se deduce que cada vector z; es no correlacionado con el resto, y debido a que se
esta estudiando a la distribuciéon Normal Multivariada, en la cual es valida la implicacién de

independencia a partir de no correlacion, entonces los vectores referidos son permutables.
QED

Con esta serie de resultados se puede demostrar el siguiente teorema, estableciendo
una propuesta sustentada para las distribuciones nominales requeridas en el método de
Pseudo Maxima Verosimilitud para el caso en que los datos provienen de una poblacién con

distribucién Normal Multivariada
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Teorema V.1. Sean xq,x»,..., X, un conjunto de vectores que provienen de una poblacién
con distribucién Normal Multivariada x; ~ Np(p, X), seleccionados por un esquema de disefio
muestral complejo. Sean wq,w>,..., wnp los factores de expansion correspondientes de modo
que w; = P,.‘l, donde P; es la probabilidad de seleccion de x;. Sean ajp,as,..., a, definidos
como a; = w; (1;). Entonces las inferencias a partir de la Log-Verosimilitud Ponderada de
la Definicion V.2 son equivalentes a las obtenidas a partir del método de Pseudo Maxima
Verosimilitud de la Definicion V.1, utilizando x; ~ N (E, a%) como la funcién de distribucién

nominal para cada vector x;.
Demostracion:

Ya se demostré previamente que la funciéon de Log-Verosimilitud Ponderada para el caso

de la distribucién Normal Multivariada es:

n

log[L™] = —3

np 1 n 5 -1
log Il - 7/05] (2m) — 3 ;(&; —ﬁ)/ (a,-) (xi — 1)

Por su parte, la funcién de Pseudo Verosimilitud utilizando las distribuciones nominales
xj ~ N, (E, %) es:

i=1

£ (1) e () )

PV=n_1ilog[a_
Plog (2m) — 1 (2)"
7509( W)*E(lifﬁ) <a,> (xi —m)
-1
Z) (xi — p)

a;
-1
>
a,-) (x; — 1)

nor
1 pX

1
= ——1 —_

n

_ 1 _ p 1
=n IZ —zlog(ai"|2|>—2Iog(27r)—2(x,-—u.)’<
i=11

n

_ _n 1 p 1
=n1 Z EIog(a,-)—ilog I=l - Elog (27) — E(g,- — p)’ (
i=11L

-1 n n np 1y (E B
=n Z E/og(a,-) —Elog Il - 7/09 (2w) — 5 Z(ii ) (a-) (xi — 1)

i=1 i=1

Las funciones /og[L*] y nPV difieren por el sumando Y ;_; J/og(a;), que es constante, por
lo que ambas alcanzan el valor 6ptimo en términos de p y ¥ en los mismos puntos, es decir

que las inferencias seran equivalentes.

QED
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Este teorema establece el hecho de que, en el caso de la distribucion Normal Multi-
variada, el método de estimaciéon basado en maximizar la Log-Verosimilitud Ponderada es
un método de Pseudo Maxima Verosimilitud, y define ademas la forma de las distribuciones
nominales en dicho caso. A partir del teorema también se establecen las bases de la posible

generalizacion para ser aplicado a distribuciones de la familia eliptica en general.

Proposicion V.5. Sean x;, x5, ..., x,, vectores que provienen de una poblacion con distribucién
Eliptica x; ~ ECp(u, X, g), seleccionados por un esquema de disefio muestral complejo. Sean
a; definidos como en el Teorema V.1. Entonces las distribuciones nominales definidas por
x; ~ ECp(p, a% g) pueden ser utilizadas para obtener estimadores por el método de Pseudo
Maxima Verosimilitud para los pardmetros p y .

Demostracion: Es directa debido a que las distribuciones nominales planteadas satis-

facen los requisitos de la Definicion V.1.

Proposicion V.6. Sean xq, x5, ..., x,, vectores que provienen de una poblacion con distribucion
Eliptica x; ~ ECp(p, X, g), seleccionados por un esquema de disefio muestral complejo. Sea
z un vector aleatorio tal que z ~ EC,p(1 Q p.d @ Z,9*) con d = diag (ail a% ..... ai"), para a;
definidos como en el Teorema V.1, donde la distribucién marginal de cada vector z; de di-
mension p, tal que z/ = (z}z)...z},), sea z; ~ ECy(p, az, g). Los estimadores puntuales que
se obtendrian por el método de Pseudo Maxima Verosimilitud para los parametros p y T
planteado en la Proposiciéon V.5. son los correspondientes estimadores de Maxima Verosi-

militud del vector z utilizando z = vec(X’).
Demostracion: Es directa a partir de lo que establece el Teorema II1.1.

Las dos proposiciones previas establecen una alternativa natural para generalizar el
Teorema V.1 para distribuciones elipticas, sin embargo, debido a que la justificacién que
llev6 al planteamiento de dicho teorema parte del concepto de Log-Verosimilitud Ponderada,
es importante establecer la similitud con respecto a dicho concepto que se establece en esta
alternativa de generalizacion. Por ello es importante plantear la comparacion entre la funcién
de Log-Verosimilitud Ponderada y la funcién de Pseudo Maxima Verosimilitud para el caso

de distribuciones elipticas.

La funcién de Log-Verosimilitud Ponderada para el caso de distribuciones elipticas
corresponde a:
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log[L*] = Xn:ai/og [ Izl % ((4,- —w)E (k- #))}

i=1

- zn: —%a,-log [I T I} + En: log [g ((éi — BT (X - E)ﬂai
i=1

i=1

= —glog [ Izl } + Zn: log [9 ((5,- —W)'E X - E))ri
i=1

Por otra parte, la funcién de Pseudo Maxima Verosimilitud para el caso de distribuciones

elipticas de acuerdo con la Proposicién V.5 corresponde a:

1 _
9<(X,’#)'<ai) (n#))]

1 n 1 . n 1 3 n ) 5 -1
=n 2—5109[|2|}+" Ziloglail'l‘" > log|g | (xi — ) (a_) (xi — 1)
i=1 i=1 i=1 !

u )3
PV =n"1)"log ‘a
i=1 i

=n! [—glog [ P4 } + En: %on [ai] + En: log [9 (ai ((5,- )TN - ’”))”
i=1 i=1

Para fines de optimizacién, el valor n~! no es importante, al igual que el segundo
sumando. El primer sumando es exactamente igual al correspondiente a la Log-Verosimilitud
Ponderada. La diferencia radica en el tercer sumando, en particular en el papel que juega
a;. Para el caso de la distribucion Normal Multivariada, ambas expresiones son equivalentes
en verosimilitud dado que la funciéon g es exponencial. Para el resto de las distribuciones, es
claro que se generaria una aproximacion a la Log-Verosimilitud Ponderada al usar la Pseudo
Maxima verosimilitud antes presentada, la cual dependera de la forma funcional de g(t).
Evaluar la precision de la aproximacion referida es un problema complejo, que requiere un

amplio analisis adicional.

V.2 Estimacion Puntual de los Parametros por el Método de Pseudo
Maxima Verosimilitud, en el caso del Analisis de Componentes Princi-
pales Comunes en Vectores Dependientes

Para esta seccion se parte de la Proposicion V.5, teniendo siempre en cuenta que

la aproximacion que plantea dicha proposicion, es igualdad para el caso de la distribucién
Normal Multivariada.
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Lema V.1. Seaz ~ ECpp(1 Q@ p.d @ X,g*) cond = diag (0%1 aiz ..... ain), para a; definidos como

en el Teorema V.1 , entonces la verosimilitud de z es:
L=zl g (tr(z-16%))

donde

/2 R
k=1d1""" 'y 6" =Y ailz; — )z — )
i=1

para

= (2125 ---2y)

Demostracion:

La verosimilitud de z es:

L=1d®zl g [-1@wEd @D - 1® w

= |d|7p/2|2 n/zg (Za(z —p)'E" 1(z —;1.))

i=1

—n/2 n
=klxl n/g* tr(a(z —p)'E 1(2,#))
i=1
—n/2
=klxI ! )
i=1
nf2

tr (an T laj(z; — p)(z; — p) >>
i=1

QED
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Las Proposiciones V.5 y V.6 plantean el uso de la verosimilitud antes descrita para
generar inferencias considerando los ponderadores de una muestra de diseno complejo, uti-

lizando z = vec(X’).

Lema V.2. Sea vec(X') ~ ECpp(l @ p.d @ X,g*) con d = diag (i, 1, 1 ), para a; estando

an
definidos como en el Teorema V.1, entonces la verosimilitud de vec(X’) es:

L=klxl _n/zg* (tr (z-lw*) +tr (Z_l [2x*Xx* — n(x*x*') — 2px*' + nﬂ’]))

donde

—p/2

k=ldal ™
n

W= ailx; - ) (x; - XY
i=1
n
X' = Z QaiX;
i=1
Demostracion:

Partiendo del resultado del Lema V.1 se desarrollara el término tr(£-1G*).

tr(Z716*) = tr <21 Xn:ai(éi — ) (xi — #)')

i=1

n
=tr <Z—1 D ailxi — X+ X - p)(x; - X"+ X" —#)/>

i=1
De donde se tiene que:

n n n
Yoailxi —X X )X — X+ X —p) =) il - X)X —X) + D ai(x - p)x - X7

+Y ailx —X)E - p) 4+ aix - p)(E - p)
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Este término es igual a:

D oailxi —x)(x —x) + ) ai(x X)) = D> ei(xX %) =D ai(pxi) + ) ai(px™)
i=1 i=1 i=1

n n n n n n
+ Y ai(xx) =YX x) =D ailxip) + Y ai®p) + ) aixxT) - ) ai(x )
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n
=Y ai(px) + > ai(py’)
i=1 i=1

Simplificando términos se obtiene:

n n n n n
> ailxi —x)xi —x) +2)_ai(x'x) - Y ai(xx7) -2 ai(pxi) + Y ai(pp)
i=1 i=1 i=1

n n n n n
=Y ailx; — X)X — X)) +2x" ) aix; — (XX7)Y ai—2u) aixi+pp' Y a
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
= Zai(li o X*)(Kl o X*)/ + 2X*X*I o n(zxz*/) o 2EX*/ + n&'
i=1

De donde finalmente se tiene que:

n
tr(zflG*) = tr (zl Zai(li 72*)(£’ X*)/) + tr (271 [ZX*X*/ o n(X*X*/) o ZEX*, + nwl])
i=1

QED

Noétese que la segunda traza de la verosimilitud, evaluada en p = x* se hace cero. Estos

lemas permiten establecer el siguiente teorema.

Teorema V.2. Sean xi,x»,..., x, vectores que provienen de una poblaciéon con distribuciéon
Eliptica x; ~ ECp(p, X, g), seleccionados por un esquema de disefio muestral complejo. En-
tonces para obtener una aproximacion a los estimadores puntuales que se obtendrian por el
método de Pseudo Maxima Verosimilitud para los parametros 8 y A del modelo de Analisis
de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes, basta con aplicar la Teoria
desarrollada para el caso en que la muestra no es de disefio complejo, pero utilizando la matriz
W+ en lugar de la matriz W previamente definida.
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Demostracion:

La verosimilitud obtenida en el Lema V.2 evaluada en p = x* que corresponde al esti-
mador de Horvitz-Thompson de p seria equivalente a la presentada en el Capitulo IV, en la
ecuacion (/V.2) si se sustituyera W por W*. Esto implica que toda la teoria presentada en el

Capitulo IV es aplicable si se utiliza la matriz W* en lugar de la matriz W.

QED

V.3 Inferencia sobre los Parametros en el caso de muestreos complejos

Cuando se analiza a un conjunto de datos provenientes de una encuesta de disefio
muestral complejo, se requiere tener ciertas consideraciones para poder utilizar las técnicas
de estimacion de varianza descritas en la Seccion IV.4. A continuacién se describen dichas
consideraciones para el caso de una encuesta estratificada y multietapica en cada estrato.

Dado que las técnicas descritas en la Seecion IV.4 requieren de la formacion de grupos,
éstos deberan ser conformados de manera tal que cada uno de ellos sea una submuestra
estratificada de la muestra original. Esto significa que cada estrato debe considerarse de
manera separada para conformar una parte de los grupos, es decir, que cada estrato aportara
una parte (proporcional al tamafio muestral del estrato con respecto a la muestra original) a

cada uno de los grupos.

Debido a que en cada estrato se tienen etapas, la conformacion de la parte proporcional
de cada grupo, obtenida en cada estrato, se tiene que hacer seleccionando de manera sepa-
rada, y nuevamente de forma proporcional al tamano de cada unidad primaria de muestreo
(UPM), las unidades ultimas de muestreo que conforman a cada una de las referidas unidades
primarias de muestreo. Esto significa que cada unidad primaria de muestreo aportara una
parte proporcional a su tamaino de elementos a cada uno de los subgrupos que se formaran en
cada estrato, y que unidos generaran a los grupos requeridos.

Una vez formados los grupos de la manera antes descrita, se pueden utilizar los mismos
estimadores que se presentaron en la Seccion IV.4. Cabe destacar el hecho de que, bajo esta
estrategia, no se consideran las unidades inferiores a las primarias de muestreo. Esto se hace
bajo la hipétesis de que la variabilidad que aportan las unidades inferiores de muestreo no
es considerable, como lo muestran los resultados tedricos que se refieren a la obtencion de la
varianza de estimadores (Wolter, 1985) y la experiencia empirica.
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Las consideraciones descritas previamente, aplican para cualquier estimaciéon de va-
rianza de estimadores que se requiera realizar. En particular es 1til en el caso de la estimacion
de la varianza de los elementos de la estimacion de la matriz 8 obtenida para el modelo de

Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes.

También pueden ser utilizadas estas consideraciones si se desea realizar una com-
paraciéon de las Componentes Principales Comunes entre un grupo (o tiempo) y otro, por
ejemplo, mediante la obtencion de la varianza estimada de las medias de las Componentes,
lo cual permitira, recurriendo al Teorema Central del limite, realizar pruebas de hipé6tesis de

comparacion de las referidas medias.
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Capitulo VI. Aplicacion del Analisis de Componentes Princi-
pales Comunes en Vectores Dependientes Bajo el Supuesto
de Distribucion Eliptica en Muestreo Aleatorio Simple

VI.1 El Indice de Marginacién de México. 1990-2000

En México, en los afios noventas, se planteé la necesidad de evaluar numéricamente
la condicion de marginacion de las comunidades del pais. El objetivo fué jerarquizarlas en
términos de sus necesidades, para contar con un criterio de selecciéon de las comunidades
donde implementar programas sociales. De esta necesidad surgié el indice de marginacion a
nivel municipal y a nivel de localidad, que desde 1990 ha construido el Consejo Nacional de
Poblacion (CONAPO) con periodicidad quinquenal.

El mencionado indice fué construido utilizando el Analisis de Componentes Principales
aplicado a un conjunto de indicadores del censo de 1990, y seleccionando tinicamente a la
primera Componente Principal resultante (De la Vega, 1994). Con la necesidad de actualizar
el referido indice se recurrié a la aplicacion de la misma metodologia para los indicadores
del conteo de 1995 y posteriormente para el afio 2000 se decidié incluso cambiar ciertos
indicadores. Todo lo anterior evidencié la imposibilidad de realizar comparaciones inter-

temporales de los valores del indice de marginacion.

Por ello, en este apartado se presenta la aplicaciéon de un Analisis de Componentes
Principales Comunes en Vectores Dependientes, como una alternativa para hacer compara-
ble inter-temporalmente al indice de marginaciéon previamente descrito. Para dicho fin se
homologaron los indicadores que se utilizaron para construir los indices de los afios 1990 y
2000. Para realizar dicha homologacion se busco, para aquéllos indicadores que no fueran
exactamente comparables entre ambos periodos, la posibilidad de reconstruirlos o transfor-
marlos de manera que si fueran exactamente comparables, utilizando para ello informacién
adicional a partir de otras variables presentes en los censos. Uno de los indicadores no se pudo
reconstruir o transformar para ser exactamente comparable para ambos aiios, por lo cual fué
excluido del analisis. Este trabajo de homologacion di6 lugar al conjunto de indicadores que

se presentan en la siguiente tabla.
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Tabla VI.1 Indicadores homologados para los anos 1990 y 2000

Indicadores:

Porcentaje de poblacién analfabeta de 15 afios o mas (analf)
Porcentaje de viviendas particulares con piso de tierra (pisotier)
Porcentaje viviendas particulares sin agua entubada (sinag)
Porcentaje de viviendas particulares sin drenaje (sindr)
Porcentaje viviendas particulares sin energia eléctrica (sinel)
Porcentaje de poblacién ocupada en el sector primario (secpri)

Promedio de ocupantes por cuarto en viviendas particulares* (ocup)

* El Promedio de ocupantes por cuarto en viviendas particulares se utiliza en el analisis
transformado logaritmicamente y reescalado, para que esta variable tenga escalas similares

al resto y para reducir su asimetria.

A partir de los indicadores previamente expuestos, y para el nivel de localidad utilizando
los datos de 75,006 de ellas (se excluyen localidades confidenciales y con datos faltantes), se
muestran por una parte, las ventajas en términos de comparabilidad que implica realizar
un Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes con respecto
a realizar Analisis de Componentes Principales aislados para cada momento en el tiempo.
Por otra parte se analiza la evolucion de la marginacion, utilizando los resultados del mismo

Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes.

VI.1.1 Comparacion entre la construccion de un indice de marginaciéon con un
Analisis de Componentes Principales aislados y un Analisis de Componentes Prin-
cipales Comunes en Vectores Dependientes

Las Tablas V1.2 y VIL.3 presentan los Coeficientes de las Componentes Principales,
cuando se realizan para cada uno de los afios 1990 y 2000. Existen diferencias en dichos
coeficientes, lo cual implica la imposibilidad de realizar comparaciones entre las componentes
de los distintos anos. La Tabla VI.4 muestra los coeficientes tinicos para aplicarse en ambos
afios, obtenidos a partir de un Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores
Dependientes bajo el supuesto de distribucion eliptica. Se puede apreciar cierto patréon de
comportamiento de los coeficientes con respecto a los obtenidos a partir del Analisis de Com-
ponentes Principales tradicional.
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Tabla VI.2 Coeficientes de las Componentes Principales para 1990

Variable B1 B> B3 Bs Bs Be Bz

analf 0.192 0.173 -0.025 -0.007 0.106 -0.123 0.952
pisotier 0.447 0.355 0.011 0.106 0.775 -0.048 -0.246
sinag 0.447 -0.596 -0.615 -0.101 0.015 -0.235 -0.030
sindr 0.223 -0.061 -0.167 0.140 -0.032 0.943 0.088
sinel 0.584 -0.262 0.710 -0.207 -0.208 -0.002 -0.030
secpri 0.202 0.031 0.030 0919 -0.279 -0.183 -0.032
ocup 0.365 0.644 -0.298 -0.266 -0.516 -0.061 -0.151

Tabla VI.3 Coeficientes de las Componentes Principales para 2000

Variable B1 B> B3 By Bs Be B

analf 0.163 0.079 0.016 -0.005 0.025 0.120 0.976
pisotier 0.445 0.211 0.110 -0.077 -0.001 0.837 -0.196
sinag 0.440 -0.745 -0.464 0.129 0.136 0.024 -0.012
sindr 0.371 0.054 -0.068 -0.245 -0.861 -0.230 -0.017
sinel 0.419 -0.195 0.799 0.257 0.103 -0.263 -0.036
secpri 0.235 0.038 0.033 -0.853 0.404 -0.225 -0.030
ocup 0.461 0.593 -0.357 0.352 0.255 -0.335 -0.083

Tabla VI.4 Coeficientes de las Componentes Principales
Comunes en Vectores Dependientes

Variable B1 B2 B3 B4 Bs Be Bz

analf 0.150 0.066 -0.013 0.046 -0.015 -0.134 0.976
pisotier 0434 0.233 -0.026 0.147 -0.002 -0.833 -0.204
sinag 0.469 -0.639 0551 -0.135 -0.222 0.029 -0.014
sindr 0.273 0.014 0.172 0.088 0.930 0.156 -0.009
sinel 0.509 -0.255 -0.784 -0.131 -0.023 0.205 -0.038
secpri 0.215 0.097 0.047 0.896 -0.210 0.307 -0.043
ocup 0435 0.677 0.224 -0.362 -0.205 0.357 -0.046
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Enla Tabla VL.5 se pueden apreciar similitudes en los porcentajes de varianza explicada
por componente para los Analisis de Componentes Principales tradicionales realizados para
cada ano. Es destacable el hecho de que la primera componente representa apenas alrededor
de la mitad de la varianza explicada. Este hecho hace manifiesta la necesidad de utilizar
mas de una componente en analisis posteriores derivados de éstos. En particular refleja la
necesidad de considerar un indice multivariado de marginaciéon. La Tabla VI.6 muestra que
no existe una diferencia notoria en la distribuciéon de la varianza explicada por componente

cuando se utiliza el Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes.

Tabla VI.5 Porcentaje de Varianza Explicada
por los Componentes Principales

Individual Acumulada
Componente 1990 2000 1990 2000
CP1 51.6% 48.6% 51.6%  48.6%
CP2 14.3% 16.8% 65.9%  65.4%
CP3 12.5% 11.1% 784%  76.5%
CP4 8.3%  8.7% 86.7%  85.2%
CP5 6.0% 7.2% 92.7%  92.4%
CPé6 4.3%  5.5% 97.0%  97.9%
CP7 3.0% 2.1% 100.0% 100.0%

Tabla V1.6 Porcentaje de Varianza Explicada
por los Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes

Individual Acumulada
Componente 1990 2000 1990 2000
CP1 50.9% 47.8% 50.9%  47.8%
CP2 14.1% 16.7% 65.0% 64.5%
CP3 12.8% 11.3% 77.8% 75.8%
CP4 8.3% 8.8% 86.1% 84.6%
CP5 6.3% 5.5% 92.4% 90.1%
CPé6 4.4% 7.7% 96.8% 97.8%
CP7 3.2% 2.1% 100.0% 100.0%
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A partir de las Tablas VL7 y VL8, que presentan las correlaciones entre las Com-
ponentes Principales tradicionales y las variables originales, se puede determinar cuales
variables, en qué medida, son representadas en cada componente. Esto es de gran utilidad
para un analisis evolutivo pues se puede determinar a partir del estudio de las componentes,
la evolucion de las variables originales. Sin embargo, como se ha mencionado previamente,

estos datos no son comparables por derivarse de distintos analisis.
Tabla V1.7 Correlaciones entre las

Componentes Principales para 1990
y las variables de 1990

Variable CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7

analf 061 029 -0.04 -0.01 0.11 -0.11 0.72
pisotier 0.80 0.34 0.01 008 048 -0.02 -0.11
sinag 0.71 -050 -0.48 -0.06 0.01 -0.11 -0.01
sindr 0.60 -0.09 -0.22 0.15 -0.03 0.74 0.06
sinel 083 -020 050 -0.12 -0.10 0.00 -0.01
secpri 0.47 004 003 085 -022 -0.12 -0.02
ocup 065 061 -0.26 -0.19 -0.32 -0.03 -0.06

Tabla VI.8 Correlaciones entre las
Componentes Principales para 2000
y las variables de 2000

Variable CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7

analf 0.61 018 0.02 -0.02 0.04 015 0.75
pisotier 0.81 0.23 0.09 -0.06 0.00 0.51 -0.08
sinag 0.66 -0.66 -0.34 0.08 0.08 0.01 -0.01
sindr 0.72 0.06 -0.07 -0.20 -0.65 -0.15 -0.01
sinel 0.70 -0.19 0.64 0.18 0.07 -0.15 -0.02
secpri 0.51 0.05 0.03 -0.78 0.33 -0.16 -0.01
ocup 0.72 0.54 -027 0.23 0.15 -0.17 -0.03
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En el caso del Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependien-
tes, se puede apreciar observando las Tablas VI.9 y VL.10, que las variables y su grado de
representacion en cada componente, son practicamente iguales para ambos afnos. Esto, au-
nado a que provienen de un mismo analisis, confirma la comparabilidad de las Componentes
Principales Comunes, ademas de dar muestra nuevamente de la necesidad de utilizar a mas

de una Componente Principal Comuin como indice de marginacion.
Tabla V1.9 Correlaciones entre las

Componentes Principales Comunes en
Vectores Dependientes y las variables de 1990

Variable CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7

analf 0.60 0.19 -0.09 0.02 -025 -0.11 0.86
pisotier 080 0.22 -0.15 0.10 -0.62 -0.07 0.08
sinag 0.72 -057 033 -0.09 0.02 -0.13 0.06
sindr 0.62 -0.10 0.12 0.11 0.07 0.67 0.05
sinel 080 -0.26 -0.66 -0.03 0.04 -0.06 0.07
secpri 0.47 004 -0.05 0.83 0.21 -0.18 0.02
ocup 068 056 0.11 -026 0.06 -0.22 0.19

Tabla VI.10 Correlaciones entre las
Componentes Principales Comunes en
Vectores Dependientes y las variables de 2000

Variable CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7

analf 060 024 0.06 009 -0.15 0.12 0.79
pisotier 081 031 0.05 0.16 -0.52 0.19 -0.04
sinag 068 -054 052 -0.05 0.05 -0.06 0.00
sindr 069 012 023 0.14 009 0.82 0.03
sinel 0.73 -0.17 -0.51 -0.02 0.09 0.12 -0.01
secpri 0.50 0.13 0.10 0.84 0.25 -0.05 -0.01
ocup 070 0.65 025 -0.20 0.19 0.04 0.07
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VI.1.2 Analisis Estadistico de los Coeficientes de las Componentes Principales Co-

munes en Vectores Dependientes para el caso del analisis de la marginacion

La estimacion asintética de las varianzas de los elementos de la Matriz B es:

r1.05E — 06
3.53E - 05
9.56E — 06
2.41E — 05
1.05E - 05
2.51E — 05

L1.59E — 05

3.03E - 05
2.54E — 04
1.12E - 04
2.09E - 04
1.17E - 04
4.66E — 05
1.25E — 04

1.40E — 05
7.40E — 05
1.89E — 04
6.32E — 05
4.01E - 05
1.30E - 04
2.34E - 04

2.95E — 05
1.73E - 04
4.86E — 05
1.01E - 05
6.12E — 05
2.04E - 04
8.89E — 05

3.94E - 06
1.04E — 05
2.72E - 05
8.92E - 06
1.96E — 05
1.62E — 05
2.63E - 05

4.74E — 05
1.46E — 05
5.85E — 05
2.07E - 04
4.95E — 05
291E - 04
8.45E — 05

1.12E — 051
4.54E — 05
1.47E - 04
6.45E — 05
2.83E - 04
1.13E - 04
5.57E — 05 ]

Se realizan estimaciones de la referida matriz por métodos de remuestreo encontrandose
que, para 100 subgrupos generados (elecciéon basada en costos computacionales), en el caso del
método de Replicaciones Repetidas se obtiene como estimacion:

r1.24E — 06
3.39E - 05
6.55E — 06
2.89E — 05
9.35E — 06
2.19E — 05

L1.83E - 05

3.97E - 05
4.38E — 04
2.43E - 03
2.82E — 04
1.53E - 04
4.37E - 03
6.69E — 03

6.69E — 05
2.38E-03
1.27E - 03
6.60E — 05
3.43E-03
3.02E - 04
4.63E — 04

4.04E — 05
2.35E - 04
5.37E - 05
8.60E — 06
6.28E — 05
2.21E - 04
1.87E - 04

6.19E — 06
1.80E — 05
4.93E - 05
1.25E - 05
4.00E — 05
2.44E — 05
4.80E — 05

2.54E — 04
6.13E — 03
2.81E -03
6.36E — 04
1.76E — 03
1.08E — 03
1.73E - 03

Por su parte el método de Grupos Aleatorios genera la estimacion:

r3.60E — 05
1.01E - 04
1.49E — 05
5.80E — 05
1.72E — 05
5.26E — 05

L4.10E — 05

1.28E - 04
7.78E — 04
2.86E — 04
3.66E — 04
3.32E-04
2.84E - 03
1.01E - 03

3.55E - 05
2.82E - 04
1.83E - 04
1.06E — 04
2.99E - 03
1.59E — 04
5.44E — 04

6.91E — 05
4.02E - 04
1.20E - 04
3.48E -04
1.44E - 04
4.54E — 04
2.82E - 04

7.70E — 05
6.79E — 04
1.54E — 03
4.77E — 04
1.63E — 04
2.73E - 04
9.65E — 04

1.40E - 04
2.09E - 03
1.97E - 04
4.67E — 04
3.64E - 04
6.51E — 04
9.09E - 04

Mientras que el método de Jackknife obtiene como estimacion:

r1.49E — 06
4.18E — 05
8.22E — 06
3.04E - 05
1.19E - 05
3.22E - 05

L1.81E - 05

3.91E - 05
4.21E - 04
1.20E - 04
2.62E — 04
1.20E - 04
8.88E — 05
2.30E - 04

1.57E — 05
9.48E — 05
4.83E - 04
6.39E — 05
8.28E — 05
1.37E - 04
3.32E-04

3.91E-05
2.07E - 04
4.78E — 05
8.72E - 06
7.39E — 05
2.41E - 04
2.01E - 04

7.45E — 06
2.46E — 05
5.67E — 05
1.35E — 05
5.06E — 05
2.46E — 05
5.14E — 05

5.24E — 05
2.24E - 05
6.20E — 05
2.57E - 04
6.52E — 05
5.38E — 04
1.58E — 04

1.08E — 041
2.08E - 03
6.09E — 03
1.29E - 04
1.11E - 03
7.55E — 03
4.27E — 03 |

5.74E — 057
6.09E — 04
1.37E - 03
3.02E - 04
3.75E - 04
4.06E — 04
9.66E — 05

1.38E — 051
6.92E — 05
3.17E - 04
9.56E — 05
4.70E - 04
1.14E - 04
1.82E — 04

Se puede observar similitud entre los resultados, lo cual es de esperarse dado el gran

tamarfio de muestra que se analizé.
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VI.1.3 Analisis evolutivo de la marginacion en México de 1990 a 2000

Una de las principales ventajas al utilizar el Analisis de Componentes Principales Co-
munes en Vectores Dependientes es que las comparaciones inter temporales son validas de
manera directa. Por ello, si se requiere analizar la evolucion de la marginaciéon en México,
se puede analizar el cambio en los valores de las Componentes Principales Comunes. Para
interpretar claramente las diferencias entre estas Componentes Principales Comunes, es
conveniente presentar las diferencias en las variables entre 1990 y 2000, que se presentan a

continuacion.

Tabla VI.11 Medias de las variables en los aiios 1990 y 2000

Variable Media en 1990 Media en 2000

analf 28.72 23.21
pisotier 54.61 43.54
sinag 66.78 50.70
sindr 86.99 71.03
sinel 53.77 217.65
secpri 73.94 64.82
ocup 72.75 83.85

La tabla anterior muestra el promedio de cada variable, y debido a que la unidad de
analisis es, en este caso, la localidad, estos promedios no pueden ser interpretados de ningtin
modo como promedios a nivel nacional, ya que no se esta considerando el tamario (distinto) de
las localidades. Ahora bien, en el contexto que se esta analizando ,el tamaio de a localidad
se ignora porque lo que interesa es el cambio a nivel de localidad, no a nivel de hogar ni de

individuo.

Debido a que todos los indicadores estan expresados de forma tal que un mayor valor
implica mayor marginacién, entonces una disminucién puede interpretarse como una mejora.
Se puede apreciar que, a excepcion de los ocupantes por cuarto (que se registra transformada),
el resto de las variables tuvieron una mejora entre 1990 y 2000. En particular se observa una
notoria disminucion en el valor promedio en la variable que refleja el porcentaje de viviendas
sin energia eléctrica. Con respecto a la variable relativa a los ocupantes por cuarto, seria
interesante analizar si el cambio que en primera instancia parece negativo, se debe a una
mejora producto de la disminuciéon en la mortalidad, en la migracién o a un cambio de la

piramide poblacional reflejando un conjunto mayor de personas econémicamente activas.
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A continuacion se presentan las diferencias entre las medias de las Componentes Prin-
cipales Comunes para 1990 y 2000. La significancia que se incluye corresponde al valor p de
la prueba de comparacion de medias para datos pareados, y se observa que en todos los casos

se concluye que la diferencia es estadisticamente significativa.

Tabla VI.12 Diferencia de medias entre Componentes Principales Comunes

Variable Diferencia de medias Significancia

CP1 28.10 0.000
CP2 -20.41 0.000
CP3 -11.27 0.000
CP4 9.86 0.000
CP5 -2.81 0.000
CPé6 11.00 0.000
CP7 1.90 0.000

La interpretacion de estas diferencias no es directa como en el caso de las variables
originales en el sentido de afirmar que una diferencia positiva refleja una mejoria. En este
caso hay que recurrir tanto a los coeficientes de las Componentes Principales Comunes, como
a las Correlaciones entre Componentes y variables originales. Por ejemplo, para la primera
componente se observa en la Tabla VI.4 que todos los coeficientes son positivos, conservandose
con ello el sentido de la interpretacion de que una disminucién en el valor de la componente
implica una mejora. Asi pues al observarse una notoria diferencia positiva (la mayor de todas)
en esta componente, se puede concluir que las variables asociadas con esa componente, que

de acuerdo con las Tablas V1.9 y VI.10 son la mayoria, mejoraron de 1990 a 2000.

Al interpretar la segunda componente se puede apreciar en las Tablas V1.9 y VI.10 que
las variables relacionadas fuertemente con ella son el porcentaje de ocupantes y el porcentaje
de viviendas sin agua. Se destaca de la Tabla V1.4 que el coeficiente para la primera variable
referida es positivo mientras que el de la segunda es negativo. En el sentido original de la
interpretacion esto es un problema ya que se diria por un lado que una disminucion en la
componente refleja mejora (de acuerdo con la variable porcentaje de ocupantes) y por otro se

plantearia lo contrario para la variable correspondiente al porcentaje de viviendas sin agua.

La tercera componente refleja de acuerdo con las Tablas VI.9 y VI.10 los cambios en la
variable porcentaje de viviendas sin electricidad, y debido a que el coeficiente de dicha variable
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en esa tercera componente es negativo, entonces la diferencia negativa entre los valores de
dicha componente de 1990 a 2000, puede interpretarse en este caso como una mejora, en

menor cuantia que la mejora reflejada por la primera componente.

Como puede apreciarse, para realizar una interpretacion adecuada de los resultados
obtenidos se deben considerar tanto los coeficientes de las Componentes Principales Comunes
como las correlaciones entre las componentes y las variables, ademas de las diferencias entre
las mismas Componentes Principales Comunes. La interpretacion del resto de las diferencias
entre componentes de distintos periodos se realiza de manera analoga a las previamente
mostradas, considerando los puntos senalados. Un caso interesante se observa en la séptima
componente que se asocia completamente al concepto de analfabetismo. No se presenta
aqui el resto de la interpretaciéon debido a que la Tabla VI.6 muestra que las tres primeras

componentes explican la mayor parte de la varianza, (alrededor de un 80 por ciento).
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Capitulo VII. Aplicacion del Analisis de Componentes Prin-
cipales Comunes en Vectores Dependientes Bajo el Supuesto
de Distribucion Eliptica en Disennos Muestrales Complejos

VII.1 Encuesta Nacional de los Niveles de Vida de los Hogares, México
2002-2005

La Encuesta Nacional de los Niveles de Vida de los Hogares (ENNViH), se disefi6 con
multiples propésitos entre los que se encuentra la evaluaciéon del impacto de programas de
apoyo a la pobreza, de mejora educativa y de salud, de disminucion de la criminalidad y la
violencia entre otros. Para cumplir su propésito, la encuesta es de caracter longitudinal, lo
cual implica que se da seguimiento a los individuos, hogares y comunidades encuestados de
manera periodica. Actualmente se dispone de la informacién correspondiente a la ENNViH-1
cuyo levantamiento se realiz6 en 2002, pero aun no se publican los datos correspondientes a
la informacién de la ENNViH-2 cuyo levantamiento se realizé en 2005, por esta razon, en este

trabajo se utilizaran datos simulados.

La ENNViH tiene un disefio muestral complejo, bietapico en algunos segmentos y
trietapico en otros, incluyendo estratificacion, por lo cual para ser correctamente utilizada
requiere de la consideracion del diseno muestral complejo, particularmente de sus pondera-
dores. El tamarno de la muestra es de 8,440 hogares, que representan a una poblacién de
aproximadamente 25, 000, 000 de hogares que habitaban el pais en 2002.

La informacién que recaba es multitematica, recopilandose datos a nivel individual, de
hogar y de comunidad. Para efectos de presentar un ejemplo con datos reales que a su vez sea
didactico se han seleccionado solamente unas secciones de la encuesta para ser analizadas.
La seleccion se basa en los resultados de estudios econémicos que han conducido a clasificar
las condicionantes del Nivel de Vida de un Hogar de acuerdo a los siguientes dos aspectos: a)
los activos y b) el capital humano.

En lo que respecta a los activos, se plantea la hipétesis de que éstos se pueden agrupar a
su vez en activos permanentes, como las caracteristicas de la vivienda, y activos temporales,
como los enseres domésticos, los ingresos y los ahorros. Con respecto al capital humano se
puede mencionar que el nivel de escolaridad es la medida mas comun. Asi pues, las variables
que se seleccionaron para ejemplificar la técnica estadistica se relacionan con estas agrupa-
ciones de indicadores. Es importante senalar de manera adicional que, dada la intencién de
evaluar los cambios en el Nivel de Vida, se descartaron aquéllas variables que dificilmente
cambiarian en el lapso de tres afos, como por ejemplo la escolaridad del jefe del hogar.
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Tabla VII.1 Variables de 1a ENNViH

Variables:

Disponibilidad de excusado en la vivienda (excusado)

Disponibilidad de un piso de material firme en la vivienda (pisofirme)
Ingreso per capita del hogar* (ingreso)

Porcentaje de personas entre 18 y 65 atios (pers18_65)

Porcentaje de nifios entre 5 y 18 afios que asisten a la escuela (asiste5_18)
Disponibilidad de enseres eléctricos (enseres)

Disponibilidad de aparatos electrénicos (electronicos)

Disponibilidad de ahorros (ahorros)

* El Ingreso per capita del hogar se utiliza en el analisis transformado logaritmicamente,

para reducir la asimetria de la variable original.

La disponibilidad de excusado en la vivienda (bajo la premisa de que este indicador
refleja de manera intrinseca la disponibilidad de agua y de drenaje) y la disponibilidad de un
piso de material firme en la vivienda se seleccionaron como reflejo de las caracteristicas que

dificilmente se pierden una vez adquiridas, considerandose por ello activos permanentes.

Elingreso per capita del hogar es una variable que por si sola es indicativo de la condicién

de un hogar.

El porcentaje de personas entre 18 y 65 afos, es decir en edad de sumarse a la poblacién
econémicamente activa, y el porcentaje de nifios entre 5 y 18 afos que asisten a la escuela
se tomaron como medidas del capital humano por el potencial de generacion de ingreso que

tienen actualmente o tendran a futuro los individuos.
La disponibilidad de enseres eléctricos (lavadora y refrigerador) y la disponibilidad de
aparatos electronicos (television y estéreo) se eligieron como indicadores de los enseres en

general.

Finalmente se escogi6 la disponibilidad de ahorros como reflejo del activo disponible

para contingencias.
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Debe observarse que este conjunto de variables incluye algunas que son categéricas y
de hecho dicotéomicas. Naturalmente, en este caso el supuesto distribucional de elipcticidad
o normalidad no puede sostenerse. En la practica, sin embargo, es frecuente el empleo
de variables categoricas y por ello, este ejemplo se ha incluido en el presente trabajo con
el objetivo de examinar los resultados que genera el Analisis de componentes Principales
Comunes en Vectores Dependientes cuando se aplica a datos de este tipo con un propésito
exploratorio. Evidentemente, los procedimientos inferenciales que se fundamentan en el

supuesto distribucional no se aplican en este caso.

Se generaron los resultados para los Analisis de Componentes Principales Comunes en
Vectores Dependientes con estas variables, primero para el caso en que se ignora el hecho de
que existe un disefio muestral complejo, y luego considerando dicho disefio, con el objetivo de

comparar los resultados en ambos casos. A continuacion se presenta dicha comparacion.

VIIL.1.1 Comparacion de los resultados de un Analisis de Componentes Principales
Comunes en Vectores Dependientes cuando se ignora el diseno muestral complejo

y cuando se considera el diseiio muestral complejo

Dado que los datos de la segunda ronda de la encuesta ENNViH no se encuentran

disponibles aun, se decidi6 simularlos a partir de las siguientes consideraciones:

1) Para simular el efecto de la tendencia de una mejora generalizada esperada, se
asigna a cada hogar una probabilidad aleatorizada de mejorar en cada variable de manera

proporcional a su ingreso.

2) Para simular el efecto de programas de apoyo a los menos favorecidos se asigné
una probabilidad de mejora en las variables que reflejan la disponibilidad de piso firme en
la vivienda (pisofirme) y enseres eléctricos (enseres), que es inversamente proporcional al

ingreso per capita.

Utilizando los datos simulados para el afio 2005 y los datos reales del afio 2002, se ejem-
plifica el Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes, utilizando
los datos de cada uno de los dos afios como un grupo. En particular se realiza una comparacién
de los resultados obtenidos cuando se ignora el disefio muestral complejo, y cuando éste se

toma en cuenta.
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A continuacién se presentan los coeficientes de las Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes, para los datos descritos. La existencia de diferencias significativas
entre ambas tablas refleja el error que se comente al no considerar el disefio muestral complejo.
Esto conduce a la necesidad de determinar si las diferencias que se observan en las tablas,

son estadisticamente significativas.

Tabla VII.2 Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes

sin considerar el disefio muestral complejo

Variables B1 B2 B3 Bs Bs Be B7 Bs

excusado 0.977 -0.039 -0.154 0.000 -0.002 0.043 -0.005 -0.134
pisofirme 0.135 -0.005 0.721 0.000 -0.001 -0.677 0.000 -0.064

ingreso -0.003 -0.001 0.000 0.950 -0.090 0.001 -0.299 -0.006
pers18.65 0.004 0.002 -0.003 0.312 0.209 -0.002 0.927 -0.005
asiste5_18 0.001 0.005 0.000 0.021 0.974 -0.001 -0.227 0.001

enseres 0.063 0.0056 0.672 0.000 0.001 0.734 0.003 -0.075
electréonicos 0.147 0.006 0.077 0.007 -0.001 0.018 0.002 0.986
ahorros 0.037 0999 -0.007 0.000 -0.005 -0.005 -0.001 -0.011

Tabla VII.3 Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes

considerando el diseio muestral complejo

Variables B1 B> B3 Bs Bs Be B Bs

excusado 0.963 -0.028 -0.171 0.002 -0.007 -0.105 -0.007 -0.176
pisofirme 0.177 -0.002 0.560 0.002 0.000 0.807 0.001 -0.058

ingreso -0.006 -0.004 0.001 0949 -0.084 -0.002 -0.303 -0.007
pers18.65 0.006 0.004 -0.005 0.314 0.182 0.000 0932 -0.004
asiste5_18 0.006 0.008 -0.002 0.023 0.980 0.000 -0.199 0.002

enseres 0.069 0.006 0.805 -0.001 0.002 -0.579 0.004 -0.116
electréonicos 0.191 0.003 0.098 0.008 -0.003 -0.039 0.001 0.976
ahorros 0.027 0999 -0.008 0.002 -0.009 0.002 -0.004 -0.008

119



La sexta componente ha presentado un cambio de signo en todo el vector, debido a que la
definicion de las columnas es tinica salvo por permutaciones y multiplicaciones por menos uno.
Una vez que se ha cambiado el signo de dicho coeficiente en alguna de las dos tablas, se puede
hacer la valoracion de la magnitud de las variaciones, que resultan ser las mas notorias. El
hecho de que a simple vista, las diferencias en la sexta componente sean las mas grandes, no
se puede interpretar como que estadisticamente sean las mas significativas, pues es necesario
para ello medir la variabilidad asociada con las mismas. Sin embargo, como ya se menciono,
las variables dicotomicas no permite utilizar los resultados asociados a la inferencia de las

componentes.

Para poder determinar las causas de las diferencias, se puede partir de un analisis pre-
liminar sobre las variables que determinan cada componente. Mediante la observacion directa
de la magnitud de los coeficientes asignados a cada variable dentro de cada componente, se
puede apreciar que, por ejemplo, el coeficiente de la variable excusado, en la primera compo-
nente, es notoriamente mas grande que el resto, lo cual indica que esta variable determina en
cierta medida a dicha componente. Las variables pisofirme y electronicos tienen coeficientes
de valor similar entre si, y aunque mucho menores que el de la variable excusado, también son
mucho mayores que los del resto de las variables. Esto implica que estas variables también
pueden estar determinando, en distinta medida, a la primera componente. Esto plantea la
necesidad de realizar un andlisis mas profundo que permita evaluar de manera estadistica
si estos coeficientes son significativos en la determinacion de la primera componente, y con
ello poder determinar las causas de las diferencias en dicha componente al asociarlas con las

diferencias en las variables que la determinan.

En el caso particular de la sexta componente y partiendo del analisis preliminar, se
puede observar que los mayores coeficientes corresponden a las variables pers18.65 y en-
seres. Al ser esa componente la que mas cambia a simple vista cuando se considera el
diseno muestral complejo, una primera hipétesis que se podria plantear es que las variables
persl8_65 y enseres son las que mas se afectan con la ponderacién de los datos. Esto refleja
que un analisis preliminar puede conducir a plantear hipétesis, que en ningin caso deben

considerarse concluyentes.

Aun en los casos en que este analisis preliminar de los coeficientes de las componentes
principales asociados a las variables originales, pueda parecer muy claro, como es el caso de
la segunda componente, en la que la variable ahorros es la que determina practicamente de
manera total a dicha componente, se hace manifiesta la conveniencia de hacer un analisis
inferencial para validar las relaciones entre las Componentes obtenidas y las variables ori-

ginales. Una alternativa para validar dichas relaciones de manera descriptiva es recurrir
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al calculo de las combinaciones lineales que generan las componentes a nivel de hogar para
cada uno de los tiempos, y obtener las correlaciones entre las variables originales y las com-
ponentes. A continuacién se presentan dichas correlaciones, resaltando el hecho de que al
calcular correlaciones entre variables continuas y dicotémicas se obtiene una medida de aso-

ciacion.

Tabla VIL.4 Correlacion entre Variables y Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes (2002) sin considerar el diseiio muestral complejo

Variable CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CPé6 CcP7 CP8

excusado 0988 0.129 0.256 0.164 0.106 -0.007 0.071 -0.071
pisofirme 0.492 0.091 0.820 0.122 0.078 -0.532 0.058 0.051
ingreso 0.149 0.131 0.115 0.963 -0.061 0.026 -0.082 0.075
pers18.65 0.162 0.066 0.104 0.507 0.203 -0.004 0.912 0.058
asiste5_18 0.099 0.089 0.051 0.008 0.978 -0.021 -0.221 -0.039
enseres 0.384 0.112 0.794 0.132 0.046 0.606 0.046 0.297
electréonicos 0.332 0.096 0.457 0.152 0.005 0.224 0.072 0.948
ahorros 0.211 0.999 0.110 0.144 0.081 0.016 0.000 0.026

Tabla VIL.5 Correlacion entre Variables y Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes (2002) considerando el disefio muestral complejo

Variable CPl1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7 CP8

excusado 0981 0.144 0.289 0.169 0.106 0.030 0.088 -0.114
pisofirme 0.565 0.115 0.708 0.136 0.074 0.671 0.074 0.029
ingreso 0.149 0.128 0.132 0.962 -0.068 -0.015 -0.084 0.073
pers18.65 0.181 0.083 0.110 0.510 0.197 0.023 0.919 0.055
asiste5_18 0.104 0.067 0.037 0.011 0983 0.028 -0.165 -0.054
enseres 0.439 0.117 0.889 0.147 0.036 -0.436 0.050 0.264
electréonicos 0.396 0.099 0.534 0.166 -0.008 -0.169 0.082 0.918
ahorros 0.206 0.999 0.119 0.147 0.051 0.011 0.018 0.017
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Tabla VIIL.6 Correlacion entre Variables y Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes (2005) sin considerar el diseiio muestral complejo

Variable CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CPé6 CcP7 CP8

excusado 0991 0.125 0.077 0.183 0.096 0.008 0.077 -0.082
pisofirme 0.373 0.058 0.783 0.067 0.059 -0.629 0.045 0.036
ingreso 0.166 0.138 0.038 0.966 -0.056 0.019 -0.079 0.104
pers18_65 0.173 0.070 0.057 0.513 0.196 0.001 0.908 0.082
asiste5_18 0.088 0.082 0.031 0.010 0.978 -0.016 -0.228 -0.026
enseres 0.260 0.071 0.710 0.070 0.034 0.634 0.039 0.183
electréonicos 0.298 0.086 0.341 0.181 0.014 0.123 0.081 0.953
ahorros 0.205 0.999 0.049 0.151 0.073 0.007 0.002 0.020

Tabla VIL.7 Correlacion entre Variables y Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes (2005) considerando el disenno muestral complejo

Variable CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CPé6 CcP7 CP8

excusado 0985 0.138 0.101 0.183 0.092 -0.028 0.083 -0.108
pisofirme 0.443 0.081 0.632 0.084 0.056 0.737 0.061 0.026
ingreso 0.163 0.138 0.064 0.966 -0.062 -0.028 -0.080 0.102
pers18_65 0.183 0.089 0.080 0.518 0.190 -0.003 0.914 0.082
asiste5_18 0.094 0.063 0.018 0.014 0982 0.014 -0.172 -0.035
enseres 0.295 0.079 0.833 0.093 0.030 -0.502 0.055 0.179
electronicos 0.367 0.088 0.417 0.192 0.004 -0.120 0.092 0.929
ahorros 0.197 0.999 0.063 0.157 0.046 0.001 0.020 0.016

Para fines de interpretacion se han resaltado las componentes con una correlaciéon mayor
a 0.5 en al menos una de las tablas. Esto no implica que las correlaciones marcadas sean
estadisticamente significativas. Se deben realizar pruebas de hipétesis para determinar la
significancia estadistica de las correlaciones, para lo cual es necesario cuantificar la variabili-
dad asociada. Se resalta en este punto el hecho de que la variabilidad asociada a un estimador,
cuando se trata de una encuesta de diseno muestral complejo, depende de la estructura de
dicho diseno, por lo cual para realizar un analisis adecuado se requiere tener en cuenta dicha

estructura.
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De las correlaciones se reiteran algunas de las conclusiones que se obtuvieron en el
analisis preliminar, pero ahora sustentados estadisticamente. Se aprecia que la primera
componente tiene asociada fuertemente a la variable excusado, y que tiene una asociacion
media con la variable pisofirme. Se puede observar por un lado el hecho de que la asociacién
con la variable electrénicos es menor que la asociacion con la variable pisofirme, ain cuando
sus coeficientes eran muy similares, asimismo se aprecia que existe un grado de asociacion
con la variable enseres similar y en ocasiones mayor al grado de asociacién correspondiente a

la variable electronicos, atiin cuando en los coeficientes esto no se reflejo.

Lo observado en el analisis preliminar con respecto a la segunda y a la sexta componentes
se valida, al ser los ahorros la variable con mayor asociaciéon con respecto a la segunda
componente, y al ser por su parte tanto los enseres como el pisofirme, las variables con mayor

asociacion con respecto a la sexta componente.

Un analisis integral de la informacion proporcionada por las tablas anteriores conduce
a concluir que las primeras cinco componentes se asocian en general a grupos distintos de
variables. La tabla siguiente refleja dichas asociaciones. Se destaca el hecho de que las
asociaciones que se muestran en la siguiente tabla, aplican no importando si se considera o

no el efecto de disefio, pero esto no puede generalizarse de ninguna manera.

Tabla VII.8 Variables mayormente asociadas a cada Componente

Componente Variable(s)
Asociada(s)
CP1 excusado pisofirme
CP2 ahorros
CP3 enseres electronicos pisofirme
CP4 ingreso pers18_65
CP5 asiste5_18
CPé6 pisofirme enseres
CP7 pers18_65
CP8 electronicos
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De la tabla anterior se puede apreciar que la hipétesis original con respecto a la posibili-
dad de obtener un conjunto de nuevas variables que concentren la informacion de las variables
originales por grupos bien definidos puede ser viable. Se observa que los activos permanentes
se asocian con la primera componente, que los ahorros se asocian con la segunda, que los
activos temporales se asocian con la tercera (a excepcion del pisofirme), que los ingresos en
conjunto con la estructura sociodemografica del hogar se asocian con la cuarta componente, y
que el capital humano en formacién se asocia con la quinta componente. A partir de ahi se
comienzan a repetir las asociaciones. Si bien el pisofirme es la inica variable que rompe con la
hipétesis, cabe recordar que fué una de las variables simuladas, por lo cual este efecto podria
diluirse en los datos reales. Esto implica que este conjunto de cinco componentes podria ser
util para realizar una comparacién por grupos de variables de la evolucion de los individuos

en el tiempo.

Se presenta a continuacion la variabilidad explicada por cada componente, lo cual per-
mite determinar la proporcién de la informacién original que cada componente principal
obtenida refleja. Se puede observar de dicha informaciéon que tanto en el caso de no consi-
derar el disefio muestral complejo como en el caso en que se considera el mismo, la varianza
global explicada por las cinco primeras componentes ronda el 80 por ciento, con lo cual realizar
un analisis con esas cinco componentes implicaria reflejar el 80 por ciento de la informacion,

lo cual en este contexto puede ser muy util.

Tabla VIL.9 Porcentaje de Varianza Explicada
por los Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes
sin considerar el diseno muestral complejo

Individual Acumulada
Componente 2002 2005 2002 2005
CP1 28.0% 28.4% 28.0% 28.4%
CP2 17.3% 18.7% 45.3%  47.1%
CP3 12.1% 8.8% 57.4% 55.9%
CP4 12.0% 13.4% 69.4% 69.3%
CP5 9.2% 9.7% 78.6% 79.0%
CP6 7.9% 8.4% 86.4% 87.4%
CcpP7 7.0% 7.0% 93.5% 94.4%

CP8 6.5% 5.6% 100.0% 100.0%
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Tabla VIL.10 Porcentaje de Varianza Explicada
por los Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes
considerando el diseno muestral complejo

Individual Acumulada
Componente 2002 2005 2002 2005
CP1 25.4% 25.3% 254%  25.3%
CP2 19.4% 20.8% 44.8%  46.1%
CP3 12.8% 14.2% 575%  60.3%
CP4 11.7%  8.6% 69.3%  68.9%
CP5 92%  9.7% 78.5%  78.6%
CPé6 82%  8.7% 86.7%  87.3%
CpP7 6.7%  6.8% 93.4%  94.1%
CP8 6.6%  5.9% 100.0% 100.0%

Aunque no radicales, si se observan diferencias notorias en la distribuciéon de la expli-
cacion de la variabilidad entre componentes cuando se considera el disefio muestral complejo,
y este es un reflejo de los cambios en los pesos (ponderadores) de las observaciones, que a su

vez influyen en el peso de las variables en cada una de las componentes.

VII.1.2 Analisis evolutivo de las condiciones de vida entre 2002 y 2005 en México

De acuerdo con lo expuesto, analizar la evolucion de las condiciones de vida de los hogares
en México entre los afios 2002 y 2005 utilizando el Analisis de Componentes Principales
Comunes en Vectores Dependientes, puede conducir a realizar analisis evolutivos por grupos
de variables simultaneamente, en vez de realizarlos variable por variable. Para poder apreciar
la ventaja de dicha posibilidad, a continuacion se presenta el analisis variable por variable,
y posteriormente se realiza utilizando las componentes principales obtenidas previamente.
Adicionalmente para continuar con la comparacion, se presentan los resultados cuando no se
considera el disefio muestral complejo y se comparan con los obtenidos cuando si se considera

el mismo.
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Si bien ya se ha mencionado que hay problemas para realizar inferencias en este ejem-
plo por tener variables dicotémicas, hacer inferencias sobre las medias de las componentes
resultantes, una vez calculadas las combinaciones lineales, puede realizarse por medio de

pruebas no paramétricas como la Wilcoxon.

Tabla VII.10 Medias de las variables en los ainos 2002 y 2005
sin considerar el diseno muestral complejo

Variable Media en 2002 Media en 2005 Diferencia Significancia

excusado 71.7% 73.7% -0.020 0.000
pisofirme 87.3% 92.8% -0.055 0.000
ingreso 940.4 1395.5 -455.1 0.000
pers18_65 57.8% 58.8% -0.010 0.000
asiste5_18 88.4% 88.8% -0.004 0.000
enseres 89.2% 94.6% -0.053 0.000
electronicos 92.2% 93.6% -0.014 0.000
ahorros 16.6% 17.1% -0.005 0.000

Tabla VIL.11 Medias de las variables en los anos 2002 y 2005
considerando el diseio muestral complejo

Variable Media en 2002 Media en 2005 Diferencia Significancia

excusado 78.8% 80.3% -0.016 0.000
pisofirme 88.9% 93.4% -0.045 0.000
ingreso 1169.8 1694.0 -524.2 0.000
pers18_65 59.1% 60.1% -0.010 0.000
asiste5_18 89.2% 89.5% -0.003 0.000
enseres 89.2% 94.4% -0.052 0.000
electronicos 92.5% 93.7% -0.012 0.000
ahorros 17.9% 18.3% -0.004 0.000

En las tablas previas se puede apreciar que las diferencias mas notorias entre periodos
se dan en las variables pisofirme y enseres, lo cual era de esperarse. Al comparar las tablas

se observa que existen variables que aun considerando el disefio muestral complejo, no tienen
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grandes modificaciones en promedio, mientras que existen otras que reflejan un mayor cambio
en promedio. Esto puede implicar que en ciertas ocasiones el considerar el disefio puede no
ser tan importante en este punto cuando se analizan por separado aquellas variables que
permanecen sin cambio, sin embargo para efectos de un analisis multivariado como el que se
desea realizar, es importante considerar el disefio muestral complejo pues al menos una de

las variables incluidas en el analisis difiere de manera considerable.

Tabla VIIL.12 Diferencia de medias entre Componentes Principales Comunes
sin considerar el diseno muestral complejo

Variable Diferencia de medias Significancia

CP1 -0.032 0.000
CP2 -0.004 0.000
CP3 -0.073 0.001
CP4 -0.019 0.000
CP5 -0.004 0.000
CP6 -0.003 0.000
CP7 -0.004 0.000
CP8 -0.003 0.000

Tabla VIIL.13 Diferencia de medias entre Componentes Principales Comunes
considerando el disefio muestral complejo

Variable Diferencia de medias Significancia

CP1 -0.029 0.000
CP2 -0.004 0.480
CP3 -0.065 0.642
CP4 -0.020 0.000
CP5 -0.004 0.000
CPé6 -0.004 0.000
CP7 -0.004 0.000
CP8 0.000 0.000

Las tablas previas muestran variaciones significativas en la mayoria de las componentes,
aunque de distinta magnitud. En este caso si el interés se centra en analizar las variaciones de

esas primeras componentes por lo antes expuesto, se llega a las mismas conclusiones sobre la
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prueba de diferencia de medias considerando el disefio con respecto a cuando no se considera.
Sin embargo la significancia estadistica tanto de la segunda como de la tercera componentes,
muestran que es posible encontrar diferencias significativas cuando no se considera el disefio

muestral complejo, que ya no lo son cuando se considera dicho disefio, y viceversa.

Es importante destacar que aun diferencias pequefias como en el caso de la quinta
componente (cuya diferencia es notoriamente menor a la obtenida en la primera y tercera
componentes) resultan significativas en este caso, debido en gran parte a que se esta anali-
zando una base de datos de gran tamario. Estos resultados refleja la utilidad en construir las
componentes pues permiten de manera agrupada, evaluar el comportamiento de conjuntos de
variables. Lo cual es muy trascendente cuando se intenta realizar un analisis comparativo de
un atributo que esta medido por medio de varias variables, ya que de este modo se evalia su

evolucion de manera conjunta.
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Comentarios finales y conclusiones

Previo a la realizacion del presente proyecto de investigacién se conocian los resultados
que permitian llevar a cabo un Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores
Dependientes bajo el supuesto de Normalidad, aplicable a encuestas obtenidas bajo muestreo

aleatorio irrestricto.

Adicionalmente se conocian diversos resultados concernientes a alternativas distribu-
cionales a la Normal Multivariada, como el caso de las distribuciones elipticas, asi como
herramientas para la aplicaciéon de métodos estadisticos a datos provenientes de encuestas de

disefio muestral complejo.

Derivado del gran potencial de aplicacion que tiene el Analisis de Componentes Prin-
cipales Comunes en Vectores Dependientes, particularmente en el area de estudios sociales
donde preferentemente se dispone de encuestas de disefio muestral complejo, el presente
trabajo se avoco a aportar los elementos necesarios para llevar a cabo un Analisis de Compo-
nentes Principales Comunes en Vectores Dependientes bajo un supuesto distribucional mas
facil de validar que el de Normalidad, y que pudiera aplicarse a encuestas obtenidas bajo

disefio muestral complejo. Los principales resultados obtenidos fueron:

A) Los estimadores de maxima verosimilitud para los parametros del modelo de Com-
ponentes Principales Comunes en Vectores Dependientes bajo el supuesto de distribucién
Eliptica.

B) La prueba de cociente de verosimilitudes generalizado para definir la validez del
modelo de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes bajo el supuesto de
distribucion Eliptica.

C) La distribucion asintética de los estimadores de maxima verosimilitud para los
parametros del modelo de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes bajo

el supuesto de distribucién Eliptica.

D) La demostracion de la equivalencia en la obtencion de los estimadores de maxima
verosimilitud para los parametros del modelo de Componentes Principales Comunes en Vec-
tores Dependientes bajo los supuestos de Normalidad y Elipticidad, y con ello la posibilidad

de utilizar las mismas herramientas computacionales para ambos supuestos distribucionales.
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E) La demostracion de que el estimador de maxima verosimilitud para el parametro g
del modelo de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes es igual bajo los
supuestos de distribuciéon Normal y Eliptica.

F) Una propuesta de pseudoverosimilitud para incorporar el disefio muestral complejo

a la estimacion de parametros de un modelo.

G) La demostracion de la equivalencia entre la aplicacién de la pseudo verosimilitud
propuesta y el método mediante el uso de una distribucion nominal con ajuste en la varianza

para el caso Normal, y la posibilidad de extender el resultado al caso eliptico.

H) La demostracion de la equivalencia en la obtencion de los estimadores de maxima ve-
rosimilitud para los parametros del modelo de Componentes Principales Comunes en Vectores
Dependientes bajo el supuesto de distribucién Eliptica aplicado a datos provenientes de una
encuesta de diseno muestral complejo utilizando la matriz de varianzas muestral ponderada,
con respecto a la obtencién de dichos estimadores utilizando la matriz de varianzas muestral
en el caso de tener muestreo aleatorio irrestricto. Esto implicando nuevamente la posibilidad

de usar las mismas herramientas computacionales para ambos tipos de disefios muestrales.

En términos generales, este conjunto de resultados hace posible llevar a cabo un Analisis
de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes bajo el supuesto de eliptica,
aplicable a encuestas obtenidas bajo disefio muestral complejo.

A partir de estos resultados se obtienen las siguientes conclusiones y comentarios:

1. El supuesto de distribuciones elipticas flexibiliza el supuesto de normalidad, puesto
que implica la busqueda de un modelo distribucional para un conjunto multivariado de datos,
dentro de una familia mucho mas extensa y diversa de distribuciones que la Normal Multi-
variada, que ademas, esta incluida en dicha familia. Esto quiere decir que se tiene mayor
probabilidad de encontrar el modelo distribucional adecuado para el referido conjunto multi-

variado de datos.

En la actualidad, y debido a lo anterior, se han retomado los estudios sobre la familia
de distribuciones elipticas en diversos aspectos estadisticos. Algunos desarrollos destacados
relacionados con estadistica inferencial son el de los estimadores maximo verosimiles y la
distribucion tanto tedrica como asintética de los mismos (Fang, et. al., (1990); Steyn, (1996);
Lindsey, (1999)).
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Por el lado del analisis de bondad de ajuste se tienen diversas propuestas metodolégicas
para determinar la elipticidad de un conjunto de datos y con ello poder validar el supuesto
distribucional (Beran, (1979); Manzotti, et. al. (2002); Huffer, et. al. (2007)).

Adicionalmente se han extendido las propuestas en el campo de la simulaciéon de datos,
permitiendo generar muestras de distribuciones elipticas por medio de herramientas que se
pueden implementar computacionalmente, utilizando elementos como la representacion de
Cambanis y metodologias de simulaciéon como el método de Johnson-Ramberg, o por medio
de simulacién de Monte-Carlo a partir de las distribuciones condicionales, e incluso mediante
el uso de distribuciones mezcla (Devroye, (1986); Haro-Lopez, (1998)). Esto ha permitido

analizar de manera controlada las ventajas del uso de este tipo de distribuciones en la practica.

Si bien en este proyecto se utilizaron muchos de los desarrollos descritos, ain queda
mucho por hacer en este renglon, por ejemplo evaluar alternativas de simulacién y comparar-
las, asi como aplicar las propuestas del analisis de bondad de ajuste y evaluar su viabilidad y
eficencia (mediante simulacion) para validar el supuesto de elipticidad. Estos desarrollos se

dejan abiertos como lineas de investigacion a futuro.

2. La posibilidad de utilizar distribuciones elipticas en diversos analisis que tradicional-
mente parten de un supuesto de normalidad, genera la inquietud sobre la posibilidad de que
los desarrollos tedricos de los referidos analisis se compliquen hasta el punto en que tal vez no
se puedan encontrar soluciones aplicables practicamente. Al analizar los desarrollos teéricos
del modelo de Analisis de Componentes Principales Comunes bajo el supuesto de distribu-
ciones elipticas, presentado en este proyecto, se puede observar que el modelo puede llevarse a
la practica mediante la generalizacion de la teoria correspondiente al supuesto de normalidad,
si bien con ajustes que tienen su grado de complejidad, no imposibles de solventar. Esto puede
llevar a la conclusion de que sera viable implementar la teoria para otro tipo de modelos como
el Analisis Factorial, o en general cualquier otro método multivariado que parte del supuesto

de normalidad multivariada de los datos.

De hecho, a partir de los resultados obtenidos para el modelo de Analisis de Componentes
Principales Comunes bajo el supuesto de distribuciones elipticas se puede apreciar que incluso
algunos resultados son invariantes con respecto al supuesto de normalidad (como en el caso
de la estimacion de los coeficientes de las Componentes Principales Comunes), mientras que
otros resultados se desvian ligeramente al ser modificados solo por constantes. Sé6lo en el
caso de las distribuciones asintéticas de los estimadores, se presentan diferencias notorias,
en algunos casos con alto grado de dificultad para poder ser llevadas a la practica como en el
caso de las correspondientes distribuciones del parametro A.
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De este modo se puede plantear como proyectos para desarrollar en ésta linea de investi-
gacion, los desarrollos teéricos de otros analisis multivariados bajo el supuesto de distribucién
eliptica, asi como el analisis con mayor profundidad de la distribucién del parametro A dentro
de este mismo Analisis de Componentes Principales Comunes en Vectores Dependientes.

3. Debido a la complejidad reflejada en la obtenciéon directa de la varianza de los
estimadores de los modelos, se planteé en este proyecto la posibilidad de explorar la estimaciéon
de dicha varianza por medio de métodos como Replicaciones Balanceadas, Grupos aleatorios
y Jackknife como alternativas no paramétricas de relativa facilidad de implementacién (Rao,
(1981); Efron, (1982); Shao, et. al., (1995); Lunnenborg, (2000)). De su implementacion
en varios ejemplos se observa que la determinacion del nimero de subconjuntos utilizados
para realizar los calculos es un elemento fundamental para la obtencién de estimaciones
precisas. Adicionalmente se pudo apreciar que en general el método mas consistente es el de
Jackknife al permitir obtener estimaciones adecuadas tanto para muestras pequenas como
para muestras grandes, aunque bajo una adecuada implementacion y mediante la deteccion

del numero de subconjuntos adecuado, los tres métodos generan estimaciones similares.

Debido a la complejidad en la obtencion de la varianza de estimadores, estas técnicas se
presentan como una alternativa viable, bajo ciertas condiciones. En este rubro cabe sefialar
que, debido a que la determinacién del nimero 6ptimo de subconjuntos es muy importante,
una linea de investigacion que surge de este punto es la exploracion de metodologias para
la determinacién de dicho nimero 6ptimo de subconjuntos éptimo, particularmente para el
caso de estimacion de varianzas para parametros vectoriales o matriciales. Una propuesta
consiste en explorar la homogeneidad generada entre los grupos conformados, y determinar el
numero de subconjuntos a partir de la maximizacién de dicha homogeneidad. Otra cuestion
que surge de este rubro es la correspondiente a la comparacién de matrices de varianzas, para
poder evaluar el desempefio de los métodos de estimacion, para lo cual se plantea la necesidad
de explorar medidas de disimilaridad entre matrices.

4. La necesidad que surge de la practica, derivada de la optimizacién de recursos,
de realizar encuestas con disefios muestrales complejos, conduce a su vez a la necesidad de
adecuar las metodologias de analisis estadistico para poder contemplar el efecto que produce
el referido disefio muestral complejo. Si bien ya existen esfuerzos en este sentido, se han
planteado casi de manera exclusiva en el rengléon univariado (Cochran, (1963); Kish, et.
al. (1974); Skinner, et. al. (1989)), con algunas excepciones que han buscado analizar
el analisis multivariado (Koch, et. al. (1975); Skinner, et. al. (1986); Binder, (1992);
Graubard, (1994)) y en pocos casos son propuestas de caracter general. El método de Pseudo
Maxima verosimilitud, y en particular el de Log verosimilitud ponderada bajo el supuesto
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de normalidad, se proponen como una alternativa viable para realizar analisis multivariados
a datos provenientes de encuestas de diseno complejo. Debido a que la Log Verosimilitud
Ponderada tiene sentido al proponerse como una forma de ponderar la informacién que cada
individuo de la muestra aporta (en el disefio muestral complejo) hace de este método una
alternativa de facil interpretacion. Adicionalmente, la posibilidad de generalizar el método
para distribuciones elipticas, hace que su aplicabilidad se incremente.

Una vez implementado el método en el Analisis de Componentes Principales Comunes
en Vectores Dependientes bajo el supuesto de distribucion eliptica cuando se dispone de una
muestra proveniente de un disefio muestral complejo, se puede apreciar que la implementacién
practica es viable dado que la estimacién se reduce a aplicar las metodologias obtenidas
para muestreo aleatorio simple, pero aplicadas a las matrices de varianzas y covarianzas
ponderadas. Esto tiene gran sentido, pues es el equivalente multivariado a la estimacién de
la forma Horvitz-Thompson. Es claro sin embargo que la inferencia sobre los estimadores
no es directa. Pero debido a lo descrito en el punto anterior, se puede recurrir a métodos de
estimacion de varianza como el de Jackknife, Replicaciones Balanceadas o Grupos Aleatorios,
debidamente ajustados para contemplar el disefio muestral complejo. En este sentido se han
desarrollado ya alternativas de probada eficiencia (Wolter, et. al., (1985); Sarndal, et. al.
(1992)).

De este punto surge la posibilidad de extender la linea de investigacion hacia la posi-
bilidad de utilizar el método de Log verosimilitud ponderada en otros analisis multivariados,
asi como la posibilidad de explorar otros métodos alternativos, tanto de estimaciéon como de

inferencia (obtencién de varianzas) que contemplen el disefio muestral complejo.

5. La implementacion computacional de todos los métodos descritos es viable gracias a
las herramientas disponibles en la actualidad. Esto es un reflejo del avance de la tecnologia
que permite llevar a la practica analisis que antes se consideraban imposibles de utilizar.
En particular estos avances conducen a la necesidad de replantear la posibilidad de llevar
a la practica analisis que en algin momento fueron desarrollados de manera tedrica y que
nunca se consideraron viables de utilizacién por la complejidad en la obtencion de los calculos.
Adicionalmente a estos aspectos, se debe considerar que la tecnologia sigue avanzando, de
manera que hoy en dia se puede disponer de herramientas como el computo en paralelo que
permite la generacion de resultados (principalmente en lo que concierne a simulaciones) con
una gran reduccion en tiempo computacional, y que han llevado incluso a replantear las
consideraciones que se realizan sobre la eficiencia de algoritmos que con esta herramienta
pueden considerarse mejores que los que actualmente se encuentran en uso, como por ejemplo

los algoritmos iterativos (Wilkinson, et. al. (1999)).
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Estas consideraciones llevan a reforzar la necesidad de realizar estudios de caracter
interdisciplinario, ya que la necesidad de implementar algoritmos de computo de alta com-
plejidad requieren de analisis de tipo numérico que permitan, para poder asegurar que los
resultados sean utilizables para generar conclusiones, determinar la convergencia, eficiencia
y sensibilidad de los referidos algoritmos, conceptos ampliamente estudiados en el campo del

referido analisis numérico (Golub, et. al. (1989)).

La necesidad de colaborar interdisciplinariamente se muestra también a través del
desarrollo del presente proyecto en el sentido de utilizar herramientas matematicas para
facilitar los calculos tedricos, como por ejemplo el recurrir a las herramientas del Algebra
matricial. Esto se ha reflejado en la generacion de bibliografia estrechamente interrelacionada
entre la Estadistica y el Algebra Matricial (Harville, (1997); Schott, (2005)).

6. En lo relacionado con el modelo de Analisis de Componentes Principales Comunes en
Vectores Dependientes, en cuestion de aplicabilidad, es destacable el esfuerzo desarrollado por
diversos investigadores para mostrar la gran flexibilidad que el modelo tiene (Flury, (1988);
Klingenberg, et. al. (1996); Neuenschwander, et. al. (2000)). En particular del presente
proyecto se puede concluir que la aplicabilidad del modelo se puede extender al analisis de
encuestas de tipo longitudinal de caracter social, por sus caracteristicas de comparabilidad
intertemporal, permitiendo de esta forma proponerlo como una metodologia de evaluacion de

la evolucién de caracteristicas a lo largo del tiempo.

Las aplicaciones mostradas en el &mbito del analisis de la evolucién de la marginacién
y de la evolucion de las condiciones de vida muestran las grandes posibilidades de aplicaciéon
del método en el entorno de analisis sociales, destacandose aspectos muy importantes como la
posibilidad de evaluar cambios inter espaciales e inter temporales, asi como la aplicabilidad
a encuestas de disefio muestral complejo, permitiéndo obtener conclusiones estadisticamente
validas, y que a su vez permiten generar tanto planeacion como evaluacion de proyectos. Una
de las aplicaciones que se tienen es la posibilidad de construir y analizar indices multidi-
mensionales que permitan extender la vision que se tiene en muchas areas de estudio que se
limitan a analizar indices unidimensionales, con la gran ventaja de poder realizar analisis de

varias variables de manera simultanea.
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Apéndice:
Programa que implementa el algoritmo FG+

Q

SUBROUTINE FGPALG(A, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)
USE MSIMSL
PROGRAMA EN FORTRAN PARA EL ALGORITMO FG+ ORTOGONAL
A=MATRIZ DE VARIANZAS COVARIANZAS PARTICIONADA DE IPK X IPK (INPUT)
B=MATRIZ DE COMPONENTES PRINCIPALES COMUNES IP X IP (OUTPUT)
IP=NUMERO DE VARIABLES (INPUT)
K=NUMERO DE GRUPOS (INPUT)
IPK=IP * K (INPUT)
IFAULT=CODIGO DE RESULTADO (0-SIN ERROR; 1 K-INVALIDO;
2-IP INVALIDO; 4-NO CONVERGIO;
-I(I>0)-MATRIZ A NO SIMETRICA O NO POSITIVA DEFINIDA
NF=NUMERO DE ITERACIONES DEL ALGORITMO F+

ololoNoNololoNoXoXole!

REAL A(IPK, IPK), B(IP, IP), S(IPK, IPK)
REAL ZERO, ONE, P8, P6, G1, G2
DATA ZERO /0.0/, ONE /1.0/, P8 /0.8/, P6 /0.6/

CHEQUEO DE LOS PARAMETROS

Qaa

IFAULT =1
IF (K.LT. 1) RETURN
IFAULT =2
IF (IP .LT. 2) RETURN
DO 4 M =2, IPK
IFAULT = -1
JEND=M-1
DO 4J=1,JEND
IF (A(M, J) .NE. A(J, M)) RETURN
CONTINUE
IFAULT =0

INICIALIZA LA MATRIZ B COMO LA MATRIZ IDENTIDAD

aaa &

DO5M=1,IP
DO5J=1,IP
B(M,J) = ZERO
IF (M .EQ. J) BV, J) = ONE
CONTINUE

ALMACENA LA MATRIZ A EN S PARA SU USO POSTERIOR

DO7M=1,IPK
DO 7J=1,IPK
SM, J) = AM, J)

Qo

DESARROLLO DEL ALGORITMO F+

olololy

CALL FPALG(A, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)
IF (IFAULT .NE. 0 .OR. NF .GT. 1) RETURN

Qo

SI EL ALGORITMO F TERMINA LUEGO DE UNA SOLA ITERACION,
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olole]

aaa aaao ololoLy

Qaaae

12

SE PRUEBA CON OTRA APROXIMACION INICIAL A LA MATRIZ B

DO8M=1,IPK
DO 8J=1,IPK
AM, J) = S(M, J)
IP1=1P-1
DO6M=1,1IP1
DO6J=1,IP
G1=P8*BM,d) +P6*BM + 1, J)
G2=P8*B(M + 1, J) - P6 * B(M, J)
B(M, J) =Gl
BM+1,d)=G2
CONTINUE
CALL FPALG(A, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

RETURN
END

SUBROUTINE FPALG(A, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

REAL AUX(IPK, IPK), B(IP, IP), BOLD(IP, IP), H(P, 2),
Q(2, 2), TX(IPK, IPK), T(2*K, 2*K), A(IPK, IPK)

REAL ZERO

DATA ZERO /0.0/, EPSF /1.E-8/, MAXF /100/

NF =0

TFAULT = 0

IP1=1P-1

CONTINUE

PASO F1+ (ACTUALIZA LA MATRIZ B)

NF=NF+1
DO5M=1,1IP
DO5J=1,1IP
BOLD(M, J) = B(M, J)

PASO F2+ (INICIO DE LAS ITERACIONES DEL ALGORITMO F+)

DO8M=1,1IP1
JSTART=M+1
DO 8 N = JSTART, IP

PASO F21+ (GENERA LA MATRIZ H)

DO6I=1,IP
H{d, 1) =Bd, M)
H(, 2) = B{d, N)
CONTINUE

PASO F22+ (GENERA LA MATRIZ T)

CALL KRONI(K, H, IP, 2, AUX)
DO 12Z=1,IPK
DO 12 W = 1, IPK
TX(Z, W) = AZ, W)
CONTINUE
KK=2+K
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QaaQ®x

10

QO

QO

Qaao

Qo

CALL MULTZ(TX, AUX, T, IPK, KK)
PASO F23+ (LLAMA AL ALGORITMO GPALG)

CALL GPALK(T, Q, K, KK, IFAULT)
IF (IFAULT .NE. 0) RETURN

PASO F24+

COS =Q(1,1)
SIN = Q(2,1)
DO13Z=1,1P
B(Z,M) = H(Z, 1) * COS + H(Z, 2) * SIN
B(Z, N) = H(Z, 2) * COS - H(Z, 1) * SIN
CONTINUE
CONTINUE

PASO F3+

EPS = ZERO
DO10M=1,IP
DO 10J=1,IP
DIFF = ABS(B(M,J) - BOLD(M, J))
IF(DIFF .GT. EPS) EPS = DIFF
CONTINUE

IF(EPS .GE. EPSF .AND. NF .LT. MAXF) GOTO 4

IF(EPS. GE. EPSF) IFAULT = 4

RETURN

END

SUBROUTINE GPALG(T, Q, K, KK, IFAULT)

USE MSIMSL

REAL T(KK, KK), Q(2, 2), AUX1(2,1), AUX2(2,1),

& AUX3(KK, K), AUX4(KK, K), MTM(K, K), MTN(K, K),
& MTMINV(K, K), MTNINV(K, K), ASTR(K,K), TSTR(2,2)
REAL EPSG, ZERO, ONE, C, S, SOLD

DATA ZERO /0.0/, ONE /1.0/, EPSG /1.E-4/

MAXG =5

TFAULT = 0

IF (K .EQ. 1) MAXG = 1

PASO GO+ INICIALIZAMOS Q COMO LA MATRIZ IDENTIDAD

S=0
DO 51=1, 2
DO 5 J=1, 2
QQ, J) = ZERO
IF (I .EQ. J) Q{, J) = ONE
CONTINUE

PASO G1+ ACTUALIZAMOS S
DO 1 NG =1, MAXG

SOLD =S
CONTINUE
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PASO G2+ CALCULAMOS MTM Y MTN

Qo

DO71=1,2
AUX1(I,1) = Q1)
AUX2(I,1) = QI,2)
7  CONTINUE
CALL KRONI(K, AUX1, 2, 1, AUX3)
CALL KRONI(K, AUX?2, 2, 1, AUX4)
CALL MULT2(T, AUX3, MTM, KK, K)
CALL MULT2(T, AUX4, MTN, KK, K)

PASO G3+ GENERAMOS LA MATRIZ A* Y LA MATRIZ T*

olole!

CALL LINRG(K, MTM, K, MTMINV, K)
CALL LINRG(K, MTN, K, MTNINV, K)
DO8I=1,K
DO8J=1,K
ASTR(IJ)=MTMINV(I,J)-MTNINV(L,J)
8  CONTINUE
DO9I=1,2
DO9J=1,2
TSTR(,J) = ZERO
9  CONTINUE
DO10I=1K
DO10J=1,K
TSTR(1, 1) = ASTR(, J) * T(2 *1- 1,2 * J - 1) + TSTR(1, 1)
TSTR(1, 2) = ASTR(, J) * T(2 * 1 - 1, 2 * J) + TSTR(1, 2)
TSTR(2, 1) = ASTR(, J) * T(2 * 1,2 * J - 1) + TSTR(Z, 1)
TSTR(2, 2) = ASTR(, J) * T(2 * I, 2 * J) + TSTR(2, 2)
CONTINUE

PASO G4+

aaag

CALL EIGVEC(TSTR, Q)
C=Q1,1)
S=Q(2,1)

PASO G5+ REVISAMOS LA CONVERGENCIA

olole)

IF (ABS(S - SOLD) .LT. EPSG) RETURN
CONTINUE

RETURN

END

—

olole!

SUBROUTINE EIGVEC(U, Q)

REAL U(2, 2), Q(2, 2)

REAL ZERO, ONE, TWO, FOUR, RATIO, DISCR, C, S, T1, T2, T, EP
DATA ZERO /0.0/, ONE /1.0/, TWO /2.0/, FOUR /4.0/, EP /1.E-10/

CALCULA LOS VECTORES PROPIOS DE U EN Q

oRole]

C =ONE

S =ZERO

IF (ABS(U(1, 2)) .LT. EP) GOTO 1
RATIO = (U(2, 2) - U(1, 1)) / U(1, 2)
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DN Qo

olole]

olole]

DISCR = SQRT(RATIO * RATIO + FOUR)
T1 = (RATIO + DISCR) / TWO
T2 = (RATIO - DISCR) / TWO
T=T1
IF (ABS(T1) .GT. ABS(T2)) T = T2
C =ONE/SQRT(ONE + T *T)
S=T*C

Q(1,1)=C
Q2,1)=8
Q(1,2)=-S
Q2,2)=C
RETURN
END

SUBROUTINE MULT2(AA, B, C, IP, 1Q)

REAL AA(IP, IP), BUP, 1Q), C(Q, 1Q), BT(IQ, IP), HIQ, IP)
REAL ZERO

DATA ZERO /0.0/

CALCULA EL PRODUCTO DE MATRICES B’ AA B EN C

DO41I=1,1Q
DO4J=1,IP
BT(, J) = BJ, 1)
DO1I=1,1Q
DO1J=1,IP
H(I, J) =ZERO
DO1K=1,IP
H(, J) = H(, J) + BT, K) * AAKK, J)
CONTINUE
DO21=1,1Q
DO2J=1,1Q
C(1, J) = ZERO
DO3K=1,IP
C@, J) = C{, J) + HQ, K) * B(K, J)
CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINE KRONI(K, MT, IP, 1Q, T)
REAL MT(P, 1Q), T(K*IP, K*IQ)

REAL ZERO

DATA ZERO /0.0/

CALCULA EL PRODUCTO DE KRONECKER DE LA MATRIZ Ik Y LA MATRIZ MT

IPK = K * IP
IQK =K *1Q
DO 11=1,IPK
DO 1J=1,IQK
T(I, J) = ZERO
CONTINUE

DO2L=1,K
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Qa0

olole]

DO21=1,IP
DO2J=1,1Q
TIP*(L-1)+1, IQ*(L-1)+J) = MT(I, J)
CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINE KRON(A, AP, AQ, B, BP, BQ, T)
INTEGER AP, AQ, BP, BQ
REAL A(AP, AQ), B(BP, BQ), T(AP*BP, AQ*BQ)

CALCULA EL PRODUCTO DE KRONECKER DE LA MATRIZ A
DE DIMENSION AP X AQ Y LA MATRIZ B DE DIMENSION BP X BQ

DO 11=1,AP
DO1J=1,AQ
DO1L=1,BP
DO 1 M=1,BQ
T(L+BP*(I-1)) M+(BQ*W-1)))= A(LJ)*B(L.M)
CONTINUE
END

SUBROUTINE DETERM(F, IPK, DETF)
REAL F(IPK, IPK), FACF(IPK, IPK)
INTEGER IPVTF(IPK)

REAL DETF, DETF1, DETF2

CALCULA EL DETERMINANTE DE LA MATRIZ F
DE DIMENSION IPK X IPK

CALL LFTRG (IPK, F, IPK, FACF, IPK, IPVTF)

CALL LFDRG (IPK, FACF, IPK, IPVTF, DETF1, DETF2)
DETF=DETF1*(10**DETF2)

END

SUBROUTINE BLOQDIAG(F, IP, K, IPK, LAMBDA)
REAL F(IPK, IPK), LAMBDA(IPK, IPK)
INTEGER IP, K

CALCULA LA MATRIZ DIAGONAL POR BLOQUES LAMBDA DE LA MATRIZ F
DE DIMENSION IPK X IPK
DO1I1=1,K
DO1J=1,K
DO1L=1,1IP
DO 1 M=1,IP
IF (L .EQ. M) THEN
LAMBDA(L+(IP*(I-1)), M+(IP*(J-1)))=
F(L+(IP*(I-1)), M+(IP*(J-1)))
ELSE
LAMBDA(L+(IP*(I-1)), M+(IP*(J-1)))= 0
ENDIF
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1 CONTINUE
END
C
C
C
SUBROUTINE JACOB(B, P, J1, J2, J3)
INTEGER P, REN, COLA, COLC, Q
REAL B(P, P), M(P*(P+1)/2,P*P)
& , JL(P*(P-1)/2,P*P), J2(P*(P-1)/2,P*P),
& J3(P*(P-1)/2,P*P)
& , A(P(P+1)/2, P*(P+1)/2), C(P*(P+1)/2, P*(P-1)/2),
& IND(P*(P-1)/2, P*(P-1)/2),
& D(P*(P+1)/2, P*(P-1)/2), AINV(P*(P+1)/2, P*(P+1)/2)
C
C CALCULA LOS TRES JACOBIANOS NECESARIOS PARA ESTIMAR
C LA MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS DE BETA DE DIMENSION
8 TRES O MAS
REN=0
DO1I=1,P
DO1J=1P
REN=REN+1
IF (I .EQ. J) THEN
DO 2 K=1,P*(I-1)
2 M(REN,K)= 0
DO 3 K= P*(I-1)+1, P*(I)
3 M(REN,K)= 2*(B(K- P*(I-1),1))
DO 4 K= P*()+1, P*P
4 M(REN,K)= 0
ENDIF
IF (I .NE. J) THEN
DO 5 K=1,P*(I-1)
5 M(REN,K)= 0
DO 6 K= P*(I-1)+1, P*(I)
6 M(REN,K)= (B(K- P*(I-1),J))
DO 7 K= P*(D)+1, P*(J-1)
7 M(REN,K)= 0
DO 8 K= P*(J-1)+1, P*(J)
8 M(REN,K)= (B(K- P*(J-1),I))
DO 9 K= P*(J)+1, P*P
9 M(REN,K)= 0
ENDIF
(1; CONTINUE
COLA=1
COLC=1
REN=0
DO10I=1,P
REN=REN+1
DO10J=1,P

IF (J .LE. REN) THEN
DO 11 K =1, P*(P+1)/2
A(K,COLA)=M(K,J+ P*(REN-1))
11 CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
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15

16

21

22

IF (J .GT. REN) THEN
DO 12 K =1, P*(P+1)/2
C(K,COLC)=M(K,J+ P*(REN-1))
CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF
CONTINUE

CALL LINRG(P*(P+1)/2, A, P*(P+1)/2, AINV, P*(P+1)/2)
D=-MATMUL(AINV,C)

DO 13 I=1,P*(P-1)/2
DO 13 J=1,P*(P-1)/2

IF 1.EQ.J) THEN
IND(I,J)=1

ELSE
IND(I,J)=0

ENDIF

CONTINUE

COLA=1
COLC=1
REN=0
DO14I=1,P
REN=REN+1
DO14J=1,P
IF (J .LE. REN) THEN
DO 15 K = 1, P*(P-1)/2
J1(K,J+ P*(REN-1))=D(COLA,K)
CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
IF (J .GT. REN) THEN
DO 16 K =1, P*(P-1)/2
J1(K,J+ P*(REN-1))=IND(COLC,K)
CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF
CONTINUE

COLA=1
COLC=1
REN=0
DO20I=1,P
REN=REN+1
DO20J=1,P
IF (J .GE. REN) THEN
DO 21 K =1, P*(P+1)/2
A(K,COLA)=M(K, J+ P*(REN-1))
CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
IF (J .LT. REN) THEN
DO 22 K = 1, P*(P+1)/2
C(K,COLC)=M(K, J+ P*(REN-1))
CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF
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26

32

42

CONTINUE

CALL LINRG(P*(P+1)/2, A, P*(P+1)/2, AINV, P*(P+1)/2)
D=-MATMUL(AINV,C)

DO 23 I=1,P*(P-1)/2
DO 23 J=1,P*(P-1)/2

IF (I.LEQ.J) THEN
IND(I,J)=1

ELSE
IND(1,J)=0

ENDIF

CONTINUE

COLA=1
COLC=1
REN=0
DO241=1,P

REN=REN+1

DO24J=1,P

IF (J .GE. REN) THEN
DO 25 K = 1, P*(P-1)/2

J2(K,J+ P*(REN-1))=D(COLA,K)

CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
IF (J .LT. REN) THEN
DO 26 K =1, P*(P-1)/2

J2(K,J+ P*(REN-1))=IND(COLC,K)

CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF
CONTINUE

COLC=1
DO30I=1,P
DO30J=1,P
IF (J .EQ. I) THEN
DO 32 K = 1, P¥(P+1)/2
C(K,COLC)=M(K,J+ P*(I-1))
CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF
CONTINUE

Q= INT(P*(P-1)/2)
COLA=1
REN=0
DO401=1,P-1
DO 40J =1+1, P
IF (COLC .GT. Q) THEN
DO 42 K = 1, P¥(P+1)/2
A(K,COLA)=M(K J+ P¥(J-I-1))
CONTINUE

COLA=COLA+1
ENDIF

IF (COLC .LE. Q) THEN
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48

DO 41 K =1, P*(P+1)/2
C(K,COLC)=M(K,J+ P*(J-I-1))
CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF

IF (COLC .GT. Q) THEN
DO 52 K = 1, P*(P+1)/2
A(K,COLA)=M(K,(J-D+ P*(J-1))
CONTINUE

COLA=COLA+1
ENDIF

IF (COLC .LE. Q) THEN
DO 51 K =1, P*(P+1)/2
C(K,COLC)=M(K,(J-D+ P*(J-1))
CONTINUE

COLC=COLC+1
ENDIF

CONTINUE
CALL LINRG(P*(P+1)/2, A, P*(P+1)/2, AINV, P*(P+1)/2)
D=-MATMUL(AINV,C)

DO 33 I=1,P*(P-1)/2
DO 33 J=1,P*(P-1)/2

IF (I1.LEQ.J) THEN
IND(I,J)=1
ELSE
IND(IL,J)=0
ENDIF
CONTINUE
COLC=1
REN=0
DO441I=1,P
REN=REN+1
DO44J=1,P
IF (J .EQ. REN) THEN
DO 46 K = 1, P*(P-1)/2
J3(K,J+ P*(REN-1))=IND(COLC,K)
CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF
CONTINUE
COLA=1

DO471=1,P-1
DO 47J=1+1,P

IF (COLC .GT. Q) THEN
DO 48 K =1, P*(P-1)/2
J3(K,J+ P*(J-I-1))=D(COLA,K)
CONTINUE

COLA=COLA+1
ENDIF
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17
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IF (COLC .LE. Q) THEN
DO 49 K = 1, P*(P-1)/2
J3(K,J+ P*(J-I-1))=IND(COLC,K)
CONTINUE
COLC=COLC+1
ENDIF

IF (COLC .GT. Q) THEN
DO 53 K =1, P*(P-1)/2
J3(K,(J-D+ P*(J-1))=D(COLA,K)
CONTINUE

COLA=COLA+1
ENDIF

IF (COLC .LE. Q) THEN
DO 54 K = 1, P*(P-1)/2
J3(K,(J-D+ P*(J-1))=IND(COLC,K)
CONTINUE

COLC=COLC+1
ENDIF

CONTINUE
END

SUBROUTINE VARBNORM(J1, J2, J3, LAMBDA, B, IP, K ,IPK, ENE, VB)
INTEGER IPK, IPK, REN, ENE

REAL LAMBDA(IPK,IPK), LAMBDAINV(IPK,IPK), BAP,IP),
J1(IP*(IP-1)/2,IP*IP),J2(IP*(IP-1)/2,IP*IP),

J3(IP*(IP-1)/2,IP*IP),

LIJ(IPIP), LIJINV(IP,IP), SIP*IP,IP*IP), LKRONL(IP*IP,IP*IP),
KIP2(IP*IP,IP*IP), IPKRONB(IP*IP IP*IP), SS(IP*IP,IP*IP),
INFIP*(IP-1)/2,IP*(IP-1)/2), INFINV(IP*(IP-1)/2, IP*(IP-1)/2),
VB(IP,IP)

S I

CALCULA LA LA MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS ESTIMADA DE BETA
PARA EL SUPUESTO DE NORMALIDAD, PARA DIMENSION

TRES O MAS

DO 15 I=1,IP*IP
DO 15 J=1,IP*IP
S(I,J)=0
CONTINUE

CALL LINRG(IPK, LAMBDA, IPK, LAMBDAINYV, IPK)
DO 16 I=1,K
DO 16 J=1.K
DO 17 L=1,IP
DO 17 M=1,IP
LIJ(L,M)=LAMBDA(L+(I-1)*IP,M+(J-1)*IP)
LIJINV(L,M)=LAMBDAINV(L+(I-1)*IP,M+(J-1)*IP)
CONTINUE
CALL KRON(LIJINV, IP, IP, L1J, IP, IP, LKRONL)
S=LKRONL+S
CONTINUE
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DO 18 I=1,IP*IP
DO 18 J=1,IP*IP

IF (I.EQ. J) THEN
KIP2(I,J)=K

ELSE
KIP2(L,J)=0

ENDIF

CONTINUE

S=S-KIP2

CALL KRONI(IP, B, IP, IP, IPKRONB)
CALL MULT2(S, TRANSPOSE(IPKRONB), SS, IP*IP, IP*IP)
CALL MULT2(SS, TRANSPOSE(J1), INF, IP*IP, IP*(IP-1)/2)

INF=ENE*INF
CALL LINRGIP*(IP-1)/2, INF, IP*(IP-1)/2, INFINV, IP*(IP-1)/2)

REN=1
DO 19 I=1,IP
DO 19 J=I+1,IP
VB(J,))=INFINV(REN,REN)
REN=REN+1
CONTINUE

CALL MULT2(SS, TRANSPOSE(J2), INF, IP*IP, IP*(IP-1)/2)
INF=ENE*INF
CALL LINRGIP*(IP-1)/2, INF, IP*(IP-1)/2, INFINV, IP*(IP-1)/2)

REN=1
DO 20 I=2,IP
DO 20 J=1,I-1
VB(J,)=INFINV(REN,REN)
REN=REN+1
CONTINUE

CALL MULT2(SS, TRANSPOSE(J3), INF, IP*IP, IP*(IP-1)/2)
INF=ENE*INF
CALL LINRG(IP*(IP-1)/2, INF, IP*(IP-1)/2, INFINV, IP*(IP-1)/2)

REN=1
DO 21 I=1,IP
VB(I,D=INFINV(REN,REN)
REN=REN+1
CONTINUE
END

SUBROUTINE JACOB2(B, P, J1, J2)

INTEGER P, REN, COLA

REAL B(P, P), M(P*(P+1)/2,P*P)

& , J1(P*(P-1)/2,P*P), J2(P*(P-1)/2,P*P)

& , A(P*(P+1)/2, P*(P+1)/2), C(P*(P+1)/2, PX(P-1)/2),
& D(P*(P+1)/2, P*(P-1)/2), AINV(P*(P+1)/2, P*(P+1)/2)

CALCULA LOS DOS JACOBIANOS NECESARIOS PARA ESTIMAR
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LA MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS DE BETA DE DIMENSION

DOS

REN=0
DO1I1=1,P
DO1J=LP
REN=REN+1
IF (1 .EQ. J) THEN
DO 2 K=1,P*(I-1)
M(REN,K)= 0
DO 3 K= P*(I-1)+1, P*(I)
M(REN,K)= 2#(B(K- P*(I-1),I))
DO 4 K= P*(I)+1, P*P
M(REN,K)= 0
ENDIF
IF (I .NE. J) THEN
DO 5 K=1,P*(I-1)
M(REN,K)= 0
DO 6 K= P*(I-1)+1, P*(I)
M(REN,K)= (B(K- P*(I-1),J))
DO 7 K= P*(I)+1, P*(J-1)
M(REN,K)= 0
DO 8 K= P*(J-1)+1, P*(J)
M(REN,K)= (B(K- P*(J-1),I))
DO 9 K= P*(J)+1, P*P
M(REN,K)= 0
ENDIF
CONTINUE

COLA=1
REN=0
DO10I=1,P
REN=REN+1
DO10J=1,P
IF (1 .EQ. 1 .AND. J .EQ. 1) THEN
DO 11K = 1, PX(P+1)/2
C(K,1)=M(K,J+ P*(REN-1))
CONTINUE
COLC=COLC+1
ELSE
DO 12K = 1, P%(P+1)/2
A(K,COLA)=M(K,J+ P*(REN-1))
CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
CONTINUE

CALL LINRG(P*(P+1)/2, A, P*(P+1)/2, AINV, P*(P+1)/2)
D=-MATMUL(AINV,C) C
CONTINUE

COLA=1

REN=0

DO14I=1,P
REN=REN+1
DO14J=1,P
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IF (1 .EQ. 1 .AND. J .EQ. 1) THEN
DO 15 K = 1, P%(P-1)/2
J1(K,J+ P*(REN-1))=1
CONTINUE
ELSE
DO 16 K = 1, P*(P-1)/2
J1(K,J+ P*(REN-1))=D(COLA K)
CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
CONTINUE

COLA=1
REN=0
DO20I=1,P
REN=REN+1
DO20J=1,P
IF 0 .EQ. 1 .AND. J .EQ. 2) THEN
DO 21 K = 1, P¥(P+1)/2
C(K,1)=M(K,J+ P*(REN-1))
CONTINUE
ELSE
DO 22 K = 1, P¥(P+1)/2
A(K,COLA)=M(K,J+ P*(REN-1))
CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
CONTINUE

CALL LINRG(P*(P+1)/2, A, P*(P+1)/2, AINV, P*(P+1)/2)
D=-MATMUL(AINV,C)

COLA=1
REN=0
DO241=1,P
REN=REN+1
DO24J=1,P
IF (1 .EQ. 1 .AND. J .EQ. 2) THEN
DO 25 K = 1, P%(P-1)/2
J2(K,J+ P*(REN-1))=1
CONTINUE
ELSE
DO 26 K = 1, P%(P-1)/2
J2(K,J+ P*(REN-1))=D(COLA K)
CONTINUE
COLA=COLA+1
ENDIF
CONTINUE
END

SUBROUTINE VARBNORM2(J1, J2, LAMBDA, B, IP, K ,IPK, ENE, VB)
INTEGER IPK, IPK, ENE

REAL LAMBDA(IPK,IPK), LAMBDAINV(IPK,IPK), BUPIP),

& J1(IP*(IP-1)/2,IP*IP), J2(IP*(IP-1)/2,IP*IP),

& LIJ(IPIP), LIJINV(IP,IP), SIP*IP,IP*IP), LKRONL(IP*IP,IP*IP),
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17

KIP2(IP*IP,IP*IP), IPKRONB(IP*IP,IP*IP), SS(IP*IP,IP*IP),
INFAP*(IP-1)/2,IP*(IP-1)/2), INFINV(IP*(IP-1)/2,IP*(IP-1)/2),
VB(IP,IP)

R

CALCULA LA LA MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS ESTIMADA DE BETA

PARA EL SUPUESTO DE NORMALIDAD, PARA DIMENSION
TRES O MAS

DO 15 I=1,IP*IP
DO 15 J=1,IP*IP
S(I,J)=0
CONTINUE

CALL LINRG(IPK, LAMBDA, IPK, LAMBDAINYV, IPK)
DO 161I=1,K
DO 16J=1K
DO 17 L=1,IP
DO 17 M=1,IP
LIJ(L,M)=LAMBDA(L+(I-1)*IP,M+(J-1)*IP)
LIJINV(L,M)=LAMBDAINV(L+(I-1)*IP,M+(J-1)*IP)
CONTINUE
CALL KRON(LIJINYV, IP, IP, L1J, IP, IP, LKRONL)

S=LKRONL+S
CONTINUE

DO 18 I=1,IP*IP
DO 18 J=1,IP*IP

IF (1 .EQ. J) THEN
KIP2(I,J)=K

ELSE
KIP2(L,J)=0

ENDIF

CONTINUE

S=S-KIP2

CALL KRONI(P, B, IP, IP, IPKRONB)

CALL MULT2(S, TRANSPOSE(IPKRONB), SS, IP*IP, IP*IP)
CALL MULT2(SS, TRANSPOSE(J1), INF, IP*IP, IP*(IP-1)/2)
INF=ENE*INF

CALL LINRGIP*(IP-1)/2, INF, IP*(IP-1)/2, INFINV, IP*(IP-1)/2)

DO 19 I=1,IP
DO 19 J=1,IP
IF (I .EQ. J) THEN
VB(J,1)=INFINV(1,1)
ENDIF
CONTINUE

CALL MULT2(SS, TRANSPOSE(J2), INF, IP*IP, IP*(IP-1)/2)
INF=ENE*INF
CALL LINRGIP*(IP-1)/2, INF, IP*(IP-1)/2, INFINV, IP*(IP-1)/2)

DO 20 I=1,IP
DO 20 J=1,IP
IF (I .NE. J) THEN
VB(J,))=INFINV(1,1)
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ENDIF
CONTINUE

END

SUBROUTINE MATVARCOVA(P, N, SIMUL, VARCOV)
USE MSIMSL

PROGRAMA EN FORTRAN PARA CALCULAR LA MATRIZ DE
VARIANZAS Y COVARIANZAS MUESTRAL (W) DE UN CONJUNTO
DE DATOS

INTEGER P, N
REAL SIMUL(N, P), EIND(1,P), ECONJ(P,P), VARCOV(P, P)

DO1I1=1,P
EIND(1,) = 0
DO2J=1,P

ECONJ (J,)) = 0
VARCOV(P,P) = 0
CONTINUE
CONTINUE

DO5I=1,N
DO3J=1,P
EIND(1,J) = SIMUL(LJ) + EIND(1,J)
DO4K=1,P
ECONJ (K,J) = SIMUL(L,K) * SIMUL(LJ) + ECONJ(K,J)
CONTINUE

CONTINUE
CONTINUE

DO6I=1,P
DO6J=1,P
VARCOV(L,J) = (ECONJ(LJ)/N)-(EIND(1,D*EIND(1,J))/(N*N))
CONTINUE
END

SUBROUTINE SIMNORM(MU, SIGMA, P, N, SIMUL)

USE MSIMSL
USE PORTLIB

PROGRAMA EN FORTRAN PARA SIMULAR N VECTORES P-VARIADOS
DE UNA NORMAL CON:

MU=VECTOR DE MEDIAS

SIGMA=MATRIZ DE VARIANZAS COVARIANZAS P X P (INPUT)
SIMUL=MATRIZ DE DATOS SIMULADOS N X P (OUTPUT)

INTEGER P, N

REAL A, B, C, ACCEPT, U, V,W, X, Y, Z, R

REAL MU(1,P), SIGMA(P, P), SIMUL(N, P), AA(P, P)
REAL THETA, UN(1,P), AUXILIAR(1,P), SR(P,P), VR(P,P)
COMPLEX SS(P), VS(P,P)
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OBTIENE LA DESCOMPOSICION SVD DE SIGMA
CALL EVCRG (P, SIGMA, P, SS, VS, P)

DO151=1,P
DO15J=1,P
VR(,J)=REAL(VS(LJ))

SR(I,J)=0 C

DO16I=1,P

SR(I,)=REAL(SS(1))**0.5

AA=MATMUL(VR,SR)
COMIENZA CON EL CICLO DE SIMULACIONES
DO1M=1,N

GENERA UN VECTOR UNIFORME EN LA ESFERA UNITARIA
UTILIZANDO COORDENADAS ESFERICAS

ACCEPT = 0
DO WHILE (ACCEPT .EQ. 0)
THETA = 0
DO21=1,P
UN(L,I) = RAND(*2 -1
THETA = THETA + UN(1,))*UN(L,)
CONTINUE
THETA= THETA ** 0.5
IF (THETA .LE. 1) THEN
ACCEPT=1
ENDIF
END DO
DO3I=1,P
UN(1,I) = UN(1,I/THETA

GENERA UN VALOR DE R

A=P/2
B=A-1
C=3%A-(3/4)
ACCEPT =0
DO WHILE (ACCEPT .EQ. 0)
U=RAND()
V=RAND()
Ww=U * (1-U)
Y =((C/W)**0.5)*(U -0.5)
X=B+Y
IF (X .GE. 0) THEN
Z =64 * (W ** 3) * (V ** 2)
IF (Z .LE. (1-((2 * (Y ** 2)) / X))) THEN
ACCEPT =1
ELSE IF (B .GT. 0) .AND.
& (LOG(Z) .LE. 2 * (B * LOG(X/ B) - Y)))) THEN
ACCEPT =1
ELSE IF ((B .EQ. 0) .AND. (LOG(Z) .LE. (-2 *Y))) THEN
ACCEPT=1
END IF
END IF
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END DO
R=RAND()*2-1
R=R/(ABS(R))
R=R*2 *X) ** 0.5

OBTIENE EL VECTOR SIMULADO

AUXILIAR = TRANSPOSE(TRANSPOSE(MU)
& + R * MATMUL(AA, TRANSPOSE(UN)))
DO4L=1,P
SIMUL(M,L) = AUXILIAR(1,L)
CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE SIMPEARMMU, SIGMA, GAM, EME, P, N, SIMUL)

USE MSIMSL
USE PORTLIB

PROGRAMA EN FORTRAN PARA SIMULAR N VECTORES P-VARIADOS

DE UNA PEARSON TIPO VII CON:

MU=VECTOR DE MEDIAS

SIGMA=MATRIZ DE VARIANZAS COVARIANZAS P X P (INPUT)
PARAMETROS GAM Y EME (INPUT)

SIMUL=MATRIZ DE DATOS SIMULADOS N X P (OUTPUT)

INTEGER P, N

REAL A1, A2, B1, B2, C1, C2, ACCEPT

REAL U, V, W, X1, X2,Y, Z, R, GAM, EME

REAL MU(1,P), SIGMA(P, P), SIMUL(N, P), AA(P, P)
REAL THETA, UN(1,P), AUXILIAR(1,P), SR(P,P), VR(P,P)
COMPLEX SS(P), VS(P,P)

OBTIENE LA DESCOMPOSICION SVD DE SIGMA

CALL EVCRG (P, SIGMA, P, SS, VS, P)

DO15I=1,P
DO15J=1,P
VR(LJ)=REAL(VS(I,J))

SR(1,J)=0

DO161=1,P
SR(,)=REAL(SS(I))**0.5

AA=MATMUL(VR,SR)
COMIENZA CON EL CICLO DE SIMULACIONES
DO1M=1N

GENERA UN VECTOR UNIFORME EN LA ESFERA UNITARIA
UTILIZANDO COORDENADAS ESFERICAS

ACCEPT =0
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DO WHILE (ACCEPT .EQ. 0)

THETA =0
DO2I=1,P

UN(1,I) = RAND(*2 -1
THETA = THETA + UN(1,)*UN(1,I)

CONTINUE

THE

TA= THETA ** 0.5

IF (THETA .LE. 1) THEN

ACCEPT=1

ENDIF

END DO
DO3I=1,

P

UN(L,I) = UN(1,I)/)THETA

GENERA UN VALOR DE R

Al=P/2

B1=A1-1

Cl=3*Al

A2=2*E

-(3/4)
ME -P)/2

B2=A2-1
C2=3%A2-(3/4)

ACCEPT =

0

DO WHILE (ACCEPT .EQ. 0)
U = RAND(
V = RAND()
W=U*(1-0)
Y =(C1/W)**0.5) *(U - 0.5)

X1=

Bl1+Y

IF (X1 .GE. 0) THEN

Z =64 * (W *% 3) * (V ** 2)

IF (Z .LE. (1 - (2 * (Y ** 2))/ X1))) THEN
ACCEPT =1

ELSEIF ((B1 .GT. 0) .AND.

& (LOG(Z) .LE. 2* (B1 * LOG(X1/B1)-Y))) THEN
ACCEPT =1
ELSEIF ((B1 .EQ. 0) .AND. (LOG(Z) .LE. (-2 *Y))) THEN
ACCEPT =1
END IF
END IF
END DO
ACCEPT =0
DO WHILE (ACCEPT .EQ. 0)
U = RAND()
V = RAND()
W=U*1-1U)

Y =((C2/W) **0.5) * (U - 0.5)

X2 =

B2+Y

IF (X2 .GE. 0) THEN

Z =64 * (W ** 3) * (V ** 2)
IF (Z .LE. (1 - (2 * (Y ** 2)) / X2))) THEN
ACCEPT =1
ELSEIF ((B2 .GT. 0) .AND.
(LOG(Z) .LE. (2* (B2 * LOG(X2 / B2) - Y)))) THEN
ACCEPT =1
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ELSEIF ((B2 .EQ. 0) .AND. (LOG(Z) .LE. (-2 *Y))) THEN
ACCEPT =1
END IF
END IF
END DO
R=RAND()*2-1
R=R/(ABS(R))
R=R * ((GAM * P)/ (2 * EME - p)) *
& 2*X1/P)/(2*X2/(2* EME - P))) ** 0.5

OBTIENE EL VECTOR SIMULADO

AUXILIAR = TRANSPOSE(TRANSPOSE(MU)
& + R * MATMUL(AA,TRANSPOSE(UN)))
DO4L=1,P
SIMUL(M,L) = AUXILIAR(1,L)
CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINE GRUPALEAT(SIMUL, GRUP, IPK, IP, K, N, VAREST)

USE MSIMSL
USE PORTLIB

PROGRAMA EN FORTRAN PARA CALCULAR LA
MATRIZ DE VARIANZAS MUESTRALES DE LA
ENTRADAS DE LA MATRIZ BETA RESULTANTE

DE UN ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
COMUNES EN VECTORES DEPENDIENTES

INTEGER IPK, IP, K, N, GRUP, IFAULT, NF, L,
& ACCEPT, AUX1

INTEGER NPORGRUP(1,GRUP),ASIGNA(1,N)

REAL VAREST(IP, IP), SIMUL(N, IPK), VARCOV(IPK,IPK),
& B(IP,IP), B2(IPIP), CAMBIA, CHECA, CHECA2
REAL, POINTER :: AUXI(:,:)

DATA ZERO /0.0/

DO1I=1, GRUP
NPORGRUP(1,D)= 0

AUX1=0
DO2I=1,N
IF (AUX1 .EQ. GRUP) THEN
AUX1=0
ENDIF
AUX1 = 1+AUX1
ASIGNA(1,D) =AUX1

NPORGRUP(1,AUX1)= NPORGRUP(1,AUX1)+1
CONTINUE

CALL MATVARCOVA(IPK, N, SIMUL, VARCOV)
CALL FGPALG(VARCOV, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)
DO3I=1,IP
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DO 3J=1,IP
VAREST(I,J)=0

aw

DO 41=1, GRUP
AUX1=NPORGRUP(1,I)
ALLOCATE (AUXI(AUX1, IPK))
L=1
DO5J =1, AUX1
ACCEPT =0
DO WHILE ((ACCEPT .EQ. 0) .AND. (L. .LE. N))
IF (ASIGNA(1,L) .EQ. I) THEN
AUXI(J,:)=SIMUL(L,:)
L=L+1
ACCEPT =1
ELSE
L=L+1
END IF
END DO
5 CONTINUE
CALL MATVARCOVA(IPK, AUX1, AUXI, VARCOV)
CALL FGPALG(VARCOV, B2, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

DO8L=1, 1P
CHECA2=0
DO 8 J=L, IP
CHECA=0
DO 9 H=1,IP
CHECA=CHECA+ABS(ABS(B2(H,J))-ABS(B(H,L)))
CONTINUE

Q©

IF (CHECA2 .EQ. ZERO) THEN
CHECA2=CHECA
ENDIF
IF (CHECA .LT. CHECA2) THEN
CHECA2=CHECA
DO 10 H=1,IP
CAMBIA=B2(H,L)
B2(H,L)=B2(H,J)
B2(H,J)=CAMBIA
IF (B2(H,L)*B(H,L) .LE. ZERO) THEN
B2(H,L)=-B2(H,L)
ENDIF
10 CONTINUE
ENDIF
CONTINUE

Qo

DO6L=1,IP
DO 6 J=1, IP
VAREST(L,J)=VAREST(L,J)+(B2(L,J)-B(L,J))**2
CONTINUE
CONTINUE

Qo

DO71=1,1IP
DO 7J=1,IP
7 VAREST(,J)=VAREST(I,J)/(GRUP*(GRUP-1))
END
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SUBROUTINE JACKKN(SIMUL, GRUP, IPK, IP, K, N, VAREST)

USE MSIMSL
USE PORTLIB

PROGRAMA EN FORTRAN PARA CALCULAR LA
MATRIZ DE VARIANZAS MUESTRALES DE LA
ENTRADAS DE LA MATRIZ BETA RESULTANTE

DE UN ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
COMUNES EN VECTORES DEPENDIENTES

INTEGER IPK, IP, K, N, GRUP, IFAULT, NF, L,
& ACCEPT, AUX1

INTEGER NPORGRUP(1,GRUP),ASIGNA(1,N)

REAL VAREST(P, IP), SIMUL(N, IPK), VARCOV(IPK,IPK),
& B(IP,IP), B2(IPIP), CAMBIA, CHECA, CHECA2
REAL, POINTER :: AUXI(:,:)

DATA ZERO /0.0/

DO 11=1, GRUP
NPORGRUP(1,1)= 0

AUX1=0
DO2I=1,N

IF (AUX1 .EQ. GRUP) THEN

AUX1=0

ENDIF

AUX1 = 1+AUX1

ASIGNA(1,D) =AUX1

NPORGRUP(1,AUX1)= NPORGRUP(1,AUX1)+1
CONTINUE

CALL MATVARCOVA(IPK, N, SIMUL, VARCOV)
CALL FGPALG(VARCOV, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

DO3I=1,IP
DO 3J=1,IP
VAREST(I,J)=0

DO 41=1, GRUP
AUX1=N-NPORGRUP(1,I)
ALLOCATE (AUXI(AUX1, IPK))
L=1
DO5J =1, AUX1
ACCEPT =0
DO WHILE ((ACCEPT .EQ. 0) .AND. (L. .LE. N))
IF (ASIGNA(1,L) .NE. I) THEN
AUXI(,:)=SIMUL(L,:)
L=L+1
ACCEPT =1
ELSE
L=L+1
END IF
END DO
CONTINUE
CALL MATVARCOVA(IPK, AUX1, AUXI, VARCOV)

CALL FGPALG(VARCOV, B2, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

163



DO8L=1,1IP
CHECA2=0
DO 8 J=L, IP
CHECA=0
DO 9 H=1,IP
CHECA=CHECA+ABS(ABS(B2(H,J))-ABS(B(H,L)))
% CONTINUE
IF (CHECA2 .EQ. ZERO) THEN
CHECA2=CHECA
ENDIF
IF (CHECA .LT. CHECA2) THEN
CHECA2=CHECA
DO 10 H=1,IP
CAMBIA=B2(H,L)
B2(H,L)=B2(H,J)
B2(H,J)=CAMBIA
IF (B2(H,L)*B(H,L) .LE. ZERO) THEN
B2(H,L)=-B2(H,L)
ENDIF
10 CONTINUE
ENDIF
8 CONTINUE
DO6L=1,IP
DO 6 J=1, IP
VAREST(L,J)=VAREST(L,J)+(B2(L,J)-B(L,J))**2
6 CONTINUE
é CONTINUE
DO 71=1,IP
DO 7J=1,IP
7 VAREST(I,J)=VAREST(L,J)*(GRUP-1)/GRUP
END
C
c
SUBROUTINE REPLICA(SIMUL, GRUP, IPK, IP, K, N, VAREST)
USE MSIMSL
. USE PORTLIB
C PROGRAMA EN FORTRAN PARA CALCULAR LA
C MATRIZ DE VARIANZAS MUESTRALES DE LA
C ENTRADAS DE LA MATRIZ BETA RESULTANTE
C DE UN ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
8 COMUNES EN VECTORES DEPENDIENTES
INTEGER IPK, IP, K, N, GRUP, IFAULT, NF, L,
& ACCEPT, AUX1, AUX3
INTEGER NPORGRUP(1,GRUP),ASIGNA(1,N), SELEC(1,GRUP)
REAL VAREST(P, IP), SIMUL(N, IPK), VARCOV(IPK,IPK),
& B(IP,IP), B2(IPIP), AUX2, CAMBIA, CHECA, CHECA2
REAL, POINTER :: AUXI(:,:)
. DATA ZERO /0.0/

DO1I=1, GRUP
NPORGRUP(1,D)= 0

—
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AUX1=0
DO2I=1,N

IF (AUX1 .EQ. GRUP) THEN

AUX1=0

ENDIF

AUX1 = 1+AUX1

ASIGNA(1,D =AUX1

NPORGRUP(1,AUX1)= NPORGRUP(1,AUX1)+1
CONTINUE

CALL MATVARCOVA(IPK, N, SIMUL, VARCOV)
CALL FGPALG(VARCOV, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

DO31I=1,1IP
DO 3J=1,IP
VAREST(I,J)=0

DO 41=1, GRUP
AUX1=0
DO 18 M = 1, GRUP
AUX2 = RAND()
IF (AUX2 .LE. 0.5) THEN
AUX1=AUX1+NPORGRUP(1,M)

SELEC(1,M)=1
ELSE
SELEC(1,M)= 0
END IF
CONTINUE
ALLOCATE (AUXI(AUX1, IPK))
L=1
DO5J =1, AUX1
ACCEPT =0
DO WHILE ((ACCEPT .EQ. 0) .AND. (L. .LE. N))
AUX3 = ASIGNA(1,L)
AUX3 = SELEC(1,AUX3)
IF (AUX3 .EQ. 1) THEN
AUXI(J,:)=SIMUL(L,:)
L=L+1
ACCEPT =1
ELSE
L=L+1
END IF
END DO
CONTINUE

CALL MATVARCOVA(IPK, AUX1, AUXI, VARCOV)
CALL FGPALG(VARCOV, B2, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

DO8L=1,1IP
CHECA2=0
DO 8 J=L, IP
CHECA=0
DO 9 H=1, IP
CHECA=CHECA+ABS(ABS(B2(H,J))-ABS(B(H,L)))
CONTINUE

IF (CHECA2 .EQ. ZERO) THEN
CHECA2=CHECA
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ENDIF
IF (CHECA .LT. CHECA2) THEN
CHECA2=CHECA
DO 10 H=1,IP
CAMBIA=B2(H,L)
B2(H,L)=B2(H,J)
B2(H,J)=CAMBIA
IF (B2(H,L)*B(H,L) .LE. ZERO) THEN
B2(H,L)=-B2(H,L)
ENDIF
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE

DO6L=1,1IP
DO 6 J=1, IP
VAREST(L,J)=VAREST(L,J)+(B2(L,J)-B(L,J))**2
CONTINUE
CONTINUE

DO 71=1, 1P
DO 7 J=1,IP
VAREST(L,J)=VAREST(LJ)(GRUP)
END

CUERPO DE PROGRAMA

INTEGER IP, IPK, K, IFAULT, NF, GL, ENE, CORRECTO,
& GRUP1, GRUP2, GRUP3, SUP, DAT, SINO
REAL, POINTER :: A(:,:), B(:,:), FA(:,:),

& F(;,:), LAMBDAC(:,:),

& J1(:,:), J2(:,2), J3(,2),

& VB(:,2),

& MUC(,:), DATOSC(:,.),

& VAREST(:,:)

CHARACTER(LEN=*), PARAMETER :: FMT2 = "(500E16.4)"
CHARACTER(LEN=%*), PARAMETER :: FMT3 = "(A1,I14,A7,A2)"
REAL DETF, DETL, CHI, GAM, EME

CHARACTER*64 ARCHIVO

WRITE (¥, *)

WRITE (*, *) ’'ESTE PROGRAMA OBTIENE LOS ESTIMADORES DEL
WRITE (%, ¥*) ' MODELO DE COMPONENTES PRINCIPALES COMUNES’
WRITE (*, *) ’'EN VECTORES DEPENDIENTES’

WRITE (¥, *)

WRITE (*, *) "'TECLEA INTRO PARA CONTINUAR’

READ(*,*)

WRITE (¥, *)

WRITE (*, *) 'PARA ELLO SE REQUIERE TENER UN ARCHIVO DE TEXTO’

WRITE (¥, *) ' DELIMITADO POR TABULACIONES QUE CONTENGA LA’
WRITE (*, *) ' BASE DE DATOS QUE SE QUIERE ANALIZAR, DONDE’
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WRITE (*, *) 'CADA RENGLON TENGA LA SIGUIENTE ESTRUCTURA:’
WRITE (%, *) ’(X11,X12,...,X1P X21,...,.X2P,..... XK1,... XKP)’

WRITE (¥, *) 'SIENDO XIJ EL VALOR DE LA VARIABLE J EN EL GRUPO I’
WRITE (*, *)

WRITE (*, *) "TECLEA INTRO PARA CONTINUAR’

READ(*,*)

WRITE (¥, *)

WRITE (¥, *) ’ALTERNATIVAMENTE SE PUEDE TENER UN ARCHIVO DE TEXTO’
WRITE (*, *) 'DELIMITADO POR TABULACIONES QUE CONTENGA LA’
WRITE (%, *) 'MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS DE LOS DATOS;
WRITE (*, *) 'TENIENDO LOS DATOS LA MISMA ESTRUCTURA ANTES’
WRITE (%, *) ' DESCRITA’

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) "TECLEA INTRO PARA CONTINUAR’

READ(*,*)

WRITE (¥, *)

WRITE (%, *) ’EL PROGRAMA OBTIENE LOS ESTIMADORES DE LAS MATRICES’
WRITE (*, *) ' BETA Y LAMBDA, LA ESTADISTICA JI-CUADRADA QUE’
WRITE (*, *) 'VALIDA EL MODELO CON SUS GRADOS DE LIBERTAD, LA’
WRITE (*, *) ’'ESTIMACION DE LA MATRIZ DE VARIANZAS’

WRITE (*, *) ’ASINTOTICA DE BETA, ASI COMO LAS ESTIMACIONES DE’
WRITE (*, *) 'LA MATRIZ DE VARIANZAS DE BETA POR’

WRITE (*, *) 'LOS METODOS: GRUPOS ALEATORIOS, JACKKNIFE Y’
WRITE (*, *) ' REPLICACIONES REPETIDAS.’

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) "TECLEA INTRO PARA CONTINUAR’

READ(*,*)

WRITE (¥, *)

WRITE (*, *) 'PARA GENERAR LAS ESTIMACIONES SE PUEDE OPTAR POR’
WRITE (*, *) ’EL SUPUESTO DE NORMALIDAD MULTIVARIADA O POR’
WRITE (¥, *) ’"EL. SUPUESTO DE DISTRIBUCION ELIPTICA PEARSON’
WRITE (¥, *) "'TIPO VII

WRITE (¥, *)

WRITE (*, *) "'TECLEA INTRO PARA CONTINUAR’

READ(*,*)

WRITE (¥, *)

WRITE(*,*) 'TECLEA 1 SI TU ARCHIVO CONTIENE LA BASE DE DATOS’
WRITE(*,*) 'TECLEA 2 SI TU ARCHIVO CONTIENE LA MATRIZ DE’
WRITE(*,*) 'VARIANZAS Y COVARIANZAS’
CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)

READ(*,*) DAT

IF (DAT .EQ. 1) .OR. (DAT .EQ. 2)) THEN

CORRECTO =1

ENDIF
ENDDO
WRITE (*, *)
WRITE (%, *) ' DAME LA RUTA Y EL NOMBRE DE TU ARCHIVO.TXT’
WRITE (*, *) (EJEMPLO: C: DCPC DATOS.TXTY
READ (¥, *) ARCHIVO
OPEN(UNIT=5,FILE=ARCHIVO, STATUS="0ld’)
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WRITE (*, *)

WRITE (*, *) ' DAME LA RUTA'Y EL NOMBRE DEL ARCHIVO.TXT"’
WRITE (*, *) ' DONDE QUIERES TUS RESULTADOS POR FAVOR:’
WRITE (*, *) (EJEMPLO: C: DCPC RESULTADOS.TXT)

READ (¥, *) ARCHIVO

OPEN(UNIT=4,FILE=ARCHIVO)

WRITE (¥, *)
WRITE (*, *) ' DAME EL NUMERO DE GRUPOS POR FAVOR:’
CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) K
IF (K .GT. 0) THEN
CORRECTO =1

ENDIF
ENDDO

WRITE (¥, *)
WRITE (*, *) ' DAME EL NUMERO DE VARIABLES POR FAVOR:’

CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) IP
IF (IP .GT. 0) THEN
CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

WRITE (¥, *)
WRITE (*, *) ' DAME EL NUMERO DE DATOS POR FAVOR:’

CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) ENE
IF (ENE .GT. 0) THEN
CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

IPK=IP*K

WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'TECLEA 1 SI TU SUPUESTO DISTRIBUCIONAL ES NORMAL
WRITE(*,*) ' MULTIVARIADO’

WRITE(*,*) 'TECLEA 2 SI TU SUPUESTO DISTRIBUCIONAL ES PEARSON’
WRITE*,*) "'TTPO VII’

CORRECTO=0

DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)

READ(*,*) SUP
IF ((SUP .EQ. 1) .OR. (SUP .EQ. 2)) THEN

CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

IF (SUP .EQ. 2) THEN
WRITE(*,*)
WRITE(*,*) "CUANTO VALE GAMMA?
CORRECTO=0
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DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) GAM
IF (GAM .GE. 0) THEN
CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

WRITE(*,*)
WRITE(*,*) ’"CUANTO VALE M?
CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) EME
IF (EME .GE. 0) THEN
CORRECTO =1

ENDIF
ENDDO

ENDIF

ALLOCATE (A(IPK, IPK),B(IP,IP),FA(IPK,IPK),

&
&
&
&
&
&

F(IPK,IPK), LAMBDA(IPK,IPK),
J1(IP*(IP-1)/2,IP*IP), J2(IP*(IP-1)/2,IP*IP),
J3(IP*(IP-1)/2,IP*IP),

VB(IP,IP),

MU(1, IPK), DATOS(ENE,IPK),
VAREST(IP,IP))

IF (DAT .EQ. 2) THEN

WRITE(*,*)
WRITE(*,*) 'TECLEA 1 SI CONOCES EL VECTOR DE MEDIAS DE’
WRITE(*,*) 'LOS DATOS’
WRITE(*,*) 'TECLEA 2 EN OTRO CASO’
CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) SINO
IF ((SINO .EQ. 1) .OR. (SINO .EQ. 2)) THEN

CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

IF (SINO .EQ. 1) THEN
WRITE(*,*)
WRITE(*,*) "TECLEALO POR FAVOR (SEPARADO POR ESPACIOSY
READ(*,*) MU(1,:)
WRITE(*,*)
ELSE
DO8I=1]IPK

MU(1,D)=0
ENDIF

ENDIF

WRITE(*,*)
WRITE*,*) ’EN EL METODOS DE REPLICACIONES REPETIDAS;
WRITE(*,*) ’"CUANTOS SUBGRUPOS QUIERES USAR?”

CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)

READ(*,*) GRUP1
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IF (GRUP1 .GE. 0) THEN
CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

WRITE(*,*)
WRITE(*,*) ’EN EL METODOS DE GRUPOS ALEATORIOS;
WRITE(*,*) ’"CUANTOS SUBGRUPOS QUIERES USAR?

CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) GRUP2
IF (GRUP2 .GE. 0) THEN
CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

WRITE(*,*)
WRITE(*,*) ’EN EL METODOS DE JACKKNIFE;
WRITE(*,*) ’"CUANTOS SUBGRUPOS QUIERES USAR?

CORRECTO=0
DO WHILE (CORRECTO .EQ. 0)
READ(*,*) GRUP3
IF (GRUP3 .GE. 0) THEN
CORRECTO =1
ENDIF
ENDDO

IF (DAT .EQ. 1) THEN
DO9J =1, ENE
READ(5,*) (DATOS(J, 1), I = 1, IPK)
CALL MATVARCOVA(IPK, ENE, DATOS, A)
ENDIF

IF (DAT .EQ. 2) THEN
DO 10J = 1, IPK
READ(5,*) (A(J, I), 1= 1, IPK)
ENDIF

CALL FGPALG(A, B, IP, K, IPK, IFAULT, NF)

WRITE (4, *)
WRITE(4, *yLA MATRIZ BETA ES?
WRITE (4, *)
DO11J=1,1P

WRITE(4, FMT2)(BJ, I),I1=1, IP)
WRITE (4, *)
WRITE (4, *)

WRITE4, *YEL NUMERO DE ITERACIONES UTILIZADAS ES~

WRITE (4, *)
WRITE(4, *) NF
WRITE (4, *)

CALL KRONI(K, B, IP, IP, FA)

CALL MULT2(A, FA, F, IPK, IPK)

IF (SUP .EQ. 2) THEN
F=((2*EME-IPK)/(2*EME-IPK-2))*F
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ENDIF
CALL BLOQDIAG(F, IP, K, IPK, LAMBDA)

WRITE (4, *)
WRITE4, *YLA MATRIZ F ES?
WRITE (4, *)
DO 13J=1,IPK

WRITE4, FMT2)(F(J, ),I1 =1, IPK)
WRITE (4, *)

WRITE (4, *)
WRITE(4, *yLA MATRIZ LAMBDA ES?
WRITE (4, *)
DO 14 J = 1, IPK

WRITE(4, FMT2)(LAMBDAWJ, 1), I = 1, IPK)
WRITE (4, *)

CALL DETERM(F, IPK, DETF)
CALL DETERM(LAMBDA, IPK, DETL)

CHI=ENE*LOG(DETL/DETF)
GL=(K*K-1)*IP*(IP-1)*0.5

WRITE (4, *)

WRITE4, *YLA ESTADISTICA JI CUADRADA ES*’
WRITE (4, *)

WRITE4, FMT2) CHI

WRITE (4, *)

WRITE4, *YLOS GRADOS DE LIBERTAD SON?’
WRITE (4, *)

WRITE(4, *) GL

WRITE (4, *)

IF (IP .GT. 2) THEN
CALL JACOB(B, IP, J1, J2, J3)

CALL VARBNORM(J1, J2, J3, LAMBDA, B, IP, K ,IPK,
& ENE, VB)
ENDIF

IF (IP .EQ. 2) THEN
CALL JACOB2(B, IP, J1, J2)

CALL VARBNORM2(J1, J2, LAMBDA, B, IP, K ,IPK,
& ENE, VB)
ENDIF

WRITE (4, *)
WRITE4, *YLA MATRIZ DE VARIANZAS’
WRITE4, *YASINTOTICA DE BETA ES?
WRITE (4, *)
DO15J=1,IP

WRITE4, FMT2)(VB(J,I),I1=1, IP)
WRITE (4, *)
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IF ((SUP .EQ. 1) .AND. (DAT .EQ. 2)) THEN
CALL SIMNORM(MU, A, IPK, ENE, DATOS)
ENDIF

IF (SUP .EQ. 2) .AND. (DAT .EQ. 2)) THEN
CALL SIMPEAR(MU, A, GAM, EME, IPK, ENE, DATOS)

ENDIF
CALL REPLICA(DATOS, GRUP1, IPK, IP, K, ENE, VAREST)
WRITE (4, *)
WRITE (4, *) 'LA MATRIZ DE VARIANZAS DE BETA’
WRITE (4, *) '°OBTENIDA POR EL METODO DE REPLICACIONES ES?
WRITE (4, FMT3) ¢, GRUP1,” GRUPOS’,” ¥
WRITE (4, *)
DO 18J=1,IP

WRITE(4, FMT2)(VAREST(, Z), Z = 1 , IP)
WRITE (4, *)

CALL GRUPALEAT(DATOS, GRUP2, IPK, IP, K, ENE, VAREST)
WRITE (4, *)
WRITE (4, *) 'LA MATRIZ DE VARIANZAS DE BETA’
WRITE (4, *) 'OBTENIDA POR EL METODO DE GRUPOS ALEATORIOS ES?
WRITE (4, FMT3) ’(, GRUP2,” GRUPOS’,’ ¥
WRITE (4, *)
DO 16J=1,IP
WRITE(4, FMT2)(VAREST(J, Z), Z = 1, IP)
WRITE (4, *)

CALL JACKKN(DATOS, GRUPS, IPK, IP, K, ENE, VAREST)
WRITE (4, *)
WRITE (4, *) 'LA MATRIZ DE VARIANZAS DE BETA’
WRITE (4, *) '°OBTENIDA POR EL METODO DE JACKKNIFE ES?’
WRITE (4, FMT3) ’(, GRUP3,’ GRUPOS’,’ ¥
WRITE (4, *)
DO 17J=1,1IP
WRITE(4, FMT2)(VAREST(, Z), Z = 1 , IP)

WRITE (¥, *)
WRITE (%, *) "TECLEA INTRO PARA FINALIZAR’
READ(*,*)

END
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