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Introduccion

Las matematicas y las ciencias de la computacion siempre han estado relacionadas de

una manera muy cercana, distintas ramas de las ciencias computacionales son derivadas
y fundamentadas de las matematicas. La induccién y la recursién forman parte de la
vida diaria de un cientifico de la computacion, para aprovecharlas mejor y comprender
su funcionamiento es necesario identificar en ellas la parte matematica o formal que las
sustentan. Disenar programas es otra parte importante en las ciencias de la computacion,
para llevar a cabo el disefio de un programa existen diferentes paradigmas de programa-
cién, uno de ellos es el paradigma de programacion funcional cuya idea principal es la
evaluacion de funciones. El calculo lambda es una base matemaédtica importante para la
programacion funcional ya que es un formalismo para expresar funciones y la evaluacion
de las mismas.
Al trabajar con una computadora siempre se tiene la limitante de sus recursos fisicos,
ademsds, a cualquier cientifico de la computacién, enfocado en la programacién y alejado
del formalismo matematico, le es dificil hablar de conjuntos infinitos; es mas facil y fac-
tible representar en una computadora objetos finitos de conjuntos infinitos como son: un
nimero natural, una lista finita de objetos, un arbol con profundidad finita, etc. Cuando
se disenan programas se ven involucrados los tipos de datos, que son parte fundamental de
un programa. Es comtn que los objetos como los antes mencionados, son los mas utiliza-
dos en el diseno de un programa, formalmente se les denomina tipos de datos inductivos.
Pero ;qué sucede si los objetos a manejar en un programa son flujos constantes de datos,
por ejemplo una lista infinita de informacion que serd procesada?, en este momento el di-
senador del programa tendra que pensar en una forma de representacion y manejo de un
objeto “infinito”, a estos objetos se les denomina tipos de datos coinductivos, objetos que
pueden llegar a ser infinitos. El calculo lambda, permite la descripcion y uso de objetos
tanto finitos como infinitos, ademés de trabajar con ellos de manera abstracta también
pueden ser llevarlos a la practica ya que puede verse al calculo lambda como el lenguaje
bésico para el paradigma funcional.

En este momento el lector se preguntara el significado de algunas palabras o frases
nombradas arriba: jporqué se denominan tipos de datos inductivos, si la induccién es
una herramienta matematica usada para demostrar?, ;qué es o cémo es un tipo de dato
coinductivo?, jobjetos infinitos dentro de una computadora?, etc. Todas estas preguntas
pretenden ser respondidas en este trabajo; a continuacion se presentan algunos términos
en forma general. Un tipo de dato inductivo se refiere a objetos definidos mediante fun-
ciones constructoras, es decir, se expone una forma de construir nuevos objetos a partir
de ciertos objetos basicos dados o de objetos construidos anteriormente que tienen una
estructura mas simple. Un tipo de dato coinductivo contiene objetos potencialmente infi-
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v INTRODUCCION

nitos los cuales, por su naturaleza infinita, solamente pueden ser observados en partes, es
decir, es necesario dividir o destruir el objeto coinductivo para poder observarlo; en pocas
palabras la induccién construye un nuevo objeto a partir de uno existente y la coinduc-
cién destruye un objeto para poder observarlo, la coinduccién es el dual de la induccion
y viceversa.

En este trabajo se estudiara la base matematica de la induccion y la coinduccién, como
parte de la teoria de tipos de datos para lenguajes de programaciéon. La idea principal es
integrar un mecanismo para definir tipos de datos (co)inductivos mediante una extensién
del sistema F del cdlculo lambda, finalizando con un prototipo de lenguaje de progra-
macién funcional; para llevar este prototipo a una implementacién en una computadora,
se requiere de un lenguaje funcional que permita una evaluacién no estricta o perezo-
sa, es decir, sol6 evalia un objeto hasta que su valor es necesario. Al trabajar en una
computadora con objetos infinitos como son los coinductivos, no es posible realizar una
evaluacion completa del objeto, Haskell es un lenguaje de programacion que, debido a sus
caracteristicas y a la aproximacién sintactica con la extension propuesta en este trabajo
permite manejar estructuras tanto finitas como infinitas y en el cual se puede llevar a la
practica el prototipo propuesto.

A lo largo de este trabajo se encuentran diversos ejemplos, basados en la experiencia
que he adquirido como alumna de ciencias de la computacién; buscando sentar las bases
tedricas en un ambiente estrictamente matematico de los términos utilizados a lo largo de
la formacion de la carrera de ciencias de la computacién.

Coinduccién: De la teoria de Categorias a la Programacién Funcional, como pasar de
las bases tedricas, es decir, la teoria de puntos fijos y la de categorias, hasta un programa
en un prototipo de sistema de tipos. Para conjuntar las bases tedricas y llevarlo a la
practica, es necesario asentar todo en el calculo lambda: la induccién ya esta incorporada
de una manera “natural” en él, siendo necesario aumentar el poder que brinda para
manejar estructuras de datos coinductivas mediante la incorporacion de un mecanismo
para obtener y trabajar con objetos inductivos y coinductivos de una manera facil y
legible.

En el primer capitulo se da una resena de la teoria necesaria para comprender este
trabajo, se recomienda tener conocimientos sobre conceptos de logica de primer y segundo
orden, asi como nociones del cédlculo lambda y teoria de categorias, aunque a lo largo
de este trabajo se introducen los conceptos bésicos necesarios para la comprension del
mismo. En el segundo capitulo se muestra el primer intento por programar con tipos de
datos inductivos y coinductivos utilizando la teoria de categorias. En el tercer capitulo
se presenta la primer propuesta para trabajar con estos tipos de datos, mostrando las
desventajas que tiene y proponiendo una solucion més clara e intuitiva para su manejo.
Se introduce una extensién del sistema F que utiliza los conceptos presentados en el
primer capitulo, y que es dirigido a un prototipo de lenguaje de programacién funcional.
Por ultimo se presentan las conclusiones y las posibles direcciones que se pueden tomar
en base a este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dan las bases tedricas para el desarrollo del trabajo. Se explicaran
y daran ejemplos tanto de inducciéon como de coinduccion, la primera es ampliamente
conocida y sera explicada nuevamente para dar paso a la segunda, la coinduccién, que es
el tema principal de este trabajo.

También se explican y se dan definiciones de los formalismos que seran la base para
la formalizacién de la induccién y coinduccién: la teoria de puntos fijos y la teoria de
categorias. Finalmente se da una introduccion al calculo lambda que sera de gran ayuda
para poder entender el sistema de tipos de datos presentado en el capitulo 3.

1.1. El Reino Inductivo

Cuando se trata de programar u obtener un algoritmo, primero se debe tener un diseno
en general que después se empieza a detallar para definir la estructura que tendra; dentro
de esta estructura es comun usar la palabra induccién, recursion o iteracién para referirnos
a la forma de algin componente del programa. Generalmente usamos la palabra recursion
cuando expresamos cierta manera de definir objetos, asi también se usa la palabra iteracion
para los comportamientos de funciones.

La recursion permite construir objetos y las propiedades definidas para esos objetos,
que por lo general son funciones, se demuestran con induccién. Se puede decir que siempre
que se habla de induccién va implicita la palabra recursién ya que el procedimiento de de-
mostracion contiene inherentemente a los objetos recursivos. La induccién en matematicas
es un proceso que permite demostrar propiedades sobre objetos definidos recursivamente,
la induccion en numeros naturales es la mas usada cuando queremos demostrar propie-
dades de ellos, comuinmente llamada induccién matematica, aunque también se utiliza la
induccion estructural para demostrar propiedades de estructuras bien fundadas.

1.1.1. Recursién

Se usa la palabra recursion para denotar al mecanismo de definicién de funciones cuyo
valor en cierto punto se define mediante otros valores de la misma funcién. Los valores
usados para calcular un nuevo valor de la funcién deben ser los valores obtenidos ante-
riormente y estructuralmente mas simples al que se desea calcular.
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Como ejemplo de definiciones recursivas tenemos a los ntimeros naturales, sabemos
que los nimeros naturales pueden ser formados a partir del nimero cero y dado cualquier
nimero n se puede obtener el nimero que le sigue si al niimero se le suma uno n + 1:

Definicién 1.1 (Numeros Naturales). El conjunto de los nimeros naturales N, se define
recursivamente mediante las siguientes cldusulas:

i) 0eN
ii) Sin € N entonces succ(n) € N
i11) Son todos

La tercera cldusula es una manera de aclarar que si un elemento esté en el conjunto N
solamente es porque se genera mediante alguna de las dos cldusulas anteriores. En otras
palabras, la cldusula iii) nos dice que el conjunto N es el mas pequeno que cumple tanto
con i) como con ii).

Otro ejemplo de definicién recursiva es el conjunto de listas con objetos sobre un
conjunto dado: la lista vacia nil, es la lista que no tiene elementos, podemos afirmar que
esta lista es la mas pequena y para construir cualquier lista a partir de una lista ya creada
[ solo es necesario agregar un elemento del conjunto al inicio de la lista existente (a, ).

Definicién 1.2 (Listas sobre un conjunto A). El conjunto de listas de elementos sobre
un conjunto A, List(A), estd definido recursivamente mediante las siguientes clausulas:

i) nil € List(A)
ii) Sia€ Ayl e List(A) entonces cons(a,l) € List(A)
iii) Son todas

La recursién define objetos finitos que pueden conformar un conjunto infinito, éstos

objetos estan definidos mediante constructores y objetos basicos, en los ejemplos anteriores
los objetos bdsicos son el nimero cero y nil respectivamente mientras que los constructores
son: en los naturales el sucesor de un nimero n, succ(n) y en las listas dados un elemento
a y una lista existente [ la funcién que crea una nueva lista es cons(a,l).
Estos conjuntos son llamados conjuntos inductivos y los abreviaremos como Z, estan
definidos con objetos basicos ¢;, que siempre pertenecen al conjunto ¢; € Z, y constructores
que son funciones cuyo codominio siempre es el conjunto inductivo y el dominio esté en
funcién del conjunto inductivo ¢; : F(Z) — Z, el dominio es el resultado de una funcién
que actia sobre el conjunto inductivo, se aclarara cual es y como se define en la seccion
dedicada a teoria de categorias. Los elementos de estos conjuntos inductivos son definidos
recursivamente.

Las definiciones recursivas de conjuntos, tales como las definiciones 1.1 y 1.2, se cono-
cen en ciencias de la computaciéon como definiciones inductivas, aunque estrictamente
la induccién es un principio de demostracion mientras que la recursion es un principio
de definicion, seguiremos los usos y costumbres y hablaremos de definiciones inductivas,
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reservando el uso de la palabra recursion exclusivamente para hacer referencia a los prin-
cipios para definir funciones.

En matematicas hay muchos principios de recursion, en realidad todos éstos son teo-

remas que son demostrados en teoria de recursiéon; para este trabajo se usara el principio
de iteracién para definiciones de funciones que involucren conjuntos inductivos al igual
que el principio de recursion primitiva.
La iteracién es la forma mas simple de recursién, consiste en aplicar repetidamente una
funcidn, es decir, dada una funcién f iterarla n + 1 veces es obtener f"™!(z) = f(f"(x)).
Podemos ejemplificar la iteraciéon con funciones en los niimeros naturales, si queremos
definir una funciéon f : N — A entonces es necesario definir el valor de la funcién para
el cero y también para el caso general, es decir cualquier nimero que haya sido obtenido
usando la funcién sucesor:

Definicién 1.3 (Principio de Iteracién para Naturales). Dadosa € A ys: A — A existe
una unica funcion f: N — A tal que:

f0)=a
f(suce(n)) = s(f(n))

Por ejemplo si queremos definir la funcion que determine si un nimero es par o no,
odd(x), tenemos a:

odd : N — Bool
odd(0) = True odd(succ(n)) = not(odd(n))

Donde Bool = {True, False} y la funcién not estd determinada por not(True) = False
y not(False) = True.

Anélogamente definimos el principio de iteracién de una funcion para listas, definiendo
el valor de la funcién aplicada a la lista vacia y a cualquier otra lista construida mediante
el operador cons:

Definicién 1.4 (Principio de Iteracion para Listas). Dadosa € A ys: Bx A — A existe
una unica funcion f: List(B) — A tal que:

f(nil) =a
f(cons(b,1)) = s(b, f(1))

Por ejemplo si se quiere definir una funcién sobre las listas como la longitud de una
lista dada solo es necesario especificar lo siguiente:

long : List(A) — N
long(nil) =0 long(cons(a,l)) = succ(long(l))
Otra funcion sobre las listas es la que aplica una funcién a cada elemento de la lista, si los
elementos de ésta son objetos del conjunto A y la funcién a aplicar es g : A — B tenemos
la funcion:
map g : List(A) — List(B)
map gnil =nil  map g (cons(a,l)) = cons(g(a), (map g (l)))
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La definicién inductiva de una funciéon f esta determinada cuando se da el valor de la
funcion para cada uno de los objetos bésicos y los constructores del conjunto de objetos
recursivos.

En general para cualquier funciéon aplicable a un conjunto definido recursivamente se
tiene el siguiente principio de iteracion:

Definicién 1.5 (Principio de Iteracién). Dados un conjunto de objetos definidos recur-
sivamente I (con objetos bdsicos ¢; € T y constructores ¢; : F;(Z) — I), b, € By
s; « F;(B) — B existe una unica funcion f : T — B tal que:

flei) =
flejr) =s;(... f(z

donde la expresion” ... f(z)..." denota a un elemento del dominio de s; que involucra a
f(x).

Basta definir el valor de la funcion para cada objeto bdsico y para cada constructor, la
funcion s; es la funcion de paso correspondiente al constructor c;.

b;
...,z €T

Del ejemplo de las listas sabemos que la funcién a definir es f = map : (A —
B) x List(A) — List(B), tenemos como dominio la funcién a aplicar a cada elemento
de una lista y el conjunto inductivo de las listas sobre un conjunto A en donde el objeto
bésico es la lista vacia: ¢; = nil y el constructor es la funcién cons: cs(a,l) = cons(a,l).
Para definir la funcion map se tiene el caso del objeto basico y se define al objeto: a; = nil
y para el caso del constructor la funcién de paso s, = cons.

El elemento misterioso que involucra a f(z) = map g (I)es” ... f(z)...” = (g(a), map g (1).

La funcién de paso es un elemento importante para el principio anterior, ya que permite
ir del paso anterior al que se esta definiendo, es el puente que hace que cualquier definicion
descrita mediante el principio de iteraciéon sobre un conjunto inductivo sea posible. Esta
funcion de paso puede ser distinta para cada funcion a definir, en los ejemplos anteriores
para la funcién odd la funcién not es la funciéon de paso, en la funcién long que obtiene
la longitud de una lista la funcion de paso es succ y en la funcién map que aplica una
funcién a los objetos de la lista la funcién de paso es cons. Pero si queremos definir una
funcién que determine si una lista es vacia o no, empty(l) tenemos:

empty : List(A) — Bool
empty(nil) = True empty(cons(a,l)) = False

La funcion de paso es la constante F'alse, es decir una funcién con cero argumentos. Es
importante observar que en una definicion mediante iteracion, el valor de la funcién en
un constructor depende exclusivamente de un valor de la funcién en un argumento estric-
tamente mas simple que el actual. Es decir, un argumento construido previamente.

El principio de recursién primitiva es un principio que puede ser particularizado en
el de iteracion, tienen por diferencia un argumento extra: la recursion primitiva agrega
como argumento esencial al objeto con el que se construye el nuevo objeto, es decir el
argumento del constructor:
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Definicién 1.6 (Principio de recursién primitiva). Dados a; € A y s;: Fj(Z x A) — A
existe una unica funcion f:Z — A tal que:

fe) = ai
flejz) = si(.. (2, f(x)...), €T
donde la expresion” ... (z, f(x))..."” denota a un elemento del dominio de s; que involucra

a (z, f(x)). La funcion s; es la funcion de paso.

La funcién de paso tiene el mismo fin que la funcién de paso explicada para el principio
de iteracion, solamente incluye un argumento mas que es el del constructor, es decir, un
objeto que ya ha sido construido.

Hasta este punto hemos formalizado los conceptos referentes a la induccion y la recur-
sién, no hemos agregado nada nuevo, solamente es un recordatorio que nos servird para
explicar la coinduccién.

1.2. El Reino Coinductivo

Esta seccion estd dedicada a un tema poco conocido y estudiado pero aplicado al
ambito computacional: la coinduccién. Sera explicada en base a su dual la induccién, pa-
ra hacer mas facil su reconocimiento y comprension.

Para iniciar tomemos un ejemplo, adaptado del ejemplo que aparece en [1]. Suponga-
mos que tenemos una maquina con dos botones, value y next y cada vez que se aprieta el
boton next la maquina realiza una serie de operaciones y cada vez que se aprieta el boton
value devuelve un valor que describe cudl es el estado actual de la maquina.

No sabemos como funciona la méquina, es decir qué operaciones realiza para cambiar de
estado, s6lo podemos ver el valor que devuelve después de haber apretado repetidas veces
el botéon de next, digamos unas n veces, seguido de apretar el botén value.

Podemos apretar cuantas veces queramos el boton de next y el de value generando una
lista de los valores que describen el estado de la maquina, si nunca nos detenemos tendre-
mos una lista infinita de valores, un flujo continuo de valores que describen el estado de
la maquina.

La lista infinita de valores o flujo de datos generada es llamada en ciencias de la
computacién stream por su nombre en inglés, debido a que se parece al comportamiento
de un sistema de transiciéon deterministico. Si tenemos dos estados de la méquina s y &’
podemos decir que pasamos del estado s al s’ con el valor a:

s 5 s siysélosi wvalue(s) =a y next(s) = s

La lista infinita tiene datos que indican el estado de la maquina, podemos decir que éstos
son sus partes finitas y s6lo son estos datos los que podemos conocer individualmente, la
lista infinita es un objeto que no puede ser visto en su totalidad.

Pensemos ahora en poder conformar un conjunto de estos flujos de datos, debemos
describir el conjunto de streams de una manera general o podemos decir cémo construir un
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stream; luego entonces nos podemos preguntar varias cosas: jesta lista infinita puede ser
construida de una manera semejante a la conocida, es decir, recursivamente?, ; cial seria
el objeto basico del conjunto de las listas infinitas?, jes posible definir una lista infinita
de una manera general?, ;podemos dar un valor y a partir de él generar la lista infinita
de los diferentes estados de la maquina que son resultado de apretar n veces el boton next?.

Sustituyamos los valores que describen el estado de la maquina por niimeros naturales,
entonces tenemos listas infinitas o streams de nimeros naturales, a ese conjunto lo lla-
maremos Stream(N). Si queremos dar una definicién de funcién que construya una lista
infinita de niimeros naturales podemos pensar en la siguiente:

from : N — Stream(N)
from(n) = (n,n+1,n+2,n+3,...)

En otras palabras, a partir de un niimero natural se puede conformar una lista infinita de
numeros naturales, el nimero dado y los que le suceden. Esta puede ser una forma que
permita “construir” un objeto infinito, pero qué pasa cuando queremos obtener from(n+

1):

from(n) = (n,n+1,n+2,n+3,...)
fromn+1)=n+1,n+2n+3,n+4,...)

Podemos observar que sucede lo siguiente:
from(n + 1) = tail(from(n))

La funcién tail elimina el primer elemento de una lista infinita. Al definir from(n+1)
podemos usar algo que hayamos construido antes, una parte de la lista infinita generada a
partir de n. Aparentemente parece que el objeto from(n), usado para definir from(n+1),
debid ser construido antes, usamos una parte de la lista infinita construida con un argu-
mento m&s pequeno, pero observemos que la lista from(n) no es estructuralmente mas
simple que la obtenida con from(n + 1) tiene un elemento maés.

Esto asemeja a la recursiéon, usamos un objeto definido “antes”, pero observemos otro
detalle: para construir from(n) debemos tener from(n + 1) ya que se encuentra conte-
nido en el primero. Nos encontramos un ciclo, necesitamos de uno para construir el otro
y viceversa; entonces no estamos usando la recursién para construir objetos nuevos del
conjunto, sélo necesitamos una parte del objeto construido para obtener el siguiente.
Podemos pensar en escoger las partes de un objeto existente que sirven para obtener otro
objeto.

En diversas partes de las matematicas se puede encontrar el dual de algiin objeto o
propiedad, un caso particular de este fenémeno es la induccion y la coinduccién. La coin-
duccion es el dual de la induccion y es una herramienta para definir estructuras infinitas
con objetos finitos, infinitos o potencialmente infinitos.

Hemos dicho que la induccion es el dual de la coinduccién, asi podemos pensar en dualizar
todo lo que definimos en la secciéon pasada. Para construir objetos usamos la recursion y
construimos conjuntos inductivos; al dualizar, a partir de un conjunto coinductivo de obje-
tos es necesario destruir sus elementos para obtener otros que de igual forma pertenezcan
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al conjunto. Debemos tratar de observar como se comporta un objeto estructuralmente
infinito, ver sus partes y para esto hay que destruirlo en sus partes finitas o infinitas. En
la seccion anterior se enfatizé que para definir un conjunto de objetos inductivos se tiene
dentro de ese conjunto a los objetos béasicos y también se tienen a los constructores que
son funciones que reciben como argumento un objeto dentro del conjunto y construyen
uno nuevo; para definir un conjunto de objetos coinductivos se debe tratar de describir
a los elementos de ese conjunto por medio de funciones destructoras que actien sobre el
conjunto, describir las observaciones que se pueden hacer a los objetos coinductivos.

Regresando al ejemplo de las listas infinitas de niimeros naturales, no podemos saber
exactamente qué elementos conforman al stream, ni en una hoja de papel ni en un mo-
nitor, es por eso que solo podemos observar una parte del stream: a partir de una lista
infinita de elementos de un conjunto A podemos obtener la parte inicial de la lista, es
decir su cabeza y observarla, y al quitar la cabeza nos quedamos con el resto de ella, la
cola, que sigue siendo una lista infinita.

La existencia de un objeto infinito estd garantizada por cada una de sus partes finitas,
las partes finitas de los streams de nimeros naturales son cada uno de los nimeros y con
ayuda de las funciones que los destruyen podemos observarlos por partes, es decir, obtener
cada numero del stream: el primero lo obtenemos con la funcién destructora head, para
obtener el siguiente nimero debemos tener la cabeza del resto de la lista esto es aplicar
primero el destructor tail para tener la cola y luego head, si queremos al tercer elemento
del stream obtenemos la cabeza de la cola de la cola del stream original y asi sucesivamente.

Hemos visto que no podemos construir listas infinitas pero podemos garantizar su

existencia gracias a todas sus partes finitas, entonces ;qué sucede con la construccién del
conjunto Stream(N)?
Supondremos la existencia del conjunto de listas infinitas de niimeros naturales, y a estos
objetos se les aplicaran las funciones destructoras. Esta suposicién no es una idea “magi-
ca” que soluciona el hecho de no poder conformar el conjunto de las listas infinitas de
nimeros naturales o de un conjunto coinductivo, sino que por el contrario esta respaldado
por la teoria de puntos fijos y la teoria de categorias que seran vistas en las siguientes
secciones.

Veamos como queda la definicién de streams:

Definicién 1.7 (Listas Infinitas o Streams sobre un conjunto A). El conjunto de listas
infinitas sobre un conjunto A, Stream(A), se define mediante:

i) Si s € Stream(A) entonces head(s) € A
ii) Si s € Stream(A) entonces tail(s) € Stream(A)
iii) Si X cumple con i) y con ii) entonces X C Stream(A)

La condicién #i7) enfatiza que el conjunto Stream(A) es el conjunto mas grande que
cumple con las otras dos clausulas.
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Asi como se pueden tener definiciones inductivas de funciones se pueden tener defi-
niciones coinductivas; para poder exponer las observaciones hechas al objeto coinductivo
se debe definir a la funcién f dando los valores de todos los destructores para cada f(x)
es decir, aplicar cada uno de los destructores a la funciéon. En la seccién anterior vimos
como ejemplo las listas de niimeros naturales y ejemplos de funciones, la longitud y la
aplicacion de una funcién a cada uno de sus elementos, en esta seccién tenemos a la listas
infinitas de nimeros naturales, no podemos definir la longitud de cada stream pero si
podemos definir la aplicaciéon de una funcién a cada uno de los elementos de la lista, si los
elementos del stream pertenecen al conjunto A entonces aplicar una funciéon g : A — B a
cada elemento de la lista se define como:

map g : Stream(A) — Stream(B)
head(map g(1)) = g(head(l))
tail(map g(l)) = map g(tail(l))

Para cualquier funcién que deseemos definir que de como resultado un stream, f :
D — Stream(A), tenemos el siguiente principio de coiteracion:

Definicién 1.8 (Principio de coiteracion para Stream(A)). Dadas dos funciones sy : D —
A, s9: D — D y un stream x, existe una unica funcion f: D — Stream(A) tal que:

Obsérvese la dualidad de las definiciones, en la definicién coinductiva tenemos lo opues-

to a la inductiva. En la inductiva se debe de aplicar la funcién a definir tanto a los objetos
bésicos como a los constructores del conjunto inductivo, en la coinductiva es aplicar los
destructores a la imagen de la funcién. Las funciones destructoras o mas sencillamente los
destructores de un objeto coinductivo, son funciones que tienen como dominio al conjun-
to de objetos coinductivos C, en este caso Stream(A), y por codominio un conjunto que
esta en funcién del conjunto coinductivo, dj : C — Fy(C).
Para generalizar facilmente el principio de coiteracion para cualquier conjunto coinductivo
C, se debe realizar la dualizacién de éste necesariamente bajo el contexto de la teoria de
categorias, esto sera visto con mas detalle en esa seccion pero diremos que al definir una
funcién que tenga como codominio un conjunto coinductivo f : A — C se debe definir el
resultado de aplicar cada destructor a la imagen de la funcion:

d(f(@) = (... .. ) (s2) (1.1)

Esto es aplicar una funcién que involucra a f, (... f...) : Fx(B) — Fi(C), a la funcién
de paso correspondiente a ese destructor.

1.3. Teoria de Puntos fijos

Una manera de formalizar lo visto en las secciones anteriores de este capitulo, es
mediante la teoria de puntos fijos. Un punto fijo de una funciéon es un punto que es
mapeado asi mismo bajo la funcién, es decir, una solucién a la ecuacion X = F(X).
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Para comenzar usaremos las definiciones e ideas propuestas por Tarski en [20], asi como
la de otros autores que trabajan teniendo como base la teoria de puntos fijos para el manejo
de conjuntos de objetos inductivos o de objetos coinductivos y como estan relacionadas
con la induccién y coinduccién como [14], [13] y [7].

La notacion usada en esta seccion es la adoptada por algunos autores para manejar
los operadores monoétonos y los puntos fijos, dado que es més facil trabajar con ella.

1.3.1. Conceptos basicos

Definicién 1.9 (Operador monétono). Sea P(A) el conjunto potencia de un conjunto
A. Un operador sobre A es una funcion F : P(A) — P(A). Un operador es mondtono
st se cumple la siguiente implicacion:

si X CY C A entonces F(X) C F(Y)
Es decir un operador mondtono o funcion mondtona preserva el orden.

Definicién 1.10 (Puntos prefijo, postfijo y fijo). Sea F' : Z2(A) — P(A) un operador.
Un subconjunto K C A es

» F-cerrado o punto prefijo de F' si F(K) C K.

» F-denso o punto postfijo de F si K C F(K).

punto fijo de F si F(K) =K.

F-inductivo si es incluido en cada punto prefijo de F', es decir, si F(X) C X implica
KCX

F-coinductivo si contiene a cada punto postfijo de F', es decir, si X C F(X) implica
XCK

Lema 1.1. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
i) F tiene a lo mds un punto prefijo inductivo y a lo mds un punto postfijo coinductivo.

it) Los puntos prefijos inductivos y postfijos coinductivos de operadores mondtonos son
puntos fijos.

Demostracion:

i) Para demostrar que a lo més hay un punto prefijo inductivo supondremos que existen
dos puntos prefijos inductivos K y Ko y veremos que son el mismo:
Sabemos que ks es prefijo es decir F/(KCy) C Ko y dado que K es inductivo podemos
concluir que Ky C K.
Por otro lado como K; es prefijo es decir FI(K1) C Ky y Ky es inductivo entonces
Ko C K.
Por lo tanto Iy = Ko, es decir a lo mas hay un punto prefijo inductivo.
La demostracion para el punto postfijo coinductivo es semejante.
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Se demostrard la doble contencién para ver que F'(K) y K son iguales:

Sea K un punto prefijo e inductivo, se cumple que F(K) C K, ya que es prefijo.
Por otra parte partiendo del hecho de ser punto prefijo y ya que F' cumple con la
propiedad de ser mondtono tenemos que F(K) C K = F(F(K)) C F(K) y podemos
concluir que F(F(K)) C F(K), es decir F(K) es prefijo. Como también sabemos
que K es inductivo entonces podemos concluir que K C F(K).

Por lo tanto F(K) = K.

La demostracion para el punto postfijo coinductivo es analoga.

]

Definicién 1.11 (fnﬁmo y supremo de los puntos prefijos y postfijos). Se definen los
siguientes conjuntos:

pX.F(X) :=N{S|F(S) C S} (el infimo de los puntos prefijos)
vX.F(X):={S|S C F(S)} (el supremo de los puntos postfijos)

Estos conjuntos son puntos prefijos y postfijos de F', es decir: F(uX.F(X)) C uX.F
y vX.F C F(vX.F), veamos porqué y para eso tenemos el siguiente lema:

Lema 1.2. Si X; es una coleccion de puntos prefijos de F entonces la interseccion, (), Xi,
también lo es y si X; es una coleccion de puntos postfijos de F entonces la union, | J; X;,
también lo es.

Demostracion: La demostracion se dividira en dos partes, una para cada caso:

i)

ii)

Para demostrar que la interseccion de prefijos es prefija supondremos que X; es
prefijo para toda 4, es decir F'(X;) C X; y por lo tanto podemos decir que (), F/(X;) C
; X

Dado que F' es monétono y que (), X; € X; para toda i también podemos decir que
PN, X)) C F(X).

Entonces tenemos por transitividad que F/((), X;) €, F(X;) €N, Xi.

Por lo tanto F'((N); X;) C ()X, es decir (), X; es prefijo.

Ahora para demostrar que la unién de postfijos es postfija supondremos que X; es
postfijo entonces tenemos que J, X; C U, F(X;).

Al ser F' monétono y como X; C J, X; tenemos que F(X;) C F({J, X;) para cada
1.

Por lo tanto | J, F'(X;) C F(U, X;) y finalmente por transitividad |J, X; C F(UJ, Xi),
es decir, |, X; es postfijo.

]

Teorema 1.1 (Knaster-Tarski). Todo operador mondtono tiene un punto fijo inductivo
y un punto fijo coinductivo. Mds aun:

uX.F(X) es el minimo punto fijo de F

vX.F(X) es el mazimo punto fijo de F
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Demostracion: Se demostrara el caso para uX.F(X), el restante se puede demostrar por
argumento dual. Asi mismo se dividird la demostracion en dos partes, la primera para
verificar que uX.F(X) es fijo y la segunda par ver que es el minimo.

a) Para ver que es fijo podemos usar el lema 1.1, debemos encontrar que es prefijo e
inductivo.
Sabemos que pX.F(X) es prefijo por definicién es decir F(uX.F (X)) C pX.F(X)
y es inductivo porque estd contenido en cada punto prefijo de F'.
Por lo tanto uX.F(X) es prefijo e inductivo, y por el lema anterior es punto fijo.

b) Para ver que es el minimo partiremos de F(X) C X = uX.F(X) C X, es decir
pX.F(X) es fijo inductivo.
Sea J un punto fijo, F'(J) = J en particular F'(J) C J, tal que J C uX.F(X).
Dado que puX.F(X) es inductivo entonces pX.F(X) C J, por lo tanto son el mismo,
pX.F(X) es el minimo punto fijo de F.

]

A partir de éste teorema podemos decir que uX.F(X) es la solucién més pequena a
F(X) =Xy que vX.F(X) es la solucién més grande a X = F(X). Esto nos remonta a
las secciones pasadas, habiamos dicho que un conjunto inductivo estd determinado si es
el conjunto mas pequeno que cumple con ciertas clausulas, las que definen a los objetos
bésicos y a los constructores de objetos de ese conjunto, y si existe un conjunto que haga
verdaderas las clausulas que definen el comportamiento de los destructores de objetos
coinductivos ese conjunto serd el mas grande que contenga a esos objetos, es decir el con-
junto coinductivo.

1.3.2. Induccién y Coinduccién

La solucién mas pequena y la més grande a X = F'(X) nos hace pensar en los conjuntos
inductivos y coinductivos, es decir los conjuntos mas pequenos y mas grandes que cumplan
ciertas clausulas; con esta idea podemos enunciar el siguiente principio de demostracion:

Definicién 1.12 (Principio de Induccion y de Coinduccién). Sea F' un operador mondtono
entonces el Principio de Induccion para F' es:

FX)CX=uXFX)CX
Y el Principio de Coinduccion para F es:
XCFX)=XCvrvX.F(X)

De aqui se sigue que para definir inductivamente un conjunto de objetos éste debe ser
la solucién més pequena de una inecuacién y para que un conjunto de objetos esté definido
coinductivamente debe ser la solucion mas grande de una inecuacion.
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Veamos un ejemplo sencillo, considere un conjunto X C U el cual contiene un elemento
0 y una funcién succ : X — X, si se define una funcién monétona F : Z(U) — £ (U)
mediante: FI(X) = {0} J{succ(z) | * € X} entonces podemos definir a los naturales
como el conjunto

N = uX.F(X) (1.2)

Es decir, los naturales son el conjunto més pequefio que contiene a 0y a {succ(n)|n € X}.

Normalmente cuando se requiere demostrar una propiedad P de los niimeros naturales
se usa como método de demostracién la induccion, para esto es necesario demostrar que
la propiedad se cumple para las clausulas del principio de induccién, es decir se cumple
para el cero P(0) y si suponemos cierta la propiedad para un nimero n debe de cumplirse
para el siguiente nimero P(n) — P(succ(n)). Por lo tanto concluimos que todo nimero
natural cumple con la propiedad: Vz(N(z) — P(x)).

Esto lo podemos resumir en la siguiente férmula de la légica de segundo orden:

VP( P(0) AVz(P(z) — P(succ(x))) = Vx(N(z) — P(x)))

Para toda propiedad, si se demuestra que la posee el cero y cada vez que un objeto succ(n)
cumple la propiedad es porque se tiene que n la cumple de antemano entonces se puede
decir que todo niimero natural cumple con la propiedad.

Cuando usamos el principio de induccién en puntos fijos, es decir la definicién 1.12,
para demostrar una propiedad de los niimeros naturales, debemos tener en cuenta que
N = puX.F(X) y debemos formar un conjunto S que contenga a los objetos que cumplen
la propiedad a demostrar. A continuaciéon debemos demostrar que ese conjunto cumple
con la inecuacién {0} | J{succ(z)|x € S} C Sy asi concluir que ese conjunto contiene a
los niumeros naturales N C X.

Al demostrar la inecuacién estamos diciendo que el conjunto de los niimeros que cum-

plen con la propiedad en particular cumplen con las clausulas que definen a los naturales.
Si la propiedad a demostrar es la definicién de alguna funcién sobre los niimeros naturales
f:N— B, S ={z|r € N, f(x) € B} entonces estamos demostrando que el conjunto
F(S) cumple con las condiciones de los nimeros naturales, es decir que se define a la
funcion para el cero y para el sucesor de un nimero.
Esto nos lleva a pensar en la iteracion, la definicién del principio 1.5 en la péagina 4.
Tenemos a la funcién de paso que permite definir la funcién para un objeto obtenido a
partir de una funcién constructora s; : F;(S) — 5, esta funcién atestigua el hecho de
que F(S) C S, partimos de un dominio que estd en funcién del conjunto inductivo y nos
lleva al mismo conjunto inductivo, estamos haciendo que el conjunto S cumpla con la
inecuacién que define a un conjunto inductivo mediante puntos fijos.

Del lado coinductivo, al dualizar lo anterior, tomaremos el ejemplo de los streams
de la definicién 1.7. Sabemos que podemos destruirlos en cabeza y cola, head y tail
y que esas dos condiciones permiten que el conjunto mas grande que las cumpla, X,
sea el de Stream(A). Por lo tanto tenemos que la solucién més grande a la inecuacion:
X C{s€ X | head(s) € A} () {s € X | tail(s) € X} es el punto fijo

vX.F(X) = Stream(A) (1.3)
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Podemos ver reflejada la coinduccion en este ejemplo pero si tomamos el principio
de coiteracién para streams, de la definicién 1.8, al definir una funcién que nos lleve al
conjunto Stream(A), f : D — Stream(A) sabemos que hay que definir como actian
los destructores sobre la imagen de la funcién. Haremos que un conjunto S contenga a
las listas que son resultado de aplicarles la funcién a cada elemento de la funcién, este
conjunto también cumple con las condiciones que determinan el conjunto Stream(A); en
otras palabras, hacer que el conjunto S cumpla con la inecuacién que define el punto fijo
vX.F(X) = Stream(A).

De éstos ejemplos es claro ver cémo pasamos del principio de inducciéon y de coin-
duccion al principio de iteracion y coiteracion respectivamente; en las secciones pasadas
también hemos definido los principios de recursion y correcursion para definir funciones
que involucran objetos inductivos o coinductivos pero en esta teoria ;cémo es posible
fundamentarlos?

Para esto veamos un ejemplo con naturales, demostraremos una propiedad de ellos para
ver cémo funciona la definicién 1.12 como método de demostracion.

Sabemos que N = X . F(X) donde F(X) = {0} J{succ(z) | = € X}, suponer que quere-
mos demostrar la propiedad: si n € N entonces n? € N. Segtin el principio definiremos el
conjunto de los ntimeros cuyo cuadrado es un ntmero natural: S := {r|r? € N} y debe-
mos llegar a la conclusién: si F'(S) C S entonces N C S. Para efectos de la demostracién
supondremos que las operaciones sobre los niimeros naturales son cerradas bajo ellos, esto
puede probarse por induccion.

Al demostrar la inecuacién debemos ver que 0 € S, pero esto es claro. También de-
bemos demostrar el caso para el sucesor, supongamos que r € S, esto derivado de que
r? € N. Ahora hay que demostrar que succ(r) € S, es decir succ(r)? € N, sabemos que
succ(r)? = 72 +r +r + 1 solamente tenemos que asegurar que cada parte esta en N. Pero
solo sabemos que r? € N, no podemos asegurar nada a cerca de r, es decir no podemos
concluir si r € S.

El principio utilizado tiene fallas, no es posible tener una demostracién; para poder
corregir este detalle debemos suponer que r € N es decir hay que construir un nuevo
conjunto S" = SN, al asegurar la pertenencia de r en N se puede tener que F(S") C S.
Entonces si tenemos que F(S") C S’ tendremos que N C S’ que en realidad lo podemos
interpretar como que N C §.

Derivado de esta solucién tenemos el siguiente principio:

Definicién 1.13 (Principio de Induccién y de Coinduccion extendida). Sea F' un operador
mondotono, los principios de induccion y coinduccion extendidos son:

F(uX.F(X)()X) C X = pX.F(X)C X
X CFwX.F(X)| JX)= X CvX.F(X)

Del ejemplo de la propiedad si n € N entonces n? € N podemos ver hay que agregar
el conjunto inductivo como parte de la hipdtesis para que la demostracién sea posible.
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A partir de él podemos generar el principio de recursién de manera semejante a como
fue inferido el de iteracién a partir del principio de induccion. Si queremos demostrar una
propiedad de los nimeros naturales tenemos la siguiente férmula:

VP( P(0) AVz(N(z) A P(z) — P(succe(x))) = Vo (N(z) — P(x)))

Unicamente se agrega como condicién importante, en el antecedente para demostrar que
P(succ(x)), el que x cumpla con la propiedad de ser un nimero natural. Parece innece-
saria esta condicion pero es de gran utilidad, ademds de tener el conjunto que se desea
cumpla con la propiedad se tiene al propio conjunto inductivo.

El principio 1.13, su parte inductiva F(uX.F(X)(X) C X = uX.F(X) C X, puede
ser derivada como se muestra a continuacion:
Tomaremos como hipétesis F'(uX.F(X) [ X) C X y consideremos las siguientes implica-
ciones:

1 (uWX.F(X)NXCX = FuX.F(X)NX)C F(X)

2. (WX FX)NX CuX.F(X) =FpXFX)NX)C FupX.F(X))
De éstas podemos concluir que:
FpuX.F(X)NX) CFX)NF(pX.F(X)) C F(pX.F(X)) C uX.F(X).
Si sabemos que puX.F(X) es fijo entonces nuestra conclusiéon previa se convierte en:
F(pX.F(X)NX) C F(X)pX.F(X) y en particular agregando la hipdtesis:

F(uX.F(X)()X) CpX F(X)[ X C X

obtenemos pX.F(X) C X ya que pX.F(X) C uX.F(X)NX = pX.F(X) C X.
Finalmente concluimos que a partir de F/(uX.F(X) () X) C X llegamos a uX.F(X) C X.
Analogamente se puede derivar la parte del principio 1.13 correspondiente a la coinduc-
cion extendida.

Podemos resumir, como es hecho en [7], que pX.F(X) es la solucién méas pequena
a X = F(X) y que es el conjunto definido inductivamente por F, que vX.F(X) es la
solucién més grande a X = F(X) es el conjunto definido coinductivamente por F'. Para
demostrar una propiedad de algin conjunto inductivo Z o coinductivo C, es necesario
encontrar la solucién a una inecuacién, es decir para poder usar la inducciéon o la coin-
duccién se debe tener un conjunto S que serd el que contenga a los objetos que cumplen
la propiedad a demostrar y ese conjunto debera satisfacer la inecuacion que define al con-
junto inductivo o coinductivo. De esta manera se demostrard que Z C S e Z serd al menos
ese conjunto, y para el conjunto coinductivo C se demostrara que S C C para que C sea
la soluciéon més grande. El principio de induccion y coinduccion permite generar al meca-
nismo de definicién que hemos usado, la iteracién y coiteracion; asi mismo el principio de
induccion y coinduccion extendida genera el de recursion y correcursion.

1.4. Teoria de Categorias

La Teoria de las Categorias es una forma abstracta de tratar objetos matematicos y las
relaciones entre ellos; trabajaremos con los conjuntos de objetos inductivos y coinductivos
que pueden ser vistos como objetos en una categoria.
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A continuacién se dan algunas definiciones béasicas sobre teoria de categorias suficientes
para el trabajo aqui realizado para més detalle se puede consultar [12] y [1]. Ademads
se introducen algunas convenciones notacionales que se usaran a lo largo del trabajo
desarrollado.

1.4.1. Conceptos Basicos

Definicién 1.14 (Categoria). Una categoria C es un par C = (O, M) donde O es
una coleccion de objetos y M es una coleccion de morfismos los cuales son funciones
f: X — Y para cada par de objetos X, Y tales que:

» St f es un morfismo del objeto X al objeto B y g es un morfismo del objeto X al
objeto Z entonces la composicion g o f es un morfismo del objeto X al objeto Z

s Para cada objeto X € C' existe un morfismo identidad: ldx : X — X

» Para cada f - W — X, g: X — Y yh:Y — Z se tiene que la funcion o es
asociativa:

[(hog) o fI(X) = [hogl(f(X)) = hg(f(X))) = h([g o fI(X)) = [ o(goh)](X)

» Para cada f: X —Y se tiene que (f oldx)(X) = f(X) y ldy of (X) = f(X)

Definicién 1.15 (Funtor). Dadas dos categorias C' y D, un funtor F': C — D consiste
de dos operaciones que:

= envian objetos de la primera categoria en objetos de la sequnda, st X € C' entonces
F(X)eD

» envian morfismos de C' en morfismos de D, si f : X — Y € C entonces F(f) :

F(X)—FY)eD
tales que se cumplen las siguientes propiedades:
1. Para todo objeto X € C sucede que F(ldx) = ldp(x)
2. Para los morfismosenC, f: X =Y yg:Y — Z se tiene que F(gof) = F(g)oF(f)

Las definiciones que a continuacién se presentan estan relacionadas directamente con
el trabajo que se realiza aqui y para esto enunciaremos un principio muy importante en
teoria de categorias:

Principio de dualidad Si alguna afirmacién de categorias y funtores es verdadera o es un
teorema entonces la afirmacién dual también lo es. La afirmacion dual puede ser obtenida,
informalmente, al cambiar el sentido de las flechas usadas en la afirmacion inicial, es decir
cambiar el dominio de la afirmacién inicial por el codominio de ella y viceversa.

El dual de una categoria C' se denomina C°?; ésta categoria tiene los mismos objetos que
la primera pero los morfismos o flechas cambian de sentido, es decir si en la categoria C'
hay un morfismo f : X — Y en la categoria opuesta esté el morfismo f : Y — X. El dual
de una propiedad en la categoria C' tiene por opuesto una propiedad en la categoria C'?,
cualquier teorema verdadero para las categorias C' es verdadero para las categorias CP.
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Ademads podemos notar que (C?)? = (.

Otra observacion pertinente es la siguiente, al trabajar con categorias se debe tener en
cuenta que se usaran diagramas conmutativos y que las propiedades derivadas de éstos
en categorias implican una propiedad universal.

A continuacién se dan las definiciones de producto y coproducto, ttiles para poder
incluirlos en las categorias que usaremos ya que para describir los objetos inductivos y
coinductivos es necesario el uso de funtores.

Un ejemplo muy conocido de un producto es el producto cartesiano A x B que permite
tener dos conjuntos y relacionar los elementos de ellos, necesariamente en el orden A
seguido de B para obtener A x B:

Ax B={(a,b)|ac Ay be B}

Definicién 1.16 (Producto y par). Sean C' una categoria y {X; : i € I} una familia
de objetos indexados en C, el producto de la familia {X;} es un objeto X junto con una
coleccion de morfismos m; : X — X;, llamados proyecciones, que satisfacen la siguiente
propiedad universal: para todo objeto Y y una coleccion de morfismos f; Y — X, existe
un unico morfismo f 1Y — X de tal forma que para todo i € I se da el caso que f; = m; f,
haciendo que el siguiente diagrama conmute:

A
4

i
Y —— X,

f .

T

Si la familia de los objetos indexados solo tiene dos elementos tenemos al producto como
usualmente lo conocemos x1 X xo y el siguiente diagrama:

Y
VAR
|

X1 TXI X X2T2>'X2

En este diagrama podemos ver que el producto se forma con las proyecciones: my, Ta.
El par es denotado por (f1, fa) € X1 X X5

Aplicando el principio de dualidad, un coproducto, mas usualmente llamado suma, es
una construccion que sintetiza objetos, su evaluacién depende del objeto:

B+C— A
inl(b) = f(b)

[f, g9](x) — case x of inr(c) = g(c)
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Definicién 1.17 (Coproducto y copar). Categdricamente: Sea C' una categoria y sea
{X; :j € J} una familia de objetos indexados en C, el coproducto de la familia {X;} es
un objeto X junto con una coleccion de morfismos v; :+ X; — X, llamados inyecciones,
que satisfacen la siquiente propiedad universal: para todo objeto Y y una coleccion de
morfismos f; : X; — Y existe un unico morfismo f que va de X a'Y de tal forma que
fj = f o, haciendo que el siguiente diagrama conmute:

X
N
Lj \\
o~
<
X, v
J

Si la familia de objetos consta de solo dos entonces el diagrama es el siguiente:

Y
y fy
|

X TX1 EBXzTXQ

En este diagrama podemos ver claramente que el coproducto usual se forma con las in-
Yecciones: Ly, L.
El copar es [f1, f2] € X1 & Xo

En adelante se omnitiran los paréntesis que acompanan la sintaxis de un funtor, es
decir F(X) cambiard por F X para facilitar su escritura.

Definicién 1.18 (F-dlgebra). Dado un funtor F' : C' — C en una categoria C, una
F-dlgebra es un par (A, f) tal que f: FA — A.

Definicién 1.19 (Morfismos entre F-dlgebras). Dadas dos F-dlgebras (A, f) y (B, g) un
morfismo de la primera a la sequnda, h : A — B, es un morfismo en C' tal que el siguiente
diagrama conmuta:

f

FA—— A
Fh h

rB—2 B

Definicién 1.20 (Algebra inicial). Un dlgebra inicial, (A, f), es un objeto inicial en la
categoria de las F-dlgebras, es decir, existe un unico morfismo ltg, del dlgebra inicial a
cualquier otra (B, s). Si existe, el dlgebra inicial es inica y se denota como (pWF,ing):

FuF-2E F
F(lty) It

FB—2>—~ B
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Las F-algebras al tener en su par a f : FA — A nos hace recordar a los constructores
de un conjunto inductivo: ¢; : F(Z) — Z, es por esto que las algebras iniciales se usan
para describir conjuntos inductivos. De la misma manera nos recuerda a los principios
de induccién vistos en la seccién de puntos fijos ya que se debe suponer que F(X) C X
para demostrar que pX.F(X) C X. Para poder explicar la transformacién del simbolo C
al de — haremos referencia a una categoria importante, la categoria de conjuntos deno-
tada por Set. Esta categoria tiene por objetos a conjuntos y por morfismos a funciones
entre conjuntos, en particular podemos usar como funcién u operacién a la contencion.
Si regresamos a las definiciones de la seccion pasada, es decir los puntos fijos, podemos
imaginar que todas las proposiciones en donde aparece C sera cambiado por — y de esa
manera transportarnos al mundo de las categorias.

Dualmente para los conjuntos coinductivos se trabaja con las coalgebras finales, los des-
tructores d; : C — F(C) se ven reflejados en f : B — FB. Asi mismo el principio de
coinduccién se puede traducir a categorias cambiando C por — en X C F(X) = X C
vX.F(X).

A continuacién dualizamos las definiciones anteriores:

Definicién 1.21 (F-coélgebra). Dado un funtor F' : C — C en una categoria C, una
F-codlgebra es un par (B, g) tal que f: B — FB.

Definicién 1.22 (Morfismos entre codlgebras). Dadas dos codlgebras (B, g) y (A, f), un
morfismo de la primera a la sequnda h : B — A es un morfismo en C tal que el siguiente

diagrama conmuta:

p—2 .rp

h Fh

A—1 L pa

Definicién 1.23 (Codlgebra final). Una codlgebra final, (B, g), es un objeto terminal en
la categoria de las F-codlgebras, es decir, existe un unico morfismo Colts, de cualquier
codlgebra (A, s) a la codlgebra final. Si existe, la codlgebra final es unica y se denota como
(vF,outp):

A—2—>FA

Colt, F(Colts)

outp
vF——FvF

Las notaciones para las algebras iniciales y las coalgebras finales utilizan los simbolos
que fueron usados en la seccion de puntos fijos para referirse a la solucion més pequena,
pX.F(X), vy ala soluciéon més grande v X.F(X).

Para los principios de recursion y correcursion es necesario nombrar dos definiciones
mas, éstas son las definiciones de las algebras que son recursivas y correcursivas. La
primera refleja el uso de productos y la segunda el de coproductos.
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Definicién 1.24 (F-dlgebra recursiva). Sea Ilp : C' — C' el funtor definido como IIpC =
C x D. Una F-dlgebra (A, f) es recursiva si para toda F(I14)-dlgebra (B,g) existe un
morfismo h : A — B tal que:

f

FA—— A

F(ld, h>‘ [h

F(AxB)-%> B

Definicién 1.25 (F-codlgebra correcursiva). Sea Yp : C — C el funtor definido como
YXpC = C + D. Una F-codlgebra (A, f) es correcursiva si para toda F(X4))-codlgebra
(B, g) existe un morfismo h: B — A tal que:

B -L+F(A+B)

h‘ ‘F[Id, h)
/

A—FA

Finalmente se nombraran algunas definiciones necesarias para el trabajo posterior,
éstas son las didlgebras. Serdn tutiles en el momento de justificar el sistema de tipos del
ultimo capitulo, més adelante se explica el porqué de su uso y la ventaja de trabajar con
ellas.

Definicién 1.26 (Didlgebra). Sean F,G : C — D dos funtores covariantes entre las
categorias C, D. Una F,G-didlgebra es un par (A, f) donde A es un objeto en Cy f :
FA — GA es un morfismo en D.

El término covariante se refiere a la invarianza de forma, es decir de la permanencia
sin cambios; esto permite relacionarse con la monotonia de un funtor y muchas veces se
les toma como sinénimos.

Definicién 1.27 (Morfismo entre didlgebras). Un morfismo entre dos F' — G-didlgebras
(A, f) vy (B,g) es un morfismo en C, h: A — B tal que el siguiente diagrama conmuta.

FA—) v aa

no o

rB—2 ap

Si sustituimos alguno de los dos funtores por el de identidad, I, tenemos por un lado
al sustituir el segundo funtor, una F, [-didlgebra que en realidad es una F-algebra y si
sustituimos el primero tendremos una I, F’-didlgebra que es una F'-coalgebra.

Se consideraran las didlgebras cuyos funtores F,G : C — C™ sean de la forma F

(Fy,...,F)yG={(,...I) con F;: C — C.
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Definicién 1.28 (F,G-didlgebra inicial). En caso de ezistir la F,G-didlgebra inicial,

serd denotada por (u(Fy, ..., F,),in,). En tal caso se cumple la siguiente propiedad uni-
versal: )
(RU,... B0 —22 (U, U)
(Fih,..., Fuh) (h,....h)

(FB,...,F,By—>3—(B,...,B)

Donde U := u(Fy,...,F,) y el morfismo h : U — B es el unico que permite que el
diagrama conmute, es decir:

hoin, =so (Fih,..., F,h)

Definicién 1.29 (G, F-didlgebra final). En caso de existir, la G, F-didlgebra final serd de-
notada por (v(Fy, ..., F,),out,). En tal caso se cumple la siguiente propiedad universal:

(B,...,By—2—(F\B,...,F,B)

(h,...,h) (Fih, ..., F,h)

W, vy =M mv RV

Donde V :=v(Fy,..., F,) yla funcion h : B — V es la dnica tal que hace que el diagrama
conmute, es decir:
out, o (h,....h) = (Fih,...,F,h)os

1.4.2. (Co)lteraciéon y (Co)Recursién

Los principios que se enuncian a continuacion ya han sido discutidos, pero son presen-
tados en el contexto de esta seccién y se derivan a partir de las propiedades universales
tanto de las algebras iniciales y codlgebras finales asi como de las algebras recursivas y
las codlgebras correcursivas, es decir la conmutatividad de los diagramas mencionados en
las definiciones anteriores.
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Teorema 1.2 (Principio de Iteracién y de Coiteracién). Categdricamente, el principio de
iteracion estd dado por la propiedad universal de la definicion 1.20:

ltsoing = so F(Ity)
Y el principio de coiteracion mediante la propiedad universal de la definicion 1.23:
outp o Colty = F(Colty)

En ambos se tiene a la funcién f como el morfismo entre las dlgebras o codlgebras,
ésta funcion a definir mediante iteracién es llamada It, y para la coiteracién la funcion
es llamada Colt,. La funcién s es la funciéon de paso que hemos definido desde secciones
anteriores, esta funcién de paso es especial para cada funcion iterativa o coiterativa es
por eso que se indica como subindice de cada una de ellas. Los constructores estan codi-
ficados en la estructura inp es decir en el morfismo del dlgebra inicial, ing = [¢;, ¢;]. De
la misma manera los destructores de un conjunto coinductivo pertenecen a la estructura
outp = (dj). Del ejemplo de los niimeros naturales, en la definicién 1.1 y ecuacién (1.2),
Nat := pX,1+ X, podemos notar que el algebra inicial que define a los nimeros natura-
les es: (Nat, [0, succl), el dlgebra inicial del funtor F(X) =1+ X. Y del ejemplo de los
streams, de la definicién 1.7 y ecuacién (1.3) podemos definir a los streams de nimeros
naturales como la codlgebra final (Stream(Nat), (head, tail)), la codlgebra final del funtor
F(X) = Nat x X quedando como Stream(Nat) := vX.Nat x X.

En las dos primeras secciones se hablé de unas funciones que no estaban del todo
definidas dentro de los principios de iteracion y coiteracién, solamente se dijo que tenian
algunos términos involucrados. En el principio de iteracién 1.5, la funcién (... f(z)...)
corresponde a la aplicacién del funtor a la funcién a definir: F'(Ity); de la misma manera
al hacer referencia del principio de coiteracién con la férmula (1.1) corresponde en el dia-
grama anterior a F'(Colt,).

Los principios de recursién y correcursion primitivas se derivan de las definiciones de
algebras y codlgebras recursivas, 1.24 y 1.25:

Definicién 1.30 (Principio de Recursién y de Correcursién primitiva). El principio de
recursion estd dado por la conmutatividad del siguiente diagrama:

FuF-2E i p
|

F(ld, Rec;) :Recs

|
Y

F(uF x B) S, B
Y el principio de correcursion mediante la conmutatividad del diagrama:

B -5~ F(vF + B)
|

CoRecS: Fld, CoRec;]
|

Y outp
vF——FvF
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La recursién y la correcursiéon primitivas definen funciones mediante las siguientes
igualdades:

Rec;oing = so F((ld, Recy))
outp o CoRec;, = F'([ld, CoRecy)) o s

De las tltimas definiciones, las de didlgebras, enunciaremos los principios de (co)iteracién
y (co)recursion derivados de las definiciones 1.28 y 1.29. En estas definiciones, los diagra-
mas pueden ser separados en los siguientes para 1 < i < n:

inm i
Fu(Fy,. .. F) — u(Fy, ..., Fy) B & F,B
Fi(It)) It Colt} F;(Colt})
S outy ;
F.B d B V(Fy, ... F)—S Fi(v(Fy,..., F,))

Entonces los principios se pueden enunciar de la siguiente manera:

Definicién 1.31 (Principio de (Co)lteracién). Los principios de (co)iteracion estin dados
por la conmutatividad de los diagramas anteriores, es decir:

Ity oin,; = s; o Fi(It}) out, ; o Colt] = F;(Colt}) o s;
Para los principios de (co)recursiéon tenemos los siguientes diagramas:

inn,i S;

Fi(u(Fy, ..., F)) ——u(Fy, ..., F,) B ————F,(v(F,...F,)+ B)
F;({ld, Rec?)) Rec? CoRec} F;([ld, CoRec}])
S; outm
FZ<IU(F1, R >Fn) X B) — B V(Fl, R ,Fn)—>Fi(l/(F1, R >Fn))

Definicién 1.32 (Principio de (Co)Recursién). Los principios de (co)recursion estin
dados por la conmutatividad de los diagramas anteriores a decir:

Rec} oin,; = s; o F;((ld, Recl)) out, ; 0 CoRec; = F;([ld, CoRec}]) o s;

Resumiendo podemos decir que las dlgebras iniciales formalizan lo que se vio en el
reino inductivo y las codlgebras lo correspondiente al reino coinductivo. El principio de
iteracion permite definir una funcién mediante iteracién, es decir aplicar la funcion a defi-
nir a los objetos basicos y a los constructores. El principio de coinduccién permite definir
funciones mediante la aplicacion de los destructores a la imagen de la funcion.
Recordemos siempre que bajo estas definiciones se encuentran las funciones de paso es-
pecificas para cada una de ellas.
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1.5. Calculo Lambda

Es un sistema formal que involucra todo lo referente a las funciones, definiciones, apli-
caciones, recursion, etc., ademas se ocupa de formalizar un prototipo de un lenguaje de
programacion. Es bien conocido entre las personas que se dedican al estudio de los len-
guajes de programacién, en particular a la programacién funcional; por lo que me lleva a
incluirlo en este trabajo, sera utilizado para pasar de la teoria de categorias a la progra-
macién funcional. En esta seccién solamente se dard una breve introducciéon a la historia
de éste y a los conceptos basicos, asi como una descripcion del sistema F que es la base
para el desarrollo del sistema de tipos presentado en el ultimo capitulo.

1.5.1. Historia y el Calculo lambda puro

Alrededor de 1930, con base en el cdlculo lambda y la 16gica combinatoria se pretendia
desarrollar una teoria general para las funciones y extenderla con logica para tener una
base para las matematicas. Schonfinkel y Curry desarrollaron la légica combinatoria y
Alonzo Church se dedicé a desarrollar el calculo lambda en un intento para proponer
un sistema formal completo que fundamentara las matematicas, pero por desgracia no
pudo lograr ese fin, debido a que fueron encontradas algunas inconsistencias por Stephen
Kleene y Rosser. En las décadas siguientes se siguié trabajando con el calculo lambda y
se encontraron otros usos para esta teoria.

Church encontré que usando el calculo lambda a manera de funciones podia desarrollar
la formalizacién de un “cémputo efectivo” mediante el concepto de una definicion lamb-
da. Kleene, partiendo de esta formalizacién, pudo demostrar que la definicién lambda es
equivalente a la recursividad de Godel y Herbrand y finalmente Church demostré que la
recursividad es una formalizacion de un computo efectivo.

Al mismo tiempo Turing al dar un analisis de la computabilidad de una méquina, de-
mostré que el ser Turing-computable es equivalente a una definicion lambda.

Si describimos el calculo lambda podemos decir que es una teoria de funciones, las
funciones son reglas, es decir, el uso de funciones como el proceso para ir de un argumento a
un valor. Al ser las funciones el objeto de estudio dentro del calculo lambda, es importante
hacer la observacion que las funciones son objetos de primera clase, es decir pueden ser al
mismo tiempo funciones, argumentos de funciones y hasta resultado de alguna aplicacion.
El alma del calculo lambda son las expresiones lambda que permiten definir de una forma
distinta a la conocida una funcion, estas expresiones siempre tienen un solo argumento
seguido de la accién a la que se sometera dicho argumento.

Veamos la definicién de una expresion de este formalismo:

Definicién 1.33 (Expresion del Célculo lambda). Una ezpresion del cdlculo lambda, o
un término lambda (N — term) estd determinado por:

(A —term) == (var) | Mvar) . (XA —term) | (A — term)(\ — term).
(var) c=a|ylz]| ...
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Es decir un término lambda, ¢, puede ser una variable, una abstraccién lambda o una
aplicacion. Al tener una sintaxis tan simple se podria pensar que no es fuerte pero por el
contrario tiene una facilidad para describir las funciones computables y es por esto que es
considerado un lenguaje ensamblador en el paradigma funcional. La abstraccion corres-
ponde a lo que conocemos como funcién o computacionalmente como un procedimiento en
algtin lenguaje de programacion, recibimos informacion como entrada y devolvemos una
salida. Debido a que cualquier término puede ser visto como una funcién y un argumen-
to también puede ser una funciéon nos encontramos frente al paradigma de los lenguajes
funcionales.

Estudiemos con atencion las dos operaciones del calculo lambda, la abstraccién y la
aplicacion. La aplicacion es una operacion primitiva, la aplicacién rs se traduce como: el
término r recibe como argumento al término s. Si hay méas de dos términos siempre se
asociard a la izquierda, es decir un término rst es equivalente a (rs)t.

La abstraccion denota la atraccién de una variable hacia un término, Az.t, es decir
f(z) = t; el punto dentro de este término ayuda a indicar el alcance de la abstraccién que
siempre serd a la derecha del punto y lo més lejano que sea posible. Por ejemplo el término
Az.xy en realidad es Az.(xy). Dijimos que las funciones tienen un sélo argumento asi que
un término como éste: Axy.Are. A\x3. ... A\x,.t podemos cambiarlo por Azixox3...x,.t te-
niendo en cuenta que siempre se hablara de funciones con un solo argumento. Por ejemplo
la expresion (Azyz.zz)yz es equivalente a ((Az.Ay.Az.x2)y)z.

Al restringir el uso de un sélo argumento para las funciones debemos pensar como so-
lucionar el problema que se presenta cuando una funcién tiene dos o mas argumentos,
como por ejemplo supongamos que queremos definir la funciéon que suma dos nimeros:
add : N x N — N, tenemos como argumento un par de nimeros y la funcion devuelve
un numero, la suma del par. En el cdlculo lambda seria traducido como add = AmAn.t si
tuviéramos definidos los nimeros y el término ¢ serfa la operacién de sumar ambos niime-
ros. Al trabajar con funciones de un sélo argumento obliga al calculo lambda a incorporar
un fenémeno llamado curryficaciéon, debido a Haskell Curry. La curryficacién se presenta
cuando se transforma una funcién que tiene varios argumentos en una secuencia o serie de
funciones con un solo argumento, es decir los argumentos de las funciones de esta secuencia
son funciones, las cuales reciben como argumento los argumentos que faltan. Por lo tanto
nuestra funcién de suma se trasformarfa en add : N — (N — N), recibe primero un nimero
y devuelve una funcion que espera como argumento el segundo ntimero,el resultado final
es la suma de los dos argumentos de las funciones. Asi podemos extender la operacion
de suma a tantos argumentos como queramos: add : N — (N — (N — ...)...) — N).
Podemos generalizar de una manera informal este procedimiento al cambiar los simbolos
x por — en el dominio de la funcién a curryficar, transformando todo a funciones unarias.

Veamos unos ejemplos para aclarar la definiciéon, si queremos sumarle dos a un ntime-
ro tenemos la siguiente funcién: f(z) = = + 2, traducida al célculo lambda tenemos la
expresion Axr.x + 2. Observemos que siempre hemos trabajado con funciones con nombre,
podemos decir que la funcion f es la que suma dos a un niimero, pero al tener esta funcion
en el calculo lambda aparece sin nombre, no hay forma de anotar su nombre y de ahi que
no podemos distinguirla de las demés, son funciones anénimas.
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Tomando este mismo ejemplo, para aplicar una expresiéon a un argumento sélo es ne-
cesario colocar la expresion antes del argumento: (Az.x + 2) 1 = 3.

En las abstracciones tenemos una nociéon importante como la que es utilizada en légica
de predicados, cuando se tienen cuantificadores, ligados a éstos se encuentran las variables.
De la misma manera se ligan las variables al operador A:

Definicién 1.34 (Variables libres y ligadas). Dado un término, t = Ax.r, la variable x
es libre en el término si x no estd en el alcance de Ax.r. De lo contrario estd ligada, es
decir, T aparece en el término r.

El conjunto de variables libres de un término t se define de la siguiente manera:

vl(z) ={z}
ol(t) == ¢ vl(Ax.t) = vl(t) — {z}

vl(rs) = vl(r)|Jvl(s)

Asi mismo un término que mo contiene variables libres es llamado término cerrado o
combinador.

El alcance de una variable en un término permite determinar hasta qué punto la varia-
ble en cuestién se ocupa, por ejemplo en el término (Az.x(Az.z))x) la primer z afecta a la
inmediata, el siguiente término se comporta de la misma manera y la ultima es libre; ese
término se puede reescribir como (Az.x(Ay.y))z). Otros ejemplos de la definicién anterior
son los siguientes, en el término (Axy.xyz)(Az.zy)w las variables libres son: la primer z,
la segunda y y por tltimo w y no es un combinador, mientras que el término Azyz.zz(yz)
es un término cerrado.

Cuando queremos comparar dos términos, es decir si ambos codifican una misma
funciéon podemos hacerlo si al compararlos solamente difieren en el nombre de las variables
ligadas. Podemos renombrar variables de la manera conocida en légica, entonces si tenemos
dos términos r y s decimos que son « equivalentes, r =, s, si r resulta de s al final de
varios cambios de variables; trabajaremos con esta equivalencia y consideraremos a r =, s
como una forma de decir que r y s son idénticos.

De la misma manera como el renombre de variables es un concepto conocido el de
sustitucion también lo debe ser:

Definicién 1.35 (Sustitucién). Se define la sustitucion en términos del cdlculo lambda
de la siguiente manera:

w =71 =7
s ylzi=r] =y si v #y.

v (ts)[x:=71] = tlx :=r]s[x :=1].

(Ayt)[z :=7r] = \y.tlr :=7r] donde y ¢ {x} UV L(r).

Como observacion importante, la restriccion usada en la tltima clausula de la definicion
anterior no es tal por el uso de la =,.
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Semantica Operacional

Dar un significado a un programa mediante las matematicas es hablar de la semantica
operacional, a partir de la seméntica operacional de un lenguaje de programacién es po-
sible describir una serie de computos que permiten interpretar a un programa valido, es
decir, dar el significado del programa. Dentro del contexto funcional, después de procesar
la secuencia obtendremos el valor del programa, para procesarla es necesario hacerlo me-
diante transiciones entre los términos a reducir, y para ello se dara una regla de inferencia
para definir las transiciones validas.

La reduccion (8 es una regla que permitird pasar de un término a otro al hacer una susti-
tucion:

(Az.r)s —g r(z = s
Cuando se tiene un término de la forma del lado izquierdo de la regla de reduccién anterior
se dice que es un redex, es decir una expresién reducible (reducible expression). Cuando
un término no tiene un se puede decir que esta en forma normal.

A continuacion veremos unos ejemplos de estos términos, éstos los llamaremos progra-
mas. Son la representacién de booleanos, True y False con algunas funciones, los pares de
objetos y por supuesto los conocidos niimeros naturales llamados numerales de Church.

1. Booleanos

m true := \z\y.x

» false := Az Ay.y

= test := ADAt)e.ble

= not := \z.zfalsetrue

= and := Az \y.xy false
2. Pares
m pair := AfAsA\b.bfs
m fst:= Ap.ptrue
= snd := Ap.pfalse
3. Numerales de Church
= ASsAz.z
= ASAz.52
2 := AsAz.s(sz)
» 3= AsAz.s(s(sz))
= AsAz.s(...(sz)...)

» succ := AnAsAz.s(nsz)

[ ] [ ]
= Ol

» add := dmAnAsAz.ms(nsz)

= prod := AmAn.m(addn)0



1.5. CALCULO LAMBDA 27

w iszero := Am.m(Az. false) true
» pred := Am.fst(msszz) donde:
e 7z := pair 00
e ss:= \p. pair(snd p)(succ(snd p))

El niimero m es tener n veces el sucesor del cero z.
Estos programas pueden combinarse, por ejemplo si se quiere resolver la operacién 2 + 1
al traducirla al calculo lambda tendremos add 2 1. Siguiendo la reduccién:

(AmAnAsAz.ms(nsz))2 1T — AsAz.2s(1s2) — AsAz.2s(AsAz.s2(s2)) —

AsAz.(AsAz.s52(8(s2))) — AsAz.s882 = 3

Hasta este momento hemos visto que este calculo posee propiedades importantes ya
que se puede expresar cualquier funcién computable en un término lambda pero tiene
unos pequenos defectos. Para empezar tenemos sucesiones infinitas de reduccién esto
quiere decir que el calculo lambda no es terminal por ejemplo si tenemos los términos
w = Ar.zx y () := ww bajo la reducciéon B tenemos: 2 —4 €, estos términos no pueden
ser evaluados a una forma normal por lo que se les denomina términos divergentes.
Cuando aplicamos la reduccion 8 podriamos pensar en que al sustituir los términos se
simplifican pero no es de esa manera, considerar el término w’ := Az.zzx al tener el
término w'w’ se reduce en

W' =5 0w =5 (W' =5 (W'D =g
También puede darse el caso que la reduccion 3 nos lleve a sucesiones infinitas de reduccion
a pesar de que el término en cuestién esté en forma normal.
Para poder acotar el comportamiento de la reduccién 3 es necesario escoger una de
las siguientes estrategias de evaluacion:

= Orden Normal: se reduce en primer lugar el redex que se encuentre mas a la izquierda
y mas afuera.

= Llamada por nombre: también llamada evaluacion perezosa debido a que sigue la
misma idea del orden normal pero sin reducir abstracciones.

» Llamada por valor: a ésta se le conoce como evaluacion ansiosa debido a que la
reduccion sélo es en los redex cuyo argumento es un valor, es decir una abstraccion.

Cuando un término tenga una forma normal, independientemente de la estrategia que
se escoja, jpuede ser que sea unica esta forma normal?. En un sentido computacional
podemos preguntar si un programa, al terminar ;tendra siempre el mismo resultado?.
Para responder estas preguntas tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.3 (Teorema de Church-Rosser). Sit —g t' yt —3 t” entonces existe r tal
quet' —gr yt’' —gr.

Corolario 1.1 (Unicidad de las formas normales). Sit —75t" yt —5t" cont’ yt” formas
normales entonces t' = t".
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Representacion de funciones recursivas

Como hemos visto en las secciones anteriores, la recursiéon es una herramienta muy
importante para definir funciones que involucran objetos inductivos. Con lo que hemos
descrito del calculo lambda puro seria util poder definir términos que definan una funcion
recursiva, para ésto se utiliza el combinador divergente w = (Az.xzz)(Azx.zz); cada vez
que se reduce el redex de este término obtenemos a él mismo. Este combinador es una
generalizacién de un operador de punto fijo, es una funcién de orden superior que calcula
el punto fijo de otra funcién

fir =Af. (\z. fzz) ( Az, fxo)

Es decir, la expresién fix g diverge para cualquier g Este término tiene un cardcter re-
petitivo, lo usamos para definir una funciéon recursiva h tal que ésta vuelva a llamarse
asi misma dentro de su cuerpo h = ...h.... Obsérvese que este término no es normaliza-
ble, pues no termina de evaluarse.

Por ejemplo si queremos definir la funcién factorial:

If n =0 then 1
else n * (If n-1 = 0 then 1 else
(n-1) * (If n-2 = 0 then 1 else
(n-2) *

)

Para definirla en el calculo lambda con ayuda del operador fix debemos definir la
funcién g = A\f.(...f...) y luego la funcién factorial = fix g. Teniendo finalmente a:

g = Mfct.An. ifiszero n then1 else(prod n(fct(predn)))

Aqui fect es s6lo un nombre para una variable utilizado para facilitar la definicién.

1.5.2. Calculo lambda tipificado

Lo que hemos descrito del calculo lambda ha sido la parte llamada pura o no tipificada,
solo tenemos una forma nueva de describir funciones mediante abstracciones . En esta
parte veremos el refinamiento del calculo lambda puro al agregar tipos, éstos definen la
pertenencia de un término o una expresién a una clase! de objetos que cumplen cierta
caracteristica. En ciencias de la computacion se le asigna un tipo a un dato, es decir se
determina la pertenencia de una variable, una constante o una funcién a un dominio.
Un tipo de dato describe objetos bésicos, su representacion, estructura y como van a ser
entendidos dentro de un algoritmo o en una computadora.

En el cédlculo lambda tipificado se consideran tanto el dominio como el codominio de las
funciones para poder trabajar con ellas.

Generalmente cuando realizamos una funcién no nos detenemos a pensar en los ar-
gumentos que recibe, por ejemplo si deseamos evaluar la funcién and en los booleanos

1La cual no necesariamente es un conjunto
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esperamos que los argumentos sean booleanos, es decir true o false, por que si fueran de
cualquier otro tipo el resultado pudiera no ser un booleano como estamos acostumbrados
a devolver o simplemente no estaria definido. Es por esto que el calculo lambda tipificado
permite eliminar errores de evaluacion, aseguramos que los argumentos y las evaluaciones
de los términos lambda sean correctos y no haya inconsistencias.

Dentro de la tipificacién existen tres estilos, cualquier término estd denotado por ¢y
cualquier tipo con letras mayusculas:

1. Tipificacion explicita o a la Church
Este estilo de tipificacién expone los tipos en cada parte de los términos lambda, es
decir estan anotados:

te=2:T|(Ae:Tt:S):T—=S|{t:T—=S)(t:T):S

2. Tipificacién parcial o a la Church
Esta tipificacion sélo anota a las variables de las abtracciones \:

to=x| e Tttt

3. Tipificacién implicita o a la Curry
Aqui no hay tipificacion, el tipo puede ser deducido a partir de los tipos de las
variables dadas, los cuales se guardan en un contexto:

to=x| Ax.t|tt

Un ejemplo de un sistema del cédlculo lambda tipificado parcialmente es el simple
denotado por A en el que aparecen tipos basicos predefinidos y el tipo funcién —:

T:=C|T—-T
to=x|de:T.a|tt

Algunos tipos bédsicos, son por ejemplo los booleanos bool = {T'rue, False} y los naturales
nat = {0, 1,... }, etc. Estos son los tipos C' y las constantes son los elementos de los tipos
bésicos.

En este sistema también es importante agregar valores, los cuales son términos que
representan posibles resultados de evaluaciones. Y para poder conocer los tipos de las
variables existentes es necesario agregar contextos, éstos contienen las declaraciones de
variables I' = {x1 : T1,29: Ta,... 2, : Tn} v se definen como:

Fa=0|T,x:T

Donde se supone que en I, la variable  no ha sido definida.

Cuando es necesario referirse al tipo de un término o a la deduccion del tipo de un
término, dado un contexto, usamos la notacion I' = ¢ : S que se lee como: el término ¢
recibe o habita el tipo S bajo el contexto I'. A éstas deducciones se les conoce como juicios
de tipo.
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Por ejemplo si al sistema A~ se le agrega como tipo basico los booleanos los juicios de
tipos serian los siguientes:

'+ true : bool T'Ffalse:bool I'z:TrFx:T

I'Ft: T—S I'ks: S x:THTt:S
I'kFits—S I'FXe:Tt:T—S

Este sistema tiene propiedades que es importante nombrar, no seran demostradas pero
se puede consultar [2] para méas detalles:

Lema 1.3 (Inversién). Se cumple lo siguiente:

St T F true : T entonces T = bool

Si T F false : T entonces T = bool

Sil'Fxz:T entoncesx: TeD

Si ' rs: T entonces existe un tipo S tal que 'Fr:S—Tyl'Fs:S

SiI'F Xz :T.t :R entonces R=T — Ry para alguna Ry con I',x : THt: R

Proposicién 1.1 (Determinismo). En un contexto dado T un término t recibe a lo mds
un tipo, es decir, si un término es tipificable en I' su tipo es unico. Mds aun, la derivacion
de dicho tipo es unica.

Lema 1.4 (Formas Canoénicas). Sea v un valor, es decir un término cerrado:
= St v es booleano, es decir - v : bool, entonces v = true o v = false
s Siv es un valor del tipo T — S, es decir=t: T — S, entonces v =z : T .t

Teorema 1.4 (Progreso). Sit es cerrado y tipificable, es decir =t : T, entonces t es un
valor o t — t' para algin t'.

Lema 1.5 (Preservacién de tipos). SiI'Ft: T yt —t entonces 't : T

Cabe destacar que en el sistema A~ se pueden definir inicamente funciones que ter-
minan, a esto se le llama normalizacién fuerte.

Definicién 1.36 (Conjunto de términos fuertemente normalizables). El conjunto de
términos fuertemente normalizables, fn se define recursivamente como sigue:

St para cada r' tal que r —g 1" yr' € fn entonces r € fn

Sir € fn decimos que r es fuertemente normalizable.

Este conjunto es el conjunto de términos r tales que no existe una sucesién infinita de
(-reducciones a partir de r.

Teorema 1.5 (Normalizacién para A7). Si -t : T entonces t es fuertemente normaliza-

ble.
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En el momento agregar tipos a un programa y poder tipificarlo aseguramos que los
subtérminos también estan tipificados, si existe un término que pueda bloquearse, es decir
computacionalmente hablando, que cause un error en la ejecucién entonces ese término
no puede ser tipificado. La tipificaciéon ayuda a controlar los programas pero a su vez
un término no bloqueado no siempre asegura una tipificacién correcta. Es por esto que
los lenguajes de programacion traen consigo un sistema de tipos para revisar que cada
parte de algin programa esté correctamente tipificada y no ocurran errores a lo largo
de su ejecucion. Para tener esta seguridad o correctud en el lenguaje son necesarios los
teoremas de progreso y preservacion de tipos.

1.5.3. Sistema F

Como hemos dicho los tipos son una forma de asegurar que los programas no caigan
en errores y que las funciones se evalien correctamente, pero el uso de los tipos puede
llegar a ser molesto.

Por ejemplo si para cada término de un programa debe de anotarse el tipo para poder
indicarlo explicitamente, entonces puede volverse dificil leer el cédigo del programa, para
solucionar este problema podemos dejar de anotar los tipos, solo trabajar con las funciones
y en el momento que se requiera obtener o verificar el tipo de algin término se puede hacer
una inferencia de tipos, podemos escoger entre los diferentes estilos de tipificacion. Otro
ejemplo es cuando una funcién es la misma pero se define para cada tipo, por ejemplo la
suma de nimeros siempre es la misma pero es distinta si los argumentos estan limitados
a un tipo en especifico, es decir es la misma por que realiza la suma en todos los casos,
pero al mismo tiempo distinta por que es definida para diferentes tipos.

Una solucién al problema de tener varias funciones que hacen lo mismo pero con diferentes
tipos es el polimorfismo. Una funcion es llamada polimoérfica si el tipo de alguno de sus
argumentos puede variar cada vez que se usa esa funcién, es decir si puede ser aplicada
y/o evaluada a valores de diferentes tipos. En el ejemplo de la suma para diferentes tipos,
la funcién que suma dos ntmeros naturales es la misma funcién que suma dos nimeros
enteros solamente que estamos tratando con diferentes tipos, los naturales y los enteros; es
conveniente definir una funcién que sume cualquier tipo de niimeros y asi tener una séla
y no una para cada tipo, ahorramos definiciones y el estar recordando cuél es la funcién
que se debe usar en cada caso.

Un sistema polimérfico importante en el calculo lambda es el sistema F. Este sistema

fue desarrollado separadamente por Jean-Yves Girard y John Reynolds, es una extension
del sistema A~ y tiene la caracteristica de poder cuantificar universalmente a los tipos,
a lo que hemos llamado polimorfismo y de ahi que también se le nombre como el calculo
polimérfico de segundo orden.
Hay diversos tipos de polimorfismo y a su vez ellos tienen una clasificacion propia, pero el
sistema F formaliza el llamado universal paramétrico impredicativo, se parametrizan los
valores y se pueden sustituir a los tipos por cualquiera incluyendo tipos polimérficos, la
idea principal es agregar la abstraccién y la aplicacion de tipos.

Existen lenguajes de programacién que manejan el polimorfismo como Haskell y ML,
pero tienen la desventaja de solamente tener un fragmento; el polimorfismo en el sistema
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F tiene el poder suficiente para estudiar aspectos no triviales de ahi que sea de gran im-
portancia dentro de la teoria de lenguajes de programacion.

Definicién 1.37 (Sistema F). El sistema F se presenta bajo la siguiente sintaxis, tipificado
a la Curry:

T = 0| T,x:T
T,RS = X|T—=S|VX.T|T+R| TxR
t,r,s  u= x| Axt|rs|inlr| inrs| case(r,z.s,y.t) | (r,s) | fstr | sndr

Usualmente los tipos producto y coproducto asi como los términos para los pares y
copares no son parte del sistema F, pueden definirse al ser agregados como primitivos, lo
que se hara por comodidad.

Se presentan las reglas de tipificacion extendiendo las que se dieron anteriormente para
el sistema \7:

e:THx:T
x:THL:S 't: T—S I's:S
I'FXet:T—S I'Hits—§S
'kEt: T 'Et:vVX. T
FFt:VX.T THFt:TX:=9
'¢:T '¢:R
I'kinlt: T+R 'kinlt: T+R

'Fr:T4+R INz:TkFs:S I'y:REt:S
It case(r,z.s,y.t) : S

I'Fr:R I'ks:S
I'F(r,s) :RxS

I'Ft:RXS
I'Ffstt: R

I'Ft:RXS
I'Fsnd?: S

La semantica operacional esta dada por las reglas de reduccion basadas en la reduccién
[, definida como la cerradura de las siguientes:

(Ax.t)
case(inlt, z.r,y.s
case(inrt, z.r,y.s

fst(r, s

snd(r, s

)
)
)
)

B
e
e
e

e
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Tipos recursivos, Iteracién y Recursién

Se presentan algunos ejemplos de tipos de datos, éstos son derivados del poder expre-
sivo que tiene el sistema F, algunos fueron vistos en secciones pasadas:

= El tipo unitario
Este tipo esta dado por el término

Unit . =VX.X — X
Y cuyo dnico elemento o habitante es la identidad polimorfica Ax.z denotada *.

= Productos
Este tipo de dato esta agregado en la sintaxis del lenguaje y también puede definirse
de la siguiente manera:

TxS=VX(T—-5—-X)—X

Légicamente, esta definicién quiere decir que el producto es el conjunto mas pequeno
cerrado bajo el par y si un objeto pertence al conjunto cerrado bajo el par entonces
pertenece al producto es decir:

yeTXxSe VXV, 2(Te — Sz — X(x,2)) - Xy

Los términos vistos en la parte del calculo lambda no tipificado se convierten en los
siguientes, del lado derecho se indica el tipo del término:

pair = AfAs.Appfs T—S—TxS
fst = AppAzAyzx) TXS—T
snd = App(Az.Ayy) TxS—S
= Sumas
Igualmente la suma ésta agregada en los tipos pero puede definirse de la siguiente
manera:

T+S=VZ(T—2)—(S—2)—Z

Los términos vistos anteriormente se transforman en:

inl = Ar. Ay \u.yzx
inr = AzAy. \uux
case = At AfAfAg.xfg

= El tipo vacio
Para este tipo no debe existir un término cerrado que lo habite:

void :=VX. X

= Booleanos
Este tipo basico es definido mediante:

bool : =VX.X —- X - X

Los términos se convierten en:
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true = Ay Az.y
false = Ay.Az.z
test = Ax. \y.A\z.oyz

= Numeros Naturales
Como recordamos de las subsecciones del Reino Inductivo y de Puntos Fijos, los
nimeros naturales son un conjunto cerrado bajo el cero y el sucesor:

y € nat & VX.(V2.Xz — Xsuccz) — X0 — Xy

nat =VX. (X - X)—- X - X

Los numerales de Church se transforman en:

0 = As.A\z.z
succ = An.As.\z.s(nsz)
no= As.Az.8"(2)

= Listas infinitas o Streams
Los streams de objetos del tipo T estan definidos mediante:

stream(T) =VXVZ.(Z—-T)—»(Z—-2)—-7Z—X)— X
con destructores head, tail definidos como:

head := As.s(AhAtAz.hx)
tail = As.s(AhAtAz.build ht(tz))

donde build := Ah. At Az \f.(fhtx).

Finalmente se describe la forma en que puede codificarse la iteracion y la recursién
para naturales en el sistema F.
La iteracion se lleva a cabo mediante el uso del siguiente término, se realiza mediante los
argumentos n que es un numero natural sobre el que se va a iterar, el objeto z : T que
devuelve en caso de que n = 0 y una funcién de paso f: T — T la cual se va a iterar:

It(n,z, f) =nfz

En particular tenemos: 1t(0, z, f)) — z e It(succ 7, z, f) — f(It(m, 2, f)).

La recursion es una forma mas fuerte para definir funciones y dado que hemos agregado
los productos definiremos el operador de recursion de la siguiente manera, recibe como
argumentos a un nimero natural n que sera sobre el que se realice la recursién, un objeto
z : T que devuelve en caso de que n = 0 y una funcién de paso f : nat — T — T que es
el paso recursivo:

Rec(n, 2, f) := snd(It(n, (0, 2), g1))
Donde gy : nat x T — nat X T, ¢ := Az.(succ(fstz), f(fstzx)(sndx)).

Este sistema también tiene propiedades como las del calculo lambda simple, el sistema
F es un lenguaje seguro y terminal debido a los siguientes teoremas:
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Teorema 1.6 (Progreso). Sit es cerrado y tipificable, es decir =t : T, entonces t es un
valor o t — t' para algin t'.

Lema 1.6 (Preservacién de tipos). SiI'Ft: T yt — ¢ entonces 't = T

Teorema 1.7 (Normalizacién fuerte para F). Sitt: T entonces t es fuertemente nor-
malizable.

Hasta este momento hemos formalizado los conocimientos necesarios para este tra-
bajo; las categorias y el calculo lambda son herramientas muy poderosas que permiten
el uso de objetos (co)inductivos de manera que se puede pensar en programar con ellas.
Ademas se han relacionado los ejemplos mas usados para la explicacién de la induccion
y la recursiéon con las definiciones y la dualizacion de ellos mismos en los principios de
coinduccién y correcursion, respectivamente. Con este capitulo serda mas facil continuar
con la meta del trabajo, llegar a la programacién funcional manteniendo el uso de los
ejemplos para la comprensién y la dualizacién de los términos conocidos que permitan
entender la coinduccion.
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Capitulo 2

Tipos de Datos Categoricos

Al momento de disenar un programa, ademas de definir la estructura que tendra, tam-
bién es importante pensar en los datos que se manejardn a lo largo de él, tanto en las
variables como en los datos que se puedan tener como informacion. Al analizarlos podre-
mos saber qué tipo de dato son, es decir podremos identificar caracteres, cadenas, enteros
o flotantes, un tipo primitivo o uno més complejo como un arbol o una lista de objetos
incluso un tipo de dato abstracto.

A lo largo de las secciones del capitulo anterior se ha hablado de objetos inductivos
o coinductivos y se han estudiado sus diferentes formas de representacion de acuerdo a
las teorfas expuestas, computacionalmente se han definido a esos objetos como tipos de
datos. Podemos decir que un tipo de dato inductivo requiere de elementos basicos y las
funciones constructoras para su definiciéon y que un tipo de dato coinductivo consta de
funciones destructoras por definicion.
Usualmente se hace referencia a los tipos de datos inductivos o mas bien son los usados
con mayor frecuencia en la practica, son pocas las veces que se trabaja con los coinducti-
vos, es comun generalizar el concepto de tipo de dato sin hacer distincién real del tipo de
dato en cuestion, ambos, los inductivos y los coinductivos, son solamente nombrados tipos
de datos sin hacer la aclaracion correspondiente. La aclaracién del tipo de dato, ya sea
inductivo o coinductivo, debe ser hecha en cada momento para diferenciarlos y asi con-
textualizar las referencias que se les hacen, en lo que resta de este trabajo se nombraran
por el tipo de dato que son.

En este capitulo se dan ejemplos de tipos de datos inductivos y coinductivos, como por
ejemplo los nimeros naturales, listas con elementos sobre un conjunto dado, diferentes ti-
pos de arboles, los nimeros conaturales, listas infinitas, etc, todos éstos tipos de datos son
definidos categoricamente con el uso de funtores, algebras iniciales o coalgebras terminales
segun sea el caso del tipo inductivo o coinductivo. Las funciones como los constructores
o destructores asi como las de paso son términos escritos en cdlculo lambda para facilitar
su comprensién y manejo ademas de que es una forma de expresar a las funciones como
programas.

En estos ejemplos sélo se trabaja con F-algebras o F-codlgebras, el uso de funtores
dentro de la definiciéon de objetos inductivos y coinductivos es importante ya que éstos

37
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son una forma de ver las descripciones o cldusulas necesarias para definir objetos que
pertenecen a un conjunto inductivo o las que hacen que se cumpla que un conjunto sea
coinductivo; cada vez que se hace referencia al tipo 1 o al conjunto sobre el que se estan
definiendo las partes de los objetos, generalmente llamado A, se estan describiendo a los
objetos basicos de cada tipo de dato como el cero, la lista vacia, etc., o a los objetos que
resultan después de haber aplicado algin destructor a un objeto coinductivo.

El trabajo del functor, ya sea en una funcién que parte de objetos inductivos o en
la funcién que tiene como codominio a objetos coinductivos, es principalmente definir el
dominio o el codominio de la funcién segin sea el caso de los objetos a tratar, es decir,
propiamente definir a los objetos inductivos o coinductivos. Ademads, el funtor permite
definir el dominio de la funciéon de paso para el caso inductivo o en el caso inductivo
define la funcién que recibe como argumento el resultado de la funcién de paso aplicada
a un objeto del dominio.

Los ejemplos de funciones sobre tipos inductivos o coinductivos estdan basados en
el principio de iteracién y coiteracion respectivamente. Resumiendo, las estructuras que
manejaremos para definir a los tipos de datos inductivos y a los coinductivos son las
siguientes:

» Tipos inductivos Z = uX.F(X)
objetos bésicos y constructores: in: FulF — pF
funciones con dominio inductivo f :7Z — B

» Tipos coinductivos: C = v X.F(X)
destructores: out : vF' — FvF
funciones con codominio coinductivo: f: A — C

Y las funciones f, sobre los tipos de datos, se definiran dando la funcién de paso ¢
correspondiente, dentro de los diagramas conmutativos para cada tipo de dato.

2.1. Tipos de datos inductivos

Se presentan ejemplos de tipos de datos inductivos, algunos ya se han descrito en el
capitulo anterior. Aqui se da, nuevamente, una descripcion intuitiva y recursiva del tipo
de dato en cuestion y se define categéricamente con ayuda de las algebras iniciales, es
decir el conjunto de objetos inductivos determinado por el funtor y los morfismos in.

2.1.1. Numeros naturales

Uno de los tipos clésicos y bésicos son los niimeros naturales, éstos estan descritos por
medio de la siguiente definicién recursiva:

0 € nat
Si n € nat entonces succ(n) € nat

donde succ es la funcién sucesor que obtiene el siguiente nimero a partir de un nimero.
La definicién categérica mediante el algebra inicial (nat,in) es:

nat = pX, 14+ X
in = [0, succ]
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Donde el morfismo in se define mediante:

0 = in(inl(%)) :1 — nat
succ = An.in(inr(n)) :nat — nat

Se pueden definir varias operaciones sobre este tipo de datos utilizando el principio de
iteracion, es decir el siguiente diagrama conmutativo representando el morfismo entre el
algebra inicial, es decir los nimeros naturales y cualquier otra algebra C"

1+ nat Lnat

Ef f

rc—2— ¢

donde f es la funcion que queremos definir sobre los nimeros naturales, como por ejemplo:

» Suma de dos nimeros naturales add : nat X nat — nat
Sabemos que la suma puede ser definida como:

add m 0 =0
add m (succ n;) = succ (add m ny)

En nuestro diagrama conmutativo tenemos a ¢ = [A\x.m, succ]

= Producto de dos ntimeros naturales prod : nat X nat — nat
Definiendo el producto de la siguiente manera:

prod m 0 =0
prod m (succ n) = add m (prod m n)

Sustituyendo en el diagrama conmutativo ¢ = [Az.m, A\z. add(m, x)]

Una funcién mas interesante seria el factorial de un nimero, pero ésta no puede ser
definida utilizando el principio de iteracion, dado que la definicién intuitiva de factorial
estd hecha con recursion:

fact 0 =1
fact (succ n) = prod (succ n) (fact n)

Es decir tenemos un argumento extra en la funcién de paso, pertenece a nat y es succn,
ademas de la aplicaciéon de la funcién a un elemento de menor complejidad. Por lo tanto
usaremos el siguiente diagrama conmutativo que ilustra el principio de recursién primitiva:

1+ nathat
F(ld, f) f
%
F(nat xC)—— C

Finalmente la funcién factorial queda definida con ¢ = [1, Af, n.prod (succ n f)]
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2.1.2. Listas

Otro tipo bésico son las listas sobre un conjunto A, list(A); una lista es una sucesién
de elementos del conjunto A, como por ejemplo una lista sobre el conjunto de nimeros
naturales es: [3,7,2,9,1,5], y se define recursivamente como:

nil € list(A), la lista vacia
Siae Aylelist(A) entonces cons(a,l) € list(A)

donde cons(a, ) es la funcién constructora de listas.
En la categoria de las dlgebras tenemos a las listas como un algebra inicial (list(A),in)
definida mediante:
list(A) = puX,1+AxX
in = [nil, cons]
Donde el morfismo in se define mediante:

nil = in(inl(x)) 11— list(A)
cons = Az,y.in(inr(z,y)) : A xlist(A) — list(A)

Con el siguiente diagrama conmutativo podemos ver los morfismos entre las listas y una
categoria C' para obtener funciones sobre las listas:

1+ A xlist(A —>I|st(A

Ef f

FC—F—— ¢

Algunas funciones sobre listas:

» Longitud de una lista length : list(A) — Nat
Con esta funcién podemos obtener el niimero de elementos de la lista:

length nil =0
length (cons al) = 1+ length(l)

Y podemos ver a ¢ = [0, Az.succ snd z| dentro del diagrama.

» Concatenacion de dos listas concat : list(A) — list(A) — list(A)
Concatenar dos listas es simplemente colocar a los elementos de la segunda al final
de los de la primera para asi obtener una soéla lista:

concat nil I =1
concat (consaly) [y = cons a (concatly ls)

En el diagrama se tiene a ¢ = [A\z.x, cons]

» Reversa de una lista rev : list(A) — list(A)
La reversa de una lista también es una operaciéon basica muy utilizada, consiste en
“ voltear” a la lista, es decir, colocar los elementos al revés como por ejemplo la
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lista de naturales [ = [2,5,1,7,3,0] tiene por reversa a rev(l) = [0,3,7,1,5,2] y la
podemos definir de la siguiente manera:

rev nil = nil

rev (consal) = concat (revl) (cons a nil)

Tenemos a ¢ = [nil, concat|

2.1.3. Arboles

Un tipo de datos mas complejo son los arboles, éstos pueden ser de diferentes tipos
dependiendo de la informacién que contengan o dependiendo de su organizacion:

1. Arboles con informacion sélo en las hojas
La informacién de las hojas pertenece a un tipo A, estan definidos recursivamente
como:

Si a € A entonces leaf(a) es una hoja y es un arbol.
Si t1 y ty son arboles entonces tree(t1, ty) es un arbol.

Categodricamente estan definidos como un élgebra inicial (BTree(A),in) donde:

BTree(4) = pXA+XxX
in = [leaf, tree]

El morfismo in estd definido mediante:
leaf = in(inl(a)) : A — BTree(A)
tree = Mt t.in(inr(¢,t)) : BTree(A) x BTree(A) — BTree(A)

Para definir funciones sobre este tipo de arboles usamos el siguiente diagrama con-
mutativo:

A+ BTree(A) x BTree(A) —2— BTree(A)

Ff /

FC

Una funcién sobre estos arboles:

C

» Lista de los elementos del arbol BTreeList : BTree(A) — list(A)
Obtener la lista de elementos del arbol es recorrer las hojas y recuperar la
informacion de ellas, se puede definir de la siguiente manera con ayuda de las
funciones para listas:

BTreelList (leaf a) = cons a nil
BTreelList (treet; ts) = concat (BTreeList t) (BTreeList ¢5)

En el diagrama conmutativo tenemos a ¢ = [uniq, concat| donde la funcién uniq
se define como uniq(z) = cons(z, nil), es decir, es la lista unitaria uniq(z) = [z].
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2. Arboles con informacién en todos los nodos
Estos arboles se definen recursivamente como sigue:

Si a € A entonces leaf(a) es un arbol.
Sia € Aty y ty son arboles entonces tree(a, t1,t3) es un arbol.

Categoricamente estan definidos como un algebra inicial (BTree(A),in):

BTree(A) = uXA+AxXxX

in = [leaf, tree]

Donde el morfismo in se define mediante:

leaf = in(inl(a)) : A — BTree(A)
tree = Ax,ty,to.in(inr(x,t1,t2)) : A x BTree(A) x BTree(A) — BTree(A)

Para definir funciones sobre este tipo de arboles tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

A+ A x BTree(A) x BTree(A) LN BTree(A)

Ff /

FC L

C

Algunas funciones clasicas sobre estos arboles son los diferentes recorridos para
obtener una lista de sus elementos; nuevamente se utilizan algunas funciones de
listas y la funcién uniq(a) = cons(a, nil):

» Recorrido en preorden preorden : BTree(A) — list(A)
El recorrido de un arbol con un sélo nodo es muy sencillo mientras que el
recorrido en preorden de un arbol que tiene mas de un nodo se obtiene al
recuperar primero la informacion de la raiz y luego el recorrido en preorden de
los subérboles izquierdo y derecho respectivamente:

preorden  (leaf a) = cons a nil
preorden (tree at;ty) = cons a (concat (preorden ¢1) (preorden t5))

Y la funcién ¢ = [uniq, cons]

» Recorrido en inorden inorden : BTree(A) — list(A)
El recorrido de un arbol con mas de un nodo en inorden coloca primero la
informacion del recorrido en inorden del subarbol izquierdo, la informacién de
la raiz y por ultimo el recorrido en inorden del arbol derecho:

inorden  (leaf a) = cons a nil
inorden (tree at;ty) = concat(inorden t1) (cons a (inorden t5))

La funcién de paso en el diagrama conmutativo es ¢ = [uniq, cons|
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» Recorrido en postorden postorden : BTree(A) — list(A)
El recorrido en postorden de un arbol con mas de un nodo coloca primero la
informacion del recorrido en postorden del subarbol izquierdo, el recorrido en
postorden del arbol derecho y por tltimo la informacién de la raiz:

postorden  (leaf a) = cons a nil
postorden (tree atyty) = concat(postorden t1) (concat(postorden t5) (cons a nil))

Con ¢ = [uniq, cons]

3. (1,2)-Arboles
Estos arboles tienen la forma de ser sélamente un nodo o un nodo raiz tiene un hijo
el cual tiene s6lo dos hijos, como se muestra en el siguiente diagrama:

a) una hoja - a
b) dos objetos en A y dos drboles
unidos de esta manera forman un arbol: aq
|
ag
t1 1o

Recursivamente pueden ser definidos como:

Si a € A entonces leaf(a) es un érbol
Si ay, ag € Ay ty, ty son drboles entonces tree(ay, as, tq,t2) es un arbol.

Categéricamente estan definidos como un algebra inicial (Tree( 2)(A),in):

Tree12)(A) = pXA+AXAXX xX
in = [leaf, tree]

El morfismo in se define mediante:

leaf = in(inl(a)) :A — Treen2)(A)
tree —= )\I’l,xg,tl,tg.in(inr(l‘l,xz,tl,tg))
tree t A x A x Tree2)(A) x Tree12)(A) — Tree2)(A)

Para definir funciones sobre este tipo de arboles tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

A+ Ax Ax TT€6(172) (A) X TT’€€(1’2) (A) *Tree(m) (A)

Ef f

FC L4

C

Algunas funciones sobre éstos arboles son los recorridos, y se definen de manera
semejante a los anteriores:
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» Recorrido en preorden preorden : Tree(; 2y(A) — list(A)
El recorrido de un arbol en preorden coloca primero la informacién de la raiz, el
nodo hijo y luego el recorrido en preorden de los subarboles izquierdo y derecho

respectivamente:
preorden (leaf a) = cons a nil
preorden (tree ajastits) = cons aj(cons as (concat (preordent;) (preordents)))

Con ¢ = [uniq, cons]

» Recorrido en inorden inorden : Tree(; 5)(A) — list(A)
El recorrido de un arbol en inorden coloca primero la informacion del recorrido
en inorden del subarbol izquierdo, la informacion de la raiz, luego la informacién
del nodo inferior a la raiz y por ultimo el recorrido en inorden del arbol derecho:

inorden (leaf a) = cons a nil
inorden (tree aj ast;ty) = concat(inorden ¢;) (cons a; (cons as (inorden t5)))

Con ¢ = [uniq, concat|

= Recorrido en postorden postorden : Tree(; »)(A) — list(A)
El recorrido de un arbol en postorden coloca primero la informacion del reco-
rrido en postorden del subarbol izquierdo, el recorrido en postorden del arbol
derecho y por ultimo la informacion de la raiz seguida de la informacion del
nodo inferior a la raiz:

postorden (leaf a) = cons a nil
postorden (tree a; ast;ty) = concat(postorden 1)
(concat(postorden t3) (cons a; [as)))

Con ¢ = [uniq, concat]

4. (1,2)-Arboles con sucesor
Los arboles pueden ser de la forma siguiente:

a) un nodo solo, sin sucesor - a

b) nodo con arbol sucesor  a

t
¢) nodo con un hijo con
dos arboles sucesores aq
)
1 1o

Recursivamente pueden ser definidos como:

Si a € A entonces leaf(a) es una hoja y es un arbol
Sia € Aytesun arbol entonces el succ(a,t) es un arbol
Siay, ag € Ay ty, ty son arboles entonces tree(ay, as, t1,t2) es un arbol
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Categéricamente estan definidos como un algebra inicial (Tree( 2)s(A),in):

Tree1p)s(A) = pXA+FAXX+AXAXxX xX
in = [leaf, succ, branch|

Donde el morfismo in se define mediante:

leaf = in(inl(a)) :A — Tree2y(A)

succ = Az, ty.in(inr(z,t1)) A X Tree2)s(A) — Treen 2)s(A)
branch = Az, 9,11, ta. in(inr(xy, 2,11, t2)
branch t A x A x Tree2)s(A) X Tree( 2)s(A) — Treep 2)5(A)

Para definir funciones sobre este tipo de arboles tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

A+ A X Treeqg)s(A)+

AX A X Tree(m)s(A) X Tree(l,g)s(A) in Tree(m)s(A)
Ff /
FC 4 C

Las funciones béasicas sobre este tipo de arboles son la obtencién de informacion de
tres diferentes recorridos como ha sido visto en los arboles anteriores:

» Recorrido en preorden preorden : Tree(; 2)s(A) — list(A)
El recorrido de un arbol de la forma sucesor coloca primero la informacién del
nodo y posteriormente la informacién en preorden del arbol que lo sucede, para
los otros constructores se define de manera semejante a los ejemplos de arboles
vistos anteriormente:

preorden (leaf a) = cons a nil
preorden (succ at) = cons a (preorden t)
preorden (tree ajastity) = cons ay (cons ay (concat (preorden t1)(preorden t5)))

Y la funcién ¢ = [uniq, cons, cons|

» Recorrido en inorden inorden : Tree( »)5(A) — list(A)
El recorrido de un arbol en inorden para el caso de sucesor, coloca primero la
informacion del nodo y luego el recorrido en inorden del arbol inferior:

inorden (leaf a) = cons a nil
inorden (succ at) = concat (inorden t) (cons a nil)
inorden (tree aj ast;ty;) = concat (inorden t1) (cons a; (cons as (inorden(ts))))

La funcién en el diagrama conmutativo es ¢ = [uniq, cons, concat]
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= Recorrido en postorden postorden : Tree(; »)5(A) — list(A)
El recorrido de un arbol en postorden coloca primero la informacion del reco-
rrido en postorden del subarbol izquierdo, el recorrido en postorden del arbol
derecho y por ultimo la informacién de la raiz seguida de la informacion del
nodo inferior a la raiz:

postorden (leaf a) = cons a nil
postorden (succ at) = concat(postorden t) (cons a nil)
postorden (tree aj astity) = concat (postorden ¢;)

(concat(postorden t3) (cons a; [as]))

Con ¢ = [uniq, concat, concat|

2.2. Tipos de datos coinductivos

Se presentan ejemplos correspondientes a los tipos de datos coinductivos, contienen
una descripcion intuitiva y una correcursiva, después se definen categéricamente con ayuda
de las codlgebras finales, es decir por el funtor correspondiente y el morfismo out.

2.2.1. Conaturales

Los numeros naturales, como un tipo inductivo, tienen su dual: los niimeros conatu-
rales. A este conjunto pertenecen los niimeros naturales como los conocemos y un nuevo
elemento w que se explicara después. Se definen coinductivamente como se ve a continua-

cion:

Si n € conat entonces pred(n) € conat

donde pred(n) es el predecesor de n y se define como:

pred(0) = 0
predin+1) = n
pred(w) = w

Coinductivamente podemos tomar la categoria de las coalgebras, el tipo de datos conat
es una coalgebra terminal definida por (conat, out):

conat = vX,1+X
out = pred

Donde el morfismo out se define mediante:

pred : conat — conat
pred(0) = inl()
pred(n+1) = inr(n)

pred(w) = inr(w)
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Para definir funciones sobre este tipo de datos podemos basarnos en el siguiente diagrama

en las coalgebras:
¥

C —FC

f Ef

conatO—Ut> 1 + conat

Para definir funciones sobre los conaturales tenemos que:

inl(x) =" inl(*)

pred(f(x)) = case f(z) of {inr(y) = inr(f(y))

s Suma de dos conaturales add : conat x conat — conat
Podemos definir la suma como:

inl(x) si pred(z) = pred(y) = inl(x)
pred(add(z,y)) = ¢ inr add(z’,y) si pred(z) = inr(z’)

(
inr add(z,y’) si pred(z) = inl(x)y pred(y) = inr(y/)

Sustituimos en el diagrama conmutativo
inl(%) si pred(n) = pred(m) = inl(*)
o(n,m) = <inr (n',m) si pred(n) = inr(n’)
inr (n,m’) si pred(n) = inl(x)y pred(m) = inr(m’)

= Producto de dos conaturales prod : conat X conat — conat
Podemos definir el producto como:

pred(prod(z,y)) =
inl(x) si pred(z) = inl(x)
inr ¢ si pred(z) = inr(z’), pred(z’) = inl(x)y pred(y) = inr(y’)
inr add(prod(2’,y),2’) si pred(z) = inr(2’)
Sustituimos en el diagrama conmutativo
inl(x) si pred(n) = inl(x)
o(n,m) = < inr (n,m’) si pred(n) = inr(n’), pred(n’) = inl(x)y pred(m) = inr(m’)

inr (n’,;m) si pred(n) =inr(n')

La introduccion del elemento w en conat se debe a la necesidad de hacer a la codlgebra
definida por el funtor F(X) = 1+ X, una coalgebra final. En otras palabras, los niimeros
naturales se pueden construir mediante succ en un proceso infinito; para los conaturales,
al destruirlos con pred se requiere de una representacion del “dltimo” de los conaturales
que pueda ser destruido para poder observarlo, intuitivamente si estamos en el infinito el
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numero que esté ahi es tan grande que al ser destruido queda el mismo. Este elemento es
w, a continuacién se presenta la construccién de w categdéricamente.

Dado el destructor out = pred podemos obtener su inverso y definir los constructores para
los niimeros conaturales:

out™ : 1+ conat — conat
0 = out (inl(x))
succ(r) = out™!(inr(z)) z € conat

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

¥

] ———1+1

wt 14wt

conat _out 1 + conat

Se define a w como w' () y dado que el diagrama conmuta tenemos las siguientes obser-
vaciones, con p(z) = inr(z):

predow™ = (I14+wh)oep
pred(w™(z)) = w'(x)
(I+whop)(r) = wi(x)

2.2.2. Streams

Un tipo semejante a las listas sobre un conjunto A son los streams sobre un conjunto
A, stream(A); los elementos de este tipo de dato son listas infinitas sobre el conjunto dado:

Si s € stream(A) entonces head(s) € A
Si s € stream(A) entonces tail(s) € stream(A)

donde head y tail son las funciones destructoras de los streams.
Los streams son una coalgebra terminal, (stream(A),out) donde:

stream(A) = v.Ax X
out = < head,tail >
head : stream(A4) — A
tail : stream(A) — stream(A)
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Podemos definir funciones sobre los streams en base al siguiente diagrama de morfismos

hacia los streams:

C ¥

FC
f Ef

stream(A) —out , Ax stream(A)
Algunas funciones:

» Un stream a partir de una constante const : A — stream(A)
Este stream es muy basico, es la lista infinita que repite el nimero natural dado
como argumento:

Si a € A entonces const(a) = [a,a,a,...]
En el diagrama ¢ = (Id, Id):

head(const a) = a
tail(const a) = const (a)

» Un stream a partir de un natural from : nat — stream(nat)
Es una lista infinita de naturales a partir del niimero natural dado, n:

from(n) = (n,succ(n), succ(succ(n)),...)

Categdricamente, en el diagrama conmutativo tenemos a ¢ = (ld, succ):

head(fromn) = n
tail(fromn) = from(succ n)

» Empaquetado de dos streams zip : stream(A) x stream(B) — stream(A x B)
El empaquetado de dos streams obtiene un stream de pares, éstos tienen a sus
elementos en cada uno de los conjuntos de los streams dados y se define como:

zip((al, as, ... )7 (bl, bg, R )) = (<a1, b1>, <a2, b2>, e )
Con ¢ = ((head, head), (tail, tail)):

head(zip 51 52) = (a1,b1)
tail(zip s152) = zip(tail s1) (tail s2)

Con slz(al,ag,...) Yy S2 = (bl,bg,...)

» Mezcla de dos streams merge : stream(A) x stream(B) — stream(A U B)
Esta mezcla se hard combinando los elementos de un stream con el del otro de
manera alternada:
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merge((al, as, ... ), (bl, bg, R )) = (CLl, bl, as, bg, as, bg, R )
Con ¢ = (head fst, (snd, tail fst))

head(merge s1 s2) = head s;
tail(merge s1 s2) = merge ss (tail sq)

Veamos un iltimo ejemplo, una funcién tomada de [22] en la cual aplicaremos una fun-
cion, g : A — A, solamente a la cabeza de un stream: maphead g : stream(A) — stream(A).
Esta funcién no hace ningiin cambio a la cola del stream por lo que para definirla es nece-
sario ocupar el principio de correcursion primitiva. En el siguiente diagrama conmutativo
se aprecia la funcién definida mediante ¢ = (g o head, inr o tail):

B—7% L Ax stream(A) + B

CoRec? F;([ld, CoRec}])

out,, ;
stream(A) ————— A X stream(A)

Como se puede observar en los ejemplos propuestos, la forma de manipular tanto a los
tipos de datos como a las funciones definidas es dificil debido a los diagramas conmutati-
vos, si quisiéramos programar con ellos seria tedioso.

En el siguiente capitulo se propone una nueva forma de programar con tipos de datos
(co)inductivos, manteniendo la idea de las categorias y en especial de las funciones defi-
nidas por los diagramas anteriores.



Capitulo 3

Un Sistema de Tipos (Co)inductivos

En el capitulo anterior, se expusieron ejemplos tanto de tipos de datos inductivos
como coinductivos desde el punto de vista categorico, la codificacion de funciones que
involucran estos tipos de datos no es cémoda para trabajar, el hecho de realizar alguna
operacién con ellas es demasiado compleja en cuanto a la sintaxis y en el uso de diagramas.

En este capitulo se dard una extension del sistema F que permitird programar con
tipos de datos (co)inductivos, al incluirlos en el sistema se simplificard la interaccién con
el usuario. Esta inclusién puede ser hecha al agregar constructores para las algebras ini-
ciales, (uX F,ing) y las codlgebras finales (v X F,outr) pero se explicard que a pesar de
ser una forma directa de extender el sistema F es mejor el uso de didlgebras.

Finalmente se dan ejemplos de tipos de datos bajo el sistema, asi mismo se propone
un prototipo de lenguaje de programacion funcional.

3.1. Programacién con categorias

Al ser un objetivo principal de esta tesis la incorporacién de objetos (co)inductivos
a un sistema en donde se pueda programar con estructuras de estos tipos, es necesario
encontrar una manera adecuada para trabajar con ellos, teniendo como idea principal el
uso de constructores primitivos para representar los objetos (co)inductivos y por supues-
to expresar funciones por medio de (co)iteracién y (co)recursiéon primitiva. Hemos visto
ejemplos de este objetivo: en el capitulo pasado se dio una exposicion de tipos de datos
en el contexto categdrico, con definiciones de algunas funciones mediante los principios
de (co)iteracién y y (co)recursién; en la seccién dedicada al célculo lambda también se
dieron programas con los cuales se podia incorporar, tanto a los objetos inductivos como
a los coinductivos.

En cada uno de estos formalismos se podia programar incluyendo ambos tipos de da-
tos, pero si hacemos una comparacién de estas dos formas de programar, podemos decir
que la programacion con categorias es mas dificil, sintacticamente hablando, que la vista
en el sistema F, ya que para programar es necesario utilizar los diagramas conmutativos.
En el sistema F era posible agregar constructores que codificaran tipos de datos inducti-
vos como por ejemplo codificar a los nimeros naturales y modelar la induccién a través
del tipo uXF = VX(F(X) — X — X), asi mismo codificar funciones iterativas pero

o1
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solamente fue definido un operador que permitia manejar la recursiéon sobre los niimeros
naturales.

La codificacién de la recursién primitiva en el sistema F es un problema abierto, en [23]
podemos ver varios intentos por definir eliminadores de los operadores de puntos fijos, es
decir iteradores y recursores dentro del sistema F, llegando a la conclusién que éstos no
pueden ser implementados dentro de él mediante la reduccién §. En otras palabras no
es posible codificar una regla de recursién sin los términos F' y G definidos dentro del
sistema, éstos corresponden a términos que codifican un tipo de dato uX F', es decir in.
Para codificar un tipo de dato inductivo, a partir de la definicién, sélo es necesario in-
corporar un cuantificador universal siendo esto inmediato al agregarlo en el sistema F,
pero para uno coinductivo, dada la definicién vXF = 3X(X — F(X) — X) habria
que agregar el cuantificador existencial al sistema, en este trabajo se realiza por medio
de cuantificadores universales como fue hecho en el ejemplo en el que se modela al tipo
stream en la seccién del calculo lambda.

Para obtener un sistema que permita programar con tipos de datos (co)inductivos, se
desarrollard la idea de incorporar la definicién y manejo de tipos (co)inductivos de una
manera natural, es decir definir un sistema de tipos que maneje tipos de datos inductivos
y coinductivos. Para ésto podemos optar por combinar la teoria de categorias y el calculo
lambda dado que ambos representan una solucién para incorporar estos objetos y asi faci-
litar el trabajo: de las categorias sabemos que los conjuntos inductivos estan representados
por las dlgebras iniciales y los coinductivos por las codlgebras finales proporcionando una
forma clara en el manejo de éstos tipos, y del célculo lambda sabemos que el sistema F
permite trabajar con tipos ademas de que el polimorfismo agrega una ventaja importante
al sistema. Se construira un sistema que permita definir constructores primitivos de tipo
para las dlgebras iniciales y las codlgebras finales, por medio de las generalizaciones de
las dialgebras, y para ello es necesario ver al sistema de tipos que definiremos como una
categoria C, que permita describir la semantica que nos ofrece la teoria de categorias; los
objetos son tipos de datos y los morfismos son las funciones entre tipos, la composicion
estd definida como la composicién de funciones: g o f := Az.g(fz) y la semantica opera-
cional del sistema esta determinada por la conmutatividad de los diagramas que usamos
para programar con categorias.

Al extender el sistema F ya no interesa hablar de categorias en el sentido estricto sino
de trabajar con ellas como categorias de tipos, para ésto supondremos que existen las
categorias de tipos pero para mas detalles se puede revisar [16].

Un funtor F' : C — C serd utilizado para pasar de un tipo a otro, utilizaremos los
funtores que transforman un tipo B en un tipo F[X := B] y seran denotados mediante
la abstracciéon AX F', ésta abstraccién serd la forma en que se representaran tanto a las
algebras iniciales mediante uX F' como a las coalgebras finales con v X F'. Estas abstrac-
ciones no son formalmente funtores ya que sélo se puede describir su comportamiento en
los objetos y no en los morfismos.

Al definir un sistema que incluye constructores para tipos (co)inductivos, también seria
posible incluir la (co)recursién y la (co)iteracién. Para definir funciones mediante estos
principios, es necesario que las variables de tipo figuren positivamente en los términos p y
v. Es decir que si en F', X figura solo positivamente entonces se pueden construir los tipos
uX F o vX F; normalmente ésta es la forma de trabajar, usar las presencias positivas de
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variables en F' como es desarrollado, por ejemplo, en [21]. Una variable figura positiva-
mente dentro de un tipo si ésta no figura a la izquierda de un nimero par de flechas de
funcién, por ejemplo en los siguientes X es positiva: X + R, S x X y T — X y viceversa
para un tipo negativo por ejemploen: X — Ty (S+ X) —T.

Las presencias positivas de una variable en el funtor garantizan la caracteristica del

propio funtor o en otras palabras la monotonia de él, como cuando se model6 a los objetos
(co)inductivos mediante puntos fijos, ahi era necesario que el operador que definia a ese
conjunto fuera monétono: VXVY.(X — V) — FX — FY. Esta segunda idea serd la que
adoptaremos en nuestra extensién del sistema F, para asegurar la monotonia del funtor
serd necesario el uso de términos que representan la propiedad del funtor AXF sobre
morfismos, es decir se anexara un testigo de monotonia map : F'mon X en un contexto
dado; este término se define mediante: map := VXVY.(X — Y) — F — F[X :=Y] que
expone el hecho de que el funtor AX F es monétono con respecto a X. Por lo tanto cada
funtor debe tener un testigo de su monotonia (X F, map) y (v X F, map), este testigo se
encarga de hacer que la abstraccién funcione adecuadamente sobre morfismos, haciendo
que las abstracciones sean funtores.
Esta forma de definir un funtor se asemeja a la usada en el lenguaje de programacion
funcional Haskell, en este lenguaje es posible definir una clase que describa un funtor en
donde se puede apreciar la capacidad del funtor, es una funcién entre categorias y una
funcién que permite ver como trabaja sobre morfismos:

class Functor f where
fmap :: (a ->b) >fa->fb

La correspondencia entre las dlgebras iniciales con uX F' y de las codlgebras finales con
vXF' y de éstas con las didlgebras permitira que el sistema F anexe constructores para
las didlgebras e incluir ambos tipos de datos.

En la seccién dedicada a la teoria de categorias se dio la definicion de las didlgebras y se
explicod que pueden generalizar a las dlgebras y las codlgebras, por lo tanto generalizaremos
a las F-algebras iniciales que corresponden a los tipos inductivos con las F, G-didlgebras
y dualmente las F-codlgebras finales que corresponden a los coinductivos con las G, F-
didlgebras. Una razén para utilizar las didlgebras radica en el hecho de que las F-algebras
iniciales no pueden definir un constructor del tipo coproducto, es decir, una suma no puede
ser definida de manera natural, pero en cambio las F, G-didlgebras al ser mas poderosas,
definen tanto el tipo coproducto como el del producto como constructores, aunque seran
utilizadas méas adelante como funciones primitivas.

Para hacer notar la ventaja de utilizar las didlgebras veamos un ejemplo, el mas claro y
sencillo es el de los nimeros naturales, en las F-algebras éstos estan definidos mediante
nat = pX.1+ X mientras que en la F, G-didlgebra mediante nat = X .(1, X). La segunda
definicion es mas clara y mas facil de manejar, con ella podemos tener los diagramas con-
mutativos por separado para cada uno de los constructores, es decir de los objetos basicos
y las funciones constructoras, y en el caso de un tipo de dato coinductivo tendremos por
separado a cada destructor. A ésta forma de separar las partes de los funtores y por con-
secuencia los constructores o destructores, la llamaremos uso de maltiples constructores.
Los multiples constructores permiten un sistema mas claro para definir tipos, del ejemplo
anterior la definicién de niimeros naturales expuesto con diagramas conmutativos vista en
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el capitulo anterior, queda de una mejor apariencia que ayuda a una mayor comprension:

1 CETO nat succ nat
N | !
r¢—-2Les

Esta ventaja permite manejar los elementos de los pares y los copares separados,
sin necesidad de ocupar funciones externas; asi también el manejo de la monotonia se ve
simplificada con el uso de multiples constructores, el testigo de monotonia correspondiente
a cada tipo lo llamaremos map;, ejemplificaremos esta caracteristica mas adelante con los
tipos de datos.

Hasta este momento podemos imaginar al sistema extendido, utilizando los pares y
copares para codificar los morfismos, pero trabajar asi requiere de funciones que manejen
estas estructuras, es decir inyecciones, proyecciones, etc. Recordando a los tipos de datos
inductivos, éstos tienen objetos basicos y funciones constructoras, categéricamente estos
tipos de datos estan modelados por las algebras iniciales (uX Fing) y los morfismos ing
estan codificados en copares; ésta estructura no es comoda ya que para poder trabajar
con ella es necesario hacer andlisis de casos e inyecciones, de ahi otra ventaja para usar
didlgebras.

En resumen la extension del sistema introduciendo los constructores para las dialgebras
permite manejar a cada parte del tipo (co)inductivo por separado, cada uno tiene una
parte del funtor Fj, su testigo de monotonia map, y su correspondiente constructor in; y/o
destructor out;.

3.2. Extension del sistema F

Como vimos en la seccion dedicada al calculo lambda, el sistema F tiene un poder

expresivo muy grande, definimos tipos recursivos, la iteracion y la recursion; pero aho-
ra hemos dicho que lo extenderemos para poder agregar como tipos a los operadores de
punto fijo que definen los conjuntos inductivos y los coinductivos, es decir uXF'y v X F
y asi poder construir objetos (co)inductivos.
Esta extensién se hard en base a las didlgebras por las razones expuestas anteriormen-
te, por lo tanto un tipo de dato inductivo estara determinado por los funtores que lo
definen (uX(Fy,..., Fx),map;) y por los morfismos iny; que determinan el constructor
correspondiente al F; del multiple constructor del funtor. De igual manera un tipo de dato
coinductivo estd determinado por (VX (Fi,. .., Fik), map;) y por los morfismos outy ;. Para
representar las funciones de (co)iteracion y de (co)recursién serd necesario conformarlas
mediante los testigos de monotonia, las funciones de paso correspondientes a cada uno
de los constructores o destructores segin sea el caso, y el término al que se le aplicara la
funcion, de ésta manera podremos tener en cada momento tanto los testigos como las
funciones de paso para el tipo de dato con el que se esta trabajando.

A partir de la definicién del sistema F dada en la pagina 32, éste se extiende de la
siguiente manera:
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Tu=... | uX(F,...F) | vX(Fy, ... Fy)
to=... | It(m,3s,t) | Rec(m,3s,t) | ing; t| Colt(m,s,t) | CoRec(m,s,t)| outy, t
La tipificacion esta dada por las siguientes reglas:

= Morfismo del dlgebra inicial o doblez del minimo punto fijo:

Tht:FX = uX(F,...F)]
TFingit: pX(F,... Fy)

Tteracién:

CHt:pX(F,. .. Fy)

'Em;: FEmonX 1<i<k

ks F[X:=B—B 1<i<k
F"'tk(’lﬁ,g,t)IB

Recursion primitiva:

Dkt uX(F,... F)

'tEm;:FEmonX 1<:<k

ks F[X :=uX(Fy,...F,) xB]— B 1<i<k
I' - Recy(m, §,t) : B

Coiteracion:

'ks;:B—F[X:=B] 1<i<k
'Em;: F,monX 1<:<k
'+t: B

'+ COItk(_),g,t) . VX(Fl,Fk)

Correcursiéon primitiva:

'ks;:B— F[X =vX(F,...F,)+B] 1<i<k
I'Em;: FimonX 1<i<k
I't: B

I' + CoReci(m, 5,t) : v X (F1,... Fg)

Morfismo de la codlgebra final o desdoblez del maximo punto fijo:

F'Er:vX(Fy,. .. Fy)
I'Fouty,;r: F[X :=vX(Fy,...F)

Y la semantica operacional con reducciones 3 es la siguiente:

Ity (m, 8)ing; t) =g si(mi(Ax. It (m, s, z)) t)

Reci(m, S, ing; t)  —5  si(m;({ld, A\z. Recy (i, §,x))) t)
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outy; Coltg(m,s,t) g my(Az. Coltg(m, 5,t))(s;t)

outy, CoRecy(m, 5,t) 5 my([ld, \z. CoRecy(m, 5, 2)](s; t)

3.2.1. Ejemplos en el sistema de tipos

Para definir las funciones f : uX(Fy,...,Fx) — B 6 f : A — vX(Fy,...,Fk) se
hard por medio de la (co)iteracién y la (co)recursién. A partir del principio de iteracién se
puede asegurar que para la funcion f hay un programa que la defina si esta determinada
por las siguientes ecuaciones, es decir que incluya a las funciones de paso y a los testigos

de monotonia: _
flingrz) = s1(m1fa)

flingrz) = sk (my [ )
donde s; : F;[X := B] — B es la funcién de paso correspondiente al funtor F; y m; :
F;mon X,1 <1 < k es el testigo de monotonia. Con todas estas condiciones la funcién
queda definida como: f := Az.ltx(m, §, z) y la reduccién de este programa es:

fling; x) —>;§ si (m; f x)

Para definir una funcién utilizando el principio de recursién primitiva es necesario que la
funcién a definir esté determinada por las siguientes ecuaciones:

fling1z) = 51 (ma (Id, f) 2)

f(ink;’k CL’) : Sk (mk <|d,f> [E)

donde s; : F;[X := uX(Fy,...,Fy) x B] — B es la funcién de paso correspondiente al
funtor F;, la funcién queda definida como: f := A\z.Recy(m, 3, 2).

Dualizando estos principios y definiciones para definir una funcién f : A — v X (F, ..., Fk)
es necesario que se satisfagan las ecuaciones:

outp1(fx) = (my f)(s1 2)

oute(fr) = (mi f)(si )

donde s; : A — F;[X := A] es la funcién de paso correspondiente a la funcién y m; :
F;mon X, 1 < i < k es el testigo de monotonia. La funcién queda definida como: f :=
Az. Colt,(m, 8, z). Para definir una funcién utilizando el principio de correcursion primitiva
es necesario que la funcién a definir esté determinada por las siguientes ecuaciones:

oute1(fz) = (mi[ld, f])(s1 )

outis(fz) = (my [Id, f)(sk @)
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donde s; : Fi[X = vX(F,...,Fy) + Al — A es la funcién de paso correspondiente a la
funcién y por tanto la funcién queda definida como: f := Az. CoRecy (1, §, 2).

A continuacién se presentan algunos de los ejemplos vistos en el capitulo anterior y
unos mas programados bajo la extension dada. Cada uno de ellos deja ver lo 1til que es el
manejo de clausulas. La definicion de los constructores y destructores es méas clara gracias
a que no se utilizan inyecciones o proyecciones, es decir, cada una de éstas son funciones:
Az.ing; v o A\x.outy; v facilitar la lectura y el manejo lo mas posible de ing; y outy ;.
Asi mismo se puede ver que las definiciones para el manejo de la monotonia estan sepa-
radas, modularizadas, para que finalmente la definicién de funciones (co)inductivas sea
limpia e intuitiva. Dentro de estos ejemplos también se utilizaran las variables anéni-
mas, estas variables se denominan asi debido a que dentro de un término lambda no son
relevantes, como por ejemplo Au.z, en este caso se escribird A_.x.

Ejemplo 1 Tipo Unitario y Tipo Vacio

Estos dos tipos no han sido explicados durante el trabajo realizado, pero son impor-
tantes dado que son bastante utilizados, también son llamados tipos degenerados.
El tipo unitario solamente contempla a un habitante x y esta definido dentro del
sistema mediante 1 := v.X (), generalmente es usado para definir los objetos bésicos
de algin tipo o para manejar errores, error = inl .

El tipo vacio, como su nombre lo indica no contiene elementos, esta definido median-
te: void := pX (). Es utilizado para indicar que una funcién diverge o para indicar
algin otro tipo de error o excepcion.

Ejemplo 2 Booleanos
El tipo de dato booleano sélo puede ser alguno de los siguientes: true o false, por lo
tanto se define de la siguiente manera: bool := pX(1,1).
Los testigos de monotonia son muy simples: map; := map, := AfAz.z.
Los tinicos elementos del tipo son:

= true :=ing; x

» false :=ing o *

Este tipo de dato es muy usual, generalmente se usa cuando se quiere definir una
funcién condicionada, es decir, el clésico if, esta funcién tiene el tipo bool — A —
A — A, el tipo del caso then y el caso else son el mismo. Se define de la siguiente
manera;

if — then — else := AzAz\y. lta(mapy, mapy, A_.x, A\_y, 2)

donde los argumentos que reciben las funciones de paso no deben ser iguales a x o
y respectivamente.

Ejemplo 3 Numeros Naturales
Los nimeros naturales han sido un ejemplo muy utilizado a lo largo de este trabajo,
ahora aparecen definidos de la siguiente manera: nat := puX (1, X).
Los testigos de monotonia son: map; := AfAzr.xz, map, := \z.x.
Este tipo de dato tiene como constructores al cero como objeto basico y la funcién
sucesor:
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» O:nat, 0:=1ing;*

m succ : nat — nat, succ := in2,2

Ademas de poder construir un ntmero natural a partir de cualquiera previamente
construido, podemos destruir cualquier niimero natural existente mediante la fun-
cién predecesor, es decir a un nimero le quitamos la unidad:

pred : nat — 1 + nat pred 0 = error pred (succn) =inr n

por lo tanto definimos la funcién predecesor utilizando recursion:
pred := An. Recy(map,, map,y, Ao, Av. fstv, n)

Esto es debido a que si se modelara con iteracion, el término asociado seria un
coproducto que a su vez involucria a un par, el cual no respetaria el uso de multiples
constructores.

A continuacién veamos ejemplos de funciones que tienen por dominio a nat:

e add : nat — nat — nat, add := AnAm. Ity(map,, map,y, A_.m, succ,n).

e prod : nat — nat — nat, prod := AnAm. Ity(map;, map,, ing 1, Ay.sumym,n).

Ejemplo 4 Listas finitas

Las listas finitas con objetos de tipo A se definen mediante: list(A) := pX (1, Ax X).
Los testigos de monotonia estan definidos con los siguientes términos: map; :=
AfAz.x, mapy = AfAx.(fstx, f sndx). Para construir las listas finitas es necesario
tener una lista basica que es la vacia y un constructor que agregue un elemento al
inicio de una lista:

= nil : list(A), nil :==ing; x

n cons: A X list(A) — list(A), cons :=ing»
Las listas pueden ser destruidas en cabeza y cola:
head : list(A) — 1+ A tail : list(A) — 1 + list(A)

observemos que la lista vacia es una lista que no tiene ni cabeza ni cola: la cabeza
devuelve un objeto del tipo 1 si tratamos de obtener la cabeza de la lista vacia, es
decir head(nil) = error, sino obtendremos un objeto de tipo A y la cola es la funcién
que devuelve un objeto del tipo 1 si tratamos de obtener la cola de la lista vacia,
es decir tail(nil) = error, sino una lista finita. Del capitulo anterior tomaremos las
funciones que definimos para las listas para definirlas bajo el sistema:

e long : list(A) — nat,

long := Az. Ita(mapy, map,, A_,0, \y. succ(snd y), )
e app : list(A) — list(A) — list(A),

app := Azx. lta(map,, map,, AyAz.z, Audv. cons(fst u, (snd u)v), z)
o rev: list(A) — list(A),

rev := Az. Ita(mapy, map,, nil; Az.app(snd z)(cons(fst z, nil)), )
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e maplist : VXVY (X — Y) — list(X) — list(Y),
maplist := A fAx. lta(map,, mapy, A_. nil, \v. cons((f(fstv)), (snd v)), x)

Ejemplo 5 Streams
Las listas infinitas de objetos de tipo A, que hemos llamado stream(A), estéan defini-
das mediante: stream(A) := v X (A, X) Los testigos de monotonia estan determina-
dos por los siguientes términos: map; := AfAr.x, map, := A\f.f Las listas infinitas
se destruyen en cabeza y cola para poder ser observadas:

» head : stream(A) — A head := outy;

= tail : stream(A) — stream(A) — stream(A) tail := outy s

También es posible construir un stream a partir de un stream s dado, si se agrega
un elemento al inicio de s obtendremos un nuevo stream: cons : A X stream(A) —
stream(A)

cons := Az. CoRecy(map,, map,, fst, Az. inl(snd z), x).

Algunas funciones con streams son:

e Stream constante cnt : A — stream(A), head(cnt a) = a, tail(cnt a) = cnt a
cnt ;= Az. Colty(map,, mapy, A2.2, A\z.2, x)

e Stream a partir de un nimero natural from : nat — stream(nat),
head(from n) = n, tail(from n) = from(succn)
from := Az. Colty(map,, map 2, \z.z, succ, x)

e Map sobre un stream mapstr : VXVY.(X — Y) — stream(X) — stream(Y’),
head(mapstrf x) = f(head ), tail(mapstrf x) = mapstr f(tail z)
mapstr f := Az. Colt(map,, map,, Az. f (head x), tail, 2)

Ejemplo 6 Arboles Binarios Infinitos con informacién en los nodos
Estos drboles pueden ser definidos mediante: InfBTreeA : vX(A, X x X). La in-
formacién de los nodos pertenece al conjunto A. Al ser una estructura infinita la
destruiremos en dos partes, una para obtener la informaciéon del nodo y otra para
obtener los dos descendientes de un nodo como un par:

= rlabel : InfBTreeA — A, rlabel := outs
» children : InfBTreeA — InfBTreeA x InfBTree, children := outs

Ejemplo 7 Arboles Binarios Finitos e Infinitos con informacién en los nodos
El ejemplo pasado destruye al arbol en la etiqueta del nodo raiz y un par que
contiene a los dos hijos, para no trabajar con pares y tener un destructor para cada
hijo se agrega esta estructura: FinInfBTreeA := v X (A, 1+ X, 1+ X).
Para destruirlos tenemos los siguientes:

= label : FinInfBTreeA — A, label := outs;

= |subtree : FinInfBTreeA — 1 + FinInfBTree,
Isubtree := outj o

= rsubtree : FinInfBTreeA — 1 + FinInfBTree,
rsubtree := outs 3
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Ejemplo 8 Arboles con ramas finitas y profundidad potencialmente infinita
Otro caso de arboles infinitos es restringiendo el nimero de hijos de un nodo a un
nimero finito pero dejando libre la posibilidad de tener una profundidad infinita,
estdn definidos mediante: PInfTreeA := v X (A, list(X)).
Para facilitar la destruccion de éstos arboles se tiene una lista finita que contiene a
los hijos de cada nodo, ya que no es posible determinar para cada nodo el nimero
de hijos, la lista finita permite un manejo facil y rapido. Los destructores son:

= rlabel : PInfTreeA — A
» [subtrees : PInfTreeA — list(PInfTreeA)

Los términos para la monotonia son: map, := AfAz.xz, map, := maplist, éste ulti-
mo es el correspondiente a los términos utilizados para las listas. Este ejemplo es
muy importante debido a que hemos llegado a un punto en donde la induccion y
la coinduccién se mezclan, estamos utilizando la induccién para definir el testigo de
monotonia de un tipo de dato coinductivo.

Un ejemplo de funcién sobre estos arboles es el cambio de las etiquetas de los nodos,
dada una funcién que cambia los objetos de A en objetos de C' f : A — C podemos
cambiar las etiquetas:

maptree : (A — C) — PInfTreeA — PlInfTreeC

rlabel(maptree f t) = f(rlabel t)

Isubtrees(maptree f t) = maplist maptree(lsubtrees )

La funcién queda definida mediante el siguiente término:

maptreef := Az. Colta(map,, map,, Ay. f(rlabel y), Isubtrees, z)

Ejemplo 9 Arboles potencialmente infinitos con ramas etiquetadas
Este es un ejemplo que se describe en [1] en el &mbito de la teoria de categorias. Estos
arboles contienen informacion en las ramas, las ramas pueden variar en ntimero o
ser infinitas para cada nodo en el arbol por esto que se requiera de un destructor
adecuado para manejar las ramas que nos llevan a los subarboles en cada nodo. El
tipo de dato estd definido por BLTreeA := vX(list(A x X)), el cual sélo tiene un
destructor que obtiene una lista de los subarboles:

Isb : BLTreeA — list(A x BLTreeA) Isb := out

Estos subarboles estan conformados por una etiqueta para la rama de la que se des-
prende asi como una lista de sus propios hijos. Las listas contienen a los subarboles
ordenados de izquierda a derecha. El testigo para la monotonia es:

map : YXVY.(X — V) — list(A x X) — list(A x Y)
map f nil :=nil  map f(cons((a, z), zs ) = cons{{a, fx), (map fxs))

Este término estd utilizando la funcién maplist junto con la funcién que expresa la
monotonia en las listas de las etiquetas VXVY.(X - Y) — (Ax X) — (AxY). Se
requiere del apoyo de las listas, es decir un objeto inductivo.
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Definamos algunas funciones de bisqueda sobre éstos arboles, utilizaremos funciones
auxiliares para el manejo de los subarboles:

e Bisqueda a lo ancho (BFS)
La busqueda a lo ancho esta determinada por la siguiente funcion:

bfs : BLTreeA — A* bfs := bfl o Isb
head bfl ¢ = inr(fst(head t))
tail bfl ¢ = inr bfl(app(tail f) (Isb(snd(headt))))

Donde el tipo A corresponde a las listas finitas e infinitas ya que los nodos
pueden tener una infinidad de descendientes. La funcién bfl permite manejar
las listas de darboles bfl : list(A x BLTreeA) — A> estd definida mediante
coiteracion debido a que, compuesta con el destructor, permitira el manejo de
los subarboles que son una estructura coinductiva:

bfl := Az. Colty(map;, map,, s1, S2, )

En donde:
map; := AfAz.x  map, := AfAz.case(x,y.inly, z.inr f2)
sq @ list(A x BLTreeA) — 14+ A s1 := Aw. inr(fst(head w))

Sg @ list(A x BLTreeA) — 1 + list(A x BLTreeA)
So := Aw. inr(app (tail w)(Isb(snd(headw))))

e Biusqueda a lo profundo (DFS)

Esta busqueda es igual a la anterior solamente sufre una pequena modificacién
que radica en el orden en que son agregados los siguientes nodos a visitar
dentro del arbol, en BFS dada una lista de nodos éstos deben visitarse primero
y posteriormente los subarboles de cada uno de ellos como se ve en la segunda
funciéon de paso de bfl. En DFS sélo es necesario agregar los subarboles de
cada nodo inmediatamente después de haber visitado al padre para realizar
una busqueda siguiendo una rama, por lo tanto sélo se modificard ss:

o : list(A x BLTreeA) — 1 + list(A x BLTreeA)
S := Aw. inr(app (Isb(snd(head w)))(tail w))

Ejemplo 10 Autématas deterministicos

Este ejemplo utiliza las ideas de [9]. Una méquina finita de estados determinista
es muy comun dentro de la teoria de autématas; en ellas, dada una entrada y un
estado existe una tnica transicion al estado siguiente.

Un autémata tiene un alfabeto de entrada ¥ y uno de salida B que lo definen:
daut(X, B) := vX.(¥ — X, B). Dado que es un tipo de dato coinductivo sus des-
tructores son:

» next : daut(X, B) — (¥ — daut(%, B))
= obs:daut(X,B) —» B

Estos destructores permiten obtener el siguiente estado a partir de un estado y una
entrada y permiten observar el comportamiento del autémata, es decir su salida.



62

CAPITULO 3. UN SISTEMA DE TIPOS (CO)INDUCTIVOS

Los testigos de monotonia estdn determinados por los siguientes términos: map, :=
AfAgAz. f(gx), mapy := AfAz.xz. Podemos decir que éstos autématas son los llama-
dos autématas de Moore, se definen por un par M = (§,0) donde § : Q@ — ¥ — Q
es una funcion de transicion y o : () — B una funcién para las observaciones.
Los elementos de este tipo de dato coinductivo son funciones que permiten ver
el comportamiento del autémata a partir de algin estado: beh(q) : ¥* — B.
Por lo tanto para codificar un autémata sera por medio de una funcién: caut :=
Az. Colta(map,, map,, 0, 0, z) que puede ser destruida de la misma manera, podemos
obtener el siguiente estado o podemos observar qué sucede con el automata en cierto
momento:

= next caut ¢ = Az.caut((d q)z)

= obs caut ¢ =o0q

Para codificar el comportamiento del autéomata, dada la funciéon de comportamiento
beh(q) : ¥* — B tenemos la funcién cbeh definida mediante coiteracién, ésta opera-
cién se apoya en las listas: cbeh := Az. Colty(map,, mapy, AfAadw. f(a.w), Ag.g(€), z)
donde €, a.w son las operaciones nil y cons correspondientes a >*. Los destructores
para esta funcién son:

= next (cbeh beh (¢)) = Aa.cbeh(A\w.beh(q)(a.w))
» obs (cbeh beh (q)) = beh(q) €

Veamos algunos ejemplos de funciones con autématas, tomaremos a los conjuntos
@, Y como finitos y el conjunto de salidas como bool:

e Complemento de un autémata comp : daut(Z, bool) — daut(Z, bool)
Simplemente estamos cambiando los estados finales por no finales y viceversa:

next (comp M) = next M
obs (comp M) = fobs M)

e Producto de dos autématas prod : daut(Z, bool) — daut(Z, bool) — daut(Z, bool)
El producto de dos autématas puede ser hecho con tres distintas funciones, de-
pendiendo del lenguaje deseado, es decir podemos intersectar, unir o restar
lenguajes:

next (prod M; Ms) = prod(next M;)(next Ms)
obs (prod M; M) = obs Mj) (obs M)
obs (prod M; Ms) = obs Mj)or (obs M,)
obs (prod M; M) = obs M;) /obs Ms)

3.2.2. Propiedades del sistema de tipos

La extension del sistema F expuesta permite programar con tipos (co)inductivos, pero

jcualquier programa desarrollado bajo él termina?, es decir jeste sistema es seguro?.
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Existen sistemas en los cuales se puede programar a pesar de no ser seguros, pero para el
sistema propuesto comentaremos dos caracteristicas que lo hacen seguro: la normalizacion
fuerte y la preservacion de tipos.

El sistema presentado en la seccién pasada esta basado en el trabajo hecho en [6], en
él hay dos sistemas el primero MICT Monotone Inductive and Coinductive Types que es
una extensién del sistema F que incluye a las algebras iniciales y las codlgebras finales
para obtener constructores de los tipos (co)inductivos; y el segundo MCICT Monotone
Clausular Inductive and Coinductive Types en el cual se incluyen a las didlgebras en lugar
de las (co)algebras para permitir el uso de los constructores multiples de ahi que un
fragmento de éste ultimo sea la base del sistema con la que culmina este trabajo. En [6] se
encuentran las demostraciones correspondientes para los dos sistemas expuestos, para el
que se dio en este trabajo se comentaran las demostraciones, a continuacién se nombran
las definiciones de éstas dos caracteristicas:

e Normalizacion fuerte
Todo término t correctamente tipado es fuertemente normalizable.
Explicando esta definicién podemos decir que no existe una secuencia de reduccién
infinita que comienza por t o que toda secuencia de reducciéon que comienza por
t debe terminar, en otras palabras, la semantica operacional del sistema garantiza
que un programa termine.

= Preservaciéon de tipos
Si bajo un contexto I' se obtiene que el término 7 es del tipo A y ademas se sabe
que bajo la reduccién —g se cumple que r — g r’ entonces del mismo contexto se
puede decir que I' - 7/ : A.

La demostracién de normalizacion fuerte para cualquier programa del sistema se basa en
la semantica operacional definida. Por otro lado la prueba de preservacion de tipos en
los programas presenta un detalle que hace dificil una demostracién de ello: la extension
del sistema F se hizo bajo la tipificacion a la Curry, es decir, se maneja un polimorfismo
implicito en donde no hay anotaciones de tipos. Si nuestro sistema tuviera una tipificacion
a la Church seria trivial la demostracion, pero no es el caso; para consultar una demos-
tracién de preservacion de tipos, como se dijo anteriormente se puede ver [6] ya que ésta
va mas alla de los limites de este trabajo.

3.2.3. Prototipo de lenguaje de programaciéon funcional

La extension del sistema F contiene términos muy complejos, a pesar de haber redu-
cido el trabajo que implica el uso de la teoria de categorias para programar con tipos de
datos (co)inductivos, el manejo de los términos del calculo lambda es un poco tedioso,
el sélo hecho de verificar una definicion de funcién de los ejemplos anteriores se vuelve
mas compleja dependiendo del tipo, por ejemplo realizar alguna operaciéon con alguno
de los arboles infinitos o con algin autéomata resulta en una serie de términos que no
permiten tener una idea general de lo que se estd programando. Para simplificar el uso de
éstos términos haremos unas simplificaciones a la sintaxis del sistema, agregando lo que
se conoce como azucar sintdctica que es una forma de hacer mas facil el trabajo de un
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programador, es decir hacer més practica la forma de escribir programas. Este término
fue introducido por Peter J. Landin para permitir més practicidad y sencillez en el mo-
mento de programar con el calculo lambda, en pocas palabras la azicar sintactica hace
mas “dulce” la vida de un programador.

A continuacién se presenta una propuesta de azicar sintactica para el sistema mostra-
do, trata de ser lo més intuitiva y facil de recordar que se pueda, para que el programar
con ella resulte sencillo y méas practico, asi mismo se trata de reflejar lo que se explicé en
las primeras secciones del primer capitulo, es decir, encapsular las ideas iniciales e intui-
tivas de la induccién y la coinduccion.

Para representar un tipo de dato inductivo Z, es necesario recordar que tiene construc-
tores, es decir objetos basicos y funciones constructoras ¢; := ing; y que con esto basta
para definirlo, por lo tanto un tipo de dato inductivo Z := puX(F},..., F,) se declara de
la siguiente manera:

< typename > = inductive X with constructors
Cl . Fl — X

e B, — X
Para definir funciones mediante iteracién o recursion, fun : 7 — B:
fun := Az. Ity (M, §,x) fun := Az. Recy(m, 5, x)

se hara por medio de la siguiente representacion intercambiando iterator por recursor
segun sea el caso:

fun = iterator of 7 to B with steps
81

Sk
where map; = my,...map, = my

Para representar un tipo de dato coinductivo C, es necesario recordar que solamente
consta de destructores, es decir observaciones a los objetos dados d; := outy;, por lo tanto

un tipo de dato coinductivo C := v X (F},..., F,) se declara de la siguiente manera:
< typename > = coinductive X with destructors
d1 X — F1
d, : X — F,

Para definir funciones mediante coiteracién o correcursion, fun : B — C:

—

fun := Az. Colty(m, s, x) fun := Az. CoRec(m, s, x)
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se hard por medio de la siguiente representacion y de la misma manera que en los tipos
inductivos solo se cambiard coiterator por corecursor:

fun = coiterator of C from B with steps
S1
Sk
where map; = my,...map;, = my

La semantica operacional esta definida mediante:
Iteracion: fun(c; ) — s;(map; funx)
Recursién: fun(c; ) — s;(map;(ld, fun) z)
Coiteracion: d;(funz) — map; fun(s; x)
Correcursion: d;(funx) — map,[ld, fun](s; z)

Ademas del azucar sintactico agregado, los términos lambda cambiaran su sintaxis,

se utilizara la usada por el lenguaje de programacion funcional Haskell. En él se pueden
expresar las funciones por medio de términos lambda, por ejemplo la funcion Az.x + 1 se
traduce en \x -> x+1.
Este ultimo cambio en la sintaxis se debe a que el trabajo desarrollado estd pensado para
llevarlo a la practica, extender Haskell mediante el sistema expuesto ayudaria a manejar
los tipos (co)inductivos de una manera més clara. Por ejemplo, en Haskell, los tipos de
datos se exponen con constructores y la definicién esta hecha por medio de disyunciones;
si queremos definir el tipo de dato correspondiente a los arboles binarios con informacion
en las hojas solamente damos los constructores correspondientes:

data Tree a = Leaf a | Branch (Tree a) (Tree a)

En esta definiciéon Tree a corresponde a X, Leaf a a a y Branch (Tree a) (Tree a) a
X X en la definicién del tipo mediante uX = A x (X, X).
Al comparar esta definiciéon con la que se puede dar por medio de algebras iniciales:
treeA = pX.(A+ X x X) y con la dada con didlgebras treeA = pX.(A, X x X) podemos
ver que se asemeja mas a la que se puede dar con la primera.

Por otro lado, si deseamos obtener la informacion del tipo dato en el intérprete obte-
nemos lo siguiente:

Main> :info Tree
—-— type constructor
data Tree a

—-— constructors:
Leaf :: a -> Tree a
Branch :: Tree a -> Tree a -> Tree a
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La informacién es presentada como en la definicién de tipos que se usa en el sistema
con azucar sintactica propuesto, se dan los constructores del tipo y se indica cudl es el tipo
de cada uno. El agregar el azticar sintactico sugerido a Haskell haria que la definicion con
multiples constructores sea mas facil de leer y ademas no haya cambio entre una definicion
de tipo hecha en un programa y la que el mismo intérprete pueda inferir a partir de ese
programa, ademas de que es més facil trabajar, teéricamente, con la definiciéon que utiliza
multiples constructores.

En [15] y [3] se proponen extensiones de Haskell para tipos coinductivos mediante la
definicion codata, esta idea es semejante a la que se da en el azucar sintactico propuesto
en este trabajo, tener un mecanismo que incluye propiamente a los tipos coinductivos
mostrando los destructores.

A continuacién veamos unos ejemplos bajo esta nueva sintaxis:

s Listas
Para redefinir este tipo de dato tomemos su definicién bajo el sistema: list(A) :=
pX (1, A x X) agregando los constructores nil y cons obtenemos la definicién con el
azucar sintactica:

list(A) = dinductive X with constructors
nil: 1 — X
cons: Ax X — X

Si deseamos definir una funcién bajo iteracién, como por ejemplo maplist tenemos:

maplist f = iterator of list(A) to list(B) with steps
s1 = \_ —->nil
Sy =\v —>(f(fst v)):(snd v)
where map; = \f,x -> x map, = \f,x -> (fst x,f(snd x))

Finalmente veamos como se puede aplicar la siguiente funcién: maplist f [ donde
f:+A— B. Tomando A = B = nat escogemos una funcién sencilla f = \x -> x+1
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y una lista [ = cons(1, cons(2, cons(3, nil))):

maplist f I — so( (\f,x -> (fst x,f(snd x))) maplist f (1, cons(2, cons(3, n|I>>>)
1, maplist f cons(2, cons(3, n|I>))>
,s2((\f,x > (fst x,f(snd x))) maplist f<2,cons(3,ni|)>)))
2, maplist f cons<3,nil>))))
so((\f,x => (fst x,f(snd x))) maplist f cons(3, n|I>))))>
s2((3, maplist f mI))))))

(

(

(

(1, s2((

(1, 52((2,

(1, 52((2, 52 ((
= (1 s2((2, (3, (\= =>nil) (\£,x ->x) maplist f +))))))

(1, 52((2, 5((

(1, 55((2

(1, s2((

(1, 55(

(

(

— 82
— 52 y S2
— 52 y 52
— 52 p)

v

Y

2((2,52((3,n))))))

,52((2,(\v ->(\x -> x+1 y(fst v)): (snd v))(3,ni|))))>
2, (\x -> x+1) 3) : nn))))

L s0((2,4 nn))))

J((\x —> x+1)2) : (4 nn)))

so((1,(3: (4 nn))))
((\x => x+1) 1:(3:(4:nil)))
(2:(3:(4:nil)))

»

—  S2 2

)

1
1
1
1
1
1

l

1

= Arboles potencialmente infinitos con ramas etiquetadas
Estos arboles tienen la siguiente definicién en el sistema, BLTree(A) := vX (list(A x
X)) y usa s6lo un destructor para obtener la lista de subarboles Isb por lo tanto
bajo el azicar sintactica tenemos:

BLTree(A) = coinductive X with destructors
Isb : BLTreeA — list(A x BLTreeA)

La funcion BFS esta definida mediante la composicién: bfs := bfl o Isb. La funcion
a definir mediante coiteracién es bfl que es la que maneja la lista de subarboles de

cada nodo:
bfl = coiterator of A from list(A x BLTree(A)) with steps
s =\w —> if (isnil w) then error else inr (fst(head w))
Sy = \w —> if (isnil w) then error else
(inr tail w ++ lsb(snd(head w)))
where map, = \f,x > x

map, = \f,x -> case(x, y.inl y, z.inr f z)

Partimos del tipo de los arboles list(A x BLTree(A)) y llegamos al tipo correspon-
diente a las listas infinitas o finitas, A*, ya que los hijos que pueda tener un nodo
pueden ser o no infinitos y por tanto hay dos funciones de paso.
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Veamos como se puede aplicar la funcién, recordemos que sélo se puede observar el
objeto coinductivo que se obtiene después de aplicar la funcién en cuestién:

head(bfs t) — (head bfl o Isb )

head(bfl [(al, tl), ((12, tg), ce ])

(\f,X -> X) bfl (81[<(11, tl), (CLQ, tg), .. ])
(\f.x -> x) bfl (inr(fst(ar, 1))
ginr(fst(al,tl)))

inra)

Ll

tail(bfs t) — (tail bfl o Isb ¢)
— tail(bfl [(a1,t1), (a2, t2),...])
—  map, bfs(\w -> if (isnil w) then error else
(inr tail w ++ lsb(snd(head w))) [(a1,t1), (as,t2),...])
map, bfs( inr ([(a2,t2),...]+ +1sbty))
(\f,x -> case(x,y.inl y,z.inr f z))bfs(inr ([(as,ts),...,1sb t]))
bfs(inr ([(a2,t2),...,1sb 1]))

Ll

En estos ejemplos, puede apreciarse el esfuerzo y trabajo que implica trabajar con térmi-
nos lambda, el azicar sintdactico permite subir un nivel y hacer un trabajo limpio. La idea
de llevar esta extension al propio lenguaje permitiria trabajar en ese nivel, las derivaciones
se dejarian a Haskell.

Bajo estas definiciones es claro ver el sentido dual de la induccion y la coinduccion, se
puede ver reflejada la idea principal de cada uno de ellos, permitiendo conjuntar la teoria
que los define a través de una mascara dulce e intuitiva. Las propuestas para extender
Haskell, ademds de conservar el alma de las definiciones (co)inductivas, permiten un de-
sarrollo ideal sobre el lenguaje de programacion ademds de un mejor aprovechamiento de
sus cualidades.



Conclusiones y Trabajo Futuro

Este trabajo inicié con una recopilacion de las teorias que estudian los sistemas de

tipos desde el punto de vista matematico, en el capitulo uno se reunieron las bases, se die-
ron definiciones y los términos més usados en este trabajo, esto con la idea de aportar una
base que ayude a los cientificos de la computacion en su reafirmaciéon de conocimientos
de induccién para dar paso al dual de la induccion, la coinduccion, asi como una pequena
introduccién a la teoria de puntos fijos y a la teoria de las categorias.
La teoria de categorias ha sido un soporte importante para comprender muchos de los tra-
bajos realizados en este campo, es una de las herramientas mateméaticas mas sobresalientes
que ayudan a ver de una manera mas clara el comportamiento de objetos matematicos,
en particular para este trabajo permite estudiar a los tipos de datos. Al hacer énfasis en
esta teoria se busca que més personas se interesen en ella y asi poder aspirar a un mejor
aprovechamiento de nuestra base matematica.

Recordando que en la introduccién se plantearon algunas preguntas, éstas fueron res-

pondidas, se discutié ampliamente la induccion, se explicd que el uso de la palabra in-
duccion a veces es como un calificativo que reciben algunos términos al incluir la palabra
induccion. Para explicar la coinduccién se tomoé como punto de partida a la induccion
dejando claramente que cuando se hace referencia al dual de la induccién se esta hablan-
do de la coinduccion; de la misma manera cuando se habla del dual de los constructores
de un tipo inductivo, es inmediata la asociacion de los tipos coinductivos los cuales son
observados mediante las funciones destructoras.
Finalmente la extensién del sistema, dada en el ultimo capitulo, permite responder a la
pregunta que tiene mas importancia: la de poder manejar objetos infinitos dentro de la
computadora; esto se realiza mediante la evaluacién perezosa. Ademas la extension dada
tiene una notable aportacion: es un sistema que incluye tanto a la induccién como a la
coinduccién en todos sentidos, permite definir tipos de datos (co)inductivos asi como las
definiciones de los principios de estos tipos, es decir, la (co)iteracién y la (co)recursion.
Pocos son los lenguajes de programacion que permiten el uso de la induccion y la coinduc-
cion, Haskell es uno de ellos, proporciona un ambiente en el que conviven ambos lo que lo
hace apto para la implementacion del sistema de tipos expuesto. Ademés la caracteristica
importante que liga al calculo lambda con Haskell hace que sea inmediato el paso entre
la teoria del sistema propuesto hacia la extension en el propio lenguaje de programacion.
Las definiciones de términos dadas en el sistema expuesto tienen semejanzas con la sin-
taxis utilizada por Haskell por ejemplo, el uso de los constructores multiples. El uso de
esta sintaxis ha sido con la idea de implementar el sistema propuesto como fue realizado
en [22].
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Haskell es un lenguaje que sobresale de entre otros, ya que solo evalia lo que el pro-
grama requiere para responder alguna pregunta, es decir su “pereza”, esta caracteristica
es la que permite el manejo de objetos coinductivos o infinitos ya que no se requiere de
una evaluacién inmediata. Dado que la computadora es una herramienta en nuestra vida
diaria, se concluye que el sistema expuesto disminuye el esfuerzo en la programaciéon de
tipos de datos (co)inductivos, no sélo al programar usando las herramientas matemati-
cas en las que se basa el desarrollo del sistema, como lo es la teoria de categorias, sino
también en la programacién directa en una computadora y asi mejorar la compresiéon y la
inclusién de la teoria en la practica. El siguiente paso, después de este trabajo, es llevar
el aztcar sintactico propuesto a Haskell y asi aportar una manera mas facil e intuitiva de
programar.
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