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INTRODUCCION.

El estudio y clasificacion de las singularidades de las funciones diferenciables de varias
variables (aparte de la consideracion de casos particulares) se inicia con el trabajo de
Marston Morse, cuyo famoso Lema permite caracterizar y clasificar todas las
singularidades en cuyo desarrollo de Taylor la parte cuadréatica es no degenerada.

Después vino el estudio de singularidades de funciones entre espacios euclidianos
iniciada por Hassler Whitney quien establecid los principios generales que debian regir
este estudio, especialmente los aspectos de clasificacion, genericidad y estabilidad.

Basandose en el trabajo de Whitney, René Thom dio un enorme paso adelante en la
teoria de las singularidades, empezando por su concepto de transversalidad y la
utilizacion de los espacios de jets. En el estudio de las funciones introdujo los conceptos
de determinacion, codimension y deformacion universal de las singularidades inestables.
En base a todo esto logré la clasificacion de todas las singularidades de codimension
menor o igual a 4 y sus deformaciones universales necesarias para el desarrollo de la
Teoria de las Catastrofes Elementales.

Las ideas e intuiciones de René Thom fueron continuadas y completadas por numerosos
matematicos, entre los que podemos mencionar a Bernard Malgrange, Jean Paul
Tougeron y John Mather. Por otra parte, el estudio de la clasificacion y determinacion en
clase C' de las singularidades se inicia con los trabajos de Nicolas Kuiper y Tzee Char
Kuo.

Un nuevo impulso a la teoria surgié con el trabajo de Vladimir I. Arnol'd [A] quien llevo la
clasificacion de las singularidades de funciones a niveles superiores, al introducir el
concepto de modalidad y clasificar las funciones de baja modalidad (empezando por las
simples, o de modalidad 0), en lugar de seguir el orden definido por su codimension. Al
profundizar el estudio de las singularidades cuasihomogéneas y semicuasihomogéneas,
no soélo obtiene Arnol'd la clasificacion de numerosos tipos de singularidades, sino que
descubre insospechadas relaciones entre estas clasificaciones y otras que aparecen en
las mas diversas ramas de las matematicas y aplica sus resultados al estudio de las
integrales oscilantes y otros temas de las matematicas. El trabajo va mucho mas alla de
las singularidades cuasihomogéneas y desarrolla muchas otras técnicas basadas en el
diagrama de Newton de la singularidad que le permiten avanzar en diversos problemas
de clasificacion. Este enfoque fue continuado por muchos matematicos, en especial los
de la escuela rusa de Arnol'd (ver, por ejemplo [A,G-Z-V]).



Este texto es una de las fuentes principales de esta tesis. Continuando las ideas del
estudio de las funciones cuasihomogéneas y algunas de las técnicas creadas en él,
hemos trabajado sobre cierto tipo de estas singularidades que hemos llamado polinomios
modelo y que juegan un papel importante debido a que son los polinomios
cuasihomogéneos con singularidad aislada con el menor nimero posible de monomios y
que, de hecho forman parte del desarrollo de Taylor de cualquier funcion,
cuasihomogénea o no, con singularidad aislada en el origen.

En este trabajo se caracterizan y estudian los polinomios modelo que efectivamente
tienen una singularidad aislada y, siguiendo la técnica de las cadenas de Arnold, se
calculan elementos estructurales importantes de sus ideales jacobianos. Cabe sefalar
aqui se desarrolla esa técnica de Arnol'd, lo cual nos permite dar resultados mas precisos
en familias mas generales de singularidades. Estos resultados se pueden aplicar para
completar algunos de los resultados de Arnol'd, en especial los relativos al célculo de
invariantes que no son abordados en sus trabajos como son ciertos invariantes del
algebra de una singularidad o su grado de determinacién preciso. Si bien los resultados
de este trabajo se pueden traducir en principio en un algoritmo para calcular estos
invariantes para cualquier polinomio modelo en particular, no resulta facil dar resultados
generales, debido a que el nUmero de casos posibles que es necesario analizar por
separado crece muy rapidamente con el numero de variables. Daremos algunos ejemplos
sencillos de como es factible realizar esto.

En el Capitulo | se dan algunas definiciones basicas de los esquemas combinatorios
sobre los que se construyen los polinomios modelo.

En el Capitulo Il se introducen propiamente los polinomios modelo y sus propiedades
elementales. Se dan aqui los ejemplos fundamentales llamados el del n-ciclo y el del
n-acatl. Se demostrara que los polinomios modelo de orden mayor o igual a tres siempre
son cuasihomogéneos de una forma esencialmente Unica y después, se ve codmo separar
sus variables en forma concreta para aislar la parte de grado 2 del resto de orden tres o
mas. Se vera también que al clasificar los polinomios modelo (todos cuyos monomios
tienen coeficiente 1) también se habran clasificado los que se obtienen poniéndoles
coeficientes arbitrarios.

En el Capitulo Il se recuerda el concepto de singularidad aislada y se caracterizan los
polinomios modelo con singularidad aislada sobre los complejos como aquellos cuyas
componentes son de tipo n-ciclo o n-acatl. Se trata en forma breve la cuestién de las
singularidades aisladas sobre los reales, para abordar a partir de este momento solo las
singularidades complejas.

En el capitulo IV se recuerdan los conceptos de ideal jacobiano y de éalgebra de una
singularidad, asi como la caracterizacion de las singularidades aisladas como aquellas
cuyas algebras son de de dimension finita. En relacién a estos conceptos sefialamos de
pasada en la seccién 1V.2 un error en un enunciado del articulo [A] que al parecer no ha
sido sefialado previamente Posteriormente se introducen los conceptos basicos de la
técnica de cadenas para el estudio de los ideales jacobianos, en particular los de frontera
basica y frontera jacobiana, que permiten en principio conocer los invariantes de una
singularidad



En el capitulo V. se calculan con todo detalle las fronteras basica y jacobiana de los
polinomios n-ciclo y n-acatl para todos los valores de n. Se describen todos sus
elementos y se calcula la cardinalidad de las fronteras bésicas, que involucra
sorprendentemente a los numeros de Fibonacci.

En el capitulo VI se muestra como aplicar todo lo anterior para el calculo de diversos
invariantes de los polinomios modelo, como son la minima potencia del ideal maximo
contenida en el ideal jacobiano o en otros ideales relacionados, el grado de determinacion
y el grado de determinaciéon C'. Si bien, como dijimos antes, no es facil dar en este caso
resultados generales, debido a que el nimero de casos posibles que es necesario
analizar por separado crece muy rapidamente con el numero de variables, damos
ejemplos concretos de su aplicacion a algunos casos. En particular completamos el
estudio de las de singularidades aisladas estrictamente cuasihomogéneas en dos
variables calculando sus invariantes y dando la clasificacion completa, que puede
concluirse de manera directa o bien, en la siguiente seccion, mediante el polinomio
homogéneo de Poincaré de la singularidad. Finalmente, se ve cédmo es posible aplicar
todo lo anterior al estudio de las singularidades que se obtienen agregando un monomio a
un polinomio modelo.

Si bien este trabajo se basa en [A], desde el punto de vista légico su desarrollo es
independiente y no usamos ningln resultado de ese articulo. Unicamente en el capitulo
VI, al aplicar nuestros resultados al calculo del grado de determinacion de los polinomios
modelo y a su clasificacion, utilizaremos resultados de otros autores.

Los resultados del capitulo 1l se pueden extender para el estudio de otro tipo de
singularidades llamadas cuasihomogéneas torcidas que se obtienen al modificar los
polinomios modelo tomando en cada sumando en lugar del factor x4 Su conjugado. Estas
singularidades fueron introducidas por José Seade dentro de su trabajo sobre las
fibraciones de Milnor reales. y han sido ampliamente estudiadas desde el punto de vista
geomeétrico por él y varios colaboradores (ver [S1], [S2], [R-S-V]). En patrticular, Seade
demostré que cuando ¢ es biyectiva la singularidad es aislada. Para ¢ general es posible
demostrar como en el Capitulo Il de esta tesis que la singularidad correspondiente es
aislada si y sélo si todas las componentes de la estructura ciclica de ¢ son de tipo ciclo o
acatl.

La demostracién es analoga, pero requiere de calculos méas elaborados. A diferencia de
los polinomios modelo, estas singularidades deben considerarse como funciones con
valores en R? por lo que los resultados algebraicos de esta tesis no se pueden aplicar
directamente a ellas y se necesitara un nuevo desarrollo conceptual para extender los
resultados de los capitulo V y VI.



CAPITULO .

ESTRUCTURAS CICLICAS.

SECCION I.1.

ESTRUCTURA CICLICA DE UNA FUNCION.

En esta seccion consideraremos el conjunto J, = {1,..., n} y las funciones ¢ de J, en J.

Como el subconjunto: {1, ¢ (1),..., ¢" (1)} de J, tiene cardinalidad menor o igual que n. se
tiene que para algin entero positivo k (1<k<n) la k-ésima iteracion de ¢, ¢ contiene algin
punto fijo; es decir, existe i en J, tal que ¢*(i)=i.

Definicidn. Se dice que i es un elemento ciclico de orden c¢ de la funcion ¢ si, i es un punto
fijo de ¢° y el conjunto: {¢ (i), ..., ¢°(i)} tiene cardinalidad c. Los elementos ciclicos de ¢
forman c-ciclos en la grafica de la funciong.

Se dice que un elemento j de J, es un elemento preciclico, de longitud | (121), de la
funcién ¢ si, el conjunto: {j, ¢ (), ..., ¢'())} tiene cardinalidad 1+l y ¢'(j) es el Ginico elemento
ciclico del conjunto.

Podemos asociar a la funcién ¢ una grafica orientada cuyos vértices son los puntos de J,
y tiene como aristas flechas que van de cada vértice j al vértice ¢ (j). Hablaremos
indistintamente de los ciclos de ¢ o los ciclos de la gréfica de ¢.

Ejemplos:

1.- la gréfica de la funcion identidad contiene n uniciclos:

000000



2.- La grafica de la funcién constante 1 contiene un uniciclo y n-1 elementos preciclicos,
todos de longitud 1:

3.- La funcién "n- acatl " (de acatl, carrizo o cafia de maiz) esta definida como: ¢ (n)=n-1,
¢ (n-1)=n-2,..., ¢ (2)=1y ¢ (1)=1. Su gréfica también contiene un uniciclo y n-1 elementos
preciclicos, pero ahora sus longitudes van de 1 a n-1. Esta funcion ser4 muy importante
en este trabajo:

ek )

4.- La funcién "n-ciclo" esta definida como: ¢ (n)=n-1, ¢ (n-1)=n-2,..., ¢ (2)=1y ¢ (1)=n. Su
gréfica también contiene un solo ciclo de orden n y no tiene elementos preciclicos. Esta
funcién también serd muy importante en este trabajo:

£

Cada componente de la gréafica de una funcion ¢ de J, en J, consta de un c-ciclo
y, en algunos casos, de uno o varios elementos preciclicos. En consecuencia tenemos la:

Observacion: El numero de componentes conexas de la grafica de ¢ es igual al numero
de ciclos que contiene.

A la distribucién de los elementos ciclicos y preciclicos en la gréfica de la funcién
¢, se le denominard la "estructura ciclica de ¢". Haremos mas preciso esto en la siguiente
seccion.



SECCION 1.2,

EQUIVALENCIA DE FUNCIONES.

Sea F, el conjunto de todas las funciones de J, en J,.

El grupo de permutaciones S, actla por conjugacion sobre F,; esto es, si ¢ es un
elemento de F, y y est4 en S,,, obtenemos un nuevo elemento y¢y™ de Fo.

Es claro que ¢ y y¢y‘tienen el mismo nimero de ciclos de cada orden y la estructura de
los elementos preciclicos que llegan a cada ciclo es la misma. Reciprocamente, si
tenemos dos elementos de F, que tienen la misma distribucion de los elementos ciclicos y
preciclicos, podemos claramente definir una permutacion que conjugue uno en el otro. En
consecuencia es natural dar la siguiente:

Definicién. Cada clase de equivalencia, obtenida por la accién del grupo S, sobre el
conjunto Fy, sera denominada "estructura ciclica” y la clase de equivalencia de la funcién
¢; serd denominada "estructura ciclica de ¢".

Observacion 1. La estructura ciclica de una funcién ¢ es la union de s estructuras
ciclicas de la restriccion de ¢ a cada uno de los s componentes que contiene la gréfica de
la funcion ¢. Por esto es posible en muchos casos restringirse al estudio de las funciones
cuya gréfica es conexa.

La cardinalidad de clases de equivalencia obtenidas, con esta relacion, es, en general,
considerablemente menor que n"=|F,| (nimero total de funciones de J, en J,). Este
conteo involucra, por una parte, el numero y la distribucion de c-ciclos distintos y, por
otra, la distribucién de los elementos preciclicos en los ciclicos, siendo esta ultima la mas
complicada, ya que en su contabilidad aparecen variaciones del numero de particiones de
un entero; por lo que cualquier férmula para obtener la cardinalidad de todas las
estructuras ciclicas es necesariamente asintética.

Para valores pequefios de n el nimero de estructuras ciclicas es como sigue:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
numero de estructuras ciclicas 1 3 7 19 47 128 334 909 2434

En el apéndice 1 describiremos estas estructuras ciclicas.



SECCION 1.3.

CUNAS Y ESTRUCTURAS SIN CUNAS.

Ciertas subestructuras particulares juegan un papel importante en nuestro analisis:
Diremos que ¢ contiene una cufia si existen 3 elementos distintos {k,|,m} de J, tales que

oK)= o()=m.

Proposicion.

Las unicas estructuras ciclicas conexas que no contienen cufias son la n- acatl y el n-
ciclo.

Demostracién. Consideraremos una estructura ciclica conexa sin cufias y el ciclo
contenido en ella.

Si el orden de este ciclo es mayor que uno, entonces no puede haber ningin elemento
preciclico, porque habria uno de longitud 1 que daria lugar a una cufa. Luego la
estructura consta Unicamente del ciclo.

Si el ciclo es de orden 1, puede haber a lo mas un elemento preciclico de longitud 1.
Después puede haber un solo elemento preciclico de longitud 2 y asi sucesivamente. Al
completar el conjunto de preciclicos obtenemos que la estructura ciclica es la n- acatl.
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CAPITULO Il

POLINOMIOS MODELO.

SECCION II.1.

DEFINICION DE LOS POLINOMIOS MODELO.

Dado cualquier conjunto de n-enteros p(1), ..,p(n) positivos y una funcion ¢ en F,, se
define un polinomio en n variables de la siguiente manera:

P¢ (Xl, X2,.uu,y Xn):le(l)X¢ @t sz(z)X¢(2) +...+ an(n)X¢(n)

al cual denominaremos: "un polinomio modelo de la funcién ¢"; o simplemente, "un
polinomio modelo”.

Este polinomio con coeficientes enteros lo podemos considerar indistintamente como un
polinomio real o complejo o como una funcion de n variables reales o complejas.
Ejemplo 1.- Si ¢ es la funcion identidad ¢(i)=i el correspondiente polinomio modelo de ¢

es una suma de potencias de las variables:

Py (X1.X2,- Xn)=X1 PO 4+ 5PO 4 4 x PO

Estos polinomios se conocen como singularidades de Pham.

En general los términos de un polinomio modelo que son potencias de una variable se
corresponden con los puntos fijos de la funcién.

Diremos que un polinomio modelo es conexo si la gréfica de la funcién ¢ es conexa.

De estas definiciones y la observacién 1 del capitulo 1 se infiere:

10
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Observacion 1 (Separaciéon de variables). Cada polinomio modelo es la suma de s
polinomios modelos que no comparten variable alguna, donde s es el ndmero de
componentes (0, o que es lo mismo, el nimero de ciclos) que contiene la estructura de ¢.

Ejemplo 2 .- Si ¢ consta de un 3-ciclo, sus polinomios modelo son:
Py (X,y,2)=x"y + y9z + Z'x,

Ejemplo 3.- Lista de los polinomios modelos con cuatro variables.

1. xXP+yd+z72'+ s

2. XP+xyt+z'+w

3. yxP+xyd+ 2T+ ws

4.  xXP+xyd+xz'+ws

5 xXP+xyl+y z'+wS.

6. xPy+xyd+xz'+w,
7. Xy +yiz+xz2+w
8. xXP+yl+xz'+yws
9. XP+xy%+xz'+ xw,
10. xP+ xyd+ xz"+ yws,
11, xP+xyd+ yz"+ yws,
12, xP+xyd+yz"+ zws
13.  xP+ xy?+ Z'w+ 2w,
14.  xPy+ xy%+ xz"+ xw?®.
15. xPy + xy9+ xz'+ yw®.
16. xPy + xyd+ xz"+ zw’.
17.  xPy + xy%+ Z'w+ 2w,
18.  xPy +y9z + xz"+ xw’.
19. xPy +yiz+ 2+ Z'w+ xw?.

En el Apéndice 1 detallaremos la descripcion y construccion de los polinomios modelo
para valores pequefios de n.

Todos los polinomios modelo comparten muchas de las mismas propiedades, salvo
algunos muy especiales que tienen propiedades diferentes del resto, por lo cual hay que
considerarlos por separado:

Diremos que un ciclo del polinomio P, es especial si tiene orden par y todos sus
exponentes p(i) son iguales a 1.

Diremos que un ciclo del polinomio P, es semi-especial si tiene orden par, no es especial
y n/2 de sus exponentes p(i), no contiguos, son iguales a 1.

Ejemplos:
Xy+yz+zw+wXx es un polinomio especial.

x°y+yz+z®w+wx es un polinomio semi-especial.

11
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SECCION 11.2.

POLINOMIOS MODELO Y FUNCIONES CUASIHOMOGENEAS.

Cuando todos los exponentes p(i) son iguales a un entero p, el polinomio modelo es
claramente un polinomio homogéneo de grado p+1.

Mas generalmente, casi todo polinomio modelo es cuasihomogéneo. Recordemos la
Definicién.
Sean d, d(1), ..., d(n) nUmeros reales, con d(i)>0 (1<i<n).
Se dice que una funcién f de K" en K es cuasihomogénea, de pesos d(i) y cuasigrado d,
si para cada A en el campo K (K es el campo real o complejo); se tiene:

fA9D xq, o, A9 %) = A% f(xq, ..., Xn).
Claramente podemos modificar los pesos y el cuasigrado multiplicandolos por una
constante arbitraria distinta de cero.

Teorema.

(i) Un polinomio modelo es cuasihomogéneo si y sélo si, ninguno de sus ciclos es casi
especial. En este caso existen pesos que son enteros positivos sin factor coman.

(i) Estos pesos son Unicos si, y soélo si, adicionalmente, el polinomio no tiene un ciclo
especial.

(iii) Si los ndmeros d(1), ..., d(n) son enteros relativamente primos dos a dos, entonces
para toda ¢ existe un polinomio modelo de ¢ que es cuasi homogéneo con estos pesos.

(iv) Si existe un polinomio modelo de ¢ que es cuasi homogéneo con pesos enteros d(1),

..., d(n).y cuasigrado d, entonces existen una infinidad con esos pesos y con cuasigrados
de la forma d+tm, donde t es un entero y m es el minimo comun multiplo de d(2), ..., d(n).

Demostracién: Buscaremos los pesos que hagan que P sea un polinomio
cuasihomogéneo de cuasigrado 1. Para esto hay que resolver el siguiente sistema de n-
ecuaciones con n-incognitas d(i):

p()d()+d(6()=1 1)

12
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La matriz M de este sistema es de la forma: P + E 4, donde P es la matriz diagonal, que
tiene a p(i) en el i-ésimo lugar de la diagonal, y E ;, es la matriz que tiene unos en las
entradas (i, ¢ (1)) y O en las demas.

Como el sistema se descompone en sistemas independientes correspondientes a las
componentes de la grafica de ¢, basta con estudiar el caso en que ésta es conexa.

En este caso podemos numerar los vértices de la gréfica de ¢ de manera que los
elementos preciclicos sean los primeros k y la funcién ¢ sea estrictamente creciente en
ellos y los elementos ciclicos sean los ¢ ultimos y ¢.los recorre en el orden ciclico, lo cual
siempre supondremos.

La matriz M se descompone entonces en bloques
T X
0 C
donde:

T es la matriz kxk correspondiente a los elementos preciclicos y es una matriz triangular
superior con términos p(i) en la diagonal;

C es la matriz correspondiente al ciclo. Desarrollando el determinante de C segun los
menores de la primera columna obtenemos

det(C)=(-1)“"V+p(k+1)...p(n)
y por lo tanto

det(M)=p(1)...p(K)((-1) “P+p(k+1)...p(n))

Por consiguiente, el sistema (1) tiene una solucion unica d(1), d(2), ..., d(n) salvo en el
caso en gue c sea par y todos los exponentes de los elementos del ciclo sean iguales a 1,
es decir, que el ciclo sea especial.

Para ver cuando los pesos son positivos consideremos la solucion del sistema (1) para un
ciclo no especial con pesos p(1),...p(n), usando la regla de Cramer. El denominador es el
determinante del sistema (que es positivo) y el numerador se obtiene substituyendo en
ese determinante la primera columna por unos. Si llamamos c, a este determinante,
desarrollandolo por el dltimo renglén, tenemos que

Co= P Crat(-1)™
de la cual se obtiene por induccion que

¢ = P(2) pB3) p(4) ... p(n) = P(3) P(4) ... p(N) + p(4) ... p(n) +..+ (-1)"p(n) + (1™
y cada par de términos es la diferencia entre un nimero y uno menor, que es

estrictamente menor si y sélo si el primer factor del primero, p(2i), es mayor que 1. Sin es
impar, ¢, tiene adicionalmente el término positivo 1. Luego, si el ciclo no es semi-especial,
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la dnica solucion al sistema debe tener d(1)>0, siendo el cociente de dos enteros
positivos. Permutando ciclicamente las coordenadas obtenemos que todos los pesos d(i)
deben ser también positivos.

Entonces, por las ecuaciones del sistema, se obtiene que todos los pesos del ciclo son
ademas menores que 1.

Si el ciclo es especial podemos tomar dos racionales positivos de suma 1 y asignar estos
pesos alternativamente a todos los elementos del ciclo.

En ambos casos, usando las mismas ecuaciones podemos ir obteniendo los pesos de los
elementos preciclicos, empezando por los de longitud 1, que seran también racionales
positivos menores que 1.

Finalmente, se pueden expresar todos los pesos como racionales con un minimo comuan
denominador y multiplicando por éste, obtenemos pesos enteros positivos sin factor
comun, determinados univocamente por los pesos racionales.

Es claro de la demostracion que si el polinomio tiene un ciclo especial entonces estos
pesos no seran Unicos, y que si tiene un ciclo semi-especial entonces cualquier solucion
del sistema (1) tendra algunos valores d(i)=0.

Para mostrar (iii) basta considerar el sistema de ecuaciones

p()d(i)+d(¢(i))=d 1)

donde ahora los valores de d(i) estan dados y se requiere encontrar los valores de p(i) y
de d. Si los numeros d(i) son primos relativos dos a dos siempre es posible encontrarlos
por el Teorema Chino del Residuo.

Finalmente para demostrar (iv) basta con substituir una solucion {p(i),d} de (1’) por la
solucion {p(i)+t m/d(i),d+tm}. QED.

Observacion: Este teorema se aplicara especialmente a los polinomios modelo con
exponentes p(i) mayores que 1, que son los que tienen singularidades de orden 3 0 mas.
El estudio de las singularidades de orden 2 se puede en general reducir mediante
separacioén de variables al estudio de las de orden mayor. (Ver seccion 11.4)

Ejemplos: 1.- El polinomio modelo x° y +y z + 22 w + w x no es cuasihomogéneo, ya que
cualquier solucion del sistema (1) tiene un valor d(i)=0.

El cambio de variables local x'= x + z®, z'=z + x° lo transforma en el polinomio y z + w x
gue ya no es un polinomio modelo, pero si es cuasihomogéneo (de varias maneras) y es
una singularidad de Morse que es muy conocida y estudiada. (Este cambio ilustra el
Lema de Morse: la singularidad es equivalente a su parte cuadratica debido a que ésta es
no degenerada).

2.- No existe un polinomio modelo del 4-ciclo con pesos 2,2,7,3.
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Si existe, sin embargo para los pesos 2, 7, 2, 3, aun cuando estos, sin tener factor
comun, no son primos relativos dos a dos.

3.- Sea g un entero mayor que 1. Entonces, el cambio de coordenadas x'=x- %2 y9, y'=y
nos muestra la equivalencia entre el par de polinomios:

2-ciclo: x2y+xy?t
2-4catl: y?T-4yx?.

En el caso complejo podemos hacer que el coeficiente de la Ultima expresion sea 1 y
obtenemos dos polinomios modelo diferentes que son equivalentes bajo cambios de
coordenadas (ver seccion siguiente). Ambos modelos son cuasihomogéneos con los
mismos cuasigrados y pesos (2g+1; g, 1). En el caso real, los polinomios y*™**+x?y no son
equivalentes, por lo cual el polinomio del 2-ciclo y el del 2-acatl con coeficientes 1 no lo
son tampoco.

Este ejemplo nos muestra un polinomio tipo 2-ciclo que es equivalente a uno tipo 2-acatl.
Veremos en la seccion VI.4 que esto es excepcional para polinomios de dos variables.
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SECCION 11.3.

POLINOMIOS MODELO CON COEFICIENTES.

Podemos considerar igualmente polinomios con los mismos términos que los polinomios
modelo, pero que tienen ademas coeficientes reales o complejos distintos de 0, pero no
necesariamente iguales a 1:

Qp (X1,X2,... . Xn)= a1X1PPxg (1) + @2x2”PxX2) +...F @nX®Pxgny

El estudio de estos polinomios se reduce en el caso complejo al de los polinomios
modelo:

Proposicion.

Si el polinomio P, no es especial, entonces todo polinomio Q4 con los mismos exponentes
es equivalente a P, bajo un cambio de variables complejo.

Demostracién: Efectuaremos el cambio de variables lineal
x; = "0 Vi

con constantes u(i) a determinar. Este cambio transforma el polinomio Q4 en un polinomio
en las variables y; con todos los coeficientes iguales a 1 si estas constantes satisfacen el
sistema

p(u(i)+u(4(i))=-log(a)

El determinante de este sistema es el mismo que el del sistema (1) de la seccion anterior,
por lo cual tiene una solucién Unica salvo en el caso de que el polinomio P, sea especial.

Es facil ver que el polinomio axy + yz + zw + wx para a#1 no es equivalente al polinomio
modelo especial xy + yz + zw + wx, ya que el primero es una forma cuadratica no
degenerada mientras que el modelo es una degenerada.

Es claro de la demostracion anterior que un polinomio real no especial de la forma Q, es
equivalente mediante un cambio de variables real a uno donde todos los coeficientes son
1 o -1, por lo cual se reduce su analisis a un niumero finito de casos. Dependiendo de la
estructura ciclica y de la paridad de los exponentes, pueden ser 0 no estos equivalentes
al polinomio modelo, cuestion que no abordaremos en detalle. (Ver, sin embargo, el
ejemplo final de la seccion anterior).

Debido a estos resultados consideraremos en lo que sigue Unicamente los polinomios
modelo.
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SECCION 11.4.

SEPAR@CION DE VARIABLE DE UN PAR DE POLINOMIOS MODELOS
SIN CUNA.

El método de separacion de variables nos permite expresar a ciertos polinomios conexos
como una suma de dos o mas polinomios que no comparten variable alguna. En esta
seccion presentamos una manera de separar a un par de polinomios modelo sin cufia
que tienen un representante conexo.

Ejemplos: 1.- Cualquier 2-ciclo de la forma: xy+xyY, claramente es equivalente con xy.
En tanto que el 3-ciclo dado por P(x,y,z) = xy +y%z +z'x es equivalente con el
polinomio xy +(-1)%z**%", mediante el cambio local de coordenadas: y'=y-z" y x'=x-
zS(y,z), donde S(y,z)=[(y-z")? -(-1)%z")ly.

En ambos casos, el cambio de coordenadas, ademas de separar variables también

transforma un polinomio modelo en otro polinomio modelo.

2.- En cambio el polinomio modelo: P(x,y,z,w) = xPy +xy9 +xz" +yw satisface:
P(x,y,z,w-x"-xy®™) = xz" +yw; en este caso, el cambio de coordenadas separa variables
pero no tranforma un polinomio modelo en otro polinomio modelo.

3.- Modelo: G(x,y,z) = xy +xz°=x(y+z°) un cambio de coordenadas implica la equivalencia
con un polinomio modelo de dos, de las tres, variables: G(x+y,x-y-z3, z) =(x+y)(x-y-z>+z°)=
X2-y2.

Lema 1. [Lema de separacion de variables].

Si uno de los n enteros: p(1), p(2), ..., p(n), es igual con uno entonces, un cambio local de

coordenadas, aplicado al polinomio modelo n-ciclo o al polinomio modelo n- acatl, separa
las n-variables en la suma de dos o tres polinomios modelos de tipo &catl o ciclico.

Demostracién:Para el caso del Modelo n-ciclo puede suponerse, sin pérdida de
generalidad, que p(1)=1. Entonces, el polinomio n-ciclo adopta la forma:
P(X1, X2, ..., Xn) = X1X2 +Xo"Pxg +... +x,P™ x4,

definiendo
S(Xz,Xn) — [(XZ_XnD(ﬂ))P(Z)_(_an(n))p(Z)]/Xz,
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obtenemos la equivalencia del polinomio P(X1-X3S(X2,Xn), Xo-XP™, X3, ..., Xn) €ON X1X»
X3p(3)X4 +. .. +(_an(n))p(z)x3.

los casos n=2 y n=3 estan incluidos en los ejemplos previos al Lema 1.
Sea Q(X1, Xz, .oy Xn) = XtPP 4x1%P@ +.. +xp1 Xn P el polinomio modelo n-acatl.
Dividimos, esta parte de la demostracién, en 4 casos: p(1)=1, p(2)=1, p(j)=1 (3<j<n) y
p(n)=1; en cada uno de estos casos, el modelo n- &catl adopta, respectivamente, la
forma:
Qu(X1, ...\ Xn) = X22 +x2X2P@ +... +XnaXP™,
Q2(X1, -y Xn) = X:PD™ txaxa +xox" +... +xax ™,
Qa(X1, ..y Xn) = X?PO* +x1P@ +xox5 +X3Xa"P +... +x0x, Py

Qn(X1, -y Xn) = X" 4x06P@ +3x") ... X 1o,
Observacion: Para simplificar notacion se considera a p(1)>2 en Q2, Qs y Qn.
Aplicando los cambios de coordenadas indicados en los argumentos de Qi, Q2, Qs Y Qn,
donde

Sa0wxg) =[x PN (X O lxa y

S3(X2,X4)=[(X2-Xa"W)P@)- (-x, p<4))p(2>],x

conseguimos las cuatro equivalencias:

Q1(X1- %2 X2P@, X5, Xa,..., Xn) = X12 = Y4 2P +3x3"F+ ... +X01%, P,
Q2(x1-X"®), X2-Sa(X1, X3), Xa,....Xn) = X1Xz +(-1)PPxsPBp(3) +xaxsPD+.. . +Xn1x:P™,
Q3(X1,X2-Xa"®, X3-X1S3(X2,Xa), Xar- ., Xn) = XoXz +X1PD +(-1)PPx1x,PPp(4) +... +X(n-0)X:P™ |, y

-1)-1yy — 1 -1
Qn(X1y-+s Xn-2y Xnt, XnXn2Xn1 (1)) = x0PD 4 402X P DX 1 X,
QED.
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CAPITULO IlI.

POLINOMIOS MODELO Y SINGULARIDADES
AISLADAS.

SECCION 1II.1.

SINGULARIDADES AISLADAS.

Sea f una funcion analitica definida en una vecindad del 0 en R" o una funcion holomorfa
definida en una vecindad del 0 en C". Supondremos siempre que f(0)=0.

Recordemos que un punto singular de f es un punto donde se anulan las derivadas
parciales de orden 1 de f y que f tiene orden m en un punto si en ese punto todas las
derivadas parciales de orden menor que m de f se anulan y alguna de orden m no se
anula

Decimos que f tiene singularidad aislada en el origen si existe una vecindad del origen
donde éste es el Unico punto singular de f.

Los polinomios modelo juegan un papel muy importante en el estudio de las
singularidades aisladas, debido a la siguiente propiedad:
Proposicion.

Si f tiene singularidad aislada en el origen, entonces el desarrollo de Taylor de f en el
origen contiene un polinomio modelo con coeficientes.

En el caso de una funcién holomorfa de orden mayor que 2 podemos entonces suponer,

mediante un sencillo cambio de variables, que el desarrollo de Taylor de f en el origen
contiene un polinomio modelo.
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Demostracion.

Si f tiene singularidad aislada en el origen entonces, para cada i las parciales de f no se
anulan todas en el eje x;. Luego alguna de ellas, digamos la parcial respecto a xx , €s no
nula y su desarrollo de Taylor en 0 empezara con un término x;° con coeficiente no nulo.
O, lo que es lo mismo, la parcial de f respecto a xi tendra en su desarrollo de Taylor hasta
orden p el término en x y todos los demas términos contendran alguna variable diferente
de x;. En consecuencia, el desarrollo de Taylor de f hasta orden p+1 contiene el término a
X x . Definiendo ¢(i)=k vemos que este desarrollo contiene un término xx,s Haciendo
esto para cada i hemos construido una funcion ¢ tal que el desarrollo de Taylor de f
contiene un polinomio modelo de ¢ con coeficientes.

Del resultado de la seccion 11.2 se sigue la segunda parte de la proposicién, dado que el
correspondiente polinomio modelo no puede ser especial, ya que cada p(i) es por lo
menos 2. QED.

Observaciones: Una funciébn puede contener muchos polinomios modelo en su
desarrollo de Taylor sin tener necesariamente una singularidad aislada. Por ejemplo, la
funcién de dos variables (x+y)* con k>1 contiene todos los polinomios modelo de grado k
en dos variables pero su conjunto singular es {x+y=0}.

Por otra parte no podemos afirmar que una funcién con singularidad aislada contenga un
polinomio modelo con singularidad aislada:

Ejemplo:
la funcién
x27 + yzz + 8+ x2y2

tiene singularidad aislada en el origen, segun se verifica facilmente, pero sélo contiene al
polinomio cufia que no tiene singularidad aislada.

De hecho, veremos en la seccién siguiente que los polinomios modelo con singularidad
aislada son pocos.
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SECCION 111.2

LOS POLINOMIOS MODELO CON SINGULARIDAD AISLADA.

A pesar de lo que pudiera sugerir la seccion anterior, no todos los polinomios modelo
tienen singularidad aislada. De hecho son muy pocos los que la tienen:

Proposicion.

En el caso complejo los Unicos polinomios modelo de orden mayor o igual a 3 que
pueden tener singularidad aislada en el origen son los que las componentes conexas de
sus estructuras ciclicas son de tipo n-acatl y n-ciclo.

Demostracién. Si la estructura ciclica de ¢ contiene una cufia correspondiente a las
variables x,y,z, entonces el polinomio contiene los términos x°z + y9%z y los términos
restantes contienen alguna variable distinta de X,y elevados a una potencia mayor que 1.
Sea E=E(X,y) el subespacio donde se anulan todas las variables distintas de x,y. Luego
las derivadas parciales de P respecto a x, y se anulan en E, asi como las parciales
respecto a cualquier otra variable distinta de z. La parcial con respecto a z restringida a E
es igual x* + y¥y por lo tanto se anula en el subconjunto de E dado por x* + y =0. Este
consta de puntos singulares y en el caso complejo el origen no es un punto aislado de él.

Por la proposicion de la seccion 1.3, las Gnicas estructuras ciclicas conexas que no
contienen cufias son la n-acatl y la n-ciclo. QED.

Observacion 1. Si admitimos que algunos exponentes sean 1 si puede haber otros
polinomios modelo con singularidad aislada, por ejemplo x°z + y9z +zx+wy. Este es sin
embargo equivalente, mediante el sencillo cambio de coordenadas x'= x° + y* + x, a su
parte cuadréatica que es no degenerada. Cabe también sefialar que éste es esencialmente
el Unico caso de un polinomio modelo con singularidad aislada que no corresponde a los
modelos acatl y ciclo, ya que siempre que un tal polinomio tenga una cufia debe contener
junto con ella a todo el polinomio anterior.

Observacion 2. Es posible demostrar directamente que todo polinomio modelo de orden
mayor que 2 de tipo acatl o ciclo tiene singularidad aislada. Sin embargo dejamos la
demostracion de este resultado para el capitulo V, donde serd una consecuencia de un
analisis mas detallado de estos polinomios.
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SECCION 1l 3.

SINGULARIDADES REALES AISLADAS.

A partir del analisis anterior es muy facil dar ejemplos de polinomios que tienen una
singularidad aislada real, pero que sobre los complejos no la tienen. Un ejemplo sencillo
seria el polinomio

X’z + Y’z + 7°
cuyo conjunto singular estd dado por x* + y?=0 y z=0. Como funcién real su Unica
singularidad es el origen. Pero como singularidad compleja sus singularidades son la
union de las rectas x=iy y x=-iy.

En este caso existen polinomios modelo con los mismos pesos (1,1,2) y cuasigrado (4)
que ésta y que como singularidades complejas son aisladas: por ejemplo x* + y* + z2.

Méas interesante resulta el siguiente ejemplo de una singularidad aislada real
cuasihomogénea tal que ninguna singularidad compleja con los mismos pesos (3,3,2) y
cuasigrado (8) tiene singularidad aislada:

X’z +y’z + 7

Para demostrar esto basta verificar que, ademas de los monomios que aparecen en ella,
solamente el monomio xyz tiene cuasigrado 8, por lo cual se pueden escribir todos los
polinomios cuasihomogéneos con esos pesos y cuasigrado:

ax’z + by?’z + cz* + dxyz

cuyo conjunto singular contiene a la curva {z=0, ax*+by?*+dxy=0}.
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CAPITULO IV.

EL ALGEBRA DE UNA SINGULARIDAD.

SECCION IV.1.

EL IDEAL JACOBIANO Y EL ALGEBRA DE UNA SINGULARIDAD.

Los polinomios modelo son elementos del anillo de las series formales con n-variables y
coeficientes en un campo K (K es el campo real o complejo); al cual, denotamos como:
A(n) = K[[X1, X2, ..., Xn]]. ES bien sabido que el anillo A(n) es un anillo local cuyo ideal
maximo m(n) es el conjunto de series con término constante igual a cero. m(n) esta
generado como ideal por los monomios de grado 1 (X1, Xz, ..., Xy). Las unidades de A(n)
son las series con término constante diferente de 0, es decir, las que no estan en m(n). La
potencia m(n)k del ideal maximo esta generada como ideal por los monomios de grado k
en las n variables.

Para los fines de este estudio se puede utilizar en lugar de A(n) el anillo de las series
convergentes o el de las funciones infinitamente diferenciables.

Si f es cualquier elemento de A(n), las derivadas parciales de f de primer orden generan
un ideal del anillo A(n), al que conocemos como el ideal jacobiano de f y suele denotarse

().

Sea g cualquier elemento del anillo A(n). A la expresion: g df/dxj la conocemos como una
"combinaciéon de f "; a la suma de dos o mas de estas expresiones también la
[lamaremos una combinacion de f.

Ejemplos. 1.- El ideal jacobiano del modelo identidad (ver: ejemplo 1, seccién 1l.1) esta
generado por los monomios: x:"®, xP@ .. x,"™; los cuales son linealmente
independientes en A(n).

2.- Los n-1 monomios : xyx”%* (1<jsn) y la combinacion x;"M+x,"@+... +x,"™ generan al
ideal jacobiano del modelo constante 1 [ver ejemplo 2, 111]. En éste, y en el ejemplo
anterior, cada monomio del modelo es combinacion de las derivadas parciales, de primer
orden, del mismo modelo.
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3.- Ninguno de los cuatro sumandos del polinomio f(x,y,z) = x® +xy? +xz? +y°z® pertenece
al ideal generado por: 3x*+y*+z%, xy+yz?, xz+zy? en la préxima seccién probaremos que
los Ginicos monomios homogéneos de grado tres que estan en J(f) son: xyz, X%y , X’z.

Los polinomios modelo tienen algunas ventajas que no comparten otros polinomios del
anillo A(n), una de éstas esta contenida en la

Proposicion.

Todo monomio contenido en un polinomio modelo pertenece al ideal jacobiano de dicho

polinomio.

Demostracién. Sea P un modelo conexo que contiene al monomio xixjp“), donde j es un
elemento preciclico de maxima longitud. Entonces, x; dP/dxj = inij(J); es decir, el
monomio seleccionado esta en J(P).
Ahora bien, x; dP/dx; es de la forma:

axxk"® +bxix*” +[monomios de P como x"Yx;, todos ellos en J(P)] (1)

en caso de que i sea preciclico entonces a=0 y xx"" esta en J(P) (1.1)

Argumentando recurrentemente como en (1.1), eventualmente arribaremos a la
conclusién de que i es un elemento ciclico de orden c=1; en consecuencia:

(1.2) Sic=1, tenemos en (1): a=0, i=k y xi""+1 esta en J(P)
(2.3) cuando c>1, obtenemos c-combinaciones, similares a las de (1) (con a y b
constantes no nulas) que involucran a los c-monomios ciclicos de P; de esta clase de
mMonomios Nos ocupamos enseguida:
Sea P el modelo del n-ciclo. Al desarrollar la combinacion:

x,dP/dxy -p(L)xdP/dx; + ... +(-1)™Pp(1)p(2)...p(N-1)x,dP/dxn
observamos que los coeficientes de los monomios: x"” x.; (para 1<isn) son nulos y
Unicamente obtenemos:  x,"™x, por el coeficiente, no nulo, 1+(-1)™Vp(L)p(2)...p(n) [ver
seccién 11.2]; es decir, el monomio x,"™x; pertenece al ideal jacobiano de P. La propiedad
ciclica del modelo garantiza la pertenencia de los deméas monomios del ciclo a J(P).
QED

Estudiaremos el algebra cociente del anillo A(n) por el ideal jacobiano de f : A(n)/J(f), a la
gue llamaremos simplemente el algebra de f y nos plantearemos algunas preguntas:

¢, Cuantas clases de equivalencia en A(n)/J(f) son linealmente independientes?, es decir,

¢, Cudl es la dimension de esta algebra cociente, sobre los reales y sobre los complejos?,
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¢,Cuales son los monomios de mayor grado que no estan en J(f).
¢, Qué relacion tienen estas preguntas con el tipo de singularidad de la funcién dada?

Iremos respondiendo éstas y otras interrogantes tomando como punto de partida a las
algebras cocientes generadas por algunos polinomios modelo.

Continuacion del ejemplo 1 (modelo identidadg. En el algebra A(n)/J(P), las clases de
todos los monomios de la forma: x;*®x;*@.. . x,“™ (donde k(j) es un entero que satisface:
0=k(j)<p(j) para cada j en Jn) resultan ser linealmente independientes en el algebra
cociente; es decir, la dimension de A(n)/J(P) es p(1)p(2)...p(n).

Continuacién del ejemplo 3. Sabemos que el polinomio P(x,y,z) = x3+xy?+xz® tiene
singularidad aislada real (pero no compleja) en el origen. Ademas, es facil comprobar que
el monomio Y€ no pertenece al ideal J(P), para ningin entero positivo k;
consecuentemente, la dimensién de A(n)/J(P) no es finita. Sin embargo, si adicionamos al
polinomio P el término y?z* obtenemos que: el polinomio f(x,y,z) = x*+xy*+xz*+y’z* que
tiene singularidad aislada en el cero y determina un algebra cociente de dimension finita.
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SECCION IV.2.

SOBRE UN ENUNCIADO DE V.I. ARNOLD.

En relacion a los conceptos anteriores, tenemos un comentario sobre un enunciado del
articulo [A]. Como se dijo en la introduccion de esta tesis, el articulo [A] es uno de los
trabajos mas importantes sobre la teoria de singularidades de funciones que se hayan
escrito. Resulta sorprendente, entonces, que en este texto aparezca un enunciado
incorrecto:

3.5 REMARK. The number of basis monomials of the local ring of a quasihomogeneous
or semiquasihomogeneous function f having given generalized degree d does not depend
on the choice of the basis in the local ring.

Este enunciado, junto con la demostracion que le sigue, ha sido reproducido literalmente
en [A-GZ-V] y varios otros textos. Cabe sefalar, sin embargo, que este enunciado no
parece tener repercusiones importantes respecto a la validez de los resultados
posteriores del articulo [A].

A menos de que estemos malinterpretando algo, el siguiente parece ser un
contraejemplo, posiblemente el mas sencillo:

Ejemplo. Sea
fxy)= +y*+ Xy,

Esta funcion es semicuasihomogénea (de acuerdo a la definicion en [A]) porque se
obtiene agregandole a la funcién cuasihomogénea no degenerada x° + y* de pesos (4,3)
y cuasigrado 12 el término x%y* de cuasigrado 14. La base usual del algebra de f es la
misma que la de la parte cuasihomogénea: X'y’ con i=0, 1, y j=0,1,2. El Gnico monomio de
cuasigrado maximo (10) de esta base es xy?.

Pero como la derivada parcial respecto a x de esta funcién es 3x*+2xy?, podemos obtener
una nueva base substituyendo el monomio xy* por x?, que tiene cuasigrado 8. De aqui
mismo se ve cual es el error en la demostracion que se hace del enunciado, la que sélo
es valida para funciones cuasihomogéneas.

El corolario que sigue a esa observacion necesita ser corregido en forma adecuada, al
igual que la Proposicion 4.2 de la siguiente seccion.

En el Capitulo VI.6 veremos cémo este mismo fendmeno se presenta al estudiar el grado
homogéneo de funciones cuasihomogéneas,
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SECCION IV.3.

FRONTERA BASICA Y FRONTERA JACOBIANA.

Dada una funcion f, suficientemente diferenciable, podemos distinguir en el anillo A(n)
varias clases de monomios, los cuales son fundamentales para determinar algunas
propiedades algebraicas del algebra de la funcion f:

Definiciones. Diremos que un monomio del anillo A(n) es un monomio jacobiano de f si
éste pertenece al ideal jacobiano de f.

A todo monomio del anillo A(n) que no pertenezca al ideal J(f) lo llamaremos monomio
basico de f. Si al multiplicar a un monomio basico de f por x;, para cada j en Jn,
obtenemos un monomio jacobiano de f entonces, diremos que dicho monomio es un
monomio basico frontera de f; formaremos la frontera basica de f con todos los monomios
bésicos frontera de f.

Denominaremos monomio jacobiano frontera de f a todo aquel monomio jacobiano de f
que después de factorizarle cualquiera de sus variables obtengamos siempre un
monomio basico de f; todos los monomios jacobianos frontera de f determinaran la
frontera jacobiana de f.

Denotaremos como XX al monomio, del anillo A(n), dado por: x,¥® x,X@ .. x kO
Denominaremos eslabén de f a la combinacion: X* df/dx; (i es cualquier elemento en Jy,).
A todo eslabén de f que contenga dos 0 mas monomios basicos de fy, por lo menos, a un

monomio jacobiano de f lo llamaremos eslabon abierto de f.

Diremos que un monomio basico de f es un monomio aislado de f si éste no es sumando
de ningun eslabén de f.

Si el monomio X* es un sumando de uno y, sélo un, eslabén de f entonces, a X lo
[lamaremos monomio extremo de f; en cambio, diremos que es un monomio de enlace
de f si, X* es un sumando comuin de dos o més eslabones de f.

Una cadena elemental de f serd todo eslabdon de f, formado exclusivamente con
monomios extremos de f.

Dos eslabones de f forman una pareja conectable de f si ambos eslabones comparten,
por lo menos, a un monomio de enlace.

A una trayectoria de f la definiremos como una sucesion ordenada de eslabones de f, en
la cual, cada par de eslabones consecutivos forman una pareja conectable de f.
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Llamaremos cadena de f a un conjunto de eslabones de f, en el cual, para cada par de
eslabones del conjunto, existe una trayectoria de f que inicia en uno de los dos eslabones
y termina en el otro. Diremos que una cadena de f es una cadena maximal de f, si esta no
forma parte de ninguna otra cadena de f. A toda cadena de f que contenga algun eslabén
abierto de f la denominaremos cadena basica abierta de f.

Nota. Es claro que en las definiciones anteriores no se modifica la esencia de las mismas
cuando se sustituye al monomio X" por cX¥ donde ¢ es cualquier constante no nula.

Ejemplos:

1.- Para el modelo idéntidad P , la frontera béasica de P consta de un s6lo monomio:

X lp(l)-l sz(Z)-l an(n)-l

y los deméas monomios basicos de P (todos ellos monomios aislados de P) son todos los
factores posibles de éste monomio basico frontera. En tanto que, la frontera jacobiana de
P esta formada por los n-monomios:

le(l)’ sz(Z), an(n);

de manera que todo monomio jacobiano de P contiene necesariamente como factor a uno
de estos n-monomios jacobianos frontera. En este caso, los monomios de la frontera
jacobiana resultan ser monomios extremos de P.

2.- La frontera jacobiana del polinomio P(x, y, z) = x’y+xy*+xz® consta de dos monomios
extremos y dos monomios de enlace: {x, X%y, xy?, xz} 2).

En efecto: (2.1) xz es el unico monomio de dP/dz; de (2.1) y la combinacién 2xdP/dx-
ydP/dy deducimos que el monomio de enlace (2.2) x?y esta en J(P). Ahora, de (2.2) en
xdP/dy y ydP/dy concluimos que el monomio extremo x° y el monomio de enlace xy?
también son elementos de J(P).

Por otra parte, la cadena maximal, formada por el par de eslabones: dP/dx , dP/dy,
contiene a cuatro monomios (tres extremos y uno de enlace) basicos: {x?, xy, y?, z%}, los
dos primeros forman la frontera basica de P; por consiguiente, los monomios de (2)
resultan ser monomios jacobianos frontera de P. En este caso, a diferencia del ejemplo
anterior, la region de los monomios basicos de P no estd acotada ya que todos los
monomios de la forma: y%z" son basicos.

3.- El polinomio f(x, y, z) = x*+xy*+xz*+y?z* determina la frontera jacobiana de f con diez
monomios (7 de enlace y tres extremos): {xyz, x%y, X’z, x*, xy*, xz°, yz°, y°z, y°, z°}.

Una forma de justificar esta afirmacion es la siguiente:

Denotamos como fy, fy y f, a las parciales de primer orden de f, con respecto a X, y y z,
respectivamente, entonces:
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3.1.- yzf-Yzf, -Wyf,= 3x°yz-2xyz = -Yxyz(1-6x); pero 1-6x es una unidad en el anillo
A(3). Por consiguiente, {xyz, y°z, yz°} son elementos de J(f).

Ahora, 3.1 en xfy, xf;, y2fy y z%f, implican la pertenencia al ideal J(f) de los monomios:
3.2 {x%y, xX°z, xy*, xz%}

Luego, 3.2 en x*f, (3.1y 3.2) en y*, y z°f, implican que los tres monomios extremos {x*,
y°, z°} también estan en J(f).

La cadena basica abierta, formada con cinco eslabones: xfy, yfy, zf,, {y*f,, z*f, ambos
eslabones abiertos}, contiene a la frontera basica de f con tres monomios de enlace {xy?,
xz?, y*z°} y tres monomios extremos {x°, y*, z*}. Cualquier combinacion de f,, f, y f, que
involucre a uno de estos monomios contiene, por lo menos, a dos de estos seis
monomios (maédulo el ideal jacobiano de f); por ejemplo, la combinacion: 2(x+y*+z%)f -yf, -
zf, = 6x° +2y* +2z* +jacobianos, nos muestra que, en la frontera béasica de f, hay dos
clases de monomios linealmente independientes en el algebra cociente A(3)/J(f).

Finalmente, podemos agrupar a los otros monomios basicos de f asi:
a) 5 monomios aislados: {1, x, y, z, yz}
b) {x*, y?, z°} en fx, c) {xy, y°, yz°} en f, +2yfy, y d) {xz, y’z, z°} en f, +2zf,.Por consiguiente,

con los 5 monomios de a), 2 de b), uno de c), uno de d) y 2, de los 6 monomios basicos
frontera, podemos formar una base para el algebra cociente A(3)/J(f).
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CAPITULO V.

EL ALGEBRA DE LOS POLINOMIOS n- ACATL Y n-
CICLO.

SECCION V.1.

FRONTERA BASICA Y FRONTERA JACOBIANA DEL n-CICLO.

Iniciamos con el caso n=2:

P(X, y) = yxP +xy1

En la cadena maximal,(integrada por las combinaciones: y¥2dP/dx, xP2dP/dy) hay dos
monomios extremos y uno de enlace; por lo tanto, los tres monomios siguientes resultan
ser bésicos:

2p-2 | ,20-2 -1 ,,0-1
D,yq ,XP yq (*)

X
De la proposicion V.1 sabemos que los monomios yxP y xy® son jacobianos y, como py q
son mayores que 1 entonces, el par de monomios x*'y? y xPy%* también son jacobianos;
pero, cada uno de éstos forma un eslabén, respectivamente, con los monomios y** y x**
1 en las combinaciones: y** dP/dx y x** dP/dy. En consecuencia, los cuatro monomios
siguientes son jacobianos:

sz'l’ yXp, qu’ qu'l (**)
Al aplicar la definicion de monomios frontera a los monomios descritos en (*) y (**) nos
permite afirmar que los tres monomios basicos y los cuatro monomios jacobianos forman,
respectivamente, la frontera basica y la frontera jacobiana de P.
Una base del algebra cociente, determinada por el polinomio P, estd formada por las

clases de todos los factores posibles del monomio basico frontera xP* y*!. Estos pq
monomios estan agrupados de la manera siguiente:
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1) 2+(p-1)(g-1) monomios aislados: x**, yo*, {x'y: (0,0)<(i,)<(p-2,9-2)}.

2) p+g-4 cadenas elementales que contienen a los monomios:{x"*y*" x**y%*: 0<i<p-3,
0<j<g-3}.

3) el monomio bésico frontera xP* y**.

Demostraremos que esto es valido en general para el polinomio modelo del n-ciclo en
cualquier numero de variables:

Teorema.

Sea P(X1, X2, ..., Xn) = X1"®xo + x2"@x5 +... + x,"™ x; el polinomio modelo del n-ciclo, donde
cada exponente p(i) es un entero mayor que 1. Entonces,

() La frontera béasica del n-ciclo es una cadena maximal formada con f(n)+f(n-2)
monomios (donde f(k) es el k-ésimo namero de Fibonacci) que contiene al monomio
formado con el producto de las n-variables (x;: 1<i<n) con exponentes p(i)-1.

(i) El algebra cociente: anillo de series de potencias modulo el ideal jacobiano del n-ciclo,
tiene dimensién p(1)p(2)...p(n).

Demostracion.

Sea P el polinomio modelo con n>2 (pues ya consideramos antes el caso n=2).
Probaremos primero que, ademas de los n sumandos (ver: Proposicién 1V.1) contenidos
en el modelo n-ciclo, hay otros n monomios distintos en el ideal J(P). En efecto,
seleccionemos tres variables consecutivas: X= Xi, Y= Xi+1 , Z= Xi+2 (considérense a los
subindices médulo n) y denotemos como p=p(i) y q=p(i+1). Entonces, como todos los
exponentes de P son mayores que 1y de acuerdo a la Proposicion V.1, obtenemos que
el monomio x° yo* z esta en el ideal jacobiano de P; pero este monomio es uno de los dos
sumandos contenidos en el eslabén: x"DP/dy, en consecuencia, el otro sumando x?°
también esta en J(P). Por lo tanto, tenemos 2n monomios jacobianos de P, a saber:

1PV X, %2P® Xz, oy P g, )PP, 7P, L PP (1)

Ahora bien, al factorizar una variable del monomio x°y obtenemos que el par de
monomios x° y yx"* son monomios extremos de un par de cadenas elementales; por
consiguiente, ambos resultan ser monomios basicos de P.

Por otra parte, el monomio extremo x**! es basico, ya que pertenece a una cadena
maximal que contiene a un monomio de enlace x** y%! z y a otro monomio extremo
basico w° y¥?z, donde: w= X1

y s=p(i-1) (Y*@?, para n=2); es decir, xPy y x* (y consecuentemente, los 2n monomios de
1.1) son monomios jacobianos frontera de P. Analizaremos al monomio:

XB= x POy Py P()-1 (1.2)

31



32

Sea C[X®] la cadena maximal de P que contiene a este monomio. Sabemos que dos
monomios forman un eslabén de P, si uno de ellos contiene un par de variables
consecutivas: X;, Xj+1 con exponentes mayores o iguales que p(i)-1 y 1, respectivamente;
los exponentes del otro monomio son iguales a los del primero, salvo en tres variables, en
donde la potencia: disminuye en una unidad en X1, disminuye en p(i)-1 unidades en x; y
aumenta p(i-1) unidades en x;.;. Por consiguiente, si hacemos:

B=(p(1)-1, p(2)-1, ..., p(n)-1)

y representamos al vector unitario de R" (con 1 en la coordenada m) como epn,
obtenemos:

(1) X® y X®9 son monomios de enlace que forman un eslabén en una combinacién de
dP/dx;, donde B(i)=B+p(i-1) ei.1-(p(i)-1) e;- ej+1 para cada i en Jy,

2) X®0 y xBW forman otro eslabén de P donde B(ij)=B(i)+p(-1) ej1-(p())-1) - ej1, para
cadaj en Jn-{i-1, i, i+1}, y asi sucesivamente, hasta obtener:

(3) monomios en C[X®] con un maximo de [n/2] variables con potencia nula, cada una de
éstas, alternada con una variable x; con exponente 2p(i)-2 y, en el caso de que n sea
impar, hay un par de variables consecutivas (X;, Xj+1) con exponentes: p(j)-2 y 2p(j+1)-1,
separando a dos de potencia nula.

La cantidad de monomios que acabamos de describir es: n en (1), n-3+(n-3)!en (2) y 2 6
n en (3), seglin sea n par o impar; mas aun, la cardinalidad de la cadena maximal C[X®]
coincide con la suma de un par de nimeros de Fibonacci: f(n-2)+f(n). [Ver justificacion en
el Lema 2].

1.3 No existen monomios en la cadena C [X®] que admitan como factor a alguno de los 2n
monomios enlistados en 1.2

En efecto, sea X*= x:*® 5@ .. x,*™ un monomio en C[X®] entonces, de acuerdo a las
descripciones hechas en 1), 2) y 3), sabemos que las potencias de un par de variables
consecutivas, digamos X; , X, satisfacen: k(2)=0 si, y solo si, k(1) es 2p(1)-1 6 2p(1)-2, 6
bien, k(2)>0 si, y s6lo si, k(1)<p(1); en ninguno de estos casos es posible que los
monomios: x:"® x, y x,?*® sean factores de X*. La propiedad ciclica del modelo completa
la prueba.

1.4 Sea XX cualquier monomio de C[X®] entonces, para toda h en J,, tenemos que el
monomio x,X" es jacobiano.

En efecto, existe una trayectoria que inicia en X® y termina en XX, la cual, define una
combinacion de la forma: (4) cX®+c'XX ( para algunas constantes ¢ , ¢' no nulas); como
xnXB es jacobiano, porque contiene al factor x"™ x41, resulta gue el otro monomio xp XK
también es jacobiano.

1.5 Todo ciclo de P, formado con monomios de la cadena C[X?], determina
combinaciones triviales. La justificacién de esta aseveracion se realiza en el Lema 3.
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Finalmente, como toda trayectoria de P es union de ciclos de P y de otra u otras
subtrayectorias que no forman ciclos entre si, se deduce que: toda combinacion, formada
con monomios de C[X®], es trivial, o bien, resulta ser la suma de, al menos, un par de
monomios. Esto significa que todos los monomios de la cadena C[X®] no sélo son basicos
(por 1.3) sino que también resultan ser "monomios basicos frontera de P" (por 1.4) y, en
consecuencia, C[X?] es la "cadena bésica frontera de P".

Es claro que todos los monomios aislados de P resultan ser factores del monomio X2, los
demas factores, por (1), (2), (3) y (4), determinan cadenas maximales ajenas entre si;
estas cadenas maximales contienen a los otros monomios béasicos de P, asi se establece
y se justifica en:

1.6 Sea X" un monomio que satisface las dos condiciones siguientes:

a) X" no es factor del monomio X® y
b) X" no admite como factor a ningin monomio jacobiano frontera de P.

Entonces, el monomio X' es basico si, y sélo si, pertenece a una cadena méximal
generada por algun factor del monomio X®.

En efecto, por la condicién a), el conjunto de todas aquellas potencias t(j) del monomio X'
que satisfacen la desigualdad: t(j)=p(j), es no vacio; en consecuencia, por la condicion b),
tenemos: t(j+1)=0. Luego entonces, los monomios X"y X" forman un eslabén de P, en
una combinacion de DP/dx;;1, donde T(1)=T -p(j) e+[p(j+1)-1] ej+1+ e€j2. La prueba
concluye si X" es factor de X® 6 si algtin monomio jacobiano frontera factoriza a X"; de
no ser asi, tenemos que X'™ satisface las condiciones a) y b) y al usar este mismo
procedimiento, obtenemos otros monomios X'®, ..., X"®, donde2<k<[n/2], tales que X'
ya no satisface las condiciones a) y b). Por lo tanto, si X'® no es jacobiano entonces,
resulta ser un factor de X®; lo cual, justifica 1.6

La coleccién de todos los monomios que son factores de X® [ver 1.2] tiene cardinalidad
p(1)p(2)...p(n) y, de la afirmacion hecha en 1.6 y del parrafo previo a ésta, concluimos que
las clases de estos monomios forman una base del algebra cociente: anillo de series de
potencias con n-variables médulo el ideal jacobiano del n-ciclo; es decir, A(n)/J(P) tiene
dimensién p(1)p(2)...p(n).
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SECCION V.2.

FRONTERA BASICA Y FRONTERA JACOBIANA DEL n-ACATL.

Iniciamos nuevamente con el caso n=2:
Q(x, y) = xP +xy%, con enteros p>2y g>1

Es claro que la combinacién y*2dQ/dx es una cadena elemental, formada con el par de
monomios béasicos:

A (*)

Ahora bien, de la Proposicion IV.1 y del par de combinaciones dQ/dy , y**dQ/dx
obtenemos a los monomios jacobianos: x°, xy®*, y**!: los cuales (puede verificarse
facilmente), forman la frontera jacobiana de Q. Por lo tanto, el par de monomios en (*)

forman la frontera basica de Q.

Una base del algebra cociente, determinada por el polinomio Q, esta formada por la clase
del monomio y** més las clases de todos los factores posibles del monomio bésico
frontera x** y¥2. En este caso, los 1+p(g-1) monomios estan agrupados de la manera
siguiente:

1) 1+(p-1)(g-1) monomios aislados: {x'y": (0,0)<(i,))<(p-2, g-2)} y y**

2) las g-1 cadenas elementales que aportan los monomios: {x*p-1 y#j: 0<j<g-2}.

Teorema.

Sea P(x1, X2, ..., Xn) = X1"® + x3 x2"@ + %3 x3"®@ +... + x01 x,"™ el polinomio modelo n-
acatl, donde los exponentes p(i) son enteros que exceden al 1 y p(1) es mayor que 2.
entonces,

() La cardinalidad de la frontera basica del Modelo n- &catl coincide con el n-ésimo

namero de Fibonacci y también es una cadena maximal que contiene al monomio
formado con el producto de las n-variables con exponentes: p(1)-1, p(2)-1, ..., p(n-1)-1y

p(n)-2.

(i) El algebra cociente: anillo de series de potencias modulo el ideal jacobiano del Modelo
n- acatl tiene dimension p(1)[p(2)...[p(n)-1]+1]...]+(-1)"

Demostracion.
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Sabemos, por la Proposicion IV.1, que los n monomios del modelo n- &catl son
jacobianos; mas atn, xn1 X."™* también lo es, por ser el Ginico monomio de dP/dx,. En
consecuencia, el monomio x,2*® esta en J(P), porque forma un eslabén con el monomio
jacobiano x;"™* x,"@: la misma conclusién es vélida para cada monomio de la forma x;?*%
(2<j<n-1) en una combinacion de dP/dx;.; y también vale para el monomio X, 2P Por
consiguiente, tenemos 2n-1 monomios jacobianos de P:

X1P®, x1 %P, L Xno X0 P, g xPOE 2@ X, 2P0 x 2P0 )

Al factorizar una variable del monomio xn.1 x,"™* se obtiene un par de monomios basicos
aislados y cuando se factoriza una variable de los primeros n-1 monomios jacobianos,
descritos en 2.1, todos los monomios cofactores que se obtienen, resultan ser monomios
extremos de cadenas elementales. Por otra parte, x,**®? es un monomio extremo que
pertenece a una cadena maximal, que contiene a otro monomio extremo x;"¥2 xz?® vy al
monomio eslabon: x;"P? x,P@? Juego x,**@*' es un monomio basico. De manera
analoga, sustituyendo j en lugar de 2, j-1 en lugar de 1 y 1+j en lugar de 3, en la
argumentacion anterior, a fin de concluir que szp“)'l es bésico para 1<j<n. Por ultimo,
X,2P™2 es un monomio extremo de una cadena elemental. Por lo tanto, todos los
monomios definidos en 2.1 son monomios jacobianos frontera del polinomio P.

Con los mismos argumentos realizados para justificar las aseveraciones hechas en 1.3,
1.4 y 1.5 de la seccion anterior, adaptadas al polinomio del modelo n-acatl, se puede
concluir que la frontera basica del polinomio P es la cadena maximal que contiene al
monomio:

XB: X 1p(l)-l sz(Z)-l o Xn. lp(n-l)-l an(n)-Z (2.2)
Los otros monomios de la cadena basica frontera contienen una, dos o hasta [n/2]
variables con potencia nula y los representamos, respectivamente, como: X0, xB®
XX donde
(1) B(1)=B+p(2)ez —(P)1-1) 1, B()=B+p(i+1) e sx - (p()-1) e i-eipparal<i<n
(2) B(i)=B(i)+p(+1) €11-(p()-1) & — ej-1 paraj en In-{i-1, i, i+1, n}, etc.
(3) X* contiene [n/2] variables con potencias nulas, ningtn par de éstas son contiguas, y
se}:< eslabona con un monomio que contiene una variable menos, con potencia nula, que
X",

En este caso, la cardinalidad de C[X®] coincide con el n-ésimo niimero de Fibonacci; esta
aseveracion se justifica en el sublema que antecede al Lema 1 del apéndice.

Nétese que el monomio basico x,"™* no pertenece a la coleccién de cadenas maximales

determinadas por todos los factores posibles del monomio basico frontera X®, descrito en
2.2; pero, no es el tnico, los h=[n/2] monomios siguientes
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2.3:
X“®: K(1)=(p(1)-1, p(2)-1, ..., p(n-3)-1, p(n-2)-2, 0, p(n)-1),

XK@: K(2) = (p(1)-1, p(2)-1, ..., p(n-5)-1, p(n-4)-2, 0, p(n-2)-1, 0, p(n)-1), ...,

XK®: K(h) = (p(1)-2, 0, p(3)-1, O, ..., p(n-2)-1, 0, p(n)-1) para n impar
K(h) = (0, p(2)-1, 0, p(4)-1, ..., 0, p(n-2)-1, O, p(n)-1) para n par

son bésicos, pero ninguno de ellos es monomio béasico frontera de P.

En efecto, son basicos porque resultan ser factores de los monomios basicos frontera
siguientes:

XM 5(1) = (p(1)-1, p(2)-1, ..., p(n-3)-1, p(n-2)-2, 0, 2p(n)-2),
X5@: 5(2) = (p(1)-1, p(2)-1, ..., p(n-5)-1, p(n-4)-2, 0, 2p(n-2)-2, 0, 2p(n)-2), ...

x5™: s(h) = (2p(1)-2, 0, 2p(3)-2, 0, ..., 2p(n-2)-2, 0, 2p(n)-2) para n impar
S(h) = (0, 2p(2)-2, 0, 2p(4)-2, ..., 0, 2p(n-2)-2, 0, 2p(n)-2) para n par.

Mas atn, el monomio x,X"® sigue siendo factor de X%, para cada i: 1<i<h, pues estamos
considerando a cada p(i)22. En general, al comparar ej+K(i) con S(i) obtenemos:

2.4. El monomio ijK(i) es bésico, para cualquier valor de j en el conjunto {n, n-2, ..., n-2(i-
1)} y es jacobiano, para cada j en Jn-{n, n-2, ..., n-2(i-1)}.

Solo resta por justificar la segunda parte de 2.4, para conseguirlo, proponemos (en caso
de que la potencia de x; sea nula o j sea igual a n-2i, ya que para 1<j<n-2i la conclusion
es inmediata) construir la trayectoria mas corta que existe entre los monomios x,-XK(') y X5,
donde las dos ultimas coordenadas de S son: 1 6 p(n-1) y p(n)-1; en ambos casos, 2.1y
la propiedad transitiva, nos permiten arribar a la conclusion deseada.

2.5. Cualquier monomio basico, del modelo n-acatl, pertenece a una, y so6lo una, cadena
maximal que esta univocamente determinada por algun factor de uno, y sélo uno, de los
monomios siguientes: X&, X*®, XK@ X" [Consulte 2.2y 2.3]

La prueba de esta afirmacion es anéloga a la realizada para justificar la afirmacion hecha
en 1.6 de la seccidn anterior, con las adaptaciones correspondientes al modelo n- 4catl.

Finalmente, el numero total de todos los factores posibles que contiene cada uno de
estos 1+[n/2] monomios depende de la cantidad de coordenadas fijas que hay en cada
una de las n-adas K=(k(1), k(2), ..., k(n)) siguientes:

(X <XB: 0=k(1)<p(1), 0=k(2)<p(2), ..., 0<k(n-1)<p(n-1), 0<k(n)<p(n)-1}
cardinalidad: p(1)p(2)...p(n) -p(1)p(2)...p(n-1),

{XK<X*®: 0<k(1)<p(1), 0=k(2)<p(2), ..., 0<k(n-3)<p(n-3), 0<k(n-2)<p(n-2)-1, k(n-1)=0,

k(n)=p(n)-1}
cardinalidad: p(1)p(2)...p(n-2)-p(1)p(2)...p(n-3),
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{XK<XX@: 0<k(1)<p(1), 0=k(2)<p(2), ..., 0<k(n-5)<p(n-5), 0<k(n-4)<p(n-4)-1,
k(n-3)=k(n-1)=0, k(n-2)=p(n-2)-1, k(n)=p(n)-1}
cardinalidad: p(1)p(2)...p(n-4)-p(1)p(2)...p(n-5),
{XK<X®™: 0<k(1)<p(1)-1, k(2)=k(4)=...=k(n-1)=0, k(3)=p(3)-1, k(5)=p(5)-1, ...,
k(n-2)=p(n-2)-1, k(n)=p(n)-1, para n impar}
cardinalidad: p(1)-1,

{XK<XKM: k(1)=k(3)=...=k(n-1)=0, k(2)=p(2)-1, k(4)=p(4)-1, ..., k(n)=p(n)-1, para n par}
cardinalidad: 1.

Al sumar todas estas cardinalidades, independientemente de la paridad de n, se obtiene :
P(V)IP)[P3)[...[p(n)-1]+1]-1]...]+(-1)".
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SECCION V.3

CARDINALIDAD DE FRONTERAS BASICAS.

Sublema.

El n+1-ésimo namero de Fibonacci f(n+1) coincide con la cardinalidad del conjunto de
todas las n-adas, formadas de ceros y unos, K= (ki, k,..., kn) tales que 1skj+kj.; <2:
1<j=n-1.

Demostracion.

Para n=1 se tiene: k;=0 6 k;=1 entonces f (1+1)=2.
Para n=2 se tiene (ki, k2): {(1, 1), (1, 0) y (0, 1)} entonces f (2+1)=3.

Ultimo paso de induccion: {K: K = (ky, ..., kn)}= {(K: (K, ..., K n.1, 1)} U {K: (ky, ..., K n2, 1,
0)}, los conjuntos del miembro derecho de esta igualdad tienen, por hipotesis de
induccion, cardinalidad f(n) y f(n-1), respectivamente, y por definiciobn se infiere que
f(n+1)=f(n)+f(n-1). QED.

Lema 1.

La cardinalidad de la frontera basica del polinomio modelo n- &catl, esta dada por el n-
ésimo numero de Fibonace.

Demostracion.

Sea X* cualquier monomio basico frontera entonces, ki juega el papel de uno, en el
sublema, si ki2p;-2; con esta restriccion, k; es 0 6 1 (1<j<n), en tanto, que k, siempre es 1.
[Ver 1.9 ,4) ,5)y 6)].

Lema 2.

Denoétese por B(n) el numero de monomios béasicos frontera de P, donde P es el
polinomio modelo del "n ciclo" entonces, B(n)=B(n-1)+B(n-2); mas aun, B(n)=f(n)+f(n-2).

38



39

Demostracion.

B (3)=4: x 1p(l)-l sz(2 -1 Xgp(3)-1’ sz(Z)-Z X32p(3)-1, Xlzp(l)-l X3p(3)-2 y le(l)-Z X22p(2)-1 [consulte 1.3,
1), 2) y 3)].

Ultimo paso de induccion. Si X*=x;! x,*°... x," es un monomio basico frontera de P
entonces, la n-ada K= (ki, ka,..., k) tiene asociada una Unica n-ada de ceros y unos,
considerando k=1 cuando ki2p;-2 y ki=0 cuando kj<p;-2. Por consiguiente, K pertenece a
uno, y soélo uno, de los tres casos siguientes:

1 n

Caso 1 {(ky,..., k n.1, 1)}, caso 2 {(O, 1, ks,..., kn.3, 1, 0, 1)} 6 caso 3 {(1, kz,..., k n2, 1, 0)}

El primer caso contiene a todos los monomios basicos frontera que se pueden determinar
con n-1 variables, estos son, por hipétesis de induccion, tantos como B(n-1). En el caso 2
hay n-5 coordenadas (ks,..., k n3) que satisfacen las hipétesis del sublema, en
consecuencia, este caso aporta f(n-4) monomios basicos frontera; finalmente, en el tercer
caso hay n-3 coordenadas (ko, ..., k n-2) para aplicar el sublema, por consiguiente, este
caso aporta f(n-2) monomios béasicos frontera; en consecuencia, B(n-2)=f(n-2)+f(n-4).

Por lo tanto, B(n)=B(n-1)+B(n-2)= [f(n-1)+f(n-3)]+ [f(n-2)+f(n-4)]=f(n-1)+f(n-2)+f(n-3)+f(n-
4)=f(n)+f(n-2). QED.
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SECCION V.4

LEMA DE DESCOMPOSICION DE CICLOS.

Recordamos los siguientes conceptos del Capitulo 1V:

Se dice que la combinacion c:X*MdP/dx; +c,XX@dP/dx, +... +cX*CdP/dxs es una
"combinacién trivial de P" si algunos, o todos, los coeficientes ¢y, cy, ..., Cs son distintos de
cero y la combinacion es igual al polinomio idénticamente cero.

Notacion. [K(1), K(2), .. K(s)] representa el s-ciclo formado por el conjunto ordenado de
los s monomios: X<®, XK@ TxKO)- s decir, dos monomios consecutivos del ciclo,
forman un eslabon de P, en consecuenma, XKE y XK so0n monomios consecutivos.

Lema 3. (DESCOMPOSICION DE CICLOS).
Sea [K(1), K(2), ..., K(s)] un s-ciclo contenido en la frontera basica de P. Entonces

) s es par.

II) El s-ciclo [K(1), K(2), ..., K(s)] se puede expresar como la unién de, dos o cuatro, ciclos
simples.

) El s-ciclo [K(1), K(2), ..., K(s)] determina una combinacion trivial.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que los n-enteros p(1),
p(2), ..., p(n) son mayores que 2; adaptar esta prueba al caso en que alguno de los n-
enteros sea igual a 2, se resuelve agregando a las frases: "coordenadas nulas" o
"variables con potencias nulas" la restriccién: no consecutivas.

1) Sea [K(1), K(2), ..., K(s)] un s-ciclo contenido en la frontera basica de P; para s=2, no
hay nada que demostrar. Considérese entonces, a s>2, por la descripcion realizada en
(1), (2) y (3), de la prueba del teorema de la Seccion V.1, se infiere que la diferencia que
existe entre la cantidad de coordenadas nulas contenidas en K(i) y K(i+1) es una unidad.
Por consiguiente, las paridades, del numero de coordenadas nulas, contenidas en K(s),
K(2), ..., K(h) (donde h es par) coinciden; lo mismo ocurre con K(1), K(3) y K(r) (donde r
es impar). Por lo tanto, s es par.

La demostracién de las afirmaciones hechas en 1) e Ill), se realiza por induccién sobre la
suma total del nUmero de coordenadas nulas que aportan las n-adas que definen al ciclo;
aunque, para el primer paso de induccién, no es necesario apelar, explicitamente, a esta
caracteristica. El primer paso de induccion inicia con un ciclo simple, éste puede ser: un
2-ciclo 6, un cuatro ciclo simple.
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Caso 1 Un 2-ciclo simple [K(1), K(2)] determina, moddulo una reordenacion, la
combinacion: ¢, X'dP/dx.+cX'dP/dxn=c, (p(h)XXP+XK@)+c,(p(h)XKD+xK@)
=(c1+¢,)(p(h)X D+XX?) '|a cual, es trivial para c, diferente de cero y c,=-c;.

Caso 2. Un 4-ciclo simple: [K(1), K(2), K(3), K(4)]. Nuevamente, por ser vértices
(exponentes de monomios basicos frontera) existen cuatro n-adas DE ENTEROS: 1(1),
1(2), 1(3), I(4) y un par de sub-indices i y j que satisfacen:

K(1)=1(1)+(p(i)-1)E()+E(i+1),
K@=1(D+(P(-1)EO+E(+L)
K(3)=1(3)-(p()-1)E()-E(i+1)+p(i-1)E(i-1) y
K(#)=1(4)-(p()-DE()-E(+1)+p(-1)E(-1)

donde E(h) es el vector unitario en R" que contiene uno en la h-ésima coordenada y ceros
en las demas; estas relaciones determinan la combinacion:

c1X'VdP/dx; +c, X" @dP/dx; +c3X @dP/dx; +c, X' @dP/dx;
=Ca(PMX DX +ep(p(X X +a(p()X M+X ) +ea(p(IXID+X )
= (Cap(i)+Cap()X Y +(catcap())X @ +(ca+ca) X ® +(cap(i)+ca)X

para que esta combinacion sea trivial, se requiere que los coeficientes de los cuatro
monomios se anulen; esto ocurre definiendo:

c1=cp(i), co=-c, cz=C Yy c4=-cp(j),

donde c es cualquier constante diferente de cero. Por consiguiente, tanto en Il), como en
1), se verifica el primer paso de induccion.

Ultimo paso de induccion para Il) Sea [K(1), K(2), K(3), ..., K(s)] un ciclo de P distinto de
un 2-ciclo y de un 4-ciclo simple. Sup6ngase inductivamente que todo ciclo de P, cuyo
namero total de coordenadas nulas sea menor que las que hay en [K(1), K(2), ..., K(s)], se
puede expresar como la union de dos o cuatro ciclos simples. Sin pérdida de generalidad
puede asumirse que XX® es uno de los monomios del s-ciclo que contiene el mayor
namero de variables con potencias nulas; entonces, K(1) y K(3), vértices adyacentes de
K(2), poseen una coordenada nula menos que K(2); si K(1)=K(3) entonces, [K(1), K(2), ...,
K(s)] se puede descomponer como:

a) [K(2), K(2)] U [K(3), K(4), ..., K(s)].

Cuando K(1) no coincide con K(3) entonces, el cuarto vértice que sirve para formar un
cuatro ciclo es K', el cual, contiene dos coordenadas nulas menos que K(2) (lai de K(1) y
la j de K(2),i<)); en este caso, a) adopta la forma:

b) [K(1), K(2), K(3), KT U [K(1), K, K(3), K(4), ...K(s)].

En ambos casos, al s-ciclo de b) y al (s-2)-ciclo de a), se les puede aplicar la hipétesis de
induccion y asi arribar a la conclusion deseada.
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Ultimo paso de induccion I11)

Las descomposiciones, descritas en a) y b), garantizan la existencia de las n-adas de
enteros: 1(1), 1(2), 1(3), 1(4), ..., I(s), J(3) y J(4), con las cuales es posible expresar,
aplicando hipétesis de induccion, las combinaciones triviales siguientes:

al) c;X'WdP/dx+c,X"@dP/dx;=0,

a2) caX'@dP/dxz)+caX WdP/dxyay+...+cs X ©dP/dx)=0,
b1) ciX'@dP/dx; +c,X'@dP/dx; - ca' X @ dP/dx; - ¢, X dP/dx;=0,

b2) ca'XI®dP/dx'+c, X P dP/dxi+csX PdP/dxia)+caX WdP/dx 4yt ..+ csX ©dP/dxy =0
al considerar el par de sumas: al)+a2) y b1)+b2), en ambos casos, se obtiene:
c1 X' DdP/dx; +c, X" @dP/dx; +caX @dP/dx ) +CaX DdP/dx 4 +...+ csX'OdP/dxy).

Esta expresion resulta ser una combinacién trivial para el s-ciclo [K(1), K(2), ..., K(s)].
QED
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CAPITULO V.

INVARIANTES DE LOS POLINOMIOS MODELO.

Las fronteras basica y jacobiana asi como las cadenas estudiadas en el capitulo anterior
no son, en principio, invariantes de la singularidad bajo cambios de coordenadas, pero si
permiten, en principio, calcular varios otros parametros del modelo que si resultan ser
invariantes bajo cambios de coordenadas. Varios de estos invariantes se pueden calcular
en cada caso especifico, y el célculo del capitulo anterior puede dar lugar a algoritmos
eficientes para hacerlo. Lo que parece no resultar eficiente es tratar de dar formulas
generales para estos invariantes, ya que su valor depende mucho de la relacion de orden
gue exista entre los exponentes del modelo, lo cual da lugar a un gran nimero de casos
diferentes.

Entre los invariantes que estudiaremos estan los siguientes:

a) El orden de la singularidad.

b) La dimensién u del algebra de la singularidad.

¢) La minima potencia del ideal maximo m(n) del anillo A(n) contenido en J o en algun
otro ideal relacionado con J.

d) El polinomio de Poincaré del algebra.

e) El orden de determinacion de la singularidad.

f) El orden de determinacion C" de la singularidad.

Los dos primeros pueden calcularse directamente de los exponentes de la singularidad.
Veremos a continuacion con algunos ejemplos sencillos como se pueden calcular los
otros. Con la ayuda de estos ejemplos es posible llegar a una clasificacion completa de
los polinomios modelo.
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SECCION VI.1.

MINIMA POTENCIA DEL IDEAL MAXIMO CONTENIDA EN EL IDEAL
JACOBIANO.

La minima potencia que admite el ideal maximo m(n) para estar contenido en J puede
leerse directamente de la frontera basica del polinomio modelo del n-ciclo y del n-acatl;
sea g el maximo de los grados de todos los monomios de la frontera basica. Como al
menos un monomio con este grado no es jacobiano, entonces, m(n)? tampoco esta
contenido en J. Pero la potencia m(n)®** si lo esta, ya que todos los monomios de ese
grado son jacobianos. Luego g+1 es la minima potencia del ideal maximo contenido en J.

Este numero depende solo en principio de los exponentes del modelo, pero no resulta
sencillo dar una férmula explicita para calcularlo. Veremos en algunos ejemplos cémo
hacerlo:

Ejemplo 1. Los polinomios cuasihomogéneos en dos variables con singularidad aislada.
| El modelo identidad en dos variables: xP**+y*!
lla El modelo 2-acatl xPy+y** con gqzp=2.

llb El modelo 2-acatl xPy+y®** con p>g>2.

[l El modelo 2-ciclo xPy+y% con q2p=2.

con q=p=2.

Caso I: La cadena maxima consta sélo del monomio x*'y!. Luego la minima potencia
del ideal méximo contenida en J es p+q-1.

Caso II: La cadena maxima consta de los monomios x*?y? |, x?*2. Luego la minima
potencia del ideal maximo contenida en J es p+g-1 en el caso lla'y 2p-1 en el caso llb.

Si se quiere, en el caso Il podemos dar la formula general para la minima potencia del
ideal maximo contenida en J:

p+max(p,q)-1,

pero algo semejante resultara inmanejable al aumentar el nimero de variables y las
posibilidades de orden de sus exponentes.

2p-2 |,20-2

Caso lII: La cadena maxima consta de los monomios x"ty®?, x
potencia del ideal maximo contenida en J es 2g-1.

, Y%, Luego la minima

Si no se quiere especificar cual de los dos exponentes es mayor se puede expresar este
valor como:

2 max(p,q)-1.
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Para los polinomios cuasihomogéneos en tres variables con singularidad aislada habra
19 casos a considerar en base a la estructura ciclica y el orden entre los exponentes:

| EI modelo identidad.

Il EI modelo 2-cafia mas un uniciclo, con 6 6rdenes diferentes en los exponentes.
[ll. EI modelo 2-ciclo mas un uniciclo, con 3 6rdenes diferentes en los exponentes.
IV El modelo 3-cafia, con 6 érdenes diferentes en los exponentes.

V. El modelo 3-ciclo, con 3 érdenes diferentes en los exponentes.

Si bien es claro que es factible analizar todos los casos posibles (apoyandose en parte en
lo hecho para los de dos variables), no vamos a desarrollar aqui todos los calculos. En
lugar de ello veremos un ejemplo con mas variables:

Ejemplo 2.
f(X,y,Z,W,U,v) = X>+xy>+yz°>+zw* +wu? +uv’.
Este corresponde al modelo 6-acatl, por lo que podemos aplicar los resultados de la

seccion V.2: El monomio basico frontera que contiene todas las variables es

x*y?z*wiuv®

y como podemos escribir explicitamente todos los monomios basicos frontera (esto se
hard con detalle en la secciéon VI.2), podemos decir que el maximo grado es el del
monomio

X329W2V12

y es igual a 26. Luego la minima potencia del ideal maximo contenida en J(f) es 27.
Cuando cambiamos el orden de los exponentes, por ejemplo:

g(x,y,z,W,u,v) = X*+xy>+yz>+zw +wu+uv’,
entonces el monomio que contiene todas las variables es x%y*z’w*uv® y el monomio
donde se logra el méximo grado es

y8W8V12

y, por lo tanto, la minima potencia del ideal maximo contenida en J(g) es 29.

En el caso general, es posible dar cotas para las potencias del ideal maximo contenidas
enJ:

Sean k(1), k(2), ..., k(h) los h=[n/2] enteros mas grandes del conjunto {p(1), p(2), ..., p(n)}
y sea k' el mayor del resto de estos n enteros. Entonces, el maximo grado de todos los
monomios bésicos frontera de cualquiera de los dos modelo n-ciclo o n-acatl (definidos
por los n exponentes p(i) sin importar el orden), es mayor o igual a la suma
S=p(1)+p(2)+...+p(n)-(n) y, menor o igual a S* = k' +2(k(1)+k(2)+...+k(h))-n.
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Dependiendo del modelo, de la paridad de n y, sobre todo, del orden en que estén
ubicados los exponentes puede o0 no alcanzarse alguna de estas dos cotas. Por ejemplo,
si todos los exponentes son iguales a un entero p entonces, para ambos modelos n-acatl
y n-ciclo, el maximo grado de todos los monomios basicos frontera es la cota inferior
S=n(p-1) En cambio que si p(1)=k'y k(1), k(2), ..., k(h) estan ubicados en los exponentes
p (i) donde i es par entonces, para nimpar, el modelo n-ciclo alcanza la cota superior S*
y el modelo n-acatl también alcanza este valor si alteramos el orden mediante la
transposicion p (n) por p (1).
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SECCION VI.2.

MI'NIIZ\/IA POTENCIA DEL IDEAL MAXIMO CONTENIDA EN EL IDEAL
m(n)-J.

Para calcular el grado de determinacién de los polinomios modelo se requiere no tanto la
minima potencia del ideal maximo contenida en J, sino mas bien las potencias minimas
que garanticen la contencién en m(n)J y en m(n)? J. Para calcularlas en general basta
rehacer el estudio de las cadenas maximas para estos ideales como se hizo en el
capitulo 5 6, aplicar directamente esos resultados. Haremos esto en los ejemplos de la
seccion anterior. Veremos que, salvo una excepcion, esta potencia es la misma para los
tres ideales.

Ejemplo 1.

gq+1

Caso |: El modelo identidad en dos variables: x***+y®** con q=p=>2.

El ideal m(2)?J esta generado por los monomios:

p+1 a+l ,9+2

xXP2 xPy xPy? XAy xy )y
Todo monomio de grado p+g-1 es multiplo de alguno de estos monomios, salvo en el
caso p= 2. Salvo en ese caso especial, la minima potencia del ideal méximo contenida en
J es la misma que la contenida en m(2)J y en m(2)?J, pues m(2)"*%2 no esta contenido ni

siquiera en J que es mayor de los tres.

En el caso especial de que p=2, la minima potencia del ideal maximo contenida en J 0 en
m(2)J es p+g-1, pero la contenida en m(2)2J es p+q.

Caso II: El modelo 2-acatl xPy+y%*™.

El ideal m(2)?J esta generado por:

+1 q+2
i) )

Py, o®y?, )Py, P (qrl) XS, xy Ty
ya que x**y | xPy? ya aparecen al principio de la lista.

En el caso lla (g2p=2), salvo en el caso especial p=2, todo monomio de grado p+g-1 esta
en este ideal:

X D = (04 (+1) Y X (D) XY

p+l

desde x"*%y hasta x"*'y%? son mdltiplos de x**'y,

xPy?™! es multiplo de xPy?,
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xPly% es multiplo de x*1y?,

a+l a+l

desde x*? y**! hasta xy®"? son mdltiplos de xy®*,

y¥*P! es multiplo de y**2.

Luego la minima potencia del ideal maximo contenida en m(2)?J es p+g-1, ya que la
potencia p+g-2 no puede estarlo, pues no esta contenido ni en J que contiene a m(2)? J.

En el caso especial p=2 la minima potencia del ideal maximo contenida en J, y en m(2)J
es p+g-1=g+1, pero la minima contenida en m(2)? J es p+q=g+2, segin se verifica
directamente de un calculo semejante al precedente.

En el caso IIb (p>g22), si g>2 todo monomio de grado 2p -1 esta en m(2)? J:
XPh= xPTEPE = (724 (1) XyT) X (D) X
desde x**?y hasta x""'y%? son muiltiplos de x**'y,

xPyP! es multiplo de xPy?,

xPyP es multiplo de x*1y?,

p+l a+l

desde x*?y**! hasta x y**2 son mdltiplos de xy®**,

y?*1 es maltiplo de yo*2.

Luego la minima potencia del ideal maximo contenida en m(2)* J es 2p-1, ya que la
potencia 2p -2 no puede estarlo, pues no esta contenido ni en J que contiene a m(2)* J.

En el caso especial g=2 la minima potencia del ideal maximo contenida en J, y en m(2)J
es 2p-1, pero la minima contenida en m(2)?J es 2p, segun se verifica directamente de un
célculo semejante al precedente.

Caso llI: El modelo 2-ciclo x°y+y% con gq=p=2.

El ideal m(2)?J esta generado por:

a+1 a+2
b

Xp+2+ q X3yq-l

xPy, xPy9, xPy? xy T pxPryP+y

(ya que pxP*ty + x%y9, xP*ly + gqx%y" pertenecen a m(2)*J y pueden ser substituidos por
xP*ly, x?y% y por simetria podemos substituir por xPy?, xy®*! los dos binomios que los
incluyen).

Salvo en el caso especial p=g=2, todo monomio de grado 2g-1 esta en este ideal:

¥ 20 1= ypr2+(a-p)+a-3 — (Xp+2 +q x3yq'1) x(d-P)*a-3 —q (XZ(q-p) yq-3) Xpy2,
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desde x>y hasta xP*'y**2 son multiplos de x*'y,
xP y?4P1 es multiplo de xPy?,

xPt y?4P es multiplo de x?y9,

desde xP2y*1P*! hasta xy?*? son muiltiplos de xy®**,

q+2+03 — (/a%2

y =y = (Y™ + p xP1y?) y* —p (xP2) X%y,

Luego la minima potencia del ideal maximo contenida en m(2)? J es 2g-1, ya que la
potencia 2g-2 no puede estarlo, pues no esta contenido ni en J que contiene a m(2)? J.

En el caso especial p=gq =2 la minima potencia del ideal maximo contenida en J, y en
m(2)J es 2g-1=3, pero la minima contenida en m(2)? J es 2q=4, segln se verifica
directamente de un calculo semejante al precedente.

Ejemplo 2.
f(X,y,Z,W,U,V) = X>+xy>+yz°>+zw+wu+uv’.
Ahora queremos conocer la minima potencia que admite el ideal maximo m (6) para estar

contenido en m (6)? J

Para esto es necesario describir con mas cuidado las fronteras béasica y jacobiana de f en
base a los resultados de la seccion V.2:

El cuasigrado de f es 150 con los pesos (30, 40, 22, 32, 59, 13).

Cualquier base del élgebra de f contiene 3836 elementos bésicos (proposicion V.2)
proponemos la formada con todos los factores posibles de los cuatro monomios
siguientes:

VWAV, xXywAve, XAy 2 wWAVe, XAy z wruv,
Exponentes de los trece monomios basicos frontera de f:
(4,2,4,3,1,5), (4,2,4,2,0,12), (4,2,3,0,3,5), (4,1,0,7,1,5), (3,0,9,3,1,5),
(0,5,4,3,1,5), (4,1,0,6,0,12), (3,0,9,2,0,12), (3,0,8,0,3,5),
(0,5,4,2,0,12), (0,5,3,0,3,5), (0,4,0,7,1,5), (0,4,0,6,0,12).
Exponentes de los once monomios jacobianos frontera de f:

(5,0,0,0,0,0), (0,6,0,0,0,0), (0,0,10,0,0,0), (0,0,0,8,0,0), (0,0,0,0,4,0), (0,0,0,0,0,13),
(1,3,0,0,0,0), (0,1,5,0,0,0), (0,0,1,4,0,0), (0,0,0,1,2,0), (0,0,0,0,1,6).

La primera de esta lista nos proporciona explicitamente el grado maximo de los
monomios frontera para:
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(1) una variable es 12

(2) dos variables es 21
(3) tres variables es 24
(4) cuatro variables es 26
(5) cinco variables es 24
(6) seis variables es 19

Mas aun, también podemos verificar una propiedad importante para los monomios
basicos de f:

(7) la potencia mas grande contenida en las variables x, y, z, w, u, v, que admite un
monomio basico es respectivamente 4, 5, 9, 7, 3, 7,
Asi mismo, verificamos que el grado maximo de todos los monomios bésicos frontera de f
es 26 y que la potencia minima del ideal maximo contenido en J (f) es 27.
Entonces, m(6)2J(f) contiene a:

6

(@) x’, y8, z*% w™, u®, v*®, es decir, a cualquier monomio de una variable con exponente

mayor igual que 15.
(b) todos los monomios de grado 22 en dos variables; basta sustituir en la expresion:
(9+))+12-(j-1)=9-(k-1)+(12+k)=22: 1<j<13, 1<k<10

al 9 y al 12 por cualquier otro par de exponentes, menos una unidad, de los monomios
jacobianos:

(b.1) X5, y61 ZlO’ Ws’ u4, Vi3
y considerando a los monomios de m(6)2J(f) siguientes:
(b.2) X33, X3y xy°, v*z°, v228, yz', 22wt 22wP, zw®, wiu?, whud, wu?, udve, udv, uv®

La lista de monomios basicos de f, en dos variables, que al agregar una unidad (a uno de
los dos exponentes) se convierte en elemento de m(6)%J(f) es

X4y2, y524’ 29W3, W7U, u3V5
(c) Todos los monomios de tres variables de grado 25.
Por el inciso 3 y el inciso 7 Unicamente tenemos que ocuparnos del monomio x* 2% vi? |
el cual forma un eslabén con el monomio jacobiano y3, z°, v*? este ultimo mdltiplo de y?,
5
z

(d) Todos los monomios con cuatro variables de grado mas grande que 26, el grado del
monomio basico frontera x3z3w?v*?.
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(e) Todos los monomios de cinco variables de grado mayor que el monomio basico

frontera x*y?*z*w?v*?,

2,4.,3

(f) Cualquier monomio de grado 20 con todas las variables pues x*y?z*w’uv® tiene grado

19.

Conclusién: m(6)?’ esta contenido en el ideal m(6)2J(f).
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SECCION VI.3.

GRADO DE DETERMINACION C”,

A partir de los calculos anteriores, el Teorema de Mather nos permite encontrar el grado
de determinacion de los polinomios con singularidad aislada.:

Teorema (Mather).
Sea f:R"--> R una funcién singular en 0: Entonces

a) Si m(n)<** esta contenido en m(n)?J, entonces f es k-determinada.
b) Si f es k-determinada, entonces m(n)*** esta contenido en m(n)J.

Esto se aplica a los ejemplos anteriores:

Ejemplo 1:

Caso |. El modelo identidad en dos variables: x**'+y4*!

con gzp22.

Salvo en el caso en que p=2, m(2)"*%* esta contenido en m(2)? J, entonces la funcién es
(p+g-2)-determinada. Como m(2)"*%? no estad contenido en m(2)J, no es (p+g-3)-
determinada.

En el caso especial p=2 m(2)%*? esta contenido en m(2)%J y f es (g+1)-determinada, que
es lo éptimo porque x° no es equivalente a x>+y®*™*.

Caso lla, xPy+y% con gqzp=2.
[l El modelo 2-ciclo xPy+y% con q=p=2.

Salvo en el caso especial p=2, m(2)"*%! est4 contenido m(2)? J, luego la funcién es
(p+g-2)-determinada. Como m(2)°*%* no estad contenido en m(2)J, no es (p+g-3)-
determinada.

En el caso especial p=2 la funcion es (q+1)-determinada ya que la minima potencia del
ideal maximo contenida en m(2)?J, es g+2, pero claramente no queda determinada por su
g-jet que es de grado 3.

Caso Ilb, xPy+y*! con p>g=2.
Salvo en el caso especial q2:2, m(2)?"* esta contenido m(2)? J, luego la funcién es (2p-2)-
determinada. Como m(2)?** no esta contenido en m(2)J, no es (2p -3)-determinada.

En el caso especial g=2 la funcién es (2p-1)-determinada ya que la minima potencia del
ideal maximo contenida en m(2)?J, es 2p, pero no es (2p-2)-determinada.
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esta contenido en m(2)?J, por lo tanto la
no esta contenido en m(2)J, no es (29-3)-

Caso lIl: Salvo en el caso especial g=2, m(2)**
funcién es (2g-2)-determinada. Como m(2)%2
determinada.

En el caso especial p=g=2 la funcion es 3-determinada, pero no es 2-determinada.
Ejemplo 2: La funcién
f(X,y,z,W,u,v) = X>+xy>+yz°+zw*+wu+uv’

es 26-determinada, pero no 25-determinada.

SECCION VI.4

GRADO DE DETERMINACION C'.

Es posible también estimar el grado de determinaciéon C' utilizando un resultado de [B-
LdM] que reformularemos de la siguiente forma para adecuarlo a nuestra situacion
particular:

Teorema:

Sea f:R"--> R una funcién quasihomogénea con singularidad aislada en 0 de cuasigrado d
y pesos d(1),...,d(n). Sean M =max(d(1),...,d(n)) y m=min(d(1),...,d(n)). Entonces para
toda funcién R de clase C”de filtracion mayor que d+rM-m, se tiene que la funcion f+R es
C' equivalente a f.

Veamos como utilizar esto para encontrar el grado de determinacién C" en los casos que
hemos estudiado:

Caso I: En este caso d=(p+1)(g+1), M=g+1, m=p+1. Supongamos que agregamos a f una
funcion R(x,y) de orden g. Puede suponerse que R(0,y)=0 ya que R(0,y) puede eliminarse
mediante un cambio de variables C” en la variable y Unicamente. EI monomio de
quasigrado menor de R serd entonces xy®* que tiene filtracién (p+1)(g-1)+qg+1. Por lo
tanto para garantizar que R tenga filtracion mayor que d+rM-m=(q+1)(p+1+r)-
(p+1)necesitamos que

g>(g+1)(p+r)/(p+1).

Luego la funcién es [(g+1)(p+r)/(p+1)]-C'- determinada, donde [s] denota la parte entera
del real s.

En particular, se tiene que la funcién es (q+1)-C'-determinada. Obsérvese que este
resultado es 6ptimo, ya que (g+1) es el grado de la funcion.
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Mas generalmente, en [B-LdM] se demuestra que todo polinomio modelo correspondiente
a la funcion identidad (es decir toda singularidad de Pham, ver seccion 11.1, ejemplo 1) es
C'-determinada en su grado.

Caso lla En este caso d=p(g+1), M=q, m=p. Supongamos que agregamos a f una funcién
R(x,y) de orden g. Puede suponerse que R(0,y)=0 ya que R(0,y) puede eliminarse
mediante un cambio de variables C* en la variable y Unicamente. El monomio de
quasigrado menor de R sera entonces xy®* que tiene filtracién
g+(g-1)p. Por lo tanto para garantizar que R tenga filtracion mayor que
d+rM-m=(p+r)q necesitamos que

g>1+q(p+r-1)/p.

Luego la funcién es [1+q(p+r-1)/p]-C'- determinada.

En este caso también se tiene el resultado 6ptimo de que la funcién es (q+1)-C*-
determinada.

Caso llb En este caso d=p(g+1), M=p, m=q. Supongamos que agregamos a f una funcién
R(x,y) de orden g. EI monomio de quasigrado menor de R sera entonces x° que tiene
filtracion gq (y que no puede en este caso eliminarse mediante un cambio de variables).
Por lo tanto, para garantizar que R tenga filtracion mayor que d+rM-m=(p+q+r+1)-q
necesitamos que

g>-1+p(q+r+1)/q.
Luego la funcion es [-1+p(g+r+1)/q]-C'- determinada.
En este caso no se tiene el resultado 6ptimo, es decir, que la funcién sea en general

(p+1)-C*-determinada. Por ejemplo, x’y+y* no es 10-determinada ya que x’y+y*+x** no es
Cl-equivalente a ella porque las dimensiones de sus algebras son diferentes.

Caso lll En este caso d=pg-1, M=g-1, m=p-1. Supongamos que agregamos a f una
funcion R(x,y) de orden g. EI monomio de guasigrado menor de R sera entonces y° que
tiene filtracién gq (y que no puede tampoco eliminarse mediante un cambio de variables).
Por lo tanto, para garantizar que R tenga filtracion mayor que d+rM-m=(p+r)(g-1)
necesitamos que

9>(p+1)(9-1)/(p-1).
Luego la funcion es [(p+r)(g-1)/(p-1)]-C'- determinada.
En este caso tampoco se tiene el resultado 6ptimo de que la funcién sea en general

(g+1)-C'-determinada. Por ejemplo, x*y+xy® no es 10-determinada ya que x*y+xy°+y** no
es C'-equivalente a ella porque la dimensién de sus algebras es diferente (ver [RT]).
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SECCION VI.5.

SOBRE LA CLASIFICACION DE LAS SINGULARIDADES DE LOS
POLINOMIOS MODELO.

Los polinomios modelo homogéneos son dificiles de clasificar, porque hay pocos
invariantes que en general permitan demostrar que dos polinomios homogéneos no son
equivalentes. Lo mismo sucede si el polinomio modelo es homogéneo respecto a un
subconjunto de variables. El caso mas factible es el de los polinomios modelo con todos
los pesos diferentes.

Esto lo podemos ver en los casos estudiados anteriormente, donde con excepcion de los
casos del ejemplo 3 de la seccion 11.2, lo proponemos como:

Teorema.

Si dos polinomios modelo en dos variables de orden =3 no homogéneos son
equivalentes, entonces son iguales, con la sola excepciéon de los pares de polinomios
equivalentes:

2-ciclo: x?y+xy?*!
2-Acatl: x*y+ y?*t

Demostracion:

Dentro de cada caso |,lla, llb y Ill los distintos polinomios modelo son no equivalentes,
como se ve por simple inspeccion de los invariantes que hemos calculado (incluyendo
aqui también los homogéneos). Si P(x, y) es el polinomio modelo entonces el menor de
los dos exponentes determina el orden del polinomio (denotado como O(P)), y con el otro
exponente y la frontera basica se determinan la dimension del algebra de P (denotada
como Dim (P)) asi como la K minima del ideal méximo contenido en el ideal jacobiano del
polinomio.

Caso I. Id(x, y) = xP** +y*1: O(1d)=p+1, dim(Id)=pq y potencia minima p+q-1.

Caso lla Q(x, y) =xP y+y**!: O(Q)=p+1, dim(Q)=(p-1)(gq+1)+1 y potencia minima p+g-1.
p+1.

Caso lIb Q'(x, y)= yx9 +y?**: O(Q")=g+1, dim(Q")=(g-1)(p+1)+1 y potencia minima 2p-1.

Caso llI: P(x, y) =yx? +xy: O(P)=p+1, dim(P)=pq y potencia minima 2g-1.
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Basta ahora ver si puede haber polinomios equivalentes en dos casos distintos:

Casos | y lla: Supongamos que Id y Q(x,y)= x"y+y?*™ con g>p g'>p', son equivalentes.
Entonces, O(ld)=p+1 y O(Q)=p'+1, luego p'=p. La minima potencia del ideal maximo
contenido en el ideal J(Id) es p+g-1 y en el ideal J(Q) es p+qg'-1. Luego g'=q. Ahora bien,
dim(ld)=pg y dim(Q)=(p-1)(q+1)+1=pg+(p-q) y por lo tanto p=q=p'=q" estariamos en el
caso homogéneo.

Casos | y Ilb: Supongamos que Id(x,y) y Q'(x,y)= xy+y*** con qg'>p', son equivalentes.

Entonces, O(ld)=p+1 y O(Q")=p'+1, luego p=p'. La minima potencia del ideal maximo

contenido en el ideal J(Id) es p+g-1=p'+g-1y en el ideal J(Q") es 2g'-1; en consecuencia,
p=29-q (*)

Ahora, dim(ld)=pq y dim(Q")=(p'+1)(q-1)+1=p'q'+(q-p’)=pq'+(q-p) Por (*) obtenemos
dim(Q")=pq'+(g-q"); luego, al igualar ambas dimensiones concluimos que pg=pqg'+(g-q’) o
equivalentemente p(g-q')=g-q' . Esta igualdad sélo es posible si p=1 (orden 2) o bien,
cuando g=q' que junto con (*) implicaria el caso homogeneo. (Se verifica faciimente que
xPy+y?, es equivalente a x**+y? al separar las variables).

Casos | y lll. Supongamos que Id y P(x,y)= x’y+xy®, con g>p', son equivalentes.
Entonces, O(ld)=p+1 y O(P)="p'+1 luego p=p'; ademas, dim(ld)=pq y dim(P)=p'q’; en
consecuencia, q'=g. La minima potencia del ideal maximo contenido en el ideal J(Id) es
p+g-1y en J(P) es 20'-1; luego p=q' y estariamos en el caso homogéneo.

Casos llay IIb. Supongamos que Q y Q'(x, y)=yx? +y***, con g>p,q'>p’, son equivalentes.
Entonces O(Q)=p+1y O(Q")=p'+1 luego p=p'. La minima potencia del ideal maximo
contenido en el ideal J(Q) es p+g-1, y en J(Q') es 20'-1; luego

p=29-q (%)

Ahora, dim(Q)=pg+p-q y dim(Q")=p'q'+q'-p'=pq'+q'-p que al igualarlas obtenemos p(q'-
0)=2p+qg-qg' después de sustituir 2p como en * se obtiene p(g-q')=3(g-q") lo cual es sélo
posible si g'=q (caso homogéneo) o, si p=3 estamos en la situacion del

Ejemplo: Q(x,y)= x*y+y**2, Q'(x,y)= x%+y* En estos casos los tres invariantes que hemos
usado en esta seccién son los mismos para Q y para Q'. Sin embargo, no son
equivalentes, porque la derivada en el origen de una equivalencia seria una equivalencia
lineal entre los términos de grado 4. Pero las formas de grado 4 xy, y* no son linealmente
equivalentes. (De hecho, este argumento demuestra que Q, Q' no son C1 equivalentes).

Veremos en la seccion siguiente como distinguirlos mediante un invariante general.

Casos lla y lll. Supongamos que Q(x,y) y P(xy)= x’y+xy%, con, g>p,q>p', son
equivalentes. Entonces, O(Q)=p+1 y O(P)=p'+1 luego p=p'. La minima potencia del ideal
méaximo contenido en el ideal J(Q) es p+g-1, y la de J(P) es 2qg'-1 luego g=2q'-p". Al

igualar las dimensiones: dim(Q)=pg+p-g= p'(29-p’)+2p'-2q' y dim(P)=p'q’, se obtiene la
igualdad

p'(9'-p")=2(p"-q’)
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la cual es solo posible si p'=q' (caso homogéneo), o bien, si p'=2 estamos en la situacion
del ejemplo 3 de la secciodn 11.2, que es la excepcidn considerada en el teorema.

Casos lIb y Ill. Supongamos que Q'(X, y)=yx® +xy” y P(x,y)= xPy+xy%, con g>p,q>p', son
equivalentes.Entonces, O(Q")=p+1 y O(P)=p'+1 luego p=p'. La minima potencia del ideal
méaximo contenido en el ideal J(Q') es 2g-1 y en J(P) es 2qg'-1; luego g=q'. Al igualar las
dimensiones: dim(Q")=1+(g-1)(p+1)=pg+g-p y dim(P)=p'q', se obtiene pg+g-p=pq que solo
es posible si p=qg (caso homogéneo).

Con esto queda demostrado el teorema.
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SECCION VI.6.

EL POLINOMIO DE POINCARE.

En [A] el estudio de los polinomios cuasihomogéneos con singularidad aislada gira en
torno al calculo del polinomio de Poincaré, definido como aquel polinomio en t con
coeficiente de t' igual al nUmero de monomios basicos del algebra de la singularidad de
cuasigrado i. El polinomio de Poincaré depende Unicamente de los pesos y cuasigrado
del polinomio.

A pesar de la importancia de este polinomio, no es, en principio, un invariante de la
singularidad, ya que al cambiar de coordenadas de manera arbitraria no se garantiza que
la funcién siga siendo cuasihomogénea, o de serlo, que tenga los mismo pesos. (Pero,
obsérvese que en el caso de dos variables hemos visto que los exponentes, y por lo tanto
los pesos y el cuasigrado, son invariantes).

Vamos a considerar aqui el polinomio de Poincaré de la singularidad respecto a la
filtracion del anillo de funciones dada por el grado usual de los monomios. En este caso,
lo definimos para cualquier singularidad aislada como el polinomio, con coeficiente de t'
igual a la dimension del cociente

c=dim(m(n)' +J)/ (m(n)"**+J)

Para distinguirlo del utilizado en [A] lo denominaremos el polinomio homogéneo de
Poincaré de la singularidad. Para una singularidad homogénea ambos polinomios
coinciden si damos peso 1 a cada variable.

Por ser este nimero un invariante del algebra de la singularidad, es inmediato que es un
invariante de la singularidad bajo cambios de coordenadas.

Este invariante contiene a varios de los que hemos estudiado anteriormente:

1) El orden de la singularidad puede leerse a partir de los términos de grado mas
pequefio. En efecto, si la singularidad tiene orden a, entonces sus parciales son de orden
a-1 y J esta contenido en m(n)*’. Luego, para i<a-1, c; es igual a la dimension del
cociente m(n)'/(m(n)"*%), que es independiente de la singularidad, pero es menor que esta
dimension si i es por lo menos a-1.

2) La minima potencia del ideal maximo contenido en J es igual al grado de este
polinomio mas 1, ya que si m(n)' esta contenido en J el cociente en la definicion de ¢; es
J/J de dimension 0.

3) La dimensién del algebra es la suma de todos los coeficientes ¢; , es decir, el valor del
polinomio evaluado en t=1.
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Pero el polinomio homogéneo de Poincaré contiene mas informacién. Para ilustrar esto
veremos que permite distinguir los polinomios modelo del ejemplo de la seccién anterior,
los cuales tienen los mismos tres invariantes anteriores:

2a-2

Ejemplo: P(x,y)= X’y+y**?, Q(x,y)= X’y+y"

En el caso de P, una base para el algebra esta dada por los monomios
1Y, Y222 XX, x2S X2

Por lo tanto:

m(2)' esta contenido en J si i>2a-2; luego ¢i=0 para esos valores de i.

Al ideal m(2)% le falta el generador xy*** para estar contenido en J; luego Cpa»=1.

Ahora para i=2a-3,...,3, se tiene que al ideal m(2)' le faltan, adicionalmente, el par de

generadores y' xy™! para estar contenido en J luego c; =2 para esos valores de i.

(obsérvese x* , x* aunque no son jacobianos, ya han sido considerados porque son
congruentes médulo J con mudltiplos de xy**® , y*** | respectivamente, y ya no es

necesario agregarlos).

Al ideal m(2)? le faltan, adicionalmente, la terna de generadores y? , xy, x* para estar
contenido en J; luego ¢, =3.

Al idean m(2) le faltan, adicionalmente, el par de generadores y , x para estar contenido
en J; luego c; =2.

Al ideal m(2)°=A(2) le falta, adicionalmente, el generador 1 para estar contenido en J;
luego cp =1.

Por lo tanto el polinomio homogéneo de Poincaré de P es
1+2t+36%+263+. . +2t2234%82,
En el caso de Q, una base para el algebra esta dada por los monomios
1, %, X272y Xy, XY YR X YR X YA
Por lo tanto:

m(2)' esta contenido en J si i>2a-2; luego ¢i=0 para esos valores de i.

Al ideal m(2)% le falta el generador x**? para estar contenido en J; luego Ca,=1.

Para i=2a-3,..., a+1, se tiene que al ideal m(2)' le falta, adicionalmente, el generador X'

para estar contenido en J; luego c; =1 para esos valores de i.
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Al ideal m(2)? le faltan, adicionalmente, el par de generadores x* , x*'y para estar
contenido en J; luego ¢, =2.

Ahora para i=a-1,..., 2, se tiene que al ideal m(2)' le faltan, adicionalmente la terna de
generadores, X, x*'y, x*? y? para estar contenido en J; luego c; =3 para esos valores de i.

Al ideal m(2) le faltan adicionalmente el par de generadores X, y para estar contenido en
J; luego, ¢, =2.

Al ideal m(2)°=A(2) le falta, adicionalmente, el generador 1 para estar contenido en J;
luego ¢o =1.

Por lo tanto el polinomio homogéneo de Poincaré de Q es
1+2t+3%4365+. . 43 20+ 4 +222,

Con lo cual el polinomio homogéneo de Poincaré permite demostrar que P y Q no son
equivalentes.

Si quisiéramos especificar un nimero que los distinguiera bastaria con tomar el invariante
dim(m(2)%3+J)/ J)

que para P vale 3 (faltan los generadores y?2y*3 xy?**) y para Q vale 2 (faltan los

generadores x*2, x?*3),
Como en la seccién VI.2, podrian considerarse también los invariantes
ci=dim(m(n)' +m(n)'3)/ (m(n)"**+m(n).J)

(que pueden dar informacion adicional, como se vié en los casos especiales considerados
en esa seccion) e integrarlos todos en un polinomio de dos variables adecuado.
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SECCION VI.7.

SINGULARIDADES QUE SE OBTIENEN AGREGANDO UN MONOMIO A
UN POLINOMIO MODELO.

La misma técnica se puede aplicar al estudio de otras singularidades que se obtiene al
agregar un monomio a un polinomio modelo, viendo como se alteran las fronteras basica
y jacobiana.

Veamos algunos ejemplos:

a) El polinomio modelo identidad en tres variables (con exponentes: 3, 4 y 5) determina

un algebra cociente de dimension 24=2.3.4 y su frontera bésica consta unicamente del

rr;onomio x y? Z°; en tanto, que su frontera jacobiana esta formada por los tres monomios:
3 4

X5y, 2.

b) Sea f(x, y, z) = x> +y* +z° +txyz. Entonces, la frontera basica que determina este
polinomio esta contenida en la cadena maximal definida por las combinaciones: xdf/dx,
ydf/dy, zdf/dz; la cual, contiene a los cuatro monomios del polinomio f(x, y, z).

La frontera jacobiana de f contiene a los monomios:

x4 v, 28 xPy, XP 2, y? z, x2°, yZ°.

En efecto, la trayectoria que inicia en yx? y concluye en x?y?z* pasando por los monomios
xz* y y*z® en una combinacién de xdf/dz, z%dfly y y*z*df/dx, nos permite usar el criterio de
las unidades para concluir que x* y es jacobiano. Andlogamente, las trayectorias y las
combinaciones siguientes (ambas entre llaves y las primeras entre corchetes, escribimos
fx en vez de df/dx), justifican la conformacién de la frontera jacobiana:

Py, xy*, v?z*, Xy 2% xf,, y*f,, y2°6),

{[xyz),/ yz*, x*z%, xy*z?] yf,, yz3fx, xzf,},

gxgz, yzz], Xy:)f xyz"] zfy, yfy, xyfz},
y?z, x2y] yhd,

{lyz®, x°z] zf},

{Ix*, x2yz] X%},

{Iy°, xy’z] yi,},

{1z% xyz’] 2°f;}

La dimensién del algebra cociente que determina el polinomio f es 11. Una base de
monomios consta de los siete monomios aislados: {1, x, y, Y, z, z2, z°}, tres monomios de
las cadenas elementales: {x?, yz}, {y°, xz}, {z*, xy} y un monomio de la frontera béasica.

Observacién. Con estos mismos argumentos se puede probar que el polinomio

f(x, y, z) = x*'P +y**9 +zM*" + xyz genera un algebra cociente de dimensién p+qg+r+2, con la
frontera basica: {x**?, y**9, z'*', xyz} y la

frontera jacobiana: {x**?, y**%, z**", x°y, x* z, y? z, xz%, y°z, yz°}

61



62

c) Sea g(x, y, z) = x> +y* +z° +xy?z®, aqui también los cuatro sumandos del polinomio g
forman la frontera basica, basta considerar la cadena maximal determinada por xfy, yf, y
zf,; en tanto que, la frontera jacobiana esta formada por los nueve monomios siguientes:

Kt X2 Yy, 2 7, Xy3, xz*, y5, y323, yz4, 5

Primero mostraremos, con el criterio de las unidades, que al incrementar en una unidad a
cualquiera de los exponentes del monomio xy?z® obtenemos tres monomios jacobianos;
luego, con la ayuda de éstos iremos delineando a la frontera jacobiana.
DCy'2, y'2% xy°2°, Xy'2'1 Y2290 y2°0y, xy°2°g:h
{[x%/ z ,3x3y22, X°Y°Z"] X2°9y, X°YZ29;},
{ly ’2XA¥ Zz]ngy}’a 251 w2 2,2
gxg z '2X4]y z", ? Y°Z°] Xy“Qz, Xyz°0y},
Z°, Xy°z'] z°g2},
Py, y°2°, xyz°] ygx, 2°9:},
{xy®, x?yz’] gy},
{lyz*, xy°2’] yga},
{[X4’4X2¥2§3]2X29X},
xz", X’y 2°] Xz},
{xz, y°z'] z9x}

De la misma forma que para los polinomios modelo, se pueden aplicar estos célculos al

estudio de la potencia minima del ideal maximo contenido en el ideal jacobiano, al grado
de determinacion de las singularidades y a su clasificacion.
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APENDICE.

ESTRUCTURAS CiCLICA§ Y POLINOMIOS MODELO
PARA VALORES PEQUENOS DE n.

Para cualquier entero n>1, hay:
Una sola estructura ciclica con n componentes, que son uniciclos.
Dos con n-1 componentes: n-2 uniciclos junto con un 2-ciclo 6 con un 2-acatl.
Cuando n >3 hay 7 estructuras con n-2 componentes:
n-3 uniciclos con (1) un 3-ciclo, 0
(2) un 2-ciclo con un preciclico, o
(3) un uniciclo con dos preciclicos, o
(4) un 3-acatl.
O bien n-4 uniciclos con (5) dos 2-ciclos, 0
(6) un 2-cicloy un 2-4catl, o
(7) dos 2-acatl.
Luego, el numero de estructuras ciclicas para n=1, 2, 3 es, respectivamente, 1, 3, 7.
Procediendo de esta manera, se puede probar que el nUmero de estructuras ciclicas con
(8) n-3 componentes, para n>5, es 21,

(9) n-4 componentes, para n>7, es 65,
(10) n-5 componentes, para n>9, es 194, etc.

Ahora describimos explicitamente las 19 estructuras ciclicas, para n=4, haciendo uso de a
siguiente notacion:
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Ck representa un Kk-ciclo.
Ce

ck(l)) representa a un segmento de longitud j de preciclicos
gue converge a un elemento de un k-ciclo.

gaa®;

Ce(l3)

ck(sl) representa a s segmentos ajenos de longitud j de preciclicos
gue convergen a un mismo elemento de un k-ciclo.

.
r; :
Ce(3|2)
ck(li +slj) representa a s segmentos ajenos de longitud j-i de preciclicos que convergen

a un preciclico del que parte un segmento de longitud i de preciclicos
que converge a un elemento de un k-ciclo(aqui hay k+s(j-k) preciclicos).

-
.f; :
C6(|1+3|3)
ck(s lj +i) representa a un segmento de longitud i-j de preciclicos que converge

al elemento inicial de uno de los segmentos de un s |;
(aqui hay i-j+sj preciclicos),

el

Co(3l1+ls)

ck(t I, s I) representa a un tl; y un sl; que convergen a dos puntos diferentes de
un k-ciclo, (aqui necesariamente k>1).

Sale

CG(3|2, 2|1)
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Ademas:
en denota la cardinalidad de estructuras en Fp,
en(j) es el numero de estructuras en F, con j componentes,
(luego en= en(1)+ en(2)+...+ en(n)),

dx denota el nimero de formas distintas en que se pueden distribuir
k elementos preciclicos en un elemento de un ciclo.

dk(j) denota el numero de formas distintas en que se pueden distribuir
k elementos preciclicos en un elemento de un ciclico de manera que
el maximo de las longitudes de los preciclicos sea exactamente igual a |

(luego di= di(1)+ di(2)+...+ di(K)),

Estructuras ciclicas de Fa:

1 { C1, C1, Cyq, Cl},
2 { Cl(ll), C1, Cl},
3{ca Cy, C1},

4 { C1(2|1), Cl},

5 { C1(|2), Cl},

6 { Cz(lj_), Cl},

7 { C3, Cl}

8 { ca(lh), cu(l)},
9 { ca(3l1)}

10 { c1(211+12}),
11 { c1(i+21)},
12 { ca(ls)},

13 { C]_(Ij_), Cz},
14 { ca(211)},

15 { ca(l1, 1)},

16 { c2(l2)},

17 { Co, Cz},

18 { c3(l1)},

19 { C3}.

En esta lista pueden identificarse 9 estructuras con una sola componente, 7 con dos
componentes, 2 con tres componentes y una con cuatro componentes.
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Estructuras ciclicas de Fs:con una séla componente:

Cs,

Ca(l),

cs(l2), c3(2h),

C2(l1, 1), €2(l3), ca(l1+215), ca(2l1+l2), ca(lz, 1), c2(3l1), c2(2l1, 1),

C1(la), c1(la+213), ci(ly+2Ix+13), c1(2l1+o+13), c1(l1+31y),

C1(2l2), c1(l1*(11+212)), c1(3l1+l2) y ca(4ly).
Una forma de contar estas 20 estructuras es la siguiente:

es(1)=1+d;+(d>+d1d1)+(ds+dody)+ds=1+1+(2+1)+(4+2)+9=20.

En tanto que

es(2)=e4(1)e1(1)+es(1)ex(1)=9x1+4x2=17.

Para cualquier n, puede formularse en general que si h=[n/2] entonces:

en(2) = en1(1)e1(1)+ en-2(1)ez(1)+...+ ensa(l)en(l) , para nimpary
en(2) = ena(l)ei(1) + ena(l)ez(l) +...+ ensa(l)ena(l) + (1+2+...+ep) , para n par.
En la Tabla 1 se dan los valores de e, y de ey(j) hasta n=9, que se calculan en base a las
férmulas anteriores y a la Tabla 2.

La Tabla 2 da los valores de dy y de dk(j) hasta n=9.
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€n
1

3
7
19
47
128
334
909

2434

dk

20
48
115

276

TABLA 1

VALORES DE e, Y DE en(j) PARA n<o.

en(1)
1

2
4
9
20
49
118
300

751

en(2) en(3) en(4) en(d) en(6) en(7) en(8) en(9)

17

48

125

341

912

1

2 1
7 2
21 7
60 21
172 65
487 188

TABLA 2

21

65

VALORES DE dy Y DE dk(j) PARA n<8.

dk(1)
1

1

dw(2)

10

14

21

d(3)  dk(4)

1

3 1
8 4
18 13
38 36
74 92

68

dk(5)

19

54

dk(6)
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