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Índice general

1. Cristales Ĺıquidos 1
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Introducción
El estudio de los cristales ĺıquidos ha aumentado en los últimos años

debido al gran número de fenómenos ópticos no lineales que presentan y a
las múltiples aplicaciones tecnológicas que éstos han generado. Uno de los
fenómenos más importantes para la comprensión de las propiedades ópti-
cas no lineales en cristales ĺıquidos lo constituye la transición de Frederick-
sz óptica (TFO), que fue observado por primera vez en 1980 [1, 2, 3, 4].
Este fenómeno se presenta cuando un haz láser polarizado incide sobre una
muestra de cristal ĺıquido que inicialmente se encuentra en equilibrio ter-
modinámico y con una configuración orientacional de sus moléculas conoci-
da, impuesta por las condiciones iniciales. El láser ejercerá una torca sobre
las moléculas del cristal ĺıquido la cual tiende a orientarlas en la dirección
del campo eléctrico, pero como el medio ejerce torcas elásticas sobre las
moléculas, que tienden a mantenerlas en su posición original, habrá una
competencia entre ambas torcas. A medida que la intensidad del láser au-
menta el sistema adquiere más enerǵıa y la torca ejercida por el campo
óptico también aumenta, volviéndose el sistema más inestable. Si la intensi-
dad del campo óptico sobrepasa un cierto valor cŕıtico, entonces las torcas
eléctricas vencen a las elásticas y comienza el proceso de reorientación en
la dirección del campo eléctrico. Este y otros fenómenos que se producen
por la interacción entre cristales ĺıquidos y radiación electromagnética han
sido estudiados ampliamente en la literatura en gran medida debido a sus
múltiples aplicaciones tecnológicas [4].

La mayoŕıa de los estudios sobre la interacción de campos electromagnéti-
cos con cristales ĺıquidos se realizan de manera determinista, es decir, no
consideran el ruido presente en dichos campos ni en las propiedades del
medio. Algunos de los escasos estudios que se han realizado considerando
fluctuaciones externas son: i) El estudio de los efectos producidos por un haz
láser que interacciona con un cristal ĺıquido y en el que existen fluctuaciones
en la intensidad o en la amplitud del campo óptico [5, 6]. En este caso las
fluctuaciones entran en forma aditiva en las ecuaciones dinámicas. ii) La
propagación de una onda electromagnética en un cristal ĺıquido nemático,
cuyo tensor dieléctrico fluctúa [7].

Una propiedad óptica muy importante de los cristales ĺıquidos es la bi-
rrefringencia, que consiste en la presencia de dos ı́ndices de refracción, uno
en la dirección paralela al eje óptico y otro en la dirección perpendicular.
La fase nemática del cristal ĺıquido, en la que las moléculas están orientadas
espontáneamente en una cierta dirección preferencial, presenta una birrefrin-
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gencia intŕınseca. En esta tesis estudiaremos la birrefringencia inducida en
el fluido por el ruido presente en la señal. Más precisamente, estudiamos
los efectos producidos por un campo eléctrico de baja frecuencia. En par-
ticular, estudiaremos la birrefringencia inducida por ruidos externos lineal
y cuadrático en presencia de efectos hidrodinámicos. Como un primer caso
se considera que la intensidad del campo eléctrico fluctúa, lo cual da lugar
a una ecuación diferencial estocástica con ruido lineal multiplicativo para la
amplitud de una de las componentes del campo director. Como un segundo
consideraremos que la magnitud del campo eléctrico fluctúa, lo cual da lu-
gar a una ecuación diferencial estocástica con ruido no lineal multiplicativo
para la misma componente del campo director. En ambos casos se toman
en cuenta los efectos hidrodinámicos generados por un gradiente de presión
externo.

Estructura de la tesis
La tesis está dividida en 7 caṕıtulos cuyos contenidos se describen a

continuación:

Caṕıtulo 1. De las caracteŕısticas generales de los cristales ĺıquidos, en
este caṕıtulo se describen sólo aquellas que utilizaremos en esta tesis. Tam-
bién se discuten los efectos que sobre los cristales ĺıquidos producen campos
eléctricos y magnéticos externos. Además, se obtiene la forma expĺıcita de
la enerǵıa de distorsión elástica.

Caṕıtulo 2. Se presenta un resumen de la deducción de las ecuaciones
nematodinámicas deterministas para un cristal ĺıquido nemático. Basándose
en la deducción de de Gennes [4, 8, 9]. Posteriormente se introducen fluctua-
ciones en éstas ecuaciones siguiendo el método desarrollado por San Miguel
y Sagués [10] y se obtienen las ecuaciones hidrodinámicas fluctuantes.

Caṕıtulo 3. Se construye el modelo que se analizará en esta tesis y se
define la geometŕıa que se estudiará. También obtenemos las ecuaciones
nematodinámicas fluctuantes para el modelo. Como un primer caso, se in-
troducen fluctuaciones en la intensidad del campo eléctrico. Esto genera una
ecuación diferencial estocástica lineal con ruido multiplicativo para la am-
plitud de una componente del campo director. Se da una breve introducción
sobre ecuaciones estocásticas y se explica uno de los métodos desarrollados
por van Kampen [11] para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones
diferenciales estocásticas.
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Caṕıtulo 4. Como se mencionó en la introducción, una de las finalidades
de esta tesis es obtener una expresión anaĺıtica para la birrefringencia in-
ducida por el ruido y por el flujo hidrodinámico. Para este fin, es necesario
obtener el primero y segundo momento de la componente del campo direc-
tor que es afectada por el flujo hidrodinámico y por el ruido. Para obten-
er el primer momento aplicamos el método de van Kampen a la ecuación
estocástica para dicha componente. Para determinar el segundo momen-
to, primero obtenemos la ecuación para la distribución de probabilidad. A
partir de ella obtendremos una ecuación de evolución determinista para el
segundo momento y resolviendo esta se obtiene expĺıcitamente para dicho
momento.

Caṕıtulo 5. Se aplica un método desarrollado por San Miguel y Sancho
para tratar problemas con ruido externo cuadrático [12]. El método propor-
ciona una ecuación de Fokker-Planck asociada a una ecuación estocástica en
la que las fluctuaciones entran en forma cuadrática. También se construye la
ecuación estocástica de amplitud con ruido cuadrático multiplicativo. Para
esto, consideramos como un segundo caso que la amplitud del campo eléctri-
co fluctúa. A partir de la ecuación de Fokker Planck se obtienen las ecua-
ciones de evolución para el primero y segundo momento de la componente
del director afectada por las fluctuaciones y por el flujo hidrodinámico.

Caṕıtulo 6. Se da una breve introducción sobre la birrefringencia induci-
da en cristales ĺıquidos nemáticos. Se obtienen expresiones anaĺıticas para
las diferentes contribuciones a la birrefringencia, a saber, la birrefringencia
intŕınseca, la inducida por flujo, la inducida por ruido blanco lineal, la in-
ducida por ruido lineal de color y la inducida por ruido cuadrático. Además,
realizamos una comparación entre las diferentes contribuciones a la birrefrin-
gencia con respecto a la intŕınseca. De dicha comparación obtuvimos que
la birrefringencia inducida por el flujo aumenta rápidamente al aumentar
el gradiente de presión externo. En el caso de ruido lineal, se obtuvo que
la birrefringencia inducida por el ruido es prácticamente inapreciable, tanto
para ruido blanco como de color. En el caso de ruido cuadrático obtuvi-
mos que la birrefringencia inducida por el ruido es considerable y aumenta
a medida que el tiempo de correlación disminuye; es decir, la birrefringen-
cia inducida por ruido cuadrático aumenta a medida que nos acercamos al
ĺımite de ruido blanco. La importancia del estudio de los efectos del flujo
hidrodinámico y del ruido sobre la birrefringencia radica en que dichos efec-
tos pueden dar lugar a aplicaciones tecnológicas. Es importante señalar que
en este trabajo se encontraron resultados originales y que actualmente hay
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muy poca literatura respecto a la consideración de ruido multiplicativo en
campos externos aplicados a una muestra de cristal ĺıquido.

Caṕıtulo 7. En este caṕıtulo se discuten las conclusiones de nuestro tra-
bajo, las predicciones espećıficas de la tesis, aśı como las limitaciones del
modelo.
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Caṕıtulo 1

Cristales Ĺıquidos

En este caṕıtulo se describen algunas caracteŕısticas generales de los
cristales ĺıquidos, composición qúımica, clasificación y los efectos que sobre
éstos producen diversos tipos de campos externos, eléctricos y magnéticos,
o flujos. Además, se obtendrá la forma expĺıcita de la enerǵıa libre de dis-
torsión elástica.

1.1. Propiedades generales

La diferencia entre sólidos cristalinos y ĺıquidos, es que las moléculas en
un cristal se encuentran ordenadas mientras que en un ĺıquido no lo están.
El orden en un sólido es usualmente tanto posicional como orientacional, es
decir, las moléculas se encuentran condicionadas a ocupar lugares espećıfi-
cos de la red, alrededor de los cuales vibran y a que sus ejes moleculares
apunten en ciertas direcciones espećıficas. Más aún, en los llamados sólidos
cristalinos, los grupos moleculares se repiten periódicamente y todos están
orientados en la misma dirección. En cambio, las moléculas en los ĺıquidos
se difunden de forma aleatoria y la dirección de sus ejes moleculares vaŕıan
aleatoriamente. Sin embargo, existen fases con mayor orden que los ĺıqui-
dos ordinarios pero con menor orden que un cristal t́ıpico. Estas fases son
llamadas cristales ĺıquidos, debido a que presentan propiedades asociadas
tanto a ĺıquidos como a cristales. En resumen, lo que distingue a una fase
de otra es la cantidad de orden que poseen las moléculas del material.

Las moléculas en el cristal ĺıquido se difunden de forma muy parecida a
como lo hacen en un cristal ĺıquido isotrópico, pero al hacerlo preservan el
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orden orientacional, y en algunos casos, el orden posicional en una o dos dire-
cciones. La cantidad de orden en un cristal ĺıquido es muy pequeño relativo al
de un cristal. Sin embargo, debido a este pequeño orden, los cristales ĺıquidos
presentan propiedades mecánicas y electromagnéticas t́ıpicas de los sólidos.
Un cristal ĺıquido puede exhibir varias fases termodinámicas dependiendo
del grado de orden que presente. La más sencilla es la fase nemática en la
cual el cristal ĺıquido sólo presenta orden orientacional en sus moléculas;
en esta fase los ejes moleculares tienden a orientarse, en promedio, en una
dirección preferencial mientras se difunden a través de la muestra. Este orden
destruye la isotroṕıa de los ĺıquidos, lo cual se manifiesta en las propiedades
elásticas, eléctricas, magnéticas y ópticas del cristal.

1.2. Estructura qúımica

La gran mayoŕıa de las moléculas de sustancias ĺıquido cristalinas poseen
una estructura como la mostrada en la figura 1.1, constituida por:

B

D

A C

Figura 1.1: Estructura qúımica de una molécula t́ıpica de cristal ĺıquido, la
cual consta de sistemas anillados (generalmente de benceno), grupos A y C,
puente B y cadenas laterales D.

a) uno o más sistemas anillados aromáticos (generalmente de benceno),
que son altamente polarizables e intervienen en la formación de la estructura
molecular;

b) grupos terminales A y C, los cuales a medida que aumenta su longitud,
refuerzan la anisotroṕıa de la molécula, incrementando la estabilidad del
cristal ĺıquido;

c) grupos puentes o de escalonamiento B, que de acuerdo a la manera en
que se enlazan con los sistemas anillados determinan la forma de la molécula,
aśı como la flexibilidad y la polarizabilidad de la misma; y

d) cadenas laterales D, que generalmente ensanchan a la molécula evi-
tando que experimente atracciones laterales con otras moléculas, y si llegan
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a ser muy largas disminuyen la anisotroṕıa de ésta, ocasionando un decre-
mento en la estabilidad del cristal ĺıquido.

La descripción anterior, corresponde a moléculas en la que al estar sus sis-
temas anillados eslabonados con los grupos terminales y cadenas laterales de
la manera descrita, presentan una forma alargada, como barra, denominada
calamı́tica; sin embargo, también puede ocurrir que los sistemas anillados
al enlazarse con los grupos terminales y sobre todo con cadenas laterales
desordenadas [9, 13, 14] , den lugar a una estructura molecular plana, en
forma de disco, llamada discótica (ver figura 1.2). Las moléculas discóticas
generalmente están constituidas por cadenas laterales largas.

Figura 1.2: Estructura de las moléculas mesogénicas. a) Calamı́ticas b)
Discóticas. El vector n̂ indica la orientación promedio de las ejes largos
de las moléculas.

Estas unidades qúımicas pueden constituirse por moléculas orgánicas
pequeñas o largas, aśı como por estructuras moleculares complejas. Las
moléculas orgánicas pequeñas son calamı́ticas, sus dimensiones son de unos
20 Å de longitud por 5 Å de ancho. Ejemplos t́ıpicos son: el azoxianisol-p
(PAA) y la butilanilina-p (MBBA). Las moléculas largas existen en forma
natural (DNA, virus mosaico del tabaco) o se obtienen artificialmente por
medio de fibras plásticas flotando en agua, aśı como polipéptidos sintéticos
disueltos en ciertos solventes. Las dimensiones de estas moléculas que tam-
bién son calámiticas pueden variar desde unos 300Å de largo 20Å de ancho
para los polipéptidos sintéticos, hasta 3000Å de largo y 200Å de ancho para
el virus mosaico del tabaco.

También dan lugar a mesofases las estructuras complejas de moléculas,
como los sistemas de agua-jabón, en donde los aniones alifáticos (CH3 −
[CH2]n−2 − CO−

2 ) y iones positivos (Na+, K+, NH+
4 ) se ordenan formando

cadenas 1. Cada cadena en solución, no constituye por si misma un cristal

1La parte polar (CO−
2 ) tiende a estar en contacto con el agua, mientras que la parte
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ĺıquido, sin embargo cuando se forman cúmulos de cadenas, entonces estos
pueden adoptar la forma de una “varilla” o de “disco” constituyendo aśı las
unidades estructurales que darán lugar al compuesto mesogénico (ver fig.
1.3).

Moléculas

amfifílicas

H O
2

H O
2

H O
2

H O2

Figura 1.3: Ejemplos t́ıpicos de agregados moleculares complejos que dan
lugar a compuestos mesogénicos. Estos constituyen a) columnas b)capas.

1.3. Clasificación

Dependiendo de su estructura molecular, los cristales ĺıquidos pueden
poseer una o más mesofases antes de transformarse en un ĺıquido isotrópi-
co o en un sólido cristalino. Las transiciones de estos estados intermedios
pueden producirse, ya sea por variaciones en la temperatura, o por la in-
fluencia de solventes. Dada la dependencia que presentan con los paráme
tros f́ısicos señalados con anterioridad, se clasifica a los cristales ĺıquidos
como: termotrópicos, si sus cambios de fase están gobernados por la tem-
peratura, o en liotrópicos si dichos cambios dependen de sus concentra-
ciones al mezclarse con algún solvente. Los cristales ĺıquidos constituidos
por moléculas calamı́ticas son los más comunes y los más conocidos2. Sus
moléculas que interactúan entre si, dan lugar a estructuras ordenadas que
de acuerdo a la nomenclatura de Friedel [16], pueden clasificarse en tres
tipos; nemáticos, esmécticos y colestéricos. Las primeras sustancias ĺıquido
cristalinas con moléculas en forma de disco fueron preparadas e identificadas
recientemente3, y desde entonces un gran número de compuestos discóticos

apolar la evita.
2Existen cerca de 20000 compuestos de esta clase, 15000 están compilados en tablas

[21].
3En 1977 fueron obtenidas por primera vez por cient́ıficos de la India
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se han sintetizado. Estructuralmente, la mayor parte de ellas pertenecen
a dos categoŕıas: columnar y nemática [9]. La fase columnar en su forma
más simple consiste de discos apilados en forma no periódica, que dan lu-
gar a columnas que constituyen una malla o red bidimensional; además, un
número de variantes de está estructura han sido identificados como: hexago-
nales, rectangulares, inclinadas, etc. Por otra parte, la fase nemática está de-
terminada por el hecho de que el eje perpendicular al plano de cada molécula
discótica tiende a orientarse en promedio, en una dirección espećıfica; por
lo tanto, poseen orden orientacional de largo alcance, aunque carecen de
orden traslacional del mismo tipo. Finalmente, cabe mencionar que se han
identificado también fases colestéricas y esmécticas de los mismos [9].

1.3.1. Termotrópicos

Son los cristales ĺıquidos más ampliamente utilizados y extensamente
estudiados. Exhiben varias fases ĺıquido cistalinas como función de la tem-
peratura. Si bien la forma de sus moléculas es bastante complicada, puede
considerarse como calamı́ticas o discóticas.

Nemáticos

La fase nemática poseé orden de largo alcance en la orientación de sus
moléculas4 y al mismo tiempo desorden en la posición de los centros de masa
de las mismas. Además, sus moléculas se mueven en dirección paralela a sus
ejes largos, caractaŕıstica que le permite al nemático fluir como un ĺıquido
ordinario isotrópico 5; pero al estar espontáneamente orientadas con sus ejes
largos6 aproximadamente paralelos, estos fijan una dirección macroscópica
preferencial. Dicha dirección se describe por un vector unitario n̂ que indica
la orientación promedio de alineación de las moléculas (ver Fig. 1.4).

La polarización a lo largo de n̂ es nula, debido a que el número de
moléculas con momento dipolar permanente en una dirección es igual, en
promedio, al número de moléculas con momento dipolar permanente en
dirección opuesta, por lo que los estados n̂ y −n̂ son indistinguibles en
ausencia de algún campo externo.

4En comparación con las otras dos mesofases, esta es la más desordenada
5Para un nemático t́ıpico tal como el PAA la viscosidad es del orden de 0.1 Poise,

mientras que la del agua a temperatura ambiente es del orden de 10−2 Poise.
6Se considera como el eje largo de la molécula, aquel en el cual ésta presenta su menor

momento de inercia al girar.
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Figura 1.4: Arreglo estructural de las moléculas de un nemático. El vector
n̂ indica la dirección preferencial de alineación espontánea de las moléculas.

Las caracteŕısticas ópticas de esta mesofase corresponden a las de un
medio uniaxial con eje óptico paralelo al vector director, alrededor del cual
existe simetŕıa rotacional. Esto se refleja notablemente en propiedades ópti-
cas como la birrefringencia.

Cabe señalar que el tipo de moléculas que constituyen esta fase general-
mente son ópticamente inactivas y su imagen especular se superpone en si
misma (moléculas aquirales). Es decir, si hacemos incidir un rayo de luz
polarizado linealmente sobre el nemático no hay una rotación de dicha po-
larización. Sin embargo, el nemático puede estar constituido por un sistema
de moléculas ópticamente activas y su imagen especular no es superponible
en si misma (moléculas quirales). Esto es, provocan una rotación en la pola
rización lineal de la luz que incide sobre ella. En este caso se tienen la misma
cantidad de moléculas izquierdas que derechas, es decir con moléculas con
los mismos grupos qúımicos, pero con diferente disposición espacial. Para
aclarar esta idea, consideremos nuestras manos, derecha e izquierda, ambas
tienen por decirlo de alguna forma los mismos dedos (grupos qúımicos), pero
la disposición espacial de dedos en la mano izquierda es diferente a la de la
mano derecha.

Colestéricos

Localmente, los cristales ĺıquidos colestéricos son muy parecidos a los
nemáticos. En estos, las moléculas tampoco poseen orden en la posición y al
igual que en los nemáticos tienden a orientarse a lo largo de una dirección
común, representada por el director n̂. Sin embargo, en este caso n̂ no es
un vector constante en el espacio, sino que de manera espontánea tiende a
describir una hélice en torno a un eje, como se muestra en la figura 1.5.

Tomando el eje de la hélice a lo largo del eje z, n̂ se puede escribir como
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1 2Paso

1 Paso

Figura 1.5: Arreglo estructural de las moléculas en la fase colestérica.

nx = cos(
2πz

L
+ φ0), ny = sen(

2πz

L
+ φ0), nz = 0, (1.1)

donde φ0 es una constante y L es la distancia a lo largo del eje z en la cual
n̂ da un giro de 2π radianes. L es el paso de la hélice y es una caracteŕıstica
importante del coloestérico; los valores t́ıpicos de L son de 3000Å y en
consecuencia son mucho mayores que las dimensiones moleculares.

Esta estructura helicoidal da lugar a fenómenos ópticos bastante in-
teresantes, por ejemplo, la actividad óptica que presentan los colestéricos.
Fenómeno en el que el poder rotatorio es miles de veces mayor que el de las
sustancias ópticas activas ordinarias como la glucosa. Además, el paso de la
hélice puede variar por la acción de agentes externos como la temperatura
y la presión. Esto se manifiesta a simple vista, ya que el paso es del orden
de la longitud de onda en el visible, por lo que éstas variaciones producen
cambios en la coloración o en la textura del cristal ĺıquido [8].

La fase colestérica fue descubierta en materiales derivados del colesterol
de ahi proviene su nombre. Sin embargo, hoy en d́ıa se conocen muchos
compuestos que exhiben esta fase y que no guardan ninguna relación con el
colesterol, aśı que el nombre utilizado para distinguirla no resulta del todo
apropiado. Un nombre más satisfactorio es el de fase nemática quiral y en
la literatura éste se utiliza con la misma frecuencia que el primero.

Esmécticos

Los cristales ĺıquidos esmécticos se caracterizan por poseer orden orien-
tacional y también cierta cantidad de orden posicional. En realidad, son más
de una las fases esmécticas, las cuales se designan como esméctico A, B, C,
etc.,obedeciendo el orden cronológico en el que fueron descubiertas.

En un esméctico las moléculas se distribuyen en planos, en cada uno de
los cuales tienen una orientación común, de ahi proviene su orden orienta-
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cional y su orden posicional en una dimensión. Los planos están separados
entre si por ciertas distancias espećıficas, las cuales pueden determinarse
experimentalmente por difracción de rayos x, y dentro de ellos las molécu-
las pueden viajar libremente, manteniendo su orientación promedio. Cada
plano es entonces una especie de cristal ĺıquido nemático bidimensional.

Las posibles orientaciones que adoptan las moléculas en los planos de
un esméctico, dan lugar a las distintas variaciones de esta fase. Entre ellas
mencionaremos dos, a saber, los esmécticos A y los esmécticos C.

La configuración de los esmécticos A se muestra en la figura 1.6 . En ella
aparece un corte de la muestra perpendicular a los planos del esméctico. En
cada uno de éstos las moléculas están orientadas en promedio en la dirección
perpendicular a los mismos.

Densidad
Esméctico A

Figura 1.6: Configuración de la fase esméctica A.

El orden posicional de la fase esméctica A puede caracterizarse mediante
la densidad de masa medida como función de la posición a lo largo del eje
perpendicular a los planos. Tal como se muestra en la figura, esta densidad
varia de manera periódica, con un periodo igual a la distancia que separa
los planos del esméctico.

Mientras que el nemático es invariante ante una translación arbitraria,
un esméctico es invariante sólo ante un número discreto de translaciones,
determinadas por la distancia de separación entre los planos.

La figura 1.7 muestra la distribución de las moléculas en la fase esméctica
C. Dicha figura también representa un corte en la dirección perpendicular
a los planos y según puede apreciarse, existe una gran semejanza en la
distribución molecular entre los esmécticos A y los C, sólo que en estos
últimos las moléculas no se orientan en la dirección normal a los planos,
sino que lo hacen en torno a un eje que forma un cierto ángulo φ con ella.
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Esméctico C

Figura 1.7: Estructura de la fase Esméctica C.

1.3.2. Liotrópicos

Son cristales ĺıquidos producidos mediante la mezcla de concentraciones
adecuadas de dos o más sustancias. Los sistemas más comunes que se utilizan
en su elaboración, son aquellos formados por moléculas amfif́ılicas tales como
el jabón o los fosfoĺıpidos al ser mezclados con agua como solvente [4, 9, 17].

Si una pequeña cantidad de material anfif́ılico se mezcla con agua, sus
moléculas comienzan a agruparse para formar estructuras esféricas (micelas
o veśıculas). Al aumentar la cantidad de dicho material (usualmente en
la vecindad del 50 %), se alcanza un punto en el que las miscelas o las
viśıculas forman estructuras más grandes y alargadas, las cuales se agrupan
con sus ejes mayores de simetŕıa prácticamente paralelos entre śı, para cons-
truir un cilindro de sección hexagonal (fenómeno al que se le denomina fase
hexagonal). Otra estructura común que se forma a mayores concentraciones
es la lamelar, que consiste en la agrupación de las moléculas amfif́ılicas
en bicapas planas separadas por agua. Este tipo de cristales ĺıquidos, son
muy abundantes en la naturaleza y prácticamente ubicuos en los sistemas
vivientes[17].

1.4. Enerǵıa de distorsión elástica

En esta sección se obtendrá la forma explicita de la funcional de enerǵıa
libre de Helmholtz para las distorsiones elásticas que presenta el nemático.
La enerǵıa libre de Helmholtz se utiliza debido a que procesos de reo-
rientación de la muestra de cristal ĺıquido que estudiaremos ocurren a una
temperatura, volumen y número de part́ıculas constantes.

Si se considera una muestra de cristal ĺıquido ligeramente distorsionada,
a/l � 1, a es una dimensión molecular t́ıpica y l es la dimensión de la
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muestra, el estado de distorsión local está descrito por −→n (−→r ) y sus gradi-
entes. Entonces, bajo las siguientes suposiciones es posible obtener la forma
explicita de la enerǵıa libre de Helmholz asociada Fd [8]:

1. Las variaciones de −→n son lentas a escala molecular, i. e. a∇−→n � 1.
2. Las únicas fuerzas intermoleculares de importancia son de corto al-

cance. Con estas hipótesis se desarrolla la enerǵıa libre de distorsión Fd como
una serie de potencias en los gradientes de −→n (−→r ) en la cuál sólo se consi-
derarán hasta términos de segundo orden. Para construir este desarrollo es
necesario considerar que:

a) Fd debe ser par en −→n , ya que los estados −→n y −−→n son indistinguibles.
b) Los términos lineales en ∇−→n no se consideran, ya que Fd debe ser

invariante ante rotaciones de cuerpo ŕıgido.
c) Los términos en Fd que tienen la forma ∇ · −→n se descartan, ya que

estos términos contribuyen a la densidad de enerǵıa superficial cuando se
integran y en éste trabajo se consideran las condiciones de frontera dadas.

Por lo tanto, Fd sólo contendrá términos del orden de (∇−→n )2, siendo
(∇ · −→n ), (−→n · rot−→n ), (−→n × rot−→n ) los únicos términos que satisfacen las
condiciones mencionadas arriba. De esta forma la densidad de enerǵıa de
distorsión elástica, también llamada enerǵıa de Frank [18], es

Fd =

∫
V

fdd
−→r , (1.2)

donde V es el volumen ocupado por el nemático y fd está dada por [9] [8]
[42]

fd =
1

2
K1(∇ · −→n )2 +

1

2
K2(

−→n · ∇ × −→n )2 +
1

2
K3(

−→n ×∇×−→n )2. (1.3)

K1, K2, y K3 son las constantes elásticas asociadas con las deformaciones de
despliegue (splay), torsión (twist) y encorvadura (blend), respectivamente,
y εαβμ es el tensor de Levi-Civita. Comúnmente sus órdenes de magnitud
son de 10−7 dinas, y para la mayoŕıa de los nemáticos K3 es la constante
mayor como resultado de la forma calamı́tica de sus moléculas.

El aspecto f́ısico de un cristal ĺıquido es muy parecido al de un fluido
ordinario. Por ejemplo, para un nemático t́ıpico como el PAA la viscosidad
es de 0·1 poise, mientras que para el agua a temperatura ambiente es de
0·01 poise. Cabe señalar que las deformaciones splay y bend necesariamente
involucran flujos del cristal ĺıquido contrariamente a la deformación twist
(ver fig. 1.8).
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Despliegue Torsión Encorvadura

Figura 1.8: Deformaciones básicas en un nemático

1.5. Efectos de campos externos

1.5.1. Efectos de campo magnéticos estático

Las moléculas orgánicas que constituyen al nemático son diamagnéticas,
siendo el diamagnetismo más intenso debido a los anillos de benceno de la
molécula. Estos generan una corriente al sentir la presencia de un campo
magnético �H normal a su plano, de tal forma que el flujo magnético a través
de ellos se reduzca, lo que implica que la enerǵıa del sistema aumenta. Por
otro lado, si �H es paralelo a los anillos, no existe flujo a través de ellos y,
por tanto, no se induce ninguna corriente, por lo que la enerǵıa del sistema
se mantiene inalterada.

El efecto del campo magnético sobre el cristal ĺıquido es inducir una
torca, de tal forma que la molécula tienda a alinearse en una dirección en
la cual �H esté contenido en el plano de los anillos y ,por tanto, la enerǵıa
sea mı́nima.

Las moléculas t́ıpicas del nemático contienen al vector director �n en el
plano de los anillos, minimizándose la enerǵıa cuando �n, que coincide con el
eje óptico, es paralelo al campo �H.

La magnetización �M inducida por el campo magnético estático �H, para
medios anisotrópicos está dada por

�M = ←→χ · �H (1.4)

donde ←→χ es el tensor de susceptibilidad magnética. En el caso particular
de un nemático (medio uniaxial) el tensor esta dado por:

χij = χ⊥δij + χa(ninj − 1

3
δij), (1.5)
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en donde χa = χ‖ −χ⊥ es la susceptibilidad magnética anisotrópica, que ge
neralmente es positiva;χ‖ y χ⊥ son las susceptibilidades magnéticas paralela
y perpendicular a �n, respectivamente.

Aśı, la magnetización inducida en el nemático está dada por:

�M = χ‖ �H + χa(�n · �n)�n. (1.6)

La contribución a la densidad de enerǵıa libre de Helmholtz debido al
acoplamiento entre �n y un campo magnético estático �H es entonces,

fH = −
∫ H

0

�M · d �H = −1

2
χ⊥H2 − 1

2
χa(�n · �H)2. (1.7)

El primer término es independiente de la orientación y por tanto se
omitirá. Entonces la contribución a la enerǵıa libre de Helmholtz está dado
por

FH = −1

2

∫
V

d�rχa(�n · �H)2. (1.8)

Nótese que para χa > 0 la enerǵıa se minimiza cuando �n es colineal con
�H.

Finalmente la expresión para la torca magnética por cm3 ejercida sobre
el nemático es:

�ΓH = �M × �H = χa(�n · �H)�n × �H. (1.9)

1.5.2. Efectos de campo eléctrico

Si se considera el caso de nemáticos aislantes, entonces el acoplamiento
del nemático con el campo eléctrico estático involucra dos procesos dife-
rentes: uno es la anisotroṕıa de la constante dieléctrica con consecuencias
similares a las del campo magnético, y el otro corresponde a la polarización
dieléctrica inducida por distorsiones elásticas. Sólo se considerará el primer
caso.

En general para un campo eléctrico aplicado (dc, baja frecuencia u ópti-

co), el desplazamiento eléctrico �D puede expresarse como

�D = ε⊥ �E + εa(�n · �E)�n, (1.10)

en donde εa = ε‖ − ε⊥ es la anisotroṕıa dieléctrica que puede ser positi-
va o negativa dependiendo de la estructura qúımica de las moléculas [4];
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ε‖ y ε⊥ son las susceptibilidades dieléctricas paralela y perpendicular a �n,
respectivamente. Por ejemplo, si cada molécula tiene un momento dipolar
permanente paralelo a su eje largo, el dipolo se orienta en la dirección de �E,
cuando εa > 0. Por otro lado, si el momento dipolar es normal al eje largo
de las moléculas se tiene que εa < 0 y �n se orienta perpendicular al campo
�E.

La densidad de enerǵıa de interacción eléctrica es por lo tanto,

fE = − 1

4π

∫ E

0

�D · d �E = −ε⊥
8π

E2 − εa

8π
(�n · �E)2. (1.11)

En unidades cgs, (en unidades SI , fE = − ε⊥
2

E2 − εa

2
(�n · �E)2). Nótese

que el primer término de (1.11) no es de interés, ya que no acopla al cam-

po con el director, el segundo muestra que �n se aĺınea con �E si εa > 0,
ó perpendicularmente si εa < 0.
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Caṕıtulo 2

Nematodinámica Estocástica

En este caṕıtulo se presenta un resumen de la deducción de las ecuaciones
hidrodinámicas para un cristal ĺıquido nemático. Se obtienen las ecuaciones
nematodinámicas deterministas, basándose en la deducción variacional de
de Gennes [8] y se introduce en éstas fluctuaciones térmicas, siguiendo el
método desarrollado por San Miguel y Sagués [10].

2.1.Ecuaciones nematodinámicas deterministas

Existen diferentes niveles de descripción teórica de los cristales ĺıquidos
nemáticos [8, 9, 19, 20, 21, 22, 23]. En particular, esta descripción puede
hacerse fenomenológicamente, como lo hace de Gennes [8], o a un nivel mi-
croscópico utilizando el formalismo de Maeir−Saupe [22]. En este trabajo se
adopta el formalismo de Gennes, en el que se considera al cristal ĺıquido co-
mo un medio continuo, para el que se formulan ecuaciones de conservación y
ecuaćıones para las variables lentas que surgen del rompimiento espontáneo
de simetŕıa, como el campo director. Se proponen relaciones constitutivas
y con ellas se construye un conjunto completo de ecuaciones hidrodinámi-
cas. Otro enfoque adopta el punto de vista de la termodinámica irreversible
lineal (TIL) [8]. En este se considera a los procesos dinámicos que ocurren
en los cristales ĺıquidos como procesos irreversibles y se utiliza un método
variacional para deducir ecuaciones de movimiento para las variables de es-
tado relevantes. Este punto de vista será el que se adopte a lo largo del
presente caṕıtulo.

La conformación ideal de un nemático, esto es, el estado de mı́nima
enerǵıa, supone que todas las moléculas están alineadas a lo largo de una
cierta dirección común n̂, la cual no presenta variaciones espaciales. Sin
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embargo, esta configuración no es compatible con las constricciones que
imponen agentes externos como las fronteras, que confinan al nemático o los
campos externos que interactúan con él, ya que estos producen distorsiones
en el estado de alineación de las moléculas elevando la enerǵıa, por lo que
n̂ presenta variaciones espaciales, convirtiéndose en una función de punto.

Las observaciones experimentales muestran que la magnitud de las dis-
torsiones (l � 1μm) son mucho mayores que las dimensiones moleculares
(a ∼ 20Å), por lo que es posible describir al sistema como un medio con-
tinuo en el cual se ignoran los detalles de la estructura molecular. Aśı las
distorsiones se describen por medio de un campo vectorial −→n (−→r ), de magni-
tud unitaria, n2 = 1, que describe la orientación promedio de los ejes largos
de las moléculas que constituyen al cristal ĺıquido. Si además, se supone que
las variaciones de −→n son pequeñas en una escala macroscópica, pero lentas
comparadas con tiempos moleculares t́ıpicos, entonces −→n (−→r , t) será una
variable hidrodinámica local.

De esta forma la deducción de las ecuaciones hidrodinámicas del cristal
ĺıquido puede realizarse a partir de la termodinámica irreversible lineal, en
donde las distorsiones inducidas por las fronteras o por campos externos se
visualizan como procesos irreversibles e isotérmicos lineales, de esta forma,
los procesos de reorientación de las moléculas del cristal ĺıquido ocurrirán a
temperatura, volumen y número de part́ıculas, constantes.

Con la interpretación anterior y bajo la hipótesis de equilibrio local, es
posible construir un potencial termodinámico. El potencial térmodinámico
más adecuado es la enerǵıa libre de Helmholtz, ya que sus variables natu-
rales son precisamente la temperatura, el volumen y el numero de part́ıculas,
razón por la cual en la sección (1.4) se dedujo la enerǵıa de distorsión elásti-
ca. A partir de éste potencial se extrae la información dinámica.

Como primer paso en esta deducción será necesario establecer las condi-
ciones bajo las cuales el cristal ĺıquido se encuentra en equilibrio termodinámi-
co y posteriormente se utilizará la metodoloǵıa de TIL para deducir la forma
expĺıcita de las ecuaciones nematodinámicas.

2.1.1. Condición de equilibrio termodinámico

El punto de partida es la funcional de enerǵıa libre de Helmholtz F , la
cual es función del campo director y de sus derivadas espaciales

F (nα, ∂βnα) =
1

2

∫
V

d�r f(nα, ∂βnα) (2.1)

en donde V es el volumen ocupado por el nemático y f la densidad de
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enerǵıa libre y ∂βnα ≡ ∂nα

∂xβ
con α, β = 1, 2, 3.

La condición de equilibrio se obtiene exigiendo que la variacional de F
sea nula, es decir,

δF = 0. (2.2)

Pero la funcional de F vaŕıa tanto por rotaciones de �n, como por los
desplazamientos de las centros de gravedad de las moléculas que constituyen
el cristal ĺıquido. Primero se obtendrá la condición de equilibrio para las
rotaciones de �n sin que excitan desplazamientos y sujeta a la condición de
simetŕıa inherente a la fase nemática la cual esta dada por

n2 = 1. (2.3)

Ya que F está sujeta a la constricción anterior, para realizar la variación
indicada en (2.2 ) será necesario emplear el método de multiplicadores
de Lagrange [24]. En este método la constricción se toma en cuenta de la
siguiente forma∫

d �r f(nα, ∂βnα) − 1

2

∫
d �r λ(�r )n2(�r ) = extremo mı́nimo, (2.4)

en donde λ(�r ) es el coeficiente indeterminado de Lagrange.
Si ahora se calcula la variación de la ecuación anterior se obtiene

δ

∫
d �r f(nα, ∂βnα) =

∫
d �r λ(�r )nβ · δnβ. (2.5)

Pero la variación de F dada por el miembro izquierdo de a ecuación
(2.5), se puede rescribir como [24]

δ

∫
d �r f(nα, ∂βnα) =

∫
d �r { ∂f

∂nβ

δnβ +
∂f

∂gαβ

δ(∂αnβ)} (2.6)

en donde se ha definido
gαβ ≡ ∂αnβ.

Integrando la ecuación (2.6) por partes y despreciando los términos
superficiales, ya que sólo se consideran las propiedades volumétricas del
nemático, se tiene

δ

∫
d �r f(nα, ∂βnα) =

∫
d �r { ∂f

∂nβ

− ∂α(
∂f

∂gαβ

)}δnβ. (2.7)
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Al sustituir ésta ecuación en la ecuación (2.5), se obtiene entonces la
condición de equilibrio termodinámico, es decir,

hα = − ∂f

∂nβ

+ ∂α(
∂f

∂gαβ

) = −λ(�r)nβ. (2.8)

A �h se le llama “campo molecular”, y la condición (2.8) asegura que en
equilibrio termodinámico y en ausencia de desplazamientos moleculares, el
campo molecular �h debe ser paralelo a �n.

Ahora se considerarán las variaciones de F debidas a desplazamientos
de los centros de gravedad de las moléculas que mantienen fija la dirección
de �n. Sea �u(�r) el desplazamiento del punto del punto �r al punto �r′, o sea,

�r′ = �r + �u(�r). (2.9)

Ya que la dirección de �n no cambia, se cumple que

�n′(�r′) = �n(�r + �u) = �n(�r). (2.10)

Por otra parte, �n′(�r′) se relaciona con �n(�r) por medio de

∂n′
γ

∂r′β
=

∂n′
γ

∂rα

∂rα

∂r′β
, (2.11)

con
∂rα

∂r′β
= δαβ − ∂uα

∂r′β
� δαβ − ∂βuα, (2.12)

en donde se ha utilizado la notación ∂β = ∂
∂rβ

. Entonces, si los desplaza-

mientos son pequeños, a primer orden de u se tiene que

∂n′
γ

∂r′β
− ∂nγ

∂rβ

= −∂αnγ∂βuα + O(u2). (2.13)

Para el análisis siguiente deben considerarse expĺıcitamente los términos
de la enerǵıa libre de Helmholtz F que contribuyen a la variación producida
por los desplazamientos moleculares. F contiene, en general, diferentes con-
tribuciones como son: la enerǵıa libre de distorsión elástica Fd =

∫
V

d�r fd

(enerǵıa de Frank [8]) con fd dada por la ecuación (1.3); la enerǵıa debida
al acoplamiento con un campo electromagnético externo Fe =

∫
V

d�r fe, con
fe dada por la ecuación (1.11) y la contribución gravitacional . Esta última
contribución no se considerará en lo sucesivo.
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Ahora bien, si el campo eléctrico es espacialmente homogéneo sólo pro-
duce rotaciones del vector �n 1 y no afectan la variación de la enerǵıa libre
cuando se consideran desplazamientos moleculares. Entonces, al calcular la
variación de F con respecto a traslaciones de moléculas, la contribución de
la enerǵıa de acoplamiento con el campo eléctrico no contribuye y por tanto,
sólo debe considerarse la contribución de la enerǵıa de distorsión Fd.

La variación de la enerǵıa de distorsión se obtiene sustituyendo en la
ecuación (2.7) la densidad de enerǵıa libre fd dada por la ecuación (1.3). Ya
que �n esta fija, el primer término de la ecuación (2.7) no contribuye y por
tanto la variación de la enerǵıa de distorsión sólo depende de las derivadas
espaciales de �n, es decir,

δFd =

∫
V

d�r∂α(
∂fd

∂gαβ

)

Sustituyendo la ecuación (2.13) en la ecuación anterior, se tiene

δFd =

∫
V

d�r{∂n′
γ

∂r′β
− ∂nγ

∂rβ

} ∂fd

∂gαβ

=

∫
V

d�rπβγ(−∂αnγ)(∂βuα), (2.14)

en donde se ha definido

πβγ ≡ ∂fd

∂gαβ

. (2.15)

Más aún, si se define el tensor de esfuerzos de distorsión σd
βγ como

σd
βγ = −πβγ∂αnγ, (2.16)

la ecuación (2.14) se rescribe como

δFd =

∫
V

d�r σd
βγ∂βuα. (2.17)

A partir de esta ecuación la condición de equilibrio termodinámico, δF =
0, asociada con desplazamientos moleculares, se obtiene en forma análoga
a la condición dada por la ecuación (2.8), sólo que ahora la condición que
debe satisfacer es la de incompresibilidad del nemátco,

∇ · �u = 0. (2.18)

1Ya que las moléculas del cristal ĺıquido son eléctricamente neutras, estas no se des-
plazan por la acción del campo.
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Aśı, la variación de F debida a desplazamientos de las moléculas se
obtiene únicamente de la contribución de la enerǵıa de distorsión F y
resulta ser

δF =

∫
V

d�r σe
βγ∂βuα, (2.19)

en donde se ha introducido el tensor de esfuerzos de Ericksen definido como

σe
βγ = σd

βγ − q(�r)δαβ. (2.20)

Aqúı q(�r) es el multiplicador de Lagrange asociado con la constricción
(2.18) y se identifica con la presión hidrostática.

La variación total de la enerǵıa libre de Helmholtz debida a ambos efectos
se obtiene entonces sumando las ecuaciones (2.7) y (2.19),

δF =

∫
V

d�r {σe
βγ∂βuα − hγ.δnγ}. (2.21)

Para expresar este resultado de manera más conveniente, se integra por
partes el primer término y se desprecian los términos superficiales. Debe
mencionarse que estos términos contribuyen a los cambios en la enerǵıa libre
cuando �n cambia en la frontera debido a desplazamientos de las paredes,
pero no cuando se utilizan condiciones de frontera de anclaje fuerte para �n.
De esta forma se obtiene que

δF =

∫
V

d�r {−uα∂βσe
βγ − hα.δnα}. (2.22)

Es necesario enfatizar que �h está definido en forma general por la ecuación
(2.8). Sin embargo, la forma expĺıcita de la densidad de enerǵıa libre f de-
pende de la situación particular bajo estudio. En este caso se han conside-
rado expĺıcitamente las contribuciones asociadas con la enerǵıa de Frank y
la enerǵıa de acoplamiento con un campo eléctrico externo, dadas. Entonces
el campo molecular adquiere la forma

hγ = ∂γπβγ − ∂fd

∂nγ

+
εa

8π
(nα.Eα)Eγ (2.23)

en donde εa es la anisotroṕıa dieléctrica definida como εa = ε⊥ − ε‖.

El primer término del miembro derecho de la ecuación (2.21) se identifica
con la fuerza volumétrica de la muestra, φα ≡ ∂βσe

βα, y la ecuación se
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interpreta entonces como el trabajo efectuado sobre el nemático por las
paredes cuando estas se desplazan por �u, sin que �n cambie de orientación
en la frontera.

Hasta este momento sólo se ha discutido la condición de equilibrio ter-
modinámico sin tomar en cuenta los procesos dinámicos. En la siguiente
sección se consideran dichos procesos y se deducen las ecuaciones dinámicas
del nemático.

2.2. Formulación estocástica

En esta sección se describe la formulación estocástica de las ecuaciones
nematodinámicas realizada por San Miguel y Sagués. Esta formulación se
basa en ideas de la termodinámica fuera de equilibrio y el efecto de las
fluctuaciones térmicas en la hidrodinámica de cristales ĺıquidos puede ser
introducido en las ecuaciones dinámicas a través de un modelo de Ginzburg-
Landau generalizado y dependiente del tiempo (TDGL). Este tipo de mode-
lo ha sido utilizado para estudiar la dinámica cŕıtica aśı como la dinámi-
ca de transiciones de fase. El modelo proporciona ecuaciones dinámicas de
Langevin las cuales incorporan los procesos básicos reversibles aśı como
procesos disipativos.

Dado el conjunto de variables relevantes del sistema φi(�r, t) y la funcional
de enerǵıa libre F [φ(�r, t)], las ecuaciones de Langevin tienen la siguiente
forma general:

∂tφi(�r, t) = Vi(φ) − Lij
δF [φ]

δφi

+ η(�r, t) (2.24)

los términos Vi(φ) y −Lij
δF [φ]
δφi

son las contribuciones disipativas y no disi-

pativas a la dinámica de φi(�r, t) respectivamente.
←→L es la matriz de coe-

ficientes generalizados de Onsager. El último término es la contribución de
las fluctuaciones consideradas como ruido térmico gaussiano, que satisface
las siguientes relaciones de fluctuación disipación,

〈ηi(�r, t)ηi(�r
′, t′)〉 = 2kβTLijδ(�r − �r′)δ(t − t′). (2.25)

Esta ecuación tiene asociada la siguiente ecuación de Fokker-Planck para la
densidad de probabilidad,
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∂tP [φ] = −
∫

d�r
δ

δφi

(Vi(φ)P [φ]) (2.26)

+

∫
d�r

δ

δφi

[Lij
δF [φ]

δφi

] + 2kβT

∫
d�r

δ2

δφiδφj

(LijP [φ]).

Debido al carácter no disipativo de Vi(φ) se tiene:∫
d�r

δ

δφi

(Vi(φ)P [φ]) = 0 (2.27)

Las condiciones suficientes para que (2.27) se cumpla es∫
d�r

δVi(φ)

δφi

= 0, (2.28)

∫
d�rVi(φ)

δ

δφi

P [φ] = 0. (2.29)

Si se satisfacen las condiciones (2.25) y (2.27), la solución estacionaria
de la ecuación de Fokker Planck para Pst es la distribución de equilibrio

Pst = Ne
−F [φ]

kβT , (2.30)

donde kβ es la constante de Boltzmann y N es una constante de normal-
ización.

El potencial utilizado para la condición de equilibrio, en esta formulación,
fue la enerǵıa Libre de Helmholtz y está dada por la siguiente expresión

F =

∫
d3r

[
1

2
Kαβγδ∂βnα∂δnγ − 1

2
χa(nαHα)2 +

1

2
ρ �v2 − p(�r)∂αuα

]
,

(2.31)
donde ∂β se define como ∂β ≡ ∂/∂xβ β = 1, 2, 3. El primer término da la
enerǵıa libre de un cristal ĺıquido nemático debida a deformaciones locales
elásticas y es conocida como la enerǵıa de distorsión de Oseen-Frank con
Kαβγδ dado por

Kαβγδ = K1(δαδ−nαnδ)(δβγ−nβnγ)+K2εαβμεγδνnμnν+K3(δαγ−nαnγ)nβnδ.
(2.32)
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El segundo término representa la contribución del campo magnético Hα,
con χa la parte anisotrópica de la susceptibilidad magnética. El tercer térmi-
no es la contribución hidrodinámica, con v(�r) el campo de velocidades y ρ la
densidad de masa. El último término introduce la presión p(�r) como un mul-
tiplicador de Lagrange para la condición de incompresibilidad y el campo
uα(�r) representa el desplazamineto de las moléculas.

Para describir el método se considera a �n,�v, �u como el conjunto de varia
bles de estado independientes del sistema. Las ecuaciones nematodinámicas
estocásticas para cada una de estas variables tienen que ser de la forma de la
ecuación (2.24). Para esté fin, se partirá de las ecuaciones nematodinámicas
deterministas, basadas en la deducción variacional de de Gennes [8], a estas
ecuaciones se incluirán fluctuaciones térmicas, lo cual constituye el método
desarrollado por san Miguel y Sagués [10].

La ecuación de movimiento para el director �n es

dtnβ =
1

γ1

hβ +
λ − 1

2
nα∂βvα +

λ + 1

2
nα∂αvβ, (2.33)

en donde dt se define como dt = ∂
∂t

+ �v · ∇ y hβ = − δF
δnβ

. El primer término

de esta ecuación, describe la dinámica del director en ausencia del flujo
hidrodinámico; los términos restantes acoplan el director con el campo de
velocidades.

La ecuación de evolución temporal para la velocidad �v resulta ser

ρdtvβ = ∂α(σs
αβ + σa

αβ + σE
αβ), (2.34)

donde, σs
αβ y σa

αβ representan la parte simétrica y asimétrica del tensor de
esfuerzos, σE

αβ es el tensor de esfuerzos de Ericksen asociado con la variación
de la enerǵıa libre causada por desplazamientos de las moléculas [8] y están
definidos por las siguientes expresiones,

σs
αβ = 2ν2Aαβ + 2(ν1 + ν2 − 2ν3)nαnβnμnρAμρ (2.35)

+2(ν3 − ν2)(nαnμAμβ + nβnμAμα) − λ

2
(nαhβ + nβhα),

σa
αβ =

1

2
(nαhβ − nβhα), (2.36)

σE
αβ = −pδαβ − Kγαμδ∂δnμ∂βnγ. (2.37)
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Las ecuaciones (2.33) y (2.34) se rescriben de tal forma que tomen la for-
ma estructural de la ecuación de Langevin (2.24) y asi se pueden identificar
los términos disipativos y no disipativos,

dtnβ = − 1

γ1

δF

δnβ

+ Γβγ(�n)
δF

δvγ

, (2.38)

dtvβ = Lβγ(�n)
δF

δvγ

− Γ†
βγ(�n)

δF

δnγ

− 1

ρ

δF

δuβ

, (2.39)

dtuβ =
1

ρ

δF

δvβ

(2.40)

en donde F es la funcional de enerǵıa libre de Helmholtz dada por Ec. (2.31).
Lβγ(�n), Γβγ(�n) y Γ†

βγ(�n) son dados por,

Lβγ(�n) = ∂αMαβδγ(�n)∂δ, (2.41)

Mαβδγ(�n) =
1

ρ2
[2(ν1 + ν2 − 2ν3)nαnβnγnδ + ν2(δβδδαγ + δαδδβγ) (2.42)

+(ν3 − ν2)(nαnγδδβ + nαnδδγβ + nβnγδδα + nβnδδγα)]

Γβγ(�n) =
1

2ρ
[(λ + 1)nα∂αδβγ + (λ − 1)nα∂βδαγ]. (2.43)

Γ†
βγ(�n) = Γ∗

γβ(�n) (2.44)

Aqui λ = −γ1/γ2, γ1, γ2, ν1 , ν2 y ν3 denotan diferentes coeficientes de
viscosidad y ∗ el complejo conjugado.

Las ecuaciones (2.38-2.40) pueden ser expresadas en forma matricial,

definiendo el vector �φ(�r) = [�n(�r), �v(�r), �u(�r)]:

dtφi = Aij(�φ)
δF

δφj

, i = 1, 2, ..., 9. (2.45)

El operador
←→
A se descompone en una parte

←→
A D relacionada con la

contribución de los términos disipativos y una parte
←→
A R con la contribución

de los términos no disipativos:

AD
ij = −Lij =

⎡
⎣ − 1

γ
I 0 0

0 L 0
0 0 0

⎤
⎦ , (AD

ij )
† = AD

ij (2.46)
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AR
ij =

⎡
⎣ 0 Γ 0

−Γ† 0 −1
ρ
I

0 1
ρ
I 0

⎤
⎦ , (AR

ij)
† = −AR

ij, (2.47)

donde se ha utilizado la notación de matrices en block, cada elemento re
presenta una matriz 3× 3, I es la matriz identidad y A†

ij esta definido como

A†
ij ≡ A∗

ji. La parte antisimétrica y antihermitiana de
←→
A representa a

las contribuciones no disipativas. Al separar
←→
A en su parte disipativa y

no disipativa, la ecuación (2.45) toma la forma de la ecuación de Langevin
(2.24).

Ahora se incorporan las fluctuaciones térmicas en forma aditiva definidas
por

πi = (ηi, ∂αΩβ, 0) (2.48)

las cuales satisfacen las relaciones de fluctuación-disipación (2.25).
Por lo tanto, las ecuaciones (2.38-2.40) se transforman en ecuaciones

nematodinámicas estocásticas al incluir las fluctuaciones πi, y toman la
forma

dtnβ = − 1

γ1

δF

δnβ

+ Γβγ(�n)
δF

δvγ

+ ηβ(�r, t), (2.49)

dtvβ = Lβγ(�n)
δF

δvγ

− Γ†
βγ(�n)

δF

δnγ

− 1

ρ

δF

δuβ

+ ∂αΩβ(�r, t), (2.50)

dtuβ =
1

ρ

δF

δvβ

. (2.51)

Estas ecuaciones forman un conjunto cerrado, son no lineales y la intro-
ducción de las fluctuaciones internas se realizó de tal forma que reproducen
la distribución de probabilidades estacionaria ecuación (2.30). Sin embar-
go, además de este tipo de ruido, pueden incorporarse a dichas ecuaciones
fluctuaciones externas impuestas al sistema a través de hacer fluctuantes
algunos de los coeficientes.
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Caṕıtulo 3

Modelo

Consideramos una muestra de cristal ĺıquido nemático, termotrópico,
de espesor l, contenida entre dos placas planas paralelas, conductoras y
perpendiculares al eje z, como se muestra en la figura (3.1).

Z

Y

X

n Vy

L

E(t)

n

O

Φ

Δ

Figura 3.1:

Las dimensiones transversales x − y de magnitud L, son tales que L �
l, pero de tal manera que el volumen V = L2l de la celda es finito. Las
moléculas del nemático tienen una configuración inicial homeotrópica n̂0 =
(0, 0, 1). En la dirección y se aplica un campo eléctrico de baja frecuencia,
Ey(t), y un gradiente de presión externo que, en general, puede ser función
de z, como se analizará más adelante.

Bajo la acción de Ey(t) la orientación del director −→n (−→r , t) variará en
la posición y el tiempo, pero supondremos que la reorientación de −→n sólo
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ocurre en el plano y − z; ésta es una hipótesis razonable confirmada por
observaciones experimentales. Más aún, puesto que la celda tiene una razón
de aspecto grande en la dirección y comparada con la de la dirección z, tam-
bién es razonable suponer homogeneidad espacial en la dirección y, de modo
que n̂ = (0, senφ(z, t), cosφ(z, t)). La aplicación del gradiente de presión y
los efectos de reorientación del director dan lugar a un flujo hidrodinámico
en la dirección y, −→v (z, t) = (0, vy(z, t), 0).

3.1. Ecuaciones nematodinámicas para el

modelo

Durante el proceso de reorientación, el sistema inicialmente en equili-
brio termodinámico, se lleva a un estado fuera de equilibrio a través de
la variación de un parámetro de control, para lo cual consideraremos dos
casos, uno correspondiente a la intensidad del campo eléctrico (∼ E2) y un
segundo caso correspondiente a la magnitud del campo eléctrico mismo E.
Aśı, cuando la intensidad o el campo alcanzan su valor cŕıtico ocurre un
cambio de orientación y el sistema relaja a un nuevo estado de equilibrio
con una configuración orientacional diferente. Realizaremos la descripción
f́ısica de dicho proceso utilizando las ecuaciones nematodinámicas desarro-
lladas por San Miguel y Sagués [10], las cuales se describieron en el caṕıtulo
2. Sin embargo, en este trabajo generalizamos la teoŕıa de San Miguel y
Sagués para incorporar el caso de ruido paramétrico multiplicativo en las
ecuaciones nematodinámicas; exploraremos dos casos, en el primero conside-
ramos ruido en la intensidad del campo eléctrico con lo cual se obtendrá una
ecuación estocástica, lineal e inhomogénea con ruido lineal paramétrico y
multiplicativo, mientras que en el segundo se considera ruido en la amplitud
del campo eléctrico, con lo que se obtiene una ecuación estocástica, lineal e
inhomogénea con ruido paramétrico, cuadrático y multiplicativo.

Debido a que los estados inicial y final del sistema son estados de equi-
librio, se describen utilizando un potencial termodinámico. Como el proceso
mediante el cual el sistema pasa del estado inicial al final es un proceso a
temperatura y volumen constantes, el potencial que usaremos será la enerǵıa
libre de Helmholtz.

Ahora aplicaremos la teoŕıa de San Miguel y Sagués sin fluctuaciones
aditivas, para la geometŕıa mostrada en la figura 3.1 y en la aproximación
de mı́nimo acoplamiento [25], en la cual, como se mencionó anteriormente,
la dependencia de −→n con los operadores Lβγ(

−→n ) y Γβγ(
−→n ) que aparecen

en dichas ecuaciones es aproximada sustituyendo −→n por su valor inicial n̂0.
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Esta aproximación sólo es válida para las primeras etapas de reorientación,
es decir, �n difiere poco de su valor inicial. Las ecuaciones nematodinámicas
fluctuantes que resultan son

∂ny

∂t
= − 1

γ1

δF

δny

+
λ + 1

2ρ
∂z

δF

δvy

, (3.1)

∂nz

∂t
= − 1

γ1

δF

δnz

, (3.2)

∂vy

∂t
=

ν3

ρ2
∂2

z

δF

δvy

+
λ + 1

2ρ
∂z

δF

δny

, (3.3)

donde F es la funcional de enerǵıa libre de Helmholtz, δF
δnα

son las derivadas
funcionales de F, las cual se definen de la siguiente forma

δF [nβ, ∂βnα]

δnβ

=
∂F

∂nβ

− ∂

∂α

∂F

∂(
∂nβ

∂α
)
. (3.4)

Para obtener la forma expĺıcita de las ecuaciones (3.1-3.3) es necesario
determinar la enerǵıa libre F y calcular su derivada funcional. Para el mo-
delo que estamos considerando, F está dada por

F =

∫
d3r[felas + fE + fhidro], (3.5)

donde felas, fE, fhidro son las densidades de enerǵıa, elástica, eléctrica e
hidrodinámica, respectivamente, las cuales determinaremos a continuación.

La densidad de enerǵıa elástica felas dada por (1.3), para la geometŕıa
de nuestro modelo y considerando por simplicidad la aproximación de cons-
tantes elásticas iguales K1 = K2 = K3 = K, felas resulta ser,

felas =
1

2
K[(∂znz)

2 + (∂zny)
2]. (3.6)

Ahora determinemos la contribución del campo eléctrico fE dado por
(1.11),

fE = −εa0n
2
yE

2
y . (3.7)

El gradiente de presión externo impuesto en la dirección del eje y produce
un flujo hidrodinámico de la forma

�v = [0, vy(z, t), 0]. (3.8)

27



La densidad de enerǵıa producida por este flujo es

fhidro =
1

2
ρ v2

y . (3.9)

Sustituyendo (3.6-3.7) y (3.9) en (3.5) se obtiene finalmente

F =

∫
d3r

[
1

2
K[(∂znz)

2 + (∂zny)
2] − εa0n

2
y|Ey|2 +

1

2
ρ v2

y

]
. (3.10)

Ahora determinaremos las derivadas funcionales de F definidas por (3.4)
donde ∂β se define como ∂β ≡ ∂/∂xβ, β = 1, 2, 3.

δF

δny

= −K
∂2ny

∂z2
− 2εa0nyE

2
y (3.11)

δF

δnz

= −K
∂2nz

∂z2
(3.12)

δF

δvy

= ρvy. (3.13)

Sustituyendo (3.11-3.13) en (3.1-3.3), obtenemos las ecuaciones de evolu-
ción acopladas para las componentes del director y el campo de velocidades,

∂ny

∂t
=

K

γ1

∂2ny

∂z2
+

εa0

γ1

nyE
2
y +

1

2
(λ + 1)

∂vy

∂z
(3.14)

∂nz

∂t
=

1

2

∂2nz

∂z2
(3.15)

∂vy

∂t
= −(λ + 1)

2ρ
K

∂3ny

∂z3
+

ν3

ρ

∂2vy

∂z2
− (λ + 1)

ρ
εa0E

2
y

∂ny

∂z
− 1

ρ

dp

dy
. (3.16)

Ahora consideraremos las ecuaciones (3.14-3.16) en una escala de tiempo
en la cual, la velocidad vy(z, t) ya alcanzó un valor estacionario, mientras

que el director sigue reorientándose, es decir, un tiempo para el cual ∂vy

∂t
=

0. Esto equivale a suponer que la velocidad es una variable rápida y el
director es lenta. Como un primer caso consideremos un gradiente de presión
constante, de la forma dp

dy
= |∇p|

L
, de aqúı que las unidades de |∇p| son de N

m2

. Bajo estas hipótesis, de (3.14-3.16) se obtienen las siguientes ecuaciones
para las componentes del director,
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∂

∂t

(
ny

nz

)
=

(
A∂2

z + BE2
y 0

0 K
γ1

∂2
z

)(
ny

nz

)
+

(
Cz
0

)
, (3.17)

donde

A = (
1

γ1

− (λ + 1)2

4 ν3

)K, B = (
2

γ1

− (λ + 1)2

4 ν3

)εa0 y C =
(λ + 1)|∇p|

2ν3L
.

(3.18)
Ya que estamos interesados en estudiar los efectos del ruido en la re-

orientación del director, observemos de (3.17) que el campo eléctrico sólo
aparece en la ecuación de evolución para la componente ny del director,
es decir, sólo la ecuación para ny es estocástica, por lo que ahora solo nos
enfocaremos a estudiar la ecuación para dicha componente.

∂ny(z, t)

∂t
= A

∂2ny(z, t)

∂z2
+ BE2

y(t)ny(z, t) + Cz. (3.19)

Al considerar ruido en la intensidad y en la magnitud del campo eléctrico,
ésta ecuación será una ecuación estocástica con ruido lineal y cuadrático
multiplicativo, respectivamente. Esta situación es completamente diferente
a la considerada en las referencias [5] y [6] en donde el ruido es aditivo. La
geometŕıa de nuestro modelo es homeotrópica, por lo que las condiciones
inicial y de frontera que debe satisfacer esta ecuación son,

ny(z, t = 0) = 0, (3.20)

ny(z = 0, t) = 0, (3.21)

ny(z = l, t) = 0. (3.22)

La ecuación (3.19) no es fácil de resolver para las condiciones de fron-
tera (3.20-3.22). Para simplificar el problema matemático, emplearemos una
técnica que consiste, básicamente, en sustituir la ecuación diferencial parcial
por una ecuación ordinaria, la ecuación de amplitud [26].

3.2. Ecuación de amplitud

Para obtener la ecuación de amplitud proponemos como solución un de-
sarrollo de Fourier compatible con las condiciones de frontera (3.21-3.22),
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lo cual nos permitirá eliminar la variable z y obtener una ecuación diferen-
cial ordinaria para la amplitud de ny. Para estas condiciones de fontera se
propone el siguiente desarrollo de Fourier

ny(z, t) =
∑
m

∑
qz

nqz(t)sen[
(2m + 1)πz

l
]. (3.23)

Sustituyendo en (3.17) e integrando sobre z para z < 0 < l, se obtiene la
siguiente ecuación de amplitud para cada uno de los modos m = 0, 1, 2, ...

dnqz

dt
= [−A

(2m + 1)2π2

l2
+ BE2

y(t)]nqz +
Cl

2
(2m + 1)π. (3.24)

La solución de esta ecuación para la condición inicial nqz(0) = 0 y para
un campo eléctrico de la forma Ey = E0e

ıωt es la siguiente,

nqz =
Cl

2g
(2m + 1)π(e−gt − 1), (3.25)

donde g = A (2m+1)2π2

l2
− BE2

0 . Nótese que el tiempo de relajación de cada
uno de los modos en el sistema es dado por

τm =
1

g
=

1
(2m+1)2Aπ2

l2
− BE2

0

, (3.26)

el cual es máximo para m = 0, es decir, el modo que predomina en el sistema
es el de orden más bajo.

Ahora bien, como sólo estamos describiendo las primeras etapas del pro-
ceso de reorientación, es razonable suponer que durante el tiempo que ocur-
ren las etapas tempranas de reorientación, el modo que sobrevive es el modo
m = 0. Por esta razón sólo se considerará el primer término de esta serie,
es decir, el modo m = 0 es el dominante, por lo que la ecuación (3.23) se
reduce a

ny(z, t) = nqz(t)sen[
πz

l
]. (3.27)

Por último, como sólo se considerarán propiedades volumétricas, susti-
tuyendo (3.27) en (3.19) e integrando respecto a z para 0 < z < l eliminamos
la dependencia en z, haciendo esto, se obtiene la siguiente ecuación diferen-
cial ordinaria

dnqz(t)

dt
= [−π2

l2
A + BE2

y(t)]nqz(t) + f0, (3.28)
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donde

f0 =
Cπl

4
. (3.29)

Cabe señalar que en el caso en el que el gradiente de presión aplicado
sea lineal en z, dp

dy
= |∇p|

L
z ó cuadrático dp

dy
= |∇p|

L
z2 el único cambio en la

ecuación (3.28) es que el término inhomogéneo va como 2
3
f0 para el caso

lineal y 1
2
f0 para el caso cuadrático.

3.3. Ruido externo

Las fluctuaciones juegan un papel fundamental en la dinámica de reori-
entación de un nemático. Esta situación es una manifestación de un com-
portamiento más general que ocurre en todos los sistemas f́ısicos cuando
estos pasan de un estado de equilibrio estable a otro inestable, relajando
a un nuevo estado de equilibrio [11, 27]. En este tipo de procesos la evi-
dencia experimental muestra que en la vecindad de un punto inestable las
fluctuaciones son tan grandes comparadas con aquellas en equilibrio que ha-
cen necesaria su inclusión en la dinámica del sistema para poder describir la
transición de un estado de equilibrio a otro [28]. Dichas fluctuaciones pueden
ser de dos tipos: internas y externas. Las fluctuaciones internas son aque-
llas que tienen su origen en la naturaleza molecular de la materia. El efecto
colectivo de éstas se considera cuando se esta describiendo la dinámica de
un sistema a un nivel mesoscópico, a través de un término aleatorio aditivo
que depende principalmente de la temperatura.

Por otro lado, las fluctuaciones externas se originan fuera del sistema y
pueden concebirse como un campo externo actuando sobre él. Este tipo de
ruido se impone al sistema a través de alguno de los parámetros, pudiéndose
controlar de manera independiente a la evolución del mismo. Una diferencia
entre las fluctuaciones externas y las internas, es que las primeras no escalan
con el tamaño del sistema.

En algunos fenómenos f́ısicos las fluctuaciones externas intervienen de
manera lineal en las ecuaciones dinámicas del sistema. Su descripción es,
en este caso, un problema bien entendido existiendo métodos bien estable-
cidos para este propósito [28]. Sin embargo, una gran variedad de sistemas
f́ısicos, fisicoqúımicos e hidrodinámicos como son reacciones fotoqúımicas
[29], cristales ĺıquidos [30], circuitos eléctricos [31], o sistemas de Rayleigh-
Benard [32] que se caracterizan por introducir al ruido externo en forma
no lineal dentro de las ecuaciones que gobiernan su dinámica. Para estos
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casos el tratamiento y descripción de los efectos de ruido es poco conocido
y está menos desarrollado que el del ruido externo lineal.

En ambos casos, las fluctuaciones lineales o no, se pueden modelar por
dos procesos diferentes: ruido blanco y ruido de color. El ruido blanco es un
proceso markofiano donde el tiempo de correlación entre las fluctuaciones es
instantáneo. Por el contrario, el ruido de color es un proceso no markofiano,
por lo que el tiempo de correlación es finito. Este último proceso describe
situaciones más reales, ya que la mayoŕıa de los fenómenos presentan tiempos
de correlación finitos y diferentes de cero.

En este trabajo se trata solamente el caso de ruido externo, despreciando
las fluctuaciones térmicas aditivas.

3.4. Ecuación estocástica de amplitud

En esta sección construimos el modelo fluctuante, considerando como
un primer caso que la intensidad del campo eléctrico fluctúa, con lo cual
obtendremos una ecuación estocástica con ruido lineal multiplicativo para
la amplitud de la componente y del campo director.

Partiendo de la ecuación de amplitud (3.28), supondremos como un
primer caso que sólo la intensidad del campo eléctrico fluctúa, es decir,
expresamos E2

y como

E2
y = I0 + αζ(t), (3.30)

en donde ζ(t) es un proceso estocástico que representa ruido paramétrico y α
es un parámetro que mide la magnitud de las fluctuaciones. Por simplicidad
tomaremos un ruido con promedio nulo. Con las suposiciones anteriores la
ecuación de amplitud se convierte en una ecuación diferencial ordinaria,
estocástica, lineal e inhomogénea con ruido paramétrico multiplicativo para
la amplitud nqz(t), dada por la siguiente expresión

dnqz(t)

dt
= [−π2

l2
A + αBζ(t)]nqz(t) + f0. (3.31)

3.5. Ecuaciones diferenciales estocásticas

En esta sección daremos una breve introducción sobre ecuaciones dife
renciales estocásticas y explicaremos un método desarrollado por van Kam
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pen [11] para resolver en forma aproximada dichas ecuaciones. Empleare-
mos este método para resolver la ecuación (3.31), lo cual nos permitirá obte
ner el primero y segundo momento de la componente y del campo direc-
tor. Después usaremos éstas cantidades para obtener expresiones para la
birrefringencia inducida tanto para el caso de ruido blanco como de color.

Cuando sobre un sistema actúan fuerzas fluctuantes externas, sus ecua-
ciones de movimiento se convierten en ecuaciones diferenciales con coe-
ficientes aleatorios, es decir, en “ ecuaciones estocásticas”. Resolver una
ecuación diferencial estocástica consiste en encontrar la función de distribu-
ción de probabilidad para las variables aleatorias que definen el problema
en particular. Algunas veces estas ecuaciones pueden ser resueltas en forma
exacta, aunque en la mayoŕıa de los casos sólo en forma aproximada.

3.5.1. Definición

Una ecuación diferencial estocástica es una ecuación diferencial en la que
uno o más de los coeficientes son números aleatorios o funciones aleatorias
de las variables independientes. De la misma forma que en las ecuaciones
diferenciales ordinarias, los coeficientes se suponen conocidos. Es decir, en
una ecuación diferencial estocástica las propiedades aleatorias de los coefi-
cientes se suponen dadas.

La forma general de una ecuación diferencial estocástica es

u̇ = F (u, t; Y (t)), (3.32)

donde u y F pueden ser vectores, y Y (t) indica una o más funciones aleato-
rias, cuyas propiedades estad́ısticas son conocidas. Esta ecuación, junto con
una condición inicial u(t0) = a, determinan para cada realización inicial
particular y(t) de Y (t), una función U(t; [y], a), la cual es una funcional de
y(t); es decir, depende de todos los valores y(t′) para 0 ≤ t′ ≤ t. El ensamble
de soluciones U(t; [y], a) para todos los posibles y(t′) constituyen un proceso
estocástico. La ecuación (3.32) es resuelta, cuando todas las propiedades
estad́ısticas de este proceso se determinan.

Algunas veces el valor inicial a es también una cantidad o vector aleato-
rio. Entonces, el resultado del proceso U(t; [y], a) es una función de la vari-
able aleatoria a, como también una funcional de y.

Las ecuaciones diferenciales estocásticas pueden ser clasificadas de la
siguiente forma:
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I. Ecuaciones diferenciales lineales, en las que solo el término inho-
mogéneo es una función aleatoria, como por ejemplo la ecuación de Langevin
para la velocidad de una part́ıcula Browniana. A este tipo de ecuaciones se
les llama aditivas y en principio pueden resolverse.

II. Ecuaciones diferenciales lineales en las que uno o más de los coefi-
cientes que multiplican a u son funciones aleatorias. A estas ecuaciones se
les llama multiplicativas y pueden resolverse solo en casos especiales, aunque
existen métodos para encontrar soluciones aproximadas.

III. Ecuaciones diferenciales no lineales, es decir, ecuaciones que no son
lineales en u, las cuales pueden ser aditivas o multiplicativas.

3.5.2. Tratamiento heuŕıstico de ecuaciones multiplica-
tivas

Considérese una ecuación estocástica lineal homogénea

u̇ = A(t)u = {A(0) + αA(1)}u, (3.33)

donde u es un vector, A(0) es una matriz constante, A(1)(t) una matriz
aleatoria y α es un parámetro que mide la magnitud de la fluctuación.
Además, se supone que A(1)(t) tiene un tiempo de correlación finito τ c, en
el sentido de que para dos tiempos t1, t2 tales |t1 − t2| � τ c, sea posible
tratar todos los elementos de la matriz A(1)(t1) como estad́ısticamente inde-
pendientes de los elementos A(1)(t2). El método que se describirá dará una
solución aproximada de la ecuación (3.33) en la forma de un desarrollo en
serier de potencias de ατ c.

Es conveniente suponer que A(1)(t) es un proceso estocástico estacionario.
Entonces, 〈A(1)(t)〉 es independiente del tiempo y puede ser incorporado en
A(0) mediante el siguiente cambio de variable.

A(0)′ = A(0) + α〈A(1)(t)〉, A(1)′(t) = A(1)(t) − 〈A(1)(t)〉 (3.34)

de esta forma si sustituimos A(0)′ en (3.33) y tomando en cuenta la definición
de A(1)′(t) se obtiene

u̇ = {A(0)′ + αA(1)′}u, (3.35)

de tal manera que 〈A(1)′(t)〉 = 0. De aqúı en adelante se supondrá que esto
ya se ha hecho y se omitirán las primas en la notación subsecuente.

También es posible eliminar A(0) haciendo otro cambio de variable, que
equivale a pasar a la representación de interacción,
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u(t) = etA(0)

v(t) (3.36)

Usando (3.36) en (3.35) y simplificando se obtiene

v̇ = αe−tA(0)

A(1)(t)etA(0)

v ≡ αV (t)v, (3.37)

que es la ecuación a resolver para la condición inicial v(0) = u(0) = a. La
solución de esta ecuación se puede expresar como

v(t) = a + α

∫ t

0

dtV (t)v. (3.38)

Esta ecuación puede ser resuelta de manera aproximada en forma de una
serie de potencias en α mediante iteraciones, es decir,

v(1)(t) = a + α

∫ t

0

dtV (t)a

v(2)(t) = a + α

∫ t

0

dtV (t)v1(t) (3.39)

...

donde el supeŕındice indica el orden de la solución en α. De esta manera, a
segundo orden en α la solución es

v(t) = a + α

∫ t

0

dt1V (t1)a + α2

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V (t1)V (t2)a + . . . , (3.40)

tomando el promedio respecto de las posibles realizaciones de V (t) condi-
cionado a un valor fijo de a,

〈v(t)〉 = a + α2

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2〈V (t1)V (t2)〉a + ϑ((ατ c)
3). (3.41)

Debido a que es sobre las realizaciones de V (t) y las integrales son sobre t,
se puede cambiar las integrales con el promedio. Esta aproximación a segun-
do orden puede ser usada siempre y cuando los términos de orden mayor sean
pequeños. Como cada término sucesivo involucra una integración adicional
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sobre el tiempo, la restricción de que los términos superiores sean pequeños
se cumple si αt 
 1. Por otro lado si se quiere utilizar esta ecuación para
periodos largos comparados con τ c, entonces se debe suponer que ατ c 
 1.
De esta forma podemos rescribir (3.41) como

〈v(t)〉 � a + α2

∫ t

0

dt

∫ t1

0

dτ〈V (t1)V (t1 − τ)〉a. (3.42)

Cuando t1 > τ c, el ĺımite superior t1 de la integración en τ puede ser
remplazado por ∞, ya que el integrando se anula de cualquier modo. Aún
cuando t1 vaŕıe de 0 a t, es mayor a τ c en la mayor parte del intervalo. De
aqúı que para τ c 
 t 
 α−1 se tiene de forma aproximada

〈v(t)〉 � a + α2

∫ t

0

dt

∫ ∞

0

dτ〈V (t1)V (t1 − τ)〉a. (3.43)

Por otro lado, (3.41) es también solución a orden α2 de la ecuación
diferencial lineal

∂t〈v(t)〉 = α2[

∫ ∞

0

〈V (t)V (t − τ)〉dτ ]〈v(t)〉. (3.44)

De lo anterior, podemos concluir que la evolución de 〈v(t)〉 puede ser
descrita por esta ecuación, la cual en la representación original se escribe
como

∂t〈v(t)〉 = [A(0) + α2

∫ ∞

0

〈A(1)(t)eτA(0)

A(1)(t − τ)〉e−τA(0)

dτ ]〈v(t)〉. (3.45)

Ahora se considerará una extensión del caso anterior, el de una ecuación
estocástica lineal inhomogénea

u̇ = A(t)u + f(t). (3.46)

A(t) es una matriz aleatoria n × n y f(t) es un vector aleatorio de n com-
ponentes. Este caso puede reducirse al caso previo extendiendo el vector u a
un vector de n+1 componentes en el que la componente un+1 = 1. Entonces
(3.46) puede escribirse como

d

dt

(
u
1

)
=

(
A f
0 0

) (
u
1

)
. (3.47)

Para encontrar la solución aproximada, se supone de la misma forma
que en (3.33) que
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A(t) = A(0) + αA(1)(t), f(t) = f (0) + αf (1)(t), (3.48)

con A(0) y f0 no aleatorios y 〈A(1)(t)〉 = 0 y 〈f 1(t)〉 = 0. Para extender el
resultado del caso homogéneo (3.45) al inhomogéneo se tiene

exp[τ

(
A f
0 0

)
] =

(
eτA(0) eτA(0)−1

A(0) f (0)

0 1

)
(3.49)

Sustituyendo (3.49) en (3.45) se obtiene la ecuación para el promedio
del vector de n + 1 componentes, en la cual, para la última componente la
ecuación es trivial. Para las otras n componentes se obtiene

∂t〈v(t)〉 = [A(0) + α2

∫ ∞

0

〈A(1)(t)eτA(0)

A(1)(t − τ)〉e−τA(0)

dτ ]〈v(t)〉

+f0 + α2

∫ ∞

0

〈A(1)(t)eτA(0)

A(1)(t − τ)〉e
−τA(0) − 1

A(0)
dτ · f (0)

+α2

∫ ∞

0

〈A(1)(t)eτ (0)

f (1)(t − τ)〉dτ . (3.50)

3.5.3. Obtención de la función de distribución de
probabilidad

Considérese nuevamente el caso general de una ecuación diferencial es-
tocástica no lineal (3.32). Esta ecuación puede convertirse en una ecuación
estocástica lineal considerando la ecuación asociada de Liouville. Para lograr
esto, considérese por ahora, una sola realización y(t) de Y (t) y la ecuación
no estocástica determinista

u̇ν = Fν(u, t; y(t)), (3.51)

donde el subindice ν indica las componentes del vector u. La ecuación (3.51)
describe un flujo en el espacio u. La densidad de este flujo vaŕıa de acuerdo
con

∂�(u, t)

∂t
= −

∑
ν

∂

∂uν

{Fν(u, t; y(t))�}, (3.52)

que es la ecuación de continuidad, �̇ = −∇ · (�v), escrita para un número
arbitrario de dimensiones. Si ahora se permite a y(t) tomar todas las rea
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lizaciones Y (t), con sus probabilidades correspondientes, la ecuación (3.52)
se convierte en una ecuación diferencial lineal estocástica para �(u, t).

La ecuación (3.52) tiene la misma forma general que (3.33) si se toma
a � como la cantidad análoga a u en (3.33). El operador

∑
(∂/∂uν)Fν es

el análogo de la matriz A. Formalmente, esta es la razón por la que se
puede aplicar el método anterior para obtener una ecuación aproximada de
〈�(u, t)〉 dado �(u, 0).

Para una realización determinada de y(t), �(u, t) = δ(u − at), donde at

es la solución para esa realización. Además, recordando la transformación
de variables,

PY (y) =

∫
δ[f(x) − y]PX(x) ≡ 〈δ[f(x) − y]〉 (3.53)

se obtiene que
〈�(u, t)〉 = 〈δ(u − at)〉 = P (u, t), (3.54)

donde P (u, t) es la función de distribución de u. Aśı, al obtener una ecuación
para 〈�(u, t)〉 se obtiene la ecuación diferencial para la función de distribu-
ción.

En conclusión, para resolver ecuaciones diferenciales estocásticas de la
forma (3.51), se debe convertir ésta en una ecuación lineal equivalente de la
forma (3.52). Después, puede emplearse el método descrito anteriormente
para ecuaciones lineales y aśı obtener una ecuación diferencial aproximada
para 〈�(u, t)〉 = P (u, t).
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Caṕıtulo 4

Aplicación del Método de van
Kampen

En este caṕıtulo aplicaremos el método de van Kampen para obtener
una solución aproximada de la ecuación estocástica de amplitud (3.31) con
lo cual obtendremos una ecuación de evolución determinista para el primer
momento de la componente y del campo director, también obtendremos la
ecuación para la distribución de probabilidad a partir de la cual obtendremos
la ecuación de evolución determinista para el segundo momento.

4.1. Solución aproximada de la ecuación es-

tocástica de amplitud

Para resolver la ecuación (3.31) utilizaremos el método descrito en la
sección (3.5.2). Aśı obtendremos la ecuación de evolución para el primer
momento de la distribución asosiada con nqz .

Para aplicar dicho método, expresamos (3.31) de la siguiente forma,

dnqz(t)

dt
= {Q(0) + αQ(1)(t)}nqz(t) + f0 (4.1)

donde

Q(0) = −π2

l2
A ≡ T, (4.2)

Q(1)(t) = Bζ(t). (4.3)
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van Kampen muestra que la ecuación para < nqz(t) > esta dada por la
ecuación (3.50). Tomando en cuenta que para este caso Q(0) conmuta con
Q(1)(t) y que f1(t) = 0, dicha ecuación se reduce a,

d < nqz(t) >

dt
=

[
Q(0) + α2

∫ ∞

0

dτ < Q(1)(t)Q(1)(t − τ) >

]
< nqz(t) >

+α2

∫ ∞

0

dτ < Q(1)(t)Q(1)(t − τ) >
1 − eτQ(0)

Q(0)
f0 + f0.(4.4)

A continuación evaluaremos expĺıcitamente la expresión anterior. Usan-
do (4.2-4.3) y (3.29) se tiene

< Q(1)(t)Q(1)(t − τ) >= B2 < ζ(t)ζ(t − τ) >, (4.5)

1 − eτQ(0)

Q(0)
f0 =

α2B2f0

T
< ζ(t)ζ(t − τ) > (1 − eτT ). (4.6)

Sustituyendo (4.5-4.6) y (4.2) en (4.4) se obtiene la siguiente ecuación
de evolución para el primer momento de la amplitud nqz(t),

d

dt
< nqz(t) >=

[
T + α2B2C0(t)

]
< nqz(t) > +

α2B2f0

T
C1(t) + f0, (4.7)

donde

C0(t) =

∫ ∞

0

dτ < ζ(t)ζ(t − τ) >, (4.8)

C1(t) =

∫ ∞

0

dτ < ζ(t)ζ(t − τ) > (1 − eτT ). (4.9)

Cabe mencionar que la expresión (4.7) es válida para un ruido arbitrario
y la única propiedad que se requiere de este es su función de correlación a
través de C0 y C1.

4.2. Ecuación para la distribución de proba-

bilidad P (nqz , t)

El problema de obtener la ecuación de evolución para el segundo momen-
to de nqz aplicando directamente el método de van Kampen es complicado.
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Para resolver este problema es más conveniente obtener la ecuación para la
función de distribución P (nqz , t) y a partir de esta obtener la ecuación para
< n2

qz
> .

Para todas las realizaciones del ruido en la intensidad del campo eléctri-
co, ζ(t), la ecuación estocástica (4.1), describe un flujo de trayectorias en el
espacio nqz cuya densidad, Q(nqz , t), satisface la ecuación de continuidad

∂Q(nqz , t)

∂t
= − ∂

∂nqz

(ṅqzQ(nqz , t)). (4.10)

Sustituyendo (4.1) en (4.10) se obtiene,

∂Q(nqz , t)

∂t
= {A(0) + αA(1)(t)}Q(nqz , t), (4.11)

donde identificamos los operadores

A(0) = −T − (Tnqz + f0)
∂

∂nqz

, (4.12)

A(1)(t) = −Bζ(t)(1 + nqz

∂

∂nqz

). (4.13)

Ahora aplicaremos el método de van Kampen a la ecuación (4.11). Uti-
lizando (3.45) se obtiene la siguiente ecuación para < Q(nqz , t) >,

∂

∂t
〈Q(nqz , t)〉={A(0) + α2

∫ ∞

0

dτ〈A(1)(t)eτA(0)

A(1)(t − τ)〉e−τA(0)}〈Q(nqz , t)〉.
(4.14)

Usando el lema (3.54), se puede identificar

< Q(nqz , t) >= P (nqz , t), (4.15)

en donde P (nqz , t) es la distribución de probabilidad de nqz . Con la iden-
tificación anterior en (4.14), la ecuación de evolución para P (nqz , t) es la
siguiente,

∂P (nqz , t)

∂t
= {A(0)+α2

∫ ∞

0

dτ < A(1)(t)eτA(0)

A(1)(t−τ) > e−τA(0)}P (nqz , t).

(4.16)

Ahora es necesario evaluar la acción del operador e−τA(0)
sobre P (nqz , t),

e−τA(0)

P (nqz , t) = eτT e
Λ(nqz ) ∂

∂nqz P (nqz , t) (4.17)
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donde Λ(nqz) = τ(Tnqz + f0). Desarrollando en serie de Taylor alrededor
del punto (nqz , t) la exponencial del lado derecho de la ecuación anterior, se
tiene

e
Λ(nqz ) ∂

∂nqzP (nqz , t)=P (nqz , t)+Λ(nqz)
∂P (nqz , t)

∂nqz

+
1

2!
Λ2(nqz)

∂2P (nqz , t)

∂n2
qz

+ · · · .

(4.18)
Nótese que la expresión anterior es el desarrollo en serie de Taylor de P (nqz +
Λ(nqz), t) alrededor de (nqz , t), es decir

e
Λ(nqz ) ∂

∂nqzP (nqz , t) = P (nqz + Λ(nqz), t). (4.19)

Sustituyendo (4.19) en (4.17) se obtiene,

e−τA(0)

P (nqz , t) = eτT P (nqz + Λ(nqz), t), (4.20)

por lo tanto, la acción del operador e−τA(0)
sobre P (nqz , t), es un corrimiento

en el argumento nqz de P por la cantidad Λ(nqz), multiplicada por el factor
de escalamiento eτT .

Ahora aplicaremos A(1)(t − τ) sobre el resultado anterior,

A(1)(t− τ)e−τA(0)

P (nqz , t) = −Bζ(t− τ)eτT (1 + nqz

∂

∂nqz

)P (nqz + Λ(nqz), t).

(4.21)

Al aplicar eτA(0)
sobre (4.21) se obtiene

eτA(0)

A(1)(t − τ)e−τA(0)

P (nqz , t) =−Bζ(t − τ)

[
e
−Λ(nqz ) ∂

∂nqz P (nqz + Λ(nqz), t)

+e
−τΛ(nqz ) ∂

∂nqz nqz

∂P (nqz + Λ(nqz), t)

∂nqz

]
. (4.22)

Para calcular el efecto del operator e
−Λ(nqz ) ∂

∂nqz sobre P (nqz + Λ(nqz), t),
se realiza un desarrollo en serie de Taylor del operador, de manera análoga
al desarrollo anterior, ecuación (4.18). Es decir,

e
−Λ(nqz ) ∂

∂nqz P (nqz + Λ(nqz), t) = P (nqz , t). (4.23)

la acción del operador e
−Λ(nqz ) ∂

∂nqz regresa el corrimiento en el argumento
nqz de P.
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Análogamente, para el segundo término del lado derecho de (4.22), se tiene

e
−τΛ(nqz ) ∂

∂nqz nqz

∂P (nqz + Λ(nqz), t)

∂nqz

= e
−τf0

∂
∂nqz nqz

∂P (nqz + τf0, t)

∂nqz

, (4.24)

y

e
−τf0

∂
∂nqz nqz

∂P (nqz + τf0, t)

∂nqz

= (nqz − τf0)
∂P (nqz , t)

∂nqz

. (4.25)

Sustituyendo (4.25) y (4.23) en (4.22) se obtiene,

eτA(0)

A(1)(t − τ)e−τA(0)

P (nqz , t) = −Bζ(t − τ)

[
P (nqz , t) (4.26)

+nqz

∂P (nqz , t)

∂nqz

− τf0
∂P (nqz , t)

∂nqz

]
.

Ahora, la acción de A(1)(t) sobre (4.26), es

A(1)(t)eτA(0)

A(1)(t − τ)e−τA(0)

P (nqz , t) = B2ζ(t)ζ(t − τ)

[
P (nqz , t) (4.27)

+3nqz

∂P (nqz , t)

∂nqz

−τf0
∂P (nqz , t)

∂nqz

−τf0nqz

∂2P (nqz , t)

∂n2
qz

+ n2
qz

∂2P (nqz , t)

∂n2
qz

]
.

Si ahora se sustituyen (4.12) y (4.27) en (4.16) se obtiene, finalmente,
la ecuación de evolución para la función de distribución de probabilidad
P (nqz , t),

∂P (nqz , t)

∂t
= −TP (nqz , t) − (Tnqz + f0)

∂P (nqz , t)

∂nqz

(4.28)

+α2B2

[
c0(t)

(
P (nqz , t) + 3nqz

∂P (nqz , t)

∂nqz

+ n2
qz

∂2P (nqz , t)

∂n2
qz

)

!− f0C3(t)

(
∂P (nqz , t)

∂nqz

+ nqz

∂2P (nqz , t)

∂n2
qz

)]
,
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donde

C3 =

∫ ∞

0

dτ τ < ζ(t)ζ(t − τ) > . (4.29)

La ecuación (4.28) expresada en la forma canónica de la ecuación de
Fokker-Planck resulta ser

∂P (nqz , t)

∂t
= − ∂

∂nqz

[
(T + α2B2C0(t))nqz + (1 − α2B2C3(t))f0

]
P (nqz , t)

+
1

2

∂2

∂n2
qz

[
2α2B2(C0(t)nq2

z
− f0C3(t)nqz)

]
P (nqz , t). (4.30)

La ecuación anterior es una ecuación de Fokker-Planck no lineal con
coeficientes dependientes del tiempo.

4.3. Momentos de la distribución P (nqz , t)

Como una primera aproximación, en vez de resolver (4.30) en forma
exacta, calcularemos los momentos de nqz . Para obtener la ecuación para el
primer momento, se multiplica (4.28) por nqz y se integra sobre todos los
valores de nqz , lo cual da como resultado la siguiente ecuación

d

dt
< nqz(t) >=

[
T + α2B2C0(t)

]
< nqz(t) > −α2B2f0C3(t) + f0. (4.31)

Comparando la ecuación (4.7) para < nqz(t) >, que se obtuvo aplicando
directamente el método de van Kampen a la ecuación estocástica para la
amplitud (4.1), con la ecuación (4.31) para < nqz(t) > obtenida a partir
de la ecuación de Fokker-Planck (4.28), observamos una diferencia: el tercer
término de (4.31) es diferente al tercer término de (4.7), pero estos términos
coincidirán si se muestra que

C1(t)

T
=

1

T

∫ ∞

0

dτ < ζ(t)ζ(t − τ) > (1 − eτT ) (4.32)

Para mostrar esto, recuérdese que en el método de van Kampem, la
condición para que la integración anterior sobre τ se extienda a ∞ es que
τ > τ c, donde τ c es el tiempo de correlación τ c � 1. Si consideramos
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τ c < τ � 1, es decir, si consideramos τ mayor que τ c, pero lo suficientemente
pequeño para poder considerar sólo términos de primer orden en τ , de la
exponencial que aparece en la ecuación (4.32), se tiene

C1(t)

T
= −

∫ ∞

0

dτ τ < ζ(t)ζ(t − τ) >= −C3(t). (4.33)

De esta forma, se obtiene que las ecuaciones (4.7) y (4.31) coinciden.
Esto muestra la consistencia de ambos métodos bajo la hipótesis anterior.

De igual manera, la ecuación para el segundo momento se obtiene multi-
plicando (4.28) por n2

qz
e integrando sobre toda la distribución nqz , haciendo

esto se obtiene la siguiente ecuación para < n2
qz

>

d < n2
qz

>

dt
= 2[T + 2α2B2C0(t)] < n2

qz
> +2[1 − 2α2B2C3(t)]f0 < nqz >,

(4.34)
la cual queda expresada en términos del primer momento. En la siguiente
sección resolveremos las ecuaciones (4.31) y (4.34) para los casos en que las
fluctuaciones se modelan con ruido blanco y ruido de color.

4.4. Ruido blanco

Nótese que nuestro análisis anterior es válido para un ruido arbitrario.
De hecho, la única propiedad del ruido que aparece expĺıcitamente es su
función de correlación 〈ζ(t)ζ(t′)〉. Consideraremos primero el caso de ruido
blanco, que puede modelar como un proceso markofiano con promedio cero
〈ζ(t)〉 = 0, tiempo de correlación nulo y función de correlación dada por

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = Dδ(t − t′), (4.35)

donde D es la intensidad del ruido.
Usando (4.35), se tiene

C0(t) = D, C3(t) = 0. (4.36)

Con lo que la ecuación (4.31) se reduce a

d〈nqz(t)〉
dt

= g1〈nqz(t)〉 + f0, (4.37)

donde

g1 = T + x (4.38)
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con x = α2B2D. Resolviendo (4.37) para la condición inicial, 〈nqz(t = 0)〉 =
0, obtenemos la siguiente expresión para el primer momento de la compo-
nente y del campo director

< nqz(t) >=
f0

g1

[
eg1t − 1

]
. (4.39)

Nótese que los efectos hidrodinámicos generados por el gradiente de pre-
sión en la reorientación, aparecen a través de la f0 definida por

f0 =
(λ + 1)πl

8ν3L
|∇p|. (4.40)

A través de esta ecuación observamos que si no se aplica el gradiente de pre-
sión, f0 se anula y por tanto también el primer momento de 〈nq0〉, de manera
que la contribución del gradiente de presión aplicado es determinante para
la reorientación del director.

Para obtener el segundo momento, sustituimos (4.39) y (4.36) en (4.34),
haciendo esto, se obtiene la siguiente ecuación para < n2

qz
(t) >

d < n2
qz

(t) >

dt
= g2 < n2

qz
> +

2f 2
0

g1

[
eg1t − 1

]
. (4.41)

donde f0 y g1 se definieron anteriormente y g2 se define de la siguiente forma

g2 = T + 2x. (4.42)

Resolviendo (4.41) para la condición inicial 〈n2
qz

(t = 0)〉 = 〈n2
q0
〉, obten-

emos la siguiente expresión para el segundo momento

<n2
qz

(t)>=〈n2
q0
〉e2g2t+2f2

0

[
1

2g1g2

+
eg1t

g1(g1 − 2g2)
− e2g2t

2g2(g1 − 2g2)

]
. (4.43)

Sustituyendo g1 y g2 en (4.43) obtenemos la siguiente expresión para el
segundo momento en términos de x

< n2
qz

(t) > = 〈n2
q0
〉e2(T+2x)t + 2f2

0

[
1

2(T + x)(T + 2x)

− e(T+x)t

(T + x)(T + 3x)
+

e2(T+2x)t

2(T + 2x)(T + 3x)

]
. (4.44)
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4.5. Ruido de color

Ahora resolveremos las ecuaciones (4.31) y (4.34) para el caso de ruido
de Ornstein-Uhlenbeck con promedio cero < ζ(t) >= 0 y correlación

< ζ(t)ζ(t′) >= He−γ(t−t′), (4.45)

donde H es la intensidad del ruido y γ el inverso del tiempo de correlación.
Usando (4.45), se tiene

C0(t) =
H

γ
, C3(t) =

H

γ2
, (4.46)

con lo que la ecuación para el primer momento (4.31) toma la siguiente
forma

d〈nqz(t)〉
dt

= h1〈nqz(t)〉 + (1 − α2B2H

γ2
)f0. (4.47)

Resolviendo (4.47) para la condición inicial, 〈nqz(t = 0)〉 = 0, se obtiene
el primer momento de la componente y del campo director en el caso de
ruido de color

〈nqz(t)〉 = f0h2

[
eh1t − 1

]
, (4.48)

donde

h1 = T +
α2B2H

γ
, (4.49)

h2 =
(γ2 − α2B2H)

γ(γT − α2B2H)
. (4.50)

Análogamente para obtener la ecuación de evolución para el segundo
momento sustituimos (4.48) y (4.46) en (4.34), se tiene

d

dt
〈n2

qz
(t)〉 = h3〈n2

qz
(t)〉 + h4[e

h1t − 1], (4.51)

donde

h3 = 2[T + 2
α2B2H

γ
], (4.52)

h4 = 2[1 − 2
α2B2H

γ2
]f2

0 h2. (4.53)
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Resolviendo (4.51) para la condición inicial, 〈n2
qz

(0)〉 = 〈n2
q0
〉, obtenemos

el segundo momento de la componente y del campo director, en el caso de
ruido de color

〈n2
qz(t)〉 = h4

(
eh1t

h1 − h3

− h1e
h3t

h3(h1 − h3)
+

1

h3

)
+ 〈n2

q0
〉eh3t. (4.54)

Sustituyendo (4.49-4.50) y (4.52-4.53) en (4.54), obtenemos la siguente
expresión para el egundo momento

〈n2
qz(t)〉 =

2f 2
0

γ2

(γ2 − 2α2B2H)(γ2 − α2B2H)

(γT − α2B2H)(T + 3α2B2H)

[
γT + 3α2B2H

2(γT + 2α2B2H)
(4.55)

+
(γT + α2B2H)e(T+ 2α2B2H

γ
)t

2(γT + 2α2B2H)
− e(T+α2B2H

γ
)t

]
+ 〈n2

q0
〉e2(T+2 α2B2H

γ
)t.
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Caṕıtulo 5

Ruido Externo No Lineal

En este caṕıtulo describiremos un método desarrollado por San Miguel
M. y Sancho J. M. para tratar problemas con ruido externo cuadrático [12].
El método proporciona una ecuación de Fokker-Planck asociada a cierta
ecuación diferencial estocástica no lineal (cuadrática) en donde las fluctua-
ciones entran en forma cuadrática.

Aśı se construye una EFP asociada a las ecuaciones nematodinámicas, a
partir de la cual, se obtienen los momentos de distribución necesarios para
el cálculo de la birrefringencia inducida en cristales ĺıquidos.

5.1. Ecuación de Fokker-Planck (EFP)

El método tiene la finalidad de obtener una ecuación de Fokker-Planck
para la densidad de probabilidad P (q, t) de un proceso estocástico q(t)
definido por la siguiente ecuación

dq(t)

dt
= f(q) + ν2g(q), (5.1)

en donde f(q) y g(q) son funciones arbitrarias de q y ν es un parametro de
control que fluctúa con estad́ıstica gaussiana y valor medio ν̄:

ν = ν̄ + ζ(t). (5.2)

Asumiendo también que ζ(t) es un proceso de Markov estacionario. El
teorema de Doob [33] asegura que bajo las condiciones anteriores ζ(t) es un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck con promedio cero y correlación

< ζ(t)ζ(t′) >=
Dc

τ
exp{−| t − t′ |

τ
}. (5.3)
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Sustituyendo (5.2) en (5.1) se obtiene una ecuación diferencial estocásti-
ca en la cual el ruido ζ(t) entra en forma no lineal

dq(t)

dt
= f(q) + ν̄2g(q) + 2ν̄g(q)ζ(t) + g(q)ζ2(t). (5.4)

Una vez que ha sido planteada esta ecuación y realizadas las suposiciones
sobre ζ(t) se procede a asociarle una ecuación para la densidad de probabi-
lidad P (q, t) (EFP). Esta ecuación se obtiene para el caso no lineal haciendo
aproximaciones y suposiciones concretas sobre los parámetros del ruido Dc

y τ , como se verá a continuación.
Como primera aproximación a la EFP se reescribe la ecuación (5.4) de

tal forma que el ruido ζ(t) que aparece en esta ecuación se sustituya por
otro ruido η(t) el cual entra en forma lineal en dicha ecuación. Para este
efecto se reescribe el valor de ν2;

ν2 = ν̄2 + 2ν̄ζ(t) + ζ2(t), (5.5)

como un valor medio que se calcula con la ecuación (5.2) y la correlación de
ζ(t), ecuación (5.3),

< ν2 >= ν̄ +
Dc

γ
, (5.6)

más una fluctuación η(t), esto es,

ν2 =< ν2 > +η(t). (5.7)

La fluctuación η(t), es una transformación no lineal del proceso gaussiano
ζ(t),

η(t) = ζ2(t) + 2ν̄ζ(t) − Dc

τ
. (5.8)

Este proceso deja de ser Gaussiano, su valor medio es cero y la fun-
ción de correlación se obtiene utilizando la ecuación (5.3) y las propiedades
estad́ısticas de ζ(t)

< ζ2(t)ζ2(t′) >=< ζ(t)ζ(t′) >2 +2 < ζ2(t) >< ζ2(t′) >, (5.9)

< ζ(t)ζ2(t
′
) >= 0, (5.10)

y aśı se obtiene
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< η(t)η(t′) >=
4ν̄2Dc

τ
exp{−| t − t′ |

τ
}+ 2

(
Dc

τ

)2

exp{−2 | t− t′ |}. (5.11)

Si el ruido externo fuera modelado por un ruido blanco, entonces en la
ecuación anterior apareceŕıa el cuadrado de la delta de dirac y en la ecuación
(5.7) < ν2 > tendeŕıa a infinito.

Hasta el momento solamente se ha reescrito el valor de ν2 como un valor
medio < ν2 > más una fluctuación, sin embargo, aunque esta separación es
siempre posible como una primera aproximación, el valor medio de < ν2 >
como se ve en (5.6) depende de las caracteŕısticas del ruido, por lo que al
analizar los resultados en términos de los parámetros del ruido, no puede
tomarse a < ν2 > como una cantidad fija si ν está controlada por los
parámetros fluctuantes.

Considerando lo anterior, se pueden efectuar algunas aproximaciones
sobre η(t). La primera consiste en despreciar los momentos de distribución de
esta cantidad mayores que dos, de tal forma que η se aproxime a un proceso
Gaussiano. La segunda consiste en considerar al tiempo de correlación τ
muy pequeño, por lo que η se aproxima a un proceso de ruido blanco. Con
estas aproximaciones la función de correlación de η se reduce a

< η(t)η(t′) >∼= 2(4ν̄2Dc +
D2

c

τ
)δ(t − t′). (5.12)

Esta expresión se obtiene después de tomar el ĺımite cuando τ → 0 por lo
que las exponenciales que aparecen en (5.11) se reducen a deltas de Dirac. El
coeficiente que multiplica a la delta es la intensidad efectiva, que está dada
por:

D′
c =

∫ ∞

0

dt′ < η(t)η(t′) >= 4ν̄2Dc +
D2

c

τ
. (5.13)

Una vez que se han hecho estas aproximaciones, el proceso queda comple-
tamente definido cuando se sustituye la ecuación (5.7) en (5.1), obteniéndose
la siguiente ecuación diferencial estocástica, en donde el ruido aparece en
forma lineal,

dq(t)

dt
= f(q) + (ν̄2 +

Dc

τ
)g(q) + g(q)η(t). (5.14)

Por lo tanto, si aceptamos la suposición de que η(t) puede modelarse en
forma aproximada como ruido blanco Gaussiano, la EFP asociada a (5.14)
en la interpretación de Stratonovich [11] es la siguiente
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∂P (q, t)

∂t
= − ∂

∂q
(f(q) + ν̄2 +

Dc

τ
)g(q)P (q, t) + D′

c

∂

∂q
g(q)

∂

∂q
g(q)P (q, t).

(5.15)
Ahora realizaremos una deducción más sistemática de (5.15) en la cual

obtendremos la magnitud de las primeras correcciones de la deducción an-
terior.

Para derivar la ecuación para P (q, t) partimos de la ecuación de Liouville
[34, 35] asociada con (5.4). Esto es, si se considera que cada realización de
ζ(t) genera un sistema y, por lo tanto, todo el conjunto de realizaciones
constituye un ensamble de sistemas; o bien, una infinidad de trayectorias
posibles q(t) en el espacio q, que se distinguen solamente por las condiciones
iniciales, entonces es posible caraterizar dicho ensamble por una densidad
de probabilidad ρ(q, t) = δ(q(t) − q), que obedece la siguiente ecuación de
continuidad

∂ρ(q, t)

∂t
= − ∂

∂q
(q̇(t)ρ(q, t)) (5.16)

= − ∂

∂q

[
(f(q) + ν̄2g(q) + 2ν̄g(q)ζ(t) + g(q)ζ2(t))P (q, t)

]
.

La densidad de probabilidad P (q, t) es el promedio sobre todas las rea
lizaciones de ζ(t) de la densidad ρ(t) [34]. Tomando dicho promedio sobre
la ecuación (5.17) tenemos,

∂P (q, t)

∂t
= − ∂

∂q
(f(q) + ν̄2g(q))P (q, t) (5.17)

− ∂

∂q
2ν̄g(q) < ζ(t)δ(q(t) − q) > − ∂

∂q
g(q) < ζ2δ(q(t) − q) >,

donde se ha usado el hecho de que ρ(q, t) es el promedio sobre la distribución
inicial δ(q(t)− q). Aqúı q es un punto en el q-espacio y q(t) es una solución
formal de (5.4).

La ecuación (5.17) es una ecuación exacta pero no cerrada para P (q, t).
Para proseguir necesitamos saber las propiedades estad́ısticas de ζ(t). Las
funcionales del ruido que aparecen en (5.17), se evalúan utilizando el teorema
de Novikov [36]. Dicho teorema establece que el promedio de una funcional
Φ[ζ] de ζ esta dado por
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< ζ(t)Φ[ζ] >=

∫
dt′γ(t, t′)

〈
δΦ[ζ]

δ(t′)

〉
(5.18)

donde γ(t, t′) es la función de correlación de ζ(t). Considerando a δ(q(t)−q)
como una funcional de ζ(t), para el segundo término del lado derecho de
(5.17) se tiene

〈ζ(t)δ(q(t) − q)〉 =

∫
dt′γ(t, t′)〈δ[δ(q(t) − q)]

δζ(t′)
〉 (5.19)

= − ∂

∂q

∫
dt′γ(t, t′)〈δ(q(t) − q)

δq(t)

δζ(t′)
〉.

De forma análoga para el tercer término, se utiliza el teorema de Novikov
ecuación (5.18) y su generalización

〈ζ2(t)Φ[ζ]〉 = 〈ζ2〉〈Φ[ζ]〉 +

∫
ds

∫
ds′γ(t, s)γ(t, s′)〈 ∂2Φ[ζ]

∂ζ(t)∂ζ(s′)
〉. (5.20)

La funcional Φ[ζ] de ζ(t) se toma como: δ(q(t) − q),

〈
ζ2(t)δ(q(t) − q)

〉
=

Dc

τ
P (q, t) +

∫
dsds′

〈
δ2

δζ(s′)δζ(s)
δ(q(t, [ζ]) − q)

〉
,

(5.21)
en donde

〈
δ2

δζ(s′)δζ(s)
δ(q(t, [ζ]) − q)

〉
= − ∂

∂q

〈
δ2q(t)

δζ(s)ζ(s′)
δ(q(t) − q)

〉
(5.22)

+
∂

∂q

〈
δq(t)

δζ(s′)
∂

∂q

δq(t)

δζ(s)
δ(q(t) − q)

〉
.

Sustituyendo (5.19) y (5.21) en (5.17) se obtiene

∂P (q, t)

∂t
= − ∂

∂q
(f(q) + (ν̄2 +

Dc

τ
)g(q))P (q, t) (5.23)

+ 2ν̄
∂

∂q
g(q)

∂

∂q

∫
dsγ(t, s)〈δ(q(t) − q)

δq(t)

δζ(s)
〉

+
∂

∂q
g(q)

∂

∂q

∫
ds

∫
ds′γ(t, s)γ(t, s′)

〈
δ2q(t)

δζ(s)ζ(s′)
δ(q(t) − q)

〉

− ∂

∂q
g(q)

∫
ds

∫
ds′γ(t, s)γ(t, s′)

∂

∂q

〈
δq(t)

δζ(s′)
∂

∂q

δq(t)

δζ(s)
δ(q(t) − q)

〉
.
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Nótese que el último término de esta ecuación contiene una derivada de
tercer orden para P (q, t), por lo que se deben efectuar aproximaciones si
se quiere obtener una ecuación de Fokker-Planck. Esta aproximación con-
sidera a τ como un parámetro muy pequeño, de tal forma que la función
de correlación γ(t, s′) se expande en una serie de potencias de τ . Ahora se
deben evaluar las derivadas funcionales de q(t) a tiempos iguales, ya que
bajo esta aproximación estos términos, también conocidos como funciones
de respuesta al ruido exerno, aportan la mayor contribución a las integrales
de la ecuación (5.23). Estas funciones de respuesta se calculan en el apéndice
de la referencia [12], su cálculo se basa en la solución formal de la ecuación
(5.4) y resulta ser

δq(t)

δζ(t)
|s≈t= 2ν̄g(q(t)) + 2g(q(t))ζ(t), (5.24)

δ2q(t)

δζ(s)δζ(s′)
|s,s′≈t=2g(q(t))δ(s−s′)+4g(q(t))

∂g(q(t))

∂q(t)
(ν̄2+2ν̄ζ(t)+ζ2(t)).

(5.25)
Estas cantidades dependen expĺıcitamente de ζ(t), este hecho implica

que al efectuar la sustitución de (5.24) y (5.25) en (5.23), se debe aplicar
sucesivamente el teorema de Novikov y su generalización (ecuaciones (5.18) y
(5.20)), obteniéndose una serie infinita de términos que contiene derivadas
de todos los órdenes con respecto a q. Esto implica la aparición de una
cantidad infinita de términos de orden cero en τ .

∂P (q, t)

∂t
= − ∂

∂q
(f(q) + (ν̄2 +

Dc

τ
)g(q))P (q, t)

+4ν̄2 ∂

∂q
g(q)

∂

∂q
g(q)

∫ t

0

dsγ(t, s)P (q, t) (5.26)

+2
∂

∂q
g(q)

∂

∂q

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′γ(t, s)γ(t, s′)δ(s − s′)P (q, t) + O(Dcτ ,
D3

c

τ
,D2

c ).

Para poder truncar esta serie se debe considerar que el otro parámetro
Dc sea pequeño, de manera que la razón Dc

τ
sea finita. Bajo estas condiciones

el término de orden Dc

τ
en la ecuación (5.23) será el que aporte la mayor

contribución a los efectos del ruido. Las correcciones a éste término son del
orden de Dc

τ
× τ = Dc y Dc

τ
× Dc = D2

c

τ
. Estas contribuciones son aportadas
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por los primeros términos de las ecuaciones (5.24) y (5.25), respectivamente,
cuando se sustituyen en (5.23). Los términos restantes aportan correcciones
de los siguientes ordenes

(
Dc

τ
) × τn n > 1, (5.27)

(
Dc

τ
) × Dn n > 1, (5.28)

(
Dc

τ
) × Dnτm n,m > 1. (5.29)

Extendiendo las integrales de t hasta infinito en (5.26) y despreciando

los términos transitorios de orden e
−t
τ , ésta ecuación se reduce a la ecuación

(5.15).

5.2. Efectos de ruido no lineal

En esta sección aplicaremos el método de M. San Miguel y J. M. Sancho
discutido en la sección anterior al modelo estudiado en esta tesis. Partiendo
de la ecuación de amplitud (3.28) y considerando como un segundo caso que
la magnitud del eléctrico fluctúa, se obtiene la siguiente ecuación diferencial
ordinaria, estocástica lineal e inhomogénea con ruido cuadrático multiplica-
tivo para la amplitud de la componente y del campo director,

dnqz(t)

dt
= −π2

l2
Anqz(t) + f0 + B(Ē + ζ(t))2nqz(t). (5.30)

Comparando (5.30) con (5.1), identificamos

q = nqz , f(nqz) = −π2

l2
Anqz(t) = Tnqz(t), ν = Ey(t) y g(nqz) = Bnqz .

(5.31)
Con el fin de obtener una expresión expĺıcita y anaĺıtica de la birrefrin-

gencia inducida, ahora obtendremos la ecuación de Fokker-Planck asociada
a la ecuación (5.30) y a partir de esta obtendremos las ecuaciones para el
primero y segundo momento de nqz . Usando (5.15), (5.30-5.31) se tiene la
siguiente ecuación para la distribución de probabilidad
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∂P (q, t)

∂t
= [−(T +

BDc

τ
) + B2D′

c]P (q, t) − f0
∂P (q, t)

∂nqz

(5.32)

+[3B2D′
c − (T +

BDc

τ
)]nqz

∂P (q, t)

∂nqz

+ B2D′
cn

2
q

∂2P (q, t)

∂n2
qz

.

Para obtener la ecuación para el primer momento, se multiplica (5.32)
por nqz por la izquierda y se integra sobre todos los valores de nqz , haciendo
esto se obtiene

d〈nqz〉
dt

= L1〈nqz〉 + f0, (5.33)

donde L1 se define como

L1 = T +
BDc

τ
+ B2D′

c (5.34)

con D′
c dada por la ecuación (5.13).

La solución de (5.33) para la condición inicial 〈nq0〉 = 0 es

〈nqz〉 =
f0

L1

(eL1t − 1). (5.35)

De forma análoga, para obtener la ecuación para el segundo momento,
se multiplica (5.32) por n2

qz
por la izquierda y se integra sobre todos los

valores de nqz , con lo que se obtiene

d〈nq2
z
〉

dt
= 2L2〈nq2

z
〉 + 2f0〈nqz〉 (5.36)

Sustituyendo (5.35) en (5.36)

d〈nq2
z
〉

dt
= 2L2〈nq2

z
〉 +

2f 2
0

L1

[eL1t − 1] (5.37)

con

L2 = T +
DcB

τ
+ 2B2D′

c. (5.38)

La solución de (5.37) para la condición inicial 〈n2
qz
〉 = 〈n2

q0
〉 es la siguiente

〈n2
qz
〉 = 〈n2

q0
〉e2L2t +2f2

0

(
1

2L1L2

+
eL1t

L1(L1 − 2L2)
− e2L2t

2L2(L1 − 2L2)

)
. (5.39)
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Caṕıtulo 6

Birrefringencia Inducida

Este caṕıtulo se divide en tres partes, en la primera se da una breve
introducción sobre la birrefringencia inducida. En la segunda parte se ob-
tienen expresiones para la birrefringencia en el caso de ruido lineal, tanto
para ruido blanco como para el ruido de color. En la tercera parte se obtiene
la birrefringencia para el caso de ruido cuadrático, considerando ruido de
color con tiempo de correlación muy pequeño. Es decir, tomando el ĺımite
de ruido blanco.

6.1. Birrefringencia inducida

Este fenómeno es altamente no lineal, se presenta en muchas sustancias
cristalinas compuestas por moléculas anisotrópicas y en algunos ĺıquidos
no cristalinos cuando sobre ellos actúan campos eléctricos . Básicamente
se produce por la alineación de las moléculas en la dirección del campo
aplicado, regresando a su configuración inicial cuando el campo aplicado
desaparece. Debido a la reorientación de las moléculas de una sustancia
cristalina por la aplicación de campos externos, sus propiedades eléctricas y
magnéticas cambian, también lo hace la birrefringencia. Este efecto ha sido
estudiado desde el punto de vista teórico y experimental en cristales ĺıquidos
[37, 38, 39].

Cuando la luz se propaga a través de éstas sustancias, los electrones
son impulsados por el campo eléctrico reirradiando ondas secundarias que
se combinan en una onda refractada, la cual se desplaza a través del ma-
terial. La velocidad con que está onda se propaga está determinada entre
otras causas, por la diferencia entre la frecuencia del campo y la frecuencia
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caracteŕıstica del material. La anisotroṕıa de las fuerzas de enlace entre los
electrones se manifiesta en la anisotroṕıa del ı́ndice de refracción.

Si la estructura de los cristales es tal que las moléculas anisotrópicas
están ordenadas a lo largo de una dirección preferencial (material uniaxi-
al), entonces al incidir una onda electromagnética sobre este medio, ésta se
propagará con dos velocidades diferentes; una paralela al eje óptico v

�
y la

otra perpendicular a él, v⊥.Esto da lugar a dos tipos de ondas: ondas ordi-
narias o “esféricas” y ondas extraordinarias e o “elipsoidales”. La orientación
del campo óptico con respecto al eje óptico determina las velocidades con
las que estas ondas se expanden. Para las ondas o la velocidad de propa-
gación será v� y el campo electromagnético asociado a estas será normal al
eje óptico. En el caso de ondas elipsoidales, e, se propagan con una veloci-
dad v⊥ y su campo será paralelo al eje óptico. Finalmente, estas ondas se
recombinan emergiendo una onda formada por dos ondas con estados de po-
larización mutuamente ortogonales. Aśı, los materiales uniaxiales presentan
dos ı́ndices de refracción: no ≡ c/v⊥ y ne ≡ c/v�, diferentes. La diferencia
entre estos dos ı́ndices, ΔN = no − ne, es una medida de su birrefringencia.

En el caso de cristales ĺıquidos este efecto también se observa. Aśı, en la
fase nemática del cristal en la que las moléculas de entrada están orientadas
a lo largo de una cierta dirección preferencial presenta una birrefringencia
intrinseca igual a Δn = n� − n⊥, en donde n� y n⊥ son los ı́ndices de
refracción paralelo y perpendicular al vector director �n.

Cuando la reorientación de las moléculas de un medio anisotrópico es
tal que no difiere mucho de la configuración inicial, entonces la mayor con-
tribución a la birrefringencia inducida esta dada por la siguiente expresión
[40],

�n =< n2
z > − < n2

y > . (6.1)

6.2. Birrefringencia inducida por ruido lineal

y flujo hidrodinámico

Como se dijo anteriormente, uno de los objetivos de este trabajo es el de
calcular la birrefringencia inducida por el campo eléctrico alterno aplicado,
tomando en cuenta los efectos hidrodinámicos que inevitablemente se pro-
ducen por efecto de la reorientación, y comparar su valor con la obtenida
en ausencia del campo eléctrico aplicado. Es decir, nos interesa comparar
cuantitativamente la birrefringencia inducida por el campo externo y el flu-
jo hidrodinámico con la birrefringencia intŕınseca. En la aproximación de
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ángulos pequeños (6.1)toma la siguiente forma

�n = 1 − 〈n2
y〉 (6.2)

En el caṕıtulo 4 obtivimos expresiones anaĺıticas para 〈n2
y〉, tanto para

ruido balanco como de color. Dichas expresiones las usaremos para deter-
minar la birrefringencia.

Sustituyendo (4.43) en (6.2) obtenemos una expresión para la birrefrin-
gencia inducida por ruido blanco en la intensidad del campo eléctrico y el
flujo hidrodinámico

�n = 1 − 2f 2
0

[
1

2(T + x)(T + 2x)
− e(T+x)t

(T + x)(T + 3x)

+
e2(T+2x)t

2(T + 2x)(T + 3x)

]
− 〈n2

q0
〉e2(T+2x)t. (6.3)

Recordemos que el valor de T = −π2

l2
A con A, dada por (3.18), que

depende de los parámetros materiales del nemático y de las dimensiones de
la muestra; mientras que x = α2B2D con B dada por (3.18), depende de
los parámetros del ruido y de los parámetros materiales del nemático.

Para poder graficar (6.3) consideraremos un nemático espećıfico, a saber,
el PAA (P-Azoxianisol). Los parametros materiales de este nemático se han
tomado de las referencias [4, 8, 41, 42] y se resumen en la siguiente tabla.

Parámetros Materiales del P-azoxianisol (PAA)

coeficiente de viscosidad de Leslie γ1 = 6·8 × 10−3 Kg
ms

coeficiente de viscosidades relativas λ = −γ2

γ1
= 1·05

coeficiente de viscosidad de Harvard ν3 = 5 × 10−2 Kg
ms

constante elástica (se ha elegido K2) K2 = 3·8 × 10−12N

anisotroṕıa dielécrica: εa = n2
e − n2

0 = 1·5472 − 1·4792 = 0·2057

polarizabilidad paralela α‖ = 5·90588 × 10−40Fm2

polarizabilidad perpendicular α⊥ = 1·99224 × 10−40Fm2

permitividad paralela ε‖ = 4·9036 × 10−11 C2

Nm2

permitividad perpendicular ε⊥ = 5·0488 × 10−11 C2

Nm2

Las dimensiones de la muestra que consideramos son las siguientes
separación entre las placas 	 = 10−4m

volumen de la muestra V = 10−8m3
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Para el caso de ruido blanco lineal, las dimensiones de la intensidad del
ruido D son N4s

C4 , como puede apreciarse directamente de la ecuación (4.35).
Las dimensiones de T , f0 y x son de 1

s
.

De acuerdo a los valores de los parámetros del nemático y de las dimen-
siones de la muestra, el orden de magnitud de T es de 10−1, mientras que
x es del orden de 10−20α2D, de manera que para valores razonables de los
parámetros del ruido, x � T . Aprovechando esto, realizamos una expansión
de la ecuación (6.3) en serie de Taylor en x alrededor de x = 0, expresando
el resultado en términos de las variables adimensionales τ 1 = Tt, x1 = x

T
,

x2 = xt y f1 = f0

T
. Aśı, se obtiene

�n = 1 −
[
〈n2

q0
〉e2τ1 − f2

1 (2eτ1 − e2τ1 − 1) (6.4)

−2f2
1 (

3

2
+ τ 1e

τ1 − 2τ 1e
2τ1 − 4eτ1 +

5

2
e2τ1)x1 + 4〈n2

q0
〉x2e

2τ1

]
.

De (6.4) podemos identificar las diferentes contribuciones a la birrefrin-
gencia inducida

�nI = 1 − 〈n2
q0
〉e2τ1 , (6.5)

�nF = f2
1 (2eτ1 − e2τ1 − 1), (6.6)

�nRY F = 2f 2
1 (

3

2
+ τ 1e

τ1 − 2τ 1e
2τ1 − 4eτ1 +

5

2
e2τ1)x1, (6.7)

�nR = −4〈n2
q0
〉x2e

2τ1 . (6.8)

donde �nI , �nR, �nF y �nRyF denotan, respectivamente, las birrefrin-
gencia intŕınseca, inducida por el ruido, inducida por el flujo y un término
acoplado debido al flujo y al ruido.

La condición inicial 〈n2
qz

(t = 0)〉 = 〈n2
q0
〉 puede determinarse de varias

formas. Una es considerar al nemático formado por un conjunto de momen-
tos dipolares permanentes en equilibrio. Para determinar dicha condición
inicial, calculamos la función de partición del sistema y a partir de esta
obtenemos la siguiente expresión para el segundo momento de la compo-
nente y del campo director a t = 0

〈n2
q0
〉 =

4

3

kBTI

�2
e
− μE

kBT , (6.9)
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donde kB, T , I, �, μ, E son la constante de Boltzmann, la temperatura,
el momento de inercia, la constante de Planck, el momento dipolar perma-
nente de una molécula y el campo eléctrico, respectivamente. Otra forma
consiste en igualar la birrefringencia intŕınseca Ec. (6.5), con �N = no −ne

y despejar 〈n2
q0
〉.

Uno de nuestros objetivos es determinar, de acuerdo al modelo, si las
birrefringencias inducidas por el ruido y el flujo hidrodinámico son signi-
ficativas comparadas con la birrefringencia intŕınseca y de esta forma ver si
son f́ısicamente significativas y medibles.

Las graficas que se muestran a continuación muestran el cociente entre
diferentes contribuciones a la birrefringencia inducida respecto a la intŕınse-
ca. Para dichas contribuciones se dan expresiones anaĺıticas en términos de
variables adimensionales que dependen de parámetros fijos y parámetros
libres. Los parámetros fijos son: los parámetros materiales del nemático y
las dimensiones de la muestra; los parámetros libres son, los parámetros del
ruido y el gradiente de presión externo. En el eje de las ordenadas representa
el cociente entre diferentes contribuciones, mientras que el eje de las abcisas
representa alguno de los parámetros libres según sea el caso. El tiempo al
cual se realizarán las gráficas de la birrefringencia corresponden al tiempo
de relajación del modo m = 0 que esta dado por la Ec. (3.26) con E0 = 0.

En seguida mostramos la gráfica de la razón entre la birrefringencia in-
ducida por el flujo hidrodinámico y la intŕınseca como función del gradiente
de presión:

Como puede apreciarse de la figura (6.1), la razón entre la birrefringencia
inducida por el flujo y la birrefringencia intŕınseca es muy sensible al gra-
diente de presión, al aumentar el gradiente de presión dicha razón aumenta
y lo hace rápidamente. De aqúı concluimos que una predicción importante
de nuestro modelo es que los efectos hidrodinámicos a la birrefringencia son
considerables y por lo tanto pueden ser medibles. Cabe señalar que en la
literatura es muy común despreciar dichos efectos.

La figura (6.2) muestra la razón entre la birrefringencia inducida por el
ruido en la intensidad del campo eléctrico y la intŕınseca. También muestra
la razón entre la birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el flujo
con el ruido y la intŕınseca. Como podemos apreciar, los efectos del ruido
en la intensidad del campo eléctrico sobre la birrefringencia son práctica-
mente inapreciables. En esta gráfica se considera un gradiente de presión
fijo en | ∇P |= 10 N

m2 . Cabe señalar que al aumentar o disminuir el gradi-
ente de presión, los efectos del ruido y del término acoplado siguen siendo
despreciables.
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Figura 6.1: Razón entre la birrefringencia inducida por el flujo hidrodinámico
y la intrinseca como función del gradiente de presión.
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Figura 6.2: (- - -) Razón entre la birrefringencia inducida por el ruido y
la intŕınseca como función de la intensidad del ruido. (—) Razón entre la
birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el flujo con el ruido y la
intŕınseca.

Para obtener la birrefringencia inducida por ruido de color en la intensi-
dad del campo eléctrico y el flujo hidrodinámico sustituimos (4.54) en (6.2)

�n = 1 −
[
h4

(
eh1t

h1 − h3

− h1e
h3t

h3(h1 − h3)
+

1

h3

)
+ 〈n2

q0
〉eh3t

]
(6.10)
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donde denotamos

h1 = T + z1, h3 = 2(T + 2z1) y h4 = 2f 2
0

( 1
γ
− 2z1

γ2 )(γ − z1)

T − z1

. (6.11)

Sustituyendo (6.11) en (6.10), �n expresada en términos de z1 toma la
siguiente forma

�n=1−2f2
0

( 1
γ
− 2z1

γ2 )(γ − z1)

(T − z1)(T + 3z1)

[
(T + 3z1)

2(T + 2z1)
+

(T + z1)e
2(T+2z1)t

2(T + 2z1)
−e(T+z1)t

]
.

(6.12)
Para el caso de ruido de color lineal las dimensiones de la intensidad

del ruido H son N4

C4 , esto puede apreciarse directamente de la Ec. (4.45),
mientras que las dimensiones de T , f0, γ, h1, h3, h4 y z1 son de 1

s
.

De manera análoga al caso de ruido blanco, de acuerdo a los parámetros
materiales del nemático y a las caracteŕısticas f́ısicas de la muestra, z1 � T .
Realizando un desarrollo en potencias de z1 se obtiene la siguiente expresión
a primer orden en z1 para la birrefringencia

�n = 1 −
[
〈n2

q0
〉e2τ1 + 4〈n2

q0
〉z2e

2τ1 − f2
1 (2eτ1 − e2τ1 − 1) (6.13)

+2f 2
1

(
(2e2τ1 − eτ1)z2 + (2eτ1 − 3

2
e2τ1 − 1

2
)z3 +

3

2
(eτ1 − e2τ1 − 1)z4

)]
,

donde hemos expresado el resultado en términos de las variables adimen-
sionales τ 1 = Tt, z2 = z1t, z3 = z1

T
, z4 = z1

γ
y f1 = f0

T
.

Identificando las diferentes contribuciones a la birrefringencia inducida,
se tiene

�nI = 1 − 〈n2
q0
〉e2τ1 , (6.14)

�nF = f2
1 (2eτ1 − e2τ1 − 1), (6.15)

�nRY F=−2f2
1

[
(2e2τ1−eτ1)z2+(2eτ1−3

2
e2τ1−1

2
)z3+

3

2
(eτ1−e2τ1−1)z4

]
, (6.16)

�nR = −4〈n2
q0
〉z2e

2τ1 . (6.17)
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Nótese que las expresiones para la birrefringencia intŕınseca y la bir-
refringencia inducida por el flujo coinciden para el caso de ruido blanco y
ruido de color, mientras que la birrefringencia inducida por el ruido cam-
bia, como era de esperarse. En el caso de ruido blanco sólo tenemos un
parámetro que lo caracteriza, su intensidad, en el ruido de color tenemos
dos parámetros, su intensidad y su tiempo de correlación.

Las graficas que enseguida se muestran, representan la razón entre la
birrefringencia inducida por ruido de color y la intŕınseca, considerando al
tiempo de correlación τ fijo y variando la intensidad del ruido y viceversa.
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Figura 6.3: Razón entre la birrefringencia inducida por el ruido y la intŕınse-
ca. (a) Fijando el tiempo de correlación τ y variando la intensidad del ruido
H. (b) Fijando la intensidad del ruido H y variando el tiempo de correlación.

De la figura (6.3) se tiene que la birrefringencia inducida por el ruido de
color es totalmente despreciable comparada con la intŕınseca. Por lo tanto,
considerando ruido lineal, la birrefringencia inducida por el ruido de color,
al igual que el ruido blanco, es despreciable.

En la expresión para la birrefringencia total, Ec. (6.13), aparece un térmi-
no que acopla al ruido y al flujo hidrodinámico. En seguida mostramos
una gráfica que muestra la razón entre la birrefringencia intŕınseca y la de
acoplamiento entre el flujo y el ruido.De la gráfica (6.4) observamos que la
birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el flujo y el ruido de color
es inapreciable.

En resumen, de acuerdo a los resultados anteriores, la birrefringencia
inducida por ruido lineal, tanto para el caso de ruido de color como el de
ruido blanco es despreciable; sin embargo, la birrefringencia inducida por el
flujo hidrodinámico puede ser mucho mayor que la intŕınseca a medida que
el gradiente de presión aumenta.
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Figura 6.4: Razón entre la birrefringencia intŕınseca y la inducida por el
acoplamiento entre el ruido y el flujo

6.3. Birrefringencia inducida por ruido cua-

drático

En la sección (5.2) aplicamos el método de San Miguel y Sancho para
tratar el caso de ruido no lineal, dicho método nos permitió determinar
el primero y segundo momento de la componente y del campo director.
A continuación usaremos éstas expresiones para determinar la birrefrin-
gencia inducida por las fluctuaciones en el campo eléctrico y por el flujo
hidrodinámico. Sustituyendo (5.39) en (6.2), se tiene

�nT = 1 − 〈n2
y〉 = 1 − 〈n2

q0
〉e2L2t (6.18)

− 2f 2
0

[
1

2L1L2

+
eL1t

L1(L1 − 2L2)
− e2L2t

2L2(L1 − 2L2)

]
.

Para el caso de ruido cuadrático las unidades de Dc son de N2

C2 s, como
puede verse directamente de la ecuación (5.3). Las unidades de L1, L2 son
de 1

s
.

Sustituyendo los valores de los parámetros materiales del nemático PAA
en las ecuaciones (5.34) y (5.38) se obtiene
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L1 ≈ L2 = T + y1 con y1 =
DcB

τ
. (6.19)

De forma análoga al caso de ruido lineal, consideramos el hecho que T es
del orden de 10−1 y y1 va como 10−10 Dc

τ
, de modo que considerando valores

de Dc y τ tales que T � y1 y realizando un desarrollo en serie de Taylor de
la Ec. (6.18) alrededor de y1 = 0, se tiene

�nT = 1 −
[
〈n2

q0
〉e2τ1 + 2〈n2

q0
〉y2e

2τ1 − f 2
1 (2eτ1 + e2τ1 − 1) (6.20)

+2f2
1 (τ 1e

2τ1 − y2e
τ1 + 2eτ1 − e2τ1 − 1)y3

]
,

donde hemos expresado (6.20) en términos de las siguientes variables adi-
mensionales

τ 1 = Tt , y2 = y1t, y3 =
y1

T
y f1 =

f0

T
. (6.21)

De (6.20) podemos identificar las diferentes contribuciones a la birrefrin-
gencia inducida

�nI = 1 − 〈n2
q0
〉e2t1 , (6.22)

�nR = −2〈n2
q0
〉y2e

2τ1 , (6.23)

�nF = f2
1 (2eτ1 + e2τ1 − 1), (6.24)

�nRyF = −[2f 2
1 (τ 1e

2τ1 − y2e
τ1 + 2eτ1 − e2τ1 − 1)y3]. (6.25)

En seguida mostramos la gráfica de la razón entre la birrefringencia
inducida por ruido cuadrático y la intŕınseca, considerando las restricciones
sobre los parámetros del ruido mencionadas en la sección (5.1), en donde,
se considero al tiempo de correlación τ y a la intensidad del ruido Dc como
parámetros pequeños tales que el cociente Dc

τ
sea finito. Además, conside-

ramos la restricción T � y1, la cual se utilizó con el fin de poder realizar
el desarrollo de Taylor de la Ec. (6.20) y aśı poder separar las diferentes
contribuciones a la birrefringencia.
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Figura 6.5: Razón entre la birrefringencia inducida por ruido cuadrático y la
intrinseca. (a) Fijando el tiempo de correlación en τ = 1×10−9 y variando la
intensidad del ruido D. (b) Fijando la intensidad del ruido en D = 0,01N2

C2 s
y variando el tiempo de correlación τ .

Las gráficas de la figura (6.5) muestran que para el caso de ruido cuadráti
co, la birrefringencia inducida por el ruido puede ser hasta un 50 % de la in-
tŕınseca. A medida que aumentamos la intensidad del ruido y disminuimos el
tiempo de correlación ésta razón aumenta, sin embargo, esto no lo podemos
hacer de manera arbitraria, ya que se tienen restricciones sobre los paráme
tros del ruido. Los valores fijos que se tomaron en dicha gráfica, para Dc

y τ c, son tales que satisfacen las restricciones ya mencionadas y que hacen
que los efectos del ruido sean considerables.

Ahora mostraremos la gráfica de la razón entre la birrefringencia induci-
da por el acoplamiento entre el flujo hidrodinámico y el ruido cuadrático.

De la figura (6.6) observamos que la birrefringencia inducida por el
acoplamiento entre el flujo y el ruido puede ser hasta un 35 % de la in-
tŕınseca y aumenta si se aumenta el gradiente de presión.
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Figura 6.6: Razón entre la birrefringencia inducida por el acoplamiento entre
el ruido con el flujo y la intrinseca, para D = 0,01N2

C2 s, τ = 1 × 10−9s y
variando el gradiente de presión.

Por último mostramos la gráfica de la razón entre la birrefringencia in-
ducida por el ruido y la inducida por el flujo.
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Figura 6.7: Razón entre la birrefringencia inducida por el flujo y la inducida
por el ruido,para D = 0,01N2

C2 s, τ = 1 × 10−9s y variando el gradiente de
presión.

La gráfica de la figura (6.7) muestra que si el gradiente de presión dis-
minuye, la birrefringencia inducida por el ruido es mayor que la inducida
por el flujo. Sin embargo, si el gradiente de presión aumenta, dicha razón
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tiende a cero. En ese caso la inducida por el flujo es mucho mayor que la
inducida por el ruido.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Se propuso un modelo para estudiar la birrefringencia inducida por ruido
externo y flujo hidrodinámico en cristales ĺıquidos nemáticos. En este mo
delo se consideró como un primer caso, que la intensidad del campo eléctri-
co fluctúa, a parir de lo cual se obtiene una ecuación diferencial estocástica
inhomogénea con ruido lineal multiplicativo para el campo director. Para
resolver dicha ecuación se utilizó un método desarrollado por van Kampen, a
partir del cual se obtuvo una ecuación de Fokker-Planck para la distribución
de probabilidad del campo director. De esta ecuación se obtuvo su primero
y segundo momento, necesarios para obtener una expresión anaĺıtica para
la birrefringencia. Como un segundo caso se consideró que las fluctuaciones
ocurren en la magnitud del campo eléctrico; en este caso se obtiene una
ecuación diferencial estocástica inhomogénea con ruido cuadrático multi-
plicativo para el campo director. Para resolver esta ecuación se utilizó un
método desarrollado por San Miguel y Sancho, el cual proporciona una
ecuación de Fokker-Planck para la distribución de probabilidad del campo
director. A partir de esta ecuación se obtuvo su primero y segundo momento
y a partir de estos se obtiene la birrefringencia inducida.

La aportación principal de este trabajo fue deducir expresiones anaĺıticas
para la birrefringencia inducida por el ruido y por el flujo usando como
parámetro de control el campo eléctrico A.C. Para ambos tipos de ruido se
consideran los efectos del flujo hidrodinámico. En la literatura es muy común
considerar solamente fluctuaciones térmicas aditivas; en este sentido, en este
trabajo se generalizó esta situación al considerar ruido externo multiplica-
tivo, lo cual se obtiene directamente en las ecuaciones nematodinámicas
estocásticas. La introducción de fluctuaciones lleva el problema a un área
poco estudiada como son los procesos estocásticos multiplicativos.

Cabe señalar que, como se ha indicada de manera expĺıcita a lo largo
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del trabajo, el modelo tiene limitaciones, como la de acoplamiento mı́nimo.
Por tanto nuestra descripción es válida solo para las etapas tempranas del
proceso de reorientación.

Al comparar las diferentes contribuciones a la birrefringencia, se obtuvo
como resultado que en el caso de ruido lineal, la birrefringencia inducida por
el ruido es prácticamente inapreciable, mientras que la inducida por el flujo
puede ser mucho mayor que la birrefringencia intŕınseca. Esto tanto para
el caso en que el ruido blanco como el de ruido de color. Para el caso de
ruido cuadrático, se obtuvo que la birrefringencia inducida por el ruido es
considerable, llega a ser hasta el 50 % de la intŕınseca y aumenta a medida
que el tiempo de correlación disminuye, es decir, la birrefringencia aumenta
a medida que nos acercamos más al ĺımite de ruido blanco.

La birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el ruido y el flujo
es despreciable para el caso de ruido lineal, de color y blanco. Para el caso
de ruido cuadrático dicha birrefringencia es considerable y aumenta al au-
mentar el gradiente de presión y disminuir el tiempo de correlación. Éstas
son predicciones nuevas y susceptibles de comprobarse experimentalmente.
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[25] R. F. Rodŕıguez and J. A. Reyes, Mol. Cryst. Liq. Cryst. 282,287-
296(1996)
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