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Introduccion

El estudio de los cristales liquidos ha aumentado en los ultimos anos
debido al gran nimero de fenémenos 6pticos no lineales que presentan y a
las multiples aplicaciones tecnoldgicas que éstos han generado. Uno de los
fenémenos mas importantes para la comprensién de las propiedades opti-
cas no lineales en cristales liquidos lo constituye la transicién de Frederick-
sz optica (TFO), que fue observado por primera vez en 1980 [1, 2, 3, 4].
Este fenémeno se presenta cuando un haz laser polarizado incide sobre una
muestra de cristal liquido que inicialmente se encuentra en equilibrio ter-
modinamico y con una configuraciéon orientacional de sus moléculas conoci-
da, impuesta por las condiciones iniciales. El laser ejercera una torca sobre
las moléculas del cristal liquido la cual tiende a orientarlas en la direccion
del campo eléctrico, pero como el medio ejerce torcas elasticas sobre las
moléculas, que tienden a mantenerlas en su posicién original, habra una
competencia entre ambas torcas. A medida que la intensidad del laser au-
menta el sistema adquiere mas energia y la torca ejercida por el campo
optico también aumenta, volviéndose el sistema mas inestable. Si la intensi-
dad del campo 6ptico sobrepasa un cierto valor critico, entonces las torcas
eléctricas vencen a las elasticas y comienza el proceso de reorientacion en
la direccién del campo eléctrico. Este y otros fenémenos que se producen
por la interaccién entre cristales liquidos y radiacion electromagnética han
sido estudiados ampliamente en la literatura en gran medida debido a sus
multiples aplicaciones tecnolégicas [4].

La mayoria de los estudios sobre la interaccién de campos electromagnéti-
cos con cristales liquidos se realizan de manera determinista, es decir, no
consideran el ruido presente en dichos campos ni en las propiedades del
medio. Algunos de los escasos estudios que se han realizado considerando
fluctuaciones externas son: i) El estudio de los efectos producidos por un haz
laser que interacciona con un cristal liquido y en el que existen fluctuaciones
en la intensidad o en la amplitud del campo 6ptico [5, 6]. En este caso las
fluctuaciones entran en forma aditiva en las ecuaciones dindmicas. ii) La
propagacién de una onda electromagnética en un cristal liquido nematico,
cuyo tensor dieléctrico fluctia [7].

Una propiedad optica muy importante de los cristales liquidos es la bi-
rrefringencia, que consiste en la presencia de dos indices de refraccion, uno
en la direccién paralela al eje 6ptico y otro en la direcciéon perpendicular.
La fase nematica del cristal liquido, en la que las moléculas estan orientadas
espontaneamente en una cierta direccion preferencial, presenta una birrefrin-
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gencia intrinseca. En esta tesis estudiaremos la birrefringencia inducida en
el fluido por el ruido presente en la senal. Més precisamente, estudiamos
los efectos producidos por un campo eléctrico de baja frecuencia. En par-
ticular, estudiaremos la birrefringencia inducida por ruidos externos lineal
y cuadratico en presencia de efectos hidrodinamicos. Como un primer caso
se considera que la intensidad del campo eléctrico fluctia, lo cual da lugar
a una ecuacién diferencial estocastica con ruido lineal multiplicativo para la
amplitud de una de las componentes del campo director. Como un segundo
consideraremos que la magnitud del campo eléctrico fluctia, lo cual da lu-
gar a una ecuacién diferencial estocastica con ruido no lineal multiplicativo
para la misma componente del campo director. En ambos casos se toman
en cuenta los efectos hidrodinamicos generados por un gradiente de presion
externo.

Estructura de la tesis

La tesis esta dividida en 7 capitulos cuyos contenidos se describen a
continuacion:

Capitulo 1. De las caracteristicas generales de los cristales liquidos, en
este capitulo se describen solo aquellas que utilizaremos en esta tesis. Tam-
bién se discuten los efectos que sobre los cristales liquidos producen campos
eléctricos y magnéticos externos. Ademas, se obtiene la forma explicita de
la energia de distorsion eléstica.

Capitulo 2. Se presenta un resumen de la deduccién de las ecuaciones
nematodinamicas deterministas para un cristal liquido nematico. Basandose
en la deduccién de de Gennes [4, 8, 9]. Posteriormente se introducen fluctua-
ciones en éstas ecuaciones siguiendo el método desarrollado por San Miguel
y Sagués [10] y se obtienen las ecuaciones hidrodindmicas fluctuantes.

Capitulo 3. Se construye el modelo que se analizard en esta tesis y se
define la geometria que se estudiard. También obtenemos las ecuaciones
nematodinamicas fluctuantes para el modelo. Como un primer caso, se in-
troducen fluctuaciones en la intensidad del campo eléctrico. Esto genera una
ecuacion diferencial estocastica lineal con ruido multiplicativo para la am-
plitud de una componente del campo director. Se da una breve introduccion
sobre ecuaciones estocasticas y se explica uno de los métodos desarrollados
por van Kampen [11] para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones
diferenciales estocdsticas.
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Capitulo 4. Como se mencioné en la introduccién, una de las finalidades
de esta tesis es obtener una expresién analitica para la birrefringencia in-
ducida por el ruido y por el flujo hidrodinamico. Para este fin, es necesario
obtener el primero y segundo momento de la componente del campo direc-
tor que es afectada por el flujo hidrodinamico y por el ruido. Para obten-
er el primer momento aplicamos el método de van Kampen a la ecuaciéon
estocéastica para dicha componente. Para determinar el segundo momen-
to, primero obtenemos la ecuacién para la distribucién de probabilidad. A
partir de ella obtendremos una ecuacién de evolucién determinista para el
segundo momento y resolviendo esta se obtiene explicitamente para dicho
momento.

Capitulo 5. Se aplica un método desarrollado por San Miguel y Sancho
para tratar problemas con ruido externo cuadrético [12]. El método propor-
ciona una ecuacién de Fokker-Planck asociada a una ecuacién estocastica en
la que las fluctuaciones entran en forma cuadratica. También se construye la
ecuacion estocastica de amplitud con ruido cuadratico multiplicativo. Para
esto, consideramos como un segundo caso que la amplitud del campo eléctri-
co fluctia. A partir de la ecuacion de Fokker Planck se obtienen las ecua-
ciones de evolucién para el primero y segundo momento de la componente
del director afectada por las fluctuaciones y por el flujo hidrodinamico.

Capitulo 6. Se da una breve introduccion sobre la birrefringencia induci-
da en cristales liquidos nematicos. Se obtienen expresiones analiticas para
las diferentes contribuciones a la birrefringencia, a saber, la birrefringencia
intrinseca, la inducida por flujo, la inducida por ruido blanco lineal, la in-
ducida por ruido lineal de color y la inducida por ruido cuadratico. Ademas,
realizamos una comparacion entre las diferentes contribuciones a la birrefrin-
gencia con respecto a la intrinseca. De dicha comparacién obtuvimos que
la birrefringencia inducida por el flujo aumenta rapidamente al aumentar
el gradiente de presién externo. En el caso de ruido lineal, se obtuvo que
la birrefringencia inducida por el ruido es practicamente inapreciable, tanto
para ruido blanco como de color. En el caso de ruido cuadratico obtuvi-
mos que la birrefringencia inducida por el ruido es considerable y aumenta
a medida que el tiempo de correlacion disminuye; es decir, la birrefringen-
cia inducida por ruido cuadratico aumenta a medida que nos acercamos al
limite de ruido blanco. La importancia del estudio de los efectos del flujo
hidrodinamico y del ruido sobre la birrefringencia radica en que dichos efec-
tos pueden dar lugar a aplicaciones tecnologicas. Es importante senalar que
en este trabajo se encontraron resultados originales y que actualmente hay
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muy poca literatura respecto a la consideracién de ruido multiplicativo en
campos externos aplicados a una muestra de cristal liquido.

Capitulo 7. En este capitulo se discuten las conclusiones de nuestro tra-
bajo, las predicciones especificas de la tesis, asi como las limitaciones del
modelo.



Capitulo 1

Cristales Liquidos

En este capitulo se describen algunas caracteristicas generales de los
cristales liquidos, composicién quimica, clasificacién y los efectos que sobre
éstos producen diversos tipos de campos externos, eléctricos y magnéticos,
o flujos. Ademas, se obtendra la forma explicita de la energia libre de dis-
torsion elastica.

1.1. Propiedades generales

La diferencia entre sélidos cristalinos y liquidos, es que las moléculas en
un cristal se encuentran ordenadas mientras que en un liquido no lo estén.
El orden en un sélido es usualmente tanto posicional como orientacional, es
decir, las moléculas se encuentran condicionadas a ocupar lugares especifi-
cos de la red, alrededor de los cuales vibran y a que sus ejes moleculares
apunten en ciertas direcciones especificas. Mas atn, en los llamados solidos
cristalinos, los grupos moleculares se repiten periédicamente y todos estan
orientados en la misma direccién. En cambio, las moléculas en los liquidos
se difunden de forma aleatoria y la direccién de sus ejes moleculares varian
aleatoriamente. Sin embargo, existen fases con mayor orden que los liqui-
dos ordinarios pero con menor orden que un cristal tipico. Estas fases son
llamadas cristales liquidos, debido a que presentan propiedades asociadas
tanto a liquidos como a cristales. En resumen, lo que distingue a una fase
de otra es la cantidad de orden que poseen las moléculas del material.

Las moléculas en el cristal liquido se difunden de forma muy parecida a
como lo hacen en un cristal liquido isotrépico, pero al hacerlo preservan el



orden orientacional, y en algunos casos, el orden posicional en una o dos dire-
cciones. La cantidad de orden en un cristal liquido es muy pequeno relativo al
de un cristal. Sin embargo, debido a este pequeno orden, los cristales liquidos
presentan propiedades mecdnicas y electromagnéticas tipicas de los sélidos.
Un cristal liquido puede exhibir varias fases termodinamicas dependiendo
del grado de orden que presente. La mas sencilla es la fase nemaética en la
cual el cristal liquido sélo presenta orden orientacional en sus moléculas;
en esta fase los ejes moleculares tienden a orientarse, en promedio, en una
direccién preferencial mientras se difunden a través de la muestra. Este orden
destruye la isotropia de los liquidos, lo cual se manifiesta en las propiedades
elasticas, eléctricas, magnéticas y opticas del cristal.

1.2. Estructura quimica

La gran mayoria de las moléculas de sustancias liquido cristalinas poseen
una estructura como la mostrada en la figura 1.1, constituida por:

D
Figura 1.1: Estructura quimica de una molécula tipica de cristal liquido, la

cual consta de sistemas anillados (generalmente de benceno), grupos A y C,
puente B y cadenas laterales D.

a) uno o mas sistemas anillados arométicos (generalmente de benceno),
que son altamente polarizables e intervienen en la formacion de la estructura
molecular;

b) grupos terminales A y C, los cuales a medida que aumenta su longitud,
refuerzan la anisotropia de la molécula, incrementando la estabilidad del
cristal liquido;

¢) grupos puentes o de escalonamiento B, que de acuerdo a la manera en
que se enlazan con los sistemas anillados determinan la forma de la molécula,
asi como la flexibilidad y la polarizabilidad de la misma; y

d) cadenas laterales D, que generalmente ensanchan a la molécula evi-
tando que experimente atracciones laterales con otras moléculas, y si llegan



a ser muy largas disminuyen la anisotropia de ésta, ocasionando un decre-
mento en la estabilidad del cristal liquido.

La descripcién anterior, corresponde a moléculas en la que al estar sus sis-
temas anillados eslabonados con los grupos terminales y cadenas laterales de
la manera descrita, presentan una forma alargada, como barra, denominada
calamitica; sin embargo, también puede ocurrir que los sistemas anillados
al enlazarse con los grupos terminales y sobre todo con cadenas laterales
desordenadas [9, 13, 14] , den lugar a una estructura molecular plana, en
forma de disco, llamada discética (ver figura 1.2). Las moléculas discoticas
generalmente estan constituidas por cadenas laterales largas.

i -

Figura 1.2: Estructura de las moléculas mesogénicas. a) Calamiticas b)
Discéticas. El vector n indica la orientacién promedio de las ejes largos
de las moléculas.

Estas unidades quimicas pueden constituirse por moléculas orgédnicas
pequenas o largas, asi como por estructuras moleculares complejas. Las
moléculas organicas pequenas son calamiticas, sus dimensiones son de unos
20 A de longitud por 5 A de ancho. Ejemplos tipicos son: el azoxianisol-p
(PAA) y la butilanilina-p (MBBA). Las moléculas largas existen en forma
natural (DNA, virus mosaico del tabaco) o se obtienen artificialmente por
medio de fibras plasticas flotando en agua, asi como polipéptidos sintéticos
disueltos en ciertos solventes. Las dimensiones de estas moléculas que tam-
bién son caldmiticas pueden variar desde unos 300A de largo 20A de ancho
para los polipéptidos sintéticos, hasta 3000A de largo y 200A de ancho para
el virus mosaico del tabaco.

También dan lugar a mesofases las estructuras complejas de moléculas,
como los sistemas de agua-jabdn, en donde los aniones alifaticos (C'Hs —
[CHj),—o — COy) y iones positivos (Na™, KT, NH,) se ordenan formando
cadenas . Cada cadena en solucién, no constituye por si misma un cristal

La parte polar (CO; ) tiende a estar en contacto con el agua, mientras que la parte
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liquido, sin embargo cuando se forman ciimulos de cadenas, entonces estos
pueden adoptar la forma de una “varilla” o de “disco” constituyendo asi las

unidades estructurales que darén lugar al compuesto mesogénico (ver fig.
1.3).

Moléculas

apfifilim\fM:
s >
T >

H,O
a) b)

Figura 1.3: Ejemplos tipicos de agregados moleculares complejos que dan
lugar a compuestos mesogénicos. Estos constituyen a) columnas b)capas.

1.3. Clasificacion

Dependiendo de su estructura molecular, los cristales liquidos pueden
poseer una o mas mesofases antes de transformarse en un liquido isotrépi-
co o en un solido cristalino. Las transiciones de estos estados intermedios
pueden producirse, ya sea por variaciones en la temperatura, o por la in-
fluencia de solventes. Dada la dependencia que presentan con los parame
tros fisicos senalados con anterioridad, se clasifica a los cristales liquidos
como: termotrdpicos, si sus cambios de fase estan gobernados por la tem-
peratura, o en liotropicos si dichos cambios dependen de sus concentra-
ciones al mezclarse con algin solvente. Los cristales liquidos constituidos
por moléculas calamiticas son los mas comunes y los més conocidos®. Sus
moléculas que interactian entre si, dan lugar a estructuras ordenadas que
de acuerdo a la nomenclatura de Friedel [16], pueden clasificarse en tres
tipos; nematicos, esmécticos y colestéricos. Las primeras sustancias liquido
cristalinas con moléculas en forma de disco fueron preparadas e identificadas
recientemente®, y desde entonces un gran ntimero de compuestos discéticos

apolar la evita.

2Existen cerca de 20000 compuestos de esta clase, 15000 estan compilados en tablas
[21].

3En 1977 fueron obtenidas por primera vez por cientificos de la India
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se han sintetizado. Estructuralmente, la mayor parte de ellas pertenecen
a dos categorfas: columnar y nemadtica [9]. La fase columnar en su forma
mas simple consiste de discos apilados en forma no peridédica, que dan lu-
gar a columnas que constituyen una malla o red bidimensional; ademas, un
numero de variantes de estd estructura han sido identificados como: hexago-
nales, rectangulares, inclinadas, etc. Por otra parte, la fase nemética esta de-
terminada por el hecho de que el eje perpendicular al plano de cada molécula
discética tiende a orientarse en promedio, en una direccién especifica; por
lo tanto, poseen orden orientacional de largo alcance, aunque carecen de
orden traslacional del mismo tipo. Finalmente, cabe mencionar que se han
identificado también fases colestéricas y esmécticas de los mismos [9].

1.3.1. Termotropicos

Son los cristales liquidos mas ampliamente utilizados y extensamente
estudiados. Exhiben varias fases liquido cistalinas como funcion de la tem-
peratura. Si bien la forma de sus moléculas es bastante complicada, puede
considerarse como calamiticas o discoticas.

Nematicos

La fase nematica poseé orden de largo alcance en la orientacion de sus
moléculas? y al mismo tiempo desorden en la posicién de los centros de masa
de las mismas. Ademas, sus moléculas se mueven en direccién paralela a sus
ejes largos, caractaristica que le permite al nematico fluir como un liquido
ordinario isotrépico °; pero al estar espontdneamente orientadas con sus ejes
largos® aproximadamente paralelos, estos fijan una direccién macroscépica
preferencial. Dicha direccién se describe por un vector unitario n que indica
la orientacién promedio de alineacién de las moléculas (ver Fig. 1.4).

La polarizacién a lo largo de n es nula, debido a que el nimero de
moléculas con momento dipolar permanente en una direcciéon es igual, en
promedio, al nimero de moléculas con momento dipolar permanente en
direccién opuesta, por lo que los estados n y —n son indistinguibles en
ausencia de algin campo externo.

4En comparacién con las otras dos mesofases, esta es la méas desordenada

SPara un nemético tipico tal como el PAA la viscosidad es del orden de 0.1 Poise,
mientras que la del agua a temperatura ambiente es del orden de 10~2 Poise.

6Se considera como el eje largo de la molécula, aquel en el cual ésta presenta su menor
momento de inercia al girar.
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Figura 1.4: Arreglo estructural de las moléculas de un nemético. El vector
n indica la direccién preferencial de alineacién esponténea de las moléculas.

Las caracteristicas Opticas de esta mesofase corresponden a las de un
medio uniaxial con eje 6ptico paralelo al vector director, alrededor del cual
existe simetria rotacional. Esto se refleja notablemente en propiedades épti-
cas como la birrefringencia.

Cabe senalar que el tipo de moléculas que constituyen esta fase general-
mente son Opticamente inactivas y su imagen especular se superpone en si
misma (moléculas aquirales). Es decir, si hacemos incidir un rayo de luz
polarizado linealmente sobre el nematico no hay una rotaciéon de dicha po-
larizacién. Sin embargo, el nematico puede estar constituido por un sistema
de moléculas 6pticamente activas y su imagen especular no es superponible
en si misma (moléculas quirales). Esto es, provocan una rotacién en la pola
rizacion lineal de la luz que incide sobre ella. En este caso se tienen la misma
cantidad de moléculas izquierdas que derechas, es decir con moléculas con
los mismos grupos quimicos, pero con diferente disposicion espacial. Para
aclarar esta idea, consideremos nuestras manos, derecha e izquierda, ambas
tienen por decirlo de alguna forma los mismos dedos (grupos quimicos), pero
la disposicion espacial de dedos en la mano izquierda es diferente a la de la
mano derecha.

Colestéricos

Localmente, los cristales liquidos colestéricos son muy parecidos a los
nematicos. En estos, las moléculas tampoco poseen orden en la posicion y al
igual que en los nematicos tienden a orientarse a lo largo de una direccion
comun, representada por el director n. Sin embargo, en este caso 1 no es
un vector constante en el espacio, sino que de manera espontanea tiende a
describir una hélice en torno a un eje, como se muestra en la figura 1.5.

Tomando el eje de la hélice a lo largo del eje z, i se puede escribir como
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Figura 1.5: Arreglo estructural de las moléculas en la fase colestérica.

2wz 2z

Ny = COS(T + @), ny = sen( T b), m, =0, (1.1)

donde ¢, es una constante y L es la distancia a lo largo del eje z en la cual
n da un giro de 27 radianes. L es el paso de la hélice y es una caracteristica
importante del coloestérico; los valores tipicos de L son de 30004 y en
consecuencia son mucho mayores que las dimensiones moleculares.

Esta estructura helicoidal da lugar a fenémenos épticos bastante in-
teresantes, por ejemplo, la actividad 6ptica que presentan los colestéricos.
Fenomeno en el que el poder rotatorio es miles de veces mayor que el de las
sustancias 6pticas activas ordinarias como la glucosa. Ademas, el paso de la
hélice puede variar por la acciéon de agentes externos como la temperatura
y la presion. Esto se manifiesta a simple vista, ya que el paso es del orden
de la longitud de onda en el visible, por lo que éstas variaciones producen
cambios en la coloracién o en la textura del cristal liquido [8].

La fase colestérica fue descubierta en materiales derivados del colesterol
de ahi proviene su nombre. Sin embargo, hoy en dia se conocen muchos
compuestos que exhiben esta fase y que no guardan ninguna relacion con el
colesterol, asi que el nombre utilizado para distinguirla no resulta del todo
apropiado. Un nombre mas satisfactorio es el de fase nemdtica quiral y en
la literatura éste se utiliza con la misma frecuencia que el primero.

Esmeécticos

Los cristales liquidos esmécticos se caracterizan por poseer orden orien-
tacional y también cierta cantidad de orden posicional. En realidad, son mas
de una las fases esmécticas, las cuales se designan como esméctico A, B, C,
etc.,obedeciendo el orden cronoldgico en el que fueron descubiertas.

En un esméctico las moléculas se distribuyen en planos, en cada uno de
los cuales tienen una orientacion comin, de ahi proviene su orden orienta-



cional y su orden posicional en una dimensién. Los planos estdn separados
entre si por ciertas distancias especificas, las cuales pueden determinarse
experimentalmente por difraccién de rayos x, y dentro de ellos las molécu-
las pueden viajar libremente, manteniendo su orientacion promedio. Cada
plano es entonces una especie de cristal liquido nematico bidimensional.

Las posibles orientaciones que adoptan las moléculas en los planos de
un esméctico, dan lugar a las distintas variaciones de esta fase. Entre ellas
mencionaremos dos, a saber, los esmécticos A y los esmécticos C.

La configuracién de los esmécticos A se muestra en la figura 1.6 . En ella
aparece un corte de la muestra perpendicular a los planos del esméctico. En
cada uno de éstos las moléculas estan orientadas en promedio en la direcciéon
perpendicular a los mismos.

Esméctico A Densidad

Figura 1.6: Configuracion de la fase esméctica A.

El orden posicional de la fase esméctica A puede caracterizarse mediante
la densidad de masa medida como funcién de la posicion a lo largo del eje
perpendicular a los planos. Tal como se muestra en la figura, esta densidad
varia de manera peridédica, con un periodo igual a la distancia que separa
los planos del esméctico.

Mientras que el nematico es invariante ante una translacién arbitraria,
un esméctico es invariante s6lo ante un nimero discreto de translaciones,
determinadas por la distancia de separacion entre los planos.

La figura 1.7 muestra la distribucién de las moléculas en la fase esméctica
C. Dicha figura también representa un corte en la direccién perpendicular
a los planos y segin puede apreciarse, existe una gran semejanza en la
distribucion molecular entre los esmécticos A y los C, sélo que en estos
ultimos las moléculas no se orientan en la direccion normal a los planos,
sino que lo hacen en torno a un eje que forma un cierto angulo ¢ con ella.
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Esmeéctico C

Figura 1.7: Estructura de la fase Esméctica C.

1.3.2. Liotrépicos

Son cristales liquidos producidos mediante la mezcla de concentraciones
adecuadas de dos 0 mas sustancias. Los sistemas més comunes que se utilizan
en su elaboracién, son aquellos formados por moléculas amfifilicas tales como
el jabon o los fosfolipidos al ser mezclados con agua como solvente [4, 9, 17].

Si una pequena cantidad de material anfifilico se mezcla con agua, sus
moléculas comienzan a agruparse para formar estructuras esféricas (micelas
o vesiculas). Al aumentar la cantidad de dicho material (usualmente en
la vecindad del 50 %), se alcanza un punto en el que las miscelas o las
visiculas forman estructuras mas grandes y alargadas, las cuales se agrupan
con sus ejes mayores de simetria practicamente paralelos entre si, para cons-
truir un cilindro de seccién hexagonal (fenémeno al que se le denomina fase
hexagonal). Otra estructura comin que se forma a mayores concentraciones
es la lamelar, que consiste en la agrupacion de las moléculas amfifilicas
en bicapas planas separadas por agua. Este tipo de cristales liquidos, son
muy abundantes en la naturaleza y practicamente ubicuos en los sistemas
vivientes[17].

1.4. Energia de distorsion elastica

En esta seccion se obtendra la forma explicita de la funcional de energia
libre de Helmholtz para las distorsiones elasticas que presenta el nematico.
La energia libre de Helmholtz se utiliza debido a que procesos de reo-
rientacion de la muestra de cristal liquido que estudiaremos ocurren a una
temperatura, volumen y niimero de particulas constantes.

Si se considera una muestra de cristal liquido ligeramente distorsionada,
a/l > 1, a es una dimensién molecular tipica y [ es la dimensién de la
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muestra, el estado de distorsién local esta descrito por 7 (7") y sus gradi-
entes. Entonces, bajo las siguientes suposiciones es posible obtener la forma
explicita de la energfa libre de Helmholz asociada Fy [8]:

1. Las variaciones de n’ son lentas a escala molecular, i. e. aV'n < 1.

2. Las tunicas fuerzas intermoleculares de importancia son de corto al-
cance. Con estas hipdtesis se desarrolla la energia libre de distorsién F,; como

. . . — > ’ , .
una serie de potencias en los gradientes de 7 (7") en la cudl sélo se consi-
deraran hasta términos de segundo orden. Para construir este desarrollo es
necesario considerar que:

— — — . . . .
a) F; debe ser par en 7', ya que los estados 7'y — 7 son indistinguibles.
, . . — .

b) Los términos lineales en V7' no se consideran, ya que F; debe ser
invariante ante rotaciones de cuerpo rigido.

7 . . —_

c) Los términos en F,; que tienen la forma V - ' se descartan, ya que
estos términos contribuyen a la densidad de energia superficial cuando se
integran y en éste trabajo se consideran las condiciones de frontera dadas.

3 7 7 . — .
Por lo tanto, F, sélo contendra términos del orden de (V7)?, siendo
— — — — — s ‘ . .
(V-m), (0 -rotn), (W x rotn’) los dnicos términos que satisfacen las
condiciones mencionadas arriba. De esta forma la densidad de energia de
distorsién eldstica, también llamada energia de Frank [18], es

Fd:/fdd?, (1.2)
174

donde V es el volumen ocupado por el nemético y f; estd dada por [9] [8]
[42]

1 — 1 — — 1 — —
fdziKl(V.n)2+§K2(n-Vxn)2—|—§K3(n><V><n)2. (1'3)

K, K, y K3 son las constantes elasticas asociadas con las deformaciones de
despliegue (splay), torsién (twist) y encorvadura (blend), respectivamente,
Y €app s el tensor de Levi-Civita. Cominmente sus érdenes de magnitud
son de 1077 dinas, y para la mayoria de los neméticos K3 es la constante
mayor como resultado de la forma calamitica de sus moléculas.

El aspecto fisico de un cristal liquido es muy parecido al de un fluido
ordinario. Por ejemplo, para un nematico tipico como el PAA la viscosidad
es de 0.1 poise, mientras que para el agua a temperatura ambiente es de
0.01 poise. Cabe senalar que las deformaciones splay y bend necesariamente
involucran flujos del cristal liquido contrariamente a la deformacion twist
(ver fig. 1.8).
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Figura 1.8: Deformaciones bésicas en un nematico

1.5. Efectos de campos externos

1.5.1. Efectos de campo magnéticos estatico

Las moléculas organicas que constituyen al nematico son diamagnéticas,
siendo el diamagnetismo mas intenso debido a los anillos de benceno de la
molécula. Estos generan una corriente al sentir la presencia de un campo
magnético H normal a su plano, de tal forma que el flujo magnético a través
de ellos se reduzca, lo que implica que la energia del sistema aumenta. Por
otro lado, si H es paralelo a los anillos, no existe flujo a través de ellos vy,
por tanto, no se induce ninguna corriente, por lo que la energia del sistema
se mantiene inalterada.

El efecto del campo magnético sobre el cristal liquido es inducir una
torca, de tal forma que la molécula tienda a alinearse en una direccion en
la cual H esté contenido en el plano de los anillos y ,por tanto, la energia
sea minima.

Las moléculas tipicas del nematico contienen al vector director 7 en el
plano de los anillos, minimizédndose la energia cuando 7, que coincide con el
eje Optico, es paralelo al campo H.

La magnetizacién M inducida por el campo magnético estético H , para
medios anisotropicos esta dada por

M=% -H (1.4)

donde % es el tensor de susceptibilidad magnética. En el caso particular
de un nemético (medio uniaxial) el tensor esta dado por:

1
Xij = X10i5 + Xa(nin; — §5ij), (1.5)

11



en donde x, = x| — x . es la susceptibilidad magnética anisotrépica, que ge
neralmente es positiva;x; y x, son las susceptibilidades magnéticas paralela
y perpendicular a 77, respectivamente.

Asi, la magnetizacién inducida en el nematico estd dada por:

M =y H + x, (i - 7). (1.6)

La contribucién a la densidad de energia libre de Helmholtz debido al
acoplamiento entre 77 y un campo magnético estatico H es entonces,

2 2

El primer término es independiente de la orientacién y por tanto se
omitira. Entonces la contribucién a la energia libre de Helmholtz esta dado
por

H — — 1 1 yd
fu = _/ M-dH = —Sx H = 5x, (it H)*. (1.7)
0

1 .
FH:——/dFXa(ﬁ-H)Q. (1.8)
2 Jv

Nétese que para x, > 0 la energia se minimiza cuando 71 es colineal con

—

H.
Finalmente la expresién para la torca magnética por cm? ejercida sobre
el nematico es:

Tpy=MxH=y,(ii-H)ixH. (1.9)

1.5.2. Efectos de campo eléctrico

Si se considera el caso de nematicos aislantes, entonces el acoplamiento
del nemético con el campo eléctrico estatico involucra dos procesos dife-
rentes: uno es la anisotropia de la constante dieléctrica con consecuencias
similares a las del campo magnético, y el otro corresponde a la polarizaciéon
dieléctrica inducida por distorsiones elasticas. Sélo se considerara el primer
caso.

En general para un campo eléctrico aplicado (de, baja frecuencia u 6pti-
o), el desplazamiento eléctrico D puede expresarse como

D=c,E +¢e,(it- E)it, (1.10)

en donde ¢, = ¢ — ¢, es la anisotropia dieléctrica que puede ser positi-
va o negativa dependiendo de la estructura quimica de las moléculas [4];

12



€| y €. son las susceptibilidades dieléctricas paralela y perpendicular a 7,
respectivamente. Por ejemplo, si cada molécula tiene un momento dipolar
permanente paralelo a su eje largo, el dipolo se orienta en la direccién de E ,
cuando ¢, > 0. Por otro lado, si el momento dipolar es normal al eje largo
de las moléculas se tiene que ¢, < 0 y 7 se orienta perpendicular al campo
E.

La densidad de energia de interaccion eléctrica es por lo tanto,

E
foe -t [ Bodf=—Lpr_ faum. fe (1.11)
dr J, 8T 8m

En unidades cgs, (en unidades SI , fp = —SE* — (i - E)?). Nétese
que el primer término de (1.11) no es de interés, ya que no acopla al cam-
po con el director, el segundo muestra que 7 se alinea con E sig, > 0,
0 perpendicularmente si g, < 0.

13



Capitulo 2

Nematodinamica Estocastica

En este capitulo se presenta un resumen de la deduccién de las ecuaciones
hidrodinamicas para un cristal liquido nematico. Se obtienen las ecuaciones
nematodinamicas deterministas, basandose en la deduccion variacional de
de Gennes [8] y se introduce en éstas fluctuaciones térmicas, siguiendo el
método desarrollado por San Miguel y Sagués [10].

2.1.Ecuaciones nematodinamicas deterministas

Existen diferentes niveles de descripcion tedrica de los cristales liquidos
neméticos [8, 9, 19, 20, 21, 22, 23|. En particular, esta descripcién puede
hacerse fenomenolégicamente, como lo hace de Gennes [§8], o a un nivel mi-
croscépico utilizando el formalismo de Maeir—Saupe [22]. En este trabajo se
adopta el formalismo de Gennes, en el que se considera al cristal liquido co-
mo un medio continuo, para el que se formulan ecuaciones de conservacién y
ecuaciones para las variables lentas que surgen del rompimiento espontéaneo
de simetria, como el campo director. Se proponen relaciones constitutivas
y con ellas se construye un conjunto completo de ecuaciones hidrodinami-
cas. Otro enfoque adopta el punto de vista de la termodinamica irreversible
lineal (TIL) [8]. En este se considera a los procesos dindmicos que ocurren
en los cristales liquidos como procesos irreversibles y se utiliza un método
variacional para deducir ecuaciones de movimiento para las variables de es-
tado relevantes. Este punto de vista sera el que se adopte a lo largo del
presente capitulo.

La conformacion ideal de un nematico, esto es, el estado de minima
energia, supone que todas las moléculas estan alineadas a lo largo de una
cierta direccién comun 7, la cual no presenta variaciones espaciales. Sin
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embargo, esta configuracién no es compatible con las constricciones que
imponen agentes externos como las fronteras, que confinan al nematico o los
campos externos que interactian con él, ya que estos producen distorsiones
en el estado de alineacion de las moléculas elevando la energia, por lo que
7 presenta variaciones espaciales, convirtiéndose en una funcién de punto.

Las observaciones experimentales muestran que la magnitud de las dis-
torsiones (I > 1um) son mucho mayores que las dimensiones moleculares
(a ~ 20%1), por lo que es posible describir al sistema como un medio con-
tinuo en el cual se ignoran los detalles de la estructura molecular. Asi las
distorsiones se describen por medio de un campo vectorial 7' (7"), de magni-
tud unitaria, n? = 1, que describe la orientacién promedio de los ejes largos
de las moléculas que constituyen al cristal liquido. Si ademaés, se supone que
las variaciones de 7 son pequefias en una escala macroscépica, pero lentas
comparadas con tiempos moleculares tipicos, entonces 7 (7,t) serd una
variable hidrodindmica local.

De esta forma la deduccion de las ecuaciones hidrodindmicas del cristal
liquido puede realizarse a partir de la termodinamica irreversible lineal, en
donde las distorsiones inducidas por las fronteras o por campos externos se
visualizan como procesos irreversibles e isotérmicos lineales, de esta forma,
los procesos de reorientacién de las moléculas del cristal liquido ocurriran a
temperatura, volumen y nimero de particulas, constantes.

Con la interpretacion anterior y bajo la hipdtesis de equilibrio local, es
posible construir un potencial termodinamico. El potencial térmodinamico
mas adecuado es la energia libre de Helmholtz, ya que sus variables natu-
rales son precisamente la temperatura, el volumen y el numero de particulas,
razon por la cual en la seccién (1.4) se dedujo la energia de distorsién elasti-
ca. A partir de éste potencial se extrae la informacién dinamica.

Como primer paso en esta deduccién sera necesario establecer las condi-
ciones bajo las cuales el cristal liquido se encuentra en equilibrio termodinami-
co y posteriormente se utilizara la metodologia de TIL para deducir la forma
explicita de las ecuaciones nematodinamicas.

2.1.1. Condicién de equilibrio termodinamico

El punto de partida es la funcional de energia libre de Helmholtz F', la
cual es funcién del campo director y de sus derivadas espaciales

F(ng,0sng) = %/Vdf f(na, Osna) (2.1)

en donde V' es el volumen ocupado por el neméatico y f la densidad de
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energia libre y Ogn, = 2"73 cona,3=1,2,3.
La condicion de equilibrio se obtiene exigiendo que la variacional de F

sea nula, es decir,

§F = 0. (2.2)

Pero la funcional de F' varia tanto por rotaciones de 77, como por los
desplazamientos de las centros de gravedad de las moléculas que constituyen
el cristal liquido. Primero se obtendra la condicién de equilibrio para las
rotaciones de 77 sin que excitan desplazamientos y sujeta a la condicion de
simetria inherente a la fase nematica la cual esta dada por

n? = 1. (2.3)

Ya que F' esta sujeta a la constriccion anterior, para realizar la variacion
indicada en (2.2 ) serd necesario emplear el método de multiplicadores
de Lagrange [24]. En este método la constriccién se toma en cuenta de la
siguiente forma

1
/d 7 f(na, Ogng) — §/d 7 A7 (7)) = extremo minimo, (2.4)

en donde A(7") es el coeficiente indeterminado de Lagrange.
Si ahora se calcula la variacion de la ecuacidén anterior se obtiene

(5/d F F(na, Dpna) = /d FAF Y - o, (2.5)

Pero la variacién de F' dada por el miembro izquierdo de a ecuacion
(2.5), se puede rescribir como [24]

. L Of of
= — _— 2.
5/(1 7 f(na, Ogng) /d r an; ong + qud(aanﬁ)} (2.6)
en donde se ha definido
9op = 8anﬁ.

Integrando la ecuacién (2.6) por partes y despreciando los términos
superficiales, ya que sélo se consideran las propiedades volumétricas del
nematico, se tiene

5/dff(na,aﬁna):/df{af

ang B

of
agag

0 (L VY omg. (2.7)
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Al sustituir ésta ecuacién en la ecuacién (2.5), se obtiene entonces la
condicion de equilibrio termodinamico, es decir,

) = —A(F)ns. (2.8)

A h se le llama “campo molecular”, y la condicién (2.8) asegura que en
equilibrio termodinamico y en ausencia de desplazamientos moleculares, el
campo molecular A debe ser paralelo a 7.

Ahora se consideraran las variaciones de F' debidas a desplazamientos
de los centros de gravedad de las moléculas que mantienen fija la direccién
de 7i. Sea () el desplazamiento del punto del punto 7 al punto 7, o sea,

7 =7+ u(r). (2.9)
Ya que la direccién de 7 no cambia, se cumple que
i (7)) = n(r + a) = 71(r). (2.10)

Por otra parte, 7i/(7) se relaciona con 7i(7) por medio de

on! on!
e 37“7, (2.11)
87‘5 or, 87“5
con a a
"o U2 S0 — Ot (2.12)

; — Yap — /
ory ory
en donde se ha utilizado la notacién 0z = %. Entonces, si los desplaza-
mientos son pequenos, a primer orden de u se tiene que
/
8n7 8717

Ty Py 2
o, org Oany 0t + O(u”). (2.13)

Para el analisis siguiente deben considerarse explicitamente los términos
de la energia libre de Helmholtz F' que contribuyen a la variacién producida
por los desplazamientos moleculares. F' contiene, en general, diferentes con-
tribuciones como son: la energia libre de distorsion elastica F; = fv dr fq
(energia de Frank [8]) con f; dada por la ecuacién (1.3); la energia debida
al acoplamiento con un campo electromagnético externo F, = fv dr f., con
fe dada por la ecuacién (1.11) y la contribucién gravitacional . Esta dltima
contribucion no se considerara en lo sucesivo.
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Ahora bien, si el campo eléctrico es espacialmente homogéneo sélo pro-
duce rotaciones del vector 7 ! y no afectan la variacién de la energfa libre
cuando se consideran desplazamientos moleculares. Entonces, al calcular la
variacion de F' con respecto a traslaciones de moléculas, la contribucion de
la energia de acoplamiento con el campo eléctrico no contribuye y por tanto,
s6lo debe considerarse la contribucién de la energia de distorsion Fy.

La variacién de la energia de distorsion se obtiene sustituyendo en la
ecuacién (2.7) la densidad de energia libre f; dada por la ecuacién (1.3). Ya
que 71 esta fija, el primer término de la ecuacién (2.7) no contribuye y por
tanto la variacion de la energia de distorsién sélo depende de las derivadas
espaciales de 71, es decir,

., Ofq
oF :/draa —_—
=] (Ggag)

Sustituyendo la ecuacion (2.13) en la ecuacién anterior, se tiene

on! on., . 0fyq
0F; = / di{ —L — —~ = / drm gy (—0an~ ) (05ty), 2.14
d v { 87"/6 arﬁ }agaﬁ v ﬁ'Y( 'Y)( 8 ) ( )
en donde se ha definido of
T = 5 dﬂ. (2.15)

Maés aun, si se define el tensor de esfuerzos de distorsion 0%7 como
d
05, = —T3,0aM, (2.16)

la ecuacién (2.14) se rescribe como
§F; = /V dF 0 Opuq. (2.17)

A partir de esta ecuacion la condicién de equilibrio termodindmico, 6 F' =
0, asociada con desplazamientos moleculares, se obtiene en forma analoga
a la condicién dada por la ecuacion (2.8), sélo que ahora la condicién que
debe satisfacer es la de incompresibilidad del nemétco,

V- =0. (2.18)

Ya que las moléculas del cristal liquido son eléctricamente neutras, estas no se des-
plazan por la accién del campo.
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Asi, la variacién de F' debida a desplazamientos de las moléculas se
obtiene tnicamente de la contribucién de la energia de distorsiéon F 'y
resulta ser

oF = /Vch7 afh@gua, (2.19)
en donde se ha introducido el tensor de esfuerzos de Ericksen definido como
oG, = 0’737 —q(T)dup. (2.20)

Aqui ¢(7) es el multiplicador de Lagrange asociado con la constriccién
(2.18) y se identifica con la presién hidrostética.

La variacion total de la energia libre de Helmholtz debida a ambos efectos
se obtiene entonces sumando las ecuaciones (2.7) y (2.19),

OF = / di" {0,05Ua — hy.0n, . (2.21)
1%

Para expresar este resultado de manera mas conveniente, se integra por
partes el primer término y se desprecian los términos superficiales. Debe
mencionarse que estos términos contribuyen a los cambios en la energia libre
cuando 7@ cambia en la frontera debido a desplazamientos de las paredes,
pero no cuando se utilizan condiciones de frontera de anclaje fuerte para 7.
De esta forma se obtiene que

0F = / df'{—uoﬁgafh — hg.0na} (2.22)
1%

Es necesario enfatizar que h est4 definido en forma general por la ecuacion
(2.8). Sin embargo, la forma explicita de la densidad de energia libre f de-
pende de la situacion particular bajo estudio. En este caso se han conside-
rado explicitamente las contribuciones asociadas con la energia de Frank y
la energia de acoplamiento con un campo eléctrico externo, dadas. Entonces
el campo molecular adquiere la forma

afd €a
5_m + 8—71_(TZ(JZ.E&)E7 (2.23)

en donde ¢, es la anisotropia dieléctrica definida como ¢, = ¢, — €.

hy = Oympy —

El primer término del miembro derecho de la ecuacién (2.21) se identifica
con la fuerza volumétrica de la muestra, ¢, = 030%,, y la ecuacién se
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interpreta entonces como el trabajo efectuado sobre el nemético por las
paredes cuando estas se desplazan por u, sin que 77 cambie de orientacién
en la frontera.

Hasta este momento sélo se ha discutido la condicién de equilibrio ter-
modinamico sin tomar en cuenta los procesos dinamicos. En la siguiente
seccion se consideran dichos procesos y se deducen las ecuaciones dinamicas
del nematico.

2.2. Formulacion estocastica

En esta seccion se describe la formulacion estocastica de las ecuaciones
nematodindmicas realizada por San Miguel y Sagués. Esta formulacién se
basa en ideas de la termodindmica fuera de equilibrio y el efecto de las
fluctuaciones térmicas en la hidrodinamica de cristales liquidos puede ser
introducido en las ecuaciones dindmicas a través de un modelo de Ginzburg-
Landau generalizado y dependiente del tiempo (TDGL). Este tipo de mode-
lo ha sido utilizado para estudiar la dinamica critica asi como la dinami-
ca de transiciones de fase. El modelo proporciona ecuaciones dinamicas de
Langevin las cuales incorporan los procesos basicos reversibles asi como
procesos disipativos.

Dado el conjunto de variables relevantes del sistema ¢, (7, t) y la funcional
de energia libre F[¢(7,t)], las ecuaciones de Langevin tienen la siguiente
forma general:

. oF .
O (7, t) = Vi(o) — ﬁﬁ% + (7, t) (2.24)
los términos V;(¢) y —Cij%ﬁ] son las contribuciones disipativas y no disi-

pativas a la dindamica de ¢,(7,t) respectivamente. L es la matriz de coe-
ficientes generalizados de Onsager. El ultimo término es la contribucién de
las fluctuaciones consideradas como ruido térmico gaussiano, que satisface
las siguientes relaciones de fluctuacion disipacion,

(n;(F t)n, (7', 1)) = 2kgTLi;0(F — 7)o(t —t'). (2.25)

Esta ecuacion tiene asociada la siguiente ecuacion de Fokker-Planck para la
densidad de probabilidad,
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L0
oPlo] = — [ drs-(Vite) i) (2.26)
.0 SF (o) L6
Debido al caracter no disipativo de V;(¢) se tiene:
g B
S (Vi(0)Plo) =0 (2.27)

Las condiciones suficientes para que (2.27) se cumpla es

OVi(d) _
/dr = (2.28)
[ dmie) 5 Plol = (2.29)

Si se satisfacen las condiciones (2.25) y (2.27), la solucién estacionaria
de la ecuacion de Fokker Planck para Py es la distribucion de equilibrio

Fl¢]

Py = Ne "7, (2.30)
donde kg es la constante de Boltzmann y N es una constante de normal-

izacion.

El potencial utilizado para la condicién de equilibrio, en esta formulacién,
fue la energia Libre de Helmholtz y esta dada por la siguiente expresion

1 1 1
F = /dST |:§Kaﬁ758/3na8§n7 — —Xa(naHa)2 + §p 02— p(?*)@aua} ,

2
(2.31)
donde 0p se define como dg = 9/0xz (B = 1,2,3. El primer término da la
energia libre de un cristal liquido nematico debida a deformaciones locales
elasticas y es conocida como la energia de distorsiéon de Oseen-Frank con
K35 dado por

Kopys = K1(da5—nam6) (07— 104 )+ Ko€apu€ysununy + K3 (day —nany )ngns.
(2.32)
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El segundo término representa la contribucion del campo magnético H,,,
con Y, la parte anisotrépica de la susceptibilidad magnética. El tercer térmi-
no es la contribucién hidrodindmica, con v(7) el campo de velocidades y p la
densidad de masa. El dltimo término introduce la presién p(7) como un mul-
tiplicador de Lagrange para la condicién de incompresibilidad y el campo
uo(7) representa el desplazamineto de las moléculas.

Para describir el método se considera a 7, ¥, como el conjunto de varia
bles de estado independientes del sistema. Las ecuaciones nematodinamicas
estocasticas para cada una de estas variables tienen que ser de la forma de la
ecuacion (2.24). Para esté fin, se partira de las ecuaciones nematodindmicas
deterministas, basadas en la deduccién variacional de de Gennes [8], a estas
ecuaciones se incluiran fluctuaciones térmicas, lo cual constituye el método
desarrollado por san Miguel y Sagués [10].

La ecuacion de movimiento para el director 7 es

A—1 A+1
naagva—k

dtng = ihﬁ + naaavg, (233)
71
en donde d; se define como d; = % +7-Vyhg= —(;L—FB. El primer término
de esta ecuacién, describe la dindmica del director en ausencia del flujo
hidrodinamico; los términos restantes acoplan el director con el campo de
velocidades.
La ecuacion de evolucion temporal para la velocidad v resulta ser

pdivg = 0a(0%5 + 045 + 05p), (2.34)

donde, 075 y 075 representan la parte simétrica y asimétrica del tensor de
esfuerzos, o5 es el tensor de esfuerzos de Ericksen asociado con la variacién
de la energfa libre causada por desplazamientos de las moléculas [8] y estan
definidos por las siguientes expresiones,

ohp = 2UaAap + 2(v1 + va — 2u3)nanann, Ay, (2.35)

A
+2(v3 — vo)(nan,Aus + ngnuAue) — E(nah@ + nghag),

1
as = 5(Malts = ngha), (2.36)
053 = —pdap — Kyaus0sn,05n. (2.37)
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Las ecuaciones (2.33) y (2.34) se rescriben de tal forma que tomen la for-
ma estructural de la ecuacién de Langevin (2.24) y asi se pueden identificar
los términos disipativos y no disipativos,

1 0F L OF

dtng = _’)/_1% + FM(n)é_%’ (238)

oF 0F  16F
dyvg = Lg, (1) — — 'L () — — =— 2.39
t'Uﬁ /B'Y(n) (51}7 ﬂ'y(n) 5” p5u57 ( )

10F
= - 2.4

dtuﬁ ,051)5 ( 0)

en donde F es la funcional de energia libre de Helmholtz dada por Ec. (2.31).
Lg, (M), gy (70) y F;W(ﬁ) son dados por,

L (1) = 0o Magsy (71)0s, (2.41)

. 1
Mops+(17) = ;[2@1 + vy — 2u3)nangnyns + V2(03500y + 0asdsy) (2.42)

+(vs — v2)(Nan~dss + NaNsdyg + npnydsa + NaNsbag)]

. 1
[ (77) = %[()\ + 1)n00a65y + (A — 1)1q05044)- (2.43)
Tl (i) = T2 (1) (2.44)
Aqui A = =7, /79, 71, Va2, V1, V2 ¥ V3 denotan diferentes coeficientes de

viscosidad y * el complejo conjugado.
Las ecuaciones (2.38-2.40) pueden ser expresadas en forma matricial,

definiendo el vector ¢(7) = [(7), 7(F), @(F)):

- OF )
dtébi = Am(gzﬁ)w, 1=1,2,...,9. (2_45)
J

> <
El operador A se descompone en una parte A ” relacionada con la

>
contribucién de los términos disipativos y una parte A f con la contribucién
de los términos no disipativos:

AD =L = (AT = A7 (2.46)

Y

S Oo
oM~ o
o O O
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R _ _Tt _1 R\t __ R
Aij_ I pI ) (Aij)T__A'

179

(2.47)

donde se ha utilizado la notaciéon de matrices en block, cada elemento re
presenta una matriz 3 x 3, I es la matriz identidad y Ajj esta definido como

<
A}j = Aj;. La parte antisimétrica y antihermitiana de A  representa a

las contribuciones no disipativas. Al separar A en su parte disipativa y
no disipativa, la ecuacién (2.45) toma la forma de la ecuacién de Langevin
(2.24).
Ahora se incorporan las fluctuaciones térmicas en forma aditiva definidas
por
T = (n;,0a823,0) (2.48)

las cuales satisfacen las relaciones de fluctuacién-disipacion (2.25).

Por lo tanto, las ecuaciones (2.38-2.40) se transforman en ecuaciones
nematodinamicas estocdsticas al incluir las fluctuaciones 7;, y toman la
forma

1 0F OF
ding = ————+ T, (1) — 7t 2.49
na . + m(n)é% +n5(7 1), (2.49)
_6F _0F 16F B
devp = Lo () 5~ = FLW(n)% B RG] (2.50)
10F

Estas ecuaciones forman un conjunto cerrado, son no lineales y la intro-
duccién de las fluctuaciones internas se realizo de tal forma que reproducen
la distribucién de probabilidades estacionaria ecuacién (2.30). Sin embar-
go, ademas de este tipo de ruido, pueden incorporarse a dichas ecuaciones
fluctuaciones externas impuestas al sistema a través de hacer fluctuantes
algunos de los coeficientes.
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Capitulo 3

Modelo

Consideramos una muestra de cristal liquido nematico, termotrépico,
de espesor [, contenida entre dos placas planas paralelas, conductoras y
perpendiculares al eje z, como se muestra en la figura (3.1).

“Z

1 A

_—
Vy

~—
S,
=2
m
= =14

-

Vp

Figura 3.1:

Las dimensiones transversales x — y de magnitud L, son tales que L >
[, pero de tal manera que el volumen V = L2 de la celda es finito. Las
moléculas del nemético tienen una configuracién inicial homeotrépica n° =
(0,0,1). En la direccién y se aplica un campo eléctrico de baja frecuencia,
E,(t), y un gradiente de presién externo que, en general, puede ser funcién
de z, como se analizarda mas adelante.

Bajo la accién de E,(t) la orientacién del director 7' (7,t) variard en
la posicién y el tiempo, pero supondremos que la reorientacién de 7 sélo
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ocurre en el plano y — z; ésta es una hipdtesis razonable confirmada por
observaciones experimentales. Mas atin, puesto que la celda tiene una razén
de aspecto grande en la direccién y comparada con la de la direccion z, tam-
bién es razonable suponer homogeneidad espacial en la direccion y, de modo
que 1 = (0, sen¢g(z,t), cosp(z,t)). La aplicacién del gradiente de presién y
los efectos de reorientacién del director dan lugar a un flujo hidrodinamico
en la direccién y, V' (z,t) = (0,v,(2,1),0).

3.1. Ecuaciones nematodinamicas para el
modelo

Durante el proceso de reorientacion, el sistema inicialmente en equili-
brio termodinamico, se lleva a un estado fuera de equilibrio a través de
la variacién de un parametro de control, para lo cual consideraremos dos
casos, uno correspondiente a la intensidad del campo eléctrico (~ E?) y un
segundo caso correspondiente a la magnitud del campo eléctrico mismo E.
Asi, cuando la intensidad o el campo alcanzan su valor critico ocurre un
cambio de orientacion y el sistema relaja a un nuevo estado de equilibrio
con una configuraciéon orientacional diferente. Realizaremos la descripcion
fisica de dicho proceso utilizando las ecuaciones nematodinamicas desarro-
lladas por San Miguel y Sagués [10], las cuales se describieron en el capitulo
2. Sin embargo, en este trabajo generalizamos la teoria de San Miguel y
Sagués para incorporar el caso de ruido paramétrico multiplicativo en las
ecuaciones nematodinamicas; exploraremos dos casos, en el primero conside-
ramos ruido en la intensidad del campo eléctrico con lo cual se obtendra una
ecuacion estocastica, lineal e inhomogénea con ruido lineal paramétrico y
multiplicativo, mientras que en el segundo se considera ruido en la amplitud
del campo eléctrico, con lo que se obtiene una ecuacion estocastica, lineal e
inhomogénea con ruido paramétrico, cuadratico y multiplicativo.

Debido a que los estados inicial y final del sistema son estados de equi-
librio, se describen utilizando un potencial termodinamico. Como el proceso
mediante el cual el sistema pasa del estado inicial al final es un proceso a
temperatura y volumen constantes, el potencial que usaremos sera la energia
libre de Helmholtz.

Ahora aplicaremos la teoria de San Miguel y Sagués sin fluctuaciones
aditivas, para la geometria mostrada en la figura 3.1 y en la aproximacion
de minimo acoplamiento [25], en la cual, como se mencioné anteriormente,
la dependencia de 7 con los operadores Lg, (1) y T's,(7) que aparecen
en dichas ecuaciones es aproximada sustituyendo 7 por su valor inicial 7°.
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Esta aproximacién solo es valida para las primeras etapas de reorientacion,
es decir, 7 difiere poco de su valor inicial. Las ecuaciones nematodinamicas
fluctuantes que resultan son

on, 1 6F A+1,0F

o —7—1%4‘—2’0 az(SUy’ (31)
on, 1 6F

= —— 2

ot vy 0n,’ (32)

Qvy _ vspp0Fl AT, OF (3.3)

at  p? Z(5_vy 2p Tény

donde F es la funcional de energia libre de Helmholtz, 6(% son las derivadas

funcionales de F, las cual se definen de la siguiente forma

5F[ng,8gna] . oF 0 OF

- 4
dng Ing aaa(%) (3:4)

Para obtener la forma explicita de las ecuaciones (3.1-3.3) es necesario
determinar la energia libre F' y calcular su derivada funcional. Para el mo-
delo que estamos considerando, F' estd dada por

F = /dsr[felas + fE + fhidro), (3.5)

donde foas, fE, fridzro son las densidades de energia, elastica, eléctrica e
hidrodinamica, respectivamente, las cuales determinaremos a continuacion.

La densidad de energia elastica f,s dada por (1.3), para la geometria
de nuestro modelo y considerando por simplicidad la aproximacion de cons-
tantes elasticas iguales K1 = Ky = K3 = K, f.4, resulta ser,

ot = 5 K[(0on.)? + (Do, ). (36)

Ahora determinemos la contribucién del campo eléctrico fr dado por
(1.11),

fe = —cani B (3.7)

El gradiente de presion externo impuesto en la direccion del eje y produce
un flujo hidrodinamico de la forma

7= 1[0,v,(z,1),0]. (3.8)
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La densidad de energia producida por este flujo es

1
—p .. (3.9)

fhidro = 9

Sustituyendo (3.6-3.7) y (3.9) en (3.5) se obtiene finalmente

. |1 1
F = /ddr {§K[(0an)2 + (9.ny)%] — 5a0n§]Ey|2 + ol vl (3.10)

Ahora determinaremos las derivadas funcionales de F' definidas por (3.4)
donde 03 se define como 0 = 9/0z3, B =1,2,3.

5_F — K82ny

2
R 2eq0ny B, (3.11)
oF 9’n
=-K z 12
on, 072 (3.12)
oF
y

Sustituyendo (3.11-3.13) en (3.1-3.3), obtenemos las ecuaciones de evolu-
cién acopladas para las componentes del director y el campo de velocidades,

on, Kd*n, eq , 1 ov
e "0, B2+ (A + 1) =2 3.14
at vy, 022 +%ny y+2( + )8z (3:14)
on, 10°n,
= - 1
ot 2 022 (3.15)
vy (A+1) &n, wv3d*, (A+1) ,0n, 1ldp
ke K A WwE2E 2P (316
ot 2p 0z3 + p 022 p “a0y s, pdy (3.16)

Ahora consideraremos las ecuaciones (3.14-3.16) en una escala de tiempo

en la cual, la velocidad v,(z,t) ya alcanzé un valor estacionario, mientras
. . . . . . Ovy

que el director sigue reorientandose, es decir, un tiempo para el cual 5} =
0. Esto equivale a suponer que la velocidad es una variable rédpida y el
director es lenta. Como un primer caso consideremos un gradiente de presion
constante, de la forma % = ¥ de aqui que las unidades de |Vp| son de 25
Y L m

. Bajo estas hipotesis, de (3.14-3.16) se obtienen las siguientes ecuaciones

para las componentes del director,
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o (n,\ (A&%+BE; 0 ny Cz
DY (R 2 (3)4(5). o

donde

1 (A+1)2)K’ B:(E— (A+1)2

1 (A+1)|Vp|
Y1 4 vs Y1 4 vy

A =
( 21/3[4

)ea() ) C:

(3.18)

Ya que estamos interesados en estudiar los efectos del ruido en la re-

orientacién del director, observemos de (3.17) que el campo eléctrico s6lo

aparece en la ecuacion de evolucion para la componente n, del director,

es decir, sélo la ecuacién para n, es estocdstica, por lo que ahora solo nos
enfocaremos a estudiar la ecuacién para dicha componente.

Ony(2,1) _ A82ny(z,t)
ot 02

Al considerar ruido en la intensidad y en la magnitud del campo eléctrico,
ésta ecuacion serd una ecuacion estocdstica con ruido lineal y cuadratico
multiplicativo, respectivamente. Esta situacion es completamente diferente
a la considerada en las referencias [5] y [6] en donde el ruido es aditivo. La
geometria de nuestro modelo es homeotrépica, por lo que las condiciones
inicial y de frontera que debe satisfacer esta ecuacion son,

+ BE(t)ny(z,t) + C=. (3.19)

ny(z,t =0) =0, (3.20)
ny(z =0,t) =0, (3.21)
ny(z = 1,t) =0. (3.22)

La ecuacién (3.19) no es facil de resolver para las condiciones de fron-
tera (3.20-3.22). Para simplificar el problema matematico, emplearemos una
técnica que consiste, basicamente, en sustituir la ecuacion diferencial parcial
por una ecuacién ordinaria, la ecuacién de amplitud [26].

3.2. Ecuacién de amplitud

Para obtener la ecuacién de amplitud proponemos como solucion un de-
sarrollo de Fourier compatible con las condiciones de frontera (3.21-3.22),
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lo cual nos permitira eliminar la variable z y obtener una ecuacién diferen-
cial ordinaria para la amplitud de n,. Para estas condiciones de fontera se
propone el siguiente desarrollo de Fourier

ny(z,t) = Z Z Ng. (t)sen[w]. (3.23)

m gz

Sustituyendo en (3.17) e integrando sobre z para z < 0 < [, se obtiene la
siguiente ecuacién de amplitud para cada uno de los modos m = 0,1, 2, ...

(2m + 1)*m?

d Cl
Ma. _ [ AS=— e 4 BE(t)]ng. + — (2m + D). (3.24)

dt

La solucién de esta ecuacién para la condicion inicial ng, (0) = 0 y para
un campo eléctrico de la forma E, = Eype™" es la siguiente,
Cl
Ny, = 2—(2m + (e 9 — 1), (3.25)
g
donde g = A(zmt# — BE?. Nétese que el tiempo de relajacién de cada
uno de los modos en el sistema es dado por

- ! 3.26
Tm o E o (2m+1)2A7r2 _ BE%’ ( : )

l2

el cual es maximo para m = 0, es decir, el modo que predomina en el sistema
es el de orden més bajo.

Ahora bien, como sélo estamos describiendo las primeras etapas del pro-
ceso de reorientacién, es razonable suponer que durante el tiempo que ocur-
ren las etapas tempranas de reorientacion, el modo que sobrevive es el modo
m = 0. Por esta razon sélo se considerara el primer término de esta serie,
es decir, el modo m = 0 es el dominante, por lo que la ecuacién (3.23) se
reduce a

TZ

ny(z,t) = ng, (t)sen[—l]. (3.27)

Por dltimo, como sélo se consideraran propiedades volumétricas, susti-
tuyendo (3.27) en (3.19) e integrando respecto a z para 0 < z < [eliminamos
la dependencia en z, haciendo esto, se obtiene la siguiente ecuacién diferen-
cial ordinaria

dng.(t) s 9
g = T AT BE)n.(t) + fo, (3.28)
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donde

Crl
fo=—. 3.29
; (329)
Cabe senalar que en el caso en el que el gradiente de presién aplicado
sea lineal en z, Z—z = |V—Lp‘z 6 cuadratico Z—Z = @zﬂ el tinico cambio en la

ecuacién (3.28) es que el término inhomogéneo va como f fo para el caso
. 1 s
lineal y 3 fo para el caso cuadratico.

3.3. Ruido externo

Las fluctuaciones juegan un papel fundamental en la dindmica de reori-
entacion de un nematico. Esta situacién es una manifestacién de un com-
portamiento mas general que ocurre en todos los sistemas fisicos cuando
estos pasan de un estado de equilibrio estable a otro inestable, relajando
a un nuevo estado de equilibrio [11, 27]. En este tipo de procesos la evi-
dencia experimental muestra que en la vecindad de un punto inestable las
fluctuaciones son tan grandes comparadas con aquellas en equilibrio que ha-
cen necesaria su inclusién en la dinamica del sistema para poder describir la
transicion de un estado de equilibrio a otro [28]. Dichas fluctuaciones pueden
ser de dos tipos: internas y externas. Las fluctuaciones internas son aque-
llas que tienen su origen en la naturaleza molecular de la materia. El efecto
colectivo de éstas se considera cuando se esta describiendo la dinamica de
un sistema a un nivel mesoscépico, a través de un término aleatorio aditivo
que depende principalmente de la temperatura.

Por otro lado, las fluctuaciones externas se originan fuera del sistema y
pueden concebirse como un campo externo actuando sobre él. Este tipo de
ruido se impone al sistema a través de alguno de los parametros, pudiéndose
controlar de manera independiente a la evolucién del mismo. Una diferencia
entre las fluctuaciones externas y las internas, es que las primeras no escalan
con el tamano del sistema.

En algunos fenémenos fisicos las fluctuaciones externas intervienen de
manera lineal en las ecuaciones dindmicas del sistema. Su descripcion es,
en este caso, un problema bien entendido existiendo métodos bien estable-
cidos para este propdsito [28]. Sin embargo, una gran variedad de sistemas
fisicos, fisicoquimicos e hidrodinamicos como son reacciones fotoquimicas
29], cristales liquidos [30], circuitos eléctricos [31], o sistemas de Rayleigh-
Benard [32] que se caracterizan por introducir al ruido externo en forma
no lineal dentro de las ecuaciones que gobiernan su dinamica. Para estos
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casos el tratamiento y descripcion de los efectos de ruido es poco conocido
y esta menos desarrollado que el del ruido externo lineal.

En ambos casos, las fluctuaciones lineales o no, se pueden modelar por
dos procesos diferentes: ruido blanco y ruido de color. El ruido blanco es un
proceso markofiano donde el tiempo de correlacién entre las fluctuaciones es
instantaneo. Por el contrario, el ruido de color es un proceso no markofiano,
por lo que el tiempo de correlacién es finito. Este ltimo proceso describe
situaciones mas reales, ya que la mayoria de los fendmenos presentan tiempos
de correlacion finitos y diferentes de cero.

En este trabajo se trata solamente el caso de ruido externo, despreciando
las fluctuaciones térmicas aditivas.

3.4. Ecuacién estocastica de amplitud

En esta secciéon construimos el modelo fluctuante, considerando como
un primer caso que la intensidad del campo eléctrico flucttia, con lo cual
obtendremos una ecuacién estocéstica con ruido lineal multiplicativo para
la amplitud de la componente y del campo director.

Partiendo de la ecuacién de amplitud (3.28), supondremos como un
primer caso que solo la intensidad del campo eléctrico fluctia, es decir,
expresamos £ como

E? = Iy + o((t), (3.30)

en donde ((t) es un proceso estocastico que representa ruido paramétrico y «
es un parametro que mide la magnitud de las fluctuaciones. Por simplicidad
tomaremos un ruido con promedio nulo. Con las suposiciones anteriores la
ecuacion de amplitud se convierte en una ecuacion diferencial ordinaria,
estocastica, lineal e inhomogénea con ruido paramétrico multiplicativo para
la amplitud n,, (), dada por la siguiente expresién

dng, (t) 2
oL = [ A+ aBDlng. (1) + fo. (3.31)

3.5. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En esta seccion daremos una breve introduccion sobre ecuaciones dife
renciales estocésticas y explicaremos un método desarrollado por van Kam
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pen [11] para resolver en forma aproximada dichas ecuaciones. Empleare-
mos este método para resolver la ecuacién (3.31), lo cual nos permitira obte
ner el primero y segundo momento de la componente y del campo direc-
tor. Después usaremos éstas cantidades para obtener expresiones para la
birrefringencia inducida tanto para el caso de ruido blanco como de color.
Cuando sobre un sistema actuan fuerzas fluctuantes externas, sus ecua-
ciones de movimiento se convierten en ecuaciones diferenciales con coe-
ficientes aleatorios, es decir, en “ ecuaciones estocasticas”. Resolver una
ecuacion diferencial estocéstica consiste en encontrar la funcion de distribu-
ciéon de probabilidad para las variables aleatorias que definen el problema
en particular. Algunas veces estas ecuaciones pueden ser resueltas en forma
exacta, aunque en la mayoria de los casos s6lo en forma aproximada.

3.5.1. Definicién

Una ecuacion diferencial estocastica es una ecuacién diferencial en la que
uno o mas de los coeficientes son ntmeros aleatorios o funciones aleatorias
de las variables independientes. De la misma forma que en las ecuaciones
diferenciales ordinarias, los coeficientes se suponen conocidos. Es decir, en
una ecuacion diferencial estocastica las propiedades aleatorias de los coefi-
cientes se suponen dadas.

La forma general de una ecuacion diferencial estocéastica es

0= Flu,t;Y (1)), (3.32)

donde u y F' pueden ser vectores, y Y () indica una o més funciones aleato-
rias, cuyas propiedades estadisticas son conocidas. Esta ecuacion, junto con
una condicién inicial u(tg) = a, determinan para cada realizacién inicial
particular y(t) de Y(¢), una funcién U(t; [y, a), la cual es una funcional de
y(t); es decir, depende de todos los valores y(t') para 0 < ¢’ < t. El ensamble
de soluciones U(t; [y], a) para todos los posibles y(t') constituyen un proceso
estocdstico. La ecuacién (3.32) es resuelta, cuando todas las propiedades
estadisticas de este proceso se determinan.

Algunas veces el valor inicial a es también una cantidad o vector aleato-
rio. Entonces, el resultado del proceso U (t; [y], a) es una funcién de la vari-
able aleatoria a, como también una funcional de y.

Las ecuaciones diferenciales estocasticas pueden ser clasificadas de la
siguiente forma:
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I. Ecuaciones diferenciales lineales, en las que solo el término inho-
mogéneo es una funcion aleatoria, como por ejemplo la ecuacion de Langevin
para la velocidad de una particula Browniana. A este tipo de ecuaciones se
les llama aditivas y en principio pueden resolverse.

I1. Ecuaciones diferenciales lineales en las que uno o mas de los coefi-
cientes que multiplican a u son funciones aleatorias. A estas ecuaciones se
les llama multiplicativas y pueden resolverse solo en casos especiales, aunque
existen métodos para encontrar soluciones aproximadas.

ITI. Ecuaciones diferenciales no lineales, es decir, ecuaciones que no son
lineales en u, las cuales pueden ser aditivas o multiplicativas.

3.5.2. Tratamiento heuristico de ecuaciones multiplica-
tivas

Considérese una ecuacién estocéstica lineal homogénea

=At)u={AY + aAW}y, (3.33)

donde u es un vector, A(®) es una matriz constante, A)(#) una matriz
aleatoria y o es un parametro que mide la magnitud de la fluctuacion.
Ademss, se supone que AM(#) tiene un tiempo de correlacién finito 7., en
el sentido de que para dos tiempos t, ty tales |t; — t3| 2 7., sea posible
tratar todos los elementos de la matriz A™M(¢,) como estadisticamente inde-
pendientes de los elementos A™M(t,). El método que se describird dara una
solucién aproximada de la ecuacién (3.33) en la forma de un desarrollo en
serier de potencias de art..

Es conveniente suponer que A®) (t) es un proceso estocastico estacionario.
Entonces, (A (t)) es independiente del tiempo y puede ser incorporado en
A® mediante el siguiente cambio de variable.

A" = A Lo (AD@)),  AW(1) = AW@#) — (AD (1)) (3.34)
de esta forma si sustituimos A(?)" en (3.33) y tomando en cuenta la definicién
de AM'(t) se obtiene

i ={AY + o AD }y, (3.35)

de tal manera que (A(V'(¢)) = 0. De aqui en adelante se supondré que esto
ya se ha hecho y se omitiran las primas en la notaciéon subsecuente.

También es posible eliminar A haciendo otro cambio de variable, que
equivale a pasar a la representacién de interaccion,
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u(t) = e u(t) (3.36)
Usando (3.36) en (3.35) y simplificando se obtiene

b= ae A AW )eA "y = aV (), (3.37)

que es la ecuacion a resolver para la condicion inicial v(0) = u(0) = a. La
solucién de esta ecuacion se puede expresar como

v(t) =a+a /Ot dtV (t)v. (3.38)

Esta ecuacién puede ser resuelta de manera aproximada en forma de una
serie de potencias en « mediante iteraciones, es decir,

t
vW(t) = a+ a/ dtV (t)a
0

v (t) = a+ a/t AtV (t)v'(t) (3.39)

donde el superindice indica el orden de la solucién en «. De esta manera, a
segundo orden en « la solucién es

t t t1
v(t) = a+a/ dt,V(t))a + 042/ dtl/ dt,V () V (t)a + ..., (3.40)
0 0 0

tomando el promedio respecto de las posibles realizaciones de V/(¢) condi-
cionado a un valor fijo de a,

(w(t)) = a—l—a2/0 dt1/01dtQ(V(tl)V(tg))a+19((0470)3). (3.41)

Debido a que es sobre las realizaciones de V () y las integrales son sobre ¢,
se puede cambiar las integrales con el promedio. Esta aproximacién a segun-
do orden puede ser usada siempre y cuando los términos de orden mayor sean
pequenos. Como cada término sucesivo involucra una integracion adicional
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sobre el tiempo, la restriccién de que los términos superiores sean pequenos
se cumple si at < 1. Por otro lado si se quiere utilizar esta ecuacion para
periodos largos comparados con 7., entonces se debe suponer que a7, < 1.
De esta forma podemos rescribir (3.41) como

(w(t)) ~ a + o? /0 dt /0 Ar V)V (b — 7). (3.42)

Cuando t; > 7, el limite superior ¢; de la integraciéon en 7 puede ser
remplazado por oo, ya que el integrando se anula de cualquier modo. Atun
cuando t; varie de 0 a ¢, es mayor a 7. en la mayor parte del intervalo. De
aqui que para 7. < t < o~ ! se tiene de forma aproximada

(v(t)) ~a+ a2/0 dt /Ooo dr(V(t1)V (t; — 7))a. (3.43)

Por otro lado, (3.41) es también solucién a orden o? de la ecuacién
diferencial lineal

i {v(t)) = aQ[/OOOW(t)V(t — 7))dr]{v(t)). (3.44)

De lo anterior, podemos concluir que la evolucién de (v(t)) puede ser
descrita por esta ecuacién, la cual en la representacién original se escribe
como

A (v(t)) = [AD + o2 / OO(A(l)(t)eTA(O)A(l)(t — e ™A dr](u(t)). (3.45)

Ahora se considerara una extensién del caso anterior, el de una ecuacion
estocéstica lineal inhomogénea

W= A(tu+ f(t). (3.46)

A(t) es una matriz aleatoria n X n'y f(t) es un vector aleatorio de n com-
ponentes. Este caso puede reducirse al caso previo extendiendo el vector u a
un vector de n+1 componentes en el que la componente u, 1 = 1. Entonces
(3.46) puede escribirse como

SG)-(50)() em

Para encontrar la solucién aproximada, se supone de la misma forma
que en (3.33) que
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At)=AQ +aAD@),  f(t) = fO +afD(t), (3.48)

con A© y f9 no aleatorios y (AM(¢)) = 0y (f!(t)) = 0. Para extender el
resultado del caso homogéneo (3.45) al inhomogéneo se tiene

TA0) eTA(O) —1
exp|T ( "g g )] = ( € IOt A ) (3.49)

0 1

Sustituyendo (3.49) en (3.45) se obtiene la ecuacién para el promedio
del vector de n + 1 componentes, en la cual, para la ultima componente la
ecuacion es trivial. Para las otras n componentes se obtiene

Bw(t)) = [AD + 42 / M(A(l)(t)eTA(O)A(l)(t — e ™A dr](w(2))
—7AO) 1

. £(0)
NG dr - f

+fo+ / (AD ()2 AD (¢ — 7))
0

+a? / OO(A(l)(t)eT @M — r)dr. (3.50)

3.5.3. Obtencion de la funcion de distribucién de
probabilidad

Considérese nuevamente el caso general de una ecuacion diferencial es-
tocastica no lineal (3.32). Esta ecuacién puede convertirse en una ecuacion
estocéstica lineal considerando la ecuacion asociada de Liouville. Para lograr
esto, considérese por ahora, una sola realizacién y(t) de Y'(t) y la ecuacién
no estocastica determinista

Uy = FZ,(U, l; y<t))7 (351)

donde el subindice v indica las componentes del vector u. La ecuacién (3.51)
describe un flujo en el espacio u. La densidad de este flujo varia de acuerdo
con

895(;, J-- zy: 3(;{5(“, t;y(t))ot, (3.52)

que es la ecuacién de continuidad, p = —V - (gv), escrita para un nimero
arbitrario de dimensiones. Si ahora se permite a y(t) tomar todas las rea
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lizaciones Y (), con sus probabilidades correspondientes, la ecuacién (3.52)
se convierte en una ecuacién diferencial lineal estocastica para o(u,t).

La ecuacién (3.52) tiene la misma forma general que (3.33) si se toma
a o como la cantidad andloga a u en (3.33). El operador ) (0/0u,)F, es
el andlogo de la matriz A. Formalmente, esta es la razén por la que se
puede aplicar el método anterior para obtener una ecuacién aproximada de
(o(u,t)) dado o(u,0).

Para una realizacién determinada de y(t), o(u,t) = §(u — a'), donde a'
es la solucién para esa realizacién. Ademaés, recordando la transformacién
de variables,

Prly) = / 517 (2) — 9Py () = (5LF(x) — o)) (3.53)

se obtiene que
(o(u,t)) = (0(u — a')) = P(u,1), (3.54)

donde P(u,t) es la funcién de distribucién de u. Asi, al obtener una ecuacién
para (o(u,t)) se obtiene la ecuacién diferencial para la funcién de distribu-
cion.

En conclusion, para resolver ecuaciones diferenciales estocésticas de la
forma (3.51), se debe convertir ésta en una ecuacién lineal equivalente de la
forma (3.52). Después, puede emplearse el método descrito anteriormente
para ecuaciones lineales y asi obtener una ecuacion diferencial aproximada

para (o(u,t)) = P(u,t).
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Capitulo 4

Aplicacién del Método de van
Kampen

En este capitulo aplicaremos el método de van Kampen para obtener
una solucién aproximada de la ecuacién estocdstica de amplitud (3.31) con
lo cual obtendremos una ecuacién de evolucién determinista para el primer
momento de la componente y del campo director, también obtendremos la
ecuacion para la distribucién de probabilidad a partir de la cual obtendremos
la ecuacion de evoluciéon determinista para el segundo momento.

4.1. Solucién aproximada de la ecuacion es-
tocastica de amplitud

Para resolver la ecuacién (3.31) utilizaremos el método descrito en la
seccién (3.5.2). Asi obtendremos la ecuacién de evolucién para el primer
momento de la distribucién asosiada con n,,.

Para aplicar dicho método, expresamos (3.31) de la siguiente forma,

Pl _ (0 4 0QO (1) g, 1) + o (1)

donde
Q(O) ——7;—22AET, (4.2)
Q) = () (43)
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van Kampen muestra que la ecuacién para < n, () > esta dada por la
ecuacién (3.50). Tomando en cuenta que para este caso QY conmuta con
QW(t) y que f1(t) = 0, dicha ecuacién se reduce a,

d < ng (t o0

= Tlglt) 2 ”5;( ) > _ {Q(O) +a? / dr < QUHQW(t — 1) >| < ny (1) >
0

1— 67-Q(O)

+a? /0 T < QVHQW(t — 1) > 0 fo+ fo-(4.4)

A continuacién evaluaremos explicitamente la expresion anterior. Usan-
do (4.2-4.3) y (3.29) se tiene

< QWHQW(t — 1) >= B? < ((t)C(t — 7) >, (4.5)
_ RO 2 o2
! Qe(o) Jo= “ i Jo < (W)t —T7)> (1 —e™). (4.6)

Sustituyendo (4.5-4.6) y (4.2) en (4.4) se obtiene la siguiente ecuacién
de evolucién para el primer momento de la amplitud n,, (¢),

& ) >= [T+ BCy(0)] < ne(t) >+ 2000 4 4o, (47
donde

Co(t) = /000 dr < ((t)¢(t — 1) >, (4.8)

Ci(t) = /OOO dr < ()¢t —71)> (1 — eTT). (4.9)

Cabe mencionar que la expresién (4.7) es vélida para un ruido arbitrario
y la tnica propiedad que se requiere de este es su funcion de correlacién a
través de Cy y Cf.

4.2. Ecuacion para la distribucion de proba-
bilidad P(n,,,1?)

El problema de obtener la ecuacion de evolucion para el segundo momen-
to de n,, aplicando directamente el método de van Kampen es complicado.
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Para resolver este problema es méas conveniente obtener la ecuacion para la
funcién de distribucién P(ng,,t) y a partir de esta obtener la ecuacion para
<ng >

Para todas las realizaciones del ruido en la intensidad del campo eléctri-
co, ((t), la ecuacién estocéstica (4.1), describe un flujo de trayectorias en el
espacio n,, cuya densidad, Q(n,,,t), satisface la ecuacién de continuidad

0Q(n,,,1t) 0

ot ~ on (2. Q (4., 1))- (4.10)
qz
Sustituyendo (4.1) en (4.10) se obtiene,
0Q(ng,,t
Q(qu) = {4 +aAD(1)}Q(n,.. 1), (4.11)

donde identificamos los operadores

AO = T —(Tn, + fo) ag , (4.12)
AW () = —=BC(t)(1 + nqza%). (4.13)
qz

Ahora aplicaremos el método de van Kampen a la ecuacion (4.11). Uti-
lizando (3.45) se obtiene la siguiente ecuacién para < Q(n,,,t) >,

0 > FAO© A
Q0 D)={A 1 07 dr (4D (A AV (¢ = 7)™} Qng 1)
(4.14)
Usando el lema (3.54), se puede identificar
< Q(ng.,t) >= P(ng,,1), (4.15)

en donde P(n,,,t) es la distribucién de probabilidad de n,,. Con la iden-

tificacion anterior en (4.14), la ecuacién de evolucién para P(n,,,t) es la

siguiente,

— {A0 42 / dr < AV () AV (t—7) > e ™AV P(ny,, 1).
0

(4.16)
Ahora es necesario evaluar la accion del operador e~ gobre P(ng,,,t),

_9o
eiTA(O)P(nqzj t) _ eTTeA(an)anqz P(”(h? t) (417)
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donde A(ng,) = 7(Tn,, + fo). Desarrollando en serie de Taylor alrededor
del punto (n,,,t) la exponencial del lado derecho de la ecuacién anterior, se
tiene

Alng, )2 OP(ng,,t) 1 0*P(ny,, 1)
6( )aanP(nqz,t):P(nqz,tHA<nqz>mA2(an)ng
(4.18)

Nétese que la expresion anterior es el desarrollo en serie de Taylor de P(n,, +
A(n,,),t) alrededor de (ng,,t), es decir

9
M TEP(ny, 1) = P(ng, + Alng.), 1). (4.19)
Sustituyendo (4.19) en (4.17) se obtiene,

e‘TA(O)P(nqz,t) = eTTP(an + A(ng,),t), (4.20)

por lo tanto, la accion del operador e~ sobre P(n,,,t), es un corrimiento
en el argumento n,, de P por la cantidad A(n,, ), multiplicada por el factor
de escalamiento €77 .

Ahora aplicaremos A" (¢t — 7) sobre el resultado anterior,

AO(t = 7)™ P, 1) = ~BC(t = 7)™ (14 g5 Pling, + Alng). 1)
qZ

(4.21)
Al aplicar e™"” sobre (4.21) se obtiene

a
e At — 7)e ™A P, t) = = BC(t — 1) | M5 Plny, + A(ng,), 1)

77A(”¢Zz) ap(n‘h + A(TLQZ)7 t) ]

a9
Ing, n
qz
ony,

+e

(4.22)

—A(ng.) 2
Para calcular el efecto del operator e ") sobre P (ng. +A(ng.),t),
se realiza un desarrollo en serie de Taylor del operador, de manera analoga
al desarrollo anterior, ecuacién (4.18). Es decir,

e_A(nqz)%P(nqz +A(ng.),t) = P(ng., t). (4.23)

8
Ang:) gy

la accién del operador e regresa el corrimiento en el argumento

ng, de P.
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Anélogamente, para el segundo término del lado derecho de (4.22), se tiene

efTA(nqz)%nq.z ap(nqz + A(n(Iz>7t) — 67 fO Bnq nqz ap(nqz + Tfo’t), (424)

ony, Ong,
y

—rfonl— aP(nz+rf0,t) ap(nzv )

e Man,, q@nqz = (ng. — TfO)TZZ (4.25)

Sustituyendo (4.25) y (4.23) en (4.22) se obtiene,
A =) Py, t) = —BC(t—7) {P(nqz,ﬂ (4.26)
OP(ng, 1) OP(n,,t)
+ng, on,. 7 fo on, :

Ahora, la accién de AM(t) sobre (4.26), es

AD (£ AN (¢t — 7)™ P(n, t) = BXC(t)C(t — 7) [P(nqz,t) (4.27)

dP(ng,, t) 0P (ng,t)
34, ony, 7Jo ony,
P(ng.,t) = 5 PP(ng,,t)
—Tfonqz an; + qz 8n3q }

Si ahora se sustituyen (4.12) y (4.27) en (4.16) se obtiene, finalmente,
la ecuacion de evolucion para la funcién de distribucién de probabilidad
P(nqz Y t)?

8P(nq,z’ t)
ot

or (nqz 1)
ong,

OP(n,,,t) 9?P(n,.,1)
2B2 qz) 2 qz)
+a |:CO ( nqz> t) + 3ng, on,. +ng, 87132
0

- ficste) (gt o, o) |

= ~TP(ng.,t) — (Tng, + fo) (4.28)
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donde

03:/000617’ T <)t —T1)>. (4.29)

La ecuacién (4.28) expresada en la forma candnica de la ecuacién de
Fokker-Planck resulta ser

TGt = |+ @B + (1= B0 1] PO 9
2
+%aigz [2@232(Co(t)nqg - foCz),(t)nqz)] P(n,.,t). (4.30)

La ecuacién anterior es una ecuacion de Fokker-Planck no lineal con
coeficientes dependientes del tiempo.

4.3. Momentos de la distribuciéon P(n,_, 1)

Como una primera aproximacién, en vez de resolver (4.30) en forma
exacta, calcularemos los momentos de n,, . Para obtener la ecuacion para el
primer momento, se multiplica (4.28) por n,, y se integra sobre todos los
valores de n,_, lo cual da como resultado la siguiente ecuacién

% < Ny, (t) >= [T + CXQBQCO(t)] < Ny, (t) > —Oészf()Og(t) + f(). (431)

Comparando la ecuacion (4.7) para < n,, () >, que se obtuvo aplicando
directamente el método de van Kampen a la ecuacién estocastica para la
amplitud (4.1), con la ecuacién (4.31) para < n, () > obtenida a partir
de la ecuacién de Fokker-Planck (4.28), observamos una diferencia: el tercer
término de (4.31) es diferente al tercer término de (4.7), pero estos términos
coincidiran si se muestra que

Cljgt) = %/Ooo dr <)t —7)>(1—¢") (4.32)

Para mostrar esto, recuérdese que en el método de van Kampem, la
condicién para que la integracion anterior sobre 7 se extienda a co es que
T > 7., donde 7. es el tiempo de correlacién 7. < 1. Si consideramos
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T. < T K 1, es decir, si consideramos 7 mayor que 7., pero lo suficientemente
pequeno para poder considerar solo términos de primer orden en 7, de la
exponencial que aparece en la ecuacion (4.32), se tiene

Ci(t)
T

De esta forma, se obtiene que las ecuaciones (4.7) y (4.31) coinciden.
Esto muestra la consistencia de ambos métodos bajo la hipdtesis anterior.

De igual manera, la ecuacién para el segundo momento se obtiene multi-
plicando (4.28) por ”22 e integrando sobre toda la distribucién n,_, haciendo

esto se obtiene la siguiente ecuacién para < ngz >

=— /000 dr 7 < ((t)C(t — 1) >= —C5(1). (4.33)

d<nZ >
—— " —2[T +2a*B*Cy(t)] < ngz > +2[1 — 2a°B*Cs(t)] fo < ng. >,

dt
(4.34)

la cual queda expresada en términos del primer momento. En la siguiente
seccién resolveremos las ecuaciones (4.31) y (4.34) para los casos en que las
fluctuaciones se modelan con ruido blanco y ruido de color.

4.4. Ruido blanco

Notese que nuestro andlisis anterior es valido para un ruido arbitrario.
De hecho, la tinica propiedad del ruido que aparece explicitamente es su
funcién de correlacién (((¢)¢(t')). Consideraremos primero el caso de ruido
blanco, que puede modelar como un proceso markofiano con promedio cero
(C(t)) = 0, tiempo de correlacién nulo y funcién de correlacion dada por

(C()C(t)) = Di(t =), (4.35)
donde D es la intensidad del ruido.
Usando (4.35), se tiene

Co(t) = D, Cs(t) = 0. (4.36)
Con lo que la ecuacién (4.31) se reduce a
— = 91{ng.(t)) + fo, (4.37)

donde



con = &*B2D. Resolviendo (4.37) para la condicién inicial, (n,, (t = 0)) =
0, obtenemos la siguiente expresién para el primer momento de la compo-
nente y del campo director

< ng.(t) >= ? [t —1]. (4.39)

Nétese que los efectos hidrodinamicos generados por el gradiente de pre-
sién en la reorientacion, aparecen a través de la fy definida por

(A+ 1)l
fo=—g,7—

V3L
A través de esta ecuacién observamos que si no se aplica el gradiente de pre-
sién, fy se anula y por tanto también el primer momento de (n,,), de manera
que la contribucion del gradiente de presion aplicado es determinante para
la reorientacién del director.

V. (4.40)

Para obtener el segundo momento, sustituimos (4.39) y (4.36) en (4.34),
haciendo esto, se obtiene la siguiente ecuacién para < ngz (t) >

d<mn?(t)> 212
— T gy <n? > 420 et 1] 4.41
dt gQ n‘]z + g]_ |:e :| ( )

donde fy v g1 se definieron anteriormente y g5 se define de la siguiente forma

g2 =T + 2x. (4.42)

Resolviendo (4.41) para la condicién inicial (n? (t = 0)) = (n_ ), obten-
emos la siguiente expresion para el segundo momento

1 edit e292t

<ny (t)>= @l )e* " +2 fg{ (4.43)

+ _
20192 g1(91 —292)  2g2(91 — 292)

Sustituyendo ¢; y g2 en (4.43) obtenemos la siguiente expresién para el
segundo momento en términos de x

1
2 2\ 2(T+2x)t 2
<n?(t)>= 2
. (t) (ngo)e +2/o {Q(T—i—x)(T—f—Qx)
(T+a)t 2(T+2x)t
S PR (4.44)

(T +2)(T +32) ' 2(T + 22)(T + 32) ]
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4.5. Ruido de color

Ahora resolveremos las ecuaciones (4.31) y (4.34) para el caso de ruido
de Ornstein-Uhlenbeck con promedio cero < ((t) >= 0 y correlacion

< C(t)C(t) >= He V1), (4.45)

donde H es la intensidad del ruido y 7y el inverso del tiempo de correlacion.
Usando (4.45), se tiene

Co(t) = o Cs(t) = e (4.46)

con lo que la ecuacién para el primer momento (4.31) toma la siguiente
forma

d{ng. (1)) _ hy(ng. () + (1 — 0‘2522}[

Resolviendo (4.47) para la condicién inicial, (n,, (t = 0)) = 0, se obtiene
el primer momento de la componente y del campo director en el caso de
ruido de color

) fo- (4.47)

(ng. (1)) = fohs [ — 1], (4.48)
donde
2BQH
=T+ o (4.49)
2 _ QBQH
hy = " —a ) (4.50)

Y(VT — a?B*H)’
Anélogamente para obtener la ecuacién de evolucién para el segundo
momento sustituimos (4.48) y (4.46) en (4.34), se tiene

d,

2 (e (1) = hg(n? (1)) + hale™" — 1], (4.51)
donde
°B°H
hy = 2[T + 2% L (4.52)
o’B*’H
hy = 2[1 — 2T]f02h2. (4.53)
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Resolviendo (4.51) para la condicién inicial, (n?_(0)) = (n2 ), obtenemos
el segundo momento de la componente y del campo director, en el caso de
ruido de color

hit h ehgt 1
9 _ h e . 1 - 2 h3t' 4 4
<nqz(t)> 4(h1 —hs  hs(hy — h3) + hs + <nq0>6 (4.54)

Sustituyendo (4.49-4.50) y (4.52-4.53) en (4.54), obtenemos la siguente
expresion para el egundo momento

(n? ) 212 (v —20*B*H)(v* — o*B*H) [ 7T + 3a*B*H (4.55)
n = .
=07 A2 (4T — a2B2H)(T + 302B2H) | 2(yT + 202B2H)
202B2H
(T +a?BH)e!™ = (T+EEE 2y 2T+
2(vT + 2a?B*H) a '
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Capitulo 5

Ruido Externo No Lineal

En este capitulo describiremos un método desarrollado por San Miguel
M. y Sancho J. M. para tratar problemas con ruido externo cuadratico [12].
El método proporciona una ecuacion de Fokker-Planck asociada a cierta
ecuacion diferencial estocdstica no lineal (cuadrética) en donde las fluctua-
ciones entran en forma cuadrética.

Asi se construye una EFP asociada a las ecuaciones nematodinamicas, a
partir de la cual, se obtienen los momentos de distribucién necesarios para
el célculo de la birrefringencia inducida en cristales liquidos.

5.1. Ecuacion de Fokker-Planck (EFP)

El método tiene la finalidad de obtener una ecuaciéon de Fokker-Planck
para la densidad de probabilidad P(q,t) de un proceso estocéstico ¢(t)
definido por la siguiente ecuacién

dq(t
W0 f19)+ v200), (5.1

en donde f(q) y ¢g(q) son funciones arbitrarias de ¢ y v es un parametro de
control que fluctia con estadistica gaussiana y valor medio :

v=1+C(t). (5.2)

Asumiendo también que ((t) es un proceso de Markov estacionario. El
teorema de Doob [33] asegura que bajo las condiciones anteriores ((t) es un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck con promedio cero y correlacion

<ctet) = Zeeap-1=0 (5.3)

T

49



Sustituyendo (5.2) en (5.1) se obtiene una ecuacién diferencial estocasti-
ca en la cual el ruido ((t) entra en forma no lineal

dq(t)

— = 1@ +79(0) +209()(1) + 9()¢(0). (5.4)

Una vez que ha sido planteada esta ecuacién y realizadas las suposiciones
sobre ((t) se procede a asociarle una ecuacién para la densidad de probabi-
lidad P(q,t) (EFP). Esta ecuacién se obtiene para el caso no lineal haciendo
aproximaciones y suposiciones concretas sobre los parametros del ruido D,
y T, cOMO se vera a continuacion.

Como primera aproximacién a la EFP se reescribe la ecuacién (5.4) de
tal forma que el ruido ((f) que aparece en esta ecuacién se sustituya por
otro ruido n(t) el cual entra en forma lineal en dicha ecuacién. Para este
efecto se reescribe el valor de v/?;

V2 =102+ 20((t) + C3(1), (5.5)
como un valor medio que se calcula con la ecuacién (5.2) y la correlacién de
¢(t), ecuacion (5.3),

D.
<V>=v+ =, (5.6)
f)/
més una fluctuacién 7(t), esto es,

V=< v? > +n(t). (5.7)

La fluctuacién n(t), es una transformacién no lineal del proceso gaussiano

¢(t),

n(e) = C0) + 200(1) — = 53

Este proceso deja de ser Gaussiano, su valor medio es cero y la fun-
cién de correlacién se obtiene utilizando la ecuacion (5.3) y las propiedades
estadisticas de ((¥)

< GOCH) >=< C(CH) >* +2 < (1) >< () >, (5.9)
< CHEE) >=0, (5.10)

y asi se obtiene
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D

C
T

5 ; 2
<n(t)n(t) >= 4VTDCexp{—’ t;t ’}+2( ) exp{—=2|t—1t"|}. (5.11)

Si el ruido externo fuera modelado por un ruido blanco, entonces en la
ecuacion anterior apareceria el cuadrado de la delta de dirac y en la ecuacion
(5.7) < v* > tenderfa a infinito.

Hasta el momento solamente se ha reescrito el valor de v como un valor
medio < 2 > més una fluctuacién, sin embargo, aunque esta separacién es
siempre posible como una primera aproximacién, el valor medio de < v? >
como se ve en (5.6) depende de las caracteristicas del ruido, por lo que al
analizar los resultados en términos de los parametros del ruido, no puede
tomarse a < v? > como una cantidad fija si v estd controlada por los
parametros fluctuantes.

Considerando lo anterior, se pueden efectuar algunas aproximaciones
sobre n(t). La primera consiste en despreciar los momentos de distribucién de
esta cantidad mayores que dos, de tal forma que 1 se aproxime a un proceso
Gaussiano. La segunda consiste en considerar al tiempo de correlacion 7
muy pequeno, por lo que 7 se aproxima a un proceso de ruido blanco. Con
estas aproximaciones la funciéon de correlacién de 7 se reduce a

< n(t)n(t') >= 2(47°D, + DTg)é(t — ). (5.12)

Esta expresién se obtiene después de tomar el limite cuando 7 — 0 por lo
que las exponenciales que aparecen en (5.11) se reducen a deltas de Dirac. El
coeficiente que multiplica a la delta es la intensidad efectiva, que esta dada
por:

2

> D
D= / dt' < n(Em(t) >= 472D, + 2. (5.13)
0 T

Una vez que se han hecho estas aproximaciones, el proceso queda comple-
tamente definido cuando se sustituye la ecuacién (5.7) en (5.1), obteniéndose
la siguiente ecuacion diferencial estocastica, en donde el ruido aparece en
forma lineal,

W9 _ g+ 7+ Z)0(a) + glam(®) (5.14)

Por lo tanto, si aceptamos la suposicién de que 7(t) puede modelarse en
forma aproximada como ruido blanco Gaussiano, la EFP asociada a (5.14)
en la interpretacién de Stratonovich [11] es la siguiente
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P D,
’ éz’ 9 _ —a%(f(Q) + 77+ —)g(a)P(a,1) + Dé(% (CJ)a%g(q)P(q,t)-
(5.15)

Ahora realizaremos una deduccién mas sistematica de (5.15) en la cual
obtendremos la magnitud de las primeras correcciones de la deduccion an-
terior.

Para derivar la ecuacién para P(q,t) partimos de la ecuacién de Liouville
(34, 35] asociada con (5.4). Esto es, si se considera que cada realizacién de
((t) genera un sistema y, por lo tanto, todo el conjunto de realizaciones
constituye un ensamble de sistemas; o bien, una infinidad de trayectorias
posibles ¢(t) en el espacio ¢, que se distinguen solamente por las condiciones
iniciales, entonces es posible caraterizar dicho ensamble por una densidad
de probabilidad p(q,t) = d(q(t) — q), que obedece la siguiente ecuacién de
continuidad

) (5.1
_ _a% [(F(a) + Pg(a) + 209(a)C(1) + 9(a)P(1)) P(q.1)] -

La densidad de probabilidad P(g,t) es el promedio sobre todas las rea
lizaciones de ((t) de la densidad p(t) [34]. Tomando dicho promedio sobre
la ecuacién (5.17) tenemos,

D - L@+ Pe@)Plat) (.17
—a%zyg(q) < ((H)d(q(t) — q) > —a%g(Q) < ¢*(q(t) — q) >,

donde se ha usado el hecho de que p(q, t) es el promedio sobre la distribucién
inicial §(g(t) — ¢). Aqui g es un punto en el g-espacio y ¢(t) es una solucién
formal de (5.4).

La ecuacién (5.17) es una ecuacién exacta pero no cerrada para P(q,t).
Para proseguir necesitamos saber las propiedades estadisticas de ((t). Las
funcionales del ruido que aparecen en (5.17), se evaliian utilizando el teorema
de Novikov [36]. Dicho teorema establece que el promedio de una funcional
®[(] de ¢ esta dado por
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< (D] >= / dt’y(t,t’)<55q<)t[/<)]> (5.18)

donde v(t,t) es la funcién de correlacién de ((t). Considerando a d(q(t) —q)
como una funcional de ((¢), para el segundo término del lado derecho de
(5.17) se tiene

(cOatate) o)) = [ drate, )AL=, (5.19)

<
-~ [ a6 - o 550

De forma anéloga para el tercer término, se utiliza el teorema de Novikov
ecuacién (5.18) y su generalizacion

(0l = (@i + [ ds [asnieon(e oo 620
La funcional ®[(] de () se toma como: d(¢(t) — q),

(Coatate)0)) = 2oPlat) + [ dsas (5ot otate. ) - ).
(5.21)
en donde
2 N9/ S -
(e -0) = 5 i@ —0) 622
0/ 6q(t) 9 dq(t) 3
i aq<5<< yagsc(s) 1) q>>
Sustituyendo (5.19) y (5.21) en (5.17) se obtiene
D — 2w+ 0+ Zg) Pl (5.29

NG, dq(t)
+ 21/8— a—/d37 (t,s)((q(t) — q>5((8

)
+ 8_qg B /ds/ds*yt s)y(t, s < i;;ét() )5(q(t)—q)>
— /ds/ds*y (t,s)v(t, s <5 alt) 0 5q<t>5(q(t) —q)>.
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Nétese que el dltimo término de esta ecuacién contiene una derivada de
tercer orden para P(g,t), por lo que se deben efectuar aproximaciones si
se quiere obtener una ecuacion de Fokker-Planck. Esta aproximacion con-
sidera a 7 como un parametro muy pequeno, de tal forma que la funcién
de correlacién 7(t, s') se expande en una serie de potencias de 7. Ahora se
deben evaluar las derivadas funcionales de ¢(t) a tiempos iguales, ya que
bajo esta aproximacion estos términos, también conocidos como funciones
de respuesta al ruido exerno, aportan la mayor contribucion a las integrales
de la ecuacién (5.23). Estas funciones de respuesta se calculan en el apéndice
de la referencia [12], su célculo se basa en la solucién formal de la ecuacién
(5.4) y resulta ser

dq(t)

se(r) 1= 2r9la®) + 29(a(£)C(D) (5.24)
() o . 99(4(1) 2, o )
S20)5¢ () e 29086 5) g (a(8) =5, 037 (7 + 2000 +¢(1).

(5.25)

Estas cantidades dependen explicitamente de ((t), este hecho implica

que al efectuar la sustitucién de (5.24) y (5.25) en (5.23), se debe aplicar

sucesivamente el teorema de Novikov y su generalizacién (ecuaciones (5.18) y

(5.20)), obteniéndose una serie infinita de términos que contiene derivadas

de todos los érdenes con respecto a ¢. Esto implica la aparicion de una
cantidad infinita de términos de orden cero en 7.

oP(g,t) _ 0
ot g

*4”2(% <q>§q @ / ds(t,5)P(q.1) (5.26)

(F@) + (7 + Z)g(@)Pla. 1)

a a t t D3 )
+2— —/ds/ds’ t,s)v(t, s")0(s — s")P(q,t) + O(D.T, ==, D3).
aq,f/(fz)aq ) Y(t, s)v(t,8)o( )P(q,1) + O( — %)

Para poder truncar esta serie se debe considerar que el otro parametro
D, sea pequeno, de manera que la razén % sea finita. Bajo estas condiciones
el término de orden % en la ecuacién (5.23) serd el que aporte la mayor
contribucion a los efectos del ruido. Las correcciones a éste término son del

D2 . .
orden de % XT=D.y % X D. = ==. Estas contribuciones son aportadas
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por los primeros términos de las ecuaciones (5.24) y (5.25), respectivamente,
cuando se sustituyen en (5.23). Los términos restantes aportan correcciones
de los siguientes ordenes

D,
(=) x " n>1, (5.27)

-

D,
(%D >, (5.28)

-

D,

(—) x D™ n,m > 1. (5.29)

T

Extendiendo las integrales de ¢ hasta infinito en (5.26) y despreciando
los términos transitorios de orden e~ , ésta ecuacion se reduce a la ecuacion

(5.15).

5.2. Efectos de ruido no lineal

En esta seccién aplicaremos el método de M. San Miguel y J. M. Sancho
discutido en la secciéon anterior al modelo estudiado en esta tesis. Partiendo
de la ecuacién de amplitud (3.28) y considerando como un segundo caso que
la magnitud del eléctrico fluctiia, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial
ordinaria, estocdstica lineal e inhomogénea con ruido cuadratico multiplica-
tivo para la amplitud de la componente y del campo director,

2
Pl T g 6+ fot B+ Py (530

Comparando (5.30) con (5.1), identificamos

2
q=ng.. f(n) =~ Ang(t) = Tno.(t), v=E,() v gln.)=Bn,.
(5.31)
Con el fin de obtener una expresion explicita y analitica de la birrefrin-
gencia inducida, ahora obtendremos la ecuacion de Fokker-Planck asociada
a la ecuacién (5.30) y a partir de esta obtendremos las ecuaciones para el
primero y segundo momento de n,, . Usando (5.15), (5.30-5.31) se tiene la
siguiente ecuacion para la distribucion de probabilidad
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0P(q,t) BD oP(q,t)

—_ | ¢ 2 ! —_ _
BD, J0P(q,t) 0*P(q,t)
B2D' — (T ) B2D'n2 Y
+[3 e — (T'+ - ). o, + My angz

Para obtener la ecuacién para el primer momento, se multiplica (5.32)
por n,, por la izquierda y se integra sobre todos los valores de n,, , haciendo
esto se obtiene

d{n
i)~ Lyng) + fo (53
donde L; se define como
BD
Li=T+—°+B*D, (5.34)
T

con D! dada por la ecuacién (5.13).
La solucién de (5.33) para la condicién inicial (n4,) = 0 es

() = (et - 1), (5.35)

De forma analoga, para obtener la ecuacion para el segundo momento,
se multiplica (5.32) por ni por la izquierda y se integra sobre todos los
valores de n,_, con lo que se obtiene

d(ngz)

Sustituyendo (5.35) en (5.36)
d{ng) 215 1,
d; = 2Ly(ngz) + L—f[eL t1] (5.37)
con D.B
Ly=T + T +2B%D!. (5.38)

La solucién de (5.37) para la condicién inicial (n? ) = (nZ ) es la siguiente

L1t 2Lot

1 e e
2\ (2 V2Lt 4 o f2 — . (9.39
(ng.) = (nge)e™ +2fo <2L1L2 LT —2Ly)  2La(Ls — 2L2)> (5-39)
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Capitulo 6

Birrefringencia Inducida

Este capitulo se divide en tres partes, en la primera se da una breve
introduccién sobre la birrefringencia inducida. En la segunda parte se ob-
tienen expresiones para la birrefringencia en el caso de ruido lineal, tanto
para ruido blanco como para el ruido de color. En la tercera parte se obtiene
la birrefringencia para el caso de ruido cuadratico, considerando ruido de
color con tiempo de correlacion muy pequeno. Es decir, tomando el limite
de ruido blanco.

6.1. Birrefringencia inducida

Este fenémeno es altamente no lineal, se presenta en muchas sustancias
cristalinas compuestas por moléculas anisotrépicas y en algunos liquidos
no cristalinos cuando sobre ellos actian campos eléctricos . Basicamente
se produce por la alineaciéon de las moléculas en la direccion del campo
aplicado, regresando a su configuracién inicial cuando el campo aplicado
desaparece. Debido a la reorientacién de las moléculas de una sustancia
cristalina por la aplicacién de campos externos, sus propiedades eléctricas y
magnéticas cambian, también lo hace la birrefringencia. Este efecto ha sido
estudiado desde el punto de vista tedrico y experimental en cristales liquidos
(37, 38, 39].

Cuando la luz se propaga a través de éstas sustancias, los electrones
son impulsados por el campo eléctrico reirradiando ondas secundarias que
se combinan en una onda refractada, la cual se desplaza a través del ma-
terial. La velocidad con que esta onda se propaga esta determinada entre
otras causas, por la diferencia entre la frecuencia del campo y la frecuencia
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caracteristica del material. La anisotropia de las fuerzas de enlace entre los
electrones se manifiesta en la anisotropia del indice de refraccion.

Si la estructura de los cristales es tal que las moléculas anisotropicas
estan ordenadas a lo largo de una direccién preferencial (material uniaxi-
al), entonces al incidir una onda electromagnética sobre este medio, ésta se
propagara con dos velocidades diferentes; una paralela al eje optico v, y la
otra perpendicular a él, v, .Esto da lugar a dos tipos de ondas: ondas ordi-
narias o “esféricas” y ondas extraordinarias e o “elipsoidales”. La orientacién
del campo Optico con respecto al eje éptico determina las velocidades con
las que estas ondas se expanden. Para las ondas o la velocidad de propa-
gacion sera v, y el campo electromagnético asociado a estas serd normal al
eje optico. En el caso de ondas elipsoidales, e, se propagan con una veloci-
dad v, y su campo serd paralelo al eje Optico. Finalmente, estas ondas se
recombinan emergiendo una onda formada por dos ondas con estados de po-
larizacién mutuamente ortogonales. Asi, los materiales uniaxiales presentan
dos indices de refraccién: n, = ¢/v, y n. = c/v,, diferentes. La diferencia
entre estos dos indices, AN = n, — n., es una medida de su birrefringencia.

En el caso de cristales liquidos este efecto también se observa. Asi, en la
fase nematica del cristal en la que las moléculas de entrada estan orientadas
a lo largo de una cierta direccién preferencial presenta una birrefringencia
intrinseca igual a An = n, — n,, en donde n, y n, son los indices de
refraccién paralelo y perpendicular al vector director 7.

Cuando la reorientacién de las moléculas de un medio anisotrépico es
tal que no difiere mucho de la configuracion inicial, entonces la mayor con-
tribucion a la birrefringencia inducida esta dada por la siguiente expresion
40],

An=<nl>—<nl>. (6.1)

6.2. Birrefringencia inducida por ruido lineal
y flujo hidrodinamico

Como se dijo anteriormente, uno de los objetivos de este trabajo es el de
calcular la birrefringencia inducida por el campo eléctrico alterno aplicado,
tomando en cuenta los efectos hidrodindmicos que inevitablemente se pro-
ducen por efecto de la reorientacién, y comparar su valor con la obtenida
en ausencia del campo eléctrico aplicado. Es decir, nos interesa comparar
cuantitativamente la birrefringencia inducida por el campo externo y el flu-
jo hidrodinamico con la birrefringencia intrinseca. En la aproximacion de
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angulos pequenos (6.1)toma la siguiente forma

An=1—(n) (6.2)

En el capitulo 4 obtivimos expresiones analiticas para (n§>, tanto para
ruido balanco como de color. Dichas expresiones las usaremos para deter-
minar la birrefringencia.

Sustituyendo (4.43) en (6.2) obtenemos una expresién para la birrefrin-
gencia inducida por ruido blanco en la intensidad del campo eléctrico y el
flujo hidrodindmico

2 1 el o
An =1-2f5 {Q(T—i-x)(T‘f‘ 2¢) (T + z)(T + 3z)

2T +22)t 2\ a(r a0
- 2 6.3
T 2x)(T+3x)] (g e (6.3)

Recordemos que el valor de T' = —’;—;A con A, dada por (3.18), que
depende de los parametros materiales del nematico y de las dimensiones de
la muestra; mientras que x = o?B?D con B dada por (3.18), depende de
los parametros del ruido y de los parametros materiales del nematico.

Para poder graficar (6.3) consideraremos un nematico especifico, a saber,
el PAA (P-Azoxianisol). Los parametros materiales de este nemético se han
tomado de las referencias [4, 8, 41, 42] y se resumen en la siguiente tabla.

Parametros Materiales del P-azoxianisol (PAA)

coeficiente de viscosidad de Leslie 7, = 6.8 x 1073 %

coeficiente de viscosidades relativas A\ = _W—ZQ =1.05

coeficiente de viscosidad de Harvard vs =5 x 1072 %

constante eldstica (se ha elegido K3) Ky = 3.8 x 10712N
anisotropfa dielécrica: €, = n2 — n§ = 1.547% — 1.479% = 0.2057
polarizabilidad paralela o = 5.90588 x 10~ F'm?
polarizabilidad perpendicular a; = 1.99224 x 10~%°F'm?

permitividad paralela e = 4.9036 x 10_11NC:L2
permitividad perpendicular e, = 5.0488 x 10*11]\10—;2

Las dimensiones de la muestra que consideramos son las siguientes
separacion entre las placas ¢ = 10™*m

volumen de la muestra V = 10~8m?3
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Para el caso de ruido blanco lineal, las dimensiones de la intensidad del
ruido D son NC—‘:S, como puede apreciarse directamente de la ecuacién (4.35).
Las dimensiones de T', fo v x son de %

De acuerdo a los valores de los parametros del nematico y de las dimen-
siones de la muestra, el orden de magnitud de T es de 107!, mientras que
x es del orden de 1072°a?D, de manera que para valores razonables de los
pardametros del ruido, < T'. Aprovechando esto, realizamos una expansion
de la ecuacién (6.3) en serie de Taylor en z alrededor de x = 0, expresando
el resultado en términos de las variables adimensionales 71 = Tt, 1 = £

T
ro=uxty f1 = fo . Asi, se obtiene

An =1 |(m2)e™ — f2(2e7 — e — 1) (6.4)

5
—2f1( + 71e™ — 271%™ — 4e™ +2 e*™)x, +4( BESTRE

De (6.4) podemos identificar las diferentes contribuciones a la birrefrin-
gencia inducida

An'=1—(nZ)e’™, (6.5)

= f1 (2 — " = 1), (6.6)

AnfE 2f1( +71e™ = 271%™ — de™ + 2627-1)1‘1, (6.7)
An®t = —4(n Y™™ (6.8)

donde Anf, Anf, Ant vy Anf¥F denotan, respectivamente, las birrefrin-
gencia intrinseca, inducida por el ruido, inducida por el flujo y un término
acoplado debido al flujo y al ruido.

La condicién inicial (n? (t = 0)) = (nZ ) puede determinarse de varias
formas. Una es considerar al nemético formado por un conjunto de momen-
tos dipolares permanentes en equilibrio. Para determinar dicha condicion
inicial, calculamos la funcién de particion del sistema y a partir de esta
obtenemos la siguiente expresion para el segundo momento de la compo-
nente y del campo director a t = 0

4 kBT] — e
<n(2]0> 3 h2 Y

(6.9)
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donde kg, T, I, h, i, E son la constante de Boltzmann, la temperatura,
el momento de inercia, la constante de Planck, el momento dipolar perma-
nente de una molécula y el campo eléctrico, respectivamente. Otra forma
consiste en igualar la birrefringencia intrinseca Ec. (6.5), con AN = n, —n,
y despejar (nZ ).

Uno de nuestros objetivos es determinar, de acuerdo al modelo, si las
birrefringencias inducidas por el ruido y el flujo hidrodinamico son signi-
ficativas comparadas con la birrefringencia intrinseca y de esta forma ver si
son fisicamente significativas y medibles.

Las graficas que se muestran a continuacién muestran el cociente entre
diferentes contribuciones a la birrefringencia inducida respecto a la intrinse-
ca. Para dichas contribuciones se dan expresiones analiticas en términos de
variables adimensionales que dependen de parametros fijos y parametros
libres. Los parametros fijos son: los parametros materiales del nematico y
las dimensiones de la muestra; los parametros libres son, los parametros del
ruido y el gradiente de presion externo. En el eje de las ordenadas representa
el cociente entre diferentes contribuciones, mientras que el eje de las abcisas
representa alguno de los parametros libres segin sea el caso. El tiempo al
cual se realizaran las gréficas de la birrefringencia corresponden al tiempo
de relajaciéon del modo m = 0 que esta dado por la Ec. (3.26) con Ey = 0.

En seguida mostramos la grafica de la razén entre la birrefringencia in-
ducida por el flujo hidrodinamico y la intrinseca como funcién del gradiente
de presion:

Como puede apreciarse de la figura (6.1), la razon entre la birrefringencia
inducida por el flujo y la birrefringencia intrinseca es muy sensible al gra-
diente de presién, al aumentar el gradiente de presién dicha razén aumenta
y lo hace rapidamente. De aqui concluimos que una predicciéon importante
de nuestro modelo es que los efectos hidrodinamicos a la birrefringencia son
considerables y por lo tanto pueden ser medibles. Cabe senalar que en la
literatura es muy comun despreciar dichos efectos.

La figura (6.2) muestra la razon entre la birrefringencia inducida por el
ruido en la intensidad del campo eléctrico y la intrinseca. También muestra
la razon entre la birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el flujo
con el ruido y la intrinseca. Como podemos apreciar, los efectos del ruido
en la intensidad del campo eléctrico sobre la birrefringencia son practica-
mente inapreciables. En esta grédfica se considera un gradiente de presion
fijoen | VP |= 10%. Cabe senialar que al aumentar o disminuir el gradi-
ente de presion, los efectos del ruido y del término acoplado siguen siendo
despreciables.
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Figura 6.1: Razén entre la birrefringencia inducida por el flujo hidrodinamico
y la intrinseca como funcion del gradiente de presién.
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Figura 6.2: (- - -) Razén entre la birrefringencia inducida por el ruido y
la intrinseca como funcién de la intensidad del ruido. (—) Razén entre la
birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el flujo con el ruido y la
intrinseca.

Para obtener la birrefringencia inducida por ruido de color en la intensi-
dad del campo eléctrico y el flujo hidrodinamico sustituimos (4.54) en (6.2)

A=t |n (" T (n2 )eht (6.10)
n = - - 0 .
\hi—hs  hs(hy —hs)  hs g
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donde denotamos

;—&)y- )

h1:T+Zl, h3:2(T+221)yh4:2f§ T >
— <1

(6.11)

Sustituyendo (6.11) en (6.10), An expresada en términos de z; toma la
siguiente forma

<%_%%XV_ZQ (T + 32) <T+2D¥@Hmﬁ_(ﬂﬂﬁ.
(T — 21)(T 4+ 321) | 2(T + 2%) 2(T + 2z)

An=1-2f3

(6.12)

Para el caso de ruido de color lineal las dimensiones de la intensidad
del ruido H son g—j, esto puede apreciarse directamente de la Ec. (4.45),
mientras que las dimensiones de T', fy, v, hy, hs, hy v 21 son de %

De manera analoga al caso de ruido blanco, de acuerdo a los parametros
materiales del nematico y a las caracteristicas fisicas de la muestra, z; < T
Realizando un desarrollo en potencias de z; se obtiene la siguiente expresion
a primer orden en z; para la birrefringencia

An=1-— {<n§0>62” + 4(nd ) zae®™ — f1(2e7 — €T — 1) (6.13)
2 2T T T 3 2T 1 3 T 2T
+2f7( (2¢ 1—61)22+(261—§€ 1—§)z3+§(el—e L= 1)z |,

donde hemos expresado el resultado en términos de las variables adimen-
; — — — 2 _ 2 _ fo
sionales T = Tt, z —‘zlt, =g, A=y = T . .
Identificando las diferentes contribuciones a la birrefringencia inducida,
se tiene

Anf=1— <n(210>e2717 (6.14)
Ant = fi (2™ — e*™ — 1), (6.15)
3 1. 3
AT =2 (267 =T oy (267 o ) g (¢ e 1), (6.16)
Anft = —4(nl Yz0e™™. (6.17)
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Notese que las expresiones para la birrefringencia intrinseca y la bir-
refringencia inducida por el flujo coinciden para el caso de ruido blanco y
ruido de color, mientras que la birrefringencia inducida por el ruido cam-
bia, como era de esperarse. En el caso de ruido blanco sélo tenemos un
parametro que lo caracteriza, su intensidad, en el ruido de color tenemos
dos parametros, su intensidad y su tiempo de correlacion.

Las graficas que enseguida se muestran, representan la razon entre la
birrefringencia inducida por ruido de color y la intrinseca, considerando al
tiempo de correlacion 7 fijo y variando la intensidad del ruido y viceversa.

R
&n.H‘ An
Ard (a) Ant (b)
1.7510% 1.7510%
1.510% 1.510%
1.2510% 1.2510%
110% 110%
7.510%° 7.510%
51025 5102
2.5'102° 25102
100 200 300 200 H 0.002 0.004 0.006 0008 001

Figura 6.3: Razén entre la birrefringencia inducida por el ruido y la intrinse-
ca. (a) Fijando el tiempo de correlacién 7 y variando la intensidad del ruido
H. (b) Fijando la intensidad del ruido H y variando el tiempo de correlacién.

De la figura (6.3) se tiene que la birrefringencia inducida por el ruido de
color es totalmente despreciable comparada con la intrinseca. Por lo tanto,
considerando ruido lineal, la birrefringencia inducida por el ruido de color,
al igual que el ruido blanco, es despreciable.

En la expresion para la birrefringencia total, Ec. (6.13), aparece un térmi-
no que acopla al ruido y al flujo hidrodindmico. En seguida mostramos
una grafica que muestra la razon entre la birrefringencia intrinseca y la de
acoplamiento entre el flujo y el ruido.De la grafica (6.4) observamos que la
birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el flujo y el ruido de color
es inapreciable.

En resumen, de acuerdo a los resultados anteriores, la birrefringencia
inducida por ruido lineal, tanto para el caso de ruido de color como el de
ruido blanco es despreciable; sin embargo, la birrefringencia inducida por el
flujo hidrodindmico puede ser mucho mayor que la intrinseca a medida que
el gradiente de presiéon aumenta.
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Figura 6.4: Razén entre la birrefringencia intrinseca y la inducida por el
acoplamiento entre el ruido y el flujo

6.3. Birrefringencia inducida por ruido cua-
dratico

En la seccién (5.2) aplicamos el método de San Miguel y Sancho para
tratar el caso de ruido no lineal, dicho método nos permitié determinar
el primero y segundo momento de la componente y del campo director.
A continuacién usaremos éstas expresiones para determinar la birrefrin-
gencia inducida por las fluctuaciones en el campo eléctrico y por el flujo
hidrodindmico. Sustituyendo (5.39) en (6.2), se tiene

An" =1—(n2) =1— (n} )e*"' (6.18)

q0
L1t 62L2t

2L,Ly = Ly(Ly —2Ly)  2Ly(Ly — 2Ly) |

. sy . 2
Para el caso de ruido cuadratico las unidades de D, son de %s, como

puede verse directamente de la ecuacion (5.3). Las unidades de Ly, Lo son
de %

Sustituyendo los valores de los parametros materiales del nemético PAA
en las ecuaciones (5.34) y (5.38) se obtiene
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D.B
—

Lix~Ly=T+1y con y = (6.19)

De forma analoga al caso de ruido lineal, consideramos el hecho que T es
del orden de 107! y y; va como 1071°2=de modo que considerando valores
de D, y 7 tales que T' < y; y realizando un desarrollo en serie de Taylor de
la Ec. (6.18) alrededor de y; = 0, se tiene

Ant =1-— <n§0>62” + 2<n§O>y262T1 — fi(2e™ + ¥ — 1) (6.20)

—i—2f12(7'16271 — €™t + 2™t — e — Dys|,

donde hemos expresado (6.20) en términos de las siguientes variables adi-
mensionales

Jo
T

De (6.20) podemos identificar las diferentes contribuciones a la birrefrin-
gencia inducida

1 =Tt ,ys = yit, ygz% y fL= (6.21)

An' =1— (n?)e™, (6.22)

An't = —=2(n? Yy, (6.23)

Anf = f2(2e™ + e — 1), (6.24)

AnTE = —[2f2(11€*™ — gype™ + 2e™ — ¥ — 1)ys). (6.25)

En seguida mostramos la grafica de la razon entre la birrefringencia
inducida por ruido cuadratico y la intrinseca, considerando las restricciones
sobre los pardmetros del ruido mencionadas en la seccién (5.1), en donde,
se considero al tiempo de correlacion 7 y a la intensidad del ruido D, como
parametros pequenos tales que el cociente % sea finito. Ademas, conside-
ramos la restriccion 7" < yy, la cual se utilizé con el fin de poder realizar
el desarrollo de Taylor de la Ec. (6.20) y asi poder separar las diferentes
contribuciones a la birrefringencia.
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Figura 6.5: Razdén entre la birrefringencia inducida por ruido cuadratico y la
intrinseca. (a) Fijando el tiempo de correlacién en 7 = 1x 107? y variando la

intensidad del ruido D. (b) Fijando la intensidad del ruido en D = 0,012{—;5
y variando el tiempo de correlacion 7.

Las gréficas de la figura (6.5) muestran que para el caso de ruido cuadrati
co, la birrefringencia inducida por el ruido puede ser hasta un 50 % de la in-
trinseca. A medida que aumentamos la intensidad del ruido y disminuimos el
tiempo de correlacién ésta razén aumenta, sin embargo, esto no lo podemos
hacer de manera arbitraria, ya que se tienen restricciones sobre los parame
tros del ruido. Los valores fijos que se tomaron en dicha gréfica, para D,
y T., son tales que satisfacen las restricciones ya mencionadas y que hacen
que los efectos del ruido sean considerables.

Ahora mostraremos la grafica de la razon entre la birrefringencia induci-
da por el acoplamiento entre el flujo hidrodinamico y el ruido cuadratico.

De la figura (6.6) observamos que la birrefringencia inducida por el
acoplamiento entre el flujo y el ruido puede ser hasta un 35% de la in-
trinseca y aumenta si se aumenta el gradiente de presion.
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Figura 6.6: Razén entre la birrefringencia inducida por el acoplamiento entre
. . . . 2

el ruido con el flujo y la intrinseca, para D = 0,01%8, T=1x10"%y

variando el gradiente de presion.

Por tdltimo mostramos la grafica de la razén entre la birrefringencia in-
ducida por el ruido y la inducida por el flujo.
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Figura 6.7: Razdén entre la birrefringencia inducida por el flujo y la inducida
por el ruido,para D = 0,0lg—zs, 7 = 1 x 107%s y variando el gradiente de
presion.

La grafica de la figura (6.7) muestra que si el gradiente de presién dis-
minuye, la birrefringencia inducida por el ruido es mayor que la inducida
por el flujo. Sin embargo, si el gradiente de presion aumenta, dicha razén
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tiende a cero. En ese caso la inducida por el flujo es mucho mayor que la
inducida por el ruido.
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Capitulo 7

Conclusiones

Se propuso un modelo para estudiar la birrefringencia inducida por ruido
externo y flujo hidrodindmico en cristales liquidos nematicos. En este mo
delo se consideré como un primer caso, que la intensidad del campo eléctri-
co fluctia, a parir de lo cual se obtiene una ecuacién diferencial estocastica
inhomogénea con ruido lineal multiplicativo para el campo director. Para
resolver dicha ecuacion se utilizé un método desarrollado por van Kampen, a
partir del cual se obtuvo una ecuaciéon de Fokker-Planck para la distribucion
de probabilidad del campo director. De esta ecuacién se obtuvo su primero
y segundo momento, necesarios para obtener una expresion analitica para
la birrefringencia. Como un segundo caso se consider6 que las fluctuaciones
ocurren en la magnitud del campo eléctrico; en este caso se obtiene una
ecuaciéon diferencial estocdstica inhomogénea con ruido cuadréatico multi-
plicativo para el campo director. Para resolver esta ecuacién se utilizé un
método desarrollado por San Miguel y Sancho, el cual proporciona una
ecuacion de Fokker-Planck para la distribucién de probabilidad del campo
director. A partir de esta ecuacion se obtuvo su primero y segundo momento
y a partir de estos se obtiene la birrefringencia inducida.

La aportacién principal de este trabajo fue deducir expresiones analiticas
para la birrefringencia inducida por el ruido y por el flujo usando como
parametro de control el campo eléctrico A.C. Para ambos tipos de ruido se
consideran los efectos del flujo hidrodinamico. En la literatura es muy comtn
considerar solamente fluctuaciones térmicas aditivas; en este sentido, en este
trabajo se generalizo esta situacion al considerar ruido externo multiplica-
tivo, lo cual se obtiene directamente en las ecuaciones nematodinamicas
estocasticas. La introduccién de fluctuaciones lleva el problema a un area
poco estudiada como son los procesos estocasticos multiplicativos.

Cabe senalar que, como se ha indicada de manera explicita a lo largo
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del trabajo, el modelo tiene limitaciones, como la de acoplamiento minimo.
Por tanto nuestra descripcion es valida solo para las etapas tempranas del
proceso de reorientacion.

Al comparar las diferentes contribuciones a la birrefringencia, se obtuvo
como resultado que en el caso de ruido lineal, la birrefringencia inducida por
el ruido es practicamente inapreciable, mientras que la inducida por el flujo
puede ser mucho mayor que la birrefringencia intrinseca. Esto tanto para
el caso en que el ruido blanco como el de ruido de color. Para el caso de
ruido cuadratico, se obtuvo que la birrefringencia inducida por el ruido es
considerable, llega a ser hasta el 50 % de la intrinseca y aumenta a medida
que el tiempo de correlacion disminuye, es decir, la birrefringencia aumenta
a medida que nos acercamos mas al limite de ruido blanco.

La birrefringencia inducida por el acoplamiento entre el ruido y el flujo
es despreciable para el caso de ruido lineal, de color y blanco. Para el caso
de ruido cuadratico dicha birrefringencia es considerable y aumenta al au-
mentar el gradiente de presién y disminuir el tiempo de correlacion. Estas
son predicciones nuevas y susceptibles de comprobarse experimentalmente.
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