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Resumen

La Relatividad General es una teoria prominente, no sélo porque cambié la nocién de la grav-
itacién, el espacio y el tiempo y por sus notables predicciones sino porque ademds éstas se han
verificado con gran precisién.

La Relatividad General es conceptualmente simple y esta expresada en forma tensorial por lo que
es matematicamente elegante, pues permite describirla independientemente de cualquier sistema
de referencia, es decir, es una teoria covariante. Esta teoria describe el espacio-tiempo a través
de las ecuaciones de Einstein, las cuales son un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales
acopladas y no lineales. Debido a esta complejidad matemadtica, sélo se conocen soluciones exac-
tas cuando el sistema fisico presenta un alto grado de simetria. Sin embargo, cuando se pretende
estudiar sistemas relacionados con problemas astrofisicos, tales como un colapso gravitacional
o una colisién de objetos compactos, resulta imposible encontrar soluciones analiticas. Por esta
razén surgio la Relatividad Numérica.

Una de las més importantes predicciones de la Relatividad es el fenémeno del colapso gravita-
cional de un objeto compacto a un agujero negro, el cual es una regién del espacio-tiempo que
contiene dos regiones causalmente desconectadas divididas por un horizonte de eventos.

Otra de las predicciones de la Relatividad General, es la existencia de las ondas gravitacionales
que son distorsiones del espacio-tiempo que viajan a la velocidad de la luz. Aunque estas per-
turbaciones aun no han sido detectadas se tiene evidencia indirecta de su existencia, como es el
pulsar PSR 1913+16 [15].

Con los nuevos observatorios de ondas gravitacionales como LIGO, VIRGO, GEO y TAMA, se
espera encontrarlas en los préximos anos. En esta busqueda, la Relatividad Numérica juega un
papel muy importante, pues las senales de las ondas gravitacionales son muy débiles y aunque
los nuevos detectores son muy sensibles, es necesario diferenciarlas de todo el ruido de fondo. No
obstante, las predicciones numéricas de las ondas gravitacionales seran fundamentales para los
observatorios ya que facilitaran extraer informacion de estas senales si tienen alguna idea de que
es lo que se espera encontrar. La Relatividad Numérica da informacién acerca de la magnitud
de una onda gravitacional asi como del tipo de onda que se produce de las fuentes astrofisicas
més comunes como son el colapso de supernovas o los choques de objetos compactos [1,2].

Desde sus inicios, la Relatividad Numérica ha tenido diversas dificultades como cuestiones de
estabilidad numeérica, la eleccién de un sistema coordenado y las condiciones de frontera [3]. El
problema de la estabilidad se resolvié considerando formulaciones hiperbdlicas de las ecuaciones
de Einstein. Una de las formulaciones més conocidas y usadas por la mayor parte de la comu-
nidad de Relatividad Numérica es la BSSN [17,18]. Por otra parte, dar condiciones de frontera
adecuadas ha resultado sumamente complicado y sélo hasta hace pocos afios a este problema
se le ha dado la importancia que merece [12]. Ademads el poder computacional actual es muy
superior al de antes.

A través de esta tesina, se pretende dar una introduccién a la Relatividad Numérica, de algunos
métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y técnicas de discretizacién
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que son necesarios para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales.

El primer capitulo esta dedicado a los métodos numéricos, se da un resumen de dos métodos
de discretizacién que son diferencias finitas y el método de lineas, este dltimo serd de gran
importancia pues uno de los objetivos principales es resolver la ecuacién de onda y partiremos
del método de lineas para aplicar los métodos de integraciéon. Tres de estos métodos serdn
estudiados, Euler, Runge-Kutta e ICN.

En el capitulo dos, se dard un breve resumen acerca de Cactus, en donde se elaborard una espina
para resolver la ecuaciéon de onda en tres dimensiones.

Por tltimo, el capitulo tres estd dedicado a dar una breve introduccién a la Relatividad Numérica.
Se mostraran dos formulaciones de las ecuaciones de Einstein. Se dara condiciones iniciales para
los agujeros negros y se realizard una simulacién de un choque frontal de dos agujeros negros.
Finalmente se extraera la informacion de la energia radiada que se genera en la simulaciéon de

la colision.



Capitulo 1

Introduccion

Un punto principal a resolver en este trabajo es la ecuacién de onda. Esta ecuacién no sélo es
importante en la Relatividad sino en la Fisica en general ya que ha sido la base para solucionar
diversos problemas, por lo que su resolucién de manera numérica es el principal objeto de estudio
de los siguientes capitulos. Ademads este estudio, permita tener las herramientas bésicas para
poder afrontar al tipo de ecuaciones que surgiran en la Relatividad Numérica.

Se empezarda dando una breve introduccion a las ecuaciones diferenciales parciales y su clasifi-

cacion.

Una ecuacién diferencial parcial de segundo orden en su forma general, esa dada por:

220 g 00 —&—C’an)—F(x 0 ad’), (1.1)

Ox? 0xdy oy? Y o oy

donde A, B y C son constantes y F' es una fuente que depende de las coordenadas y de las
primeras derivadas de ¢. Existen tres tipos de ecuaciones de acuerdo al signo de estas constantes:

1. Si B2 —4AC < 0, entonces la ecuacién es de tipo eliptica. Un ejemplo, es la ecuacién de

Laplace

¢ 0%¢

2. Si B> —4AC = 0, entonces es de tipo parabdlica. Por ejemplo, la ecuacién de difusién

06 O

donde « es una constante.
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3. Si B> —4AC > 0, entonces es una ecuacién de tipo hiperbélica y un ejemplo de este tipo
de ecuacién es

06 _ 200 _ 0, (1.4)

022~ 0a2

que es la ecuaciéon de onda, donde c es la velocidad de propagacién de la onda.

Las ecuaciones diferenciales parciales juegan un papel importante en la descripcién de sistemas
fisicos, pero resulta imposible resolverlas de manera anaitica para casi todos los problemas fisicos,
sélo en los casos ideales se pueden resolver de manera exacta.

En este trabajo sélo tratard con ecuaciones de tipo hiperbdlico. La solucién de tipo hiperbéli-
co suele plantearse como un problema de evolucién de datos iniciales, por lo que es preciso
implementar algoritmos de evolucién en el tiempo.

Existen varias formas de resolver una ecuacién diferencial parcial. Tres de los métodos mas
comunes son: diferencias finitas, elementos finitos y métodos espectrales. En este trabajo sélo se
estudiara las diferencias finitas.

Otra manera de resolver este tipo de ecuaciones es el método de lineas que en conjunto con
otros métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, mediante como por
ejemplo, el método de Euler, el Runge-Kutta o el método iterativo de Crank-Nicholson (ICN)
se puede resolver ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico.

En la siguientes secciones se explicaran los métodos de diferencias finitas y el de lineas.

1.1. Métodos de discretizacion

1.1.1. Diferencias Finitas

Un aspecto primordial en el método de diferencias finitas, es el proceso de discretizacién del
sistema, es decir, el problema diferencial original se sustituye por un problema discreto. Esto
es importante puesto que numéricamente no podemos resolver una ecuacién continua ya que
implicaria definir una variable en un ntmero infinito de puntos, y la capacidad de las computa-
doras es limitada. Por ende, para resolver una ecuacion numéricamente se necesita reducir el

numero de punto a una cantidad finita.

Normalmente, la soluciéon numérica estd dada por un conjunto de nimeros y se considera como
la solucion aproximada del problema diferencial original. El método de diferencias finitas es el
mas sencillo de todos los métodos de discretizacién y es empleado en la mayoria de los esquemas

numéricos de varios problemas fisicos.

El método de diferencias finitas consiste en resolver una ecuaciéon diferencial parcial trans-
formandola de un problema de calculo a un problema algebraico. Esto consiste esencialmente
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en discretizar el dominio fisico continuo en una malla discreta; se aproxima cada derivada par-
cial exacta de la ecuacion diferencial por aproximaciones finitas algebraicas y se sustituyen las
aproximaciones finitas en la ecuacién original. Con esto se obtiene una ecuacién algebraica de
diferencias finitas y finalmente se resuelve dicha ecuacion.

Se denota una ecuacién diferencial parcial por el operador L actuando en la funcién u(z,t) o un
vector de funciones, con una posible “fuente” f, como

Lu = f. (1.5)

Las condiciones de frontera nos proveeran la especificacion completa de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales.

La forma de discretizar puede ser uniforme o no uniforme. En este caso, se pondra en especial
atencion a las discretizaciones uniformes. El espaciamiento entre dos puntos consecutivos en la
malla estd dado por Az y el espaciamiento temporal entre dos niveles consecutivos estd dado
por At, donde Az y At son constantes.

Se denota la discretizacién de una funcién u(z,t) por @ y el valor de @ en el punto i en la malla,
en un tiempo n se expresa por i, = u(iAz,nAt).

Una aproximacon por diferencias finitas depende del pardetro de espaciamiento de la malla A.

Si D es el operador de diferencias finitas [1], se puede aproximar el operador D, por medio de la
expansién de Taylor de @ una dimensién alrededor de x = x;, es decir,

2 3
R R N . Az m, Ax
Dua} = up + o' Ax + 4" —— + ;"

" = i (1.6)

Con esto, resulta facil convertir una ecuacién parcial diferencial en un sistema de ecuaciones
de diferencias finitas. Basta con representar las funciones continuas, tal como wu, sobre una
malla discreta de puntos, y reemplazar los operadores diferenciales que estan actuando sobre las
funciones continuas por operadores de diferencia finita, los cuales actian sobre la malla discreta.

El error de truncacién de la aproximacién de diferencias finitas estd definido como

A = Du, (1.7)

esto es el resultado de aplicar el operador diferencial L en la ecuacion diferencial original.

Tipicamente el error de truncacién no es cero, pero se aproxima a cero conforme el pardmetro
A se hace pequeno. El error de la solucién, que frecuentemente es confundido con el error de
truncacion, es la diferencia entre la solucién exacta de la ecuacion diferencial u y la solucion
exacta de la ecuacion de difencias finitas .

=33

EA = U — (1.8)
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Si el operador L dado por

0? 0?
Z 2 , (1.9)
G 022
es aplicado a un funcién ¢ de la siguiente manera L¢ = 0, obtenemos la ecuacién de onda en
una dimensién.

El objetivo de esta técnica numérica sobre una ecuacion hiperbdlica, como es la ecuacién de
onda, es avanzar la solucién en el tiempo n hacia el tiempo n 4+ 1 en un punto i en la malla.
En este caso, podemos realizar una aproximacion por diferencia centrada para la parcial con

respecto al tiempo. Se toma la notacién qgﬁl = ¢(iAx,nAt) y entonces,
~ ~ // At /// At3
Ot = O+ O AL+ B+ B (1.10)
~ A A AtQ ~Ir At
op !t = f — oAt + ¢, ni - ¢ n? +. (1.11)

donde todas las derivas estan evaluadas en los puntos t = nAt y ¢ = iAx. Se suman las dos
ecuaciones anteriores y resulta:

. . . Att
A A s (1.12)

finalmente se despeja la segunda derivada con respecto al tiempo,
M an—‘rl - 2(5” + an_l AIV AtQ

$;" = = g te " (1.13)

De aqui se dice que la segunda derivada se aproxima por:

0% au, M —2dr 4 gpt )
Sz = 0" = A + I(A2). (1.14)

El procedimiento es similar para el caso espacial, pero en este caso, se mantiene en el nivel de
tiempo n y se usan los valores de ¢ en los puntos cercanos a i,

82¢) _ M ¢Z+1 2¢ + ¢ 2
52 =0 = X0 + 9(Az?). (1.15)

La presicion de la aproximacion depende del tamano de espaciamiento de la malla Ax. Si Ax es
lo suficientemente pequena para que la funcién ¢ cambie ligeramente, entonces la aproximacion
es muy efectiva. El error que implica esta aproximacién es conocido como “error de truncaciénz
para este método, el error es proporcional a Az?, entonces se dice que esta aproximacién es de
segundo orden.
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Sustituyendo (1.14) y (1.15) en la ecuacién de onda, se tiene dicha ecuacién en diferencias finitas,
que es:

O 207 + 9T GO — 207 40
At? Ax?

=L — 0 9(A2, Az?), (1.16)

y por simplicidad se imponen condiciones de frontera de Dirichlet sobre ¢ en la frontera de la
malla, donde ¢ = 0y ¢« = N, por lo que

o0 =0, ¢y =0. (1.17)

Este es un ejemplo de un método explicito, porque se puede resolver para ¢,1; de la ecuacién
(1.16) que es desconocida, sin referencia a cualquier otra funciion desconocida de el nivel n + 1.

. A At? . . 2
ot = 207 — 91 + Txg( i1 = 200 + 9)- (1.18)

Este constituye el algoritmo de evolucién de datos de ¢ en n y n — 1 para la ecuacién de onda
con la discretizacién particular que se ha mostrado.

Un requisito general para que la solucion sea estable es la llamada condicion de Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL), dicha condicién debe ser satisfecha para cualquier método de diferencia
finita. En la siguiente subseccién se introducird esta condicién.

Condicién de CFL

Courant, Friedrichs y Lewy escribieron uno de los primeros trabajos sobre métodos de diferencias
finitas para ecuaciones diferenciales parciales en 1928 [20].Ellos usaron el método de diferencias
finitas como una herramienta analitica para probar la existencia de soluciones de ciertas ecua-
ciones diferenciales. La idea es definir una secuencia de soluciones aproximadas por medio de
diferencias finitas, probando que éstas convergen en tanto la malla sea refinada y entonces se
muestra que la funcion limite debe satisfacer la ecuacién diferencial parcial para determinar la
existencia de la solucion. En el transcurso de probar la convergencia de esta secuencia, ellos
encontraron la condicion de estabilidad necesaria para cualquier método explicito.

Teorema 1 (Teorema de CFL) Un método numérico puede ser convergente solo si su do-
minio numeérico de dependencia contiene el verdadero dominio de dependencia de las ecuaciones
diferenciales parciales, al menos en el limite en que At y Az tiendan a cero.

La condiciéon de CFL puede ser derivada a partir de un analisis de Fourier, y se puede ver la
condicién de CFL de la siguiente manera, At < Ax.

Es importante hacer notar que la condicién CFL es s6lo una condicién necesaria para la esta-
bilidad pero no es suficiente para garantizar la estabilidad de la solucion.
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1.2. Método de Lineas

Este es un método consiste en solamente discretizar la parte espacial de una ecuacién diferencial
parcial de primer orden y dejamos la parte temporal en forma continua, de esta manera se tiene
que:

ou

- 1.1
o= 5. (119
donde S es un operador diferencial espacial. Es decir, se tiene que

_du

= —. 1.2
Su 7 (1.20)

Por lo que se puede aplicar diferencias finitas centradas a la derivada espacial. Si denotamos
u; = (iAz). Entonces se tiene que

dui  Uip1 — Ui

dt 2Ax (1.21)

Con este método se puede entonces resolver la ecuacion de onda, que es una ecuacion diferencial
parcial de segundo orden de tipo hiperbélico.

Recordemos que la ecuacion de onda tiene la siguiente forma:

2 2
8¢_ 2@_0

ﬁ C 8;1;‘2 = s (122)

donde ¢ es la funcién de onda y c¢ es la velocidad de la onda. Esta ecuaciéon de segundo orden

puede trasformarse en un sistema de primer orden, utilizando variables auxiliares.

L0,

II .= = . 1.2
ot’ oz (1.23)

En términos de estas variables, la ecuacion de onda se transforma en el siguiente sistemas:

0¢ oIl 50U ov oIl
o o “or " o Tow 0 (1.24)
donde la primera ecuacién es la definicién de II, la segunda es la ecuaciéon de onda y la tercera,

es el requisito de ¢ para que las derivadas conmuten.

Con este cambio de variable en la ecuacién de onda, se tiene en vez de una ecuacién diferencial
parcial de segundo orden, dos ecuaciones diferenciales parciales de primer orden. Estos dos
sistemas son equivalentes, y se tiene ahora que resolver dos ecuaciones de adveccién (1.24).

Si se aplica el método de lineas para resolver este nuevo sistema de ecuaciones parciales de

primer orden, queda de la siguiente manera:
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_ o CQ\IIi—H -V

S = > S (1.25)

L ov LIy — 1
S(0) = S = AL (1.26)

1.2.1. Método Explicito de Euler

El método de Euler consiste en aproximar 0;u por diferencias finitas no centradas. Se utiliza la
notacion de u} = (iAx,nAt), y queda que

ut Tt —

e — 1.2
O At ( 7)

En la seccion anterior se hizo un cambio de variable, para tener un sistema equivalente de primer

orden que son dos ecuaciones de adveccién de la forma

ou ou

o T o =0, (1.28)

ahora se sustituye 0, por diferencias finitas centradas y 9; por (1.27) se tiene que

Tt — up  — ul
: Lt et =0, (1.29)
At 2Ax
: n+1
y resolviendo para u;" ",
cAt
upth =+ Eu?+1 —uiy,=0, (1.30)

Pero este método aunque sencillo es inestable, pero existen otros métodos que son estables como
el Runge-Kutta y el ICN, que se estudiaran a continuacién.

1.2.2. Método de Runge-Kutta

Aunque el método de Runge-Kutta se puede construir para cualquier orden N. Para este caso,
se tomard orden N = 4, ya que ademads de ser el mas popular es también bastante preciso,

estable y facil de programar.

El método de Runge-Kutta de cuarto orden, simula la precisién del método de la serie de Taylor
de orden N = 4y consiste en calcular la aproximacion ', ; de la siguiente manera:

At(ky + 2Ky + 2ks + k
uff ) = ufl + (y + 26+ s+ ki) (1.31)

donde 4!, = u(iAz,nAt)y
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ko= S(u), (1.32)
ky = S(u" + klﬁ) (1.33)
ks = S(u" + 1@%) (1.34)
ky = S(u® + ksAt). (1.35)

Donde k7 es la derivada en el extremo izquierdo del subintervalo, los valores ko y k3 son estima-
ciones de la derivada en el punto medio y K4 es la derivada en el extremo derecho.

1.2.3. Método ICN

Otro método de integracién en el tiempo en el método de lineas es el método ICN (iterative Crank
Nicholson). La idea es hacer un método iterativo con el método estandar de Crank-Nicholson
que estd dado de la siguiente manera,

cAt
uptt = ul + m[(u?—&-l

i —uiq) + (U?J:rll - “?+11)] (1.36)

Visto como un método de lineas se describe de la siguiente manera

wW = + AtS(M), (1.37)

«(0) n o, Aty «(1-1)
' = u —i-?[S(u)—FS(u ), 1=2,....,N (1.38)
= f N (1.39)

con N > 2. El método toma el primer paso del método de Euler y usa esto para calcular una
aproximacion a la fuente del siguiente nivel en el tiempo, y después itera usando el promedio de
la fuente en el nivel de tiempo anterior y la dltima aproximacién en el nuevo nivel de tiempo.

Si el operador S(u) es lineal, el método iterativo se puede reescribir de formalmente como

N
Atk
k=1

El método toma una serie de medios pasos y un de pasos completo final.

Para sistemas lineales, el método ICN tiene dos propiedades importantes:
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1. Se obtiene un método estable después de tres pasos, es decir, N > 3. En el caso N = 2 es
inestable. De hecho, la estabilidad viene en pares en términos de el niimero de pasos, por
ejemplo, 1 y 2 pasos son inestables, 3 y 4 pasos son estables, 5 y 6 pasos son inestables.

2. El método iterativo solamente es convergente si cumple con la condicién de estabilidad
CFL.

1.3. Hiperbolicidad

Hay muchas maneras de introducir el concepto de hiperbolicidad de un sistema de ecuaciones
de primer orden. Intuitivamente, el concepto de hiperbolicidad estda asociado a sistemas de
ecuaciones de evolucién que se comportan como generalizaciones de la ecuacion de onda.

En primera instancia, se necesita que el sistema de ecuaciones sea bien portado o bien planteado,
es decir que:

1. Exista la solucién, al menos localmente.
2. La solucién sea tunica, al menos localmente.

3. Las soluciones sean estables en el sentido de que cambios pequenos en los datos iniciales
corresponden a cambios pequenos en la solucion.

Si se considera el sistema de ecuaciones de evolucion en una dimension de la forma:

donde F; y g; son funciones arbitraras. Este sistema se puede escribir también como:

J

donde M;; = 0F;/0u; es llamada la matriz Jacobiana.

Es importante mencionar que la mayoria de las ecuaciones diferenciales de evoluciéon pueden
ser escritas de esta forma. En el caso cuando existan derivadas de orden superiores, siempre se
puede definir variables auxiliares para obtener un sistema de primer orden.

Si A; son los eigenvalores de la matriz Jacobiana M. El sistema de ecuaciones de evolucién es lla-
mado “hiperbdlico”si para todo A; produce funciones reales. El sistema es llamado “fuertemente
hiperbdlico”si existe un conjunto completo de eigenvectores. En el caso en el que los eigenvalores
son reales pero no exista el conjunto completo de eigenvectores, entonces, el sistema es llamado
“débilmente hiperbdlico”.

Se tiene el sistema de ecuaciones (1.24), donde la matriz Jacobiana es una matriz de 2 x 2 en
este caso, y tiene la siguiente forma:
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0 —c?
N v

Sus eigenvalores son Ay = =¢, esto es que la onda puede viajar en ambas direcciones, derecha
e izquierda, con una velocidad c. La matriz M tiene dos independientes eigenvectores, lo que lo
hace un conjunto completo, por lo que el sistema es fuertemente hiperbélico.

Por lo tanto, la ecuacién de onda es un sistema fuertemente hiperbdlico por lo que existen
soluciones y son tunicas al menos de manera local y sus soluciones son estables.



Capitulo 2

Cactus

2.1. Descripcién General

Cactus es un cédigo disenado para los cientificos o ingenieros para la resoluciéon de ecuaciones
diferenciales parciales por medio de diferencias finitas. Es un cédigo abierto. La estructura de
Cactus es facilmente adaptable al computo en paralelo.

Cactus se originé en la comunidad de investigacién académica, donde fue desarrollado y utiliza-
do por muchos afios por una gran colaboracién internacional entre fisicos y cienticos computa-

cionales.

El nombre de Cactus proviene del diseno de una base central, la cual esta conectada a aplicaciones
especificas llamadas “espinas.? través de una interface. Las espinas pueden implementarse de
acuerdo a las necesidades de las aplicaciones de los cientificos o ingenieros, tales como la dindmica
de fluidos y la Relatividad Numérica. Otras espinas son herramientas computacionales estandares
que proporcionan una gama de capacidades computacionales, como lo es 1/O ! paralelo, la
distribucién de datos o checkpointing?.

Esta plataforma puede funcionar sobre muchas arquitecturas y un gran ndmero de sistemas
operativos. Las aplicaciones desarrolladas sobre laptops o computadoras estandares, pueden

ejecutarse facilmente en supercomputadoras.

Cactus requiere cierto software para su funcionamiento. Por ejemplo, los compiladores de C
y CPP, el compilador de FORTRAN 70/90, CVS(Concurrent versions System), el cual no es
necesario para poder compilar o correr Cactus, pero que es muy importante para poder instalar
Cactus y tener accesibilidad a sus actualizaciones. En el manual de Cactus|9], se tiene una lista

de los programas necesarios.

Cactus es distribuido, extendido y modificado, usando CVS que es un software que permite
trabajar a muchas personas sobre un proyecto sin que haya algin tipo de enredos o conflictos

!Entrada y salida de datos
2Checkpointing o almacenamiento y recuperacién de datos

11
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en las versiones de las espinas y la parte central de Cactus. Desde que se empezd el proyecto de
Cactus, las espinas son distribuidas por un gran ntmero de repositorios en un sitio principal de
CVS, y de un creciente ntimero de sitios de usuarios.

Un script es un guién o conjunto de instrucciones. Permiten la automatizacién de tareas creando
pequenas utilidades. Es muy utilizado para la administracién de sistemas UNIX. Son ejecutados
por un intérprete de linea de comandos y usualmente son archivos de texto. En la pagina de
Cactus se provee de un script GetCactus, que permite conectarse a un CVS para bajar la parte
principal de Cactus. Este script estd disponible en la red [9].

Como ya se ha mencionado, una espina es un cédigo particular que resuelve un problema en
especifico, por ejemplo, uno que resuelva la ecuacién de onda.

Para crear una nueva espina basta con teclear el comando de Cactus>make newthorn. Cactus
realizard una serie de preguntas acerca del nombre de la nueva espina, el autor y el nombre del
arreglo donde se quiera incluir la espina.

Al elaborar una nueva espina, se crearan cuatro carpetas: doc, test, src y par. Estas estdn
dentro del directorio de arrangements, en donde estd ubicada la nueva espina. Cada uno de
estos directorios tiene funciones especificas.

En el directorio src es en donde se encuentran los archivos del cédigo fuente y las instrucciones
de compilacién para la espina; en el directorio doc se encuentra la documentacion referente a la
elaboracion y aplicacién de la espina; en el directorio par, estdn los archivos de parametros y en
el directorio test contiene los archivos de parametros y resultados de prueba.

Ademads dentro de cada espina, se encuentran cuatro archivos administrativos que se enumeran
a continuacion:

1. interface.ccl, es la interface de Cactus, en la cual se definen la implementacién que se
provee a la espina, y las variables que la espina necesita, junto con su visibilidad a otras
implementaciones.

2. param.ccl, este archivo define los parametros requeridos por la espina y tambien los
parametros necesarios de otras espinas; por ejemplo, los datos iniciales para resolver la
ecuacién de onda.

3. schedule.ccl, define cudles funciones son llamadas desde la espina y cudndo son llamadas.
También se hace cargo de la memoria y comunicacién asignada para las variables de una
ecuacién diferencial.

4. configuration.ccl, este archivo es opcional para una espina. Si existe contiene opciones de
configuracién de las espinas.

En este caso, s6lo me enfocaré en los codigos numéricos . Pero se debe recordar y tomar en
cuenta que para que la espina funcione de una manera correcta se debe programar cada unos
de los archivos que he enumerado anteriormente, ya que en ellos se encuentra la informacion
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necesaria para que Cactus pueda interpretar la nueva espina y embonarla con otras espinas que
tienen funciones especificas.

2.1.1. Espina para la ecuaciéon de onda

Es importante al escribir una nueva espina, escoger es en qué lenguaje va ha a programar. Cactus
tiene soporte para Fortran 77, Fortran 90, C y C++. En este trabajo, se utiliz6 el lenguaje C,
para escribir la rutina que soluciona la ecuaciéon de onda en 3 dimensiones.

Para resolver la ecuacién de onda, lo primero que se debe hacer es plantear la ecuacién como un
problema de Cauchy. Para esto se tiene que dar los datos iniciales del sistema. En este caso, se
utilizé datos inciales en forma de una gaussiana y esto son de la forma siguiente

6 = Ae—(F—)o* (2.1)

donde A es la amplitud de la funcién gaussiana, i es el vector de posicidn, rg es el vector de
posicién inicial.
Ya que se especificé cuales seran los datos inciales del problema, el préximo paso a seguir

es escribir un cédigo que proporcione dichos datos. Esta subrutina se de escribir dentro de
onda/src/initialdata.

void Onda_InitialData(CCTK_ARGUMENTS) ;

void Onda_InitialData(CCTK_ARGUMENTS)

{

DECLARE_CCTK_ARGUMENTS
DECLARE_CCTK_PARAMETERS
DECLARE_CCTK_FUNCTIONS

int i,j,k;
CCTK_REAL dt;
CCTK_REAL xp,yp,zp,Trp;

dt = CCTK_DELTA_TIME;

for(k=1;k<=cctk_1sh[3];k++)

{

for(j=1;j<=cctk_1lsh[2];j++)

{
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for(i=1;i<=cctk_1lsh[1];i++)
{ xp=x[i] [j] [k];

yp=y[i] [j] [k];

zp=z[i] [j] [k];

Tp = sqrt(Xp*xp+yp*yp+zp*zp) ;
phi[i] [j][k]= amplitudexexp(-((rp-radius)*(rp-radius))/(sigma*sigma));

if (rp=0.0)

phi_pl[i] [j1[k] = amplitudex(1.0 - 2.0*(dt*dt)/sigma)*exp(-(dt*dt)/sigma);
else

{ phi pl[il[j]1[k] = amplitude/2.0%(rp-dt)/rp*

exp( - ( (rp-radius-dt)/sigma)*(rp-radius-dt)/sigma))

+ amplitude/2.0%(rp+dt)/rp*

exp( - ( (rp-radius+dt)/sigma)*(rp-radius+dt)/sigma)) ;

}
}
}
}

Para simplificar el problema, se toma el vector de posicién inicial 73, como 0, es decir, la gaussiana
esta centrada en el origen. La amplitud de la gaussiana, se tomara con el valor de 1.

Otra de los puntos importantes que hay que especificar son las condiciones de frontera. Las
condiciones de frontera son dependientes de el sistema que se estd estudiando y de qué es lo que
se quiere resolver. Para este problema, se quiere que las condiciones de frontera sean salientes,
esto es porque se quiere simular en un espacio “infinito”, por lo que se necesita una frontera que
sea lo mas transparente posible, es decir, que la frontera se debe ser como si no existiera, no debe
de existir ninguna onda entrante en las fronteras sélo saliente. Esto no es posible numéricamente,

pero se puede poner fronteras lo suficientemente lejanas.

La condicién de frontera saliente estd dado por

P(N) = ¢(0). (2.2)

Posteriormente se elaboré un cédigo utilizando MOL? para la resolucién de la ecuacién de onda
en tres dimensiones.

void Onda_WaveMol (CCTK_ARGUMENTS) ;
void Onda_WaveMol (CCTK_ARGUMENTS)

3Método de lineas (MOL)
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{

DECLARE_CCTK_ARGUMENTS;

int 1i,j,k;

int index;

CCTK_REAL dx,dy,dz, half;
CCTK_REAL hdxi, hdyi, hdzi;

half = 0.5;

dx = CCTK_DELTA_SPACE(0);
dy = CCTK_DELTA SPACE(1);
dz = CCTK_DELTA SPACE(2);

hdxi = half/dx;
hdyi = half/dy;
hdzi = half/dz;

for (k=0; k<cctk_1lsh[2]; k++)

{
for (j=0; j<cctk_lsh[1]; j++)
{
for (i=0; i<cctk_1lsh[0]; i++)
{

index = CCTK_GFINDEX3D(cctkGH,i,j,k);
phirhs[index] = phit[index];
phitrhs[index] = O;

phixrhs[index]

I

0
0;
0

phiyrhs[index]

phizrhs[index]

}
}
}

)

/*partial t phi = Phix*/

/* phirhs = phit;*/

for(k=1;k<cctk_1lsh[2]-1;k++)

{

15
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for(j=1;j<cctk_lsh[1]-1;j++)

{

for(i=1;i<cctk_1sh[0]-1;i++)

{

/*partial_t Phi = nabla_i phiix*/

index = CCTK_GFINDEX3D(cctkGH,i,j,k);

phitrhs[index] = (phix [CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i+1, j, k)] -
phix [CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i-1, j, k)]1) hdxi

+ (phiy[CCTK GFINDEX3D(cctkGH, i, j+1, k)] -

phiy [CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i, j-1, k)1) xhdyi

+ (phiz[CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i, j, k+1)] -

phiz [CCTK_GFINDEX3D (cctkGH, i, j, k-1)1) *hdzi;

/*partial t phii = partial_x Phix/

phixrhs[index] = (phit[CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i+1, j, k)] -
phit [CCTK_GFINDEX3D (cctkGH, i-1, j, k)1) *hdxi;

phiyrhs[index] = (phit[CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i, j+1, k)] -
phit [CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i, j-1, k)]) *hdyi;

phizrhs[index] = (phit[CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i, j, k+1)] -
phit [CCTK_GFINDEX3D(cctkGH, i, j, k-1)]1) xhdzi;

[ N

La gréfica 2.1 como la ecuacién de onda es simétrica. Si sustituimos x por —z en la ec. de onda,
ésta no se modifica; y de manera similar si sustituimos y por —y o z por —z. Por lo que basta
ver el resultado de un octante para tener el resultado de ¢.

Con este resultado, termina la parte en donde se propone dar solucién a la ecuacién de onda en
tres dimensiones.
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Figura 2.1: Solucién de la ecuacién de onda ¢(t, x) a lo largo del eje x para datos iniciales gaussianos. Cada uno
de los perfiles corresponde a diferentes tiempos de evolucion.

En el siguiente capitulo se introducira algunos conceptos de la Relatividad Numérica asi como
dos de las formulaciones més importantes en Relatividad Numérica. Ademads se mostrardan los
resultados de la simulaciéon de dos agujeros negros en colisiéon de frente.



Capitulo 3

Colision frontal de dos agujeros
negros

La teorfa de la Relatividad General tiene como concepto central el principio de equivalencia: Las
leyes de la fisica son independientes del sistema de referencia. Lo cual implica que las ecuaciones
estan escritas en forma covariante. Esta caracteristica de las ecuaciones es muy 1til cuando el
propodsito es buscar soluciones exactas; el problema es cuando tratamos de separar las ecuaciones
de campo de Einstein de tal forma que se pueda dar ciertas condiciones iniciales y a partir de ellas
obtener la evolucién del campo gravitacional. Separar las ecuaciones dindmicas de aquéllas que
presentan constricciones se hace dificil debido a la misma forma covariante de expresar dichas
ecuaciones. Los diferentes formalismos difieren en la forma en que se hace esta separacion.

Uno de los formalismos mas conocidos es aquél que separa las tres dimensiones del espacio del
tiempo. Este formalismo es conocido como “formalismo 3 + 1”. Este formalismo no es el tnico
que existe pero es el mas comun que se utiliza en la Relatividad Numérica. Por lo que en este
trabajo, s6lo se estudiard dicho formalismo.

3.1. Formulacién 3+1

Para estudiar la evolucién en el tiempo de cualquier sistema fisico, se debe plantear como un
problema de Cauchy o problema de valores iniciales, es decir, dadas las condiciones iniciales
adecuadas, las ecuaciones fundamentales deben poder predecir la evolucién futura del sistema.

Entonces si se quiere reescribir las ecuaciones de Einstein como un problema de Cauchy es
separar los papeles de espacio y el tiempo. Para esto se utiliza la formulacién 3 + 1.

Si se considera un espacio-tiempo con una métrica g,g y dicho espacio-tiempo puede ser to-
talmente foliado, es decir, separado en cortes tridimensionales y cada uno de ellos es de tipo
espacialoide, entonces se dice que dicho espacio-tiempo es “globalmente hiperbélico”!. No todos

No posee curvas temporaloides cerradas, es decir, no permite viajes hacia atras en el tiempo.

18
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Figura 3.1: Foliacién del espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales.

los espacio-tiempos posibles tienen esta propiedad, pero el formalismo 3 4+ 1 se asume que son
de este tipo (Ver 3.1).

Esta foliacion del espacio-tiempo no es tnica. Se define el parametro ¢ como aquél que identifica
a las distintas hojas de la foliacién; ¢ puede considerarse como el “tiempo universal”.

Para describir las propiedades geométricas de estas hipersuperficies, se consideran dos de éstas
con una distancia de separacién infinitesimal, ), y >, 4, entonces, dada esta foliacién se
pueden definir los siguientes pardametros geométricos:

1. La métrica tridimensional ;; 2 que mide las distancias dentro de la hipersuperficie misma,
la cual esta dada por:
di* = ~da* da? (3.1)

donde los indices ¢ y j son indices para describir las coordenadas espaciales, es decir, corren
de uno a tres.

2. El “lapso”’de tiempo propio a entre ambas hipersuperficies que mide un observador que se
mueve en la direccién normal a ellas (observadores de Euler). La relacién entre este tiempo
propio y el tiempo coordenado t estd dada por:

dr = aft,z')dt. (3.2)

2Se considera que los indices latinos toman los valores de 1 — 3 mientras que los indices griegos de 0 — 3.
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3. Finalmente, puede suceder que las lineas coordenadas tengan cierto corrimiento entre una
hipersuperficie y otra, es decir, un punto que estéd en la posicién x; en 3; puede desplazarse
a la posicién z; + € en X4 4. Este desplazamiento de la linea coordenada estd dado por el
“vector de corrimiento” 3" (Ver figura 3.2). Dicho vector 3%, puede interpretarse como la
velocidad relativa entre los observadores de Euler y las lineas con coordenadas espaciales
constantes, es decir,

Como ya se menciond, la foliacién no es unica y la manera en la que se propaga el sistema de
coordenadas espacial de una hipersuperficie a otra tampoco lo es. Esto quiere decir que tanto la
funcién de lapso a como el vector de corrimiento /3° son funciones que pueden especificarse libre-
mente. Dichas funciones representan la eleccién de coordenadas y se les conoce como “funciones
de norma”.

Linea normal  Linea
? coordenada

t + dt

Figura 3.2: Dos hipersuperficies adyacentes. En la figura se muestra las definiciones de la funcién de lapso y el
vector de corrimiento.

Con estos tres elementos geométricos o, 8' y v;;, la métrica del espacio-tiempo toma la siguiente
forma:

ds? = (—a? + B;3)dt* + 2B;dtdx’ + ~idx'da? (3.4)

donde se define 3; := ;;3".

Las componentes de un vector normal unitario n* a la hipersuperficie estd dado por:



CAPITULO 3. COLISION FRONTAL DE DOS AGUJEROS NEGROS 21

nt = (1/a, =B/ alpha), n, = (—a,0), nFn, =-1. (3.5)

El vector normal unitario corresponde a la definicién de la 4-velocidad de los observadores
Eulerianos.

Si se habla de las hipersuperficies espaciales que forman la foliacién, debemos distinguir entre
la curvatura intrinseca que proviene de la geometria interna de dichas hipersuperficies y su
curvatura extrinsica, la cual relaciona la forma en que éstas se encuentran inmersas en el espacio-
tiempo de 4 dimensiones.

Asi para describir las hipersuperficies espaciales dentro del espacio-tiempo se debe hablar de
la curvatura extrinseca. Geométricamente esta curvatura esta definida en términos de lo que le
ocurre al vector normal n® al transportarlo paralelamente de un sitio a otro de la superficie. En
otras palabras, si al transportar paralelamente un vector perpendicular en el punto a al punto b
y si se compara con el vector normal en el punto b y no existe ninguna diferencia en su direccion,
el espacio tiene curvatura extrinseca cero.

El tensor de curvatura extrinseca K,3 es una medida del cambio en el vector normal bajo
transporte paralelo. Para definir el tensor de curvatura extrinseca, lo primero que se debe hacer
es definir el operador de “proyeccién” Pﬁa a las hipersuperficies espaciales. Este est4 dado por:

Pg = 5 + nng, (3.6)
donde n® es el vector normal a las hipersuperficies. Usando el operador de proyeccion , se define
que:

Kaﬁ = —Pvang, (37)

donde P significa proyectar todos los indices libres a la hipersuperficie y donde V,, es la derivada
covariante y estd definida de la siguiente manera, la derivada covariante del vector ¥ es

o

%4 = Vguo =
Yip pY 0xP

+ v'T'G,. (3.8)

A partir de ésta difinicién se puede demostrar que el tensor de curvatura es simétrico y que tiene
la siguiente propiedad,

n®Kap = 0, (3.9)

lo que significa que el tensor K,z sélo posee componentes espaciales, por lo que desde ahora se
considera como Kj;;. Este tensor estd dado en términos de la métrica espacial como:

1
Kij = 5 (=0ij + Vifj + V;fi) . (3.10)
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Si se reescribe la ecuacién (3.10) en términos de la métrica se obtiene:

8,57,-]- = —20&Ki]’ + V,ﬂj + VJBZ (3.11)

Se puede observar que la curvatura extrinseca Kj;; estd relacionada con el cambio en el tiempo
de la métrica espacial, ver (3.4). Por lo que se puede interpretar a la curvatura extrinseca Kj;
como la “velocidad”de cambio de la métrica.

Ahora es necesario encontrar una ecuacién de evolucién para K;; para cerrar el sistema. La
ecuacién de evolucién de ;; es solamente cinemética, mientras que en la ecuacién de evolucién
de K;; se encuentra la informacién dindmica.

Como se vera en la siguiente seccién, la ecuacién de evolucién para K;; se obtendra a partir de
proyectar las ecuaciones de Einstein sobre la hipersuperficie 3.

3.2. Las ecuaciones de Einstein en la formulacién 3+1

Si se utiliza el operador proyeccién definido en (3.6) se puede separar las ecuaciones de Einstein
en tres grupos siguientes:

1. Proyeccién normal (1 ecuacién)

nn® (Gup — 87 Tap) =0 (3.12)

2. Proyeccién a la hipersuperficie (6 ecuaciones)

PoPJ(Gop — 87 Top) =0 (3.13)

3. Proyeccién mixta (3 ecuaciones)

Pl n*(Gap — 87 Tap)] =0 (3.14)
De la proyeccién normal se obtiene,
R+ (trK)* + K;;KV = 167p (3.15)

donde R es el escalar de curvatura de la métrica espacial, trkK = % K;; es la traza del tensor
de curvatura extrinseca y p := nanBTag es la densidad de energia de la materia medida por los
observadores de Euler.

La ecuacién (3.15) no tiene derivadas temporales, debido a esto no es una ecuacién de evolucién
sino una constriccion del sistema. Como esta relacionada con la densidad de energa p, se le
conoce como la constriccion de energia o hamiltoniana.
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De la proyeccién mixta se obtiene,

ViK% — y9trK] = 875 (3.16)

con j' := Pg(naTﬁo‘) que representa el flujo de momento medido por los observadores de Euler.

La ecuacién (3.16) tampoco tiene derivadas temporales, por lo que son tres constricciones mas.
A estas ecuaciones se les llama las constricciones de momento.

La existencia de las constricciones implica que en la relatividad general no es posible especificar
de manera arbitraria las doce cantidades dindmicas (v;;, K;;) como condiciones iniciales.

Las tultimas seis ecuaciones se obtienen a partir de la proyeccion a la hipersuperficie de las
ecuaciones de Einstein y contienen la dindmica de K;; del sistema. Estas ecuaciones toman la

siguiente forma:

01 Kij = BV Kij + KioV;8" + K;oVi3*
— ViVjOé + Oz[Rij — QK'MKV;z + KijtrK]
+ 47‘(‘0&[%]'(157’5 —p) — QSij], (3.17)

donde S;; := Pf‘Pf T;; es el tensor de materia medido por los observadores de Euler.

Como las ecuaciones de Einstein satisfacen la identidad de Bianchi, las ecuaciones de evolucién
garantizan que si las constricciones se cumplen al tiempo inicial entonces se seguiran cumpliendo
para todo tiempo, es decir, las ecuaciones de evolucién propagan las constricciones.

Sin embargo, por error numérico, las constricciones no se cumplen durante las evoluciones aunque
se puede usar la magnitud de la violaciéon de dichas constricciones como un indicador de error
dependiendo de la calidad de las simulaciones numéricas.

A las ecuaciones (3.11) y (3.17) se les conoce como las ecuaciones de ADM y es la primera
formulacién que se muestra en este trabajo. Esta manera de formular la Relatividad General fue
desarrollada por R. Arnowitt, S. Deser y C. W. Misner [10], aunque cuando ellos encontraron
este sistema de ecuaciones no pretendian hallar soluciones numéricas. Las ecuaciones ADM
representan el punto de partida en la Relatividad Numérica.

La formulacién ADM fue utilizada por muchos afios para realizar simulaciones numéricas pero
con muy poco éxito. Estos fracasos es le atribuyeron a la insuficiente capacidad de las computa-
doras para realizar los cédlculos, pero cuando éstas fueron lo suficientemente poderosas y aun
asi se observé que los cédigos numeéricos eran inestables, se buscoé una razon a esta situacion y
no fue hasta que se descubrié que la formulacion ADM es débilmente hiperbdlica, lo que hace
que el sistema sea inestable en un tiempo finito.

Actualmente se han introducido gran cantidad de formulaciones que describen sistemas fuerte-
mente hiperbdlicos, pero el sistema de ecuaciones utilizado por un gran nuimero de grupos de
investigacién es el sistema de ecuaciones BSSN.
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3.3. BSSN

En 1987, Nakamura y Shibata [17] presentaron una reformulacién de las ecuaciones de evolucién
de ADM, mas tarde Baumgarte y Shapiro [18] retomaron esta formulacién basada en una trans-
formacién conforme y la separacién de la traza de la curvatura extrinseca. Dicha formulacién
muestra una mayor estabilidad ya que se tiene un mejor control sobre las condiciones de lapso.
Esta formulacién es conocida como BSSN(Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura).

La formulacion BSSN considera un factor conforme v, el cual se escoge de manera que el deter-
minante de 7;; sea igual a uno. Y asf se reescribe la métrica espacial mediante la transformacién
siguiente

Yij =% g (3.18)
Por otro lado, la formulacién BSSN también separa la curvatura intrinseca en la parte sin traza
del resto de la siguiente manera:
1
Aij = Kij - g’yin, (319)

donde A;; es la parte sin traza de la curvatura intrinseca.

De nuevo se puede realizar una descomposicion conforme de la curvatura extrinseca, pero ésta

vez de la parte sin traza, es decir,

Ay = e Ay, (3.20)

donde ® = In.

FEn este punto es importante mencionar que BSSN introduce tres variables auxiliares conocidas
como las “funciones de conexién conformez estan definidas como

[ = 54T, = 039 (321
donde f’;k son los simbolos de Christoffel de la métrica conforme.

BSSN utiliza diecisiete variables de evolucién, ¢, K, 7;;, flij, y [ llamadas “variables de BSSN”.
Si se toma el vector de corrimiento ' como cero, de esta manera, se asume que se estd en el

vacio. Con esto, el sistema de ecuaciones de evolucién toma la forma

8t’yij = —204./42']', (3.22)

B = —éaK, (3.23)



CAPITULO 3. COLISION FRONTAL DE DOS AGUJEROS NEGROS 25

8tA~ij = ¢4 [(—Vivj'a) + aRij]TF + « (K/L] — 2A1k14~1§) , (3.24)

. 1
oK = -V;V'a + « <A2‘jAU + 3K2) , (325)

donde TF representa la parte sin traza. Falta la ecuacién de evolucién para las I'*. Esta ecuacién
se obtiene de (3.11) y (3.21).

o = 2 (ad; A + A0;a) . (3.26)

Aunque ya se supondria que la formulacién estd completa. Si se utiliza la ecuacion de evolucién
(3.26) en simulaciones numéricas el sistema resulta ser inestable. Para corregir este problema,
se escribe las constricciones de momento que en BSSN toman la forma

iy - . .. 2 .
0;A" = —T% ATV — 6A19;0, + 3770, K (3.27)

Se sustituye la ecuacién (3.27) en la ecuacién de (3.26) y se obtiene

ot = 2499;a

-~ o~ - 2 ..
-+ 20 (F;kA]k — GAUQJ"I), +3’7UajK) . (3.28)

El sistema de evolucién dado por:(3.22), (3.23), (3.24), (3.25) y (3.28). Este sistema es ademds
de ser estable, resulta ser mejor comportado que el ADM.

Antes de terminar esta seccién es importante notar que este sistema de ecuaciones tiene muchas
propiedades interesantes. Un ejemplo de ello es que el sistema es “fuertemente hiperbdlicoz es
la formulacién mas popular en la comunidad numérica ya que como se ha mencionado, hasta el
momento es la més estable de todos los sistemas de ecuaciones conocidos [11].

3.4. Comentarios acerca de las ecuaciones de evolucion

La estructura de las ecuaciones 3+1 es similar a la de las ecuaciones de Maxwell. Las constric-
ciones son las primeras integrales de evolucién del sistema.

La evolucién de las constricciones es especialmente conveniente en escenarios astrofisicos donde
los efectos de la Relatividad General pueden ser descritos como pequenas correcciones en la
Gravitacion Newtoniana.

Desde el punto de la Relatividad Numérica, la evoluciéon de las constricciones, aunque puede
ser util para tratar situaciones fisicas especificas, no es conveniente para construir un cédigo
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general. Hay muchas razones para esto, una de ellas es que las ecuaciones de constriccién son de
tipo eliptico. Esto significa que soluciones particulares son de naturaleza no local, esto depende
fuertemente de las condiciones de frontera y cualquier perturbacién local se esparce sobre todo el
dominio numérico. Las ecuaciones de evolucion, por el contrario, son de tipo hiperbdlico, aqui las
perturbaciones locales se propagan sobre el dominio numérico con una velocidad caracteristica
finita.

3.5. Datos Iniciales

La existencia de las constricciones en la Relatividad General implica que no es posible elegir
de manera arbitraria las doce cantidades dindmicas (7,5, K;j) como condiciones iniciales. Estas
deben elegirse de tal modo que las constricciones se satisfagan desde el principio.

Las constricciones constituyen un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales elipticas; una man-
era de resolver estas ecuaciones es el llamado procedimiento de York-Lichnerowicz [13,14] el cual
consiste en una descomposicién conforme de la métrica y de la curvatura extrinseca. Sin embargo,
es posible encontrar soluciones “sencillas”si se revisa las ecuaciones de constriccion.

3.5.1. Datos iniciales para agujeros negros

Dado que el objeto de este trabajo es evolucionar el espacio-tiempo con agujeros negros nos
restringiremos al caso de datos iniciales de este tipo de sistemas.

Como primer ejemplo de la construccién de datos iniciales, se considera el caso de una métrica
conformemente plana y una curvatura extrinseca K;; = 0. En este caso, las constricciones de
momento se satisfacen automatincamente y la constriccién hamiltoniana toma la forma

V20 =0. (3.29)

Esta es la ecuacién de Laplace. Para poder resolverla se necesitan condiciones de frontera. Si se
supone que el espacio-tiempo es asintéticamente plano, ® en el infinito debe ser uno. Asi que la
solucién mas sencilla que se obtiene es

d=1, (3.30)

lo cual implica que la métrica es de Minkowski®, es decir, el espacio-tiempo es plano.

La siguiente solucién, un poco mas interesante es la solucion a la que se refiere en este trabajo,

& =1+k/r, (3.31)

por lo que la métrica es ahora, en coordenadas esféricas,

3Recordar que la métrica de Minkowski estd dada por dI? = da? + dy? + dz>
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di* = (14 k/r)Ydr? + r2dw?] . (3.32)

Esta métrica corresponde a un agujero negro de Schwarzschild en las llamadas “coordenadas
isotrépicas”, donde la masa del agujero negro estd dada por M = 2k. Dado que la ecuacién de
Laplace es lineal, aplicamos el teorema de la superposiciéon y entonces se tiene que:

N
M;
=1 —_— 3.33
YT L 3

esta solucién representa a N agujeros negros en los puntos r; inicialmente en reposo, y se conoce
como los datos iniciales de Brill-Lindquist (Ver figura 3.3).

Este tipo de datos iniciales, los agujeros negros estdn representados por wormholes(agujeros
de gusanos) que unen nuestro Universo con otros. Esto ocurre en la solucién de Schwarchild y
corresponde a un agujero negro “eterno”’que no fue formado por un colapso, sin embargo, en
el mundo real, uno espera que los agujeros negros se formen por un colapso y los agujeros de

gusano no esté.

Pl - _L“u— —l_.-". S — - W
;’I e T Ty N
F '-:_f':'___'--\.,-_—ﬁ e L -.ll__-""_:-_-:":l-'_"'. LY
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K _.I"l--l - T 1 i i _I .l"-\. \
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h _,-_.=-"'{_ | -I__:."-;:_., . '.1_ _\:'11:- 1
i 1: i L B | [ il ) - ",
] - i ) - | o — e - ._I
! —r— —N |1 _'___.-'"._ ""T.q__

Figura 3.3: Se muestra el caso de los datos iniciales de Brill-Lindquist, en los cuales los dos universos estén
unidos por dos distintos universos por medio de wormholes

Para los datos de Brill-Lindquist cada punto singular representa infinitos en diferentes regiones
asintoticamente planas, entonces el Universo estd conectado con N diferentes universos.

Existen otros tipos de datos iniciales para agujeros negros, pero solo contienen dos universos
indénticos (ver figura 3.4). Esta solucién fue encontrada por Misner y ahora es conocida como
los datos iniciales de Misner.



CAPITULO 3. COLISION FRONTAL DE DOS AGUJEROS NEGROS 28

Figura 3.4: Se muestra los datos iniciales de Misner para los cuales hay solamente dos universos idénticos unidos
por wormholes

3.6. Extraccion de informacién de las ondas gravitacionales de
simulaciones numéricas

La prediccién de la existencia de las ondas gravitacionales procedentes de la colision de dos
objetos compactos ha sido un importante tema en los tltimos afios en la Relatividad Numérica.
Sin embargo, no fue sino hasta hace un par de anos que fue posible realizar una simulacion
estable de agujeros negros binarios [1,2] que colisionan a partir de datos iniciales de agujeros
negros orbitando. En este sentido, las simulaciones numéricas ahora han llegado a tener un
escenario donde es posible extraer informacion astrofisica de la colisién de dos agujeros negros.

Una vez logrado la evoluciéon de tales espacio-tiempos, un punto importante consiste en analizar
las ondas gravitacionales originadas por la colisién.

Como ya se ha mencionado, las ondas gravitacionales son una de las predicciones mas impor-
tantes de la Relatividad General. Y a aunque no han sido detectadas hasta el momento, se tiene
evidencia indirecta de su existencia. El pulsar binario PSR 1913416 cambia su periodo orbital
cada cierto tiempo y este cambio en su periodo es predicho por la Relatividad General con una
gran precisiéon como consecuencia de la emisién de ondas gravitacionales [15,22].

Las ondas gravitacionales traen consigo informacién acerca de la energia y del momento de un

sistema aislado y esto también aporta informacién acerca de las propiedades fisicas del sistema.

Existen muchas aproximaciones para extraer informacion de las ondas gravitacionales de una
simulacién numérica, pero hay dos que son las importantes. Una de ellas, es la aproximacion
tradicional que estd basada en la teoria de perturbaciones del espacio-tiempo de Schwarzschild.
Fue desarrollado inicialmente por Wheeler, Zerilli [23] y otros autores. La segunda, que ha incre-
mentado su popularidad en los ultimos anos, consiste en describir las ondas gravitacionales en
términos de las componentes del tensor de curvatura de Weyl usando el formalismo de Newman-
Penrose [21].

En esta tesis, sélo se estd enfocado en obtener la energia radiada. Para esto, se utiliza la de-
scomposiciéon en armoénicos esféricos de las componentes del tensor de curvatura de Weyl.
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3.6.1. Ondas Gravitacionales

Si se considera una pequena perturbaciéon h,, a la métrica de fondo ,,, entonces la métrica
completa estd dada por

Juv = Yuv + h,u,u7 (334>

donde |k, | < 1. Sabiendo que el campo gravitacional solamente tiene dos grados de libertad,
se escoge una norma de tal manera que representen las dos posibles polarizaciones de las ondas
gravitacionales. Estas dos polarizaciones estan dadas por dos funciones desconocidas, h™ y h*.
A esta norma se le llama TT (transverse-traceless).

Entonces el tensor de perturbacion tiene la forma siguiente:

00 0 0
0 Bt B 0

Tr

W= 0 e o | (3.35)
00 0 0

donde se asume que el plano de propagacién de la onda es a lo largo del eje z. Ademas, se
considera solamente las ondas salientes.

Lo siguiente es encontrar el flujo de energia que trae consigo las ondas gravitacionales. Se usara el
tensor de energia-momento de Isaacson, el cual describe las energia y el momento asociado con
las ondas gravitacionales promediado sobre longitudes de onda pequenas.

FEn la norma TT y en un sistema localmente inercial, el tensor de energia-momento de Isaacson
estaa dado por

Ty Ouhim 9T (3.36)

_ 1 <
327
donde () denota el promedio sobre varias longitudes de onda. Usando la forma explicita de h;ng
en términos de hy y hy, se tiene que:

1

T, = —
w32

(0,hT 0T + 9,h 0,0 + Dbt O,hT + 9,h"0,hF) (3.37)

simplificado la ecuacién anterior, entonces

1

T
e 167

(0,hTO,hT + 8,h O,h ) . (3.38)
Si definimos H := hT — ih* y su conjugado H := ht + ih* y teniendo en cuenta que:

OH = 9,ht — idyuh™, (3.39)
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O,H = 0,h" + i0uh™, (3.40)

entonces,

0,HO,H = 9,h*d,h* + 0,h*0,h* . (3.41)

Se puede reescribir entonces el tensor de Isaacson como:

Ty = —Re(0,HO,H) , (3.42)

167
donde Re(z)* denota la parte real de 2.

Para hallar la energia de las ondas gravitacionales. Se considera el flujo de energia en la direcciéon
i que en general estd dado por T para este caso en particular, el flujo de energfa es a lo largo
de la direccién radial, entonces en coordenadas esféricas esta dado por

dE _ Or __ 1 0 T T7
= —KRe@tH&fU : (3.43)
con dA como el elemento de area normal a la direccién radial.
Utilizando la relacién d,h = —h se puede reescribir como:
dE 1 .
—— = — (HH) = H 44
drad = Tor () = 155 (1HE). (3.44)

Si se quiere el flujo total de energia de un sistema a un tiempo dado, se debe integrar sobre toda
la esfera. Entonces el elemento de drea estd dado por dA = 72dS), donde dS) es el elemento del
angulo solido. Entonces el flujo total de energia estda dado por

dE
= Mmoo j{HPdQ (3.45)

donde el limite de radio infinito ha sido introducido para que el tensor de energia-momento de
Isaacson sea solamente véalido en la aproximaciéon de campo débil.

Ya que se tiene una expresién para la energia radiada, se tiene que los coeficientes h™ y h*
no son triviales de obtener de una simulacién numérica. Una de las razones es que durante
la simulacién se obtiene la métrica completa. Lo que se necesita es relacionar esta métrica
perturbada con alguna cantidad geométrica, de preferencia que sea escalar y que se puedan
obtener directamente de los datos disponibles. En el siguiente seccién se estudiard una cantidad

ideal para la extraccién de informacién de las ondas gravitacionales, llamada escalar de Weyl
Uy

4Si z es un nimero complejo de la forma a + ib entonces Re(z) = a



CAPITULO 3. COLISION FRONTAL DE DOS AGUJEROS NEGROS 31

3.7. El escalar de Weyl ¥,

Es bien sabido que los escalares necesitan para su completa caracterizacién un espacio-tiempo
dado que puedan ser expresados como una proyecciones del tensor de Weyl sobre una tetrada
nula. Estos escalares, conocidos como escalares de Weyl, tienen propiedades interesantes, pero
se esta interesado principalmente en el escalar de Weyl ¥, ya que estd asociado con la radiaciéon
gravitacional radiada y estd definido como

Uy = Coppu KmPkrm” (3.46)

con Cypu €l tensor de Weyl y donde k# y m# son dos vectores nulos construidos de la base
ortonormal esférica de la siguiente manera

P sl
v L
mt = \}i(ég—i-iég),
mt = \}i(ég—iég). (3.47)

La cantidad compleja H que ya se definié con anterioridad, se puede reescribir en términos del
escalar de Weyl.

Se se considera que se esta en el vaciio lejos de la fuente de ondas gravitacionales, el tensor de
Weyl y el tensor de Riemann coinciden. Ahora, usando la expresion del tensor de Riemann para
ondas planas saliente en la norma TT que viajan a lo largo de la diraccién radial r, ¥4 toma la
forma de

Uy = - (7# —ifzx> =, (3.48)

esto implica que para las ondas gravitacionales salientes se puede escribir que

t t/
H=— / / U, dt’dt’ . (3.49)

Se utiliza este resultado, se puede expresar la energia radiada en términos de V4. Antes de esto,
es conveniente proyectar Wy sobre la esfera y describir su dependencia angular en términos de
los arménicos esféricos con peso spin (Y™,

W, tiene spin de peso s = —2 entonces si se puede expandir como
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Ty =Y ALy, ®), (3.50)

I,m

donde A"™ son los coeficientes de la expansién dados por

Abm = 7{@@4 LYhm(9, ®)dS, (3.51)

donde df? es el elemento de angulo sélido.

Se estd expandiendo en armoénicos de peso s = =2y [ >| s | por lo que I > 2. Ademds se sabe
que -l < m < [.

Si se usa la ecuacién (3.45) y la ecuacién (3.49) que relaciona H con la ¥, entonces

B _
— = lim 16”[/ Wy [2dt'dS2 (3.52)

si se tiene que ¥ estd dado por (3.51) y se sustituye en la ecuacién anterior,

También se tiene que

7{ YE(0,8) T (0,8) dQ = gt Sr Sy - (3:53)

Desarrollando la ecuacién (3.52) y utilizando (3.53) se obtiene la expresién para la energia
radiada a un tiempo dado como

- .
= Z/ AL 2 gy (3.54)

Esta ultima ecuacion es la que se utilizard mas adelante para la extraccién de informacién en la
simulacién de dos agujeros negros.

3.8. Simulacion de una colision de agujeros negros

El problema que se quiere resolver es el choque frontal de dos agujeros negros que estan situados
sobre un mismo plano coordenado con una separaciéon de 4M. Se supuso que los dos agujeros
negros son de masas iguales, en este caso particular de m = 0,5M, donde M es ...inicialmente
en reposo, es decir, el momento es cero. Para ello, se realiza una simulaciéon mediante Cactus,
donde se plantean las ecuaciones de evolucién bajo la formulacién BSSN.

El problema de evolucion en la Relatividad General requiere la especificacion de los datos iniciales
que satisfagan las constricciones de momento y de energia sobre la hipersuperficie inicial. Para
esta simulacién se utilizaron dos puntos (las “punturas”), donde las punturas representan planos
infinitos asintéticos internos (topologia de Brill-Lindquist).
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Se quiere que las fronteras estén muy distantes pues se estd simulando el espacio vaciio.

Lo que resulta de la simulacion, son los coeficientes de los arménicos esféricos. Dado un codigo
para resolver la ecuacién (3.54) se puede obtener la energia radiada a partir de este choque con

dos diferentes resoluciones.

3.8.1. Resultados de la simulacién

Para calcular la energia de la radiacién gravitacional se deben calcular primero el valor de los
coeficientes Aj,,. Pero como los agujeros negros tienen simetria axial, los tUnicos coeficientes
Ay que tiene un valor distinto de cero son Ajg. Después de la simulacién se encuentré que el
coeficiente mas importante en el desarrollo en serie es el coeficiente Asy. Este coeficiente que

resulta ser real se muestra en la gréfica 3.5.
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Figura 3.5: Parte real del coeficiente A2y calculado a 40M.

En comparacién al coeficiente Ay, se muestra en la siguiente grafica el coeficiente Asgg.

Como puede verse de la gréificas 3.5 y 3.6, el coeficiente Asg tiene un orden de magnitud muy
pequeno comparado con el Agy, por lo que se supone que los coeficientes Ajg para [ > 2 son
despreciable para el calculo de la energia radiada.

Si se supone que existe simetria axial, A, tal que m # 0, dichos coeficientes deberian ser cero.
Pero en las simulaciones numéricas esto no precisamente es cero. Sin embargo, si se observa la
amplitud del coeficiente A9 en la grafica 3.7, es claro que este coeficiente es desde el punto de
vista numérico igual a cero. Si se tuviera resolucion infinita éste serfa igual a cero.

En la figura 3.8, se muestra el coeficiente Asy a dos distintas resoluciones, esto es para mostrar
la convergencia en el codigo. Se puede observar que a dos distintas resoluciones, coinciden en
gran parte las dos graficas. La resolucién que se utilizaron fueron 6(z) = 0,20 y §(z) = 0,24.

A continuacién, en la gréafica 3.9 se muestra el resultado obtenido para la energia.



CAPITULO 3. COLISION FRONTAL DE DOS AGUJEROS NEGROS

8e-07 T T T T T T T T T

6e-07

4e-07

2e-07

Az

-2e-07

-4e-07

_6e-07 L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

tiempo

Figura 3.6: Parte real del coeficiente Aso calculado a 40M
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Figura 3.7: Parte real del coeficiente Ass calculado a 40M.

0.0004 T T T

0.0003

0.0002

1e-04 | N E

Agg

-0.0001 |

-0.0002 Lo 1

-0.0003 . —
0 50 100 150 200

tiempo

Figura 3.8: Parte real de los coeficientes Aag a distintas resoluciones.
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Energia
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Figura 3.9: Energia radiada en el caso de la colisién frontal de dos agujeros negros que inicialmente en reposo

y en el eje z
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Conclusiones

Este trabajo es una pequena introduccion a la Relatividad Numérica y a Cactus.

En el primer lugar, se introdujo a los métodos numéricos necesarios para resolver ecuaciones
diferenciales parciales de tipo hiperbélico como es la ecuacion de onda. Dos de ellos son estables
(Runge-Kutta e ICN) pero el de Euler es altamente inestable. Esta introduccién fue motivada
para dar escribir una espina en Cactus que resolviera la ecuacion de onda en 3 dimensiones. Ya
que se tuvo que familiarizarse con Cactus para poder hacer la simulacién de el choque de dos
agujeros negros.

Finalmente, se dio una breve introduccién a la Relatividad Numérica para saber como se puede
plantear ecuaciones de evolucién para las ecuaciones de Einstein, en este caso, se utilizé la
formulacién de 3 + 1, se estudié que una de las reformulaciones de ADM mas estables es la
de BSSN, que fue la que se utilizé para resolver las ecuaciones de evolucién de la colisién los
agujeros negros.

También se estudié una de las formas de extraer informacion de las ondas gravitacionales que
son generadas por la simulacién de colisién de los agujeros negros, conocido como formalismo
de Newman-Penrose, en el cual se describen las ondas gravitacionales en términos del tensor de

Weyl.

Utilizando los datos obtenidos en la simulacién, se obtuvo la energia radiada mediante un cédigo
dado. Y se dieron los resultados de dicha simulacién.
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