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Resumen:

Conocer el comportamiento de un yacimiento durante el proceso de desplazamiento de
aceite por la inyeccion de agua es importante para la ingenieria de yacimientos, por lo que
se emplea un modelo de flujo para predecir y evaluar los escenarios de recuperacion
posibles. EI modelo de flujo, al tratar de representar fielmente el desplazamiento de los
fluidos y su interaccion con el medio poroso, resulta en ecuaciones no-lineales imposibles
de resolver por métodos analitica, pero con suposiciones que simplifican el modelo,
algunos autores han desarrollado modelos analiticos y semi-analiticos para describir al
proceso de desplazamiento. La mayoria de los modelos asumen que uno de los términos de
flujo, tipicamente el correspondiente a fuerzas capilares, puede despreciarse o considerarse
constante, y asi la ecuacion no-lineal simplificada puede ser resulta por métodos analiticos
0 numéricos. Obtener una solucion analitica o semi-analitica a la ecuacion no-lineal de flujo
de tipo difusivo-convectivo, que considere simultdneamente las contribuciones de las
fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas ha sido un reto para el modelado del flujo de

fluidos a través de medios porosos.

En este trabajo de tesis se presenta una investigacion teérica de los efectos que tienen los
parametros de flujo sobre la recuperacion de aceite, al aplicar el proceso de desplazamiento
de aceite por agua. También se estudian los efectos de dichos parametros de flujo sobre el
perfil de saturaciones, el perfil de velocidades del agua, y las contribuciones capilares,
gravitacionales y viscosas a la velocidad del agua. Considerando principalmente, un
sistema agua-aceite inmiscible, un medio poroso homogéneo, se desarrolla un modelo no-
lineal de flujo, de tipo difusivo-convectivo, que considera a las fuerzas capilares,
gravitacionales y viscosas. EI modelo no-lineal de flujo es resuelto numéricamente
empleando los métodos de diferencias finitas y elemento finito, con el esquema totalmente

implicito en tiempo y diferencias centrales en espacio.

Cambiando a variables adimensionales al modelo no-lineal de flujo, se investiga
independientemente las contribuciones capilares y gravitacionales, *“activando o
desactivando” alguna de ellas. Los efectos al variar la viscosidad del fluido inyectado, el

gasto de inyeccion y la longitud del medio pueden entenderse completamente. Debido a que

XV



el modelo de flujo es lo suficientemente versatil como para variar la forma de las curvas de
permeabilidades relativas y presion capilar; los efectos de la mojabilidad en la recuperacion

de aceite se analizan.
El andlisis de las contribuciones de cada fuerza al desplazamiento de los fluidos, y de la

recuperacion de aceite fue estudiado en los cuatro casos de flujo posibles: viscoso, viscoso-

gravitacional, viscoso-capilar y viscoso-gravitacional-capilar.
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Abstract:

Oil reservoir performance during waterflooding has been an important problem to reservoir
engineers for decades. A number of flow models with different assumptions have been
presented and used widely. Most of them assume that one of the terms, typically capillary
forces, can be neglected or consider constant diffusion coefficients, so the flow equation
can be solved analytically or by simple numerical methods. It is clear that obtaining
solutions for a flow equation including capillary, gravity and viscous forces simultaneously
has been a challenge. Solutions for this problem can be found for general cases and by

numerical simulation.

This dissertation presents a theoretical investigation of the effects that controlling flow
parameters have on saturation profiles and breakthrough time during oil recovery by
waterflooding. A mathematical non-linear diffusive-convective type model for immiscible
oil-water displacement in one-dimensional vertical homogeneous porous media considering
the three chief forces (capillary, gravity and viscous) is derived and solved numerically by
using a finite-difference and finite-element formulations with fully implicit scheme in time

and central differences in space.

Dimensionless equations are written so that any of the three forces can be investigated
independently; capillary and gravity forces can be “turned on or off.” The effects of varying
fluid viscosity, injection flow rate, system length or wettability, for both displacing and
displaced fluids, can be understood thoroughly. The flow model is versatile enough that it
allows for variations of the shape of the relative permeability and capillary pressure
functions. The impact of these functions in the driving forces and on oil recovery is

analyzed.

The contribution of each of the forces to the dimensionless water velocity and its impact on
oil recovery was studied in four flow cases: viscous, viscous-gravity, viscous-capillary and
viscous-gravity-capillary; all possible flow cases in water injection problems were

considered. Graphical results are discussed.
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Objetivo:

Estudiar la interaccidn entres las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas en el proceso

de desplazamiento de dos fases inmiscibles en un medio poroso lineal, y emplear como

herramienta la simulacion numérica de yacimientos con los métodos de diferencias finitas y

elemento finito.

Alcances:

Con base en los conceptos de la dinamica del flujo multifasico, formular un modelo
de flujo que describa el proceso de desplazamiento de dos fases inmiscibles en un
medio poroso lineal, que considere a las tres fuerzas (capilares, gravitacionales y
viscosas) que principalmente influyen en todos los problemas de flujo de fluido en
medios porosos.

Como el modelo de flujo es no-lineal y no puede ser resuelto por la matematica
clasica, entonces la simulacién numérica es usada para resolver dicho modelo. Los
métodos de Diferencias Finitas (DF) y Elemento Finito (EF) son empleados en la
simulacion, de modo que los resultados numéricos de cada método se comparen
entre si, y asi estudiar el desempefio de ambos esquemas numéricos en problemas
difusivos-convectivos.

Una vez elaborado el simulador numérico, se estudia la dindmica del flujo de
fluidos en el proceso de desplazamiento, con la intervencion de las fuerzas

capilares, gravitacionales y viscosas.
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Introduccién:

Durante la produccién de hidrocarburos, llega un momento en el cual la energia natural del
yacimiento es insuficiente para producir eficientemente su reserva de aceite remanente, por
lo que surge la necesidad de implementar algin proceso que transfiera energia adicional al
yacimiento, como es el caso de la inyeccién de gas y/o agua. Por otro lado, la presencia de
una capa de gas y/o de un acuifero activo, proporciona mecanismos de produccion que
generalmente aumentan el factor de recuperacion de aceite, por el empuje natural

proporcionado al yacimiento.

Recuperacién primaria se define como la produccion de aceite por medio de la energia
natural del yacimiento. La energia del yacimiento se debe a la existencia de altas presiones
en los poros de la roca con respecto a la presion en el fondo del pozo. Esta diferencia de
presiones permite que el aceite fluya a través del yacimiento hacia el pozo. A la produccién
de aceite por medio de la inyeccion de gas en condiciones inmiscibles y/o agua, bien sea
para mantener la presion del yacimiento y su capacidad productiva o para desplazar aceite y

con ello incrementar la recuperacion de aceite, se le conoce como recuperacion secundaria.

La mayoria de los métodos de recuperacién secundaria proveen energia mecéanica al
yacimiento, por la inyeccion de un fluido, el cual desplaza al que se encuentra en el
yacimiento. Hay que recalcar que, a pesar de que en algunos de estos métodos ocurren
pequerfias variaciones de temperatura, se considera, para fines practicos, que ocurren en
condiciones isotérmicas. Ahora bien, también hay métodos de recuperacion mejorada de
aceite en los que se agrega calor al yacimiento, conocidos como métodos de recuperacion
térmica, en los cuales el fluido inyectado, fluido que desplaza, modifica directamente la

energia térmica del yacimiento para incrementar la recuperacion de aceite.

La eficiencia de un método de recuperacién secundaria 0 mejorada se mide por su
capacidad de recuperar mas hidrocarburos del yacimiento que el producido por
recuperacion primaria. En la referencia 1 se mencionan algunos factores que cominmente

influyen en la eficiencia de un método de recuperacion secundaria o mejorada de aceite:
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a) Profundidad: La profundidad del yacimiento influye en los aspectos técnicos y
econémicos; por ejemplo, en yacimientos profundos hay restricciones en la presion de
inyeccion. Para el aspecto econdmico, los costos del proyecto estan directamente

relacionados con los costos de perforacion.

b) Inclinacion del Yacimiento: Para ver la influencia de este factor, se puede prestar
atencion a el comportamiento de la ecuacion de flujo fraccional [?], y se puede observar que
el término gravitacional depende del echado de la formacion, asi como del peso especifico
de los fluidos, permeabilidades efectivas y gasto de inyeccion. El grado de inclinacion es
determinado por el seno del angulo comprendido entre la direccion de flujo y el eje
horizontal, y determina si la inyeccion es en contra o a favor de la gravedad, por lo que el
angulo de inclinacion influye considerablemente en el comportamiento de los perfiles de
saturaciones, para flujo asistido por gravedad o en forma contraria.

¢) Grado de Homogeneidad: Considérese el caso en el cual se desplaza aceite por agua y
flujo horizontal a través de capas (horizontales) con diferentes permeabilidades. En las
capas de mayor permeabilidad el movimiento del agua hacia el pozo productor sera mas
rapido, resultando en la irrupcion temprana del agua en dicho pozo, comparada con las
capas de menor permeabilidad, y en un desplazamiento vertical no uniforme. En la medida
que el grado de homogeneidad disminuye, o bien que la heterogeneidad de las capas

aumenta, la eficiencia del desplazamiento de aceite a la irrupcion del agua serd menor.

d) Propiedades Petrofisicas: Para implantar un proyecto de recuperacion mejorada, es
importante que dicho proyecto tenga una eficiencia que proporcione la cantidad de
hidrocarburos necesaria para que el proyecto de recuperacion sea rentable. Por lo que se
realizan estudios previos, en los cuales se estima el comportamiento del proyecto de
recuperacion. Para esto se establecen modelos que describan el flujo de los fluidos a través
del yacimiento.

Las leyes basicas que describen el flujo de los fluidos en un medio poroso son la ley de la
continuidad y ley de Darcy. En estas ecuaciones se requiere el conocimiento del la
permeabilidad absoluta, las permeabilidades relativas, presiones capilares, porosidad,
viscosidad de los fluidos, mojabilidad de la roca, y otros parametros que también pueden

ser funcion de la saturacion de los fluidos.
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Cabe mencionar que la competencia entre las fuerzas capilares y convectivas (viscosas y
gravitacionales) es lo que gobierna el entrampamiento de las fases y la movilizacion de los
fluidos a través del medio poroso [*]. Por lo que es importante conocer la magnitud de las
contribuciones de cada fuerza a la velocidad de los fluidos. Este es el propdsito del presente
trabajo, que esté dividido en los siguientes capitulos:

Capitulo 1: Se establecen los conceptos fundamentales que afectan el proceso de
desplazamiento de fluidos inmiscibles en un medio poroso, de modo que se tengan las
bases tedricas para entender las diversas investigaciones sobre el problema de

desplazamiento, y explicar las observaciones realizadas a lo largo del presente trabajo.

Capitulo 2: Se revisan documentos de investigacion publicados sobre el tema de
desplazamiento lineal de fluidos inmiscibles, principalmente el método de Buckley y
Leverett que desarrolla una solucién analitica para flujo viscoso y predice la recuperacion
de aceite durante el proceso de inyeccion de agua en yacimientos. A modo de considerar a
las fuerzas capilares y/o gravitacionales, se revisan una gran variedad de trabajos en los
cuales, con algunas simplificaciones, se cuenta con soluciones analiticas, semi-analiticas y
numeéricas que ayudan a comprender el flujo bifasico de fluidos inmiscibles en medios

[porosos.

Capitulo 3: Para predecir el comportamiento del proceso de desplazamiento bifasico, se
desarrolla un modelo analitico no-lineal, adimensional que considera a las fuerzas capilares,
gravitacionales y viscosas, a partir de las ecuaciones fundamentales de “Continuidad” y
Darcy, seguidas por la definicion de presion capilar, y por modelos analiticos para
permeabilidades relativas y presion capilar. Con ayuda de los nimeros adimensionales
definidos en este capitulo y considerando los principios fundamentales de la teoria del
método de Buckley-Leverett y la extension de Welge, se determinan las condiciones que
tienden a favorecer la accion de cada fuerza, asi como el escenario que proporciona la

mayor recuperacion de aceite.

Capitulo 4: Debido a que el modelo de flujo propuesto busca apegarse o mas posible a la
realidad, las ecuaciones diferenciales correspondientes son no-lineales e imposibles de
resolverse por medios analiticos, por lo que se recurre a una solucién numérica. En este

capitulo se exponen los conceptos basicos de los métodos numéricos de diferencias finitas y
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elemento finito requeridos en el proceso de modelado del problema de difusion-
conveccion; entonces el modelo no-lineal de tipo difusivo-convectivo es simplificado al
modelo lineal de difusién-conveccion, el cual cuenta con solucion analitica conocida,
permitiendo que se realice un estudio exhaustivo del error en la aproximacion numérica y
determinar el método mas efectivo de solucién en diferentes escenarios. Por ultimo, se
investiga la naturaleza de la dispersion numérica y el modo de minimizar su impacto en la

solucion numérica por diferencias finitas del problema de difusién-conveccion.

Capitulo 5: Con los fundamentos de los métodos numeéricos asentados en el capitulo
anterior, la incorporacion del criterio de corriente arriba y del método totalmente implicito
para linealizar el sistema de ecuaciones, se desarrollan los modelos no-lineales numericos
en diferencias finitas, elemento finito con funcion base lineal y elemento finito con funcion
base cuadratica. Dichos modelo numéricos son validados frente a los problemas de

difusion-conveccion y de Buckley-Leverett.

Capitulo 6: Una vez elaborado y validado, el simulador es empleado para estudiar el efecto
de las fuerzas viscosas, gravitaciones y capilares en la magnitud de la recuperacién de
aceite. A lo largo de todo este capitulo se analiza la influencia de la viscosidad del agua,
gasto de inyeccion de agua y longitud del medio poroso, en los diversos nimeros
adimensionales y por consiguientes en las tres fuerzas y la recuperacion final. También se
estudia el comportamiento de la contribucion de cada fuerza a la velocidad adimensional

del agua, determinando los casos en las que cada fuerza tiene mas influencia.
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Capitulo 1

FACTORES QUE INFLUYEN EN EL DESPLAZAMIENTO
DE ACEITE POR AGUA

Introduccion.

Los procesos de recuperacion mejorada dependen de muchos parametros, tanto del medio
poroso como de los fluidos, asi como de los fendmenos fisicos entre las superficies de los
fluidos y la roca. En este capitulo se abordan de forma conceptual algunos de los factores
principales que afectan el proceso de desplazamiento de fluidos inmiscibles, de modo que
establezcan las bases teoricas para los analisis posteriores del proceso de inyeccidn de agua,

en un medio poroso inicialmente saturado con aceite y agua.

1.1 Tensioén interfacial.

Cuando dos fases inmiscibles coexisten en un medio poroso, existe una energia libre
interfacial entre las dos fases, que depende de la saturacion, distribucion de fluidos,
temperatura, y desplazamiento de las fases. La energia interfacial es debida a la diferencia
entre las fuerzas de atraccion de las moléculas de cada fase con las que se encuentran en la
superficie de contacto. Debido a que la superficie de contacto posee energia libre, esta
energia se manifiesta como la tension interfacial (TI), o, la cual es una constante para
cualquier par de fases y es definida como la cantidad de trabajo que se debe realizar para
separar una unidad de &rea entre las dos fases [* °]. La tension interfacial entre una

sustancia (fase) y su propio vapor o aire es conocida como tension superficial.

En los procesos de recuperacion mejorada es muy importante conocer la magnitud de la
tension interfacial, y asi determinar los valores de las fuerzas capilares, que son las
responsables de que el aceite se quede atrds del frente de barrido en los procesos de

invasion de agua en yacimientos. En procesos de invasion de agua, las fuerzas viscosas



tratan de poner a los fluidos en movimiento pero las fuerzas capilares se oponen a las
viscosas ocasionando que el barrido de agua pase, dejando atrds del frente al aceite
remanente [*]. Debido a esto es importante que para desplazar al aceite por agua, se debe
disminuir la tension interfacial entre el aceite y al agua. La técnica que tiene mejores
resultados para disminuir la tension interfacial es la de inyeccion de productos quimicos

surfactantes [%].

1.2 Mojabilidad.

La distribucion de fluidos en un medio poroso no s6lo es controlada por las fuerzas
interfaciales entre los fluidos, sino también por las fuerzas interfaciales entre los fluidos y
el solido (roca). Por lo que se introduce el concepto de mojabilidad, y puede ser definida
como la tendencia de un fluido a adherirse a la superficie de un sélido en presencia de otros

fluidos inmiscibles.

Cuando dos fluidos o fases inmiscibles (como aceite y agua) son puestos en contacto con
un soélido (roca), generalmente una de las fases tiende a adherirse mas hacia la superficie
del sélido que la otra fase. A la fase que es fuertemente atraida hacia la superficie del sélido
se le denomina fase mojante y a la otra fase no mojante. De los fluidos que generalmente
coexisten en el espacio poroso durante un proceso de invasion de agua son el aceite, el agua
y el gas. Como las condiciones para que el gas sea la fase mojante en el yacimiento son
imposibles [°], entonces sélo el aceite y el agua pueden ser consideradas como la posible

fase mojante.

La figura 1.1 muestra un sistema de dos fases inmiscibles (mojante y no mojante) en
contacto con un sélido. En esta figura, 0 define al &ngulo entre la interfase y la superficie
del sélido. Por convencién 6 (0° <@ <180° ) es medido a través del fluido mas denso [*],
se le conoce como angulo de contacto y determina qué fase es preferentemente mojante al
solido. Cuando 6<90° se dice que el fluidos méas denso es la fase mojante y cuando 6>90°

se dice que el fluidos mas denso es la fase no-mojante.
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Figura 1.1: Histéresis del angulo de contacto, (a) fase mojante incrementa
(imbibicion); (b) fase mojante decrementa (drene). Figura tomada de referencia 7.

La figura 1.1 también muestra dos procesos en los cuales la fase mojante incrementa (a) o
decrementa (b). Se ha determinado experimentalmente ['] que el &ngulo de contacto es mas
grande cuando la fase mojante avanza sobre la superficie del solido, que cuando ésta

retrocede y a este fendmeno se le conoce como Histéresis.

Una vez expuestos brevemente los conceptos relacionados con la mojabilidad, se podrian
distinguir tres tipos de saturacion de fluidos que estan entre los limites de 0% a 100% [°]. A
saturaciones muy bajas de la fase mojante, se forma una pelicula muy delgada que rodea al
grano, de modo tal que las peliculas de cada grano estan aisladas unas de otras y asi la fase
mojante no forma una fase continua, practicamente ninguna presion sera transmitida de una
pelicula a otra a través de la fase mojante y asi sera poco probable que ésta fluya. A medida
que la saturacion de la fase mojante aumenta, las peliculas se expandiran hasta formar una
fase continua, a la saturacion en este punto se la conoce como saturacién de equilibrio a la
fase mojante. Arriba de esta saturacion critica, a la saturacion se le conoce como funicular
y el flujo de la fase mojante es posible. Cabe mencionar que a medida que la saturacién de
la fase mojante incrementa, la no-mojante forma una fase discontinua, formando globulos
de dicha fase en el medio poroso. En este punto se dice que la fase no mojante esta en un
estado de saturacion insular, y los globulos solo pueden moverse si el potencial de
presiones es lo suficiente grande para vencer las restricciones capilares aplicadas a través

de la fase mojante.



1.3 Presion Capilar.

Cuando dos fluidos inmiscibles estdn en contacto en un medio poroso, existe una
discontinuidad en la presion sobre la interfase que los separa. La magnitud de esta
diferencia de presion depende de la curvatura de la interfase. Esta diferencia de presiones es
conocida como “presion capilar”. La presion capilar es una medida de la tendencia de un
medio poroso para absorber al fluido mojante, o repeler al no mojante. Es importante
mencionar que la presion capilar depende de la geometria del espacio poroso, de las

propiedades del sistema roca-fluidos, y del grado de saturacién del espacio poroso.

La presion capilar, al igual que el angulo de contacto, esta sujeta al fendmeno de histéresis;
es decir, es funcion de la direccion del desplazamiento. Debido a este fendmeno de
histéresis se pueden obtener diferentes curvas de presion capilar, dependiendo si la muestra
esta inicialmente saturada con el fluido mojante o con el fluido no mojante. En cada caso el
fluido que inicialmente satura a la muestra es lentamente desplazado por el otro fluido.

Cuando una muestra estd inicialmente saturada con la fase mojante, el proceso de
desplazamiento de esta fase por la fase no-mojante es conocido como drene y la curva de
presion capilar es conocida como curva de drene. El proceso por el cual la fase mojante
desplaza a la fase no mojante que inicialmente satura al espacio poroso es conocido como
imbibicion y la curva que relaciona a la presion capilar con la saturacion del fluido mojante

es conocida como curva de imbibicion.

Al final del fenédmeno de drene una cantidad de fluido mojante permanece en el espacio
poroso incluso a altos valores de presion capilar, al valor de la saturacién de la fase mojante
en este punto es conocido como Saturacion irreducible del fluido mojante. Por otro lado, en
un fendmeno de imbibicion cuando se alcanza el valor de presion capilar igual a cero, una
cierta cantidad de fluido no mojante permanece en el espacio poroso. En este punto, la

saturacion del fluido no-mojante recibe el nombre de saturacién residual.

Es muy importante mencionar que las curvas de presion capilar dependen no soélo de las
saturaciones en ese instante, sino también de la historia de saturaciones de la muestra de

espacio poroso.



1.4 Densidad.

La densidad es una propiedad que tipicamente se usa para caracterizar un sistema de
fluidos, y esté definida por la masa del fluido por unidad de volumen.

El valor de la densidad puede variar ampliamente entre fluidos diferentes, pero para los
liquidos las variaciones debidas a la presion y temperatura generalmente tiene un pequefio
efecto sobre el valor de la densidad. Por otro lado la densidad de los gases es fuertemente
influenciada por ambas propiedades fisicas; presion y temperatura. De manera general
cuando la densidad de un fluido depende de la presion y temperatura, a la ecuacion que
relaciona a las tres propiedades se le conoce como ecuacion de estado, y cuando el fluido es
homogeéneo a la densidad se le considera constante.

1.5 Peso especifico.

El peso especifico de un fluido esta definido como el peso del fluido por unidad de

volumen y se relaciona con la densidad por medio de la siguiente ecuacion:

7= (1.1)

Donde g es la aceleracion local de la gravedad. Al igual que la densidad el peso especifico

es una propiedad usada para caracterizar a los fluidos.

El peso especifico tiene una influencia muy importante en la aportacion de las fuerzas
gravitacionales en el proceso de flujo, y como ejemplo se comenta el caso de segregacion
de fluidos en un yacimiento de aceite que se encuentra por encima de su punto de burbujeo.
A medida que se explota el yacimiento de aceite, el gas disuelto puede ayudar a la
explotacion del aceite si se permite que las burbujas de gas se acumulen en la cima del
yacimiento y se expandan. Analizando este proceso a un nivel de burbuja, desde el punto de
vista de la intervencién de las fuerzas gravitacionales: Moléculas de gas son liberadas del
aceite y se agrupan hasta formar burbujas de gas. Si el gasto de produccion lo permite, las

burbujas de gas tienden a moverse hacia la cima del yacimiento, este movimiento vertical



depende de las propiedades de los fluidos, principalmente de la densidad, y de las
permeabilidades relativas de los fluidos. La fuerza principal que origina este movimiento
vertical es la fuerza resultante de la diferencia entre las fuerzas de atraccion gravitacional

de las moléculas de aceite y gas.

1.6 Permeabilidades Relativas.

Por medio de estudios experimentales se ha determinado que, cuando se tiene dos fases
inmiscibles fluyendo a través de un medio poroso, cada fase establece su propia
tortuosidad, es decir se establecen caminos o canales de flujo, los cuales dependen del
grado de saturacion del medio poroso. Cuando se tiene un sistema con un fluido mojante y
uno no-mojante, se observa que a medida que se reduce la saturacién del fluido no-mojante,
los canales de flujo de dicho fluido tienden a desaparecer quedando como resultado
regiones residuales con fluido no-mojante. Algo similar ocurre para el caso del fluido
mojante. Por lo que se puede decir que; para cualquiera de estos fluidos que se conviertan
en fases discontinuas alrededor del dominio de flujo, el movimiento de fluidos no podra
realizarse. Asi, el concepto de permeabilidad establece el flujo de una sola fase en un
medio poroso. Para extender las ecuaciones de movimiento de flujo de una sola fase al flujo

simultaneo de dos o0 maés fases, se desarrollo el concepto de permeabilidades relativas.

Debido a la importancia de la mojabilidad en la distribucion de los fluidos en el espacio
poroso, y considerando que el grado de mojabilidad influye sobre la creacion de los canales
de flujo, es logico pensar que el fendbmeno de histéresis afecta a las permeabilidades
relativas, por lo que las curvas de permeabilidades relativas dependen de la historia de

saturaciones del medio poroso.

1.7 Movilidad.

Para predecir el comportamiento de un fluido en el espacio y tiempo se requiere de una
ecuacion de movimiento que relacione el gasto o velocidad del fluido con las propiedades
del sistema roca-fluido. La ecuacién de movimiento que cominmente es usado en el flujo
de fluido a través de medios porosos fue establecida por Darcy, y relaciona la velocidad

(conocida como velocidad de Darcy) con el gradiente de presiones del fluido. El factor que



relaciona a estos parametros es la movilidad, A, , del fluido f y es una propiedad de flujo

gue esta integrada por una propiedad del sistema roca-fluido (permeabilidad relativa), de la
roca (permeabilidad) y del fluido (viscosidad), por la siguiente expresion matematica:

o
Ay =k| — (1.2)
Hi

donde k es la permeabilidad del medio poroso, u, es la viscosidad del fluido fy k, es la

permeabilidad relativa del fluido f.

Anélogamente a la permeabilidad relativa del un fluido f hay una definicion para la
movilidad relativa del fluido f y es una medida de la resistencia del medio poroso al flujo

multifasico, y es definida como sigue:
Ay =—. (1.3)

1.8 Relacion de Movilidades.

Para los problemas de inyeccion de agua se manejan las movilidades de cada fluido, de
forma que se define una relacion de movilidades, M , entre los fluidos que fluyen, siendo

esta relacion la caracteristica més importante en un proceso de invasion de fluidos [*°].

Algunos autores definieron a la relacion de movilidades como la movilidad del aceite entre
la movilidad del fluido desplazante, mientras que otros lo definen de forma inversa. Pero

por lo general se adopta a la segunda opcion y puede escribirse como:

M =22 (1.4)

donde A, es la movilidad del fluido desplazante y A, es la movilidad del fluido desplazado,

de modo que la relacion de movilidades es un numero adimensional que afecta la
7



estabilidad de un proceso de desplazamiento cuando el flujo es inestable, es decir, cuando
el frente de desplazamiento no es uniforme y esto se ocurre en M >1 [>°], de hecho al flujo
inestable se le conoce como flujo viscoso con digitacion. Entonces, relaciones de
movilidades menores a uno resultan en procesos favorables y mayores a uno en no
favorables. De forma general, a medida que la relacion de movilidades disminuye la
eficiencia del barrido aumenta, debido a que la movilidad del fluido desplazante disminuye
0 la del fluido desplazado aumenta. Comunmente el rango de valores encontrados en

procesos de invasion de agua va desde 0.02 hasta 2.0 [°].

La relacion de movilidades puede definirse de diferentes formas dependiendo de las
condiciones de flujo y del proceso en especifico. Algunos autores al considerar que el flujo
de los fluidos en el proceso de inyeccién de agua es de tipo piston, donde sélo agua fluye
detrés del frente y solo aceite delante de este, definen de forma sencilla y particular a la

relacién de movilidades como sigue [°]:

M :(kI’WJ (kI’OJ (15)
Hy Js \HoJs,

donde k,, y k,, estan medidas a la saturacion de aceite residual, S, , y a la saturacion de

agua intersticial o irreducible, S, , respectivamente.

iw !



Capitulo 2

REVISION BIBLIOGRAFICA

Introduccion.

El problema de flujo de dos fases homogéneas e inmiscibles en un medio poroso
homogéneo y lineal ha sido estudiado desde hace méas de 50 afios, con algunas suposiciones
o simplificaciones como en el famoso trabajo sobre el proceso de inyeccién de agua
elaborado en 1942 por Buckley y Leverett (BL) en el cual se desarrolla una teoria que hasta
la fecha sigue siendo usada para las predicciones de las recuperaciones de aceite en los
procesos de invasion de agua. A pesar de la importancia de dicho trabajo, cabe mencionar
que solo considera a las fuerzas viscosas, por lo que existen una variedad de trabajos que
tratan de simplificar lo menos posible el modelo no-lineal de flujo para desplazamiento
bifasico y asi obtienen soluciones analiticas, semi-analiticas y numéricas, que ayuden en el

entendimiento del flujo bifasico, inmiscible en un yacimiento lineal.
2.1 Modelo de Permeabilidades Relativas.

El concepto de permeabilidad relativa fue establecido para extender la teoria de flujo de una
sola fase, al flujo multifasico por medio de la ley de Darcy. Las permeabilidades relativas
de un sistema de fluidos dependen de varios factores, pero hay evidencias experimentales
que afirman que las permeabilidades relativas pueden considerarse como funcion de las
saturaciones solamente, y asi simplificar el manejo de las permeabilidades relativas en los
estudios de flujo con resultados que muestran buenas aproximaciones para fines practicos
[> % °]. Las permeabilidades relativas se determinan experimentalmente con pruebas de
flujo, pero como no siempre se cuenta con laboratorios para realizar las pruebas, existen
métodos empiricos que proporcionan modelos matematicos que cubren una amplia variedad
de permeabilidades relativas para describir diferentes sistemas de rocas y fluidos con la
aproximacion suficiente para ser incorporados como modelos analiticos de permeabilidades

relativas en los simuladores de flujo.



En la literatura [> ®] hay varios autores que establecieron relaciones matematicas de
permeabilidades relativas, siendo las de Corey las mas populares. Corey definio a la
relacion (2.1) como la saturacion efectiva, la cual es la variable independiente en las
correlaciones de las permeabilidades relativas para las fases mojantes y no-mojantes. Las

correlaciones de Corey contienen un parametro y que depende, de alguna manera del

tamanfo y de la distribucion de los poros.

Sy —Sui
—_Ww “w 2.1
1-s, (2.1)
243y
k,=S " (2.2a)
24y
k,=0@-S)|1-S " (2.2b)

donde k., y k,, son las permeabilidades relativas al agua y al aceite respectivamente, y v

es el indice de distribucion de tamafios de poro.

Para el estudio de los procesos de flujo multifasico mediante la simulacion numerica de
yacimientos, algunas veces son requeridas expresiones analiticas para representar a las
permeabilidades relativas en el desarrollo de los modelos numéricos, en donde se requiere
de la manipulacién matematica de las ecuaciones de flujo. En general las expresiones
algebraicas mas sencillas que pueden ajustarse a una cantidad grande de datos de

laboratorio son [*®]:

k,, =ko,S™ (2.3a)

k, =k (@1-S)" (2.3b)

Estos modelos de potencias para las permeabilidades relativas son relaciones algebraicas
sencillas para ser manipuladas matematicamente en los modelos no-lineales de flujo.

Fijando valores para los pardmetros en las ecuaciones (2.3) se establece el grado de
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mojabilidad de un sistema de roca y fluidos. Las relaciones anteriores han sido empleadas

10-15

en investigaciones [ ] para representar comportamientos de permeabilidades relativas.

2.2 Modelos Lineales de Flujo.

Debido a la complejidad del medio poroso y de los diversos factores involucrados en el
flujo multifasico, los modelos de flujo incluyen ecuaciones diferenciales parciales no-

lineales, sin embargo con algunas suposiciones se pueden obtener modelos lineales de flujo

como el caso de modelos con ecuaciones de tipo difusivo-convectivo [** %

18,19

] para estudios
de inyeccidn de agua o ecuaciones de tipo difusivo [*~"] para estudios de imbibicion.

En la formulacién de los modelos difusivo-convectivo se supone que el proceso puede
dividirse en dos componentes que actlan de manera simultanea. Por un lado hay un
desplazamiento frontal conocido como conveccion y por otro lado hay un movimiento
dispersivo de naturaleza estocastica que genera una zona en la que las fases inmiscibles
coexisten. Ademas se considera que el movimiento dispersivo obedece a la ley de Fick. La
densidad de flujo (gasto por unidad de area) por conveccion esta dada por la ecuacion (2.4),

mientras que la ley de Fick establece la densidad de flujo por difusién (2.5).

J. =uS (2.4)

J,=-D— 2.5
D ™ (2.5)

donde ues la velocidad de Darcy, D es el coeficiente de dispersion.

Superponiendo ambas componentes del proceso de flujo, y considerando el principio de
conservacion de la materia se obtiene la ecuacion lineal de difusivo-convectivo para una

dimension.

2
03’ _ 38 &

2.6
0z° oz ot (26)
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La ecuacion (2.6) se puede escribir en variables adimensionales para generalizar las

soluciones obtenidas de esta ecuacion.

1 0°S &S oS

Noe 02,0 025 oty 2.7)
con las siguientes definiciones de variables adimensionales:
=1 (2.8)
o=yt (2.9)
Nee =5 (2.10)

Donde Ny es el nimero de Peclet adimensional que refleja la importancia relativa entre la

conveccion y la difusion [>°].

Considerando que la ecuacion (2.7) es aplicada a un medio semi-infinito inicialmente

saturado con aceite y agua irreducible, con condicion de frontera que indica inyeccion en

z, =0, se tienen las condiciones de frontera e inicial mostradas a continuacion:
S(z5,t; =0)=0 (2.11a)
S(zp =0,t5) =1 (2.11b)

Limzo—m [S(ZD o )] =0

0<z,<o

(2.11¢c)
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La solucién analitica del problema de flujo dado por las ecuaciones (2.7) y (2.11) es la

siguiente:

S(zp,t,)= %[erfc(\z/yg [z, —tD]j+ exp(NPezD)erfc[ZL\/\/E[ZD +tD]]] : (2.12)

En el Apendice A se muestra el desarrollo de la solucion analitica, basado en la referencia
3.

Se ha observado que los datos experimentales y los resultados tedricos muestran una
concordancia cuando se visualiza un proceso de inyeccion de agua como un proceso

difusivo-convectivo [*°].

Para el caso de imbibicion espontanea se realiza un procedimiento analogo en donde se
visualiza, con base en datos experimentales, que el proceso de imbibicién es un proceso

predominantemente difusivo [***7].

El problema modelado en la referencia 18 consiste en un medio poroso lineal mojado por
agua, inicialmente saturado con aceite, y al poner a las dos fronteras del medio en contacto
con agua el proceso de imbibicidn ocurre hasta que la saturacion de agua alcanza un valor

final. Considerando un comportamiento difusivo, la siguiente relacion se satisface:

0°S  0S

pd>_o 2.13

0z° ot (213)
Z

2o =1 (2.14)
2

t, = %Dy (2.15)
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y con los cambios de variables (2.14) y (2.15) se tiene un modelo lineal adimensional que
junto con las condiciones de fronteras e inicial describen matematicamente el problema de

flujo siguiente:

2
ai::nﬁii (2.16)
oz, oty
S(z5,t; =0)=0
(20:15 =0) . (2.17)
S(z, =0,ty) =5(z, =1,t,) =1
4& 1 . 2
S(zp.tp)=1-—) zsin(2n +1)zDexp[—(2n+1) tD]. (2.18)

T 2n+1

El problema descrito arriba tiene la solucidn analitica (2.18), que proporciona resultados
18
].

gue concuerdan con experimentos de imbibicién [
En la referencia 19 se propone un modelo analitico para describir la cantidad de agua
transferida a la matriz en un proceso de invasion de agua en un medio fracturado, para el
comportamiento a tiempos tempranos. El proceso de imbibicion capilar es aproximado por

una ecuacion de tipo difusivo con la difusividad hidraulica, «,, basada en la presion

capilar, donde «, =kKk,,/u, (dp,/dS,).
Entonces el proceso de imbibicidn es descrito por:

0%s. &S, 85
w_y Pw _ yPu 2.19
" (2.19)

con S, como la saturacion de aguay ¢ la porosidad.

Las condiciones de frontera e inicial son:

S,(z,t=0)=0 (2.20a)
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S, (z2=0,t) =1 (2.20b)

O<z<ow
donde la condicién de frontera (2.20c) implica que la saturacion de agua en la matriz

tendiendo al infinito alejado de la fractura permanece constante.

Eliminando el término convectivo de la ecuacién (2.19), u =0, el modelo analitico tiene la

siguiente solucion analitica:

Sw(z,t):erfc( : } (2.21)

2\ a,t

La ecuacion (2.21) muestra buen ajuste entre calculos y experimentos [**].

2.3 Modelos no-lineales de flujo.

Para la descripcion matematica del problema de flujo de fases inmiscibles en un medio
lineal homogéneo, es importante el principio de conservacion de la masa, en donde la
velocidad juega un papel muy importante, por lo que se requieren ecuaciones de
movimiento que son descritas por las permeabilidades relativas y propiedades de las fases
fluyentes. Entonces, para poder modelar matematicamente el desplazamiento de fluidos se

requiere de un conjunto de ecuaciones que dependen de varios parametros.

Uno de los trabajos mas importantes en la descripcion del flujo de fases inmiscibles fue el
célebre articulo de Buckley y Leverett [*!], BL, el cual aborda el problema de inyeccién de
agua en un medio saturado inicialmente con aceite y agua irreducible; en este modelo se
ignoran los efectos de las fuerzas capilares y gravitacionales. La teoria de BL es tan
importante que hasta la fecha es empleada en los célculos de invasion de agua debido a que
las fuerzas viscosas son las que predominan en las aplicaciones. Diez afios mas tarde

Rapoport y Leas [*’] extendieron el modelo de BL, al aumentar el término capilar en el
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modelo de flujo para la descripcion del comportamiento del proceso de inyeccion de agua
en un sistema lineal y horizontal. Posteriormente en base a la teoria de flujo fraccional,
Handly y Hadley [*] muestran una ecuacion de flujo que considera a las tres fuerzas que

principalmente intervienen en el flujo de fluidos para un medio poroso lineal y homogéneo.

La ecuacion de flujo que considera a las tres fuerzas principales puede escribirse de
diferentes formas dependiendo de las aplicaciones, de los modelos de presion capilar y
permeabilidades relativas empleados, entre otras cosas. Pero de forma general la ecuacion
diferencial parcial que contiene la influencia de las tres fuerzas principales en los

problemas de flujo es [*°]:

w= k /’;‘ro/lrw dpc oS _ kA7/ /lm/lrw 6HD + ﬂ (2-22)
ul 2, dS)oz, \u 2, Jaz, \ A4,
s (2.23)
oty 0z,

El desarrollo completo de la ecuacion general anterior se aborda en el Capitulo 3, asi como

los cambios de variables necesarios.

Claramente se observa de la ecuacién (2.22), que la funcién de flujo fraccional para el agua,

f_, es la superposicion de tres funciones relacionadas cada una con las influencias

Wl
capilares, gravitacionales y viscosas respectivamente. Es importante mencionar que el flujo
fraccional de agua, es el parametro que describe el perfil del corte de agua en el yacimiento
a un tiempo dado. Cuando el agua y el aceite fluyen simultdneamente en el yacimiento, el

flujo fraccional de agua se define matematicamente por la siguiente ecuacion:

foo (2.24)
Ay + 0,

donde g, Yy g, son el gasto de agua y aceite respectivamente, en el yacimiento.
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Haciendo una revision acerca de los estudios matematicos relacionados con el
desplazamiento de fases inmiscibles y homogéeneas, en un medio poroso lineal y
homogéneo, se tiene principalmente al trabajo pionero de Buckley y Leverett en el cual se
desarrolla una solucion analitica para el flujo viscoso y basicamente establece que la
velocidad de avance de un plano de saturacion dado es proporcional al cambio en el flujo
fraccional de agua causado por el cambio en la saturacion de agua. El perfil de saturaciones
calculado con esta teoria es de forma implicita, es decir, en vez de tener a la saturacion en
funcion del tiempo y posicion, S =S(z,t), se tiene la posicién en funcién de la saturacion y
del tiempo, z = Z(S,t), obteniéndose un perfil de saturaciones con una regién en la cual, a

una posicion dada le corresponden tres valores de saturacion resultando en una solucion
fisicamente imposible, este problema es resuelto al determinar la saturacion en el frente de
desplazamiento mediante una ecuacién de balance. Afios mas tarde Welge [**] implementé
un método grafico para determinar, de forma mas simple la saturacion en el frente y asi
emplear la saturacion del frente de agua en la teoria de BL. Como ya se menciond, la teoria

2,5-7,9, 21

de BL ignora al término capilar [ ] en la ecuacién de flujo, por lo que se pueden

obtener perfiles de saturacion en desplazamientos convectivos con influencia de las fuerzas

viscosas y gravitacionales [*].

Como la ecuacion general de flujo que contiene a los tres términos que principalmente
afectan al flujo en medios porosos, es imposible resolverla por las técnicas matematicas
clasicas, entonces es necesario emplear métodos numéricos para obtener soluciones
aproximadas a la solucion exacta del problema de flujo. Douglas, Blair y Wagner [*°]
emplean en su trabajo a la ecuacion del modelo de flujo implementado por Rapoport y
Leas, el cual es una extension del modelo de BL (flujo viscoso) por la incorporacion del
término capilar, dicha ecuacion es aproximada por la técnica de diferencias finitas con
Crank-Nicholson modificado. Cabe mencionar que en esta aproximacion se emplean
expresiones analiticas para las permeabilidades relativas y presion capilar. Posteriormente
Fayers y Sheldon [*'] con un modelo de flujo fraccional mostrado por Handy y Hadley
incorporaron al término gravitacional en la ecuacion de flujo con una ecuacion parecida a la
de Rapoport y Leas. La aproximacién numérica es realizada por la técnica de diferencias
finitas y con un esquema implicito con iteraciones de Newton para linealizar el sistema de

ecuaciones. En sus resultados encontraron que la presencia del término capilar elimina la
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zona irrealista que se observa con BL y que el término gravitacional influye ampliamente
en la segregacion de los fluidos. Los autores en este trabajo comparan los resultados
obtenidos cuando el modelo matematico es resuelto con los puntos de vista Euleriano y
Lagrangiano, y concluyeron que el punto de vista Euleriano es mejor para célculo de perfil
después del rompimiento o en problemas de flujo para gastos de inyeccién lentos en los
cuales se requiere exactitud en la frontera de inyeccion. El punto de vista Lagrangiano es
mejor para perfiles de frentes de desplazamiento. Hovanessian y Fayers [%°] extendieron el
trabajo de Douglas, Blair y Wagner, incluyendo al término gravitacional en el modelo de
flujo, y resolviendo numéricamente dicho modelo por el método de diferencias finitas se
obtiene el perfil de saturaciones, distribucion de presiones y perfiles de flujo fraccional para
el medio poroso. Empleando los mismos datos para las permeabilidades relativas y la
presion capilar que en al referencia 25, determinaron que para un gasto constante de
inyeccion el flujo es méas lento cuando el movimiento es hacia arriba y viceversa, también
mencionan que se obtiene la mayor caida de presion cuando el flujo es hacia arriba o0 a

gasto de inyeccion altos.

Como se ha mencionado, la ecuacién no-lineal de flujo no se puede resolver analiticamente,
sin embargo se pueden hacer algunas suposiciones para simplificar la forma funcional de
los coeficientes no-lineales de la ecuacién de flujo, como es el caso de Yortsos y Fokas [*°]
que desarrollaron una solucién analitica para el problema de inyeccién de agua en un
yacimiento homogéneo, lineal y semi-infinito. Estos autores simplifican el modelo no-lineal
de flujo ignorando sélo el término gravitacional y particularizando fuertemente la forma
funcional de las permeabilidades relativas (relacion lineal con la saturacion) y la presion
capilar. La solucién obtenida en este trabajo es comparada de forma satisfactoria con la
solucion al problema de BL. Chen [*°] muestra una solucién analitica derivada por la
transformada de Boltzmann en la cual se consideran los efectos viscosos, gravitacionales y
capilares de forma simultanea. Este desarrollo matematico tiene la particularidad de que la
velocidad y la diferencia de los pesos especificos son dependientes del tiempo. Otra
alternativa para obtener una solucion, es el método de Boltzman, que es presentada por
Chen, Bodvarsson y Witherspoon [*] en la que se ignoran los efectos gravitacionales y
formulan una ecuacion integral que puede ser resulta por métodos iterativos. Kashchiev y
[12

Firoozabadi [*] desarrollan una solucion analitica para el problema de flujo que sélo

considera a las fuerzas capilares para el flujo estacionario.
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Capitulo 3

MODELO ANALITICO DEL DESPLAZAMIENTO DE
ACEITE POR AGUA

Introduccion.

En los capitulos anteriores se menciond la importancia de modelar los procesos de
recuperacion mejorada, por lo que en este capitulo se desarrolla un modelo matematico que
describe el proceso de desplazamiento de aceite por agua. Primero se establece el problema
especificando que los fluidos y el medio poroso son homogéneos e incompresibles, ademas
el medio poroso se considera isotropico. También se define el tipo de interaccion entre los
fluidos, es decir, cuando dos fluidos fluyen simultaneamente en un medio poroso hay dos
tipos de flujo [°] que dependen del grado de solubilidad entre los fluidos. Cuando los
fluidos son completamente solubles y la tension interfacial entre los fluidos es cero se dice
que el flujo es miscible, y por otro lado, cuando la tension interfacial entre los fluidos no es
cero, y una interfase separa a los fluidos dentro de cada poro, el flujo es inmiscible. Ahora
como en los procesos de inyeccion de agua en medios porosos saturados inicialmente con
aceite y agua, se busca que se forme un frente de desplazamiento bien definido que separe
al agua y al aceite, entonces el flujo debe ser inmiscible.

El modelo de flujo debe cumplir la ley de conservacion de la masa mediante la ecuacion
conocida como “ecuacion de la continuidad” aplicada a cada fluido, posteriormente se
requiere de una ecuacion de movimiento que relacione el flujo de masa con el potencial de
flujo o gradiente de presiones, dicha ecuacion es la denominada “ley de Darcy”.
Combinando las ecuaciones anteriores e introduciendo la definicion de presion capilar por
tener flujo inmiscible, se llega a una ecuacion general para el flujo bifasico, la cual muestra
que para un volumen diferencial, el término de gasto por acumulacion de agua es el
resultado de sumar tres gastos, donde cada gasto estd relacionado con una de las tres
fuerzas (capilares, gravitaciones y viscosas) que principalmente actian en el flujo de

fluidos en medios porosos. Este modelo es general por que permite el uso de cualquier
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forma de permeabilidades relativas y de presion capilar, y admite el analisis de estas

fuerzas de forma conjunta o individual.

Usando las funciones de tipo Corey para describir a las permeabilidades relativas y una
funcién logaritmica para la presion capilar, varios nimeros adimensionales son definidos,
sobresaliendo el nimero de Peclet que para este trabajo relaciona a los términos viscoso
con el capilar debido a que la presion capilar forma (al igual que la dispersién, difusion,
compresibilidad y conductividad térmica) parte del término dispersivo en una ecuacion
flujo, por lo que el flujo aportado por las fuerzas capilares puede modelarse como un

término difusivo [*"%]

, y asi aprovechar las definiciones y conceptos ya establecidos para
estos procesos como el nimero adimensional de Peclet que relaciona a la difusién con la

conveccion.

3.1 Ecuacion de conservacion.

En esta seccion se presentan los fundamentos basicos que permiten la formulacion de la ley
de conservacion, la cual puede aplicarse a la conservacion de cualquier cantidad fisica

como masa, momento, energia y carga eléctrica.

De manera general todos los problemas de flujo en la naturaleza estan sujetos a las
siguientes leyes y condiciones, que tienen asociadas relaciones analiticas que permiten el

desarrollo de modelos matematicos:

Las leyes de movimiento de Newton.
Leyes de conservacion (de masa, calor y carga eléctrica).

Las leyes de la termodinamica.

M w0 p R

Las condiciones de frontera e iniciales.

Los fendmenos de flujo, ya sea de fluidos, calor o electricidad se basan en un principio de
conservacion que establece, que “La energia no se crea, ni se destruye, sélo se transforma”
en el caso de la energia y andlogamente para la masa se establece que “La masa no se crea,

ni se destruye, s6lo se transforma”.
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Es importante mencionar que en la formulacion de los problemas de flujo, cominmente las
leyes de la naturaleza se aplican a un nivel macroscépico, es decir, que para una propiedad
fisica determinada se toma un valor representativo de las fluctuaciones de tal propiedad en
un elemento de volumen contenido en el medio, en el cual se estudia el comportamiento de
la propiedad fisica. Por ejemplo la carga eléctrica se genera debido a los electrones y por lo
tanto es discontinua, pero al estudiarla a un nivel macroscopico se emplea una densidad de
carga por unidad de volumen que describa el estado eléctrico del cuerpo, esta densidad de
carga se puede definir para cada punto y es la relacion entre la carga eléctrica total de un
volumen representativo en la vecindad de un punto del medio y la carga total del medio. El
volumen representativo debe ser lo suficientemente pequefio de modo que permita la
obtencion del efecto promedio de la magnitud fisica en estudio, y para el caso de medios
porosos este volumen debe ser grande comparado con las dimensiones de los poros, pero

pequefio comparado con las dimensiones del medio poroso.

Considere un volumen de control V , el cual contiene un area superficial, A, la cual esta
integrada por partes elementales de areas AA. A medida que AA se aproxima a cero, la
suma de las areas elementales se convierte en una integral de superficie. Ahora

estableciendo el principio de conservacion de alguna propiedad fisica 7 (como masa)

dentro del volumen de control V . Es decir:

Ritmo de Ritmo Neto Ritmo de
acumulacion; =< derque =< produccion (3.1)
denenV entraa V denenV

Estableciendo la ecuacion anterior en un lenguaje matematico y definiendo a W como la

cantidad total de » en V por unidad de volumen de fluido en V ; el término de

acumulacién se puede expresar como:

Ritmo de 5 Cantidad 5
acumulacion =5 Total de =E{IWdV} (3.2
denenV nenV v
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Y si el volumen de control V no varia con el tiempo se tiene que:

0 oW
E{JWO'V}:J?W . (3.3)

Siguiendo con el término de flujo neto en V vy estableciendo que N es el vector de flujo de

n evaluado en el centro del area elemental AA en unidades de 7 por area-tiempo.

Tomando a la componente normal de N que atraviesa a AA, se tiene que el ritmo de

transporte de a través de AA es

Ritmo de
transporte = —fi-NAA (3.4)
de 77 através AA

Sumando todos los elementos de superficie se tiene

Ritmo Neto de
transportede s b+ =— J' fi - NdA (3.5)
através AA A

Aplicando el teorema de la divergencia a este Gltimo término para convertir a la integral de

area en integral de volumen.

Ritmo Neto de
transportede 7 |+ = —j fi- NdA = —J' V- NdV (3.6)
através AA A v

Para el término neto de produccion 7 en V se define a R como el ritmo de produccion de
n por unidad de volumen-tiempo. En este término si R >0 se refiere a creacion (fuente) y

siR <0 adestruccion (sumidero).
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Ritmo Neto
de produccién ; = j RdV (3.7)
den enV v

Combinando todos lo término del principio de conservacion se llega a la siguiente ecuacion
escalar, en donde el volumen V es arbitrario, por lo que la ecuacion de conservacion no

depende del volumen V :
~—~4+V-N=R (3.8)

3.2 Ecuacion de Movimiento.

Henry Darcy en 1856 realizd experimentos en los cuales colocaba un cilindro lleno de
arena, de aproximadamente un metro de alto. En su experimento tenia dos posiciones que
limitaban al medio poroso contenido en el cilindro, por las cuales entraba y salia el flujo de
agua, cada altura estaba relacionada con una altura manométrica (Nentraga Y Nsaiida), de modo
que el agua fluia a través del medio poroso contenido dentro del cilindro a causa de la
diferencia entre las alturas manometricas de entrada y salida del cilindro. EI area del
cilindro permanecia constante por lo que las trayectorias de flujo en el medio poroso se
podian considerar como lineas rectas. Darcy dejaba fluir a un fluido incompresible (agua) y
cambiando al medio poroso durante varios experimentos encontrd que la ecuacion (3.9) se
cumple para describir el flujo en medios porosos, donde la velocidad de filtracién de agua
es proporcional al gradiente hidraulico local (cambio en la altura manométrica sobre una
posicion de referencia); y a la constante de proporcionalidad le llam6 conductividad
hidraulica K, la cual varia dependiendo el medio poroso Yy el fluido usado. La influencia de
la densidad y la viscosidad del fluido no se investigo ['].

u=K hEntradaL_ hSalida (39)

donde
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L: la longitud del medio poroso.
K: es la conductividad hidraulica.

u: es la velocidad de filtracion o de Darcy.

La velocidad de Darcy es el gasto volumétrico dividido por el &rea macroscépica normal al
flujo. Cabe mencionar que la velocidad de Darcy no es la velocidad real del fluido, ya que
no considera la porosidad del medio. A la velocidad de Darcy dividida entre la porosidad
del medio se le denomina velocidad intersticial, la cual es la velocidad real de un elemento

de fluido que atraviesa un medio poroso.

La ley de Darcy se puede escribir en funcion de la presion en la entrada y la salida del

medio poroso, como sigue:

5 [(pEntrada ~ Psaiica )/,D+ Lg] (310)
g L

u=

El valor de la constante K depende de las propiedades del medio y del fluido. Antes de los
afnos 1930 a la constante K se le llamaba constante de permeabilidad. Pero Nutting (1930) y
Wyckoff (1933), con experimentos en los que variaba el tipo de liquido, lograron separar
las propiedades del medio y las del liquido, contenidas en K [*], por lo que la ecuacién
(3.10) se reescribe de la siguiente manera:

[(pEntrada ~ Psaiiga )//0+ Lg] (311)

k
u=—
Y7, L

Donde u es la viscosidad del fluido y k es la permeabilidad del medio. En forma

diferencial la ley de Darcy se escribe de la siguiente forma [ *>].

G- -Gj[ﬁp + pgVH ] (3.12)

Donde H es una distancia positiva.
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Para extender la ley de Darcy al flujo multifasico se hace uso del concepto de
permeabilidades relativas comentado en el capitulo anterior, y se establecen ecuaciones de
movimiento para cada fase. Las ecuaciones para agua y aceite se muestran a continuacion

respectivamente:

U, =—[kﬁﬂj[?pw +p,gVH] (3.13)

w

0

0 = —(kk—mJ[ﬁpo +pygVH | (3.14)

donde G, y U, son vectores que representan a las velocidades vectoriales de Darcy para

aguay aceite respectivamente.

De las ecuaciones (3.13) y (3.14) se observa que la velocidad de una fase depende
principalmente de la saturacién de dicha fase, ya que la permeabilidad relativa es el
parametro mas importante en el flujo multifasico. Si en el flujo bifasico la presion capilar se

considera, entonces los gradientes de presiones en cada fase deben cumplir la definicion de
presion capilar citada en el capitulo 1, por lo que Vp, #Vp,, en caso contrario las
variaciones de presiones en los fluidos son las misma haciendo que Vp, =Vp, . Para la

componente de la velocidad paralela al vector de gravedad, ademéas del gradiente de
presiones se adiciona el peso por unidad de volumen del fluido, haciendo importante la

contribucion gravitacional para fluidos con densidades diferentes.

3.3 Modelo Analitico de Flujo.

3.3.1 Ecuacion general de flujo de dos fases

Para simular el flujo simultaneo de dos fluidos inmiscibles en un yacimiento homogéneo y
lineal, inicialmente saturado con agua y aceite, durante un proceso de invasion de agua, dos

ecuaciones basicas son utilizadas: la ecuacion de conservacion de la masa y la ecuacion de
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movimiento. La velocidad de cada fase es descrita por la extension de la ley de Darcy al

flujo de dos fases, como sigue:

u,, :_Lkrw(sw aﬂ_,_ywﬁ :_k,‘trw(sw aﬂ_,_ywﬁ (3.15)
M, oz oz oz oz

uo :_Lkro(sw apo +7/oﬁ :_kﬂ’ro(sw a&_’_}/(}ﬁ (316)
U, oz oz oz oz

Donde u, y u, son las velocidades de Darcy del agua y aceite respectivamente, 4, y 4,,

son las movilidades relativas de cada fase respectivamente. En el proceso en consideracion
la saturacion de agua en cada punto siempre se incrementa por lo que el fendmeno de
histéresis no ocurre, entonces las permeabilidades relativas y la funcion de presion capilar
solo dependen de la saturacion del fluido, las cuales suelen ser determinadas por
experimentos de laboratorio. Las saturaciones deben cumplir la siguiente relacion de

restriccion:
+S =1 (3.17)

y la presion capilar es definida como:

pcow(sw)= Po — Py (318)

La presion capilar esta relacionada con la tension interfacial por lo que si el medio poroso

es mojado por aceite se cumple que p., <0 Yy lo contrario si el medio es mojado por agua.

Asumiendo que los fluidos son incompresibles y que la velocidad total por unidad de area

transversal es constante, se establece que:

U, =u, +Uu,. (3.19)
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La distribucion de saturaciones de cada fase en el medio poroso durante el flujo multifasico
es descrita por la ecuacion de continuidad, la cual es la forma matematica del principio de

la conservacion de la masa.

0S ou
0 +—9=0 3.20
4 ot 0z ( )
0S ou
Wi —%=0 3.21
¢ ot 0z ( )

Combinando a las ecuaciones de (3.15) a (3.21), la ecuacion de la velocidad del agua se
expresa de la siguiente manera:

A | Peow OS A
u, =k4,, — Poou W—Aya—H +—"U,, (3.22a)
Ag | OS,, Oz oz | Ay
u
fy=Up=—" (3.22b)
ut

donde 4, =4, +4,, es la movilidad relativa total, la cual es una medida de la resistencia
del medio al flujo multifasico, y Ay =y, —y, es la diferencia de los pesos especificos del

agua y aceite, cabe mencionar que se si normaliza la ecuacion de la velocidad del agua a la
velocidad total de inyeccion se obtiene la ecuacion de flujo fraccional (3.22b). Insertando la

ecuacion (3.22a) en la (3.21) el conjunto de ecuaciones se reduce a:

) S 9 kA, lﬂdpﬂ%_w —kA,, ﬂAyﬁ + Aru u, |=0 (3.23)
ot oz A, dS, oz A 0z "t
donde
ﬂ'I’W deOW aSW 1 1A H 1
kA,, RS . Contribucion de las fuerzas capilares a la velocidad del agua.
rt z

w
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A H Lo _— .
e Aya—: Contribucion de las fuerzas gravitacionales a la velocidad de agua.

KA,
A 0z

rt

A o . :
—u,: Contribucion de las fuerzas viscosas a la velocidad del agua.

rt

La ecuacion (3.23) es la ecuacion general de flujo que incluye a las tres fuerzas principales
que acttan en proceso de desplazamiento de dos fases inmiscible en un medio poroso lineal
y puede ser usada para describir una variedad de problemas transitorios relacionados con
los problemas en una dimension de flujo bifasico inmiscible, incompresible en un medio
lineal. Estableciendo condiciones de frontera e iniciales apropiadas en la ecuacion (3.23) se

puede resolver un problema especifico de flujo multifasico.

La ecuacidn (3.23) es una ecuacion de segundo orden, no-lineal, parabélica la cual no tiene

solucion analitica posible. Algunos autores [** %3¢

] han eliminado la no-linealidad de esta
ecuacion, ignorando algunas de las fuerzas o restringiendo fuertemente la forma de las
funciones capilares y de las permeabilidades relativas, y asi han encontrado soluciones
analiticas a casos mas simples. La unica forma de resolver a la ecuacion (3.23) incluyendo
a las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas, y una amplia variedad de curvas de
presion capilar y de permeabilidades relativas, es con aplicacion de técnicas de modelado

numérico como: diferencias finitas o elemento finito.
3.3.2 Ecuacion no-lineal de tipo difusivo-convectivo.

Con el propdsito de obtener soluciones generales al problema de desplazamiento de aceite
por agua, en esta seccion se trata matematicamente a la ecuacion (3.23) para convertirla en
la ecuacion adimensional (3.33), por lo que parametros de flujo y variables reales son
agrupados para formar variables adimensionales. Posteriormente expresiones matematicas
para las permeabilidades relativas y presion capilar son incorporadas en la ecuacion de flujo
permitiendo establecer varios nimeros adimensionales que determinan el comportamiento

del proceso de desplazamiento bifasico e inmiscible.
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El modelo de desplazamiento en desarrollo, supone que hay una cantidad de fluido que no
participa en el movimiento. Por lo que la saturacion normalizada de agua, S, asociada con

la cantidad de fluido movible es representada por la siguiente expresion:

Sw B Swi

—_"w  Twi 3.24
1_Sor - SWi ( )

donde S, y S, son la saturacion de agua total e inicial respectivamente, mientras que
S, es la saturacion de aceite residual. EI volumen de fluido inmovible repercute en la
porosidad efectiva, disminuyéndola por el factor de (1-S,, —S,,), entonces la porosidad

efectiva se reescribe como:
¢ =g1-Sy ~Sui) (3.25)
Introduciendo la saturacion normalizada de agua y la porosidad efectiva en la ecuacion

(3.23), y escribiendo en variables adimensionales a dicha ecuacion, se llega a la siguiente

expresion:

53 a [ k /,?“ro/lrw dpcow as _kAj/ /,?“I‘OZI'W aHD _{_ﬂrW

+ =0(3.26)
ot, oz,\ulL A, dS oz, u, A, 0z, A,

donde

H, =% Variable adimensional de posicion (3.27)
Z, =E Variable adimensional proporcional a z (3.28)
t, = (;tLt Variable adimensional proporcional a t (3.29)
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Es importante mencionar que las variables adimensionales son usadas para escalar

resultados de laboratorio a campo, siendo t, la variable adimensional mas importante para

los estudios de escalamiento [2].

Con una ecuacion similar a la (3.26) pero ignorando a los efectos gravitacionales, Rapoport
y Leas [%] concluyeron que el comportamiento del proceso de inyeccién de agua en un
medio lineal es controlado no solo por la naturaleza del medio poroso y por los fluidos del
sistema, también por la longitud a invadirse por agua en el sistema y por el gasto de
inyeccion. Ellos mostraron que el producto de longitud del medio poroso, velocidad de

inyeccion de agua y viscosidad de agua, (Lu,x,), €s un coeficiente que influye en el

proceso de inyeccion. Determinaron que para valores pequefios de este coeficiente las
fuerzas capilares son relativamente grandes comparadas con las fuerzas viscosas y el
proceso de flujo estad controlado principalmente por capilaridad, también que el proceso
depende fuertemente del gasto de inyeccion, longitud del sistema poroso y de la viscosidad
del fluido inyectado. Por el contrario, a medida que este coeficiente incrementa, las fuerzas

capilares decrecen hasta hacerse eventualmente despreciables.

Para determinar la influencia de las curvas de movilidades relativas en la ecuacion general
de flujo (3.24), se necesitan expresiones analiticas para las permeabilidades relativas que
sean funcién de la saturacion, y para esto usamos la forma potencial, de tipo Corey, para

flujo de agua y aceite [> 5 1%].

Ay = Ay (S)™ =k—”N(s)”W (3.30)
Hy
* no k* no
Ay =iy (1=S)° == (1-9) (3.31)
H,

donde nw y no son los exponentes de Corey para el agua y aceite respectivamente, k., y
k’ son las permeabilidades relativas en sus puntos finales para el agua y aceite

ro

respectivamente.
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La funcion de capilaridad es representada por la funcién logaritmo natural [

Introduciendo las relaciones (3.30) a (3.32) en la ecuacion de flujo (3.24), la ecuacion no-

cow _p: In(S)

lineal de tipo difusivo-convectivo puede ser escrita como sigue:

0
0z,

donde

_oul
o kAp.
kA, Ay 0H
Ng =—"—F——,
u, 0z,

D (5)= 38T

(1-S)° +Ms™ "

(1-s)°s™
1-S)° +Ms™’

G(S)=

MsﬂW
(1-S)° +Ms™’

V(s)=

*

VT
A

ro

_ LAy oH,

Neg = Np Ng =—
cG Pe'NG . oz,

El modelo de flujo en variables adimensionales tiene la flexibilidad de resolver varios
problemas dimensionales al resolver uno adimensional, es analogo con otros procesos de

flujo y facilita el escalamiento de problemas de flujo en laboratorio a problemas de campo.

— iDc(s)§+ NG(S)-V(S) _ 5 g

Ne, 0zp atp

NuUmero adimensional de Peclet.

Numero adimensional de gravedad.

Funcidn capilar.

Funcidn de gravedad.

Funcién de viscosidad.

Relacion de movilidades en sus puntos finales

. Numero adimensional capilar/gravedad.
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Con el desarrollo matematico elaborado se puede establecer una ecuacion en variables
adimensionales para determinar la contribucion de cada fuerza a la velocidad del agua en el
proceso de desplazamiento y permitir asi el analisis por separado de las contribuciones de

cada fuerza.

0S
Ui == DC(S)aZ ~NgG(S)+V(S) (3.41)
Pe D
donde
Uype = — Nl D (8)57S Contribucion capilar a lau, . (3.42a)
Pe D
U, = —NgG(S) Contribucion gravitacional a la u, . (3.42b)
U,oy =V(S) Contribucion viscosaala u, . (3.42c)
Uwp = Uypc T Uups T Uupy (3.43)

La ecuacion (3.43) ilustra que la suma de las contribuciones de cada fuerza (capilar,

gravitacional y viscosa) resulta en la velocidad adimensional de agua.

3.4 Efecto de las propiedades del sistema roca-fluidos en el modelo analitico

3.4.1 Numeros adimensionales

Para hacer un analisis cualitativo de la influencia de las tres fuerzas en el proceso de
inyeccion de agua se consideran primero a las fuerzas viscosas como en el caso de B-L
donde el proceso depende principalmente de la relacion de movilidades en sus puntos
finales. Asi, cuando M <1 el proceso de desplazamiento es favorable lo que significa que
el aceite es capaz de viajar méas rapido que el agua. Por otro lado, si M >1, el agua se
mueve a mayor velocidad que el aceite y puede desarrollar digitacion de agua en el proceso
de flujo, permitiendo perfiles de saturacion de agua desfavorables, como se ha reportado en

la literatura [>® ).
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Considerando a las fuerzas capilares y viscosas como en el estudio realizado por Rapoport
y Leas en 1953 [%?]. De acuerdo con la relacion (3.34), el nimero de Peclet relaciona a las

fuerzas capilares con las viscosas, y muestra que el comportamiento del coeficiente (Lu, )

estd en acuerdo con lo mencionado por Rapoport y Leas. Las fuerzas capilares toman

importancia a medida que el niamero de Peclet disminuye.

De las tres fuerzas en consideracion, el siguiente caso ignora los efectos de las fuerzas

capilares en la ecuacion de flujo, en el cual el N, es una medida de la relacion entre las

fuerzas gravitacionales y las viscosas, y determina la direccion de flujo, de modo que
cuando el nimero gravitacional es negativo la direccion de flujo es hacia abajo, como
puede verse en la ecuacion (3.41), en donde se puede observar que los términos viscoso y
gravitacional tendrian el mismo signo bajo dicha condicion. Y por lo contrario cuando el

numero gravitacional adimensional es positivo el flujo es hacia arriba. La definicion de N

también muestra que en el desplazamiento vertical, las fuerzas gravitacionales incrementan
cuando el medio poroso tiene alta permeabilidad y cuando la diferencia de densidades entre
los fluidos incrementa. También se puede deducir que cuando el gasto de inyeccion y la

viscosidad del fluido aumentan dicho numero adimensional disminuye.

Finalmente, considerando a las tres fuerzas simultdneamente, lo anteriormente mencionado
sigue siendo aplicable. Un nuevo numero adimensional es definido si se multiplican a los
nameros de Peclet y gravitacional adimensionales, dicho nimero es definido como el

nimero capilar/gravedad adimensional [**], N VY estd dado por la relacion (3.40). Este

ndmero muestra la relacion entre las fuerzas gravitacionales y las capilares. En
desplazamientos que interviene la gravedad, las fuerzas gravitacionales son relativamente
méas grandes que las capilares cuando el flujo es vertical, la diferencia entre los pesos

especificos del agua y aceite es grande, y el medio poroso es largo.
3.4.2 Permeabilidades relativas.

El concepto de permeabilidades relativas es fundamental en los estudios sobre flujo de
fluidos en medios porosos ya que este concepto proporciona informacion acerca de la
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facilidad del medio para permitir el flujo de fluidos. Las permeabilidades relativas
dependen de varias propiedades del sistema roca-fluido, siendo la mas importante la
mojabilidad del medio, que se refiere a la afinidad de un medio por una fase o fluido.
Considerando los modelos analiticos (3.30) y (3.31) para las permeabilidades relativas, se
puede observar que los modelos dependen de los exponentes de Corey y de las movilidades
relativas en sus puntos finales. En la presente seccion se analiza la influencia de los

exponentes de Corey y de las movilidades relativas en sus puntos finales.

1.0 . , : , : ,

T
A nw=2 /
A no=2 /.
"\ .
08 '\ - - = nw=4 1.
A\ - - - no=4 N
A N nw=8 //f
YN e no=8 ; -
0.6 4 .o\ P
NN // .

o \ =
:CL . \ / f 4
0.4 A s -

N /
N /
. \ /’ .
0.2 . N , . i
~ b
. \;~i

0.0 : I S | ;

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

S, Saturacién normalizada de agua

Figura 3.1: Curvas tipicas de permeabilidades relativas por el modelo de Corey.

Fijando el valor de M =1, entonces los exponentes de Corey son los que determinan el
grado de mojabilidad de cada fase en el medio poroso. En la figura 3.1 se observa que a
medida que los exponentes de Corey se incrementan, las permeabilidades relativas se hacen
mas concavas, aumentando la afinidad del medio por los fluidos y reduciendo la capacidad

de flujo de los fluidos a través del medio poroso.

En esta seccion se analizan tres casos en los cuales se asumen que M =1, por lo que la
mojabilidad depende sélo de los exponentes de Corey y se analiza el comportamiento de los
coeficientes no-lineales del modelo analitico de flujo en tres casos: En el primero el sistema
tiene fluidos con la misma mojabilidad nw=no=n; en el segundo se fija el valor de
no =2 y se varia el exponente de Corey para el agua; en el tercero se fija nw=2 y se varia

el exponente de Corey para el aceite.
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En la figura 3.2 se observa sdlo el efecto de “n* en la funcion de viscosidad, V(S), la cual

es igual a la funcion de flujo fraccional para flujo viscoso. Aplicando los conceptos basicos
de la teoria de BL y de Welge para determinar la saturacion promedio detras del frente de
desplazamiento, S, en las curvas de la figura 3.2, se puede determinar la curva que
proporciona la recuperacion mas alta. Por lo que de la figura 3.2 se puede observar que a
medida que n aumenta la saturacion promedio de tras del frente de desplazamiento
disminuye, y que para fluidos con el mismo grado de mojabilidad las areas bajo las curvas
de la funcion viscosa son iguales en todos los casos de n, y las curvas toman al punto en
S =0.5 como pivote. Entonces a medida que las permeabilidades relativas al agua y aceite
disminuyen, las recuperaciones obtenidas disminuyen debido a las fuerzas interfaciales
entre el medio poroso y los fluidos que impiden que la mayor parte de los fluidos se mueva.

V(S

0.0

: T — r I r I T 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
S, Saturacidn normalizada de agua

Figura 3.2: Funcion de viscosidad para M =1, variando no=nw=n.

Las figuras 3.3 y 3.4 muestran el comportamiento de las funciones de gravedad y
capilaridad para diferentes valores de n. Se observa que ambos coeficientes no-lineales
tienden a minimizar sus efectos en la ecuacion de flujo en la medida que n aumenta, por lo
que al aumentar la mojabilidad del medio poroso por ambos fluidos, el flujo por efectos

gravitacionales y capilares se reduce. De la funcion de gravedad en las condiciones de
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mojabilidades iguales de los fluidos se puede ver que las curvas muestran simetria en

S =0.5, sin embargo la funcién de capilaridad no muestra dicha simetria.

0.14 . , . , : , : ,

0.12
0.10
0.08

0.06 —

G(S)

0.04

0.02 4

0.00 . . i : T T T .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
S, Saturacion normalizada de agua

Figura 3.3: Funcion de gravedad para M =1, variando no=nw=n.

0.30 . , . , : , : ,

0.25 ---n=4

0.20 .

0.154 -

D.(9)

0.104 -

0.05 | s N .

0.00 — T NS E— — T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

S, Saturacion normalizada de agua

Figura 3.4: Funcion de capilaridad para M =1, variando no=nw=n.
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0.8
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V(S)-NG(S)

0.2

0.0

-0.2

. T . T . T . T .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
S, Saturacioén normalizada de agua

Figura 3.5: Velocidad adimensional de agua para M =1, variando no=nw=n,

considerando s6lo fuerzas viscosas y gravitacionales

Los efectos de las fuerzas viscosas y gravitacionales se pueden observar en la figura 3.5
donde se grafican las curvas de flujo fraccion de la ecuacion (3.41). La direccion de flujo es

tomada en cuenta al variar el nimero de gravedad de N, =+3 para el flujo hacia arriba y
N, =-3 para el flujo hacia abajo. De la figura 3.5 se puede notar que la saturacion

promedio del perfil de saturaciones es mayor cuando las fuerzas gravitacionales no asisten
al flujo de los fluidos. Examinando la influencia del exponente de Corey se observa que a
medida que n disminuye, la recuperacion al momento del rompimiento se incrementa para

N, positivos. Como se mencioné anteriormente: a medida que n incrementa los efectos
gravitacionales se disipan y esto se puede ver en las curvas para n=8, con N, =+3 y
N, =—3 que son précticamente iguales a pesar que las direcciones de flujo sean opuestas.

Lo anterior se explica con el concepto de mojabilidad, que incrementa cuando n aumenta,
disminuyendo las permeabilidades relativas de ambas fases, e impidiendo el flujo de los
fluidos hasta el punto en el cual la diferencia de pesos especificos entre los fluidos y la

direccién de flujo sean despreciables.
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V(S)

0.0

- : : — T . T .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
S, Saturaciodn normalizada de agua

Figura 3.6: Funcion de viscosidad para M =1, no =2, variando nw.

En el segundo caso de analisis el exponente de Corey para el aceite se fija a no=2 y nw es
variado. La figura 3.6 muestra el efecto de cambiar el grado de mojabilidad del medio
poroso por el agua, al variar el exponente de Corey para el agua en la funcién de
viscosidad, y se observa que para curvas con nw mayores se obtienen saturaciones
promedio, S, mayores. Debido a que el agua se transporta con mayor dificultad que el
aceite por la baja permeabilidad al agua del medio poroso, entonces el aceite es barrido

eficientemente por el frente de agua.

Bajo las mismas condiciones de bajas permeabilidades al agua la influencia en las
funciones de gravedad y capilaridad, figuras 3.7 y 3.8 respectivamente, muestran que el
aumento de nw minimiza los valores tomados por los coeficientes de gravedad y
capilaridad en el modelo de flujo no-lineal, ademas las curvas de estas figuras sesgan sus
valores hacia saturaciones de agua altas en la medida que nw aumenta. Por lo que las
contribuciones gravitacionales y capilares requieren mayor grado de saturacion de agua en
el poro a medida que la mojabilidad al agua aumenta, para que los movimientos debidos a
fuerzas gravitacionales y capilares ocurran. Si el poro estd completamente saturado con

agua, las contribuciones gravitacionales y capilares son nulas.
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Figura 3.7: Funcion de gravedad para M =1, no =2, variando nw.
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Figura 3.8: Funcién de capilaridad para M =1, no =2, variando nw.

Los efectos de la gravedad y del grado de mojabilidad descrito por nw, en la velocidad
adimensional del agua son ilustrados en la figura 3.9 donde claramente se observa que las
curvas que proporcionan mejores recuperaciones son las que corresponden al flujo en

direccion contraria a la gravedad o N positivas, ya que las fuerzas gravitacionales tienden
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a colocar al agua debajo del aceite, permitiendo la segregacion de fluidos. También se
observa que cuando el grado de mojabilidad al agua aumenta, los procesos para nw=8 con
N;=+3 y Ng; =-3 se aproximan, minimizando sus diferencias originadas por la
direccion de flujo, afirmando que las fuerzas gravitacionales son disminuidas en la medida

que el flujo de agua es restringido por las bajas permeabilidades relativas al agua.

V(S)-N.G(S)

-0.2 . , . , . ; . ; .
0.0 0.2 04 06 08 1.0

S, Saturacioén normalizada de agua

Figura 3.9: Velocidad adimensional del agua con las fuerzas viscosas y gravitacionales,

para M =1, no=2, variando nw.

En el tercer caso de analisis es en donde el exponente de Corey para el agua se fija a
nw=2 y no se varia. La figura 3.10 muestra el efecto de variar el grado de mojabilidad
del medio poroso al aceite sobre la funcién de viscosidad y se observa que a medida que la
mojabilidad al aceite incrementa, al aumentar no, la eficiencia del desplazamiento por agua
disminuye debido a que las fuerzas interfaciales entre la roca y aceite reducen el
movimiento del aceite, permitiendo que el agua avance con mayor facilidad que el aceite

dejando aceite residual detras del barrido por agua.
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Figura 3.10: Funcion de viscosidad para M =1, nw =2 , variando no.
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Figura 3.11: Funcion de gravedad para M =1, nw =2 , variando no.
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Figura 3.12: Funcidn de capilaridad para M =1, nw =2 , variando no.

Las figuras 3.11 y 3.12 muestran el comportamiento de lo coeficientes de gravedad y
capilar para diferentes valores de no. De este par de graficas se puede observar que en la
medida que el sistema se hace mas mojante al aceite los efectos gravitacionales y capilares
se minimizan, y se observa que las curvas en forma de campana se sesgan hacia la
izquierda o hacia valores bajos de saturacion de agua. Para medios mojados por aceite las
contribuciones méximas por las funciones gravitacionales y capilares son cuando el poro

esta mayormente saturado con aceite.

Finalmente en la figura 3.13 muestra la influencia de las fuerzas gravitacionales en las
curvas de velocidad adimensional del agua; y se observa que cuando la inyeccién de agua
es en direccion contraria a la gravedad se obtienen mejores recuperaciones que en el caso
contrario. Y que los escenarios favorables se presentan cuando la permeabilidad relativa al

aceite toma valores altos, no=2, permitiendo que aceite fluya lo mas rapido posible.
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Figura 3.13: Velocidad adimensional del agua con las fuerzas viscosas y gravitacionales,

para M =1, nw=2 , variando no.

Otro parametro de interés que afecta a los coeficientes no-lineales es la relacion de las
movilidades relativas en sus puntos finales, M . Es bien conocido que para casos en los que
M <1 se obtienen escenarios favorables para flujos viscosos y que M >1es un caso no
favorable. La relacion de movilidades en sus puntos finales también es un parametro que
depende de las permeabilidades relativas, ver ecuacion (3.39), pero se agrega la influencia
de las viscosidades de los fluidos. Relacion de las movilidades relativas en sus puntos
finales mayores a la unidad indica que el agua tiene mayor movilidad que el aceite, por lo
que el agua tenderd a moverse mas rdpido que el aceite resultando en procesos
desfavorables, entonces, en los procesos de inyeccion de agua se busca que la relacion de
movilidades en sus puntos finales sea lo mas pequefia posible.

A continuacion se analiza la influencia de M en los tres coeficientes no-lineales que se

relacionan con las tres fuerzas principales en problemas de flujo de fluidos.
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Figura 3.14: Funcion de viscosidad con no=nw =2, variando M .

La influencia de M en el flujo viscoso es observada en la figura 3.14, que muestra estar en
acuerdo con la teoria de avance frontal: la cual indica que a medida que M disminuye el

proceso de inyeccion resulta en recuperaciones finales altas.
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S, Saturacion normalizada de agua

Figura 3.15: Funcion de gravedad con no=nw= 2, variando M .
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El comportamiento de los coeficientes gravitacional y capilar son ilustrados en las figuras
3.15y 3.16, y ambos coeficientes manifiestan similares comportamientos a los cambios de
M, consistiendo en que al aumentar M, los valores de los coeficientes no-lineales
disminuyen y las curvas en forma de campana se sesgan hacia la izquierda. Por lo que en
escenarios favorables los valores tomados por las funciones gravitacionales y capilares son

mayores en comparacion con las correspondientes a los casos no favorables.
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S, Saturacion normalizada de agua

Figura 3.16: Funcion de capilaridad con no =nw =2, variando M .

Incorporando las fuerzas gravitacionales con las viscosas en el proceso de desplazamiento,
la figura 3.17 muestra que los procesos que no son asistidos por las fuerzas gravitacionales
proporcionan mejores recuperaciones y se observa que a medida que M disminuye la
saturacion promedio detréas del frente al tiempo del rompimiento incrementa, debido a que
la movilidad del agua es menor que la del aceite, permitiendo que el aceite se traslade mas

rapido que el agua y asi el barrido por agua reduce la cantidad de aceite residual.
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Figura 3.17: Velocidad adimensional del agua con las fuerzas viscosas y gravitacionales,

con no=nw=2, variando M .
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Capitulo 4.

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE DIFUSION-
CONVECCION

Introduccion.

En esta seccion se muestran los conceptos basicos para modelar numéricamente los
fendmenos de flujo de fluidos en medios porosos. Como técnicas del modelado numérico
se emplean los métodos de diferencias finitas y elemento finito, siendo el primer método
mencionado, el mas popular en el area de la simulacion numérica de yacimientos, por lo
gue en este capitulo se estudia la aplicacion del método de elemento finito y sus posibles

ventajas, asi como las desventajas en las soluciones numéricas de problemas convectivos.

Para mostrar los conceptos basicos de las técnicas numeéricas, se simplifica a continuacion
el modelo no-lineal de flujo derivado en el capitulo anterior, ecuacion (3.33), a una
ecuacion lineal de flujo conocida como la ecuacion de difusion-conveccion, que tiene

solucién analitica para el caso semi-infinito:

2
1 828_88_8820 4.1)
Npe 0z, 0Oz, Oty

Las condiciones inicial y de frontera aplicables al caso son:
S(zp,t; =0)=0 (4.2a)

S(z, =0,t,) =1 (4.2b)

Ll,szR»oo[ S(ZD = ZDR’tD) ]: 0

4.2¢c
0<zy, <o ( )
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El problema de dominio semi-infinito en espacio es descrito por las ecuaciones anteriores y
consiste en una ecuacion parabolica, diferencial parcial de segundo orden, con una

condicion de inicial y dos condiciones de frontera de tipo Dirichlet.

La solucion del problema descrito por las ecuaciones (4.1) y (4.2) es:

VNe

S(zp,t,)= Ll erfe| Y20re T[ZD +1, ]
D

N pe
== z, —t
2 2\/§[ D D]

+exp(N .z, ) erfc (4.3)

En el Apéndice A se muestra el desarrollo de la solucién analitica, basado en la referencia
9.

La teoria de aproximacién polinomial es el fundamento de los métodos de diferencias fintas
(DF) y elemento finito (EF), y consiste en encontrar un polinomio de grado m que funcione
como un interpolador para calcular los valores aproximados a una funcién S en un
segmento discretizado. El grado del polinomio de interpolacion y el numero de nodos
requeridos determinan el grado de la aproximacion. Entre los polinomios que se pueden
aplicar, los de Lagrange lineal y cuadratico son los de interés para este trabajo en el
desarrollo de las aproximaciones en diferencias finitas y elemento finito. Por lo que, si la
variable que describe el comportamiento de los fluidos en el medio poroso es la saturacion,
entonces la funcion S es aproximada por una combinacion linealmente independiente de
polinomios que al ser introducido en las técnicas de DF y EF permiten la elaboracion de los
modelos numéricos para el computo de las soluciones aproximadass™*, a la solucion

exacta S(zp;,tp,) en los nodos correspondientes espaciales y temporales. En el apéndice C

se describen los conceptos basicos y las expresiones matematicas de dichos polinomios.
4.1 Aproximacion en Diferencias Finitas.
Como ya se mencion0d, esta formulacion es la mas comudn en el area de la simulacién

numérica de yacimientos, por lo que se omite la explicacion de los conceptos béasicos de

esta técnica, sin embargo en el apéndice D se explican a detalle. En esta seccion se emplea
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el método de diferencias finitas y se desarrolla el sistema lineal de ecuaciones que

proporcionan la solucion aproximada a la solucion analitica (4.3).

El método de diferencias finitas se basa en reemplazar las derivadas de una ecuacion por
aproximaciones en diferencias finitas a dichas derivadas. La ecuacion (4.1) cuenta con dos

variables; la espacial z, y la temporal t,. Se empieza por discretizar la ecuacion en la

coordenada espacial alrededor del nodo i en diferencias centrales.

1 8%| _oS| 1 8.-25+S S-S

— 4.4
. azé‘i oz Npe (Ao ) 2Az,, 44)

33, 34

Para discretizar la variable temporal se puede emplear el método general [** **] que asigna

un factor de peso S el cual abarca desde el esquema explicito (4 =0) hasta el implicito
(4 =1), pasando por el Crack-Nicholson (g =1/2). El error en la aproximacion temporal,
asi como la estabilidad numérica dependen del valor que tome /£,y el error puede ser de

primer o segundo orden. Aplicando esta discretizacion a la ecuacion (4.1) y agregando la

aproximacion (4.4) se tiene que:

,B{ 1 S5,,-25+5;, . Sig— Sil}rHl

Np, Az ) 2Az
e (020) ° n (4.5)
_ ) ) . _q _n+1_ _n
+(l—ﬂ 1 Si+l ZSI —:Sl—l _ S|+1 Sl—l _ SI SI =0
N, (Az,) 2A7,, At
Donde i=1,2,3,...,1; siendo I el nimero total de nodos de la malla que discretiza el dominio

en espacio, y n se refiere al nivel de tiempo en la discretizacion temporal, donde n+1 es el

nivel incognita.

El método explicito, que se obtiene a partir de la aproximacion de diferencias progresivas
en tiempo, generalmente requiere un esfuerzo computacional minimo, pero es
condicionalmente estable. Con este método las ecuaciones se resuelven explicitamente

punto a punto, de ahi el nombre de método explicito. Por otro lado, el método implicito, que
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se obtiene a partir de la aproximacion de diferencias regresivas en tiempo, es
incondicionalmente estable. Con este método se obtiene un sistema simultaneo de
ecuaciones que se resuelve en cada paso de tiempo, también se requiere mas capacidad de
almacenamiento de memoria en la computadora comparado con la formulacion explicita.
Estos dos métodos tienen un error de truncamiento de primer orden en la aproximacion, a
diferencia del metodo de Crack-Nicholson (CN) que tiene un error en la aproximacion de
segundo orden, y se basa en un esquema de diferencias centrales en tiempo, y también es
incondicionalmente estable [**]. El método de CN requiere més esfuerzo computacional que
el implicito, pero esto se compensa con la exactitud de la solucién. Sin embargo en este
estudio se emplea el método totalmente implicito, por lo que la ecuacion (4.5) puede

escribirse de la siguiente forma:

: 2 ! Sin—Zl_ 2 2 Sin+1+ : 2 - Sirril
Np Az 2Az, Np. Az NpAzy 24z,

S_n+l _S_n
A,

(i=2,3,..., 1-1) (4.6)
0

4.2 Método de Elemento Finito (MEF).

4.2.1 Método de Elemento Finito de Galerkin.

El Método de Residuos Ponderados (MRP) es la base fundamental de varios métodos en el
modelado numérico, algunos de los métodos son: ElI Método de Elemento Finito de
Galerkin (EFG), Método de Colocacion, Método de Elementos en las Fronteras. Por lo que
primero se describe el MRP, y para ello considérese la existencia de una ecuacion
diferencial escrita en forma del siguiente operador diferencial definido sobre el dominio B:

L[S(z)]= f(2) zeB (4.7)

Donde L es el operador diferencial y f es la funcion impulsora.
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El método propone que la funcién S(z) sea aproximada por una funcion S(z) la cual

consiste en una combinacién lineal de funciones linealmente independientes, que satisface a
la ecuacion diferencial, las condiciones de fronteras e inicial. La funcidn aproximada tiene

matematicamente la siguiente forma:
R I
S(2)=2_Si(2). (4.8)
i=1

Donde | se refiere al numero de elementos empleados, y las funciones ¢, son conocidas
como funciones base y son usadas como funcién de interpolacién polinomial y empleadas
en cada elemento de la discretizacion del dominio B. Lo que restaria para obtener la funcion
aproximada es la determinacion de los valores de S, en todo el dominio. La ecuacion (4.8)
es una sumatoria de un niimero de términos I finitos y en general $(z) difiere de S(z), por
lo que se define una funcién de residuos R(z, A), donde A establece al vector de términos

desconocidos S, . Lo anterior se expresa matematicamente como:

LS@)|- 1(z)=R(@z A). (4.9)

El objetivo del MRP es determinar una A tal que minimice a la funcion de residuos

R(z, A); y para lograr esto, el método multiplica a la funcion de residuos por una funcion
de pesos w, (z) i=1, 2, . ..., |. La funcion resultante del producto es integrada sobre el

dominio B e igualada a cero, haciendo que la funcién integrada sea forzada a cero en una

forma ponderada por la funcion de peso.
[, Rz, A)w,(z)dz =0 (i=1,2,3,..., ). (4.10)

Si consideramos al producto de funciones como un producto de vectores la ecuacion
anterior puede verse como un producto interno, por lo que la ecuacion anterior se puede
escribir en la siguiente notacion; que obliga a que el residuo sea ortogonal a la funcion de

peso.
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(R(z,A)w;(z))=0 (i=1,2,3,..., ). (4.11)

La ecuacidn anterior puede escribirse mas explicitamente de la siguiente forma:

Y[ Us,o @ wi(z))~( f(2)wi(z))]=0 (=1.2.3...1). (412

i=1

De esta ecuacion se obtiene un conjunto de | ecuaciones, y con las condiciones de frontera

se determinan los valores de S, .

Hay varios métodos de residuos pesados que difieren solo en la seleccion de la funcion de

peso w, (z) El método empleado en este trabajo es el propuesto por Galerkin, el cual
consiste en emplear a las funciones base ¢, como las funciones de peso w,. Aplicando el

método de Galerkin a la ecuacion (4.12) se tiene el siguiente sistema de ecuaciones.

ik L[Si(ﬂi (Z)]! (Di(z)>_< f(z)’ b (Z)>]: 0 (i=1,2,3,...,1). (4.13)

i=1

Lo que resta por hacer es seleccionar la funcién base; por mencionar algunas, se tienen a

los polinomios Lagrangianos y Hermitianos.

Para emplear la técnica de EF es necesario hacer la seleccion en la funcion base a emplear
como polinomio de interpolacion. Para el desarrollo de las soluciones aproximadas de este
capitulo se emplean dos tipos de funciones base de interpolacion: la lineal y cuadrética (ver
Apendice C).

4.2.2 Aproximacion en elemento finito con polinomios lineales.

En la seccidn anterior se fijaron los conceptos basicos del MEFG y en esta seccién se
realiza la aplicacion de dicho método al problema descrito por el conjunto de ecuaciones

(4.1) — (4.2). El problema a resolver contiene una variable espacial y una temporal, las
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derivadas espaciales son aproximadas por el método de elemento finito, mientras que el

esquema de diferencias finitas es usado para la derivada temporal.

La solucion aproximada por el método de EFG que emplea funciones base de interpolacion
lineal, luce como muestra la figura 4.1, donde se observa que el método numérico
determina valores aproximados a la solucion exacta y proporciona un interpolador lineal

entre los nodos. El desarrollo detallado de esta aproximacion se describe en el apéndice E.

T T T T T T T T T T T T T
Analitica 4
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[oa i

1.0 1

0.8 4

0.6 4

0.4

0.2 1

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

Figura 4.1: Funcion base lineal del método de EFG y la solucion numérica por EFG con

funciones base lineal (EFL).

Considerando el problema a resolver, descrito en la seccion de introduccion, se procede a
definir el operador diferencial empleado por el método de Galerkin que actua sobre la

ecuacion (4.1).

L[s]= 0| L &8 5.5 _, (4.14)
ot
D

Una vez definido el operador diferencial se usa la ecuacién (4.11) que formula a una

ecuacion integral que aproxima a la funcién de residuo a cero.
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o 1 & 2| &8 _
<azD {N _S:|__’¢i(ZD)>:O (i=1,2,3,.., ). (4.15)

Aplicando la integracion por partes se tiene que:

1 &S | dg oS o 1 &S =
- -S ) - ) @i + -5 @
Npe OZp dz, ot, 0z, | Npe Oz,

(i=1,2,3,.., 1)

Zp=IpR

=0 (4.16)

7p=0

Debido a que se cuentan con condiciones de frontera de tipo Dirichlet (4.2b) y (4.2c), el

tercer término de la ecuacidn anterior se anula.

| A8 gl 9\ (S N o (=23, 1) 4.17)
Npe 0z, dz, oty

Seleccionando a los polinomios de interpolacion lineal como las funciones base a aplicar,

se determina la expresion de la funcion aproximada.
é\(ZD’tD):Zsj(tD)(oj(zD) (4.18)

Combinando el par de ecuaciones anteriores y tomando en cuenta que las funciones base
lineales toman el valor de cero en todo el dominio que no pertenezca al elemento finito

involucrado con i, entonces:

i+1 1 d¢1 d¢) ds.
s P 0 Wil B PO G 4.19
jzi—:l{ J<|:NPE dz,, (/71} dz,, dt, <(DJ (pl> ( )

(i=2,3,..., 1-1)

54



Discretizando a la variable temporal con el esquema general que se emplea en diferencias

finitas, que consiste en un factor S de peso que abarca a los esquemas explicitos, Crank-

Nicholson e implicito.

j=i-1

i+1 1 d(D d(D Sp+l_sp
-1 S —(p-1)S"|( | ——L -0, || —- ) Lip,p)r=0 (4.20
Z{ [psr—(p ),]<{NPE 0. (o,} oy A (p;.0) (4.20)
(i=2,3,...,1-1)
Resolviendo las integrales de la ecuacion anterior y tomando el esquema implicito se

obtiene el sistema de I-2 ecuaciones lineales con 1-2 incdgnitas, derivado por el método de

elemento finito de Galerkin.

1 l n+l 2 n+l 1 1 n+l
N 2 + i-1 2 Vi + 2 S i+1
ey 2A7, NeeAZg NeeAzg  2Az,

(i=2,3,...,1-1)(4.21)
1 |:Sin—:l -Siy S-S/ n Six — Sirl-l:|

_ - i+1

6

+4
At, Aty Aty

=0

De esta ultima ecuacion se observa que las aproximaciones de diferencias finitas (4.6) y
elemento finito de Galerkin (4.21) proporcionan la misma expresion algebraica para la
discretizacion espacial, variando sélo la correspondiente a la discretizacién en tiempo, por
lo que se podria esperar que las soluciones numéricas obtenidas por ambos métodos sean
méas parecidas a medida que la discretizacion temporal tenga poco peso. El desarrollo

detallado de la ecuacion (4.21) se muestra en el apéndice E.
4.2.3 Aproximacién en elemento finito con polinomios cuadraticos.

En la seccion anterior el método por el cual se resolvié el problema citado en la seccion
introductoria, fue el método de EFG donde se emplearon las funciones lineales como
funciones base y se obtuvo un sistema de ecuaciones para calcular los valores aproximados

de la funcion S(zp,t,). En esta seccién se emplea la misma técnica numérica pero se

utilizan funciones base de mayor orden en la aproximacién, siendo éstas las funciones de
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interpolacion cuadraticas. El desarrollo detallado de esta aproximacion se describe en el

apeéndice F.

T T T T T T T T T T T T T
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S 04-
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Figura 4.2: Funcion base cuadratica del método de EFG y la solucién numérica por EFG

con funciones base cuadratica (EFC).

La figura 4.2 muestra la aplicacion de las funciones bases cuadraticas y se observa que los
valores EFC entre los nodos se aproximan mejor que los correspondientes al caso lineal
EFL, ver figura 4.1. Es importante notar que a diferencia del caso de interpolacion lineal,
en la interpolacion cuadratica la configuracién de los elementos cuadraticos indica que por
cada elemento se requieren tres nodos en vez de dos como en el caso lineal, por lo que se
requieren dos ecuaciones para determinar la informacion por elemento finito, es decir, una
para el nodo i y otra para el nodo i-1. Tomando lo anterior en cuenta es necesario derivar el

par de ecuaciones lineales para determinar la informacion en los nodos i e i-1.
Empezando por derivar la ecuacion para el nodo i y empleando los conceptos del MEFG se

establece la siguiente ecuacién, donde se aplicd una integracion por partes y se tomo en

cuenta el tipo de frontera de Dirichlet.
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N ,d¢i (5 Qi )~ ﬁ,goi =0 (i=3,5...,,1-2) (4.22)
Npe \Oz, dz, 0z, ot,

Empleando la funcion aproximada para el nodo i.

§(ZD’tD)=ZSj(tD)(/)j(ZD) (4.23)

|
j=1

Combinando el par de ecuaciones anteriores y considerando que para describir la

informacidn en el nodo i se emplean los cinco nodos siguientes i-2, i-1, i, i+1, i+2.

12 1 /de; de, do; ds
20" < - (”>—< Lo ) |8 - (0. 0) (=0 (4.24)
frpe Npe \dz, dz, dz, dt,

(i=3,5..., 1-2)

Discretizando la parte temporal de la ecuacion anterior

i+2 v B o] 1 dgp] d¢| B d(DJ _S;Hl—SF B
J;z{[ﬂsj (8 1)3,—]{ NPE<dZD’dZD> <dZD,¢i>} A }—0 (4.25)

(i=3,5..., 1-2)

Resolviendo las integrales de la ecuacion anterior y tomando el esquema implicito se

obtiene la ecuacion para describir al nodo i.

1 1 -2 1 7 -2 1
-+ Sot| 05— Siut| 00— ISt ——5+t—|Sia t
AN Az 4Az, NocAzy  AzZp 2N Az NocAz, Az,

n+l n 'n+1 _gqn ‘n+l _Qqn _n+1 _gqn _n+l _gqn
1 —— 1 Si+2 +i _ Si—2 S|—2 + 2 Sl—l Sl—l +8 SI SI + 2 S|+l S|+1 _ S|+2 S|+2 :O
AN AZ2  4BAz, 10 Aty Aty Aty Aty Aty
(i=3,5..., 1-2) (4.26)

Para obtener la ecuacion correspondiente al nodo i-1 se desarrolla un procedimiento

analogo que al caso correspondiente a i. Empleando los conceptos del MEFG para
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desarrollar la ecuacion integral de aproximacion del método de EF se puede llegar a la

siguiente expresion, que es la andloga a la ecuacion (4.24).

i 1 d(pj do,, d(Pj ds
— , i _ N S —(o., " =0
ji_g{lz N e <dzD dz, dz, Pia j dt, <(/71 ® 1>

(i=2,4,., 1-1) (4.27)

Por la configuracion de las funciones bases cuadraticas en un elemento finito se observa
que los nodos que se requieren para determinar a la ecuacion integral de aproximacion son
i-2, i-1 e i y discretizando a la variable temporal con el esquema de diferencias finitas se

llega a la siguiente ecuacion.

‘ 1 /do; de_ do. gmt_gn
Sr_wl_ _1Sn _ J’ i-1\ _ J, . I S 0. :0
Z {[ﬂ j (ﬂ ) ] :1: NPE <dZD dZD > <dZD q)l 1 AtD <¢] ¢| l>

j=i-2

(i=24,..., I-1) (4.28)

Resolviendo las integrales de la esta ultima ecuacion y empleando un esquema implicito se

obtiene la ecuacion lineal que describe la informacidon para los nodos i-1.

2 1 4 2 1
-— - Siot|l—S— 1Siut|—— + S,
AZgNo Az, Az N e AzgNe  Azg

n+l n .n+l_ n .n+l_ n
1 |:2 Si—2 S|—2 +16 S|—1 S|—1 +25| SI :|:O

+_
10 At At At
(i=24,..., I-1) (4.29)

El conjunto de ecuaciones (4.26) y (4.29) generan el sistema de 1-2 ecuaciones lineales con

I-2 incognitas desarrollado por el método de elemento finito de Galerkin.
4.3 Comparacion de los esquemas numéricos.

En las secciones anteriores se derivaron tres sistemas de ecuaciones lineales que generan

tres soluciones numéricas con diferentes grados de aproximacion a una funcion S(z,,ty )
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de dos variables independientes. En esta seccion se procede a comparar las tres soluciones
numéricas principalmente al método de diferencias finitas y el de elemento finito para el
mismo orden en el error de truncamiento, y se determinan los casos en donde se requiere

mayor orden de aproximacion.

Como se menciond antes, las ecuaciones aproximadas en DF y EFG con funciones base
lineal tiene un error de segundo orden en la variable espacial, también se mencionoé que la
discretizacidn espacial resulta en la misma expresion algebraica para las dos técnicas, ver
las ecuaciones (4.6) y (4.21). Para determinar que tanto influye la discretizacion temporal
en los problemas difusivos-convectivos se comparan las soluciones generadas por dichas
ecuaciones con la solucién exacta del problema, citada en la introduccién de este capitulo,

ver ecuacion (4.3).

Observando la ecuacion diferencial (4.1) se pude decir que a medida que N, aumenta de

valor, la influencia del término de la segunda derivada en espacio (difusivo) en la ecuacion
diferencial disminuye, esto es, los términos de primera derivada en espacio y tiempo se
hacen mas importantes en la ecuacion convirtiendo al problema difusivo-convectivo en un
problema de conveccién. Por lo que se puede concluir brevemente que a medida que el
problema se hace convectivo el término transitorio toma mas importancia, y como
resultado, los sistemas de ecuaciones (4.6) y (4.21) difieren mas. Lo mencionado en este

parrafo se comprueba con la experimentacion numérica desarrollada en esta seccion.

Con el objetivo de analizar las diferencias entre las soluciones numéricas, asi como el
desempefio del método de diferencias finitas y el método de elemento finito se introduce un
concepto que ayuda a tener una medida de la exactitud de la solucion numérica, tal
concepto es conocido como error global de truncamiento, que es generado por el error de
truncamiento debido al hecho de reemplazar una ecuacion diferencial por una ecuacion de
diferencias para el caso de diferencias finitas y para elemento finito, es por reemplazar una
funcidn continua por una funcién aproximada y continua por secciones (elementos). Debido
a las aproximaciones, la solucién exacta de la ecuacion diferencial y la solucion numérica

de cada método difieren. La referencia [*'] define al error global de truncamiento como:
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= max\Sa,n) - S(ZD(i)’tD(n)) , (4.30)

donde i y n son los contadores de nodos y pasos de tiempo respectivamente. La ecuacion
(4.30) determina el error méximo en la aproximacion, tomando en cuenta todos los valores

aproximados tanto en espacio como en tiempo.

Sin embargo la ecuacion anterior determina el error maximo en un nodo, por lo que no
informa del comportamiento del error en el resto de los nodos, por lo que en este trabajo el
error es determinado por el célculo del area comprendida entre las curvas correspondientes
a la solucion analitica y la numérica, como lo muestra la figura 4.3, entonces empleando el
método de integracion numérica conocido como regla del trapecio se puede llegar a la

siguiente ecuacion (4.31).

1.0 . , : , : ,

. I .
S. Analitica
—— S. Numérica ]
0.8 -

0.6 4 .

0.4 4

S(z,,t)

0.2 1 -

0.0 . ; . ; . ; .
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Figura 4.3: Area comprendida entre las curvas analitica y numérica que representa una

medida del error en la aproximacion.

E,=

+22 HS” Zpito. )

+‘Sin=| _S( Zpi- 1oy

: {\si“_l—S(zDizl,tDn) ]} (4.31)
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Donde E, es el error en la aproximacion determinado por el area entre las curvas numérica

y analitica.

Las siglas DF, EFL y EFC son abreviaturas que hacen referencia los métodos de diferencias
finitas con la ecuacion (4.6), elemento finito con funciones base lineal con la ecuacion
(4.21) y elemento finito funciones base cuadréatica con las ecuaciones (4.26) y (4.29). SA es

la abreviatura para solucion analitica.
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Figura 4.4: Comportamiento del error, E, para varios nimeros de Peclet, en funcion del

namero de nodos y tamarfio del paso de tiempo, usados en la simulacién con DF, EFL y
EFC.
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Empezando el analisis del error, por caso con N,. =10y tomando el perfil de saturaciones
en el tiempo adimensional de 0.3, en el cual las variaciones en la saturacion estan cerca del

rompimiento. Entonces se observa en la figura 4.4a que para el caso de At, =0.01 los

errores de DF disminuyen rapidamente cuando el nimero de nodos aumenta, hasta llegar a
un error minimo de 0.007 aproximadamente con 201 nodos. Por el contrario, los métodos
de EF alcanzan dicho error minimo desde los 25 nodos, permaneciendo casi constante el
error durante el barrido por nimero de nodos. Refinando el tamafio del paso de tiempo a
0.001 se observa que los errores obtenidos se reducen y las diferencias entre DF y EFL se
acortan desde el punto de vista del error por areas; de hecho, con 25 nodos el error para DF
es menor que el de EFL, pero por muy poco. Mientras que EFC es el método que de los tres
se desempefia mejor, minimizando al error hasta 0.0007 aproximadamente Yy

comportandose practicamente constante durante el barrido por nodos.

1.0
—&\ T T T T T
] \\ SA
O\ ---DF
o84 A NN e EFL
\ \\ N\ —-—-EFC
\- A \ _
0.6 L A N,.=10
—~ ' At_=0.001
= 1 A} \ N t =0.3 25 Nodos
[a) . \ N\ o
SN 044 \ .\ i
n t=01% N\
: [ \.\
\ t =02
0.2 D N, -
\ \\ N
\.. \ \’\
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0.0 T T T T T T =
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Figura 4.5: Perfil de saturaciones S(zp,tp) para Nz =10 empleando 25 nodos para la

simulacion y pasos de tiempo de tamafio At, = 0.001.

Con un error maximo de aproximadamente 0.005 en el perfil para t, =0.3, la figura 4.5

muestra tres perfiles de saturaciones que ilustran la evolucion temporal del proceso
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difusivo-convectivo cuando N.. =10, y en donde se emplean s6lo 25 nodos y 0.001 como

el tamafio del pasos de tiempo adimensional, obteniéndose asi buenas aproximaciones por

los tres modelos numéricos, como lo muestra la figura 4.5.

Continuando con el caso en el cual N, =100 y eligiendo al perfil de saturaciones al

tiempo adimensional de 0.6 para el analisis del error, entonces de la figura 4.4b podemos
observar, considerando 25 nodos, que para todos los pasos de tiempo adimensional
mostrados, los errores generados por las tres técnicas son diferentes, y que al aumentar el
namero de nodos, dichos errores disminuyen tendiendo a un valor minimo, al cual los tres
modelos convergen. Se observa que el método de DF es el que requiere mas esfuerzo
computacional para igualar los errores generados por los métodos de EF. Ademas, bajo las
mismas condiciones, de los tres modelos, el EFC es el que genera el menor error cuando el
nimero de nodos es menor que 101. Para 0.01 en el tamafio del paso de tiempo
adimensional, el error minimo con 201 nodos es de 0.02 aproximadamente, el cual es
reducido hasta 0.002 y 0.0003 empleando pasos de tiempo adimensional de 0.001 y 0.0001
respectivamente. Siguiendo con la misma figura y considerando cualquier modelo de los
tres, se puede ver que los beneficios en exactitud al refinar el tamafio del paso de tiempo
adimensional de 0.001 a 0.0001 son pequefias cuando el numero de nodos usados esta por
debajo de 51 nodos. Teniendo un error maximo de aproximadamente 0.003 en el perfil al
tiempo adimensional de 0.6, la figura 4.6 muestra la evolucién temporal del proceso
difusivo-convectivo por medio de tres perfiles, los cuales fueron calculados con 101 nodos
y 0.001 de tamafio en paso de tiempo y se observa que las curvas numéricas son

practicamente las mismas que la analitica.
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Figura 4.6: Perfil de saturaciones S(zp,ty) para Nz =100 empleando 101 nodos para la

simulacion y pasos de tiempo de tamafio At, = 0.001.

Para el caso de N,. =1000 y con el perfil de saturaciones al tiempo adimensional de 0.8 se

observa de la figura 4.4c que todo lo mencionado para la figura 4.4b es valido también, sélo
que los errores obtenidos son mayores en este caso, pero el comportamiento es el mismo.

Empleando 201 nodos en la simulacion y At, =0.001 se tiene que los tres modelos
numéricos convergen a un error minimo de aproximadamente 0.007 y para At, =0.0001,

DF minimiza el error hasta aproximadamente 0.004, mientras que los métodos de EF lo
minimizan hasta aproximadamente 0.001. Con estos dos ultimos errores se generan los
resultados por lo tres modelos numeéricos que son mostrados en la figura 4.7 donde tres
perfiles de saturaciones ilustran la evolucion temporal del proceso difusivo-convectivo. Se
puede observar que los resultados de DF requieren un mayor esfuerzo computacional para
minimizar los errores en este proceso en el cual domina mas la parte convectiva, de hecho
se puede observar que este método genera oscilaciones o sobre calculos en la vecindad del
frente de desplazamiento, sugiriendo que es necesario emplear un mayor nimero de nodos

en los calculos.
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Buscando un analisis numérico exhaustivo, haciendo N,. =10000y considerando el perfil

en el tiempo adimensional de 0.9, se puede ver de la figura 4.4d que el comportamiento
descendente del error cuando el esfuerzo computacional aumenta es valido como en todos
los casos mencionados. Lo interesante de este caso es que el método de DF minimiza el
error hasta 0.02 aproximadamente cuando se usan 201 nodos y el tamafio del paso de
tiempo es 0.0001, mientras que bajo las mismas condiciones los métodos de EF generan un
error de aproximadamente 0.002. Corroborando la ineficiencia de DF para este caso, se
muestra la figura 4.8, que presenta tres perfiles de saturaciones a diferentes tiempos y en la
cual se puede ver que DF genera grandes oscilaciones en la vecindad del frente haciendo
muy ineficiente los resultados de dicho método numérico. Por otro lado, los métodos de EF

generan resultados satisfactorios, a pesar de que EFL muestra pequefias oscilaciones en la
vecindad del frente.
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Figura 4.7: Perfil de saturaciones S(zp,tp) para N, =1000 empleando 201 nodos para la

simulacion y pasos de tiempo de tamafio At, =0.0001.

65



1.2

T T T T T T T
/\ "

I il

I s I

1.0 -.A-J-\.l—-.-' B e T T T SRR N -
vyl ’-L\I 1\ T T\ k

/

)

"=
0, H l‘-tD 09
ogd 1 ©70L 115705 T
" 1 ".
| '.'- a1
~ 06 i |[ - ——-DF J T
= ’ | EFL
[a) It w

]
b N,=10000 |
0.2 ! At =00001 N
'

\ 201 Nodos i
0.0 4 ‘-‘\r A

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.8: Perfil de saturaciones S(zp,tp) para N,c =10000 empleando 201 nodos para la

simulacion y pasos de tiempo de tamafio At, = 0.0001.

De las figuras 4.4 - 4.8 se puede mencionar que a medida que N_. aumenta los esfuerzos
computacionales debidos al nimero de nodos y tamafio del tiempo adimensional deben
aumentar, para que los errores generados por las aproximaciones sean satisfactorios. DF es
el método que requiere de mayor esfuerzo computacional para disminuir sus errores en la
aproximacion al orden de los generados por los métodos de EF. De los tres modelos
numéricos, EFC es el modelo que genera los errores mas pequefios cuando el numero de
nodos es menor o igual que 51. Ademas, EFC es el método que muestra la mejor

aproximacion cuando el proceso es dominado por la conveccion o cuando el frente de
desplazamiento tiende a ser de tipo piston.
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Figura 4.9: Evolucion temporal del error, E, para varios nimeros de Peclet, con barridos en

el tamafio del paso de tiempo, usados en las simulaciones con DF, EFL y EFC.

El error generado por las aproximaciones también depende del tiempo al que se considera
el perfil de saturaciones, entonces en la figura 4.9 se muestra la evolucion temporal de error
por areas y se observa que para todos lo casos de N . los errores tienden a incrementarse a
medida que el tiempo transcurre, sin embargo, la rapidez de incremento del error puede
disminuirse hasta casi cero si el tamafio de los pasos de tiempo es reducido a cierto valor,
produciendo un comportamiento temporal practicamente constante del error. A medida que
N.- aumenta los errores generados aumentan y las diferencias en exactitud entre los
métodos numéricos se hacen més visibles, principalmente con DF el cual genera errores

maés grandes en desplazamientos cercanos al tipo piston. En la figura 4.9d se observa que
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los errores generados por DF con 0.0001 de tamarfio en el paso de tiempo son mayores que
los correspondientes a 0.001, lo cual es anormal, pero la explicacion a lo anterior es que
debido al tipo de desplazamiento (casi piston), al refinar el tamafio de paso de tiempo las
oscilaciones o sobre calculos aumentan en frecuencia y tamafio, por lo que los resultados

mejorarian si el nimero de nodos es incrementado como lo sugiere la figura 4.4d.

Se prosigue a continuacion con la comparacion de los esquemas numeéricos, pero ahora de
una forma en la que se analiza la distribucion del error en todo el dominio mediante un

histograma de error calculado por:
E =[S, —S(zp.tp) (4.32)

Donde E; es el error absoluto que existe en el nodo i, definido como la diferencia absoluta

entre el valor de la solucion analitica y la numérica en el nodo i.

Para este analisis se toma al proceso difusivo-convectivo con N,. =100 como ejemplo,

para observar la forma en la que los errores en los nodos son distribuidos por cada modelo
numérico. De la figura 4.6 se toma que el tamafio del paso de tiempo que proporciona
buenos resultados sin tanto esfuerzo computacional es 0.001. Entonces empezando por la
figura 4.10a en la cual 25 nodos son usado para los célculos, se observa que DF es el
modelo que tiene menos errores minimos seguido por EFL, resultando en que los calculos
de EFC son lo que proporcionan la mayor cantidad de errores minimos. Lo mismo puede
decirse para el caso en el que 51 nodos son usados (figura 4.10b) en la simulacion, pero con
la ventaja de que al aumentar el nimero de nodos los errores disminuyen, bajando el error
méaximo de todos los nodos, de 0.087 a 0.028 en el caso de DF, que es el método que
muestra los mayores errores. Para el caso de 101 nodos, ver figura 4.10c, se observa que
DF y EFL tienen distribuciones de errores parecidas, y ademas que el error maximo le
pertenece a EFL, por lo que con 101 nodos los errores de DF y EFL tiene distribuciones
comparables. Por Gltimo, aumentando a 201 nodos los errores se reducen como ya se ha
mencionado, pero con respecto a la distribucion de errores se observa de la figura 4.10d que
los tres modelos tienden a igualar sus distribuciones. Lo importante de la figura 4.10 es que
si se tiene un problema que requiere pocos nodos, entonces EFC es la técnica que funciona
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mejor de las tres, también que al aumentar el nimero de nodos hace que las diferencias
entre las distribuciones de los errores disminuyan.
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Figura 4.10: Histogramas del error Abs|S, , — S(z,,t, )], para el caso de N =100,

descrito para 25, 51, 101 y 201 nodos y At, =0.001.

4.4 Dispersion Numérica.

En la seccion anterior se mostro que el valor tomado por N.. en la ecuacion de flujo es

muy importante cuando se aplican técnicas de aproximacion numéricas. Se observéd que

cuando N.. diminuye, las fuerzas difusivas cobran importancia y viceversa, por lo que las
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fuerzas convectivas dominan el proceso a medida que N,. aumenta. También se concluyd

que las soluciones numeéricas tienen buena aproximacion cuando el proceso de flujo es
dominado por el término difusivo en la ecuacién de flujo y por lo contrario, cuando el
término convectivo domina en la ecuacion de flujo, la zona de transicion del frente de
desplazamiento tiende a reducirse de modo que dicho frente tiende a pronunciarse
influyendo en las aproximaciones numéricas de forma tal que se requiere de un mayor
esfuerzo computacional para obtener aproximaciones satisfactorias. En las figuras 4.4 a
4.10 de la seccion anterior, que muestran el comportamiento del error en la simulacion
cuando varia el nimero de nodos empleados y el tamafio de los pasos de tiempo

adimensional, se observa que cuando At, se fija y el nimero de nodos se incrementa, los

errores en la simulacién disminuyen hasta cierto limite mostrando la presencia de una

dispersion numérica [*> *] dependiente de At .

10 T ".\\I — T T T T T T T T
D SA
\
SN DF
0.8 N \\ ----- At=0.1
' \ —_— =
\ At=0.01 |
o\ - - - At=0.001
0.6- " i
e \
o A N_=100
N 044 \. PE i
o/ \ t=0.6
2 X 101 NODOS
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\
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A i
SO Tl
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Figura 4.11: Presencia de dispersion numérica en perfiles de saturacion S(zD ,tD) para

N =100y t, =0.6 empleando 101 nodos para la simulacion.

En la figura 4.11 se muestra la presencia de la dispersion numérica para el caso en el cual
N, =100, t, =0.6 y empleando 101 nodos en la aproximacion numérica por el método

de diferencias finitas, el comportamiento del error para este caso es ilustrado en la figura
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4.4b. De dicho par de figuras se observa que para un paso de tiempo adimensional fijo
existe un limite inferior para el error en la simulacion a medida que el nimero de nodos
aumenta. Por lo que en la presente seccidn se confirma matematicamente la existencia de la
dispersion numérica, por medio de una expresion analitica derivada con la ayuda de la
definicién del error de truncamiento y de la formulacion en diferencias finitas. La ecuacién
matematica de la dispersién numérica es usada para eliminar a la dispersion numérica del

problema de difusién-conveccion.

Recordando que el error de truncamiento en DF proviene de reemplazar la ecuacion
diferencial por una aproximacion en diferencias finitas, esta aproximacion introduce un
error numérico que puede ser estudiado por la expansion en series de Taylor de los

términos en la ecuacion en diferencias finitas.

El error local de truncamiento proporciona el orden de la aproximacion del método. Para el

caso de diferencias finitas se define al error local de truncamiento de la siguiente manera

[*]
g, = Lo(Si,)-(LS),, .. (4.33)

donde ¢, = error local de truncamiento, L,S = operador aplicado a la ecuacion diferencial,

y LS = operador aplicado a la ecuacion en diferencias.

Para analizar el error de truncamiento considere la ecuacion de conveccion (4.34) que es
una forma simplificada de la ecuacion de difusion-conveccion. Cabe mencionar que el
hecho de eliminar al término difusivo no afecta en la derivacion de la expresion analitica de
la dispersion numeérica, ya que para el caso de diferencias centrales en espacio y regresivas
en tiempo, el término transitorio es el que introduce la dispersion numérica, como se vera

mas adelante.

-2 2 o0 (4.34)
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Introduciendo la ecuacion (4.34) en la (4.33) del error local de truncamiento.

n+l n+l _ gn+l n+l n
gL —J_ aS _ﬁ ) Si+1 Si—l _ Si SI (435)
0z, Oty |, 2Az, At,

Recordando de la expansion en series de Taylor, las siguientes relaciones para las

aproximaciones en diferencias centrales en espacio y regresivas en tiempo.

(4.36)

Si”fll _ Si”fll _ aS(i,n+1) + (AZD )2 63S(ién+1) t.= aS(i,n+l) + O([AZD]Z )
2Az, 0z, 3 0z, 0z

e 5 2 A3 n+l 2 n+l
s™_s :{53 Aty 8 S+(A'[D) 0 S} +.“:{§_At|3 0 S} +O([AID]2)

Aty ot, 20 ol 3 ot oty 2 ot .
(4.37)
Sustituyendo las ultimas dos ecuaciones en la ecuacion (4.35)
2 n+l
e =20 5 oAz, T )+ol[at, T ) (4.38)
2! otg |,
De la ecuacion (4.34), se puede deducir que
ﬁm—l =§n+l (4 39)
azd|  atd|. '
Sustituyendo la ecuacion (4.39) en la ecuacion (4.38) se tiene que:
n+l
Aty 0°S
o == +0([az, )+ o([at, F). (4.40)
I ozg |,
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La ecuacion anterior muestra que el error de truncamiento contiene un término semejante al

término difusivo. Y sustituyendo lo anterior en la ecuacion (4.35) se llega a.

A, 0% as  os | ) ,\ [Smiogra grt_gn
— — _ O A O At — 1+ | 1 1
{2! a3 oz, 8tD} " ([ 7] )+ ([ D]) { 2A7,, ’ Aty

(4.41)

De la ecuacion (4.41), se observa que cuando se aproxima la ecuacion de conveccion, en
diferencias centrales es espacio y regresivas en tiempo, en realidad se esta resolviendo una
ecuacion de difusién-conveccion con el término difusivo representado por la dispersion
numérica. Ahora, si se desea resolver la ecuacion (4.1) por la técnica numérica de
diferencias finitas, centrales en espacio y esquema implicito, se debe restar la dispersion
numeérica introducida de manera natural por el esquema numérico mencionado, entonces al
término difusivo de la ecuacion de difusién-conveccion se le resta el término de dispersion
numérica que muestra la ecuacion (4.41), por lo que la ecuacion que en realidad se debe
aproximar cuando se emplea diferencias finitas centrales en espacio y regresivas en tiempo

es la siguiente:

2
1 At azs_as_as o (4.42)
N,, 2 |oz2 oz, o,
Aty <2/ N,, (4.43)

Al emplear este método para eliminar la dispersion numérica, la ecuacion anterior establece
un criterio para reducir la dispersiébn numérica, y por consiguiente un valor maximo de

At, . Cabe mencionar también que, el esquema de diferencias centrales en espacio y tiempo

34,35

(CN) hace cero a las dispersién numérica [*"*°], pero existen errores numéricos de segundo

orden.

Para mostrar la aplicacion de este método en la eliminacion de la dispersion numeérica, de la
ecuacion (4.42) se puede definir un nimero de Peclet total que es usado en la en la solucion

numeérica.
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2N,

=P 4.44
T 2—At N, (4.44)

Para eliminar la dispersién numérica en el problema de la figura 4.11 se aplica el criterio de

la ecuacion (4.43), por lo que se debe cumplir que Aty <2/100=0.02, y entonces se fija

lo siguiente At, =0.01. Por consecuencia, de la ecuacion (4.44) se tiene que N,.; =200.

10 x—

! —_—< T T T T
VN NN SA
\ \ NN N,.=100
osd 1 \} \~\ DF |
\ \ \ —-—- N,=100
\ A \ - -~ N,_,=200]
0.6 ! \ !
~ 1 N \ \ 101 NopOS
+ ! \ \  At,=0.01
. 3 % \
[a) \\ \\ \
N 044 \ W\ =
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z

Figura 4.12: Eliminacion de la dispersion numérica en perfiles de saturacion S(z,,,t,, ) para

N, =100 empleando 101 nodos para la simulacion.
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Figura 4.13: Gréfica del error maximo obtenido a medida que el tiempo trascurre en

simulaciones para aproximaciones en DF con N,. =100 y N,; =200.

La figura 4.12 muestra la evolucion en el tiempo de un proceso difusivo-convectivo cuando
N.z =100. Los perfiles de saturacion obtenidos de la solucion analitica del problema de
difusion-conveccion son comparados con las soluciones numericas obtenidas por el método
de diferencias finitas para N . =100 y se observa que por el esquema en diferencias finitas
empleado las soluciones numéricas manifiestan la presencia de una dispersion numérica
que se adhiere a la dispersion fisica como se mostro en el desarrollo matematico precedente
a esta figura. Para eliminar dicha dispersion numérica que naturalmente es introducida por
el esquema numérico se hace uso de la ecuacion (4.44) que define un nimero de Peclet
total, N .., =200, el cual toma en cuenta la dispersion numérica. Por lo que numéricamente
se debe resolver el problema para N, ; envez de N,. que es lo que se quiere resolver en
realidad. Las figuras 4.12 y 4.13 muestran que en general las soluciones numéricas
obtenidas cuando la dispersion numérica es eliminada por el uso de N, son mas
aproximadas que en el caso contrario, N,., aunque la solucion analitica sea para N, .

También se observa de estas figuras que si la dispersidn numérica es eliminada, las
soluciones numéricas seguirdn teniendo errores de truncamiento de segundo orden en

espacio y tiempo como muestra la ecuacion (4.41).
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Capitulo 5

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION NO-LINEAL
DE TIPO DIFUSIVO-CONVECTIVO

Introduccion.

En el capitulo anterior se analizaron los métodos de diferencias finitas y elemento finito
para la solucion numérica de la ecuacion diferencial lineal parcial de difusion-conveccion,
ahora en este capitulo se extiende la aplicacion de esos métodos para la solucién de la
ecuacion diferencial parcial, no-lineal de tipo difusivo-convectivo que describe el proceso
de desplazamiento de dos fluidos inmiscibles y homogéneos, fluyendo en un medio poroso
homogéneo e isotrdpico, en una dimension. La ecuacion diferencial parcial tiene la

siguiente forma, y cuenta con las siguientes condiciones inicial y de fronteras tipo Dirichlet.

o[ 1 oS oS
D.(S) 2 +C(S) |-2 =0 5.1
a2 | N, c()82D ()} a, (5.1)
S(z5,t; =0)=0 (5.2a)
S(z, =0,t,) =1 (5.2b)

LiszRaoo[ S(ZD = ZDR’tD) ]= 0

5.2c
0<z, <o ( )

En la simulacion numérica del flujo multifasico en yacimientos, es comun encontrar
modelos de flujo no-lineales debido a la presencia de las permeabilidades relativas de las
fases en el yacimiento. Por lo que en esta seccidén se abordan métodos para evaluar los
coeficientes no-lineales de la ecuacidn diferencial y se aplica el método general de Newton-

Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones.
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5.1 Manejo de los coeficientes no-lineales

Las ecuaciones de flujo en medios porosos contienen, en lo general, contienen coeficientes
no-lineales que dependen de la presion o de la saturacion de las fases. Las funciones no-
lineales pueden dividirse en dos grupos: fuertes y débiles [*'] con respecto a su grado de no-

linealidad.

Las funciones débilmente no-lineales son las funciones que dependen de las presiones del
fluido; principalmente las propiedades PVT. El efecto de estas no-linealidades depende de

la magnitud del cambio de la presién en los pasos de tiempo.

Las funciones fuertemente no-lineales son las que dependen de la saturacion de las fases,
como es el caso de las permeabilidades relativas o de la presion capilar. La no-linealidad
causada por la presion capilar se elimina en el caso particular en que la presion capilar
depende linealmente de la saturacién de la fase. Lo anteriormente mencionado para la
presion capilar no se aplica a las permeabilidades relativas, entonces, considerando una
dependencia lineal de la presion capilar con la saturacion, lo que ocasiona la no-linealidad
de los coeficientes de la ecuacion de flujo son las permeabilidades relativas de las fases

fluyentes.

Empleando el esquema de diferencias finitas, se requiere evaluar la funcion no-lineal en las
fronteras de las celdas tomando de base la informacion de los nodos adyacentes de la
frontera. Si la funcién es débilmente no-lineal se puede emplear un promedio aritmético
que involucre la informacion de los nodos adyacentes a la frontera de la celda o pesar la
informacion de los nodos adyacentes por el criterio de corriente arriba. En las funciones
débilmente no-lineales no es critico el modo de evaluar la no-linealidad. Por el contrario, en
las funciones fuertemente no-lineales si es critica la forma de evaluar la funcién en las
fronteras de la celda de modo que se obtenga un resultado fisicamente posible. La forma de
evaluar estas funciones es empleando el criterio de corriente arriba, ya que emplear
promedios aritméticos proporciona soluciones fisicamente no vélidas a pesar de que

matematicamente sean correctas [*>*'].
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A continuacion se describen los métodos mencionados arriba para la evaluacion de las

funciones no-lineales en las fronteras de las celdas.
El criterio de evaluacién corriente arriba considera la funcién no-lineal en el nodo de donde
proviene el flujo, es decir si f es la funcidn no-lineal, mateméaticamente se representa de la

siguiente manera.

fi,=1, sielflujovadeiai+l. (5.3)

o

fi.,="f., sielflujpvadei+lai. (5.4)

Como se menciond en parrafos anteriores, esto es valido para funciones que dependen de
presion (funciones débilmente no-lineales) o de saturacion (funciones fuertemente no-

lineales).

El metodo del promedio entre la informacién de los nodos adyacentes a la frontera de la

celda, puede ser de dos formas.

1
LI =E[fi + fi+l] (5.5)
0
4+
i (Pi Pia)= f[plzplﬂj (5.6)

Desde luego hay otras formas de evaluar las funciones fuertemente no-lineales, pero
requieren de la informacion de mas nodos, lo que aumentaria el ancho de banda del

jacobiano. Para fines de este trabajo los métodos descritos aqui son suficientes, aunque en
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realidad el método que se emplea es el criterio de evaluacion corriente arriba, debido a que

los coeficientes no-lineales son funcion de la saturacion del agua.

La discusion anterior es aplicable al método de diferencias finitas, debido a que este
metodo es el que comunmente se usa en la simulacién numérica de yacimientos, y por
consiguiente ha sido ampliamente estudiado y adaptado a los problemas de flujo
multifasico. EI método estandar de diferencias finitas trata las no-linealidades de la
ecuacion basandose en el promedio aritmético de los valores en los nodos adyacentes a la
frontera. Cuando el método estandar de diferencias finitas se aplica a los problemas de flujo
multifasico las soluciones que se obtienen son fisicamente imposibles a pesar de que
matematicamente sean correctas, y para vencer este inconveniente se modifica el método
estandar de diferencias finitas con la aplicacion de criterio de corriente arriba. Algunos
autores [*?], establecen que es suficiente aplicar el criterio de corriente arriba sobre el
término convectivo de la ecuacion en diferencias, es decir, considérese al término
convectivo de la ecuacion (5.1) y a su aproximacion en diferencias finitas, entonces la
aproximacion es de la siguiente manera cuando se emplean los nodos i+1 e i-1y el flujo va

dei-lai:

oC | ~ Ci+1 _Ci—l ~ Ci _Ci—l (5_7)
0z, ‘i 2Az, Az,

Pero cuando se emplean los nodos i+1/2 e i-1/2.
oC | ~ Ci+1/2 _Ci—l/2 ~ Ci _Ci—l (5.8)

8ZD‘ Az, Az,

i
Analogamente se puede aplicar al caso de la aproximacion en elemento finito [*]. Se
modifica el método estandar para soluciones con un frente de desplazamiento convectivo,
aproximando al téermino convectivo por el criterio de corriente arriba analogo al de la
ecuacion (5.13). Por lo que con esta modificacion, el método de elemento finito funciona
para la simulacion del modelo no-lineal de desplazamiento convectivo. Como se mostrara

mas adelante.
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Empleando un parametro de peso, » (OSa)Sl) que evalle la proveniencia del flujo, de

modo que se maneje un modelo general para el criterio de corriente arriba.

Ciupp = (@), + (- 0)Cy,, (5.9)
Analogamente para la otra frontera de la celda:

Cip =(@)Ci, +(1-w)C, (5.10)
Combinando las ecuaciones (5.9) y (5.10) con la (5.8) se tiene.

oC | - (1_a))ci+l +(20)_1)Ci —aCi
82D‘ ) Az,

(5.11)

El factor de peso determina la forma de la aproximacion en diferencias finitas, esta es:

estandar siw =0.5, o con el criterio de corriente arribasi o =1.

oC | - Ci+1 _Ci—l ~ Ci _Ci—l
82D‘ 2Az, Az,

,  corriente arriba, o =1 (5.12)

La importancia de escribir la aproximacion en diferencias finitas con el factor de peso @ es
gue se representan tres alternativas de evaluacion de forma general; corriente arriba, forma

estandar y corriente abajo; este ultimo es cuando el flujo proviene de i+1 a i.

El parametro de peso w caracteriza las siguientes opciones para la evaluacion de las

funciones no-lineales, donde se considera que el flujo vade i a i+1:

Pesado en corriente arriba: w=1
Pesado en promedio aritmético: w=05
Pesado en corriente abajo: w=0
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Para considerar el caso en el que flujo va de i a i-1, se modifica la anterior de la siguiente

manera:
Pesado en corriente arriba: w=0
Pesado en promedio aritmético: w=05
Pesado en corriente abajo: w=1

5.2 Método de iteracion Newtoniana o Totalmente Implicito

En el capitulo anterior se vio que las técnicas numéricas, empleadas para encontrar
soluciones numéricas que se aproximan a la solucion real de una ecuacion diferencial lineal
parcial, generan sistemas de ecuaciones lineales cuya solucion proporciona los valores
aproximados de la funcién desconocida en cada nodo para un nivel dado de tiempo.
Cuando los mismos métodos numéricos son empleados en una ecuacion diferencial no-
lineal parcial, se generan sistemas de ecuaciones no-lineales, que para resolverlos se
requiere de un método que transforme el sistema no-lineal a uno lineal y después resolver el

sistema linealizado como en el capitulo a anterior.

En esta seccidn se describe al método totalmente implicito conocido también como método
de Newton-Raphson o iteracion Newtoniana. EsS un método iterativo muy poderoso que
trabaja bien en problemas con grado de no-linealidad fuerte, debido a que es
incondicionalmente estable [*]. En este método los términos de flujo en el nivel de tiempo
n+1 son aproximados iterativamente por su valor en el nivel de iteracion v, el cual es
aproximado por su valor en la iteracion v-1. Para detallar el método considérese el siguiente

sistema de ecuaciones no lineales, el cual esta escrito en forma vectorial de residuos, R.
R(S™)=R™ =0 (5.13)

El sistema de ecuaciones descrito se puede resolver por el método de Newton y es definido

de la siguiente forma [**].

g0+ _ g _ _[J (v)]*1 RY (v=0,12,.) (5.14)
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Donde J es el jacobiano o matriz jacobiana del la funcion vectorial R:

(v)
Jm ={ﬂj 1 (5.15)

La matriz jacobiana es la extension de la derivada en el método clasico de Newton para una
sola ecuacion e i es un contador de ecuaciones y j es contador de incognitas. Para fines de

computo la ecuacion (5.15) se puede escribir de la siguiente forma:

JWgsvt = _RV) (5.16)
y st = s 1 550 parav=0,1,2,.. (5.17)
con s@—gn, (5.18)

En la medida que las iteraciones del método proceden los vectores &S y R tienden a cero
para que el método converja. Un método alternativo para demostrar las ecuaciones del
método de Newton es la expansion en series de Taylor alrededor del nivel de iteraciéon v y

tomando sélo el primer término de la expansion para el elemento i del vector de residuos R.

R*™~R/+)] Ry & =0 (5.19a)
—~| 05,
6
> R &t =-R/. (5.19b)
i aSJ‘

Donde j contador de incdgnitas para la ecuacion i y se observa la semejanza entre la
ecuacion (5.19b) y (5.16).

82



5.3 Aproximacion del Modelo de flujo no-lineal

En el capitulo anterior se estudiaron los conceptos béasicos para emplear los métodos
numéricos de diferencias finitas y elemento finito para simular numéricamente el proceso
difusivo-convectivo en un medio semi-infinito. En esta seccion se emplea las mismas
técnicas pero con un modelo de flujo mas real y por consiguiente el grado de dificultad del
proceso de simulacion es mas complicado, como se menciond en las secciones anteriores.
En los apéndices G, H e | se detallan los desarrollos de los modelos numéricos para la
simulacion con las técnicas de diferencias finitas y elemento finito de Galerkin con funcién
base lineal y cuadratica. Los sistemas lineales de ecuaciones son resueltos por los

algoritmos de Thomas y Crout [**].

5.3.1 Diferencias Finitas

Como ya se ha visto este método es el mas sencillo de entender y de aplicar, entonces

aplicando diferencias centrales en espacio y regresivas en tiempo sobre la ecuacién (5.1) se

tiene que:
B PSS i R CHPLC TR ] G et
NPEAZDZ Ci+1/2 \¥i+l i Ci-1/2\¥i i-1 AZD AtD
(i=1,2,3,.., 1; n=0,1,2,...) (5.20)

Donde N,. es un nimero importante para determinar el comportamiento de la solucion al

modelo de flujo, es decir, si el comportamiento es el correspondiente al de una ecuacion no-
lineal parabolica o hiperbolica. En las soluciones a ecuaciones hiperbdlicas domina el
término convectivo, entonces se debe emplear el criterio de corriente arriba en vez de un
promedio aritmético entre los nodos vecinos como se emplea en el método clasico. En la
simulacion numeérica de yacimientos, al término difusivo también se le aplica el criterio de

corriente arriba [**%

], pero en este capitulo se investiga la importancia de aplicar dicho
criterio al término difusivo ya que el criterio de corriente arriba fue introducido para el flujo

convectivo. Aplicando el modelo del criterio de corriente arriba en la ecuacion (5.21).
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1
2 {[O‘Dci +(l_a)DCi+l]Si+l _[(1_a)DCi+l + Dg; +aDCi—1]Si
NPEAZD

L (1-w)c,, +(2o-1C, —aC, ™ - S =S _
AZD i+1 i i-1 AtD

(i=1,2,3,.., 1 n=0,1,2,...) (5.21)

+ [aDCi—l +(@-a)D, ]Si—l }n+1 + 0

Donde « es el factor de peso entre los valores de la funcion no-lineal D. para los nodos

vecinos y o tiene la misma aplicacion que el factor de peso anterior, pero aplicado sobre la

funcién C.

Una forma sencilla de validar algebraicamente a la ecuacion (5.21) es llegando a la

ecuacion (4.6) cuando los coeficientes son: D. =1 y C=-S; y estableciendo los

siguientes parametros a =w =0.5.
Como el sistema de ecuaciones generado por la ecuacion (5.21) es no-lineal, entonces se
requiere aplicar el método Newton-Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones y asi

obtener las siguientes ecuaciones:

Elemento i de vector de residuos R.

e 1
R l(Si—1’Si7Si+1)=—2{[aDCi + (1_a)DCi+l]Si+l - [(1_a)DCi+1 + D¢, +aDCi—1]Si
NpeAZ,
- 1 Sivfl _ Sin
+ [aDCi—l + (1_a)DCi]Si—l} + A {(1_ a’)Cm + (Zw_l)ci _a)Ci—l} -——=0
Zy Aty
(5.22)

Coeficientes distintos de cero en una fila fija de la matriz Jacobiana J.

ORY? 1 aD.. v-1 (1—0)) JR—
N 1- @)Dy, + oDy |+ (1—a)—=S1[s  —§ t-w)oc,,"
03, NPeAzlzD {[( 0!) cin T c|]+( a) 25, [S|+1 SI]} + oS

i+1

i+1

(5.23)
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v-1 v-1
R = : 2 Do [asi+1 =3, +(1_a)si—1]_[(1_a)DCi+l + Dy +aDCi—l]
0S;  Np.Azy | 0S; (5.24)
Lo-1)oc" 1

Az,  0OS,

At,

w oC. "

5.25
Az, 0S (5.25)

i-1

OR'?! 1 oD "
— 1—ax)D. D.. ——Cidfg _g _
asi_l NPeAZIZD {[( a) Ci +al C|—l]+a asi_l [ i-1 |]}

Donde v=1,2,.., es el contador del nivel de iteracion de método de Newton y el contador i=
2,3,4,..,1-1, debido al tipo de condicion de frontera, por lo que se genera un sistema de -2

ecuaciones con I-2 incognitas y se resuelve empleando el algoritmo de Thomas.
5.3.2 Elemento Finito de Galerkin funcion base lineal

Como en el capitulo anterior, primero se establece al operador diferencial que actla en la
ecuacion (5.1).
0 1 0S

S
L[S]:a N D, (S)5+C(S)}at—[)=o (5.26)

Introduciendo al operador en la ecuacion (4.11) se establece una ecuacion integral, que al
integrarla por partes se reduce el orden de la derivada mas alta en dicha ecuacion, y al
considerar condiciones de frontera de tipo Dirichlet se llega a la ecuacién integral

diferencial que se desea resolver.

B R Yl e B S (i=2,3,..., 1-1)(5.27)
Npe oz dz, ot

Insertando la funcion aproximada (4.8) en la ecuacion anterior se tiene que:

= 1 ~ do; de \ dS; ~ do,
S|-8,(0c = P)-Tpp) [-(C ) =0 (5.28)
- N, dz, dz,/ dt, dz,

1= e
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Para resolver las integrales de la ecuacion anterior se requiere el conocimiento de las
funciones no-lineales, por lo que se puede emplear una ecuacién analoga a la (4.8) para

aproximar el valor de estas funciones de la siguiente manera.

6C(ZD’tD):zDCk(tD)(pk(ZD) (5.299)
Clzots)=3.C, lto Iy (20) (5.29h)

Introduciendo las aproximaciones anteriores en la ecuacion (5.28) se tiene que:

A 1 n+1 ol n+1 d(DJ d(D S;Hl - Sjn
- S. D — ) — i Pi
Z{ Np, ;1{ ek <(pk dz, 'dz, At (091)

i=i-

i+1 d¢
_ C n+l 1 i\ 0
Z K <(/’k _dZD>

k=i-1

(5.30)

(i=2,3,..., I-1)

Considerando funciones bases lineales y resolviendo las integrales se llega al siguiente
sistema de ecuaciones, en donde la discretizacion temporal es en diferencias finitas con un

esquema implicito.
n+1
1 : Dciyy + D S, — Dciyy +2D¢; +Dciy S, + De; +Dc;.y S,
Np.AZp 2 2 2

C.,-C n+1 1 n+ n n+ n n "
+{ I+21AZD I_l} - BAt, {(Sml - Si+1)+ 4(Si L=, )+ (Si-l1 _Si—l)}: 0

(5.31)

Como en el caso de diferencias finitas el término convectivo requiere del uso del criterio de

corriente arriba, por lo que la ecuacidn anterior se reescribe como:
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n+l
1 - DCi+l + DCi Si+1 _ DCi+1 + 2DCi + DCi—l Si + DCi + DCi—l Si_l
N, Az2 2 2 2

{(1_ a’)Cm + (Za’_l)ci - a)ci—l}ml - . {(Sir:l - Sin+1)+ 4(Sin+l - Sin )+ (Sir:l - Sin—l)}: 0

Az, BAt,
(i=2,3,...,1-1) (5.32)

+

Una forma sencilla de validar algebraicamente la ecuacion (5.32) es obteniendo la ecuacion

(4.21) cuando los coeficientes son: D, =1y C=-S;y estableciendo ®=0.5.

En el capitulo anterior se comenté que la discretizacién espacial de los métodos de
diferencias finitas y elemento finito de Galerkin con funcién base lineal son la misma. Asi
analizando la discretizacion espacial en diferencias finitas del modelo no-lineal de flujo
(5.21) y fijando « =0.5, es decir, sin el criterio de corriente arriba en el término difusivo se
tiene que ambas ecuaciones (5.21) y (5.32) tiene la misma discretizacion espacial. Asi
empleado la igualdad en discretizacion espacial entre diferencias finitas y elemento finito
de Galerkin con funcién base lineal, la ecuacion (5.32) con el criterio de corriente arriba

también en el término difusivo se escribe como:

1
m{[aDCi + (1_ a)DCi+1]Si+l - [(1_ a)Dcm +D¢; +aDg ]Si
+|aD. , +(1-a)Dg, J5, 1" + Ai {1-w)C,, +2w-1)C, -aC,_ ™ (5.33)
D
1 n+ n N+ n n+ n
- 6AtD {(Si+1l - Si+1)+ 4(Si - Si )+ (Si—1l - Si—l)}: 0

(i=1,2,3,.., I)

Empleando el método de Newton-Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones se llega

al conjunto de ecuaciones siguiente:

Elemento i de vector de residuos R.
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R'V_l(si—l’si ) Si+l)= {[aDCi + (1_a)DCi+1]Si+l - [(1_a)DCi+1 + D¢, + aDCi—l]Si

+ [aDCi—l + (1_ a)DCi ]Si—l }H L > T L {(1_ a’)Cm + (250 _1)Ci —aC, }H (5.34)
NPEAZD AzD
1 {(S_I’Hl _ Sn

- 6AtD i+1 i+1

Jrafs-sp)+ (80 -8y )j=0

Coeficientes distintos de cero en una fila fija del Jacobiano J.

oR" 1 oD, “‘1
S = N PeAZé {[(1_ a)DCH-l +aDy; ]"‘ (1_ a)a—“[sm -, ]}

n (2L- a)) GCMH 1
Az, 0S BAt,

i+1 i+1

(5.35)

i+1

. v-1
OR 1 {6Dci [Olsi+l — Si + (1— (Z)Si_l]— [(1_ a)DCi+1 DCi al Ci—l]}

S, N,AzZ | oS,
+(2w—1)6CiH_ 4
Az, @S, 6At,
v-1 v-1
il apa e Jra®Dess s )
i1 peAZp i1 (5.37)
@ GCHH_ 1

Az, 0S., 6At,

Este conjunto de ecuaciones genera un sistema de 1-2 ecuaciones con I-2 incdgnitas,

derivado por el MEFG y se resuelve empleando el algoritmo de Thomas.
5.3.3 Elemento Finito de Galerkin funcion base cuadratica

Retomando la ecuacion (5.28) para describir a la ecuacion integral para la aproximacion de
la funcién S(z,,t,) alrededor del nodo i, empleando funciones bases cuadréticas tanto
para la funcion de aproximacion como para la estimacion de los coeficientes no-lineales.
Como se describio en el capitulo anterior, para este caso se requieren dos conjuntos de

ecuaciones para describir al sistema completo de ecuaciones que conforman el jacobiano.
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Primero se desarrolla el procedimiento para determinar la ecuacion que describe al nodo i,

el cual emplea informacion de los nodos i-2, i-1, i, i+1 e i+1.

d(pj do,

Pe k=i—

i+2
j=i-2

Resolviendo las integrales se tiene que:

1 7

1 n+1 G n+1
-—3; D :
{ N i Zz{ Ck <¢k dz, ' dz,

1 7
Dc i-2 Dc i1 T
60Az, 15Az 60Az,

1 s
> - Aty <¢’j'¢’i>
(i=3,5,.., 1-2)(5.38)

8 11

-1
D. |S,,+|——D.,, ,———D,,,———D.. |S,
C|:| i-2 |:15AZD Ci-2 15AZD Ci-1 15AZD Ci i| i-1

NPE
+ _—1DCi—2 +iDCi—l +i Ci +iDCi+1 _L Ci+2 (Vi
20Az,, STAVAS 30Az, SAzZ 20Az,,
n+1
aall 1 Dci _LDCiﬂ _LDCM Si+1 + ! DCi - L DCi+1 +LDCH2 Si+2
15Az, 15Az 15Az 60Az, 15Az 60Az,
_ Az, Sifzn+1 — Sifzn + 24z, Si—lml — Si71n + 8Az, Sin+l — Sin + 2Az,, Si+1n+l — Si+1n _ Az, Si+2n+1 — Si+2n
15 At 15 Aty 15 At 15 At 15 At
2 1 n+1
+ {_E[Cm - Ci—1]+ E[CHZ - Ci—Z ]}
(i=35,.., 1-2) (5.39)

Incorporando el criterio de evaluacion corriente arriba en la ecuacidn anterior se tiene que:
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————4|—=D¢, ,——D¢.,+—D¢, [S;, +|—=D¢,, ——=D¢,, —— D¢, |S;
NPEAZDZ {|:40 Ci-2 10 Ci-1 40 C|i| i-2 |:10 Ci-2 5 Ci-1 10 C|j| i—1

-3 9 37 9 3
+|—2Dg ,+—Dg , +—-Dg +—Dg.. , —— Dy, |S.
I:40 Ci-2 10 Ci-1 20 Ci 10 Ci+l 40 C|+2:| i

n+1
11 4 1 7 1 7
+I:_EDCi _g DCi+l _E DCi+2JSi+1 +{E DCi _E DCi+1 +E DCi+2:|Si+2}

l{_Si_zml_si_zn+28i_1n+1_8i_1n S_n+1_Sin S n+1_S_ n S n+1_Si+2n}

4+ — +8 i +2 i+1 i+l Yi+2
10 Atg Atg At Atg Atg

1
Az,

+

n+l
{% (1_50)Ci+2 _2(1_a))ci+1 —g(Za}—l)Ci +2aC; _%a’ciz} =0

(i=3,5,.1-2) (5.40)

Ahora para desarrollar el procedimiento para determinar la ecuacion que describe al nodo i-

1, la cual emplea informacion de los nodos i-2, i-1, e i, se adecua la ecuacion (5.38) al nodo

i ! , d@ d - S_n+1_S_n
s oo 22 S s
j=1-2 pe  k=1-2 dz, -~ dz, Al (i=24,..,1-1)(5.41)

Resolviendo las integrales de la ecuacion anterior e incorporando al criterio de evaluacion
corriente arriba se tiene que:

: 2 {l:_ll Deisy _ﬂDCi—l_ L DCii|Si—2 _{9 Decis +§DCi—1+§DCij|Si—l
NocAZ, 10 5 10 5 5 5
n+l
1 4 11 2 el
+|-—D.. ,——D. . ——=D.. |S. - 1-w)C. +(20-1)C, , —awC.
|: 10 Ci-2 5 Ci-1 10 C|:l |} AZD {( )CI ( )Cl—l |—2}

S- n+1_S_ n S n+1_S_ n S_n+l_S_n
+i 212 2 116 o2 —+=0
10 Aty Aty Atg

(i= 24, I-1) (5.42)
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Una forma sencilla de validar algebraicamente a las ecuaciones (5.40) y (5.42) es

obteniendo las ecuaciones (4.26) y (4.29) cuando los coeficientes son: D, =1y C=-S;y

estableciendo los siguientes pardmetros @ =0.5. El criterio de evaluacién corriente arriba
para el término difusivo en esta discretizacion es dificil de incorporar ya que el método de
elemento finito no requiere el conocimiento de las funciones no-lineales en las fronteras de

las celdas.

Como en los modelos numéricos anteriores, se procede a aplicar el método de Newton-

Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones generado por (5.40) y (5.42).
Elementos i-1 e i del vector de residuos R respectivamente.

Corresponde a nodos i-1.

1 11 4 1 6 8 6
R'(S,,.S,,,S;)¥ ———1|——=D¢;,,——=D¢,, ——D¢, |S;, +| =D¢:, += D¢, +—=Dg, |S;_
( i-2 i-1 ) NPEAZDZ {|: 10 Ci-2 5 Ci-1 10 C|j| 2 |:5 Ci-2 5 Ci-1 5 C|} 1

L e (R R

10 ¢ 5 © qg Az,

v-1 n v-1 n v-1 n
_,’_i ZSi—Z Si72 +16 Si—l Si—l +28i Si =0
10 At At At

(5.43)

Corresponde a nodos i.
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1 7 1 7
R**(S,,,$,,,5,,5,.4,S;.,)x———1|—=D¢. ,——D.., +—D.. |S,
( i-2 i-1 1 2) NPEAZDZ {|:40 Ci-2 10 Ci-1 40 C|:| 2

-1 4 11 -3 9 37 9 3
+l: DCi—Z _g DCi—l S DCi:|Si1 +|:E DCi—Z +E DCi—l +% DCi +E Dcm _E DCi+2:|Si
4

10 10
v-1
11 1 7 1 7
+[_E DCi _g DCi+1 _E Dcwz}siﬂ +{% DCi _E DCi+1 +E DCi+2:|Si+2}

1 (1 3 1 v
+ E(l_a))cnz _2(1_a))Ci+1 _E(Za’_l)ci +2aC;_, _Ewci—z

Coeficientes distintos de cero en las filas i-1 e i del jacobiano J.

Corresponde a términos del jacobiano relacionados con los nodos i-1.

v oD, [ 11s., 4s s 7
i = ! |:_EDCi—2 _EDCi—l_iDCi:|+ Sl T :
s, N.. || 10 5 10 8S,, | 10Az, 5Az, 10Az,
20 6C_,"" 2
+ +
Az, S, 10At,

(5.45)

vt .. [ 4s., 8S.. 45 "
R = 1 [_i DCF2 _i DCH_E Dci}"‘ Cint| 22 P9 Vi
W N, Az,2 |L 10 5 10 a5, 5 5 5

2(2w-1) oC, , “‘1+ 16
Az, S, 10At,

(5.46)
v-1 v-1
ol el S LI
_2(1—a>)(3ci“‘1+ 2
Az, &S, 10At,
(5.47)
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Corresponde a términos del jacobiano relacionados con los nodos i.

= e, [7S,, S 7
* - : 2 l:lDCi—Z _iDCi—l+lDCij|+ oz | P _Sl_l _ﬁ
os, N,eAz,? |40 10 40 8S,, | 40 10 40

i-2
o Cy, H_ 1
2z, 0S,,  10At,

(5.48)
RN S - SUURE TSRS T e ISR A
3, , N,eAzp? [[10 °7% 5 °°7 10 '] oS, | 10 5 10
20 0C_, " 2
+ +
Az, 0S; 10At,

(5.49)
R 1 -3 9 37 9 3
a5, ZM{[TODCFZ_FEDGA-’_Z_ODG+EDCi+1_4_0DCi+2}

(5.50)

J’_
6S, | 40 10 20 10 = 40 2Az, S,  10At,

, 9D, [7si_2 s, 378, 11, TS, }}1 3(w-1)oC,"t 8

R " - 1 {_ED _ED _iD ]}-aDcm |:gsi _4Si+1 _Si+2 }}v_l
- Ci Ci+l Ci+2
S, Nee |l 10 5 10 8., 110 5 10 (5.51)

2(1—0))8(:”1“+ 2
Az, S 10At,

i+1

i+2 i+2
+ (-w)aC,, - 1
2Az, 8S,,  10At,

v-1 8D - - - - v-1
a(ZR - N1 {% Pe _% Peia +% Dm} asCH2 [_%_%+ 7282 }
' e i (5.52)

Este conjunto de ecuaciones genera un sistema de 1-2 ecuaciones con 1-2 incognitas,
derivado por el método de EFG y se resuelve empleando el algoritmo de Crout basado en la

descomposicion LU.
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5.4 VValidacion de las soluciones numéricas

Con el objetivo de validar los modelos numéricos obtenidos en la seccion anterior se
emplean las soluciones analiticas del los problemas siguientes: 1) difusién-conveccion para
el caso semi-infinito (ver apéndice A) y 2) Buckley-Leverett para flujo convectivo (ver

apéndice J).

5.4.1 Solucién analitica de ecuacion de difusién-conveccion

Las soluciones numeéricas obtenidas por los tres modelos numéricos DF, EFL y EFC
derivados en la seccién anterior son comparadas con la solucién analitica de DC y con las
soluciones numeéricas correspondientes a las desarrolladas en el capitulo 4, es decir el
modelo no-lineal se reducira al modelo lineal de DC de modo que los modelos numéricos
no-lineales se aproximen numéricamente a la solucién analitica del modelo lineal. Para este
caso se emplean los casos estandares de las técnicas numeéricas, estableciendo los valores de

los parametros o = @ =0.5 y los coeficientes no-lineales toman la forma siguiente: D, =1

y C=-S.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.005 - * Lineal No-Lineal |
DF —=— -e-
EFL —=— --o-
0.004 EFC —m— --o- |
[ ]
0.003 i
EA 1 N..=10
0.002 - t=0.3 _
| \\\\\\\ At=0.001 |
0.001 4 -\= :\. y
0.000 ——

'1CIJO'120 140 160 180'2|00'220
Nodos

5
5
g
%

Figura 5.1: Gréfica del error por &reas obtenido para N =10 y t, =0.3cuando se varia el

nimero de nodos empleados en la validacion de los modelos no-lineales con la EDC.
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DF DF No- EFL EFL No- EFC EFC No-

Nodos Lineal Lineal Lineal Lineal Lineal Lineal
25 0.00375 0.00375 0.00524 0.00524 0.00093 0.00093

51 0.00141 0.00141 0.00135 0.00135 0.00066 0.00066

101 0.00088 0.00088 0.00067 0.00067 0.00070 0.00069

201 0.00075 0.00075 0.00067 0.00068 0.00071 0.00070

Tabla 5.1: Datos correspondientes a los graficados en la figura 5.1.

1.0
-&\ T T T T T T
IANNN SA |

N\ NO-L INEAL
084\ .\ ---DF

NN EFL

% \‘ \ —-—-- EFC
0.6 | W ¥

f\o A ‘, \, NPE=10

- L A At =0.001 -

N 04 \ \ \\ 25 Nodos

g AN

n \ \ \

\ \ -
02]  H=0-1Y N \\:D‘O -3 i
N —
\t —0.2’\. \’\
~
. N S
0.0 T T Tr——

0.0

1.0

Figura 5.2: Perfil de saturaciones S(z,,t, ) para N.. =10 empleando 25 nodos y pasos de

tiempo de tamafio At, =0.001 en modelo numérico no-lineal.

En la figura 5.1 se muestra la sensibilidad del error por areas correspondiente al perfil de

saturacion en el tiempo adimensional t; =0.3 cuando se aumenta el nimero de nodos

empleados en la simulacion. Se observa claramente que los errores obtenidos por una

técnica numerica en particular (ya sea DF, EFL y EFC) son exactamente 1os mismos sin

importar si el modelo numérico es lineal o no-lineal. La figura también ilustra que los

errores disminuyen con el aumento de los nodos empleados. Y por ultimo, se puede ver de

la tabla 5.1 que el orden de los errores es aceptable de modo que los perfiles de saturacion

mostrados en la figura 5.2 muestran un buen ajuste entre la solucién analitica del problema
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de DC y los modelos no-lineales desarrollados en este capitulo. Con esto se valida el

algoritmo de los tres modelos numéricos.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.10 Lineal No-Lineal |
L] DF —a— ——
EFL —=— —e—
0.08 EFC —m— —o— i
0064 N,.=1000 .
E, t=0.8
0047 At,=0.0001
L}
0.02 \ 4
0.00 —T T —T T T T T T T F_'_

T L
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

Nodos

Figura 5.3: Grafica del error por areas obtenido para N,. =1000 y t, = 0.8 cuando se varia

el nmero de nodos empleados en la validacion de los modelos no-lineales con la EDC.

Para ampliar la validacion se aborda un segundo caso, que es mas complejo desde el punto
de vista de la aproximacion numérica. Como se ha explicado a medida que el término
convectivo de la ecuacion de flujo domina en el proceso de flujo, la solucion numerica
requiere mayor numero de nodos en la malla y refinamiento en los pasos de tiempo,
requiriendo asi mayor esfuerzo computacional. Por lo que, para probar el funcionamiento

de los modelos numérico no-lineal contra los lineales, se aborda el problema de DC para
N =1000.

El comportamiento del error mostrado en la figura 5.3 es el mismo que se observé en la
figura 5.1. Un mismo método numérico proporciona los mismos errores para la simulacion
del problema de DC en el caso semi-infinito. La tabla 5.2 muestra los datos graficados en la

figura 5.3 y se observa que los datos mostrados para un mismo método numérico son
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practicamente los mismos, algunos datos varian pero esto ocurre hasta el orden de magnitud

de 10™.
DF DF No- EFL EFL No- EFC EF No-
Nodos Lineal Lineal Lineal Lineal Lineal Lineal
25 0.09499 | 0.09497 | 0.03227 | 0.03228 | 0.02149 | 0.02152
51 0.05089 | 0.05091 | 0.01067 | 0.01067 | 0.00617 | 0-00616
101 0.01780 | 0.01779 | 0.00452 | 0.00443 | 0.00257 | 0.00251
201 0.00458 | 0.00457 | 0.00207 | 0.00200 | 0.00114 | 0.00116

Tabla 5.2: Datos correspondientes a los graficados en la figura 5.3.

T T T T T 'SA
10y £ —=Q  NO-LINEAH]
\ \ \---DF |
\ | S P EFL
0.8 E \ \—-—- EFCH
! \
i | i
~ | i %
) ‘ '
= 064 . \ .
P 5 “ t=0.4 i £,=0.8
\N/ ‘tDZO 1 i
v 044 { i 'l -
] \ \ \
| '\ N,=1000 \
0.2+ | \ At =0.0001 | s
| ) 201 Nodos \
\ \ \
OO T S 1 N T \\' 1 N 1 a
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.4: Perfil de saturaciones S(z,,t, ) para N, =1000 empleando 201 nodos y

pasos de tiempo de tamafio At, =0.0001 en modelo numérico no-lineal.

En la figura 5.4 se muestran los perfiles de saturacion del flujo a un N, =1000 y

recordando a la figura 4.11 se observa que es muy similar, sélo que este caso se emplearon
los resultados generados por los modelos numéricos no-lineales.
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De esta seccion se puede concluir que las ecuaciones derivadas en la seccién anterior
funcionan a muy bien para simular el problema de difusion-conveccion en el caso semi-
infinito y que el algoritmo de solucién empleado en los modelo numéricos no-lineales es

correcto.

Aumentado el grado de complejidad en la validacion en la siguiente seccion se analiza la
solucion analitica conocida como solucion de Buckley-Leverett, la cual representa el

comportamiento de un problema de flujo mas real que el descrito por la ecuacion de DC.

5.4.2 Solucion analitica de Buckley-Leverett

El modelo no-lineal de flujo que se desea resolver describe el comportamiento de dos
fluidos inmiscibles, de propiedades homogéneas. Dependiendo de las condiciones
empleadas, el modelo puede ser usado para simular el proceso de inyeccion de un fluido
mojante para desplazar a uno no-mojante. La solucién analitica de Buckley-Leverett
describe el perfil de saturaciones para el proceso de inyeccion de agua en medio lineal
inicialmente saturado con aceite. Dicha solucion analitica es empleada para validar el
modelo no-lineal cuando sélo actlan las fuerzas convectivas, es decir las fuerzas viscosas y

las gravitacionales.

Empezando por considerar solo las fuerzas viscosas en el modelo no-lineal de flujo es
decir, los términos capilares y gravitacionales son ignorados, suponiendo flujo horizontal y
fijando los siguientes pardmetros M =1 y no=nw=2, se tiene la siguiente solucion

analitica al problema de flujo viscoso:

1, \/—tDzD—z§+,/tDzD,/tD+4zD 0<z, <12t

=1+
S(zp,t5) =42 Z, (5.53)
Z, >1.2t,

o

Como se menciono con anterioridad la solucion de analitica de B-L es una excelente opcion
para validar el modelo de flujo no-lineal debido a que es una solucion analitica para un

problema real de flujo convectivo. Este caso proporciona la oportunidad de mostrar lo
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indispensable de emplear el criterio de evaluacion corriente arriba en las ecuaciones

hiperboélicas o con comportamiento de flujo convectivo.

La figura 5.5 ilustra que los resultados obtenidos del los modelos no-lineales, cuando se
emplean los métodos numéricas cléasicos, proporcionan resultados que matematicamente
son correctos pero fisicamente imposible, y por el contrario, cuando el criterio de
evaluacion corriente arriba es incorporado en los métodos numéricos, los resultados
obtenidos mejoran significativamente. Por lo que el criterio de corriente arriba es

indispensable para modelar el flujo convectivo.
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Figura 5.5: Perfil de saturaciones para el problema de B-L donde se muestra la necesidad de

emplear el criterio de corriente arriba.

La figura 5.6 muestra el comportamiento del error en la areas, E,, cuando el nimero de

nodos y el tamafio de los pasos de tiempo son variados. Se observa que el area entre las
curvas disminuye a medida que el nimero de nodos empleados en la simulacion aumenta y
que para los tamafios de los pasos de tiempo mostrados en la figura no se observan
diferencias. También se muestra que las &reas obtenidas por las tres técnicas son
practicamente las mismas. Esta figura incluye seis curvas: sin embargo, se puede notar que

practicamente todas pasan por encima indicando diferencias practicamente imperceptibles.

99



0.12

T T T T T T T T T T T
AtD=O_001 AtD=O-0001 ]
0104 DF —a— - -9 - |
EFL —m— -e-
EFC —m— - @ -
0.08] i
M=1
0.06 ] no=2 |
E ] nw=2
. N.=0
0.04] — i
D=0
0.02 t=0.7
0.00] b . .
T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Nodos

Figura 5.6: Grafica del area entra las curvas analitica y numérica cuando se varia el nimero

de nodos en el problema de flujo viscoso de B-L.
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Figura 5.7: Perfil de saturaciones para el problema de B-L donde se comparan las

soluciones analiticas y numéricas.
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Es importante mencionar que aunque el &rea entre las curvas disminuye, los métodos de
elemento finito pueden presentar oscilaciones en la vecindad inferior del frente de

desplazamiento, como se muestra en la figura 5.7.

De la figura 5.7 se observa claramente que los tres métodos numéricos proporcionan
resultados satisfactorios para el caso de flujo viscoso de BL y la técnica de diferencias
finitas no presenta las oscilaciones que presentan las técnicas derivadas del método de
elemento finito. La aproximacion de elemento finito con funciones bases cuadraticas es la
que mejor se adapta al frente de desplazamiento pero al igual que la aproximacion con
funciones bases lineales presentan oscilaciones en la parte baja del frente. En la figura 5.7
puede verse que los modelos no-lineales estan validados para el término de las fuerzas
viscosas. El paso Idgico siguiente es validar al término convectivo completo, es decir, al
término que contienen las fuerzas viscosas y gravitacionales. Para dicho propdsito se fijan

los siguientes datos: M =1, no=1, nw=2y N, =-1.

tD+zD+[(—tD—zD)2—4(tD (2t + 25—ty +f4t, + 325 )]

S(zp.tp) = 2(t +2 )

0<z, <1.15t,
z, >1.15t,

(5.54)
La ecuacion anterior es la solucion analitica del problema convectivo que se desea emplear

para validar al término convectivo del modelo no-lineal de flujo.

Para el caso del flujo viscoso con gravedad, el comportamiento del error por &reas, E,,

figura 5.8, cuando el nimero de nodos y los tamafios de los pasos de tiempo son variados,
es semejante al caso de la figura 5.6 donde el area entre las curvas disminuye a medida que
el nimero de nodos aumenta, los resultados obtenidos para las areas en los diferentes pasos

de tiempo adimensionales empleados son practicamente iguales.
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Figura 5.8: Grafica del error por areas entre las curvas analitica y numérica cuando se varia

el nimero de nodos en el problema de flujo viscoso con gravedad de B-L.
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Figura 5.9: Perfil de saturaciones para el problema de B-L con gravedad, donde se

comparan las soluciones analitica y numéricas.
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En la figura 5.9 se observa que las tres técnicas numéricas proporcionan resultados
satisfactorios para la aproximacion del proceso convectivo de BL con gravedad, cabe
mencionar que el método de elemento finito con funcion base cuadratica tienen mejor
aproximacion en la zona del frente de conveccion que los otros dos, pero en la parte inferior
del frente generan unas pequefias oscilaciones, mientras que el método de diferencias
finitas no las genera. Los modelos numéricos no-lineales funcionan satisfactoriamente
segun se mostrd en la validacién con ayuda de las soluciones analiticas al problema de BL

para el par de casos mostrados esta seccion.

5.5 Analisis numérico del término difusivo del modelo no-lineal de flujo

En la seccion anterior sélo se analizé el término convectivo del modelo no-lineal de flujo y
se implemento indiscutiblemente el criterio del corriente arriba. En esta seccion se analiza
la influencia del criterio de corriente arriba en el término difusivo del modelo no-lineal de
flujo. Como no se cuenta con una solucion analitica o experimentos de laboratorio que
ayuden en la validacion de este término de flujo, se comparan las soluciones numéricas por
los tres métodos (DF, EFL y EFC) con las formulaciones clasicas y con el criterio de
corriente arriba. La figura 5.10 muestra el perfil de saturaciones para un proceso
influenciado por el termino difusivo (capilaridad) cuando se emplea la formulacién clasica,

y se observa que las tres soluciones se cotejan perfectamente.

Como se menciond en la seccion anterior que el término convectivo del modelo de flujo
debe ser evaluado por el criterio de corriente arriba, entonces lo siguiente es comparar los
resultados de los metodos clasicos (@ =0.5) con los correspondientes a los que incorporan

el criterio de corriente arriba (@ =1.0) en el término convectivo.
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Figura 5.10: Perfil de saturaciones para N,. =1calculado por los modelos numéricos

clasicos.
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Figura 5.11: Comparacion de los perfiles de saturaciones para N,. =1calculado por los

modelos numeéricos clasicos y con el criterio de corriente arriba en EFL.
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Los modelos numéricos derivados por la técnica de elemento finito tratan al término
difusivo de flujo con la formulacién clasica, y como se mencion6 en las secciones
anteriores el criterio de corriente arriba es incorporado sélo en el término convectivo. Las
figuras 5.11 y 5.12 muestran los resultados obtenidos con los métodos de elemento finito
con funciones base lineales y cuadréticas respectivamente, y se observa en ambas gréficas
que las soluciones generadas por los criterios de evaluacion corriente arriba y el clasico
proporcionan casi los mismos resultados. Lo mismo puede decirse de la técnica de
diferencias finitas cuando el término difusivo de flujo es evaluado con la formulacion
clasica, como lo muestra la figura 5.13, donde también se muestran los resultados obtenidos
por el método de diferentas finitas con el criterio de corriente arriba incorporado en ambos
términos de flujo (¢ =w=0.1), y se observa que difieren mucho con los resultados
obtenidos con diferencias finitas clasico y con el criterio de corriente arriba sélo en el

término convectivo.

Cabe mencionar que todas las soluciones obtenidas en las figuras 5.11, 5.12 y 5.13 se
cotejan muy bien, menos la que incorpora el criterio de evaluacion corriente arriba en los
dos términos de flujo. Entonces, podriamos decir que esta Gltima solucion es incorrecta,
debido a que se llega a la misma solucién por tres técnicas numeéricas diferentes. A pesar
que no podemos saber cual es la solucidn correcta, si podemos tener la certeza de la
incorrecta, ya que, a determinado tiempo adimensional le corresponde una cantidad de
fluido inyectado, ademas t, es el volumen total de fluido inyectado en el medio poroso a
un tiempo determinado y debe ser igual en magnitud al area bajo el perfil de saturaciones

en el mismo t,. La tabla 5.3 muestra las areas calculadas para los perfiles de saturacion de

la figura 5.13 y se concluye que en los perfiles que incorporan el criterio de corriente arriba
en ambos términos de la ecuacién de flujo, se obtienen los valores correctos del volumen

adimensional total de fluido inyectado.
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Figura 5.12: Comparacion de los perfiles de saturaciones para N, =1, calculado por los

modelos numéricos clasicos y con el criterio de corriente arriba en EFC.
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Figura 5.13: Comparacion de los perfiles de saturaciones para N =1, calculado por los

modelos numéricos clasicos y con el criterio de corriente arriba en DF.
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De la discusion anterior se puede concluir que el modelo numérico general que funciona en
los casos donde dominen las fuerzas difusivas o convectivas es el que aplica el criterio de
corriente arriba en ambos términos en la ecuacion de flujo, lo cual es congruente con lo
mencionado en la seccion 5.1 donde se menciona que las funciones dependientes de
saturacion son fuertemente no-lineales y deben tratarse con el criterio de evaluacion
corriente arriba, ya que si se aplica un promedio aritmético para evaluar estas funciones no-
lineales se obtienen soluciones que matematicamente son correctas pero fisicamente

irreales.

tp a=w=01]|a=050=10
0.1 0.107 0.176
0.3 0.307 0.391
0.5 0.507 0.594

Tabla 5.3: Areas bajo los perfiles de la figura 5.15 para cada t .

Aunque el analisis anterior se hizo para el método de diferencias finitas, el criterio de
evaluacién corriente arriba para el término difusivo se puede incorporar en el modelo de
elemento finito con funciones base lineal debido a la semejanza de los modelos numericos
(5.21) y (5.33).

Cabe mencionar que en las soluciones numéricas a medida que el término difusivo en la
ecuacion de flujo es significativo se requiere un nimero menor de nodos comparado con las

soluciones en las que el término convectivo de la ecuacion de flujo domina.

5.6 Efecto de las propiedades del sistema roca-fluido en la solucion numérica.

Con el modelo numérico desarrollado y validado en este capitulo se procede a
complementar el analisis discutido en el capitulo 3, relacionado con los efectos en los

coeficientes no-lineales V(S), G(S) y D (S)del modelo analitico de flujo y la velocidad

adimensional del agua (3.41), cuando se varian las propiedades del sistema roca-fluidos
mediante los cambios en nw, no y M. En esta seccién, por medio de la simulacion

numérica del proceso de desplazamiento de aceite por agua descrito por el modelo analitico
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de flujo (3.33) se analiza la influencia de las propiedades del sistema roca-fluidos sobre
tor» que es el tiempo adimensional en el momento de irrupcion e igual a la recuperacion de
aceite en dicho momento. Entonces se pueden calcular perfiles de saturaciones

numéricamente, S, permitiendo que las curvas que describen las contribuciones de las

fuerzas viscosas, u,, , gravitacionales, u,, Yy capilares, u,,., a la velocidad adimensional

wv 1 wG !

del agua, u,, , sean calculadas a lo largo del medio poroso, en cada escenario determinado

por nw, noy M.

Como sélo se desea analizar los efectos de nw, no y M en el proceso de desplazamiento,

los numeros adimensionales de Peclet y gravead son se fijan a los valores de N,. =10 y
N; =1 respectivamente, el analisis numérico los nimeros adimensionales y diversos

parametros de flujo del proceso de inyeccion de agua son estudiados en el capitulo 6, con
respecto a los parametros requeridos para las simulaciones numeéricas, 501 nodos y tamafio

de pasos de tiempo adimensional de 0.0001 son usados.

Para el analisis numérico del efecto de las curvas de movilidades relativas de agua y aceite,
ecuaciones (3.30) y (3.31) respectivamente, sobre el proceso de desplazamiento, primero se
varian los exponentes de Corey y por ultimo la relacion de movilidades en sus puntos
finales. Entonces como caso inicial, la figura 5.14 ilustra un escenario donde ambos fluidos
tienen las mismas movilidades relativas con nw=no=n=2 y M =1, y que ademas sirve
de comparacién con los diferentes procesos de flujo definidos por nw, no y M. En las
figuras empleadas para el anélisis se muestran cinco curvas relacionadas con el proceso de
desplazamiento, siendo éstas: el perfil de saturaciones, las contribuciones de las fuerzas
capilares, gravitacionales y viscosas a la velocidad adimensional del agua y la velocidad
adimensional del agua. También, como un pardmetro numérico de comparacion entre los
diferentes escenarios mostrados por las figuras siguientes, a un lado de los rétulos y

leyendas se muestran las areas bajo las curvas ilustradas por las figuras.
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Figura 5.14: Caso |, solucion numéricaen t,;,para M =1, nw=2, no=2.
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Figura 5.15: Caso I, solucion numéricaen t,,, para M =1, nw=4, no=4.

La figura 5.15 muestra un escenario de flujo con nw=no=n=4 y M =1, donde las

movilidades relativas de ambos fluidos son iguales, como en el caso de la figura 5.14, pero
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con la variante que en este caso los exponentes de Corey son mayores, haciendo que la
mojabilidad del medio poroso a ambas fases sea mayor, disminuyendo la facilidad de flujo
de dos fases. De estas figuras se observa que al aumentar el exponente de Corey de n=2 a
n=4, la recuperacion de aceite en el momento de irrupcion diminuye de 0.8257 a 0.7055
debido a que por fuerzas interfaciales el medio poroso dificulta el movimiento de los
fluidos. También se observa que las contribuciones capilares y gravitacionales son
afectadas ampliamente, de modo que el proceso de flujo es dominado practicamente sélo
por las fuerzas viscosas, cuando el exponente de Corey variade n=2 a n=4. Entonces al
aumentar n la recuperacion disminuye al igual que las contribuciones capilares y

gravitacionales.
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Figura 5.16: Caso 11, solucion numéricaen t,;, para M =1, nw=4, no=2.

La comparacién de los escenarios mostrados por las figuras 5.14 y 5.16 muestra que la
recuperacion de aceite en el momento de irrupcion aumenta de 0.8257 a 0.8885 con s6lo
aumentar el exponente de Corey para el agua de nw=2 a nw=4, lo cual disminuye la
facilidad de flujo del agua a través del medio poroso permitiendo que el aceite se mueva
con mayor facilidad que el agua. También se observa que al bajar la permeabilidad relativa
al agua, las contribuciones de las fuerzas gravitacionales y capilares disminuyen,
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aumentando las contribuciones viscosas en el proceso de desplazamiento. Por otro lado si el
exponente de Corey para el agua se fija en 2 y el correspondiente al aceite es aumentado, se
observa de las figuras 5.14 y 5.17 que la recuperacion de aceite disminuye de 0.8257 a
0.6209 cuando el exponente de Corey cambia de no=2 a no=4. La disminucién en la
recuperacion se debe a que el aceite se mueve con mayor dificultad que el agua debido al
decremento en los valores de las permeabilidades relativas al aceite. Las contribuciones
capilares y gravitacionales también son reducidas por el aumento en la mojabilidad del
medio poroso al aceite, en cambio las contribuciones viscosas son beneficiadas con el
incremento de no.
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Figura 5.17: Caso IV, solucion numericaen t,,,para M =1, nw=2, no=4.
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Figura 5.18: Caso V, solucion numéricaen t,,, para M =05, nw=2, no=2.

Finalmente, las figura 5.14 y 5.18 muestran el efecto de M en el perfil de saturaciones y en
las contribuciones de las tres fuerzas que principalmente influyen en el flujo de fluidos a
través de medios porosos. En estas figuras la relacion de movilidades en sus puntos finales

esvariadade M =1 a M =0.5, y por consiguiente los nimeros adimensionales de Peclet y

gravedad son cambiados a N,. =20 y N; =0.5, debido a que los tres numeros

*

adimensionales son funcion de la movilidad relativa del agua en su punto final, A, ver

rw?

ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.39). Entonces el decremento de M disminuye la movilidad
relativa al agua y/o aumenta la correspondiente al aceite, por consiguiente al comprar los
casos | y V la recuperacion de aceite aumenta de 0.8257 a 0.8883. Con respecto a las
contribuciones de las fuerzas capilares y gravitacionales, se observa que el area bajo la
curva de contribucion capilar disminuye de 0.0144 a 0.0093, y la correspondiente a la
gravitacional disminuye de -0.0256 a -0.0109; mientras que las viscosas aumentan de
0.9114 2 0.9397.

Entonces complementando lo mencionado en el capitulo 3 de esta seccion se puede
concluir que reducir las permeabilidades relativas al agua y/o aceite disminuye las
contribuciones de las fuerzas capilares y gravitacionales al proceso de desplazamiento

bifasico inmiscible. Las recuperaciones de aceite se incrementan en la medida que la
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permeabilidad relativa al agua disminuye. Los procesos de desplazamiento recomendados
son los que establecen una relacion de movilidades en sus puntos finales lo mas pequefia

posible en donde los efectos viscosos son dominantes.
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Capitulo 6

EFECTOS CAPILARES, GRAVITACIONALES Y VISCOSOS
EN EL DESPLAZAMIENTO DE ACEITE POR AGUA

Introduccion.

En el proceso de desplazamiento de aceite por agua en un medio poroso, las fuerzas
convectivas son el resultado de la interaccion entre las fuerzas viscosas y gravitacionales.
La teoria mas estudiada y empleada hasta la fecha para la prediccién de las recuperaciones
finales en el proceso de invasion de agua, es la teoria desarrollada por Buckley-Leverett
(BL), que considera un proceso de flujo controlado so6lo por fuerzas convectivas; siendo las
fuerzas viscosas las principales en el proceso de inyeccion. Por lo que en este capitulo, con
los conceptos de la teoria de BL y el método de solucion de Welge, se analizan
primeramente los efectos convectivos, y posteriormente se incorporan los efectos capilares

para su analisis.

Viscosidad del aceite 5 cp
Constante de la funcion de presion capilar 5 kPa
Permeabilidad 1000 mD
Densidad del agua 1 g/cm3
Densidad del aceite 0.8 g/cm3
Aceleracion de la gravedad 9.81 m/s2
Punto final de permeabilidad relativa al agua 0.15 -
Punto final de permeabilidad relativa al aceite 1 -
Exponente de Corey para el agua 2 -
Exponente de Corey para el aceite 2 -
Porosidad efectiva 0.2 -

Tabla 6.1: Propiedades de flujo.
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El modelo numérico en diferencias finitas con el criterio de corriente arriba en ambos
términos de la ecuacion de flujo es empleado para calcular los perfiles de saturaciones que
son necesarios para estudiar los efectos capilares, asi como la contribucion de cada fuerza a

la velocidad del agua durante el desplazamiento.
6.1 Propiedades de flujo

Como el modelo no-lineal de flujo utilizado se define en variables adimensionales,
entonces, se usan datos reales de flujo de fluidos y medio poroso para estudiar la
contribucion de cada fuerza al desplazamiento con parametros realistas para los nimeros y
variables adimensionales, y asi calcular los perfiles de saturaciones y posteriormente las
contribuciones de las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas a la velocidad
adimensional del agua. Para la eleccion de los datos empleados en las simulaciones se

[*“*], los datos que se mantienen

tomaron de referencia algunos trabajos publicados
constantes a lo largo del analisis de este capitulo son mostrados en la tabla 6.1. Las
expresiones analiticas de las permeabilidades relativas para el agua y el aceite son
mostradas en la figura 6.1 y se puede observar que el medio poroso es fuertemente mojado
por agua; de igual forma la figura 6.2 muestra la expresion analitica y la gréafica de la

funcién de presion capilar.
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S, Saturacién normalizada de agua

Figura 6.1: Curvas de permeabilidades relativas para agua y aceite.
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25 pC:—SIn(S)

p. [kPal

S, Saturaciodon normalizada de agua

Figura 6.2: Curva de presion capilar entre agua y aceite.
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6.2 Efectos Viscosos

Para observar los efectos convectivos se ignora al término capilar de la ecuacién (3.41), la
cual describe la aportacion las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas a la velocidad
adimensional del agua. Se estudian primero los efectos viscosos, que son los que dominan
el proceso de desplazamiento cuando el gasto de inyeccion es alto o el flujo es en direccion

horizontal. Entonces, despreciando los efectos capilares en la ecuacion (3.41),

estableciendo N =0, y fijando las potencias de las permeabilidades relativas en acuerdo

con la tabla 6.1, se tiene que:

MS?
f, =Upy = = 6.1
w wDV ( ) M82+(1—S)2 ( )
donde,
Keo / 1,

La ecuacion anterior muestra que el modelo adimensional depende solamente de la relacion
de movilidades en sus puntos finales, M, y a su vez, éste numero adimensional depende de
otras propiedades de flujo, ver ecuacion (3.39); por lo que, dado un conjunto de
propiedades petrofisicas de un sistema roca-fluido, sélo se puede variar la viscosidad del

agua a inyectar.
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Figura 6.3: Curva de flujo fraccional para flujo viscoso.

Una forma directa de observar el efecto de la viscosidad del agua en el desplazamiento

viscoso es empleando en la ecuacién (6.1) dos valores diferentes para M, como lo muestra
la figura 6.3, en donde se considera un caso favorable (z, =1.0cp) y otro desfavorable
(u, =0.5cp). Se observa en esta figura que la velocidad del desplazamiento es mayor

cuando la viscosidad del agua disminuye, como consecuencia de disminuir la resistencia al

flujo del agua, obteniéndose recuperaciones menores de aceite.

Se puede derivar una expresion analitica para el calculo de la saturacién promedio detras
del frente discontinuo de desplazamiento en funcion de la relacion de movilidades en sus
puntos finales, mediante los fundamentos del método grafico de Welge desarrollado para el
flujo viscoso. En el Apéndice J se describe detalladamente el desarrollo, que parte de la
ecuacion de flujo fraccional (6.1), posteriormente se determina la pendiente de la recta de

Welge, la cual es el inverso de la saturacién promedio del perfil de saturaciones, }g— que

describe el frente de desplazamiento viscoso y se relaciona con la relacion de movilidades

en sus puntos finales como sigue:
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S=2

[—V1+M'\"—1] (6.2)

1.00 T T T T T T T T T T
0.95 - —— S=2[(@+M)Y*-1]/M |
0.90 =
0.85 .
0.80 =
w
0.75 o -

0.70 -

0.65 .

0.60 T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 6.4: Relacion analiticade S con M para el flujo viscoso.

La expresion matematica anterior, (6.2), es ilustrada en la figura 6.4, mostrando que, a
medida que la relacion de movilidades en sus puntos finales disminuye, el promedio de
saturacion detras del frente de desplazamiento aumenta. La ecuacion (6.2) es trascendente
ya que en base al valor de viscosidad del agua inyectada se determina el valor de la

recuperacion hasta el momento del rompimiento, para flujo viscoso.

Para corroborar lo antes mencionado, obsérvese la figura 6.5, que considera los escenarios
de flujo de la figura 6.3 y muestra tres perfiles de saturaciones a tres tiempos
adimensionales progresivos. Puede verse claramente que los frentes de desplazamiento
correspondientes al de viscosidad menor viajan mas rapido y por consiguiente su promedio

de saturaciones detras del frente es menor.
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S(z,,t)

1.0

Figura 6.5: Perfiles de saturaciones para flujo viscoso.

Como se ha mencionado, el modelo de flujo esté escrito en variables adimensionales, pero
cuando estos resultados son transformados a variables reales, se observa que el tiempo de
recuperacion del desplazamiento también depende de la velocidad de inyeccién y de la
longitud del medio poroso como lo muestra la ecuacion (3.29), la cual es una variable muy
importante para los procesos de escalamiento e indica que a medida que el gasto de
inyeccion aumenta, los tiempos de recuperacion disminuyen y cuando la longitud del medio
(asi como la porosidad efectiva) aumenta, los tiempos de recuperacion aumentan (ya que

hay mayor cantidad de fluido desplazado).

= U 3.29
tp ¢*Lt (3.29)

6.3 Efectos Convectivos

Para analizar la influencia de los efectos gravitacionales, se aumenta solo el término

gravitacional de acuerdo en la ecuacion (3.41) y analogamente como en la ecuacion (6.1) se

120



incorporan los datos de la tabla 6.1, y asi la ecuacién que describe

adimensional del agua en el proceso de desplazamiento convectivo es:

fw =Uypg +Uypy =

MS? —Ng(1-5)*s?
MS? +(1-S)

_ kk,, Ay oH

N ,
° MMy 0Ly

la velocidad

(6.3)

(3.35)

Al incorporar el término gravitacional en la ecuacién de flujo fraccional se observa que el

modelo adimensional depende de un namero adimensional adicional que relaciona a las

fuerzas gravitacionales con las viscosas, N . Con este nimero, ademas de incorporar el

efecto de la viscosidad del agua, también se puede incluir el efecto de la velocidad de

inyeccion, por lo que dos nimeros adimensionales son variados en el estudio de los efectos

convectivos.

V(S)-N.G(S)

1.0 1

0.8

0.6 4

0.4 4

0.2 4

0.0

IN,J=2.32
ut=1_25E—5cm/s_

INJ=1.16
ut=2.5E—Scm/s 4

0.0

T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

S, Saturacion de Agua Normalizada

Figura 6.6: Curva de flujo fraccional para flujo convectivo a x, =1cp.
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Debido a que la viscosidad del agua afecta a los dos nimeros adimensionales de la manera
que lo muestran las ecuaciones (3.35) y (3.39), entonces primero se varia la velocidad de
inyeccion que sélo afecta al niUmero adimensional de gravedad, y asi fijando el valor de la

viscosidad del agua a x, =1.0cp, y variando los valores de la velocidad de inyeccion de

acuerdo a lo especificado en la figura 6.6, donde también se observa la influencia de la
direccién de inyeccion como lo especifica el signo del nimero de gravedad, se puede
identificar que cuando la inyeccion es en contra del campo gravitacional se obtienen
mejores recuperaciones que en el caso contrario e incluso cuando no existe la influencia
gravitacional. El gasto de inyeccién influye fuertemente en el desplazamiento, de manera
gue a medida que el gasto de inyeccion disminuye el nimero gravitacional aumenta,
disminuyendo la influencia de las fuerzas viscosas. Entonces la influencia gravitacional es
importante en el proceso de inyeccidn de agua cuando la inyeccion es en sentido contrario a
la gravedad y cuando el proceso se realiza a gastos bajos de inyeccion. Los tiempos de
recuperacion de aceite son la limitante técnica que determinan que tan bajo se puede

inyectar agua en el yacimiento.

Como se puede observar de la figura 6.6, las curvas de flujo fraccional pueden tomar
valores mayores que uno 0 menores que cero segun sea la direccién de flujo, y lo anterior
mencionado so6lo se presenta cuando en el proceso de inyeccion de agua acttan las fuerzas
gravitacionales y viscosas como lo muestra la ecuacién (6.3). Como la funcién de flujo
fraccional es igual en magnitud a la velocidad total adimensional del agua, y puede tomar
valores mayores que uno y menores que cero, aparentemente la velocidad del agua a lo
largo del medio poroso es la siguiente; la velocidad del agua puede ser mayor que la
velocidad de inyeccion de agua o, que en algin punto y momento del proceso de inyeccion
la velocidad del agua cambie de signo y por lo mismo cambie de direccion, pero analizando
los perfiles de saturaciones tomados a un tiempo adimensional dado de la figura 6.7 y que
corresponden a los casos de la figura 6.6, se observa que la curva de flujo fraccional que
tiene valores mayores a uno representa un proceso de desplazamiento cuya saturacion
maxima es la correspondiente a un valor de flujo fraccional unitario, S =0.65, y por otro

lado, la curva de flujo fraccional que toma valores negativos representa un proceso con

122



saturacion minima distinta de cero, S =0.43, que corresponde a un valor de flujo fraccional

nulo como lo muestra las figuras 6.6 y 6.7.

1.0 T T T T T T T T T
—— N=-2.32
—— N,=-1.16
0.8 1 N,=0 i
—— N=+1.16
A o N =+2.32
A~ 0.6 T -
HD
ND
o
» 0.4+ g
t,=0.5
0.2 g
0.0 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.7: Perfiles de saturaciones para flujo convectivo con , =1.0cpat, =0.5.

De los casos en los que interviene la gravedad, los que proporcionan mayores
recuperaciones son en los que la gravedad se opone al desplazamiento, entonces para
analizar la contribucidn de las fuerzas viscosas y gravitacionales a la velocidad del agua, se
considera un caso, de los cinco mostrados en la figura 6.7, el cual considera el escenario
con mayor intervencion gravitacional para disminuir el movimiento de los fluidos, y asi,

obtener mayor recuperacion de aceite. Entonces, tomando el caso en el cual N =+2.32,

en la figura 6.8 se ilustra la evolucion temporal del proceso de desplazamiento por medio
de tres perfiles de saturaciones a diferentes tiempos adimensionales. La misma figura
muestra la contribuciéon de cada fuerza a la velocidad del agua, donde la componente
gravitacional de la velocidad del agua actta contra de la direccién de flujo y, por el peso de
los fluidos tiende a retrazar el movimiento del agua, aumentado la aportacion en la
vecindad detras del frente de desplazamiento, es decir en la zona de contacto agua-aceite, lo

cual ocasiona la acumulacion de los fluidos en la vecindad del frente, permitiendo que la

123



saturacion en el frente sea alta. A pesar de que la gravedad juega un papel importante en
este desplazamiento, el proceso tiene que ser dominado por las fuerzas viscosas para que el
agua desplace al aceite como se observa en la figura 6.8 que compara de manera grafica a

las velocidades por fuerzas viscosas y gravitacionales (U,p, Y U,pg)-

T T T T
10 _"§ |
0.8 s E
~ 1 N =+2.32
2, G Uov
% 0.6+ u .
33 wDG
> uwD
0.4 N
>
.,
" 024 4
N’
s tD—O.l tDZO_S tD=0.9
0.0
0.2 w \1 j i
0.4 : : : : : : : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Zy

Figura 6.8: Perfiles de saturaciones y velocidades adimensionales del agua durante el

desplazamiento convectivo con, N, =2.32.

Analizando la componente gravitacional de la velocidad adimensional del agua podemos

comparar su efecto en los casos donde N, =2.32 y N; =1.16 en las figuras 6.8 y 6.9

respectivamente, y claramente se observa que la influencia gravitacional sobre la velocidad

del agua es menor en el segundo caso, en el cual el niUmero de gravedad es menor.

124



S(z,.t) y u,(S)

-0.4 . , . , . .
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Figura 6.9: Perfiles de saturaciones y velocidades adimensionales del agua durante el

desplazamiento convectivo con, N, =1.16.

Para observar la influencia de la viscosidad del agua en el desplazamiento, considérese dos
casos en los cuales sélo la viscosidad del agua varia. En parrafos anteriores se menciono
que la viscosidad del agua afecta a los nimeros adimensionales de relacion de movilidades
en sus puntos finales y al nimero de gravedad, entonces las curvas de flujo fraccional
muestran que M es el numero adimensional que principalmente influye sobre el

desplazamiento convectivo, como lo muestra la figura 6.10, que entre otros casos

contempla dos con Ng positivo y se observa que el caso que proporciona mayor
recuperacion es el que tiene un Ny mas pequefio. Lo anterior se debe a que dicho caso

contiene una relacion de movilidades en sus puntos finales menor. Entonces, si sélo se varia
la viscosidad del agua en los desplazamientos convectivos con gravedad, el desplazamiento
que proporciona mayor recuperacion es el que incluya un sistema de fluidos con la
viscosidad de agua mas alta, a pesar de que el numero de gravedad sea el méas pequefio, lo
cual aparentemente contradice lo concluido cuando sélo el gasto de inyeccion varia y la

viscosidad del agua se mantiene constante.
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Figura 6.10: Curva de flujo fraccional para flujo convectivo con u, =2.5-107° cm/s.
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Figura 6.11: Perfiles de saturaciones y velocidades adimensionales del agua durante el

desplazamiento convectivo con g, =1.0cp.
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Figura 6.12: Perfiles de saturaciones y velocidades adimensionales del agua durante el

desplazamiento convectivo con x, =0.5¢cp

Las figuras 6.11 y 6.12 muestran la evolucion de los perfiles de saturaciones para los casos
en estudio. Comparan de manera grafica y corroboran que el proceso més eficiente es el
que contempla la viscosidad de agua mas alta. También presentan la contribucion de la
gravedad a la velocidad del agua y se puede observar que en el proceso mas eficiente la
influencia gravitacional es menor, lo que aparentemente contradice lo concluido cuando el

gasto de inyeccion es el parametro a variar

La figura 6.13 ilustra el comportamiento del tiempo adimensional en el momento del
rompimiento para varios escenarios establecido por la viscosidad del agua y la velocidad de
inyeccion. Como se ha mencionado, el tiempo adimensional es igual a la recuperacion de
aceite en forma de la cantidad de fluido extraido del medio poroso a dicho tiempo, debido a
que los fluidos son incompresibles la cantidad de agua inyectada es igual a la cantidad de
aceite recuperada. La figura 6.13 muestra el tiempo adimensional requerido para que ocurra
la irrupcion en el flujo gravitacional/viscoso para varios valores de velocidad de inyeccion

y para tres valores de viscosidad del agua inyectada. Dicha figura corrobora lo comentado
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en los parrafos anteriores donde se discutié la influencia al variar el gasto de inyeccion de
agua o la viscosidad del agua inyectada, en el movimiento de los fluidos y en la
recuperacion de aceite durante el flujo gravitacional/viscoso. Es decir, para un valor de
viscosidad de agua dado, se observa que la recuperacion aumenta en la medida que la
velocidad de inyeccion disminuye. También se concluyé que para una velocidad de
inyeccion dada el escenario que proporciona mayor recuperacion es el que corresponde a la
mayor viscosidad de agua, a pesar de que el nimero de gravedad sea el menor, como lo
muestran los datos de la tabla 6.2, entonces se puede concluir que para casos con
viscosidades de agua mayores los efectos gravitacionales son menores, en flujo

gravitacional/viscoso.

Flujo Gravitacional/Viscoso
1.00 r—— T — T T

0.95 k ;

0.90

i \.\ i
x 0.85 u,=0.5\cp *—o— o 0—0—0—0—0 |
* | M=1.5 ]

S \
0.80 - IJW:l-O cp -

0.75 - b=2.0

0.70 =

Figura 6.13: Tiempo adimensional en el momento del rompimiento, t,;, para varias

velocidades de inyeccion.
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M =15 M =0.75 M =0.375
u, [em/s] Ng tor Ng tor Ng tor
1.14E-05 5.100 | 0.9303 | 2.550 | 0.9409 | 1.275 | 0.9537
2_56E-05 2.267 | 0.8775| 1.133 | 0.9082 | 0.567 | 0.9365
5_77E-05 1.007 | 0.8260 | 0.504 | 0.8816 | 0.252 | 0.9246
1.30E-04 0.448 | 0.7940 | 0.224 0.866 0.112 | 0.9181
2_92E-04 0.199 | 0.7780 | 0.099 | 0.8581 | 0.050 | 0.9149
6.57E-04 0.088 | 0.7705 | 0.044 | 0.8545 | 0.022 | 0.9134
1.48E-03 0.039 | 0.7671 | 0.020 | 0.8528 | 0.010 | 0-9128
3.33E-03 0.017 | 0.7656 | 0.009 | 0.8521 | 0.004 | 0.9125
7.48E-03 0.008 | 0.7650 | 0.004 | 0.8517 | 0.002 | 0.9124
1.68E-02 0.003 | 0.7646 | 0.002 | 0.8516 | 0.001 | 0.9123
3.79E-02 0.002 | 0.7646 | 0.001 | 0.8515 | 0.000 | 0.9122
8.52E-02 0.001 | 0.7645 | 0.000 | 0.8514 | 0.000 | 0.9122
S Ec. (6.2) 0.000 | 0.7748 | 0.000 | 0.8610 | 0.000 | 0.9205

Tabla 6.2: Datos de la figura 6.13. La Gltima filaes S de la ecuacion (6.2).

6.4 Efectos Capilares y Viscosos

A continuacion se agrega el fenémeno capilar al proceso de flujo, el cual tiende a suavizar
el perfil de desplazamiento y es el factor que principalmente minimiza la eficiencia de
barrido en un proceso de inyeccion de agua [*]. La ecuacién (6.4) indica que al considerar a

los efectos capilares se introduce un nuevo nimero adimensional N, el cual relaciona a

los efectos viscosos con los capilares, se puede observar de la ecuacién (3.34) que éste
numero adimensional también depende de la viscosidad del agua y del gasto de inyeccion,
asi como de la longitud del medio poroso y de la presion capilar. Tomando como base los
datos de la tabla 6.1, en la ecuacion (6.4) y con la libertad de variar la velocidad de
inyeccion, la viscosidad del agua y la longitud del medio poroso, se puede analizar el efecto
de dichos parametros en la recuperacion de aceite cuando las fuerzas capilares estan

presentes en el proceso de inyeccion.
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1 (@-s)’s* &s MS 2
Uyp =— > + 5 (6.4)
Ne, 1-S)* +MS? 0z, MS? +(1-5S)
. =% (3.34)
w Pe
M=15 M =0.75 M =0.375

u; [em/s] Npg tor Npg tor Npg tor
1.00E-06 | 0.007 |0.0465| 0.014 |0.0655| 0.027 | 0.0907
2.25E-06 | 0.015 |0.0678| 0.030 |0.0955| 0.061 |0.1359
5.06E-06 | 0.034 |0.1015| 0.068 |0.1431| 0.137 |0.2028
1.14E-05 | 0.077 |0.1516| 0.154 |0.2139| 0.308 | 0.3018
2.56E-05 | 0.173 |0.2244| 0.346 |0.3160| 0.692 |0.4433
5.77E-05 | 0.390 |0.3267| 0.779 |0.4547 | 1.558 |0.6180
1.30E-04 | 0.876 |0.4530| 1.753 |0.6063| 3.506 | 0.7606
2.92E-04 | 1.972 | 0.5745| 3.944 |0.7210| 7.888 |0.8397
6.57E-04 | 4.437 | 0.6609 | 8.874 |0.7867 | 17.748 |0.8782
1.48E-03 | 9.983 | 0.7115| 19.966 | 0.8202 | 39.933 | 0.8963
3.33E-03 | 22.462 | 0.7383 | 44.924 |0.8366 | 89.848 | 0.9047
7.48E-03 | 50.540 | 0.7518 | 101.079 | 0.8444 | 202.159 | 0.9087
1.68E-02 | 113.714 | 0.7585 | 227.429 | 0.8482 | 454.858 | 0.9106
3.79E-02 | 255.857 | 0.7617 | 511.715 | 0.8499 | 1023.430 | 0.9115
8.52E-02 | 575.679 | 0.7632 | 1151.359 | 0.8508 | 2302.717 | 0.9119

Tabla 6.3a: Datos de la figura 6.14, para L =1m.

El tener al modelo no-lineal de flujo en variables adimensionales tiene la ventaja de que el
tiempo adimensional en el momento de la irrupcion, t,,, es igual en magnitud a la
saturacion promedio del perfil de saturaciones a dicho tiempo,S.. Entonces, en el
momento de la irrupcion y a un velocidad de inyeccion dada, una saturacion promedio,

Sy =tk €s determinada, y a su vez también la recuperacion de aceite en el momento de la

irrupcion.
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M =15 M =0.75 M =0.375

u, [cm/s] Npg tor Npg tor Npg tor
1.00E-06 0.034 0.1015 0.068 0.1431 0.135 0.2013
2 _25E-06 0.076 0.1507 0.152 0.2126 0.304 0.2999
5_.06E-06 0.171 0.2231 0.342 0.3142 0.684 0.4409
1.14E-05 0.385 0.3248 0.769 0.4522 1.539 0.6154
2 _56E-05 0.866 0.4511 1.731 0.6041 3.462 0.7589
5.77E-05 1.948 0.5729 3.895 0.7196 7.791 0.8389

1.30E-04 4.382 0.6599 8.764 0.7860 17.529 0.8778
2.92E-04 9.860 0.7109 19.720 0.8199 39.440 0.8961
6.57E-04 | 22.185 | 0.7380 | 44.370 0.8364 88.739 0.9046
1.48E-03 | 49.916 | 0.7517 99.832 0.8444 199.663 0.9086
3.33E-03 | 112.311 | 0.7584 | 224.621 | 0.8481 449 .242 0.9105
7.48E-03 | 252.699 | 0.7616 | 505.397 | 0.8499 | 1010.795 | 0.9115
1.68E-02 | 568.572 | 0.7631 | 1137.144 | 0.8508 | 2274.289 | 0.9119
3.79E-02 | 1279.287 | 0.7638 | 2558.575 | 0.8511 | 5117.150 | 0.9121
8.52E-02 | 2878.397 | 0.7642 | 5756.793 | 0.8513 | 11513.587 | 0.9122

Tabla 6.3b: Datos de la figura 6.14, para L=5m.

En la ecuacion (3.34) se observa que al aumentar la velocidad de inyeccion se aumenta el
numero adimensional de Peclet, el cual determina la importancia de las fuerzas capilares en
el desplazamiento. El desplazamiento convectivo es mayor cuando el término de la segunda
derivada en el modelo de flujo es despreciable, entonces podemos decir que cuando el
numero de Peclet tiende a infinito el desplazamiento tiende a ser completamente
convectivo. Lo anterior es ilustrado en la figura 6.14, y en los datos de la tabla 6.3, donde
se observa que a velocidades de inyeccidn altas el flujo es dominado completamente por los
efectos viscosos y que a medida que la longitud del medio y/o la viscosidad del agua
inyectada aumentan, la zona dominada por fuerzas viscosas en la figura 6.14 aumenta,

permitiendo que se empleen gastos de inyeccién mas bajos con mejores recuperaciones.
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Flujo Capilar/Viscoso
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Figura 6.14: Tiempo adimensional en el momento de irrupcion, t,,, para varias

velocidades de inyeccion, ver tabla 6.3.

La relacion que se observa entre la saturacion promedio al momento de la irrupcion y la
velocidad de inyeccion, puede interpretarse como una relacion entre la saturacion promedio
y el nimero de Peclet, correspondiente a la velocidad de inyeccidn, como lo muestran los
datos de la tabla 6.3. Por lo tanto, las curvas de la figura 6.14, son similares a las reportadas
por Rapoport y Leas [?], las cuales relacionan la recuperacion de aceite en el momento del

rompimiento con un factor de escalamiento, Lu, z,, andlogo al ndmero del Peclet,

ecuacion (3.34). Estos autores mencionan que la forma de las curvas es parecida si se varia
por separado cualquiera de los tres parametros que intervienen en su factor de escalamiento.
Por lo anterior, se puede esperar que al variar sélo un parametro a la vez, en el nimero de

Peclet se obtengan curvas con formas similares.

El limite superior para la saturacién promedio en el momento del rompimiento debe ser el
obtenido cuando sélo se considera a las fuerzas viscosas. Las saturaciones promedio
obtenidas para estos casos son las correspondientes a efectos capilares despreciables, y se
puede decir que por mas que el numero de Peclet aumente la saturacion promedio tendera a

ser la obtenida para el desplazamiento viscoso (ver tabla 6.3).
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Figura 6.15: Perfiles de saturaciones que compara desplazamiento viscoso con
desplazamiento viscoso/capilar.

Para observar el efecto de un nimero de Peclet grande en el perfil de saturaciones para el
flujo capilar/viscoso considérese el caso de la figura y tabla anterior que corresponden al
namero de Peclet de 227.42 con longitud del medio de un metro y viscosidad de agua de
1cp. La figura 6.15 ilustra tres perfiles que comparan de forma gréfica a los perfiles de
saturaciones para dicho numero de Peclet con los perfiles para el desplazamiento viscosos a
los mismos tiempos adimensionales y se puede ver que los perfiles practicamente son
similares. Los valores de la velocidad de inyeccién de agua en los cuales dominan los
efectos viscosos disminuyen en la medida que la viscosidad del agua inyectada y la

longitud del medio aumentan, como lo muestra la figura 6.14.

En los perfiles de saturaciones mostrados hasta este punto, la importancia de los efectos
capilares ha sido despreciable. En el siguiente caso se considera un escenario en el cual las
contribuciones capilares y viscosas son comparables en orden de magnitud, y para obtener
este caso se requiere que la velocidad de inyeccidn de agua sea muy baja, como lo muestra
la figura 6.16, que también ilustra la evolucion de los perfiles de saturaciones en tres
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tiempos adimensionales. Igualmente muestra la contribucion de los efectos capilares y
viscosos en la velocidad adimensional del agua, asi como la distribucién de velocidades a
lo largo del medio poroso. La componente de la velocidad por efectos capilares tiene forma
de campana y estd sesgada hacia la zona de transicion del frente de desplazamiento, lo
contrario ocurre con la curva de distribucion de velocidades por efecto viscosos; por lo que
se puede decir de esta figura que en las zonas delanteras del perfil de saturaciones las
fuerzas capilares dominan al flujo, mientras que las fuerzas viscosas dominan en las zonas
traseras del perfil de saturaciones. De la misma figura se puede observar que al principio
del desplazamiento, éste es dominado por los efectos capilares y en la medida que
evoluciona el proceso, los efectos viscosos dominan el flujo. Para ver la influencia de la
viscosidad del agua sobre la contribucion capilar a la velocidad del agua (ver el primer
termino de la ecuacion 6.4), ésta se reduce a la mitad, 0.5 cp, y como muestra la figura 6.17
se observa que el numero de Peclet es también reducido a la mitad, y por lo mismo la
contribucion capilar es incrementada, lo que ocasiona que el desplazamiento sea menos
eficiente que el anterior, figura 6.16. También se ilustra que los efectos capilares dominan
ampliamente al principio del flujo y a pesar de que dominan durante todo el proceso, su

influencia disminuye a medida que avanza el desplazamiento.

1.0 . ; . ; . ; .
N,.=0.676 — S |
u,=5E-5cm/s Uiov

u,=1.0cp Usoe ]

S(z,.t) y u, (S)

1.0

Figura 6.16: Perfiles de saturaciones y velocidades adimensionales del agua durante el

desplazamiento viscoso/capilar.
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Figura 6.17: Perfiles de saturaciones y velocidades adimensionales del agua durante el

desplazamiento viscoso/capilar dominado por capilaridad.
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Figura 6.18: Transicion de perfiles de saturaciones capilares hasta viscosos.
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Del las figuras 6.16 y 6.17 para gastos de inyeccion bajos, en las cuales los efectos
capilares son dominantes, se observa que los gradientes de saturaciones son *“casi
constantes” resultando en perfiles de saturaciones casi lineales, y a medida que evoluciona
el proceso los valores de saturaciones incrementan generando curvas de saturaciones en
cada tiempo que son casi paralelas entre si, lo cual concuerda con lo mencionado en la

referencia [*].

Finalmente la figura 6.18 incluye perfiles de saturaciones para un tiempo adimensional
dado de t, =0.3, y muestran la transicion de perfiles controlados por fuerzas capilares a

perfiles controlados por fuerzas viscosas. Por la definicion matematica del tiempo
adimensional, (3.29), en un proceso de flujo a un tiempo (t) dado el volumen adimensional
total de agua inyectado en un medio poroso es igual al tiempo adimensional
correspondiente al mismo tiempo (t), por lo que, el area cubierta por el perfil de

saturaciones en el tiempo (t), es igual en magnitud al tiempo adimensional, t,. Entonces,

como todos los perfiles de saturaciones mostrados en la figura 6.18 son calculados para el
mismo tiempo adimensional, los volimenes adimensionales totales de agua inyectados al
medio poroso son los mismos, a pesar de que los procesos de flujo sean diferentes segun lo
especifican los valores del nimero de Peclet en cada proceso de dicha figura, por lo que al
variar el nimero de Peclet lo que cambia es la forma en la que se distribuye el perfil de

saturaciones a lo largo del medio poroso.

Analizando la figura 6.18 se observa que en un proceso de flujo capilar/viscoso, al
aumentar el nimero de Peclet el término difusivo disminuye su influencia en la ecuacion de
flujo y por consiguiente en su solucion, de manera que; a numeros de Peclet muy grandes
(lo suficiente para que el término difusivo casi se ignore) el proceso de flujo es controlado
practicamente por las fuerzas viscosas y la forma del perfil de saturaciones corresponde a
un perfil discontinuo casi de tipo pistén con recuperaciones de aceite altas. Por el contrario,
al disminuir el numero de Peclet la influencia del término difusivo en la ecuacion de flujo
aumenta, incrementando las contribuciones capilares que suavizan la forma del perfil de
saturaciones y reducen las recuperaciones de aceite. Los numeros de Peclet usados para la

figura 6.18 son mostrados en la tabla 6.3a para el caso de M =0.75.
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6.5 Efectos Capilares, Gravitacionales y Viscosos

En esta seccion se analizan los resultados de los efectos capilares, gravitacionales y
viscosos cuando actlan simultaneamente en el proceso de inyeccién de agua. La
recuperacion obtenida del proceso de inyeccién es determinada por la simulacion del
modelo de flujo desarrollado en el capitulo 3, donde se observd que no se puede determinar
de manera directa la contribucién de cada fuerza a la recuperaron total. Sin embargo, si se
puede determinar la contribucion de cada fuerza a la velocidad adimensional del agua
segun la ecuacion (3.41). Si se desea determinar el incremento en la recuperacion al
considerar o no a fuerzas capilares y/o gravitacionales, esto puede evaluarse calculando la

diferencia de las recuperaciones cuando las fuerzas en cuestion son consideradas y cuando

no lo son.
M=15 M =0.75 M =0.375

U, [em/s] Npe Ng tor Npe Ng tor Npe Ng tor

1.00E-06 0.007 58.090 | 0.0490 0.014 29.045 | 0.0689 0.027 14.523 | 0.0952
2.25E-06 0.015 25.818 | 0.0711 0.030 12.909 | 0.1001 0.061 6.454 | 0.1425
5.06E-06 0.034 11.475 | 0.1064 0.068 5.737 | 0.1500 0.137 2.869 | 0.2125
1.14E-05 0.077 5.100 | 0.1589 0.154 2.550 | 0.2241 0.308 1.275 | 0.3160
2.56E-05 0.173 2.267 | 0.2347 0.346 1.133 | 0.3302 0.692 0.567 | 0.4624
5.77E-05 0.390 1.007 | 0.3403 0.779 0.504 | 0.4720 1.558 0.252 | 0.6359
1.30E-04 0.876 0.448 | 0.4672 1.753 0.224 | 0.6205 3.506 0.112 | 0.7696
2.92E-04 1.972 0.199 | 0.5849 3.944 0.099 | 0.7285 7.888 0.050 | 0.8433
6.57E-04 4.437 0.088 | 0.6665 8.874 0.044 | 0.7901 17.748 0.022 | 0.8796
1.48E-03 9.983 0.039 | 0.7141 19.966 0.020 | 0.8217 39.933 0.010 | 0.8968
3.33E-03 22.462 0.017 | 0.7395 44924 0.009 | 0.8372 89.848 0.004 | 0.9049
7.48E-03 50.540 0.008 | 0.7524 | 101.079 0.004 | 0.8447 | 202.159 0.002 | 0.9088
1.68E-02 | 113.714 | 0.003 | 0.7587 | 227.429 0.002 | 0.8483 | 454.858 0.001 | 0.9106
3.79E-02 | 255.857 | 0.002 | 0.7618 | 511.715 0.001 | 0.8500 | 1023.430 | 0.000 | 0.9115
8.52E-02 | 575.679 | 0.001 | 0.7632 | 1151.359 | 0.000 | 0.8508 | 2302.717 | 0.000 | 0.9119

Tabla 6.4a: Datos de la figura 6.19, para L =1myN.; = 0.3924.
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M =15 M =0.75 M =0.375

U, [cm/s] Npg NG tDR Npe NG tDR Npg NG tDR

1.00E-06 0.034 58.090 | 0.1333 0.068 29.045 | 0.1876 0.135 14.523 | 0.2628
2_25E-06 0.076 25.818 | 0.1963 0.152 12.909 | 0.2763 0.304 6.454 0.3882
5.06E-06 0.171 11.475 | 0.2873 0.342 5.737 0.4016 0.684 2.869 0.5505
1.14E-05 0.385 5.100 0.4058 0.769 2.550 0.5490 1.539 1.275 0.7004
2_.56E-05 0.866 2.267 0.5292 1.731 1.133 0.6745 3.462 0.567 0.7999
5.77E-05 1.948 1.007 0.6259 3.895 0.504 0.7561 7.791 0.252 0.8558
1.30E-04 4.382 0.448 0.6882 8.764 0.224 0.8025 17.529 0.112 0.8847
2.92E-04 9.860 0.199 0.7244 19.720 0.099 0.8270 39.440 0.050 0.8990
6.57E-04 22.185 0.088 0.7441 44.370 0.044 0.8395 88.739 0.022 0.9059
1.48E-03 49.916 0.039 0.7544 99.832 0.020 0.8458 199.663 0.010 0.9092
3.33E-03 112.311 0.017 0.7596 224.621 0.009 0.8488 449.242 0.004 0.9108
7.48E-03 252.699 0.008 0.7622 505.397 0.004 0.8502 1010.795 0.002 0.9116
1.68E-02 568.572 0.003 0.7634 | 1137.144 0.002 0.8509 2274.289 0.001 0.9119
3.79E-02 1279.287 0.002 0.7640 | 2558.575 0.001 0.8512 5117.150 0.000 0.9121
8.52E-02 2878.397 0.001 0.7642 | 5756.793 0.000 0.8513 | 11513.587 0.000 0.9122

Figura 6.19: Recuperacion de aceite en el momento de la irrupcion, t,g, para varios

Tabla 6.4b: Datos de la figura 6.19, para L=5my N, =1.9620.

escenarios de y,,,.Ly u,, en el flujo capilar/gravitacional/viscoso.
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El primer andlisis de esta seccion se basa en analizar el tiempo adimensional en el momento
de la irrupcion como las recuperaciones finales, en procesos influenciados simultdneamente
por las tres fuerzas principales, bajo diferentes escenarios establecidos por la viscosidad del
agua, la longitud del medio poroso y la velocidad de inyeccion de agua.

Los resultados de la figura 6.19 muestran el comportamiento de la recuperacion de aceite
bajo diferentes escenarios, y se observa que para un valor de viscosidad del agua y de
longitud del medio poroso, el incremento en la velocidad de inyeccion del agua aumenta las
recuperaciones hasta cierto limite establecido por la viscosidad de agua sin importar la
longitud del medio poroso. Lo anterior establece que la viscosidad del agua es el parametro
mas importante para obtener recuperaciones altas a velocidades de inyeccién altas que
establezcan flujo viscoso, es decir, que minimicen los efectos capilares y gravitacionales.
La longitud del medio tiene un papel importante en zonas donde los efectos gravitacionales
no son minimizados, es decir, en zonas con velocidades de inyeccién de agua donde el flujo
viscoso no domine completamente. A medida que la longitud del medio aumenta las
recuperaciones son favorecidas, debido a que el aumento de la longitud del medio minimiza
a los efectos capilares permitiendo que los efectos gravitacionales intervengan
favorablemente en la recuperacion. Entonces la disminucion de la velocidad de inyeccion
del agua disminuye los efectos viscosos, ocasionando que el impacto de los efectos
capilares y gravitacionales en el flujo sea mayor; pero para que los efectos gravitacionales
sean mas favorecidos que los capilares, se aumenta la longitud del medio poroso segun lo
observado en la figura 6.19. Cabe mencionar que estas observaciones son relevantes en el
disefio e interpretacion de pruebas de laboratorio, donde los citados efectos son

considerados.

Para observar los incrementos en la recuperacion de aceite al considerar los efectos
gravitacionales, considérense a los escenarios con longitud del medio de cinco metros (en
los cuales la gravedad tiene mayor impacto que los correspondientes a un metro de
longitud). La figura 6.20 muestra los resultados de las recuperaciones de aceite en el

momento de la irrupcion, cuando se considera la influencia de la gravedad y cuando es
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ignorada. Se observa que la presencia de la gravedad aumenta la recuperacion
principalmente en zonas de velocidades de inyeccion intermedias, donde los flujos viscosos

y capilares no son los dominantes como en altas y bajas velocidades respectivamente.
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Figura 6.20 Recuperacion de aceite en el momento de la irrupcion, t,, para varios

escenarios de y,,, u,, en el flujo capilar/gravitacional/viscoso y capilar/viscoso.
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Figura 6.21 Incremento en t,; por la presencia de fuerzas gravitacionales, en los

escenarios de la figura 6.18.
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Para confirmar lo anterior, la figura 6.21 muestra el incremento en la recuperacion obtenido
por considerar a los efectos gravitacionales en el flujo capilar/viscoso. El anélisis abarca los
escenarios de la figura 6.19 y se ratifica que en los medios porosos largos las
contribuciones gravitacionales son superiores y los mayores incrementos ocurren a
velocidades de inyeccion més bajas que en los medios mas cortos. La influencia de la
viscosidad del agua en el incremento de la recuperacion de aceite consiste en emplear

viscosidades de agua bajas para obtener incrementos de recuperacion mayores.

En esta seccion se ha analizado el proceso de inyeccion de agua por medio de la
recuperacion de aceite en el momento del rompimiento y para ampliar todo lo anterior se
estudia el efecto que el gasto de inyeccién de agua, la viscosidad del agua y la longitud del
medio poroso tienen sobre las contribuciones de las tres fuerzas al desplazamiento de agua
y aceite. Estos tres parametros mencionados influyen sobre los nimeros adimensionales
que rigen la dindmica de fluidos en el desplazamiento de aceite por agua como se ha visto a
lo largo de este capitulo, por lo que a través de los nimeros adimensionales se establecen
los escenarios de produccidon y las tendencias de cada fuerza sobre el desplazamiento. Para
estudiar las contribuciones de las tres fuerzas que acttan en los procesos de flujo de fluidos
en medios porosos se emplea la ecuacién (6.5) de la velocidad adimensional total de agua,

u,, la cual es la suma algebraica de la velocidad adimensional por contribuciones
capilares u,p, gravitacionales u, s, y viscosas U,, a la velocidad adimensional total de

agua.
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Figura 6.22: Perfil de saturaciones para N,z =3.944, N; =0.099 y M =0.75.
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Figura 6.23: Perfil de saturaciones para N, =1.753, N; =0.244 y M =0.75.
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En la figura 6.19 se observé que, para una viscosidad de agua y longitud del medio poroso
dados, el gasto de inyeccion de agua influye en la recuperacion de modo que al disminuir el
gasto de inyeccién de agua, las fuerzas viscosas pierden influencia en el desplazamiento,
disminuyendo asi, la recuperacion de aceite al momento del rompimiento. Las figuras 6.22
y 6.23 muestran el efecto de variar el gasto de inyeccion de agua en el perfil de
saturaciones, velocidad adimensional del agua y en las tres contribuciones a la velocidad
adimensional de agua, y se observa que cuando el gasto de inyeccién disminuye el nimero
adimensional de Peclet disminuye también, mientras que el nimero adimensional de
gravedad aumenta. A pesar que el nimero de gravedad aumenta la recuperacion disminuye
debido al decremento en el numero de Peclet que incrementa las contribuciones difusivas y

disminuye las convectivas, haciendo menos eficiente el proceso de recuperacion de aceite.

Los perfiles de saturaciones de las figuras 6.22 y 6.23 ilustran que al disminuir el gasto de
inyeccion, los perfiles se tornan menos convectivos, incrementando las contribuciones
capilares y gravitacionales. En la seccion 6.3 de efectos convectivos se mencioné que el
incremento en las fuerzas gravitacionales causan un incremento en la recuperacion de
aceite, pero cuando las fuerzas capilares son apreciables y se intensifican por la
disminucion del gasto de inyeccion de agua, las fuerzas de gravedad ayudan a que los
decrementos en la recuperacion por la presencia de capilaridad sean menores, como lo

muestra la figura 6.20.

Cuando la capilaridad esta presente en procesos de flujo bifésico, la longitud del medio
poroso juega un papel importante, influyendo en la aportacion del término difusivo en la
ecuacion de flujo; y por lo tanto en las fuerzas capilares y convectivas. A diferencia del
efecto que ocasiona el gasto de inyeccion de agua, la longitud del medio poroso sélo afecta
al numero adimensional de Peclet. Las figuras 6.23 y 6.24 ilustran el efecto de la longitud
en el proceso de desplazamiento, de manera que al aumentar L las contribuciones de las
fuerzas capilares disminuyen y las convectivas aumentan por el aumento en el nimero de
Peclet. Las figuras también muestran que la recuperacion de aceite es mayor cuando se
aumenta la longitud (a invadir por agua) de un metro a cinco metros y la recuperacién

aumenta de 0.6005 a 0.8025. El incremento en la recuperacion se debe a que el
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desplazamiento es mas convectivo en el medio de cinco metros haciendo un barrido de
aceite mas eficiente.
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Figura 6.24: Perfil de saturaciones para N, =8.764, N; =0.244 y M =0.75.
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Figura 6.25: Perfil de saturaciones para N, =4.382, N; =0.448 y M =1.5.
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Como ultimo parametro a analizar se considera a la viscosidad del fluido inyectado. A lo
largo de este capitulo se ha comentado que lo conveniente para el proceso de inyeccion de
agua en un yacimiento de aceite es que la viscosidad del agua inyectada sea lo
suficientemente baja para permitir que el aceite se mueva con mayor facilidad que ésta. En
esta seccion se estudia el efecto de la viscosidad del agua en el proceso de desplazamiento
cuando las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas estan presentes. La viscosidad del
agua es un parametro que influye en los tres nimeros adimensionales mencionados en este
capitulo; por lo que al variar dicho parametro, los tres nimeros adimensionales cambian
como lo muestran las figuras 6.24 y 6.25, en donde también se observa que el perfil de
saturaciones es menos convectivo y por lo mismo la recuperacion disminuye de 0.8025 a
0.6882 cuando la viscosidad del agua disminuye de 1 cp a 0.5 cp. Ademas, al bajar la
viscosidad del agua inyectada, las fuerzas capilares y gravitacionales se manifiestan con
mayor intensidad, haciendo que las contribuciones viscosas disminuyan, como lo muestran
dichas figuras.
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Figura 6.26: Perfil de saturaciones para N, =9.86, N; =0.199 y M =15.

Durante esta seccion se observa que cuando las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas

estan presentes en el proceso de inyeccion de agua, el incremento en las contribuciones
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gravitacionales por el aumento de la longitud a invadir por agua no es grande, como lo
muestra la definicion del numero de gravedad que depende de la diferencia de densidades
del par fluidos a desplazar. Entonces, al desplazar agua y aceite las contribuciones
gravitacionales seran menores que al desplazar un sistema liquido/gas, en el cual las
contribuciones gravitacionales se espera que sean grandes. Sin embargo, para el caso de
inyeccion de agua, el proceso es mas eficiente cuando la longitud a invadir es mayor. De
hecho, en un proceso con relacién de movilidades en sus puntos finales desfavorable
(M =15) y una longitud de L=5m se puede obtener practicamente las misma
recuperacion que en uno favorable (M =0.75) y L =1m, como lo muestran las figuras
6.22 y 6.26, donde el escenario desfavorable tiene lugar en un medio poroso lo
suficientemente largo como para lograr una recuperacién de aceite de aproximadamente

tor #0.72, lo cual confirma la importancia del parametro L en el proceso de inyeccion de

agua. También se observa que en el proceso favorable las contribuciones capilares son
mayores que en el proceso desfavorable, mientras que las contribuciones gravitacionales se
comportan de forma contraria, teniendo una mayor participacién en el proceso desfavorable
debido a que es un medio mas largo. Analizando la curva de la contribucion viscosa y la
velocidad adimensional del agua en ambas figuras 6.22 y 6.26, se puede distinguir que en el
proceso desfavorable las curvas correspondientes a las contribuciones viscosas y total de la
velocidad adimensional del agua se aproximan mas, entre si, que en el proceso favorable,
por lo que en el proceso desfavorable el desplazamiento es mas convectivo y eficiente que
en el favorable, lo que subraya la importancia de la influencia en el proceso de inyeccion de

agua de la longitud a invadir por agua.
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Capitulo 7

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Introduccion.

En el desarrollo de esta tesis se examind analiticamente y numéricamente el proceso de
desplazamiento bifasico en un medio poroso. Simulando numéricamente el modelo de flujo
de tipo difusivo-convectivo se exploraron varios escenarios de produccion, determinando
asi los parametros de flujo importantes para obtener mejores recuperaciones. El proceso de
flujo estudiado en este trabajo considera los efectos capilares, gravitacionales y viscosos de
modo que las contribuciones de cada tipo de fuerza son analizadas. Mediante un analisis del
error en la aproximacion, los desempefios de las formulaciones en diferencias finitas y

elemento finito al enfrentar problemas difusivos-convectivos fueron estudiados.
7.1 Conclusiones.

El trabajo presentado en esta tesis contiene estudios tedricos y de experimentacion
numérica que ayudan a la comprension de la dindmica de flujo de fluidos a través de
medios porosos. Como resultado de esta investigacion las siguientes conclusiones y

observaciones son presentadas.

1. Se realiz6 una revision bibliogréafica para establecer los conceptos teoéricos y
ecuaciones fundamentales relacionados con el flujo de fluidos en medios porosos.
Con el estudio de los trabajos de investigacion relacionados con el flujo bifasico en
medios porosos se establecid el punto de partida para el modelo de flujo.

2. Considerando efectos capilares, gravitacionales y viscosos, una ecuacion general de
flujo fue desarrollada para describir el flujo bifasico de fluidos inmiscibles que
fluyen simultaneamente en un medio poroso unidimensional. Usando las relaciones
de tipo Corey para las permeabilidades relativas y una funcién logaritmica para la
funcién de presion capilar, el modelo general de flujo es transformado a un modelo
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no-lineal de flujo de tipo difusivo-convectivo con pardmetros y variables
adimensionales.

Tres nameros adimensionales fueron definidos, los cuales, dadas las propiedades de
flujo (petrofisicas, fluidos, medio poroso y gasto de inyeccion), son una medida de
la relacion entre las tres fuerzas que actuan en los procesos de inyeccion de fluidos.
Un cuarto nimero adimensional es establecido, el cual relaciona la movilidad del
fluido inyectado con el desplazado, M .

Se definieron tres coeficientes no-lineales adimensionales para el modelo
matematico no-lineal de flujo, los cuales proporcionan informacién sobre el impacto
de las tres fuerzas en este modelo y asi poder inferir el comportamiento del proceso
de desplazamiento.

Basado en el comportamiento de los coeficientes no-lineales con respecto a las
relaciones de Corey, se puede concluir que al aumentar la mojabilidad del medio
poroso por los fluidos, por medio del incremento de los exponentes de Corey y/o al
disminuir los valores de las permeabilidades relativas en sus puntos finales, los

coeficientes adimensionales G(S) y D.(S) disminuyen. En la medida, en que el

medio poroso es preferentemente mojado por el fluido inyectado, el
comportamiento de la funcién viscosa, V(S), muestra escenarios de recuperacion

favorables, lo contrario ocurre cuando el medio es mojado por la fase desplazada.
Escenarios favorables segun la relacion de movilidades en sus puntos finales,

incrementan los valores tomados por los coeficientes G(S) y D, (S).

Cuando se inyecta agua en direccion contraria a la gravedad para desplazar aceite,
se obtienen mejores recuperaciones, debido a la acumulacion de los fluidos por el
peso de éstos.

Para el calculo de los perfiles de saturaciones en el proceso de desplazamiento. Se
emplearon los métodos de diferencias finitas (DF) y elemento finito, en este ultimo
método se consideraron dos casos uno en el que se utilizan funciones con base lineal
(EFL) y el otro la base es cuadratica (EFC). Como punto de partida el modelo no-
lineal de flujo de tipo difusivo-convectivo es simplificado al modelo de flujo
difusion-conveccion con el propdsito de estudiar el desempefio de los modelos
numéricos en DF, EFL y EFC, y posteriormente expandir sus aplicaciones al
modelo no-lineal de flujo.
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10.

11.

12.

En los modelos numéricos lineales se encontrd que so6lo las discretizaciones en
espacio para DF y EFL son algebraicamente iguales. EI desempefio de las tres
formulaciones numéricas es evaluado por medio del analisis estadistico del error en
las soluciones numeéricas, al compara se con la solucion analitica del problema de
difusion-conveccién para el caso semi-infinito. Se concluye que cuando el proceso
es dominado por difusion las tres formulaciones funcionan muy bien, pero en la
medida que el proceso tiende a ser dominado por conveccion las formulaciones en
EF son més eficientes que las respectivas a DF. De las formulaciones en elemento
finito la EFC tiene mayor exactitud que la de EFL.

Se determind matematicamente que al aproximarse la ecuacion de conveccion en
diferencias finitas centrales en espacio y regresivas en tiempo, un término
dispersivo aparece de forma natural en la aproximacion de la ecuacion de
conveccion. Dicho término dispersivo es conocido como dispersion numerica, la
cual surge de forma natural en las aproximaciones de ecuaciones de conveccion o
de difusion-conveccion con la formulacion mencionada.

Expandiendo la aplicacion de las formulaciones en DF, EFL y EFC al modelo no-
lineal de flujo, tres modelos no-lineales numéricos fueron desarrollados, uno para
cada formulacion. Debido a la no-linealidad de los sistemas de ecuaciones, el
método de Newton iterativo fue aplicado para linealizar dichos sistemas.

Los algoritmos numéricos correspondientes a cada formulacién fueron validados
por medio de la solucion analitica al problema de difusion-conveccion y para
representar dicho problema con el modelo no-lineal de flujo los coeficientes no-

lineales se fijaron como D. =1, G=0 y V =S. Se encontrd que, para las tres

formulaciones los errores generados por los modelos no-lineales numéricos son
muy similares a los producidos por los modelos lineales numéricos, validando asi el
algoritmo de solucion para cada formulacion.

Para validar el simulador numérico del modelo no-lineal de flujo se empled la teoria
de Buckley y Leverett. Dos soluciones analiticas con el perfil de saturaciones
explicito, es decir de la forma S = S(z,t), que fueron derivadas en este trabajo. La
primera para flujo viscoso; y otra, para flujo viscoso-gravitacional. Al comparar, las
soluciones numérica y analitica se determing indiscutiblemente la necesidad de

incorporar el criterio de evaluacion corriente arriaba en el término convectivo de la

149



13.

14.

15.

16.

17.

ecuacion no-lineal de flujo. Mediante el tiempo adimensional, el cual es equivalente
a la cantidad de fluido inyectado, se encontrd que las soluciones numéricas que
contemplan el criterio de evaluacion corriente arriba s6lo en el término convectivo
proporcionan soluciones erréneas, por lo que el criterio de evaluacion corriente
arriba fue incorporado al término difusivo, y asi en toda la ecuacion de los modelos
numéricos no-lineales de DF y EFL.

Con la capacidad de obtener perfiles de saturaciones que describan el proceso de
desplazamiento se complement6é lo mencionado en el capitulo 3. De modo que al
aumentar la mojabilidad del medio poroso por el agua y/o aceite disminuyen las
contribuciones de las fuerzas capilares y gravitacionales al proceso de
desplazamiento. Las recuperaciones de aceite aumentan en la medida que el medio
poroso es mojado por el agua. Los procesos de desplazamiento recomendados son
los que establecen una relacion de movilidades en sus puntos finales lo mas pequefia
posible en donde los efectos viscosos son dominantes.

En el flujo viscoso el pardmetro que principalmente influye en la recuperacion es la
relacion de movilidades en sus puntos finales. A medida que este parametro
disminuye las recuperaciones aumentan, y esto es valido para todo tipo de
desplazamiento, es decir, flujo viscoso, viscoso-gravitacional, viscoso-capilar y
viscoso-gravitacional-capilar.

Cuando se tiene flujo gravitacional-viscoso, ademas de la relacién de movilidades
en sus puntos finales, el gasto de inyeccion juega un papel importante en las
contribuciones gravitacionales. De modo que a menores valores del gasto de
inyeccion la recuperacion obtenida aumenta.

Para el flujo viscoso-capilar ademas de la relacion de movilidades en sus puntos
finales y el gasto de inyeccion, la longitud del medio poroso influye directamente en
las contribuciones capilares. De modo que a medida que el gasto de inyeccion y
longitud del medio poroso aumentan la recuperacion de aceite aumenta.

En el flujo viscoso-gravitacional-capilar, medios porosos largos y viscosidades de
agua altas son escenarios en los que se obtienen las mayores recuperaciones, ya que
en medios porosos largos los efectos capilares disminuyen y con viscosidades de
agua altas el flujo de agua disminuye. Cabe mencionar que cuando coexisten las tres
fuerzas en el desplazamiento, el aumento en la contribucion gravitacional por

disminuir el gasto de inyeccion no se observa, debido a que al bajar el gasto de
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inyeccion las contribuciones capilares aumentan, disminuyendo el término

convectivo en la ecuacion de flujo.

7.2 Recomendaciones.

Esta tesis contribuye a una mejor comprension del proceso de desplazamiento bifasico en
medios porosos, al analizar las contribuciones independientes de las tres fuerzas que
principalmente estdn presentes en el flujo de fluidos en medios porosos, asi como las
ventajas y desventajas de los métodos de diferencias finitas (DF) y elemento finito (EF) en
el desarrollo de simuladores de flujo biféasico. Sin embargo, una variedad de sugerencias

pueden enlistarse para mejorar el presente trabajo. Algunas se mencionan a continuacion:

El modelo no-lineal de flujo puede extenderse a los casos de dos y tres dimensiones, de
modo que se consiga simular el desplazamiento en yacimientos de formas complicadas y

observar el desempefio numérico de DF y EF en problemas de flujo mas complejos.

Investigar la forma de eliminar la dispersién numérica para el modelo no-lineal de flujo, de
modo que la solucion numeérica requiera de menos nodos y pasos de tiempo no tan

refinados, minimizando los esfuerzos computacionales.

Incorporar el criterio de evaluacion corriente arriba en el término difusivo de la ecuacion de

flujo, discretizada con la formulacion en elemento finito con funciones base cuadratica.

El modelo no-lineal de flujo puede extenderse al caso de inyeccion de agua en medios
fracturados, al aumentar un término fuente en la ecuacion de flujo que describa el gasto por

capilaridad de la matriz a la fractura.

A pesar que el modelo no-lineal de flujo es desarrollado para dos fases inmiscibles, las
ecuaciones pueden extenderse al caso de flujo de tres fases (agua, aceite y gas), de modo
que se obtengan dos ecuaciones de flujo, una para el agua y otra para el gas, y generar un
sistema de ecuaciones que dependa de las saturaciones de estas, que por simulacion
numérica pueda resolverse, determinandose los perfiles de saturaciones y recuperaciones de

aceite.
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Nomenclatura

~
= %

< -

Nce
Nc
Npe
NpeT
no

nw

Funcion de conveccion, C(S) = N;G(S) -V (S).

Funcion capilar

Error en la aproximacion numérica (area entre curva analitica y numérica).

Flujo fraccional

Funcidn de gravedad

Aceleracion de la gravedad, L T

Funcidn de posicion, L

Funcion de posicién adimensional

Contador de nodos en la aproximacion numerica.
NUmero de nodos totales en la aproximacion numeérica.
Permeabilidad absoluta, L2

Permeabilidad relativa

Permeabilidad relativa en su punto final

Longitud, L

Relacion de movilidades

Numero adimensional capilar/gravedad

Numero adimensional de gravedad

Numero adimensional de Peclet

Numero adimensional de Peclet total.

Exponente de Corey para el aceite

Exponente de Corey para el agua

Presiéon, M T2 L

Presion capilar, M T2 L™

Constante para la funcién de presion capilar, M T2 L™
Gasto volumétrico, L T

Vector de residuos, método de iteracion Newtoniana.

Saturacion 0 Saturacion normalizada de agua
Saturacién promedio detras del frente
Saturacion en el frente
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S Funcidon aproximada, para el método de elemento finito.

t Tiempo, T

to Tiempo adimensional

u Velocidad, L T*

Uy Velocidad total, L T*

uwp  Velocidad adimensional del agua

uwpc Velocidad adimensional del agua por contribucion capilar
uwoc Velocidad adimensional del agua por contribucién gravitacional
uwpv Velocidad adimensional del agua por contribucion viscosa
z Distancia, L

Zp Distancia adimensional

\/ Funcidn de viscosidad

Griego

an  Difusividad hidraulica, L* T

S Factor de peso

A Operador de diferencias.

€L Error local de truncamiento.

' indice de distribucion de tamafios de poro

¢ Porosidad

¢~ Porosidad efectiva

0 Funcion base, para el método de elemento finito.

7 Peso especifico, M LT

2 Movilidad, L* M™* T

Ao Movilidad del fluido que desplaza, L M™* T

A« Movilidad del fluido desplazado, L3 M™ T

Art Movilidad relativa total

Aro Movilidad relativa al aceite

Aw  Movilidad relativa al agua

u Viscosidad, M T L™
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Densidad, M L3

Yo

0 Angulo de contacto

® Parametro de peso, evaluacion de criterio corriente arriba.
o Tension interfacial, M T2

Subindice

f fluido

iw intersticial o irreducible

0 Aceite

or Aceite residual o remanente

w Agua
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Apéndice A

SOLUCION ANALITICA DE LA “EDC” PARA EL CASO
SEMI-INFINITO

A.1 Solucién Analitica.

La ecuacion lineal de difusion-conveccion (EDC) en variables adimensionales es la

siguiente:

1 % a5 &S
N 0z5 0z, otg

=0, (A.1)

Y particularizando el problema al caso semi-infinito, por medio de las siguientes

condiciones de frontera e inicial:

S(z5,t, =0) =0

S(zp, =0,ty) =1

Lim, ,.[S(zp = Zpg.t5)]=0
0<z, <

(A.2)

Para resolver la ecuacion diferencial parcial lineal se emplea la transformada de Laplace,

por lo que se define la siguiente transformada.
S(25,p) = | €S (25,15 )l (A3)

Aplicando la trasformacién a la ecuacion diferencial parcial, ecuacion (A.1).

2_ < P—
1 dSZ—dS—pSZO (A2)
Npe dz,”  dz,
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Este tipo de ecuaciones tiene como solucion general la siguiente expresion:

S(zp,p) = Ae™ + A (A.5)

Donde m; y m; son las raices de la ecuacion caracteristica.

imz—m—p:O (A.6)

PE

Para la condicién de frontera cuando z, tiende a infinito, S es igual a cero, y al aplicar la

trasformada a esta condicion de frontera, tiene como resultado que; S tambien es igual a
cero. Por lo que la raiz positiva de la ecuacion (A.6) se descarta, debido a que se necesita

una solucion que sea cero cuando z, tiende a infinito, y como m, >0 no lo cumple,

entonces A, =0. Asi de la condicion de frontera interna o en zp =0, se tiene que:
= 1
A =5(0,p)= o (A7)

Y la ecuacion (A.5) se convierte en:

— 1 N N>
S(ZD'p):FEXp {%_ %_NPEpJZD (A-8)

Para invertir la ecuacién (A.8) del espacio de Laplace, se hace uso del teorema de

convolucion debido a que de tablas se conocen las transformadas inversas de los productos

1 . . ., .
(— y de la exponencial Exp[m;zp]), entonces se tiene que la solucién de la ecuacion (A.1)
p

con condiciones (A.2), es:
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. Exp{— NPE (Z4De_ 9) }
S(zp,tp) =22 e [ d6 (A.9)

D

Definiendo los siguientes cambios de variables:

Z, -0 [N Zp+0 [N
=D ~ | TPE =D ~ [ PE A.10
Y 2 % Y " 2 0 ( )
W y
dy=——dé# dw=-—=dé :
y 29 y w Y (A.11)
(dy + dw) = - '\;PE ;3?2 de (A.12)
Con los cambios de variables la ecuacion (A.9) se convierte en:
1 o
S(20.t5) === [} Expl- y* Jay+aw) (A13)
1 D D
S(ZD’tD):_ﬁU; Exp[— yZ}jy+ Exp[NPEzD]Jz Exp[—wz}iw} (A.14)
\/NiPe Zp— ‘/NiF’E Ip+
st~ [0 eok by et 5 ]
(A.15)
l V NPe V NPe
Slzptp)==||1—erf Zp —t Exp(N;.zp ) 1—erf| —— t
(D D) ZH (Zx/E[D D]]]-i_ p( P D{ [2£[2D+ D]JJ
(A.16)
1 JNo, N
S(zD,tD)=E[erfC[ﬁ[zD —tD]]-i- Exp(NPezD)erfc[ 2\/% [z, +tD]ﬂ (A.17)
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Y la ecuacion (A.17) es la solucion analitica buscada para el problema planteado por la

ecuacion (A.1) con condiciones (A.2).
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Apéndice B

DESARROLLO DEL MODELO ANALITICO DEL
DESPLAZAMIENTO DE ACEITE POR AGUA

B.1 Ecuaciones generales

Para el desarrollo del modelo matematico que describe el flujo de aceite y agua en un
medio poroso lineal, inicialmente saturado con ambos fluidos se requiere el uso de las leyes
de conservacion de la masa y Darcy. En este modelo se supone que los fluidos son
inmiscibles, homogéneos e incompresibles, y que el medio poroso es homogéneo,

incompresible e isotropico.
La ley de conservacién de la masa o de continuidad establece que una cantidad de fluido no

puede ser creada ni destruida, entonces aplicando este principio a un elemento de medio

poroso, infinitesimal de volumen, AV = AxAyAz, con porosidad de ¢, area transversal al
flujo, AxAy, y longitud, Az, en la direccién de flujo. Entonces, el gasto masico de agua que

entra al elemento de volumen en z a un intervalo de tiempo At es
[ou,AxAy], (B.1)

Anélogamente, el gasto masico de agua que sale del elemento de volumen en el punto

Z+ Az aun intervalo de tiempo At es

[puu,AxAY ], . (B.2)

El gasto masico de agua acumulado en el elemento de volumen al intervalo de tiempo At,

cuando este tiende a cero, es
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WV 2 (5,p,). (B.3)

El gasto maésico de agua que entra menos el que sale del elemento de volumen, por el
principio de conservacion, es iguala al gasto masico de agua acumulado en AV . Asi se

tiene que:
[panaxay], ~[o,u,80). ., = AV 25,,) ®4)
Por la definicion de derivada, la ecuacién anterior se reescribe como:

o(p, U, AxAY) 0
- ——F " ——A7=¢AV —(S . B.5
LA =gV —(S,p,) (B.5)

Simplificando la ecuacién (B.5) y considerando que los fluidos son incompresibles, la

ecuacion de continuidad para el agua es

ou 0S
W o Y =0 B.6
p ¢ p (B.6)

De forma semejante, para el aceite se tiene que:

° =0 (B.7)

Debido a que los poros del medio estdn completamente ocupados por agua y aceite, la

ecuacion (B.8) de restriccion se debe cumplir.

+S, =1 (B.8)
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Considerando la ecuacion (B.8), al sumar término a término de las ecuaciones (B.6) y (B.7)
se tiene que la suma de las velocidades del agua y aceite resulta en una velocidad total

constante, u,, en todo el medio poroso y en cualquier instante del proceso de flujo.

ol +U,) _ (B.9)
oz
0 bien
u, +u, =u, (B.9b)

La definicion de presion capilar es requerida ya que el flujo de agua y aceite es inmiscible,

entonces:
p.(S.)= P, — P., (B.10)
La ecuacion que describe la velocidad de un fluido en un medio poroso, es la expresion

matematica de la ley de Darcy y, aplicandola al flujo simultdneo de agua y aceite, es como

sigue:

op oH
u, =-kA4, (S, ) —=+y,— B.11
" ul W){ ot Y az} (B.11)
op oH
u, =—kA4 (S, ) —+y,— B.12
0 I’O( W{ az 70 az :| ( )

Donde u,, y u, son las velocidades de Darcy del agua y aceite respectivamente, 4., y 4,,

son las movilidades relativas a cada fase respectivamente.

B.2 Modelo general de flujo.

Las ecuaciones de la seccion anterior forman el sistema de ecuaciones requerido para

resolver problemas de desplazamiento bifasico de fluidos inmiscibles. Las ecuaciones
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generales de flujo principalmente dependen de las presiones y saturaciones de los fluidos,
pero con la combinacion esas ecuaciones se pueden reducir el nimero de incégnitas, de

modo que la ecuacion de flujo dependa sélo de la saturacién de agua.

Reescribiendo las ecuaciones (B.11) y (B.12) de forma que posteriormente la definicion de

presion capilar sea incorporada.

=P _ B.13

k. a2 " (B.13)
u op oH

_ Yo 0P, OH B.14
A (B.14)

ro

Sumando las ecuaciones anteriores

u u op, Op oH
w Yo P Pw _( _ \OH B.15
ki ki & @ (r=70) oz (819

rw ro

Considerando la ecuacion (B.9b) para eliminar a la velocidad del aceite, y derivando
parcialmente la ecuacion de presion capilar, (B.10), con respecto a la coordenada espacial

zeta, se tiene que:

- = C_(yw_yo)_ (816)

Agrupando los términos que contiene la velocidad del agua en el lado izquierdo de la

ecuacion y multiplicando toda la ecuacion por la permeabilidad del medio poroso, se llega a

1 1 op oH u
u _t — :k ¢ _ — _ +—t Bl?
W{ﬂ,rw /”Lrj { 0z (}/W }/0) 0z } ( )

Por lo que la ecuacién que describe la velocidad del agua se expresa de la siguiente manera:
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ﬂ’rw de aS_W_kﬂ ZTW A]/aH +/1TW
A, dS oz A

u, =kAa, Uy, (B.18)

oz © A ],

w rt

donde A, =4,, +4,, es la movilidad relativa total, la cual es una medida de la resistencia
del medio al flujo multifasico, y Ay =y, —y, es la diferencia de los pesos especificos del

agua y aceite. Cada uno de los tres términos de la ecuacién (B.18) esta relacionado con una
de las tres fuerzas que principalmente influye en el flujo de fluidos a través de medios

pOorosos, como sigue:

W .

A, dp, &S
“ A, dS, oz

kA Contribucién de las fuerzas capilares a la velocidad del agua.

A oH N . .
kA, /{W ya—: Contribucidn de las fuerzas gravitacionales a la velocidad de agua.
z
Tt
A S . .
/1—”Nut ; Contribucion de las fuerzas viscosas a la velocidad del agua.
rt

Introduciendo la ecuacion para la velocidad del agua, (B.18), en la ecuacién de continuidad
para el agua (B.6).

¢

+
ot oz

kA, —Ay—+

88W a k /II’W de aSW _ l aH //LI’W
© 4. dS, oz A, oz A,

ut] =0 (B.19)

La expresion (B.19) es la ecuacion diferencial parcial no-lineal de tipo parabdlica que con
condiciones de frontera e inicial adecuadas, puede describir la distribucion de saturaciones
del agua en el medio poroso durante cualquier proceso de desplazamiento bifasico de
fluidos inmiscibles, en donde las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas pueden actuar
de forma simultdnea o individual. Dicha ecuacion es general por que describir

desplazamiento lineal co-corriente y contra-corriente.
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B.3 Modelo analitico adimensional.

Para escribir el modelo de flujo en variables adimensionales, de modo que se puedan
obtener soluciones generales al problema de desplazamiento, se hace uso del concepto de
saturacion normalizada de agua, (B.20), el cual esta asociado sélo a la cantidad de fluido

movil.

S, —S,.
—_Tw  Twi B.20
1- Sor - Swi ( )

donde S, y S, son la saturacion de agua total e inicial respectivamente, mientras que

S, €s la saturacion de aceite residual.

v oz\ A, dS a2z A

rt

#1-S, -S .)%+i[k/1 A 0P 3\ Ao Ay o, An ut]:O (B.21)

La ecuacidn (B.21) incorpora el concepto de saturacion normalizada de agua en la ecuacion
(B.19), e introduce un nuevo concepto conocido como porosidad efectiva que también se
relaciona con la cantidad de fluido movible, de modo que la porosidad es reducida por un

factor de (1-S,, —S,, ). Entonces la porosidad efectiva se reescribe como:

¢ =p(1-S, —S,) (B.22)

Dividiendo la ecuacion (B.21) entre la velocidad total e introduciendo los cambios de

variables, (B.23) y (B.24), en la coordenada espacial, se llega a la ecuacion (B.25).

(B.23)
Hy=— (B.24)
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. A d A H A
P8, 0 iy Hw B B g Ay, Mo Ay (g2s)
u, ot Loz, u.LA, dS oz, U A, 0z, A,

Multiplicando toda la ecuacion por la longitud del medio poroso, se establece el cambio de

variable para la coordenada temporal.

t, =t (B.26)

Y la ecuacion adimensional luce de la siguiente manera:

os 0 [ K Aotn AP 0S KAy Aln OHp | A,

ro” "rw
ot, 0z,

j:o (B.27)
ulL A4, dS oz, u A, 0z, A,

Si las movilidades relativas y permeabilidades relativas a ambos fluidos, asi como la

presion capilar dependen de la saturacion normalizada de agua de la siguiente forma:

Ay = AngS™ _Kou g (B.28)
M
* no k* no
Ay =A,(1=8)° =—=(1-5) (B.29)
Mo
p. =—p; In(S) (B.30)

La ecuacion (B.27) puede reducir su nimero de variables dependientes a solo la saturacion
normalizada de agua. Entonces, incorporando las expresiones para las relaciones de
movilidades del agua y aceite en funcion de la saturacion normalizada de agua en el

término correspondiente a efectos viscosos de la ecuacion (B.27).

*

ﬂ'I’W ﬂ’rw S "

=— ; - B.31
/ll’t AI’O (1_ S)no + ﬂ’rWS ™ /ZI’O ( )
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De la ecuacion anterior se puede definir la relacion de movilidades en sus puntos finales

como:

M =2 (B.32)

Y la ecuacion (B.31) se reescribe en funcién de la relacion de movilidades en sus puntos

finales como sigue:

A MS ™
W B.33
Ay (1-S)° +MS™ (833

De forma andloga se incorpora las relaciones (B.28) y (B.29) en el siguiente término
relacionado con las contribuciones gravitacionales y se tiene que:

) . (@-s)y°s™

ro rW:i

Ao (@-S)° +MS™

(B.34)

Para el término relacionado con contribuciones capilares, aparte de las ecuaciones para las

movilidades relativas al agua y aceite se requiere la ecuacion de la presion capilar, (B.30).

Mdﬁ__ﬂ* . (1_8)”°Snw—1

= B.35
ﬂ,rt dS rw pc (1_ S)no n MS nw ( )

Sustituyendo las ecuaciones (B.33), (B.34) y (B.35) en la ecuacion (B.27) se llega a:

0 (Kinpe (@-S)"S™" &S  KAyk, oHp (-S)°S™  Ms™ S
aZD UtL (1—S)nO+MSnW 62D u, aZD (1_S)ﬂO+MSnW (1_S)no+MSnw atD

(B.36)
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De esta ultima ecuacion se pueden definir las siguientes funciones y numeros

adimensionales:

e = k:t—L Ndmero adimensional de Peclet. (B.37)
rw pC
Ng = M%H—D Numero adimensional de gravedad. (B.38)
ut ZD

L-s)°sm™* .
D.(S)= , Funcidn capilar. B.39
(8) -5 - Ns™ p (B.39)

G(S)= 1-s)”s ,  Funcion de gravedad. (B.40)
@1-S)™° +Ms™

V(S)= MS

- , Funcion de viscosidad. (B.41)
@-S)°+Mms™

Y asi la ecuacion (B.36) se escribe de forma mas simplificada como sigue:

ol 1 0S 0S
— | —D.(S)—+ N;G(S)-V(S)|-—=0 B.42
) 2 eV |- B42)

La ecuacion (B.42) junto con condiciones de frontera e inicial adecuadas puede resolver
una gran variedad de problemas de inyeccién de un fluido para desplazamiento bifasico con
fluidos inmiscibles. Con el mismo procedimiento, a partir de la ecuacion (B.18) se puede
derivar la ecuacién para la velocidad adimensional del agua, (B.43), que considera las

contribuciones de las fuerzas capilares, gravitacionales y viscosas.

uwz—]'DJﬁas—NJX$+V@) (B.43a)
NPe aZD
Uwo =Uppc T Uppe T Uypy (B.43b)

donde

170



Up=—" (B.44)
u'[
1 0S W, .
Upc =———D.(S)==  Contribucion capilar a lau, . (B.45)
N Pe azD
Uyos =—NgG(S) Contribuci6n gravitacional a la u, . (B.46)
U,y =V(S) Contribucién viscosaa la u,g . (B.47)

Con la ecuacion (B.43) se puede estudiar las curvas correspondientes a las contribuciones
capilares, gravitacionales y viscosas por separado, y asi determinar las zonas y escenarios
que favorecen a cada una de las tres fuerzas mencionadas. En presencia solo de efectos
convectivos, o dicho de otra forma, cuando los efectos capilares son despreciados la
ecuacion para la velocidad adimensional del agua puede ser usada para calcular perfiles de
saturaciones a diferentes tiempos y recuperaciones de aceite durante el proceso de
desplazamiento viscoso con o sin gravedad, mediante la teoria de B-L y el método de
Welge.
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Apéndice C

TEORIA DE APROXIMACION POLINOMIAL

C.1 Interpolacion por Polinomios de Lagrange.

La teoria de aproximacion polinomial es el fundamento de los métodos numeéricos de
diferencias finitas y elemento finito. La aproximacién consiste en encontrar un polinomio

P (z) de grado n que interpole los valores de la funcion f(z) en un segmento discretizado

o elemento finito comprendido entre el intervalo [a,b]. Es decir,
P.(z)) = 1(z), (C.1)

donde

n

P (2)= L) (2) €2

i=0

La cantidad de sumandos requeridos es igual a la cantidad de nodos requeridos para

aproximarse al valor de la funcion en el nodo z,. El polinomio Ii(z) tiene la siguiente

forma

,(z)= H L zela,b] (C.3)

La cantidad de multiplicandos en la ecuacion anterior es determinada por el grado del
polinomio de interpolacion. Por lo que de cierta manera la cantidad de nodos requeridos y

el grado del polinomio de interpolacion determinan el grado de aproximacion.
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La aproximacion de P,(z) a f(z) es conocida como polinomio de interpolacion de
Lagrange, y la funcion Ii(z) es conocida como polinomio base de Lagrange. Los

polinomios base mas sencillos son el lineal (n=1) y el cuadréatico (n=2) ver Figura C.1.

La funcidn base cubica, al igual que la cuadratica y lineal mencionadas arriba, son usadas
en aplicaciones précticas, sin embargo, polinomios base de Lagrange de mayor grado rara
vez son usados [**]. Como las funciones base son consideradas sobre un segmento o
elemento de discretizacion, la cantidad de nodos requeridos por segmento discretizado o
elemento finito depende del grado del polinomio de interpolacion (ver Fig. C.1), es
conveniente introducir un sistema de coordenadas locales para cada elemento que
simplifique las operaciones matematicas de integracion por elemento que se realizan para
determinar la aproximacion, por lo que para reescalar cada elemento se introduce un

sistema de coordenadas locales & tal que & e [—1,+1]. Para distinguir la funcion base en

coordenadas globales 1.(z) de la funcién base en coordenadas locales, se define a I.(&).

Ambas funciones a pesar de ser diferentes funciones proporcionan los mismos resultados en

las operaciones sobre un elemento finito dado.

10 1.0 ;
_ |i
—1
i1
I.»1
_ |i
0.5 Ii+1 1
0.5 4
0.0
0.0 T
Za 3 Za 3 Zin
CH:F]' Q:+l g—lz_l C~i-1=0 C'H:+l
(a) (b)

Figura C.1: (a) Funcion base lineal “chapeau” I;, en coordenadas locales & e [— 1,+1]. (b)

Funcion base cuadrética I;.
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Al determinar las expresiones analiticas de las funciones base en coordenadas locales para
los casos lineal y cuadrético, se hace uso del polinomio de interpolacion de Lagrange para

cada caso. Empezando por el caso mas sencillo se establece la siguiente expresion:

A

P(E)= T, fy +1 . Caso lineal (C.4a)

~

P(&)=1 f +1 f +1,, . Caso Cuadratico  (C.4b)

La funcion polinomial para el caso lineal en funcion de las coordenadas locales se puede

escribir de la siguiente forma:
P(&)=A+B¢. (C.5)

Debido a que las funciones bases lineal tiene el valor unitario en los nodo, entonces se

puede establecer las siguientes condiciones P (-1)=f_, y R(+1)=f,, y junto a la

ecuacion (C.5) se establece un sistema de ecuaciones que tiene la siguiente solucion.

m%h ﬂ{” (C6)

Sustituyendo (C.6) en (C.5) y con ayuda de (C.4) se determinan las funciones base en

coordenadas locales para los polinomios de interpolacion lineal.

1()-20-9) (C.73)

a6)-50+) €

Generalmente los polinomios de interpolacion cuadraticos proporcionan mejor
aproximacion que los lineales. Para este tipo de elementos se definen elementos con tres

puntos nodales como se observa en la figura. C.1b. Usando un procedimiento analogo al del
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caso lineal se puede definir una funcién polinomial de interpolacion en coordenadas locales

como sigue:
P,(&)= A+ B&+CE? (C.8)

Como en el caso anterior se establecen las condiciones de la funcion polinomial en los
nodos, entonces P,(-1)=f_,, P,(0)=f, y P,(+1) = f,,,, y junto con la Ultima ecuacion se

genera un sistema de ecuaciones que tiene la siguiente solucion:

o 1 o07f,

A
Bl=|-1/2 0 1/2]f, (C.9)
cl| |12 -1 12|f,

Sustituyendo la solucion del sistema de ecuaciones (C.9) en la ecuacion (C.8) y

reacomodando los términos se obtienen las funciones base para los elementos cuadraticos.

L()=->c0-2) (C.10a)
L(&)=@0-¢)a+¢) (C.10a)
La()=5¢0+8) (c.100)

Para extender los resultados a funciones bases de mayor grado se puede seguir un
procedimiento similar al de los casos lineales y cuadraticos presentados arriba. La forma

general de las funciones bases en coordenadas locales es:

o E-¢; (-1<&<+1)
()= mlljfi—f,w (C.11)
0, (~oo<&<-DU(+1< €& < +)
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Apéndice D

APROXIMACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

D.1 Aproximacion por interpolacion de polinomios.

En el método de diferencias finitas la ecuacion diferencial es aproximada en puntos
discretos usando los polinomios de interpolacién. De todas las técnicas numéricas para
resolver ecuaciones diferenciales, la aproximacion en diferencias finitas es por mucho la
mas sencilla de entender e implementar, sin embargo, en comparacion con la técnica de
elemento finito, con diferencias finitas las aproximaciones a una solucién continua son
definidas en los nodos, y con elemento finto la solucion aproximada es definida sobre todo
el dominio. Esto es debido a que el método de diferencias finitas reemplaza las derivadas
parciales de la ecuacion diferencial parcial por sus aproximaciones en diferencias finitas, y
el método de elemento finito aproxima una funcion polinomial a la solucion exacta,

continua en todo en el elemento discretizado.

Para determinar las aproximaciones de las derivadas en diferencias finitas, considérese el

intervalo [a,b] mostrado en la figura D.1.

@ @ [ L 4 \ J

Zi Z; Zi1 Zj Zi+1

Z| ZI+1

a b a b
(@) (b)

Figura D.1: (a) Discretizacion en dos nodos para diferencias finitas progresivas o

regresivas; (b) Discretizacion en tres nodos para las diferencias centrales.
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Empleando la interpolacion polinomial de Lagrange siguiente:

P(2)=1.(2)f(z.1)+1(2)f(z)= . (z _Z)f(zi—l)+(z_Zi—l)f(zi)] (D.1)

Diferenciando la aproximacion f(z)=P,(z)+ E,(Z) con respecto a z en el nodo z, ,.

a1 [f. - fi_l]+£ Aproximacion en diferencias progresivas  (D.2)
dzf, ~ z,-z;, dz

Ziq

El error que se obtiene de la aproximacion en la ecuacion (D.2), se puede determinar

mediante la ecuacién (D.3) [*].

dE,

e =0(Az) (D.3)

-2

~dl1 __Azdzf
dz| 2! dz

2 dz?

Zia

De manera analoga pero apoyandose en el nodo z,,,.
1
Pl(z) =1, (Z)f (Zi )+ Ii+1(z)f (Zi+1) = —[(Zi+1 -2)f(z )+ (Z —Z )f (Zi )] (D.4)

Diferenciando la aproximacion f(z)=P,(z)+ E,(Z) con respecto a z en el nodo z,.,.

df 1 dE
— == [f, - f]+—=
dZ - 7. . —7 [ i+1 |]+ dZ

i+1 i

Aproximacion en diferencias regresivas (D.5)

Zin

El término de error en la expresion (D.5), y analogamente al caso anterior, es el siguiente.

dE,
dz

Az d?f
=" 0(Az) (D.6)

Ziz1
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Los errores de las aproximaciones progresivas y regresivas son de primer orden y de signos
opuestos. Otra aproximacion que es comunmente empleada es diferencias centrales, la cual
tiene menor grado de error, es decir tiene una aproximacion de segundo orden es la
aproximacion en diferencias centrales, y para obtener la expresion de la aproximacién en
diferencias centrales considérese la figura D.1 (b). En esta aproximacién se consideran tres
puntos de interpolacion como muestra la figura, y empleando polinomios lineales, se tiene

que:

Pz(z): l, | (Zi—l)+ L, f(zi )"‘ l, f(zm)
1

(D.7)
T oL’ (22 )z-2..)f(z4)-2(2-2, Nz -2.)f(2)+ (22, Nz -2)f(2))]
Diferenciando la ecuacion f =P, + E, para obtener la aproximacion:
df| _dR,| | dE,| 1 dE,
— = = fi,—f |+—= D.8
dz|, dz|, T , ZAZ[ = falt dz |, (D)
La aproximacidn anterior tiene el siguiente error:
dE,|  Az® d°f )
| ~ 3 d (a2?) (B:9)

Z

Del error obtenido en la aproximacién en diferencias centrales se observa que tiene mayor

grado de exactitud que las aproximaciones regresivas y progresivas, ya que su error es de

segundo orden, O(Az?).

Las aproximaciones en diferencias finitas para derivadas de mayor orden se derivan
analogamente de la misma manera a la descrita arriba. De la misma forma que para la

derivacion de la ecuacion (D.8) la aproximacién de segundo orden en la derivada [**], es:

d?f 1
@), Tl

Z Z

(D.10)
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con un error de;

d2E,|
dz’

_2A7° d*f

O o(az?). (D.11)

Z

D.2 Aproximacion por las Series de Taylor.

Otro camino para determinar las aproximaciones de las derivadas en el método de

diferencias finitas es el uso de las expansiones en series de Taylor. Expandiendo las

funciones f,_, y f.., enseries de Taylor alrededor del nodo i.

i+1

2 2 3 3 4 4
fi—l — fi _i AZ + d : | (AZ) _ d I | (AZ) d I | (AZ) _ (D12)
dz|, dz®| 2 dz°| 3 dz* | 4
2 2 3 3 4 4
(oot + 0] ag, OO (2) 0] (a2) d*i] (a2) (D.13)
dz|, dz®| 2! dz°| 3 dz*| 4
Restando la ecuacion (D.13) y (D.12) y se obtiene la aproximacion para of, / oz .
— T. 3 2
) _fuf 0] (M%) (D.14)
dz|, 2Az,, dz ‘Z_ 3
La ecuacidn anterior se puede interpretar de la siguiente manera
d_f ~ fi+l — fi—l (D.15)
dz|, 2Az

Resultando en un residuo o error local de truncamiento de la serie de
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.. (D.16)

Debido a que este residuo se aproxima a cero en la misma medida que lo hace (Az, )?, esto
hace que el error de la aproximacion sea de segundo orden. A esta aproximacion se le

conoce como aproximacion de df, /dz mediante diferencias centrales.

Para determinar la aproximacion de d’f,/dz® se procede de manara similar al caso

anterior, con la variante de que ahora se suman las ecuaciones (D.13) y (D.12) dando como

resultado lo siguiente

mf2n+n4+yﬂ (a2)"
Ty w, n

Z

(D.17)

Y se puede observar que la aproximacion en diferencias centrales de d”f,/dz* tiene un

error de truncamiento de segundo orden, al que igual que el caso anterior. Truncando la

serie se obtiene la aproximacion en diferencias centrales.

2 —
d2f| meg;ﬁ4 (D.18)
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Apéndice E

APROXIMACION EN ELEMENTO FINITO CON
FUNCIONES BASE LINEAL

E.1 Elemento finito de Galerkin con aproximacion lineal.

Como primer paso para la aplicacion del MEFG se define el operador diferencial que actia

sobre la ecuacion diferencial (4.1).

L[g]:i 1 é_s _ﬁzo (E.1)
0z, | Npe 0z oty

Empleando la ecuacion (4.11) y tomando en cuenta el concepto de Galerkin se define la

siguiente ecuacion.

0| L& g —ﬁ,gpi(zD) =0 (i=1,23,..., 1) (E.2)
0z, | No Oz, oty

Para reducir el orden de las derivadas en la ecuacion anterior por lo general se emplea el
teorema de Green, pero en el caso de una dimensién en la variable espacial, basta con una

integracion por partes.

/| 1 35 3 1dgoi /S o)+ o| 1 oS 3 0 0 (E.3)
Noe 0z, dz, ot, 0z, | Npe Oz L
(i=1,2,3,..., 1)

La ecuacion anterior sélo se aplica en los nodos donde se desea aproximar la funcion
desconocida, entonces en problemas como el que se esta resolviendo con condiciones de

frontera tipo Dirichlet, la ecuacion (E.3) no se aplica para los nodos en las fronteras, es
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decir los valore de i se restringen a i=2, 3,..., I-1, y al no contemplara ¢,, ¥ ¢,_, que son

las funciones base distintas de cero en las fronteras internas y externas respectivamente el
ultimo término de la ecuacion (E.3) es cero. Si alguna de las fronteras no tuviera

condiciones de frontera tipo Dirichlet no se anularia el tercer término de la ecuacion (E.3).

1 8 do, oS 3 . ]
_<{NPE Z_S} dZD>_<8t_D'(pi>_0 (i=2,3,...,1-1) (E.4)

Seleccionando la funcidon base lineal para la aproximacion en la ecuacion anterior y

considerando que los pardmetros a determinar son dependientes del tiempo se puede
escribir a la ecuacion (4.8) de la siguiente forma.

S(zo,t5) =28, (to o, (zo) (E5)

Combinando el par de ecuaciones anteriores se obtiene el sistema algebraico de I-2

ecuaciones con I-2 incognitas.

N 1 dg, de, \ S, _
-S. o |V ——Lp p\=0 i=2,3,..., 1-1)(E.6
JZ;{ J<|:NPE dz, (01} dz, dt, <(p’ ¢'> ( )(E.6)

Debido a que se tiene funciones bases lineales, para determinar la informacion en el nodo i
se requiere el uso de los nodos adyacentes, es decir i-1 e i+1. Entonces para funciones

bases lineales el contador de la sumatoria en la ecuacion (E.6) se reducen a.

S {|l— L [ Lo 0\ =0 (=2 3,..., I-1)(E.7
z{ <[N i 4 | @ oy ( )(E.7)

Discretizando la parte temporal de la misma forma que para el caso de diferencias finitas en
el Capitulo 4, donde se aplica el método general que abarca desde el esquema explicito

hasta el implicito pasando por el CN.
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do, _ S;Hl - S

i+1 1 d¢
—(0)s! —(6-1)S" || ——L -0 |, L{p.,0)t=0 (E.B8
S ollosr -0-vst]| (g0 [ 42)- 5 =5 0) 0 @9

(i=2,3,.., I-1)

Lo siguiente es resolver las integrales relacionadas a la ecuacion anterior, y para esto las

integrales se resuelven en el espacio de las coordenadas locales &, en vez de las

coordenadas globales z,, debido a que las integrales se resuelven por elementos, y en
general, en funciones bases de mayor orden en la aproximacion, o elementos de
discretizacion méas complejos las integrales son méas sencillas en el espacio de las
coordenadas locales. Ahora para relacionar las coordenadas locales con las globales se

requiere de una transformacion que esta desarrollada en el Apéndice C.

Q&)= “1<&E<+1 (E.9)

De la funcidn de transformacion entre los tipos de coordenadas solo se requiere la derivada

de la coordenada global con respecto a la coordenada local y es la siguiente.

dz, _ Az, (E.10)

dé 2

Para diferenciar las integrales en el espacio de las coordenadas locales correspondientes a
los elementos vecinos del nodo i se denotaran como ely e2; siendo el, el elemento que se

encuentra entre los nodos i-1 e i y por consiguiente i e i+1 encierran a e2.

De acuerdo con las ecuaciones (E.8), (E.9) y (E.10) se plantean y resuelvan las integrales

generadas por los valores tomados por j en la ecuacién (E.8), como sigue.

Caso 1: j=i-1
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dz, .,
D} ac dé = (E.11)

5 (E.12)

1 2
<{ 1 do, —¢i},d¢i>=<{ 1 do, —Qi} in> +<[ 1 in—Qi}dQ‘> _
N dz, dz, Npe dz, dz, Npe dz, dz, (E13)

(o) =(0,0.)" +(0,0,) =

_ E.14)
s=+11 2 Az, ¢+11 2 Az, . 2Az, (
L=714(1+§) dé+ j 1-¢) 5 0e=—3
Caso 3: j=i+1
1

L%_¢_ d, = 1 dQ”l_Q_ ﬁ =

N dz, | dzg N, dz, "z,
I;ﬂ' 1 do, dg )49 d¢ |dz 4= (E.15)
=1 (Npe dé dz, ') d& dz, | d&

e -1 1 1 1 2
L—J(NPEAZD ‘E(Hf)ﬂdf —5(1‘ NPEAZD]
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1 =+1 d
<¢i+1’ Pi > - <Qi+1in> = E:_lQiﬂQi %dg -
1 1 A A : (E.16)
E=+1 ZD ~ ZD
L:_lg(l-i-é)g(l_é:) 5 df_ 5

Incorporando el resultado de la serie de integrales a la ecuacién (E.8) se llega al siguiente

sistema de ecuaciones.

ols [ . is[ 2 ][t 1]l”
" NAz, 2] ' NoAz, "N AZ, 2

_(o-1)s,|—+ +i|ls| 2 |is |t 1 (E17)
NpeAz, 2 NpeAZ, NpeAz, 2
_ SI - Sl Az _ §' -8 2Az, _ Sin — St Az, _0
A, 6 At, 3 A, 6

Como en el caso de la aproximacién en diferencias finitas, el esquema que interesa es el

implicito, por lo que @ =1 y dividendo la ecuacion anterior por Az, .

1 1 2 1 1
NoAzy 24z NpeAZp NoAzy 24z

n+l n n+l n n+l n (|: 2,3,..., I_l)(E]'?)
_£|:Si—l _si—l +4Si _Si +Si+l _Si+1:|:0

6| At At At

Esta Gltima ecuacion genera un sistema de I-2 ecuaciones con I-2 incognitas, derivado por

el MEFG con funciones base lineales.
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Apéndice F

APROXIMACION EN ELEMENTO FINITO CON
FUNCIONES BASE CUADRATICAS

F.1 Elemento finito de Galerkin con aproximacion cuadratica.

Como primer paso para la aplicacion del MEFG se define el operador diferencial que actla

sobre la ecuacion diferencial (4.1).

L[s]= 0 { 1 & —s}—ﬁzo (F.1)
0z, | Noe Oz,

Empleando la ecuacion (4.11) y tomando en cuenta el concepto de Galerkin se define la

siguiente ecuacion.

0| L & g —ﬁ,(pi(zD) =0 (i=1,23,..., ). (F.2)
0z, | No Oz, oty

Para reducir el orden de las derivadas en la ecuacion anterior por lo general se emplea el
teorema de Green, pero en el caso de una dimensién en la variable espacial, basta con una

integracion por partes.
/|1 oS _SA1dgoi _ 68,% +6 1 oS —éfﬁi
Noe 0z, dz, ot, 0z, | Npe Oz

La ecuacion anterior sélo se aplica en los nodos donde se desea aproximar la funcion

desconocida, entonces en problemas como el que se esta resolviendo con condiciones de

frontera tipo Dirichlet, la ecuacion (F.3) no se aplica para los nodos en las fronteras, es
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decir los valore de i se restringen a i=2, 3,..., I-1, y al no contemplara ¢,, ¥ ¢,_, que son

las funciones base distintas de cero en las fronteras internas y externas respectivamente el
Gltimo término de la ecuacion (F.3) es cero. Si alguna de las fronteras no tuviera

condiciones de frontera tipo Dirichlet no se anularia el tercer término de la ecuacion (F.3).

1 /oS do oS oS .
_ , Ly VO )= —, =0 =2, 3,...,1-1)(F4
N e <82D dzD> <82D (0> <6tD (p> ( JE4)

Seleccionando la funcion base cuadratica para la aproximacion en la ecuacion anterior y

considerando que los pardmetros a determinar son dependientes del tiempo se puede

escribir a la ecuacion (4.8) de la siguiente forma.
§(ZD'tD)=ZSj(tD)¢j(ZD) (F.5)

Combinando el par de ecuaciones anterior se obtiene el sistema algebraico de I-2

ecuaciones con I-2 incognitas.

) 1 d(pj do, d(/,j ds i -
1—2{_ Ne <dZD ’dzo>_<dzo 'Q‘ﬂs" _E<¢’i’¢’i >}—0 (i=2, 3., I-1)(F.6)

Debido a que se tiene funciones bases cuadraticas, para determinar la informacion en el

nodo i se requiere el uso de los cuatro nodos vecinos mas cercanos al nodo i, es decir a los
nodos i-2, i-1, i+1 e i+2. Entonces para funciones bases cuadraticas los términos de la

sumatoria en la ecuacion (F.6) se reducen a.

2 1 /do; dg, do; ds
E - < L, ¢>_< l’(/’i Sj - _<¢ja¢7i> =0 (F.7)
5 Npe \dz, dz, dz, dt,

(i=2,3,..., I-1)
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Discretizando la parte temporal de la misma forma que para el caso de diferencias finitas en
el Capitulo 4, en donde se aplica el método general que abarca desde el esquema explicito

hasta el implicito pasando por el CN.

(i=2,3,..., I-1)

Lo siguiente es resolver las integrales relacionadas a la ecuacion anterior, y para esto las
integrales se resolveran en el espacio de las coordenadas locales &, en vez de las
coordenadas globales z,, debido a que las integrales se resuelven por elementos y en
genera, en funciones bases de mayor orden en la aproximacién o elementos de
discretizacion més complejos, las integrales son mas sencillas en el espacio de las
coordenadas locales. Ahora para relacionar las coordenadas locales con las globales se

requiere de una transformacién que esta desarrollada en el Apéndice C.

+2el)
Q, (&)= ) —1<E<+1 (F.9)
—55-¢)
Q,(6)=0,,(&)=1-&)1+¢) -1<g<4l (F.10)
0, ()=-560-8)  -1sgsa (F11)
Q. ()=+560+8)  -1zgza (F12)

De la funcidn de transformacion entre los tipos de coordenadas sélo se requiere la derivada

de la coordenada global con respecto a la coordenada local y es la siguiente.

dz,

i = Az, (F.13)
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Para diferenciar a las integrales en el espacio de las coordenadas locales correspondientes a
los elementos vecinos al nodo i se denotaran como ely e2; siendo el, el elemento que se

encuentra entre los nodos i, i-1 e i-2 y por consiguiente i, i+1 e i+2 encierran a e2.

De acuerdo con las ecuaciones (F.8), (F.9), (F.10), (F.11), (F.12) y (F.13) se plantean y
resuelvan las integrales generadas por los valores tomados por j en la ecuacion (E.8), como

sigue.

Caso 1: j=i-2

<d¢.z d(ﬂi>_<in2 in>61 J~+1dQ, , 02 40, 42 dz, .

"dz,, dz, 'dz 4 dE dzg df dz, d&

(F.14)
QG el i e
do, , _dQ;, dé dz,, _
<dzD ""i>‘L 0z az, e de = (F.15)
o1 1 Y1, 1., 1
I-I‘Tfj[mt,j[af "2° jAZDdf "6
- N +1in_2 dg Q.dZDd
o= g, ag (F.16)
+ 1 1 1 2 __AZD
= _l‘(——ég =< j[zé“r?f jAZDdf— 15
Caso 2: j=i-1
do,_, do, o dQ; ; dQ, d_rlin—l d& dQ; d& dz, dé =
dz, 'dz,/ \dz, 'dz,/ 1t d& dz, d& dzp d&E T (.17)

+1 1 1 1 -4
- -[—1(_ Zf{AZD ](E " gj(AzD ]AZDdg - 3Az,
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df

1 Y1, 1., -2
Aszﬁz‘f N )Azndf B

2

_ +lin,1 dé: dZD
<(Pi—1’¢i>_,[1 dé dz, 'dé¢ i
. N1, 1. _ 2Az,
[-¢ {2“25 jAZDdf_ 15

(pno1)= (§+ fjAz dg + j(——m fjA 0d¢ ==

Caso 4: j=i+1
do,, do, _ dQ, , dQ,
dz, 'dz, dz, 'dz,

e o

D

J3)=

AZ

;

-

dQ., do. \“
+ y =
dz,

7

—4

3Az,
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8Az,

(F.18)

(F.19)

(F.20)

(F.21)

(F.22)

(F.23)



do, Y 1 _1 1 2 —E
<E,¢i>—f_l( 25)(%]( S5t 5¢ jAder:—g (F.24)

<¢i+l’¢i> 1 g {——§+ g jAZ d§—2AZ (F.25)
Caso 5: j=i+2
dgo,z dp,\ /do,, do,\" rldQ.2 ds dQ, ds dz,

o dzp /[ \ dz, 'dz, 4 dE dz, df dz, d& ° (F26)
R RN R
do;,, _rfl 1)y 1 1
<H7(Pi>—j(2+fj(m[)]£ S+ fjAZDdf— 5 (F.27)

+ 1 1, 1 1., _ Az,

<¢i+2’¢i>:.|._:(55+55 )(—Esnrzf )Adeg_ 15 (F.28)

Incorporando el resultado de la serie de integrales a la ecuacion (F.8) se llega al siguiente

sistema de ecuaciones.

n+l
0 Si_{l+1}+Si_{—4_2}+5{7}&{—4&}3”{1_1}

n
_(9_1 Si» #4_& +S; 4 -4 2 +S; # +Si, _74+E +Si., 1 1

. Sy —Sit, Azp  SIN'-S{y 2az, S -S! 8Az; S.Tf Si 24z Sszl Sit2 Azp
Ay 15 A, 15 A, 15 A, 15 Aty 15
(F.29)

=0

Como en el caso de la aproximacion en diferencias finitas, el esquema que interesa es el

implicito, por lo que & =1 y multiplicando la ecuacion anterior por
Zp
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S, %+l +S,., _722—1 +8, % +S,, 2 —+1(+S,, %—1
4N Az, 4 NpeAZ] 2N Az, NocAzg 4N Az, 4

_1[_ Si”le _ Sirlz +2 Sin:il — Sin—l Sin+1 — Sin St — Sin+1 _ SiTZl - Sin+z } -0

+8 421
10 At At At, At, At

(i=3,..., 1-2) (F.30)

Hasta este punto se tiene las ecuaciones que proporcionan informacion para determinar la
aproximacion en el nodo i, pero por la configuracion de las funciones bases cuadraticas
también se requiere de la ecuacion que describe la informacién en el nodo i-1. Empleando

la ecuacion (F.6) para describir al nodo i-1 se tiene que.

< 1 /do; de,, do, ds .
- l = - 1 Vi S - ir @i :0 1= 2, 4,.., I'l F.3l
s { N, <dZD dz, dz, Pia | |9 dt, <(p1 2 1> ( )(F.31)

]

De todos los elementos de la sumatoria en la ecuacion anterior los términos que no se hacen

anulan son los que estan relacionados con los nodos i-2 e i.

i 1 /do; do_ do. gmt_gn
o)1~ (0-1)57] - dp\ [do \]sptesy ]
3 o —to-tsif- L (302 80) (S0 )| L=t )

(i=2,4,..., I-1)(F.32)

Donde en la ecuacidn anterior se incorpora la discretizacién temporal.

Caso 1: j=i-2

do,_, do,, _ dQ, , dQ;, el_
dz, ' dz, dz, ' dz,

41 1 1 4
ol o

(F.33)
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de, dQ,
< ¢|—2 ’¢i_l>:< i-2
dz, dz,

<¢i—21§0i—1>:<Qi—2’Qi—l>el__[ __ég _ég j(l g )AZ dé =

Caso 2: j=i-

1

do,, do,, _ dQ,; ,
dz, ' dz, dz,,

[l2s]

<(/7i—1'(Pi-1>

Caso 3: j=i

1 1
Asz(_Zg{Az
doi, _[4Q;, el_ e 1
<dZD ’(Pi—1>—< dz, 'Qi—1> —Jil( Zg{AZD

16Az,

= <Qi—l'Qi—l>e1

in_l el B
" dz,

jAdefz 8

3Az,

D

= [T-¢f azpae =

<d§0i do,

el
o\ _[dQ da, N\
dz, ' dz, dz, ' dz,

(e )2l

doy
dz,

<¢’i—2 ' §0|—1

e

Q.zQ

1
Az,

o) -4
j‘(é—é]
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4
3Az,

JAdeéz—

15

) ~[[-3ee| oo,

2Az,

J - & dé—

£y = 15

2
de=-2
©=73

](1—52)Azod§:o

2Az,

(F.34)

(F.35)

(F.36)

(F.37)

(F.38)

(F.39)

(F.40)

(F.41)



Incorporando estas integrales a la ecuacion (F.32), se tiene la siguiente ecuacion.

2 1 4 2 1
-— - Siot|—— 1Siut|——— + S, -
AZ;N.  Azp AZ5N ¢ AZ N Azp

n+l _n _n+l _ _n _n+l _ _n
_i ZSi—Z S|—2 +16 Sl—l Sl—l +28| SI :O
10 Aty At Atg

(F.42)

Las ecuaciones (F.30) y (F.42) forman el sistema de ecuacion siguiente, que determina el
valor de la funcion aproximada en los nodos, con funciones de interpolacion cuadratica

entre los nodos.

Ecuacion parai=3,5, .., I-2.

{;ﬁl}si2{_—22—1}3”{%}&{ =2 . +1}s”1+[;2—1}s”2
4N Az, 4 NpeAzg 2N AZ] NpeAzy 4N Az 4

i[_ Si3 =St ,SIF =Sl oS -S! L SI-Sh Sii-sh, } 0
10 At At, At At At
(F.43a)
Ecuacion parai-1=2, 4, . ., I-1.
{_ A 22N - Al }S‘Z ’ {ﬁ}s” ’ {_ A 22N ’ Al }S‘
VA z VA VA z
D PE D D PE D PE D (F43b)

S_n+l _ S_n S.n+l _ S.n S'n+l _ S'n
+ i 2 i—2 i—2 + 16 i-1 i-1 + 2 i i — O
10 At Aty Aty

Esta Gltima ecuacion genera un sistema de 1-2 ecuaciones con I-2 incégnitas, derivado por

el MEFG con funciones bases cuadraticas.
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Apéndice G

APROXIMACIONES DEL MODELO NO-LINEAL EN
DIFERENCIAS FINITAS

G.1 Aproximacion en diferencias finitas.

Retomando el modelo difusivo-convectivo no-lineal de flujo transitorio en una dimension
espacial. La discretizacién es elaborada por medio de la técnica de diferencias finitas
empleando diferencias centrales en espacio y regresivas en tiempo, entonces la ecuacion de

diferencial que se desea aproximar numéricamente tiene la siguiente forma:

1l b )8 sc@)|-B o (G.1)
0z, | Npe 0z ot,

Aplicando el esquema implicito para la discretizacion temporal sobre el término

acumulativo de la ecuacion de flujo anterior se tiene que:

n+l n+l _ gn
0|1 D. (S) o5 +C(S) _3 TS g, (i=1,23,..,1) (G.2)
0z, | Npe 0z, At,

Tomando al término difusivo (capilar) y convectivo de la ecuacion de flujo para
discretizarlo y apoyandose en las fronteras de la celda i=-1/2 e i=+1/2, con aproximacion

en diferencias centrales para el nodo i tenemos que:

n+1 n+l
0 D. o5 +C N [DC§+C} —{DC§+C} (G.3)
oz, oz i Az, 2 i+1/2 2 i-1/2

(i=1,2,3,.., )
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Considerando que el tamafio de celda es uniforme en todo el dominio y reacomodando los

términos, la ecuacion anterior se escribe como:

n+l
0 1 D, 0S LC N
0Zp | Npe 0y :

{;[Dcnyz(sm - Si )_ DCi—l/Z(Si - Si—l)]+ (Ci+1/2 _Ci_llz

(121,23, 1)(G.4)

NPEAZDZ Az,

Incorporando la discretizacion espacial a la ecuacion (G.2).

n+l
(Ci+1/2 _Ci—llz)} _ Sin+1 — Sin -0

1
{F[Dcnyz(sm - Si )_ DCi—l/Z(Si - Si—l)]+ AtD

Zy Az,

(i=1,2,3,., 1) (G.5)

Como se puede observar de la ecuacion anterior los coeficientes no-lineales requieren ser
evaluados en las fronteras de los nodos, sin embargo en el Capitulo 5 se ilustra la forma de
manejar al término convectivo por medio de la ecuacion (G.6) y combinando dicha

ecuacion con la ecuacion (G.5) se obtiene la ecuacion (G.7).

(Ci+1/2 - Ci—1/2) N (1_ a’)cm + (Za’ _1)Ci —aoCi, (G.6)

~

Az, Az,

1 n+
W{(Dcnuzsm - [DCi+1/2 + DCi—l/Z]Si + DCi—l/ZSi—l)} '
PE D

+ {(1_‘0)Ci+1 +(20-1)C, _C"Ci-l}n+1 _ S Sin:o

(i=1,2,3,..,1)(G.7)

Az, Aty

El coeficiente no-lineal difusivo requiere un tratamiento para poder ser evaluado en las
fronteras de las celdas. En la técnica estandar de diferencias finitas mayormente este
problema se maneja con un promedio aritmético entre los valores de la funcidn no-lineal en
los nodos adyacentes a la frontera en cuestion. Por otro lado en el area de simulacion

numérica de yacimientos mayormente se aplica el criterio de corriente arriba a este término
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de flujo, por lo que en este trabajo se emplea el modelo que se us6 para el término
convectivo, que consiste en emplear un parametro de peso, « , para ponderar el valor de la
funcién no-lineal en la frontera con los valores en los nodos adyacentes.

D¢y, =0Dc, +(1- @)D, (G.8a)

Ci+l/2

D aD., , +(-a)Dg, (G.8b)

Ci-1/2 —

En el Capitulo 5 se investiga el valor optimo de «. Con los cambios mencionados la

ecuacion (G.7) se convierte en:

;2{[0‘[)@ + (1_0‘)D0i+1]si+1 - [(1_a)DCi+l +D¢; + aDCi—l]Si

NpeAz,
+ [aDCi—l + (1_ a)DCi ]Si—l }n+1 +i{(l_ w)cm + (20) _1)Ci —aC; }n+1 - (G.9)
D
n+l n
ST -Si =0
Aty

Debido a que se tiene una ecuacion no lineal para el nodo i y para poder resolver el sistema
de ecuaciones no lineales generados por la ecuacién (G.9) se requiere el uso del método de
Newton-Raphson para linealizar las ecuaciones y posteriormente resolverlo como el
algoritmo de Thomas. Para el método de Newton se requiere definir la siguiente funcién de

residuos:

RiV7l(si—1! Si, Si+l)= : 2 {[aDCi +(1_a)DCi+1]Si+l _[(1_05)D0i+1 +Dc; +aDCi—1]Si
NpeAZ,

sytosh
At

0

{l-w)C;, +(2w-1)Cc, —aC,  }

v 1
+[0‘D0i-1 +(1_a)DCi ]Si—l} T+ Az

D

(G.10)

El método de Newton se fundamenta en la expansion de la funcion de residuos R,'™, en una

serie de Taylor alrededor de la iteracion v-1 y conservando solo los primeros términos de la
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expansion llegamos a (G.11). Debido a que el método de Newton itera para el nivel de

tiempo fijo n+1, ya no es necesario especificar el nivel de tiempo en las iteraciones.

v-1 v-1 v-1
R'~R'™+ [;: J ési{1+[%j asiu[:SRi j 8, =0 (G.11)
i-1 i i+1

Donde v es el nivel de iteracion en el método de Newton-Raphson.

R 1 oD "L o),
= 1-a)D. D. [+(1— ci g - ”1 G.12
2s NpeAZé {[( a) cin T A c-]+( a) 2S [ i1 |]} Azy @S, ( )

i+1 i+1

v-1 v-1
68RS N 1A 2 {aal?sm [65,,, S, + (- @), ,]-[(L-@)Dg,, + D + aDCi—l]}
i peAp i (G.13)
,o-poc 1
Az, 0S; At

R 1 oDy, e e Mt
_ 1-o)D. +aD.. Teinfg _gl 2 Tia G.14
OSHL NpeAZé {[( a) Ci ta C|—l]+a aSFl [ i-1 |]} AZD 8Si71 ( )

El sistema de ecuaciones lineales generado por estas ecuaciones tiene la cualidad de ser

tridiagonal y por las condiciones de frontera de tipo Dirichlet, el sistema contiene -2

ecuaciones con I-2 incognitas y es resuelto empleando el algoritmo de Thomas.
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Apéndice H

APROXIMACION DEL MODELO NO-LINAL EN EFG CON
FUNCIONES BASE LINEAL

H.1 Aproximacion en elemento finito de Galerkin con funciones base lineal.

Como primer paso para la aplicacion del MEFG se define el operador diferencial que actla

sobre la ecuacion diferencial (5.1).

L[S]zaf {Nl DC(S)Z—?C(S)}—;—S:O (H.1)

Empleando la ecuacion (4.11), tomando en cuenta el concepto de Galerkin, se define la

siguiente ecuacion.

ol 1 ~ & | &S
D, —+C |- a(”i(ZD)
0Zp | Npe 0z oty

Para reducir el orden de las derivadas en la ecuacién anterior por lo general se emplea el

0 (i=1,2,3,..., 1). (H.2)

teorema de Green, pero en el caso de una dimension en la variable espacial basta con una

integracion por partes.

- IZA)C§+(§,d(pi - é,(oi + 0| 1 [A)C§+(§ o,
N o 0z dz, ot, 0z | Npg 0z

(i=1,2,3,..1)

Zp=ZpR

=0 (H.3)

7p=0

La ecuacion anterior sélo se aplica en los nodos donde se desea aproximar la funcion
desconocida, entonces en problemas como el que se esta resolviendo con condiciones de

frontera tipo Dirichlet, la ecuacion (H.3) no se aplica para los nodos en las fronteras, es
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decir los valore de i se restringen a i=2, 3,..., I-1, y al no contemplara ¢,, ¥ ¢,_, que son

las funciones base distintas de cero en las fronteras internas y externas respectivamente el
ultimo término de la ecuacion (H.3) es cero. Si alguna de las fronteras no tuviera

condiciones de frontera tipo Dirichlet no se anularia el tercer término de la ecuacion (H.3).

1 - 85 =~ do, oS .
—(|—D,—+C|,—/—)-(—,¢, )=0 =2,3,...,1-1 H.4
<{NPE ¢ }dzD> <atD ¢> ( ) (H4)

Seleccionando la funcion base lineal para la aproximacién en la ecuacion anterior y

considerando que los pardmetros a determinar son dependientes del tiempo se puede

escribir a la ecuacion (4.8) de la siguiente forma.
é(ZD’tD):ZSj(tD)(oj(ZD) (H.5)

Combinando el par de ecuaciones anterior se obtiene el sistema algebraico de I-2

ecuaciones con I-2 incognitas.

1-1 1 A~ d¢] d(pl dS ~ ,\% B _ -
,—Z;{_N_PQS,-<DC : > it o), (o.)} <c,dZ >_0(|_2,3,...,|1) (H.6)

D

Como los coeficientes D, =D, (S) y C=C(S) son funcién de S, las integrales pueden

resolverse numéricamente o analiticamente por sustitucion de una funcidén que sea

combinacion lineal de polinomios, como la siguiente.

=" Dg, (ty (20 (H.72)

k=1

Clzp.t,) Z’:ck (H.7b)

k=1

Introduciendo las aproximaciones anteriores en la ecuacién (H.6) se tiene que:
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i[_Nl Sji{DCk<¢k j;ijljj;l>} jtSD <¢]1¢.>] iC<¢k,Zf;>= ) (H.8)

Pe k=2 k=2

(i=2,3,..., 1-1)

Debido a que se tiene funciones bases lineales tanto para aproximar la solucién S como
para aproximar los coeficientes no-lineales, entonces para determinar la informacion en el
nodo i se requiere el uso de los nodos adyacentes, es decir i-1 e i+1. Entonces para

funciones bases lineales los términos de la sumatoria en la ecuacién (H.8) se reducen a.

i+1 i+1 do. ) ds i+1
> -5 Z{ < ¢j§”>} a o) |- ZC<¢k, > 0 (H9)

j=i- e k=i k=i-1

(i=2,3,.., I-1)

Discretizando la parte temporal con el esquema implicito como en el caso de diferencias

finitas.

i+1 _i el i+1 el d(DJ d¢I _S}Hl—S?
Z N, Sj Zl{Dck < dZD dD At <¢ja¢i>

j=ie K=i—
i+1 - d i

- ch 1<(0k ’di>
K=i-1 Zy

Lo siguiente es resolver las integrales relacionadas a la ecuacion anterior, y para esto las

(i=2, 3,..., I-1)(H.10)
0

integrales se resuelven en el espacio de las coordenadas locales &, en vez de las
coordenadas globales z,, debido a que las integrales se resuelven por elementos, y en

general, en funciones bases de mayor orden en la aproximacion, o elementos de
discretizacion mas complejos las integrales son mas sencillas en el espacio de las
coordenadas locales. Ahora para relacionar las coordenadas locales con las globales se

requiere de una transformacidn que esta desarrollada en el Apéndice C.
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Q, (&)= —1<é<+l (H.11)

De la funcidn de transformacion entre los tipos de coordenadas solo se requiere la derivada

de la coordenada global con respecto a la coordenada local y es la siguiente.

Gz, _ Az (H.12)

Para diferenciar a las integrales en el espacio de las coordenadas locales correspondientes a
los elementos vecinos al nodo i se denotaran como ely e2; siendo el, el elemento que se

encuentra entre los nodos i-1 e i y por consiguiente i e i+1 encierran a e2.

De acuerdo con las ecuaciones (H.10), (H.11) y (H.12) se plantean y resuelvan las

integrales generadas por los valores tomados por j en la ecuacion (H.10), como sigue.

Integrando los elementos del primer término:

Caso: j=i-1
1
Pia do -, ={Qi, L dei =- L (H.13a)
dz, dz, dz, 2Az,
1
<¢.d >—<Q&di> - (H.13b)
dz, dz, 2A7,
1
¢|+l d¢I 1 = Qi+1 in_l ! dQI :O (H13C)
dzp dz, dz,
Az
(P 0)={Q, Q) = 5 (H.14)
1
<¢i_1!%>:<gi_1aﬁ> :1 (H15)
dz, dz, 2
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1
Pia do, 1% ={Q, a0, ,in = L (H.16a)
dz, dz, dz, dz, 2Az
1 2
o 800 o) [ 090 09\ [ 09 dO) 1 (H.16b)
dz, dz, dz, dz, dz, dz, Az,
2
i+1 d¢l d(0| = Qi+1 dQI !in = L (H16C)
dz, 'dz, dz, dz, 2Az,,
2Az
<¢|’¢|>:<Qi’Qi> <Q|’Q > 3 > (H17)
d do. \* do.\’
o, Pi\_ Q. i\ Qi’_i -0 (H.18)
dz, dz, dz,
Caso: j=i+1
2
o, d(oul,_i — Qi—l dQ”l,& =0 (nga)
dz, dz, dz, dz,
2
o, d(0.+1,_i Qi—in”,ﬁ - (H.19b)
Z, dz, dz, 2A7,
2
Pin d¢l+l!_i = Qi+1 dQHl’& == . (H19C)
dz, ' dz, 2Az,,
Az
<¢i+1'¢|>:<Q|+1 Q; > : (HZO)

d do.\° 1
P ) =( Q=) === (H.21)
dz, dz, 2

Incorporando el resultado de la serie de integrales a la ecuacion (H.10) se llega al siguiente

sistema de ecuaciones.
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n+l
1 . DCi+1 + DCi Si+l _ DCi+1 + 2DCi + DCi—l Si i DCi + DCi—l SH
N, Azg 2 2 2

C_ _C_ n+l
+{ 22, } a8 - snuealst - s0) 50 -, )=0

(i=2,3,..., 1-1) (H.22)

Recordando el modelo para el término convectivo.

oC | ~ Ci+l _Ci—l ~ (1_a))ci+l +(20)—1)Ci _a)Ci_l (H23)
0z, | 2A7, Az,

Incorporandole al término de flujo convectivo, el modelo que evalua el criterio de corriente

arriba establecido en el Capitulo 5.

n+1
1 {|:DCi+l+DCi:|S _|:DCi+l+2DCi +DCi—1:|S +|:DCi +DCi—1:|S }
i+1 i i-1

NPeAzlz3 2 2 2
+ : {(1_a’)ci+1 +(2a)_l)ci _a)Ci—l}rHl -

Az,

1 n+: n n+. n n+. n
6AL, {(SMl - Si+1)+ 4(Si - Si )+ (Si—ll - Si—l)}: 0

(i=2,3,..., 1-1) (H.24)

Empleando el método de Newton-Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones se llega

al siguiente conjunto de ecuaciones:

Rv_l(si—l’si’s'+1):

v-1
1 a |:DCi+1+DCij|Si+l_|:DCi+l+2DCi +DCi1j|Si _'_{Dm +DCi1:|Si_l
NoeAZ, 2 2 2

L {1- ), + o1, —aCy ' - {srt s, b+ a(srt - 87 ) (5 -8, )} =0
D

Az ©BAL,
(H.25)

+
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R 1 [[Deys+De,], 10 g _S']V_l+(1—a))aci+l“_ 1
oS N, Az} 2 265, Az, S BAL,

i+1 i+1

(H.26)

R 1 {6% [13 g .1 }_[DCMMDG+DCH}}“+
- 2 i+1 i i-1
S, N,AzZ2 | 6s, |2 2 2 (H27)

(w-1)0C,"" 4
Azy O3S, BAL,

v-1 o v
aR _ 1 DCi + DCi—l +1 GDCi_l [Si_l _ Si ] _ (4] aci—l _ 1 . (H.28)
2 2 0S4 Az, 0Si;  6AtL,

Esta Gltima ecuacion genera un sistema de I-2 ecuaciones con I-2 incognitas, derivado por

el MEFG con funciones base lineal.
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Apéndice |

APROXIMACION DEL MODELO NO-LINAL EN EFG CON
FUNCIONES BASE CUADRATICA

1.1 Aproximacion en elemento finito de Galerkin con funciones base cuadrética.

Como primer paso para la aplicacion del MEFG se define el operador diferencial que actla
sobre la ecuacion diferencial (5.1).

L[S]zaf {Nl DC(S)Z—?C(S)}—;—S:O (1.1)

Empleando la ecuacion (4.11), tomando en cuenta el concepto de Galerkin, se define la

siguiente ecuacion.

0| L 5 B e1-5 4z))=0 (i=1,2,3,....1) (1.2)
0z | Npe oz oty

Para reducir el orden de las derivadas en la ecuacién anterior por lo general se emplea el
teorema de Green, pero en el caso de una dimension en la variable espacial basta con una

integracion por partes.

(L IZA)C§+(§,d(pi - é,(oi + 0| L [A)C§+(§ o,
N o 0z dz, ot, 0z | Npe 0z

(i=1,2,3,..1)

Zp=Zpr

=0 (1.3)

7p=0

La ecuacion anterior solo se aplica en los nodos en los cuales se desea aproximar la funcion
desconocida, entonces en problemas como el que se esta resolviendo con condiciones de

frontera tipo Dirichlet, la ecuacion (1.3) no se aplica para los nodos en las fronteras, es decir
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los valore de i se restringen a i=2, 3,..., I-1, y al no contemplar a ¢,, ¥ @,_, que son las

funciones base distintas de cero en las fronteras internas y externas respectivamente el
Gltimo término de la ecuacion (1.3) es cero. Si alguna de las fronteras no tuviera

condiciones de frontera tipo Dirichlet no se anularia el tercer término de la ecuacion (1.3).

1 - 85 =~ do, oS .
—(|—D,—+C|,—/—)-(—,¢, )=0 =2,3,...,1-1 1.4
<{NF,E ¢ oz } dzD> <8tD (p> ( ) (14)

Seleccionando la funcion base cuadratica para la aproximacion en la ecuacion anterior y

considerando que los pardmetros a determinar son dependientes del tiempo se puede

escribir a la ecuacion (4.8) de la siguiente forma.
é(ZD’tD):ZSj(tD)q)j(ZD) (1.5)

Combinando el par de ecuaciones anterior se obtiene el sistema algebraico de I-2

ecuaciones con I-2 incognitas.

G| 1 o[ doy dg )\ S, adg\ _
;{_N_PQS«DC ’ > dt <¢’j’¢’i>} <C, >—0 (i=2, 3,.., 1-1)(1.6)

D dz,

Como los coeficientes D, =D, (S) y C=C(S) son funcién de S, las integrales pueden

resolverse numéricamente o analiticamente por sustitucion de una funcidén que sea

combinacion lineal de polinomios, como la siguiente.

A~

Be(20,th)= " Dy (to 1, (2, (1.72)

k=1

é(ZthD):ZCk(tD)(pk(ZD) (1.70)

|
k=1

Introduciendo las aproximaciones anteriores en la ecuacion (1.6) se tiene que:
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k=2

1-1 1 1-1 do, de ds. = do,
-—S. YD L = ‘ Clo,,—/~)=0. (1.8
,Zi ™ ,Z{ ck<¢>k el i (p;.0,) |- 2. Clo 0. (1.8)

(i=2,3,.., I-1)

Debido a que se tiene funciones bases cuadraticas, tanto para aproximar la solucién S como
para aproximar los coeficientes no-lineales, entonces para determinar la informacion en el
nodo i se requiere el uso de los cuatro nodos vecinos mas cercanos al nodo i, es decir a los

nodos i-2, i-1, i+1 e i+2. Entonces para funciones bases cuadraticas los términos de la

sumatoria en la ecuacion (1.6) se reducen a.

+2 i+2 d¢] dgpl dSJ i+2
—Z—‘[__es kz.:z{ < dzD’dzD>}_dtD <(pi’(pi>] kZzC<¢k' > 0(1.9)

(i=2,3,..., I-1)

Discretizando la parte temporal con el esquema implicito como en el caso de diferencias

finitas.

i+2 i+2 n+l _@n

1 n+l n+l d¢] d¢l Si Sj
> -—5,"% {D , - 0,
i { NPe J k—i—z{ o <¢k dZD dZD Aty <¢J ¢>

j=i-2

i+2
- Z Ckn+l<(/7k vdﬁ> =0
dz,

k=i-2

(i=2, 3,..., 1-1)(1.10)

Lo siguiente es resolver las integrales relacionadas a la ecuacion anterior, y para esto las
integrales se resuelven en el espacio de las coordenadas locales &, en vez de las
coordenadas globales z,, debido a que las integrales se resuelven por elementos, y en
general, en funciones bases de mayor orden en la aproximacion, o elementos de
discretizacion méas complejos las integrales son méas sencillas en el espacio de las
coordenadas locales. Ahora para relacionar las coordenadas locales con las globales se

requiere de una transformacion que esta desarrollada en el Apéndice C.
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+26e)
Q, (&)= ) ~1<E<+1 (1.12)
-5¢0-¢)
0,(6)=0,.(6)=0-¢)1+e)  -1se<l (1.12)
0, (6)=— £0-4) 1<£s4 (1.13)
Q.(6)=+ £0+2) 1<l (1.14)

De la funcidn de transformacion entre los tipos de coordenadas solo se requiere la derivada

de la coordenada global con respecto a la coordenada local y es la siguiente.

dz,

dg

= Az, (1.15)

Para diferenciar a las integrales en el espacio de las coordenadas locales correspondientes a
los elementos vecinos al nodo i se denotaran como ely e2; siendo €1, el elemento que se

encuentra entre los nodos i, i-1 e i-2 y por consiguiente i, i+1 e i+2 encierran a e2.

De acuerdo con las ecuaciones (1.10), (1.11), (1.12), (1.13), (1.14) y (1.15) se plantean y

resuelvan las integrales generadas por los valores tomados por j en la ecuacion (1.10), como

sigue.
Caso 1: j=i-2
et
| 2 Qo 1,1 4 = Az, d¢& =
<¢"2 dz,, dzD> L‘{ 2" 2" 2 Jag, (27 g, [0 (1.162)
7
60Az,
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(1.16b)
1
15Az
do,, d(pi> jﬁl 1 2)( 1 j 1 (1 j 1 } ~
S el D] | I S e 4 S+e Az,dS =
< dz, dz, 27 2 2 Az, \ 2 Az, (1.16¢)
7
60Az,
do,_, do; _
<(pm iz, 'E>_O (1.16d)
doi, % _
<¢7i+z iz, ’dzD>_0 (1.16e)
q0 1, 1,1, 1., Az,
<¢i—2'¢i>:.[_1‘|:(_598+§§ ](§§+§§ j:|AZDd‘§:_ 15 (1.17)
o\ (1, 1YL, ) L]y, et
<¢i—2’a>_'[_1‘|:[ 515 ](2+§)AZD:|AZDd§_ 5 (1.18)
Caso 2: j=i-1
<<o- %%>=j“[(—1§+3§2}(—2§) : (£+§j L }Az de =
" dzy 'dzp, [ | 27 2 Azg\2 7 )Az, | °
(1.19a)
1
15Az
<(/>— S %>= W(l—iz)(—%) e }Az deé =
" dz, 'dz,/ Az \ 2 Azy | °
(1.19b)
8
15Az
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(P10} = { ( el 5 ﬂ _ 24z,
NPT S

Caso 3: j=i

(ot g0 (][ -dee o) Sl (s Jonte-
2012

211

(1.19¢)

(1.19d)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22a)

(1.22b)

(1.22¢)

(1.22d)



d¢’i%_+l EZ_E 1_£ 1 —
<¢i+2 dZD,dZD>—j1‘K2§+2§ j[ 2*%%( 2+§jAZJAde§

(1.22¢)
1
20Az,,
A1, 1,1, 1.,
<¢il¢i>:_[_l1:(5é:+§§ ](Ef"'zf ﬂAdefﬁ-
401, 1 1, 1 8Az (129
([-5ee3e | gerie ="
o\ pf(1, L)L, )
<<oi,a>—jﬂ2§+ ¢ j(2+§]AZJAde§+
1, 1 1 1 (124
fﬂ‘zﬁ 2° )(‘E*)AZJAZD“ -°
Caso 4: j=i+1
do,, do; _
<¢i_2 iz, 'E>_O (1.25a)
dp,, do\
<¢,i_l i ’E>_O (1.25b)
<¢-%%>=j“{(—1§+1§2j(—2§) : (—chj - }Az dé =
Ydz, 'dz,/ |\ 27 2 Azg\ 2 7 )Azg | °
(1.25¢)
o
15Az
doi, do\ _ et Loy 1(1 1 _
<§0i+1 dZD 1E>_Il‘|:(l §X 2§)AZD( 2+§jAZDi|AZDd§_
(1.25d)
8
15Az
doi, do\ (1, 1.5 1/ 1 1 _
TN ([T B ER
(1.25¢e)
1
15Az
A 1,1, 2Az7,
<¢i+1'¢i>=.[l|:(1_§ X—E@r;f ﬂAdeé_ 15 (1.26)
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de, + Y 1 1 2
<¢).+1 dZD> j_l‘{( 5{ 5 s)AZJAD £=—3
Caso 5: j=i+2

de,., de.
<(Pi—2 (pl+2,i>=0

dz, dz,

<¢7i_1 —d Piuz ,dﬁ> =0
dz, dz,

d(/’i+2%_+_1 321 1_£ 1 -
<coi i ,dZD>—jl‘K 2§+2§j[2+§j%[ 2+§jAZJAde§

7
60Az,

d¢i+2%_+_2£ 1 (.1 1 =
<¢)i+1 dz,, ’dzD>_J.—1‘{(1 : (2+§jAzD( 2+§)AZD}AZDd§

1
15Az,

do,,, do, _ [ 1 1 2 1 1 _1 1 =
R T O o e

7
60Az,

A1 1., 1. 1., Az,
<¢i+27¢i>:jl|:(§§+55 J(_E§+E§ HAZDdf— 15

do\ _pf(L,, 1Y 1, )2 1
<¢i+z,a>—j_ﬂ2§+zé j( 2+5)AZJAdeé—6

Incorporando el resultado de la serie de integrales a la ecuacion (1.10) se llega al siguiente

sistema de ecuaciones.
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(1.27)

(1.28a)

(1.28b)

(1.28c)

(1.284d)

(1.28e)

(1.29)

(1.30)



1 7 1 7 -1 8 11
—— D¢, == Decint———D¢; Si2+| 7=~ Dci, —7——Dciyu —7=— D¢, |Si4

Nz || 60AZ, 15Az 60Az, 15Az 15Az 15Az
+ _—1 DCi—2 + i DCi—l +i Ci +i DCi+l _L DCi+2 Si

| 20Az,, SAzZ 30Az, SAzZ 20Az,,
Fon 8 1
- DCi _—DCi+l_—DCi+2 Si+1

15Az 15Az, 15Az

B n+l el
7 1 7 2 1
+ D, — D.,,+—— D¢, |S; +1-flc.—c. l+=[c., -c.
_60AZD Ci 15AZD Ci+l 60AZD C|+2:| |+2} { 3[ i+1 |—1] 6[ i+2 |2]}

Az, S-S | 247, S, "=, | 8Az, s"t-s,"
15 At, 15 At 15 At
, 247, S, =S.," Az, S, -S.,"

(1.31)

i+1 i+2 i+2

15 At 15 At

Recordando el modelo para el término convectivo.

Cin—Ciy (1_a))ci+1 +(2a’_1)ci —aCiy (1.32)

~
~

2Az, Az,

Ci., -Ci, ~ (1_ a’)cnz + (26‘) _1)Ci -aC;, (1.33)
4Az 2A7,, '

Incorporéndole al término de flujo convectivo el modelo de evaluacion para el criterio de

corriente arriba establecido en el Capitulo 5.
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1 7 1 7 -1 8 11
DCi—Z - DCi—l + DCi Si—2 + DCifz T DCH T
Nqe || 60AZ, 15Az 60Az, 15Az 15Az 15Az

+ _—1DCi—2 +iDCi—l +3—7DCi +i Dein _;Dcnz S;
| 20Az,, S5Az, 30Az STAVAS 20Az

Azp Si,"" =S, + 287, S, =S, +8AZD s -5 + 2875, S, =S, _A7p S,

DCi j|si—1

- n+l
11 8 1 7 1 7
+| - DCi _—Dcm——DcHz Si+1+ DCi - DCi+1+—DCi+2 Si+2
15Az 15Az 15Az 60Az, 15Az 60Az,,

n+1

i+2

n

15 At 15 At 15 At 15 At 15

n+l

+ {_ % [(1_ a’)ci+1 + (25" _1)Ci - a)Ci—l]+ % [(1_ a))ci+2 + (2(0 _1)Ci —-aCi, ]} =0
(i=3,...,1-2) (1.34)

Hasta este punto se tiene las ecuaciones que proporcionan informacion para determinar el

valor en el nodo i, pero por la configuracion de las funciones base cuadratica también se

requiere de la ecuacion que describe la informacion en el nodo i-1. Empleando la ecuacion

(1.6) para describir al nodo i-1 se tiene que.

1-1 1-1 do. ) ds. 1-1
SJ (DJ ’dgohl _ J <¢j1(0i_1> C ¢k'd¢| -1 -0
iz2| Np 2 dZD dz,, dt, k=2 Zp

(i=2,3,..., 1-1) (1.35)

De todos los elementos de la sumatoria en la ecuacion anterior los términos que no se

anulan son los que estan relacionados con los nodos i-2 e i.

i 1 i de; doy, 5" -8 < do, 1>
N Dei| @ — - Qi Qi C ' 0
1'2{ N, Jkgz{ ck< k dz, dz, At, < : 1> kZZ Zp

(i=2,4,..., 1-1)(1.36)

Donde en la ecuacidn anterior se incorpora la discretizacién temporal.

Caso 1: j=i-2
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d¢|2 dgpll * _1 E 2 _E 1 _ ) 1 =
<¢.2 i ,dZD> I‘K terde) 2+§]AZD( z&AZJAdef

(1.37a)
B 11
15Az
d¢|2 d¢|—1> +‘|: 2{ 1 ) 1 1 j| —
P, [[|e-¢] - =+ |- (-26) = azpde -
< dz, dz, 2 Az, Az, (1.37h)
.
15Az,
dp,, do, _[" l i 2 _l 1 _ 1 _
<(pi dz,, 'E>_L‘K2§+2§ j( 2+§jAzD( 2§)AZJAZDd§_
. (1.37¢)
15z,
L., 1, 2Az,
(pu 21 §; 1 |: _E - )}AZDdSZ: 15 (1.38)
do, , 1 1 2
<¢>.2 > jﬂ—; +5¢ J 2¢) JAdeé—sAZD (1.39)
Caso 2: j=i-1
<¢> doi, d(p._1> r‘[(_ngrEgJ(_zg) : (-2¢) : }Az dé =
" dz, dz, [ T\ 27 2 Az, Az, | °
(1.40a)
4
SAz,
<(P dd§0|—1 dd(P|_1> J“|:(1_§2X_2§) 1 _25) 1 }AZDd§=
z, dzp Az, Az, (1.40b)
16
15Az,
d¢|—l d(DI—l + 1 1 2 1 1 —
<<o . dZD> L‘KE“EC’Z j(—Zé)AZD(—Zf)AZJAdeé_
(1.40c)
4
SAz,
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o , ) 16Az,,
<(pifl,(pi4>:jﬁl[(1—§ Ji- &2 )hzode = I

doiy\ _e2Y_ 1 _
<§0i1’ dZD >—J._1A|:(l é: X Zé:)AZD:|AZDd§—0

Caso 3: j=i

o, doia\ (1o L2l ) 2 (02
<¢i2 dzp, ' dz, >_I1‘K 2°5¢ j(2+§jAzD( 26E)AZD

1
15Az

do, % (21 1 o0t _
<§0i1 dz, ' dz, >_Il‘{(l 4 {2+§jAZD( zflAZD}AZDdf—

8
15Az

doi doiy\ _ (L., 1002 1 (Copt _
<§0i dzD’ dz, >_11‘H2§+2§ j(2+§jAzD( 29E)AZJAZDOISZ

1
15Az

+ 2 2 2A D
(01 0) = jﬂ%é%f J(l—é )}Ade& -

d¢i—l_+£ 1) 1 2
<<oi,m>—j_l‘ﬂ2§+2§ j( 2§)AZJAde§— T,

Incorporando estas integrales a la ecuacidn (1.36), se tiene la siguiente ecuacion.
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(1.41)

(1.42)

(1.43a)

(1.43b)

(1.43c)

(1.44)

(1.45)



+{3C_ 2 }”” , 207, S, -S,.," , 1647, S,,"-s.," , 207, ST o
3 i-2 i

3 15 At 15 At, 15 At
(1.46)

Recordando el modelo para el término convectivo.
Ci-Ci, _ (1—0))Ci +(2a)_1)ci—l —aCi, (1.47)

~

2Azp Azp

Incorporéndole al término de flujo convectivo el modelo de evaluacion para el criterio de

corriente arriba establecido en el Capitulo 5.

1 11 8 1
N _15A Df(i—2) - Df(i—l) - Df(i) Si—2
PE Zy 15Az 15Az,

4 16 4
- 5A Digag + Dty + o5 Priy [Sia
ZD 15AZD 5AZD
n+1
1 8 11
T Df(i—2) _—Df(i,l) _—Df(i) Si (|48)
15Az,, 15Az,, 15Az

-Hla- o)+ o1, -ac )

, 287, S, -5s," , 16Az, S.,"-5s." , 287, 5" -gN o
15 At 15 At 15 At

Las ecuaciones (1.48) e (1.34) forman el sistema de ecuaciones no-lineal siguiente, que

determina el valor de la funcién aproximada en los nodos, con funciones de interpolacion

cuadratica entre los nodos.

Ecuacién parai=3, 5, .., I-2.
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%{[l Dei, _i Deisy +l De; :|Si—2 ‘*{__1 Dei, _ﬂ Deisy _E De; }Si—l
N oAz, 40 10 40 10 5 10

_3 9 37 9 3
J{E Dei, +EDCi—1 +% De; +B Dy _EDCHz}Si

n+l
11 4 1 7 1 7
+|:_EDCi _gDcm _EDCi+2:|Si+l J{E De; _EDCHl +EDCi+2:|Si+2}

+i . Si-zm1 _si-zn ) Si-1n+l _Si—ln +8 SinJr1 _Sin +2 Si+1n+1 _Si+1n _ Si+2n+l _Si+2n
10 Aty Atg Atg Aty Aty

1 (1 3 1 "
{50k, 20y, -3 -1, + 200, -G a0
(1.49)
Ecuacion parai-1=2, 4, .., I-1.

1 11 4 1 6 8 6
—{{__ Deio =2 Deiy =7 DCi}SiZ J{g Deio, +g Deiy +g DCi}Sil

N..Az,? (L 10 5 10
n+l
1 4 11 2 n+
+l:_EDCi—2 _EDCi—l_BDCi}Si} Y -k, +(20-1)C, —aC,,|™ (1.50)
D
S~ n+1_S_ n S n+1_S‘ n S.n+l_s.n
+i 2 i-2 i-2 +16 i-1 i-1 +2 i i =O
10 Atg Atg At,

Empleando el método de Newton-Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones se llega
al siguiente conjunto de ecuaciones:

Ecuaciones para i=3, 5, . ., I-2.

219



1 7 1 7
R (S,,,8:4,S,S:1,Sis2) ¥ ———1| == D¢, , —— D¢, , +—= D¢, [S;_
(,,2 i-1 1 2) NPEAZD2{|:40 Ci-2 10 Ci-1 40 C|j| 2

-1 4 11 -3 9 37 9 3
+|—D¢, ,—=Dg , —==D¢ |S;,+|—D¢. , +—D¢, , +==D¢y; +— D¢, ——
[10 Ci-2 5 Ci-1 10 C|j| i-1 [40 Ci-2 10 Ci-1 20 Ci 10 Ci+l 40

v-1
11 4 1 7 1 7
‘{_E D¢, "5 Dcin 10 DCi+2:|Si+1 ‘{4_0 D¢, 10 Dciy +4_O Dciso :lsnz}

DC i+2 j|S|

1 1 3 1 -
+ Az, {E(l_w)cnz —2(1-0)C;,y —E(Za)—l)Ci +20C, _Ea)ciz}

1 {_si_z“—si_z” oSSy oS8T es s s s, —sm“}:o

J’__
10 At, At At, At At

v .. . [75 . s.. 35"
i = : |:lDCi—2 _iDCi—l+lDCij|+ - e
oS, , N, Az, |L40 10 40 6S., | 40 10 40

o oC,, H_ 1
267, 05,,  10At,

(1.52)

v-1 _ oD... ) _ ' v-1
x - - 2 [_1 DCi—Z_iDCi—l_EDCi:|+ o _Sl_z _4S|_1+£
os, N,.Az,? |[ 10 5 10 oS, | 10 5 10

i-1

20 0C., """ 2
+ +

Az, S,  10At,

(1.53)

v-1
ﬁ :; |:__3DCi2+3DCil+3_7DCi+iDCi+l_iDCi+2:l
S, N, Az, |40 10 20 10 40

oDy, [73i2 11S,, 375, 118, 7S, }}1 3o-1oc, 8

+ 1
6s, | 40 10 20 10 40 2Az, 0S,  10At,

(1.54)

+

R " = 1 {_ED _iD _iD ]}-aDcm |:95i _4Si+l _Si+2 }}v_l
- Ci Ci+l Ci+2
S, Ne. || 10 5 10 S, 10 5 10 (155)

2(1_“’)80”1H+ 2
Az, S 10At,

i+l
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v-1 aD ) ) ) 7 ) v-1
oR = 1 l:lDCi_iDCi+1+lDCi+2:|+ﬂ _ﬁ_h_i_i
0S;,, Noc [L40 10 40 oS, 40 10 40 (1.56)

n (l—a)) Ci., - 1
2Az, 0S,,, 10At,

Ecuaciones para i-1=2, 4, . ., I-1.

Rv_l(si—Z'Si—USi)z

1 11 4 1 6 8 6
—2{__ Deis _g Deisy _E D, :|Si2 + {g Deis +g Deiy +g De; }Sil
- (1.57)

v-1
1 4 11 2
+[_5Dci_z _gDCi—l _EDCi:|Si} - Az, {(1_50)Ci +(25"_1)Ci71 —a)CH}

v-1 n v-1 n v-1 n
+i{28i2 —Sis +16Si—l —Siy +28i -5 }=0

Atp Aty Aty

v oD.. . [ 11S. . 4S. s |
aR = 1 |:_E DCifz _i DCifl_i DCI}_F CI—Z — i-2 + i-1 _ 1
s, N.. || 10 5 10 S, | 10Az, 5Az, 10Az,
20 oC,,"" 2
+ +
Az, 3.,  10At,

(1.58)

v oD.. . [ 4s., 8S.. 4s "
oR _ 1 |:_iDCi2 _ﬂDCil_EDCi:|+ cit| %92 91 %9
oS, , N, Az,° |L 10 5 10 oS, 5 5 5

2(2w-1) oC, V‘1+ 16
Az, S, 10At,

(1.59)

v-1 aD ) - - 11 - v-1
% :%{{_%DCiZ_gDCil_%DCi}'F aSC| |:_ S:LIE)Z +655|_1_ 12|:|}
o Neefzp i (1.60)

21-w)ac, "™ L2
Az, 0S, 10At,
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Este conjunto de ecuacidn genera un sistema de I-2 ecuaciones con I-2 incognitas, derivado

por el MEFG con funciones base cuadraticas.
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Apéndice J

SOLUCION ANALITICA POR EL METODO DE BUCKLEY
Y LEVERETT

J.1 Perfil de saturaciones para permeabilidades relativas tipo Corey.

El método de solucion para determinar la solucion fue desarrollado por Buckley-Leverett,
en el cual sélo se consideran las fuerzas convectivas. En este apéndice se determinan dos
soluciones analiticas que resuelven dos problemas de flujo cada uno y sirven para validar
los resultados numéricos de los problemas de flujo convectivo del Capitulo 5. En el caso |
el flujo es viscoso y en el caso Il el flujo es influenciado por fuerzas viscosas y

gravitacionales.
Entonces la ecuacion de flujo es,

Ay +§=0 (J.2)
oz, ot,

Empleando a los modelos para las permeabilidades relativos de tipo Corey se puede
establecer la siguiente ecuacion, donde los nimeros adimensionales son los establecidos en
el Capitulo 3.

MS™ — N, (@-S)°s™
fW:uWDG +uWDV = Msnwi((l_s))no

(3.2)

En esta seccidn se muestra un algoritmo de solucion para determinar expresiones analiticas
de la ecuacién (J.1), en el problema de B-L, pero lo importante de este algoritmo es que,

para algunos casos se pueden obtener solucién explicitas, S = S(z,,t, ), para el perfil de

saturaciones y no para la posicion, z, =z, (S,t, ), como lo muestra el método de BL.
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Empleando el método de Welge para obtener la saturacion en el frente de conveccion Sy y la

saturacion promedio detras del frente S. Se plantea un sistema de ecuaciones que nos

proporcione la recta tangente a f(S), en la saturacién Sz, dicho sistema es el siguiente.

Caso I: que solo considera al término viscoso, con nw=no2y N, =0.

f MS, (J.3a)
= od
SOMS, 2 +(1-5,)?
2MS, (1-S
a m- 4280 ' (3.3b)
dS|s, [1—28f+(1+M)Sf2]
fl, =mS, (3.3c)

Caso Il: que considera a los términos viscosos y gravitacionales, connw =2, no =1y

Ng =-1.

MS, > +(@1-S,)S,’

= J.4a
s MS. > +(1-S,) 0.42)
df (s, -1)s,(2-25, +M(2+5, +5,2)
—| =m= - (J.4b)
as|;, h-s, +Ms,?]
fl, =ms, (J.4¢)
La solucidn los sistemas de ecuaciones (J.3) y (J.4) son los siguientes:
Caso I:
S (J.5a)
1 M
m=— J.5b
> o1 (J.5b)
1 M
ﬂ& T 1 (J.5¢)




Caso Il:

M2+ M -1

fMPeM -1

L —AM 42 M M2 M 2M (V2 M 1)
2M? 442+ M -3MV2+M -M?(-4++2+ M)

(| LM HAM M2 M +M2(B-632+M )+ M*(4-312+ M)
S (M2eM-1foMP +24 M —3MYV24 M - M2 (V2 + M -4))

= 0.732051 (J.6)

=1.1547 (3.6b)

=0.845299

(J.6¢)
donde la relacion de movilidades en sus puntos finales es, M =1.

De esta forma, dado los valores de no y nw, se pueden determinar expresiones analiticas

que nos proporciona los valores de la saturacion del frente de conveccion Sty la saturacion
promedio detras del frente S (ya que S=1/m ). Por lo que fijando el valor de M=1 se

tiene que S=0.7071y S =0.8284. Analogamente se determinan los parametros para el caso

I, como lo muestran las ecuaciones (J.6).

Ahora la solucién analitica que propone Buckley-Leverett es la siguiente.
Z, =t,—; S, <S<1 J.7
o =to ‘ (0.7)

Por lo que se llega a la siguiente ecuacion:
Caso I:

25(1-S)
°[L-2s +257]

z, =t - (J.8)

Caso Il:
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S(s®—25% +55 - 4)
h-s+s2f

Z, =1, (J.9)

Resolviendo esta ecuacion se obtiene cuatro soluciones, pero solo una es la posible por lo
que las otras tres proporcionan resultados fisicamente imposibles. Entonces las soluciones

de interés son:

Caso I:
—t. 7. — 2%+t oz AJt, +4z
S(zD,tD)=1 1+‘/ pob ° VObOND °® (J.10)
2 Z,
Caso IlI:
ty, +25 + 2 _ 4t +2 \2t, + 2 1/4t + 3z
S(2p,tp) = Jet, o +2, ) “t ) (3.11)

Z(tD + ZD)

Las ecuaciones anteriores son validas desde z, =0 hasta la posicion del frente a una t,

dado. Y para determinar la posicion del frente a un tiempo dado hay que recordar que el
frente de desplazamiento viaja a velocidad constante. Por lo que si la velocidad de
desplazamiento en variables adimensionales esta dado por la pendiente m. Entonces la

posicion del frente ha un tiempo dado esta dado por:

—

2o =2 (3.12)

Y asi la solucion analitica para cualquier tiempo, de este caso en particular es:

Caso I:
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1 1+\/_tDZD_ZI§+\/EZD\/tD+4ZD 0<z,<12t,
YA

S(zp.tp) =42 o , (J.13)
z, >1.2t,

Caso Il:

t, +2, +\/(—tD —z, ) —4(t, +ZD)(2tD + 25—+t 14tp +32D)

S(25.t5) = 2ty +2,) ,

0<z, <115t
(J.14)
7, >1.15t,

De estas soluciones se observa el perfil de saturaciones de discontinuo y la posicién de este
punto de discontinuidad varia conforme el tiempo adimensional avanza. Las soluciones

analiticas derivadas en este apéndice son comparadas en el Capitulo 5 con las soluciones

numéricas del modelo de flujo no-lineal.
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