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Prefacio

La motivacion original del presente trabajo surgié en el contexto de estudios
variacionales de sistemas coulombianos en campos magnéticos intensos lleva-
dos a cabo por los Dres. Alexander Turbiner y Juan Carlos Lépez Vieyra en
su grupo de investigacién en el Instituto de Ciencias Nucleares de la Univer-
sidad Nacional Auténoma de México. Pensando en una manera de mejorar
los célculos variacionales, se penso en introducir correcciones usando para
ello las funciones de Lanczos generadas a partir de la funcién variacional del
estado base. De esta manera se comenzo la exploracién del método de Lanc-
zos en el contexto de sistemas mecanico-cuanticos simples y exactamente
solubles como el oscilador arménico y el oscilador de Morse. Estos estudios
fueron planteados como ejercicios preliminares en donde se pudieran seguir
en detalle los pasos y resultados del método. Dichos estudios son el con-
tenido principal del presente trabajo de tesis. Con la experiencia adquirida
se planeod aplicar el método de Lanczos al estudio de los niveles mas bajos
del oscilador anarménico V' = ma? + ga*. En esta direccién se hicieron al-
gunos calculos preliminares y que también han sido incluidos al final de ésta
tesis. El objetivo principal de estos estudios no es el de hacer un tratamiento
numérico intensivo, como es el que suele hacerse con el método de Lanczos,
sino mas bien hacer un estudio de las propiedades analiticas de las funciones
de Lanczos generadas a partir de una funcion inicial seleccionada adecuada-
mente y que reproduzca las caracteristicas fisicas principales del sistema en
estudio. A futuro se vislumbra la posibilidad de aplicar el método a problemas
fisicos mucho mas complejos, como en los estudios de sistemas coulombianos
en campos magnéticos intensos, los cuales estan fuera de los objetivos del
presente trabajo.



Capitulo 1

Introduccion

El problema principal de la mecanica cuantica puede resumirse, sin temor a
exagerar, en resolver la ecuacién de Schrodinger del sistema:

~

Hyp(z) = BEy(z), (1.1)

donde el hamiltoniano H es un operador diferencial lineal hermitiano que
contiene la informacién fisica del sistema, E es la energia, y ¢ (x) la funcion
de onda. La ecuacién de Schrodinger es una ecuacién de eigenvalores y como
tal se le considera un problema espectral. La ecuacién (1.1) es una ecuacién
diferencial que solo en un pequeno ntumero de casos con relevancia para la
fisica puede ser resuelta de manera exacta. Es por esta razén que han sido
desarrollados un gran ntimero de métodos de aproximacién alternativos para
resolver y obtener informacién confiable del sistema bajo estudio, como son
la teoria perturbativa o el método variacional.

Una forma estandar de atacar el problema es convertir la ecuacion diferen-
cial (1.1), a un problema de algebra lineal (ver apéndice A). En este caso,
el procedimiento estandar consiste a grandes rasgos en tomar una base de
funciones, que se considere apropiada al sistema, en términos de la cual se
expande la funcién de onda. Como la base es completa y por lo tanto infini-
ta, la expansion es exacta. La aproximacion consiste en truncar la base en
algin elemento N de la misma. Asi, con este subconjunto finito de la base
podemos construir una matriz Hamiltoniana del sistema. Puesto explicita-
mente, si elegimos un subconjunto finito de la base de funciones:

{dn(®)}nsg - (1.2)
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V(@) =Y vada(2), (1.3)

entonces podemos utilizarla para construir los elementos de matriz del sis-
tema en esta base, definidos en general como:

<¢ia I:I¢J>
VA& di) (05, 05)

donde (, ) representa el producto escalar propio del sistema y los indices i y
j corren desde cero hasta N. De esta forma, la representacién matricial del
operador Hamiltoniano bajo esta base queda como;

h@j =

hog hOl h02 T hUN
hl(] hll h12

H p—
hNQ hNN

Asi, con nuestra aproximacién matricial de orden N al Hamiltoniano, queda
resolver la ecuacion matricial de eigenvalores:

Ho=E7. (1.4)

donde E sigue representando la energia del sistema y ¢ es un eigenvector de
la matriz H cuyas entradas (vg, vy, ... v,) corresponden a los coeficientes de
la expansién (1.3). La matriz Hamiltoniana en nuestra base serd una ma-
triz cuadrada de orden N. Es en este sentido que N determina el grado de la
aproximacion. Esta forma de proceder es ampliamente usada en varias ramas
de la fisica cuantica donde se necesitan de calculos muy grandes para estudiar
un sistema, debido a que en la representacién matricial es posible hacer uso de
distintas simplificaciones y de métodos numéricos para resolver el problema
de eigenvalores (1.4). Asi, por ejemplo, en la quimica cuéntica se suele usar
bases de funciones gaussianas con el proposito de poder evaluar facilmente
los elementos de matriz h; ; de las interacciones Coulombianas. Sin embargo,
el tener facilidad de calculo no garantiza la obtencion de buenas aproxima-
ciones a las cantidades relevantes del sistema en estudio y usualmente se
requiere asi de matrices Hamiltonianas de orden muy grande. Si bien esto no

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura
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representa ya un problema serio con las computadoras actuales, si lo es la
interpretacion fisica en términos de las funciones de onda resultantes.

Uno de los puntos principales de este enfoque reside, por tanto, en la eleccién
adecuada de la base de funciones (1.2). Dicha eleccién puede ser mas o menos
arbitraria o no', ademds de que puede solo ser conveniente para aproximar
ciertas propiedades del sistema, como por ejemplo, la energia en un cierto
dominio del problema, etc. Es por esta razén que se requiere de bases muy
grandes, con las cuales se piensa que los resultados tendran una mejor conver-
gencia. Y es en este punto donde podemos introducir el método de Lanczos.
El método de Lanczos es un procedimiento tipo Gram-Schmidt que permite,
a partir de una funcién inicial o semilla, construir una base de funciones de
manera recursiva. Ademds, y aqui es donde reside el interés en el método
de Lanczos, dicha base de funciones, por la forma en que esta construida,
se espera que contenga informacion del sistema. La razén de esto es que
el método emplea directamente el operador Hamiltoniano del sistema para
construir sus funciones. La consecuencia principal es que la representacion
matricial del Hamiltoniano en una base de funciones de Lanczos es tridiago-
nal. Este simple hecho hace de la base de Lanczos una opcién muy adecuada
para tratamientos numéricos. Asimismo, la convergencia de las cantidades
relevantes del sistema se espera sea mas rapida.

Debido a la gran facilidad con la que el método se presta para hacer calculos
numéricos, gran parte de los estudios existentes sobre el método de Lanczos
en si mismo se realizan a partir del punto de vista de los métodos numéricos
(vedse [6] y referencias alli citadas). Esto puede dar por sentado, o inclu-
so minimizar algunos aspectos analiticos relevantes del método. El presente
trabajo pretende hacer un estudio del método de Lanczos centrandose en
algunos aspectos analiticos, tomando como sistemas de estudio problemas
exactamente solubles, en los que las caracteristicas principales sean perfec-
tamente conocidas. El objetivo principal pretende entender las bondades y
posibles defectos del método en el contexto de sistemas solubles para después
intentar aplicarlo a problemas no exactamente solubles como el del célebre
potencial anarménico V() = x4 gx?*. Por su complejidad, este ultimo pun-
to quedara fuera de los objetivos de la presente tesis y solo se haran algunos
estudios preparativos.

IPor ejemplo es conveniente elegir bases de funciones que tengan las mismas simetrias
que el problema original.

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura



Capitulo 1. 4

Entre otros puntos, nos enfocaremos en estudiar algunas de las propiedades
analiticas de las soluciones obtenidas por el método, ademas de que espera-
mos poner a prueba algunas caracteristicas particulares del mismo, como su
rapidez de convergencia, su capacidad de recuperar los resultados conocidos,
etc.

Con este proposito, el presente trabajo se encuentra dividido en 4 partes, cada
una dedicada a un aspecto particular del Método de Lanczos, o relacionado
con el mismo.

= Parte I. El Método de Lanczos. En esta parte se presenta el Méto-
do de Lanczos por primera vez. Se pretende hacer una demostracion
del procedimiento, haciendo hincapié en los primeros pasos del mis-
mo. Asimismo, se fija la notaciéon que sera utilizada en los capitulos
siguientes.

s Parte II. El Oscilador Arménico Simple. En esta parte se aplica el
Método de Lanczos a un problema concreto. El problema bajo estudio
es, ademas, exactamente soluble y uno de los sistemas mas estudiados
y mejor conocidos. El interés de aplicar el método de Lanczos a este
problema es poder comparar los resultados obtenidos para las funciones
de Lanczos y sus energias respectivas, con las eigenfunciones y eigen-
valores exactos del sistema. En particular, se desea ver si por medio del
procedimiento se puede obtener una base completa de funciones.

= Parte III. El Oscilador de Morse. En esta parte se aplica el Método de
Lanczos a un problema con espectro cuantizado finito. Gran parte de
la literatura actual sobre el método mismo gira alrededor del problema
de la localizacion e identificacién de niveles espurios, producto tnica-
mente del procedimiento. Deseamos ver de forma analitica cémo es que
dichos niveles pueden aparecer en el estudio de este tipo de proble-
mas, y si su aparicion puede ser controlada de alguna forma y bajo
qué condiciones. Se estudia igualmente el tema de la congruencia de
los resultados del método con los resultados exactos, y qué condiciones
es necesario cumplir para recuperarlos. En esta parte se busca ademas
poner de manifiesto la importancia que hay en la eleccién de la funcion
inicial para el método, y todas las consecuencias y condiciones que im-
pone sobre las funciones de Lanczos subsiguientes generadas a partir
de la misma.

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura



Capitulo 1. 5

s Parte IV. El Oscilador Anarmoénico Cuartico. En esta parte se hace
un bosquejo de aplicacién del método de Lanczos a un sistema quasi-
exactamente soluble. Este sistema es uno de los sistemas mejor conoci-
dos de toda la fisica matematica moderna, y se cuenta con una gran can-
tidad de resultados confiables acerca del mismo. En esta parte se busca
explorar sobre todo el aspecto analitico del método de Lanczos, toman-
do como funcion semilla una funcion variacional elegida adecuada-
mente que satisfaga, entre otras, las propiedades asintéticas del prob-
lema. También en este estudio se emplean distintas formas de aprox-
imacion: la primera tomando una base fija de eigenfunciones del os-
cilador arménico (que no satisfacen las mismas propiedades asintéticas
del oscilador anarménico), prescindiendo del procedimiento de Lanc-
zos. Las dos formas siguientes hacen uso del método, partiendo de dos
funciones iniciales distintas.

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura
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Capitulo 2

El Método de Lanczos

2.1. Introduccion

En el presente capitulo introducimos el método de Lanczos [1], algunas de
cuyas aplicaciones son el objeto de estudio en los capitulos siguientes. Inten-
tamos introducir el método de una manera relativamente formal, haciendo
especial hincapié en los primeros pasos del procedimiento con el fin de hacer
que el lector adquiera cierta familiaridad con el método.

Sea H un operador lineal actuando en un cierto espacio vectorial V de dimen-
sién finita o infinita. Cualquier representacién matricial de dicho operador se
escribird como:

hoo h01 hOQ c. hOj
th hll h12 Ce hlj

hi() hil hig . hij

donde A

hij = (¢i , Hoj),
y {¢:} es una base ortonormal para el espacio vectorial V. Entonces, si el
operador H es hermitiano, es posible obtener una base ortonormal en la cual
la representacién matricial de H sea tridiagonal. Esta base se puede obtener
de forma constructiva usando el procedimiento de Lanczos, que describimos
en detalle a continuacién.



Capitulo 2. 8

A lo largo de la descripcién siguiente, adoptaremos la convencion
de referirnos a las funciones obtenidas por el procedimiento como
funciones de Lanczos. A su vez, nos referiremos a las funciones de
Lanczos como ¢,, cuando no se encuentren normalizadas, y como
1, cuando lo estén; mas especificamente:

P
(P, Pn)?
Ademas, definimos: X
¢ = H"py

y recordamos que, siendo Hun operador hermitiano, se cumple la
ecuacion (v, HYy,) = (HYp, ¥,,). Esta tltima relacién serd muy
importante para la demostracion del procedimiento.

2.2. Demostracion del Método de Lanczos

El método de Lanczos puede ser resumido en su forma algoritmica de manera
bastante simple: Dado un operador Hamiltoniano H y una funcién inicial
normalizada 1)y, podemos construir una base de funciones usando el pro-
cedimiento de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt partiendo de una base!,
construida a partir de la funcién v y el operador H:

Bx (o, H) = {¢07ﬁ¢07ﬁ2%7ﬁ3¢0 . } :

para obtener una base ortonormal en la cual la representacion matricial del
operador H aparecera en forma tridiagonal.

La demostraciéon de dicha afirmacién se puede llevar a cabo de manera bas-
tante directa por medio de induccién matematica. A continuacién se procede
a hacer dicha demostracién, llevando a cabo de manera explicita los primeros
pasos del procedimiento, con el fin de obtener claridad.

Sea 1y cualquier funcién normalizada ({1, %) = 1) en V, y definamos ¢()
en la siguiente forma:

oM = Hpy . (2.1)

ILa base a partir de la cual se desarrolla el método de Lanczos es llamada Base de
Krylow.

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura
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Aplicando el procedimiento de Gram-Schmidt podemos ortogonalizar ¢,
De ésta forma obtenemos:

¢ = o — (oW )by

o sustituyendo la definicién de ¢() (ec. 2.1), y usando la hermiticidad de H:

¢1 = Hipy — (3o, Hibo)tho.

Podemos normalizar ¢, para obtener:

Hpy — (3o, Hibo) o

Y1 = — - , (2.2)
|[[H1bo — (vo, H1bo)vol|
la cual es la forma explicita de la primera funcién de Lanczos.
Si definimos:
|| Hvpo — (v, Hbo)tho|| = Ni,
(Yo, Ho) = hoo,
podemos escribir la ecuacién (2.2) en la siguiente forma:
Nty = Hipy — hogthy (2.3)

Continuando con este orden de ideas, podemos construir la segunda funcion
de Lanczos 105 . Primero definamos ¢ como:

¢ = Hy,
que se puede simplificar si se usa la ecuacién (2.3) para obtener:

@ = H(Hyo) = H(Nit + hootho)
= N HY1 + hooHpg
= NiHY1 + hoo N1y + hgowo . (2.4)

Asi, aplicando de nuevo el procedimiento de Gram-Schmidt obtenemos:

g2 = ¢ — (62 | h1)hr — (82, ol (2.5)

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura
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la cual podemos escribir en términos de 1y y ¥ sustituyendo (2.4) en (2.5)
hasta obtener:

62 = Ny (Hn = (0, Hn)r — (un, Ho)lo ) |

en donde usamos la hermiticidad de H para poner (]:Id)l,v,b@ = (¢, ﬁwo).
Normalizando obtenemos

Hepy — (y, Hpi)hy — (1, Hio) o

e = — - - : (2.6)
[[Hor — (b1, Hpr)hr — (¥1, Hebo)bol|
la cual es la forma explicita de la segunda funcién de Lanczos.
Si definimos ahora:
||y — (1, Hir )y — (1, Hio)vbol| = Na,
(Y1, HYr) = b,
(Y1, Hio) = T,
podemos poner (2.6) como:
Notpy = Hepy — haytps — haotlo. (2.7)

Ahora, construyamos la tercera funcion de Lanczos, 3. Empezamos definien-
do

o0 = iy
la cual deseamos desarrollar en términos de v, ¥; y 1. Para hacerlo, recor-

damos la forma de H%y, en la ecuacién (2.4), y usamos la ecuacién (2.7)
para sustituir He;. El resultado es:

Yo = Ny Nothy + Ny (hay + hoo) ¥ + (N1hio + hy) tho,

la cual podemos usar para desarrollar qﬁ(?’) = H o = H(H?yy). Esta tltima
ecuacion quedara en términos de H Vg, H vy H 1. Podemos usar (2.7) y
(2.3) para sustituir Huy y Hupy respectivamente. El resultado final es:

R B = H3py =
Ny NoHupy + N1Ng (hyy + hoo) 2 + Ny (hay (hay + hoo) + (Nihio + b)) 1 +
(ho1 N1 (ha1 + hoo) + hoo (N1hao + hy)) tho

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura



Capitulo 2. 11

Asi, sustituyendo esta expresion en la funciéon obtenida mediante el proced-
imiento de Gram-Schmidt:

03 = 0% — (69, 9a) by — (0¥, 1) — (6@, 0o,
obtenemos, después de simplificar:
¢3 = N1 Ny (ff@/)z — (b, Hpa)ho — (tha, Hap1 )b — (3, ff¢o>¢o) ,

Aqui vemos que ¢3 no tiene componente sobre 1y ya que

(ipa, Hib) = (42, Nith1 + hootbo) = 0.
Luego, la ecuacién queda:

b5 = NiNg (Htbs = (s, Hua) — (i, Hib )1 )

y normalizando:

_ ]?’»02 — <¢2>[f]¢2>¢2 — (¢2Jf1¢1>¢1
| H s — (2, Hipo)tho — (o, Hep1 )iy ||

que es la forma explicita de la tercera funcién de Lanczos. Si definimos, como
antes,

3 (2.8)

[[Htpn = (o, Hpr)un — (0, Hibo)t|| = N3,
(7?27{[1&2)
(o, H1) = ha,

I
>
I
N}

entonces podemos escribir (2.8) como:

vy = < (s — b — ot ).

3

Claramente, podemos ver cémo la base producira una representacion matri-
cial tridiagonal. En efecto, la matriz obtenida hasta ahora es:

hoo hor 0O
Hs.s=| hio hir hio
0 ha ha

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura



Capitulo 2. 12

Los elementos fuera de la diagonal principal cumplen:

hor = thA: (1/)1,]:—,%) = (1, N11 + hootbo) = Ny,
hia = ho1 = (o, Hn) = (2, Notbo + 11t + hortbg) = Na,

es decir, los elementos fuera de la diagonal son iguales a las normas de las
funciones de Lanczos. Asi, la matriz anterior queda:

hoo N 0
Hs.s=| N1 hin N
0 Ny hg

Por lo que resta del capitulo redefinimos h;; = h; por simplicidad.

En este punto, podemos imaginar la forma general de deben tener las fun-
ciones de Lanczos siguientes, i.e.

1

P = N (1:-71/11‘—1 — hi—1i1 — Ni—1¢i—2> ; (2.9)

donde, como antes:
Hﬁwi—l — hi1i1 — Nisaio|| = N

Para probar la validez de la ecuacién (2.9), usamos induccién matematica.
Consideramos lo hecho hasta n= 3 como base de induccién. Supongamos
ahora que la ecuacién (2.9) es valida para ¢ = n (hipdtesis de induccién).
Esto quiere decir que:

1

Un N

(Atn-t = b rtnt = Noo1ttns )

y debemos probar lo mismo para ¢ =n + 1, i.e.

Vst = 50— (Hn = bt = Noto1 )

Nn+1

Ahora, por el procedimiento de Gram-Schmidt, la (n + 1)-ésima funcién de

Lanczos es:
n

e e W (R S (2.10)

1=0
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Capitulo 2. 13

con ¢ definida como:
¢(n+1) = [:[n—i_ld}ﬂ

al igual que antes. Analizando la forma que tienen ¢, ¢ y ¢® podemos
decir que ¢+ tiene, de manera muy general, la siguiente forma:

¢t = aly, + ) Crihy
k=0

donde a y C}, son ciertos coeficientes. Si sustituimos ésta ecuacién en (2.10)
se tiene:

n

Gna1 = aH, + > Chhp — Y (Mlﬁhﬁn, Vi) + ) Crlt, ¢¢>> v (211)
k=0 k=0

=0

Pero las funciones de Lanczos son ortonormales, i.e. (g, ;) = 0i,; luego
tenemos que:

ZZCk Vi, Vi) = ZZCk5k1¢z Z@%
i=0

1=0 k=0 i=0 k=0

y sustituyendo en (2.11) obtenemos:

P (mn—zmn,wim) 2.12)

i=0
pero, por hermiticidad (Flwn,wi) = Wmﬁwi), y €omo ]'—A[wi = Nj 101 +
h;v; + Nj;_1 entonces:

n n

Z<wna H); = Z (Nig1(¥n, Yig1) + hiton, i) + Nion, i) ¥

=0 i=0

n

Z(lbm ﬁ%‘)%’ = Z (Ni1 (Vns Vig1) + hi(thn, i) + Ny, Yi1)) ¢

=0 =0
n

= Z (Nit10n,i+1 + hibni + Nibpio1) ¥
i=0
= hn% + Nn¢n—1
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Capitulo 2. 14

Sustituyendo este resultado en (2.12):

¢n+1 = <[A{¢n - hn¢n - Nn¢n—1>
o, normalizando:

[j[wn - hn¢n - ann—l
HHlpn - hnwn - Nnd}n—lH

¢n+1 -

y si, como antes, definimos:
||H,¢n - hndjn - ann—lH = Nn+1

entonces obtenemos:

Vst = 50— (Hion = bt = Natos )

Nn—H

que es lo que desedbamos demostrar. De esta forma, por el procedimiento de
Lanczos obtenemos una representacion matricial tridiagonal, de la forma:

hoo N1 0 . . 0
Ny hyy Ny O ... . 0
0 NQ h22 . 0
H= 0 .. - N, 0
0 Nz hu
0

2.2.1. Otra demostracion

El procedimiento de Lanczos puede plantearse de varias formas. Por ejemplo,
consideremos las funciones de Lanczos ortogonales no-normalizadas genera-
das por el operador hermitiano (hamiltoniano) H y la funcién inicial ¢,
definidas como

n—1

bn=Hop1—> (Hén1,¢p) . n=12,. .. (2.13)

k=0
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Con esta definicion es facil demostrar que

f{(bn - Cn—l—l(bn—l-l + Cn(bn + Cn—l(bn—l 3 (214)

en donde
Cnt+1 = 1,Cn = <ﬁ¢n7¢n>7cn—1 = <H¢n’¢n—1> )

y por lo tanto la representacion matricial de H en la base {¢;} serd tridi-
agonal. En efecto, si observamos la secuencia de las primeras funciones de
Lanczos de acuerdo con (2.13) obtenemos

G0 = ¢Ao, )
¢ = I{¢0—<I{¢o,¢o>¢o, )
¢ = Hoy — (Hor, ¢1) o1 — (He, o) o, (2.15)

¢3 = Hpoy — (Hy, da) o — (Hbo, d1) o1 — (Hba, do) o -

En la definicién de la funcién ¢3 usamos la propiedad de hermiticidad de H
para escribir

(Heo, do) = (¢, H) =0,

ya que H ¢o solo tiene proyeccién sobre el plano generado por {¢g, ¢1}, como
se ve de la definicién de la funcién ¢, arriba. Por lo tanto las primeras fun-
ciones (2.15) satisfacen la propiedad (2.14). La demostracién general puede
hacerse por induccion: consideremos la funcion ¢,, 1

n

gbn-‘rl = ﬁ¢n - Z<ﬁ¢m¢k> ¢k‘7

k=0
n

= Hép— Y (¢n, Hor) o, (2.16)

k=0

en donde hemos usado la propiedad de hermiticidad del operador H. Ahora
bien, por hipétesis

I:—,¢k = Chp1Pkt1 + CuOr + Co10k—1, (k<n). (2.17)
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en donde cp 1 = 1,¢ = (]:Iqﬁk,gf)k),ck_l = (f]gzﬁk,qﬁk_l). Sustituyendo (2.17)
en (2.16) obtenemos

n

b1 = Hop—> (n, b1+ crdp+ c1651) O,

k=0
n

= Ho,— Z (<¢m Prt1) + Cul{Pns Or) + Ch1(Pns Pr—1) )§Z5k;

k=0

= I:I(bn — <¢na ¢n> (bnfl - Cn<¢na ¢n> ¢n )

en donde el dltimo término no contribuye ya que k£ < n. Por lo tanto Ho,
satisface la propiedad (2.14), i.e.

H¢n = ¢n+1 + Cn<¢n7 an) ¢n + <¢n7 an) ¢n—1 .

De aqui vemos que los elementos de matriz son

b = (Galfldn)
" (Gnln) "
hntin = (@nirlH60)  _ [{Gurilénsn)
V{Gnr1|Gni1) (Dnldn) (Guldn)
hpnyr = <¢n|ﬁ|¢n+l> — M

2.3. Consideraciones

Como se puede observar, el método de Lanczos nos permite construir una
familia de funciones ortonormales de manera recursiva y bastante directa.
Ademas, el hecho de que en la construccién de dichas funciones esté involu-
crado directamente el operador hamiltoniano nos permite esperar que las
funciones de Lanczos contengan informacion sobre el sistema particular bajo
estudio. De hecho, la caracteristica mas importante (y atractiva) del método
es su capacidad de crear una base de funciones a partir del sistema mismo.
Podriamos esperar entonces que dicha base incorpore de algin modo varias
caracteristicas propias del sistema, y que nos proporcionara de una mejor
aproximacion al estudio del espectro de energias.
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Capitulo 2. 17

Un elemento necesario para construir funciones apropiadas segun los crite-
rios ya mencionados se encuentra en la eleccion adecuada de la funciéon ini-
cial. Siguiendo los mismos lineamientos, se debe procurar que dicha funcién
esté relacionada con el sistema fisico. Asi, por ejemplo, podemos pensar en
elegir como funcién inicial una funciéon variacional para el estado base que
satisfaga condiciones fisicas apropiadas siguiendo algun criterio, como el de
Turbiner [7, 8, 9] que consiste basicamente en lo siguiente.

Construir una funcién variacional adecuada vy, para la cual el
potencial?

2
Wix) = da¥o :
Yo
reproduzca las propiedades mas importantes del problema origi-
nal de forma tan precisa como sea posible. Si se trata del estado
base, la funcién de onda variacional se debe desvanecer en la
frontera del sistema y no debe tener nodos dentro del dominio de

definicién del problema.

A lo largo de nuestro estudio particular de distintos sistemas, escogemos

funciones iniciales de este tipo.

Finalmente, debemos fijar un poco de notaciéon. Primero que nada, nos referire-
mos de aqui en adelante a las funciones no-normalizadas y normalizadas como

o(z) y ¢ (x) respectivamente, a menos que se indique que sea de otra forma.

Las funciones normalizadas estan definidas, al igual que en este capitulo,

como:
¢(x)

($()] ()2

Sea cual sea la regla por la que se defina el producto escalar. Ademas, esta
regla se aplica tanto a funciones de Lanczos como a funciones de otro tipo.

()

A lo largo del resto de este trabajo estudiamos un par de sistemas exacta-
mente solubles de la mecanica cuantica, y comparamos las eigenfunciones
exactas de dichos sistemas con funciones obtenidas para los mismos a través
del método de Lanczos. Es por lo tanto necesario hacer una distincion entre
ambos tipos de funciones. Proponemos en primer lugar referirnos siempre a
las eigenfunciones exactas de los sistemas precisamente como eigenfunciones
y a las funciones obtenidas por el procedimiento como funciones de Lanczos,

2La funcién variacional ¥ es, por construccién, una solucién exacta del potencial W (x).
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Capitulo 2. 18

a menos que se indique de otra forma. Asi, para marcar la diferencia entre
ambas funciones, distinguimos a las funciones de Lanczos con un superindice,
de la forma v(x)*.
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Capitulo 3. 20

que es equidistante!. Su importancia radica en el hecho de que puede ser
utilizado para hacer una primera aproximacion a otros sistemas alrededor de
posiciones de equilibrio estable de los mismos. El oscilador armdnico simple
se encuentra descrito por el potencial

1
V(z) = Emuﬂxz, (—o0 <z < +00), (3.1)
en donde w es la frecuencia del oscilador cldsico?, vy m es la masa de la
particula que oscila.

A lo largo de las lineas siguientes adoptamos unidades tales que h =m =1,
y por simplicidad fijamos la frecuencia del oscilador como w = 1. Asi, la
ecuacion estacionaria de Schrodinger correspondiente es:

_d
dx?

+ 2% = e, (3.2)

donde € = 2F, y FE es la energia del oscilador en las unidades elegidas. Las
funciones de onda 1 (x) satisfacen las condiciones de frontera:

lim ¢(x) — 0, (3.3)

xr—+00

tienen paridad definida®, y se eligen normalizadas (¢)(x)[¢)(z)) = 1, con el
producto escalar usual definido como:

g = [ 5 @) da (3.4)

El andlisis asintdtico de la ecuacién (3.2), junto con las condiciones de fron-
tera (3.3), dictan la forma de la funcién de onda correspondiente al estado

!Esto quiere decir que la diferencia en energia entre dos niveles consecutivos cumplen:

Ae, =€, —€,_1 =Const. n=1,2,...

2La frecuencia de oscilacién w esta relacionada con la constante k de la ley de Hooke

F = —kz, por la relacién w = ,/%.
d2

3Como el Hamiltoniano del sistema H = — = +22 conmuta con el operador de paridad

Pf(x) = f(—z) entonces sus eigenfunciones tienen paridad definida, i.e. 1(—z) = Fi(z).
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fundamental del sistema. Esta funcién de onda no tiene nodos (teorema de
Perron) y tiene la forma normalizada®:

T

Yo(z) =771 e T, (3.5)

Una propiedad muy importante en el caso del oscilador armoénico es que todas
sus eigenfunciones tienen la forma factorizada ¢ (z) = ¥o(z) u(z), en donde
to(z) corresponde a la funcién de onda del estado base. Entonces, haciendo
esta substitucién en la ecuaciéon de Schrodinger (3.2) y multiplicando® el

2
T .7 .
resultado por ez, obtenemos una nueva ecuacion de eigenvalores para la
funcién u(z). Propiamente:
d*u du
—— t2r— tu=-eu. (3.6)
dx dx
La ecuacién (3.6) puede resolverse asumiendo soluciones u(z) que tengan
la forma de una expansién en serie de potencias (método de Frobenius). Las
soluciones fisicas corresponden a soluciones polinomiales las cuales demandan
que se cumpla la condiciéon de cuantizacién de la energia

e—1=2n, (3.7)

con n un entero no-negativo. Asi, la ecuaciéon (3.6) se transforma en la
ecuacién diferencial de Hermite:
d*H, dH,
PH) ()
dx? dx

—2nH,(x) =0,

conn =0,1,2,...y donde H,(z) son las soluciones polinomiales a la ecuacién,
llamadas polinomios de Hermite, definidos expicitamente mediante la relacion:

22 dn 22
')

4Vale la pena mencionar que la eigenfuncién correspondiente al estado base, en las
unidades originales tiene la forma:

o) = () e

H,(z) = (—1)"e

5Esto es, rotando el operador Hamiltoniano original con la funcién de onda del estado
fundamental g
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Los primeros polinomios de Hermite son:

Ho(z) = 1,

Hy(z) = 2z,

Hy(z) = 42° -2,

Hs(z) = 82° — 12z,

Hy(z) = 162" —482% +12.

Estos polinomios estan ortonormalizados con la funcién de peso
w(x)=e™,

y con producto escalar

/ ¢ Hy () Hy (2)dz = 2"n\N/T Sy

o0

Finalmente, repetimos que la cuantizacion del espectro de energia estd dada
por la condicion (3.7), tal que el valor de la energia del n-ésimo estado ligado

€S:
en=2n+1, n=0,12... (3.8)

De esta forma podemos ver que el espectro de energia del oscilador armoénico

esta cuantizado, con una separacién entre niveles de Ae = €,,1—€, = 2y con

una energia de punto cero ¢y = 1. Las soluciones normalizadas a la ecuacién
de Schrodinger original (3.2) estdn dadas por:
1 22

Un(r) = —=—=== €7 Hy(x), (3.9)

V2"l

igualmente con n = 0,1, ..., 00.

3.3. El Procedimiento de Lanczos.

En este punto podemos empezar a emplear el procedimiento de Lanczos,
tomando como punto de partida el operador Hamiltoniano correspondiente
a la ecuacion de Schrodinger (3.2):

2

. d
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y considerando como funcién inicial a:

vy = e 2, (3.11)

donde o es un parametro real positivo: 0 < a < oco. La eleccion de dicha
funcion inicial estd motivada por varias caracteristicas que la hacen adecuada
para describir al estado base del sistema: carece de nodos, es normalizable y
satisface las condiciones de frontera (3.3) de nuestro problema. Ademas, esta
funcién inicial es igual al la eigenfunciéon exacta del estado base del sistema
en el limite o — 1 6. El potencial asociado a esta funcién inicial esta dado

por:

2.0 2
W(z) = 9% _ T 1

L7 a2 o
¥ ar o a
Es decir, nuestra funcién inicial es en realidad el estado base exacto de un
oscilador arménico determinado por la ecuacién de Schrodinger siguiente:

Ry

~2.2 1L ~ L

—_

. ~ 1 , ~
con frecuencia w = =, y cuya energia es €y =

o

3.3.1. Funciones de Lanczos

Puede demostrarse rigurosamente (ver apéndice C') que las funciones pares
obtenidas por el procedimiento de Lanczos (no normalizadas) estdan dadas
por:

2_1)  (ra)7d 22 T
R C e~ 5a Hy, (—) , 3.12
) = e e =) " \Va (312
con las normas respectivas:
2n)!  (a?—1)
NF = ( 1
" (2n—2)!  2a (3:13)

6Aunque la seleccién de la funcién inicial es en principio arbitraria, la forma de la
funcién de onda para el estado base del oscilador armonico esta practicamente fijada por
el mismo problema.
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donde N,, se define como: )
Ny = (07 1on)?
de tal forma que las funciones de Lanczos normalizadas resultan ser:

ey ma)t e (@
(Ul (x)_\/m Hs, (\/5)’ (3.14)

donde n = 1,2, ..., 00; y donde usamos nuestra convencion:

v = 40
n
Estas funciones resultan ser todas eigenfunciones de un oscilador armoénico
de frecuencia w = é, y en el limite & = 1 son iguales a las eigenfunciones

pares exactas del sistema original.

Debemos hacer notar algunas de las caracteristicas de la familia de funciones
obtenida hasta el momento a partir del procedimiento de Lanczos. La primera
es que todas las funciones tienen paridad par (i.e. ¥~ (—x) = +¢=~(z)), como
resultado de usar una funcion inicial de paridad par en su construccion y
de la invariancia del Hamiltoniano bajo transformaciones x — —xz arriba
mencionada. Por lo tanto, nuestro estudio queda asi restringido a los estados
ligados pares del sistema. Si deseamos estudiar los estados ligados impares
del problema, entonces debemos utilizar una funcién inicial de paridad impar,
como:
2 2

vy = re 2, (3.15)
Tas

la cual es la eigenfuncién correspondiente al primer estado excitado de un
oscilador armoénico con frecuencia w = é Al utilizar dicha funcién obtenemos
que las funciones de Lanczos normalizadas son:

- = (FO&)ii e_% i
Uy (1) = NC o] Hopi (\/a) , (3.16)

donde n =1,2,..., 0.

En lo sucesivo sera util conocer la norma de las funciones de Lanczos no-
normalizadas en el caso impar. Estas normas, en analogia con (3.13) estan
dadas por

o 2n+1)! (a® —1)
N 2n—1)! 2a

(3.17)
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Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, a lo largo de las lineas siguientes
optamos por estudiar solamente los estados pares del sistema, ya que en el
estudio del espectro de energias, las dos familias de funciones no se mezclan.

Otro punto que debemos mencionar acerca del conjunto de funciones obtenido
es que forma una base completa de funciones de paridad par, y por lo tanto
somos capaces de realizar un estudio igualmente completo sobre los estados
ligados pares del sistema. Esta completez es una caracteristica particular
muy importante de nuestro problema, dado que nada en el procedimiento de
Lanczos en si nos garantiza a priori la obtencién de una base completa.

El limite o — 1

Debemos observar que en el limite @ — 1 las funciones no normalizadas y
sus respectivas normas son ambas iguales a cero. Sin embargo, las funciones
normalizadas no solo no desaparecen en ese limite, sino que son iguales a las
eigenfunciones del problema original. Puesto esquematicamente:

@ﬁ:o
1@%:0

pero:
L

lim ¢* = lim - # 0

a—1 wn a—1 N# %

Claramente, tomar el limite & — 1 en las funciones normalizadas 1,, es un
proceso no trivial, menos aun si se considera que, si hubiéramos fijado a =1
en la funcién inicial desde el principio, esto es, antes de implementarla en
el procedimiento, entonces no hubiera resultado posible construir ninguna
funcién de Lanczos, dado que la funcién inicial en o = 1 es una eigenfuncion
del operador Hamiltoniano, y el procedimiento no permite construir funciones
de Lanczos a partir de una eigenfuncién del operador.

Las funciones de Lanczos, pares e impares, se pueden expresar conveniente-
mente como las eigenfunciones (3.9) del operador original, pero ahora en la
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variable \/ia Es decir:

vE(z) = (%) .

Esta forma tan concisa de nuestras funciones de Lanczos nos permite eva-
luar facilmente los elementos de matriz diagonales en nuestra representacion
matricial tridiagonal del Hamiltoniano. Estos elementos de matriz, definidos

como: h, = <w7§ [:I‘ wﬁ> estdn dados por:

(@®+1)
h, = (d4n+ 1) T2 3.18
(an + 1)1 (3.18)
para el caso par, y como:
(a®+1)
hy = (4n + 3 T2
(4n + 3) 5o

para el caso impar, donde en ambos casos n = 0,1, ..., 00.

De igual forma recordamos que los elementos subdiagonales son:

e el -
"\ @2n—-2)!  2a
para el caso par, y:
NE — 2n+1)! (a*-1)
"V @n=-1)! 2a 7

para el caso impar, donde aqui en ambos casos n = 1, 2, ..., 0co.

De esta forma, y volviendo al caso par, nuestra matriz Hamiltoniana tridiag-

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura



Capitulo 3.

onal tiene la forma:

(@®+1)  V2(?—1) 0
V2(a? =1) 5 +1) V12(a? - 1)
0 V12(a? — 1)
H- L 0
2a
n)!
0 asi(a? = 1)
(0 —1) (dn+1)(a*+1)
0
o equivalentemente
1 \/§X 0 0
V2x 5 V12x
0 12y 0
g @+ g
2a
(2n)!
0 (2n—2)! 0
(2(57_1)2!)% (4n +1)
0
a?—
en donde y = Ea2+8'
Diagonalizacion

En cada aproximacién, tomar el limite o« — 1 equivale a diagonalizar la
matriz Hamiltoniana N x N (pues lim, _.; N~ = 0), dejandonos la matriz
hamiltoniana correspondiente a los primeros N estados pares (o impares) del
oscilador armoénico en su solucién exacta. El hecho de que en el limite a — 1
la matriz se diagonalice es una caracteristica especial de este problema y de
la funcién inicial elegida.
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3.4. Estudio del Espectro de Energia.

A continuacién realizamos un anélisis general de los distintos eigenvalores de
la matriz Hamiltoniana, como funciones del parametro «. Una propiedad muy
interesante del espectro de energia puede ser derivada de la forma especifica
de nuestra matriz. En efecto, se puede observar que bajo la transformacion
conforme del parametro a — é, los elementos de matriz fuera de la diagonal
(esto es, las normas (3.13) para el caso par, y (3.17) para el caso impar) se
transforman como N;* — —N=. Pero como sabemos de la teorfa de matrices
tridiagonales (Apéndice B, Teorema B.1), ésta nueva matriz transformada
conformemente es completamente equivalente a la matriz original, con iguales
eigenvalores. Por lo tanto, el espectro de energia de nuestro problema es
invariante ante transformaciones conformes de «, es decir:

B (1),

Podemos obtener el mismo resultado analizando la ecuacion secular asocia-
da al las matrices Hamiltonianas de distinto grado. Definamos la ecuacién
secular correspondiente a una matriz Hamiltoniana n X n como:

tn(X) = det |H, — A\L,| ,

donde H,, es la matriz Hamiltoniana de orden n, e I,, es la matriz identidad
de orden n. De hecho, p,(\) es un polinomio de grado n en A, cuyos ceros
son los eigenvalores de la matriz Hamiltoniana.

Como sabemos de la teoria de matrices tridiagonales (Apéndice B, Teorema
B.3), la ecuacién secular de grado k cumple con la relacién de recurrencia:

p(A) = (hi—1 = N1 (X) = (Ni 1) 2 (A)

entonces, en nuestro caso particular podemos usar la forma explicita de los
elementos de matriz diagonales (3.18) para obtener:

a?+1 a? —1)2
) = (k=3 00— @k - k-3 0,
valida para k=0, 1,2, ..., donde por consistencia definimos:

po(A) = 1.
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Por sustitucion directa podemos ver que la relacién de recurrencia es invari-
ante bajo transformaciones a — i . El hecho de que un polinomio de grado
n sea invariante bajo esta transformacion indica que sus ceros (las energias
del sistema) también lo serdn. Esta propiedad simplifica de cierta forma el
estudio del espectro, ya que al analizarlo sobre cierto rango de valores «,
simultanea e implicitamente lo estudiamos en é .

3.5. Estados mas bajos

Para tener una idea de la convergencia del método, en las figuras (3.1)-(3.3)
se muestran graficas de los estados mas bajos del espectro de energias como
funcién del parametro « en varias aproximaciones de la base de Lanczos,
desde la aproximacién 2 x 2 hasta 6 x 6. En la figura (3.4) se grafican las en-
ergias correspondientes desde el estado base hasta el quinto estado excitado
(de paridad par), en la aproximacién 6 x 6 en la base de Lanczos’. Igualmente,
en la Tabla (3.1) se muestra el valor numérico de la energfa correspondiente a
los estados base, primer y segundo estados excitados pares, evaluados en dis-
tintos valores de a. Debemos recordar que, gracias a la simetria del espectro
bajo transformaciones conformes o — é, en la Tabla (3.1) no solo estudiamos
el espectro en o = 2, 3, sino también, implicitamente, en o = %, % . En otras
palabras, el estudio del espectro en el intervalo a € (1,00) es equivalente al
estudio del espectro en el intervalo (0,1) del pardmetro «. La conclusién es
clara: entre mas cerca de @ = 1 la convergencia sera més rapida al valor real
de la energia. Por supuesto, esto no es ninguna sorpresa considerando que
en el valor @ = 1 obtenemos de hecho las energias exactas del sistema. La
simetria & — 1/« nos dice, ademads, que la convergencia es mejor para valores
a > 1 que para valores o < 1, como puede verse de las Figuras (3.1)-(3.3).

Las graficas (3.1)-(3.3) y (3.4) nos muestran también otra peculiaridad de este
tipo de aproximaciones usando bases truncadas: la convergencia es mucho
mejor para los estados mas bajos (en particular para el estado base) que
para los estados mas excitados. Por ejemplo, de la Tabla (3.1) podemos ver
que en la aproximacion de orden N = 3 y a = 2 la diferencia relativa entre
la energia exacta y la energia obtenida para el estado base Ey es de ~ 0.5%
mientras que para el segundo estado (par) excitado dicha diferencia relativa

"Para obtener las gréaficas mostradas, se utilizé Mathematica para diagonalizar la matriz
Hamiltoniana y asi obtener expresiones para las energias como funciones del pardametro «.
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Ey Ey Es
Njia=1 a=2 a=3|la=1 a=2 a=3|a=1 a=2 a=3
1 1 1,250 1,667 — —
2 1 1,034 1,170 5 6,466 8,830 — — —
3 1 1,005 1,049 5 5,374 6,541 9 12,371 17,410

Tabla 3.1: Convergencia numérica de las energias para los estados pares mas
bajos del oscilador arménico en las primeras aproximaciones de la base de

Lanczos de dimensién N =1, 2, 3.

en la energia Fy es de ~ 38 %, y para a = 3 dichas diferencias relativas son
~5%y~90%!

Ey
1.8
1.6
n=1
1.4
1.2 n=2
n=3
0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.1: Energia E, del estado base del oscilador arménico para distintas
aproximaciones en la base de Lanczos como funcion del parametro «.
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Fy
5. 8¢
n=2
n=3

5.6
5.4¢f ned
5.2¢f n=>5

n=6

0.5 1 1.5 2 2.5 3
(6]

Figura 3.2: Energia E5 del primer estado excitado de paridad par del oscilador
armoénico para distintas aproximaciones en la base de Lanczos como funcién
del parametro a.

Ey
9.8¢

Figura 3.3: Energia E,; del segundo estado excitado de paridad par del os-
cilador arménico para distintas aproximaciones en la base de Lanczos como
funcion del pardmetro a.
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Figura 3.4: Estados mas bajos de energia con paridad par para el oscilador
armoénico correspondientes a la aproximacién 6 X 6 en la base de Lanczos
construida a partir de la funcién inicial (3.11) como funcién del pardmetro «

(frecuencia variacional).
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3.6. Continuacion Analitica en el Espectro.
Puntos Rama.

En el estudio previo del oscilador arménico hemos considerado la situacion
en donde la matriz hamiltoniana, como funcién del parametro o de la fun-
ci6n inicial de Lanczos (3.11), es hermitiana. Ahora podemos permitir que
el parametro a tome valores complejos con lo cual estudiaremos algunas
propiedades de la continuacién analitica del problema espectral como funcién
de este parametro. En particular hacemos un ensayo para estudiar el compor-
tamiento de los puntos rama correspondientes al cruzamiento de niveles, su
identificacién y cémo dichos niveles estan conectados analiticamente. Debe-
mos aclarar que la continuacién analitica en « se efectiia directamente sobre
los elementos de matriz obtenidos por el procedimiento de Lanczos. Hablando
en general, extendemos el dominio de a a todo el plano complejo, menos el
cero, ya que los elementos de matriz son singulares en o = 0 ®. De esta for-
ma, hay que advertir que aunque esta extension del dominio sea véalida para
los elementos de matriz como funciones de «, la misma extensiéon puede no
tener validez (en algunas regiones, al menos) para la totalidad del problema.
Por ejemplo, claramente los elementos de matriz estan perfectamente bien
definidos en la region donde « es real negativo. Sin embargo, las funciones
de Lanczos (3.11) no son normalizables en dicho intervalo de . Para exten-
der el problema espectral de manera mas correcta seria necesario continuar
analiticamente el problema (3.2) al plano complejo x € €, y generalizar las
condiciones de frontera (3.3) de forma consistente (véase p.ej. [23]). Sin em-
bargo en este trabajo no es nuestra intencién el hacer un estudio amplio de
este aspecto del problema. El procedimiento correcto para la continuacién
analitica del problema de eigenvalores de la ecuacién de Schroedinger fue
discutido por primera vez por Bender y Wu [22] para el caso del oscilador
anarmonico.

Cuando « tiene valores reales positivos, la matriz Hamiltoniana es real y
simétrica, condicién necesaria y suficiente para que tenga eigenvalores reales,
los cuales pueden ser ordenados ( Teorema de Oscilacidn), y cuyo ordenamien-
to se mantendra al hacer variar los valores de « sobre el eje real positivo.

8La singularidad de los elementos de matriz (y por lo tanto en la energfa) en a = 0
implica, por medio de la simetria bajo transformaciones a <« é, que el problema es
singular en o = oo.
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Cuando permitimos que « tome valores complejos, nuestra matriz Hamil-
toniana seguira siendo simétrica, pero no serd hermitiana, por lo que los
eigenvalores de energia podran tomar en general valores complejos. Asi, al
hacer la extension del dominio al plano complejo en los elementos de ma-
triz, realizamos simultaneamente una continuacion analitica en los niveles de
energia como funcién del parametro o. Mas aun, los eigenvalores, definidos
sobre la parte compleja del nuevo dominio, no estan obligados a seguir ningin
ordenamiento.

3.6.1. Caso 2 x 2

Consideremos ahora el caso mas sencillo a la mano, el caso 2 x 2. En el dicho
caso, la ecuacién secular es:

7 3(1+at) 3(1+a?)

A) = — - A+ A2
p2(A) 2+ 102 o + A%

y las expresiones para los eigenvalores (energias) son:

Ae(a) = 3(1+e?) £ \/220(43 + 202 + 3at) | (3.19)

donde los signos menos y mas corresponden al estado base y al primer estado
excitado (par) respectivamente.

Hagamos una breve pausa en este momento y fijemos nuestra atencion en la
expresion para los eigenvalores AL («). Debemos recordar que la raiz cuadrada
definida sobre el plano complejo es una funcién multivaluada, y su presencia
en nuestras expresiones para las energias las convierte a su vez en funciones
multivaluadas. Como es sabido, el estudio de este tipo de funciones obliga
a la eleccion de una rama particular de las mismas y, mas importante aun,
indica la presencia de cortes que separan una hoja de otra en la superficie de
Riemann definida por la funcién particular. La convencién usual (aunque no
necesaria) para definir el corte de la raiz cuadrada es eliminar la parte real
negativa del dominio de la misma en el plano complejo; es decir, si la funcion
en cuestion esta dada por:
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la convencién es eliminar del dominio de g(z) los puntos donde f(z) es real
negativo. Como sabemos de la teoria elemental de funciones complejas, si
definimos una trayectoria que parta de un punto del plano complejo sobre
el dominio de la raiz hasta llegar al mismo punto, pero atravesando el corte,
entonces tenemos que al evaluar la funcién en ese mismo punto obtenemos 2
valores distintos, consecuencia de la definicién misma de funciéon multivalu-
ada. El hecho fundamental aqui es que, al atravesar el corte, hemos rodeado
necesariamente algin punto zo del dominio de g(z) en donde f(zp) = 0. A es-
ta clase de puntos se les conoce como puntos rama, y siempre que rodeemos
dichos puntos estamos cambiando de una hoja de Riemann de la funciéon
a otra. Dicho en otras palabras estamos conectando analiticamente las dos
soluciones Ay (a).

Continuando con el caso n = 2, definamos ahora el argumento de la raiz
cuadrada (discriminante) en A+ (a) como f(a) = 2 (3+2a2+3a?) . Si hacemos
« = x + y1, entonces la parte imaginaria de f(«a) estd dada por?:

S(f(a)) = 122°y — 122y° + 4oy = 4oy (32 — 3y° +1).

A partir de la ecuacién S(f(«)) = 0 y la condicién R(f(a)) < 0 podemos en-
contrar el lugar geométrico para el corte de las funciones Ay (). Resolviendo
para y obtenemos, para el primer cuadrante por ejemplo:

/1
Yy = § + 22, (320)

Podemos ver que estas curvas coinciden con los cortes encontrados en la
solucién numérica (usando Mathematica) y graficados en la Fig.3.5.

Los puntos rama en esta aproximacién 2 x 2 (uno en cada cuadrante) estan
definidos por f(a) =0 y son:

o = 05773 +0,81651,
ay = —0,5773 4 0,81651,
az = —0,5773 — 081651,

oy = 0,5773 —0,81657.

Estos puntos rama corresponden al cruce del estado base y el primer estado
excitado de paridad par y a los cuales denotaremos como (0,1).

9Se ha descartado la solucién x = y = 0, pues implica a = 0, donde el problema es
singular.
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Figura 3.5: Cortes en los eigenvalores A.(«a) en la aproximacién 2 x 2.

Es importante notar que los cortes, ain en el caso mas simple, tienen lu-
gares geométricos no triviales. Sin embargo, es la presencia de cortes en las
expresiones para las energias en lo que radica la importancia subyacente del
estudio de sus puntos ramas. Considerando el mismo ejemplo del caso 2 x 2,
supongamos que trazamos una trayectoria sobre el plano complejo de a, que
parta de algin punto rodeando algin punto rama hasta regresar al mismo
punto. En esta excursion se atraviesa el corte de la funcién. Si evaluamos la
funcién correspondiente al estado base en el punto inicial, digamos o = 1, no
obtenemos sino la energia exacta de ese estado. Sin embargo, si seguimos la
trayectoria regresando al mismo valor @ = 1 obtenemos un valor distinto, y
ese valor resulta ser el valor exacto del primer estado excitado par. De esta
forma hemos podido conectar analiticamente los dos estados del espectro.
Lo mismo ocurre cuando se tratan aproximaciones de grado més grande en
la matriz Hamiltoniana. En principio podriamos pasar de un estado a otro
mediante continuacién analitica si se conoce la estructura analitica del es-
pectro. Por ello es importante conocer la posicion de los puntos rama y la
identificacién apropiada del cruzamiento de niveles que ocurre en cada punto
rama.

Volvamos ahora al caso de nuestras energias. Al igual que en la aproximacion
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2 x 2, los eigenvalores correspondientes a aproximaciones de mayor grado
tienen funciones multivaluadas del tipo raiz cuadrada, y raiz cibica a lo
menos. Como comentamos antes, esto las convierte en funciones multivalu-
adas, y como tales presentan cortes y puntos rama en su dominio. Para lo-
calizar los puntos rama podemos hacerlo en general partiendo de la ecuacion
secular de una aproximacion dada y usando el discriminante del polinomio
caracteristico p(A). El discriminante de g () estd definido como:

k

D) = [ = \)*,

1<j

donde \; es la i-ésima raiz de u;. Para encontrar los puntos rama debemos
resolver la ecuacion para a:

k

D(ur(a)) = [[u(@) = Aj(@))* =0,

i<j

lo cual puede hacerse numéricamente con relativa facilidad con programas
como Maple o Mathematica, al menos para las primeras aproximaciones. El
aspecto mas complejo de este andlisis consiste en la identificacion apropiada
del cruzamiento de niveles que toma lugar en cada punto rama. Este aspecto
lo discutimos con un poco mas de detalle en las siguientes lineas.

3.6.2. Caso 3 x 3

En el caso 2 x 2 el corte en los eigenvalores representado por la curva (3.20)
pudo ser encontrado con relativa facilidad, pero en el caso 3 x 3 resulta ya
demasiado dificil hacerlo. En principio uno podria, por ejemplo, adoptar otra
convencién para los cortes, de tal forma que éstos estuvieran dados finalmente
por lineas rectas, digamos. Pero esto ha resultado un problema técnico no
resuelto hasta el momento y los cortes se tienen que hallar de forma numérica.
Afortunadamente, no resulta necesario calcular analiticamente el lugar ge-
ométrico de los cortes. Su localizacion es visible al graficar el valor absoluto
de las energias sobre el plano complejo de «. En las figuras (3.6) - (3.7) se
puede ver esqueméaticamente la localizacion de los cortes en los casos 3 x 3 y
4 x 4.
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0,1) 0,2) 0.3)
« E « E « E
0.577-0.8161 1.732
0.313-0.5451 1.678-0.0421 0.791-1.3801i 1.678+0.0421
0.218-0.4101 1.660-0.0551
.2 %) 2.9
« E « E « E
0.859-0.5111 5.947
0.383-0.924 1 1.605 1.012-1.900i(*) 1.66040.0551 0.930-0.3671 10.026

0.589-0.4391 5.890-0.0991

1.091-0.8141 (*)

5.890+0.0991

Tabla 3.2: Localizacion de los puntos rama en diferentes aproximaciones.
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Conocer la localizacion de los cortes es muy importante para la identificacién
apropiada de los cruces en los niveles de energia. En el presente trabajo se
usé un camino directo: partiendo de cada punto rama se determinaron los
eigenvalores para diferentes valores del parametro « siguiendo una trayectoria
recta hasta llegar al eje real. La mayoria de las veces la recta era paralela
al eje imaginario de o, aunque en algunos casos se le daba a la trayectoria
cierta inclinacién. Claramente, para un punto rama dado, solo dos hojas de
Riemann estaran unidas, i.e. solo se cruzan dos niveles, por lo que en realidad
se tienen dos diferentes trayectorias para los eigenvalores correspondientes
sobre cada una de dichas hojas. Al irnos moviendo sobre la linea recta en
el plano complejo de a hacia el eje real, las trayectorias de los eigenvalores
se van separando hasta llegar a ciertos valores sobre el eje real, donde se
puede hacer una identificacion consistente de los niveles que se cruzaron
en el punto rama, siempre y cuando la trayectoria no haya cruzado algin
corte, o que se puedan identificar claramente cada uno de los cortes que se
hayan cruzado. Por esta razon el conocer la localizacion de los cortes sobre
las distintas hojas es importante para nuestra identificaciéon de los cruces.
Observemos brevemente el caso 3 x 3. Los cortes estan representados en la
Fig. (3.6). Consideremos solo el primer cuadrante. Si nuestras trayectorias
son lineas rectas a partir de los puntos rama hasta el eje real de manera
paralela al eje imaginario, entonces ninguna de las trayectorias cruza ningun
corte y la identificaciéon de los cruces puede hacerse sin ambigiiedad. Sin
embargo, podemos elegir otra trayectoria recta que parta del punto rama
mas alejado del origen, correspondiente al cruce (0,2), de tal forma que pase
por el corte que surge del punto rama inferior, el correspondiente al cruce
(1,2). Entonces esa trayectoria, al llegar al eje real, lo hace habiendo cruzado
un corte y por lo tanto, habiendo cambiado de hoja de Riemann, por lo que
la identificacion difiere al compararse con aquella obtenida al haber seguido
la trayectoria original. En este ejemplo, nosotros hemos intencionalmente
desviado la trayectoria, y aun de esta manera hay forma de recuperar la
identificacién original puesto que conocemos la posicion de los cortes, pero en
casos subsecuentes no hay forma de sortear los cortes, y a veces se debe cruzar
mas de uno. Es esta la razon por la que no se pudo hacer una identificacién
de todos los puntos rama para todas las aproximaciones de distinto grado.
En general, nosotros escogemos siempre identificar los cruces de acuerdo al
criterio de trayectorias que no crucen ningun corte.
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La identificacion de los puntos rama es importante por varias razones. En
principio, nosotros conocemos todos los elementos de matriz en esta repre-
sentacion tridiagonal del Hamiltoniano, de tal forma que conocemos la forma
de la matriz Hamiltoniana de grado infinito. Pero llegar a este limite implica
tener una base completa e infinita de funciones de Lanczos, por medio de
las cuales podemos construir cualquier eigenfuncién del sistema. Mas impor-
tante aun, esta expansiéon infinita de las eigenfunciones en términos de las
funciones de Lanczos debe ser independiente del valor del pardmetro a. Asi,
tenemos:

ve(z) = Ol (@)bs(z:a),

donde:
C' (@) = (W |tn) -

El punto que debemos notar es que la eigenfuncién exacta ¥y (z) es inde-
pendiente de «, aun cuando los elementos de la base en los que se expande
sean funciones explicitas de este parametro. Esto por supuesto se repite en
el caso del espectro: en el limite infinito el espectro debe ser independiente
del parametro a aun cuando los elementos de matriz sean funciones del mis-
mo. Asi, todo fenémeno que resulte del uso de este parametro, tanto en las
funciones de Lanczos como en el espectro, debe desaparecer conforme se au-
menta el grado de la matriz Hamiltoniana. De esta forma esperamos que los
puntos rama en el plano complejo de « evolucionen de tal forma que no in-
fluyan en el espectro cuando se avanza en el grado de la matriz hasta el caso
infinito, puesto que en el espectro real del sistema jamas hay cruces de nive-
les, e identificando los cruces que ocurren en estos puntos podemos evaluar
dicha evolucién. En la Tabla (3.2) se muestran la localizacién e identificacién
de algunos cruces en los que esta ultima es mas o menos definitiva.

3.6.3. Cruce del estado base y el primer estado exci-
tado par

El cruce que se ha estudiado mejor es el cruce (0,1), esto es, el cruce del esta-

do base con el primer estado excitado (par) segin nuestra identificacion. Este

punto rama aparece como el mas préoximo al origen con respecto a cualquier
otro punto rama en cualquier aproximacion dada. Esta proximidad al origen
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nos permite, ademas, tener cierta confianza en que nuestra identificacion es
correcta, puesto que siendo siempre el punto rama mas cercano al origen
seria raro que nuestra trayectoria de identificacion atravesara un cruce origi-
nado por otro punto mas lejano. Asi, la localizacion e identificacién del cruce
(0,1) se llevé a cabo para las aproximaciones desde 2 x 2 hasta 18 x 18. Los
resultados se muestran en la Tabla (3.3).

Tabla 3.3: Evolucién del punto rama (0,1) correspondiente al cruce entre el
estado base y el primer estado excitado de paridad par para varias aproxi-
maciones de Lanczos.

0.0
n o E
2 10,5774+ 0,8161 1,732
3 10,3134+ 0,b45¢ 1,678 4+ 0,0421
4 10,218+0,4102 1,660 + 0,055
5 10,169+ 0,329 1,651 + 0,06114
6 | 0,139+ 0,2752 1,647 + 0,064 1
7 10,1184 0,236¢ 1,644 4 0,066 1
8 10,102+ 0,207¢ 1,642+ 0,067
9 10,091 4+0,185% 1,641+ 0,068%
10 | 0,082 +0,1662 1,640 + 0,069
11| 0,074+ 0,151¢ 1,639 + 0,069
12 1 0,068 +0,139¢ 1,639 + 0,069¢
13 1 0,062 +0,128¢ 1,638 +0,070¢
14 | 0,058 +0,1192 1,638 + 10,0702
15 10,054 +0,1122 1,638+ 0,070
16 | 0,051 + 0,105 1,638 40,0704
171 0,048 + 0,099 1,638 4+ 0,070%
18 | 0,045+ 0,093¢ 1,638 +0,070¢

Con estos resultados podemos observar algo. La posiciéon del cruce (0,1)
aparentemente evoluciona hacia el origen del plano complejo de o conforme
aumenta el grado de la aproximacion. Por supuesto, como el origen del plano
es una singularidad para todos los elementos de matriz, entonces el cruce
(0,1) tiende en este sentido a salir del dominio de definicién del problema
mismo. La transformacién conforme o — 1/« nos indica efectivamente que
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a — 0 es equivalente a la afirmacion a — oo.

3.6.4. Mas sobre la identificacién de puntos rama

Pero aun se puede ir un poco més lejos. Consideremos la Figura (3.8), en
la cual se muestra el primer cuadrante del plano complejo de « en la aprox-
imacién 14 x 14. Se puede observar la formaciéon de un arco formado por
puntos ramas en el intervalo 0 < R(a) < 1, bajo del cual hay un regién libre
de puntos rama. Este tipo de distribucién de los puntos rama se repite en
cada aproximacion que se haga. El hecho de que en esa regién no haya puntos
rama permite hacer una identificacién de aquellos que forman el arco.

El resultado de esta identificacion es interesante. Siempre el punto mas cer-
cano al origen es el correspondiente al cruce (0,1) y le siguen sobre el arco
hacia la derecha el cruce (1,2), después el (2,3), hasta llegar al punto sobre el
arco mas cercano al valor a = 1, cuyo cruce serd el de los dos tltimos niveles
sucesivos dentro de esa aproximacién. Aparentemente el punto de cruce de
los dos 1ltimos niveles (los niveles més lejanos) dentro de cada aproximacién
surge siempre cerca del valor a = 1 y posteriormente se va desplazando hacia
la izquierda sobre el arco, acercandose al valor o = 0. Més atin, conforme se
avanza en el grado de la aproximacion el punto de cruce més lejano aparece
cada vez més cerca de a = 1, y el cruce (0,1), como dijimos antes, cada vez
se acerca mas a = (. Esto permite conjeturar que, en el caso de la ma-
triz Hamltoniana de grado infinito, todos los cruces de niveles de este tipo
se concentran en a = (, desapareciendo asi del problema. Esto seria de es-
perar, puesto que en el caso ideal en que nuestra matriz Hamiltoniana fuera
infinita, el espectro obtenido es el espectro real del problema, el cual no tiene
cruzamientos de niveles ni dependencia en ningtin parametro.

3.7. Conclusiones

En este capitulo logramos poner por primera vez en practica el proced-
imiento de Lanczos. El sistema en cuestion fue el oscilador armonico simple,
uno de los sistemas mas estudiados y quizas el mejor conocido de toda la
mecanica cuantica. A partir de una funcién inicial simple dependiente de un
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Im(a)

(0,2)

p— /

(0,1) (1,2)

1 Re(a)

Figura 3.6: Puntos Rama y Cortes en Caso 3 x 3 (Primer Cuadrante).

pardametro variacional logramos construir de forma explicita todas las fun-
ciones de Lanczos y obtener expresiones analiticas para todos los elementos
de matriz correspondientes a su representacién matricial. En particular se
estudio la continuacion analitica del problema espectral como funcién del
pardmetro variacional y se intenté identificar el cruce de niveles correspon-
diente a la aparicion de puntos rama y cortes en los eigenvalores de cada
aproximacion. Dicha identificacién es muy dificil en general, aunque se pudo
identificar el comportamiento de algunos puntos rama, como el correspondi-
ente al cruce (0,1) mas cercano al origen, y la identificacién de los cruces mas
cercanos al eje real de «, los cuales forman un arco y siguen el orden (0,1),
(1,2), ...

El estudio de este sistema exactamente soluble mediante el procedimiento
de Lanczos puede considerarse como un ejercicio y a la vez como un primer
paso en la aplicacién del método a problemas mas complejos como el caso
del oscilador anarménico V = x? + ga?.
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Figura 3.7: Puntos Rama y Cortes en Caso 4 x 4 (Primer Cuadrante).
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1,4
Im(a) ] + + .
1,2:
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Figura 3.8: Distribucién de Puntos Rama en la aproximacién N = 14. Puede
verse que los puntos rama mas cercanos al eje real de o forman un arco,
en la regién 0 < R(a) < 1, siguiendo el ordenamiento (0,1), (1,2), (2,3) ...
(N-2,N-1). La identificacién de los demds puntos rama es muy complicada
especialmente por la precencia de cortes en los eigenvalores.
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Capitulo 4

Potencial de Morse y el
Procedimiento de Lanczos

4.1. Introduccion

En el presente capitulo estudiamos otro problema famoso de la mecanica
cuantica: el potencial de Morse. Dicho sistema, al igual que el oscilador
armoénico simple, es exactamente soluble, tiene espectro cuantizado y ha si-
do estudiado ampliamente!. Sin embargo, el potencial de Morse tiene una
propiedad adicional: su espectro discreto es finito. El nimero de estados lig-
ados del sistema depende de los dos pardametros ajustables del potencial. El
proposito de las lineas siguientes es estudiar como reacciona el método de
Lanczos ante un problema con un espectro discreto finito; veremos si hay la
aparicion de niveles de energia espurios y si el mismo método tiene alguna
forma de distinguir y separar dichos niveles.

4.2. El Potencial de Morse.
Consideremos en este capitulo el potencial de Morse, dado por:
V(z)=D(e & —25), (—00<z<+00). (4.1)

Este potencial es usado comiinmente como aproximacion para describir las vi-
braciones de moléculas diatémicas en espectroscopia molecular. Los paramet-

LEl potencial de Morse también tiene un espectro continuo que no consideramos en este
trabajo.
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ros D y a del potencial estan relacionados con su profundidad y su ancho
respectivamente (véase la Fig. (4.1)). Dicho potencial esta definido sobre to-
da la linea real: —oo < x < oo, y alcanza un valor minimo V' = —D, en
x = 0%. El potencial de Morse desaparece asintéticamente para valores pos-
itivos de la coordenada z (i.e. lim, .o V(z) — 0) y crece a infinito para
valores negativos de la coordenada x (i.e. lim,_, o, V(z) — o0). A lo largo
del estudio que sigue trabajamos con unidades tales que h = ¢ = 2m = 1,
y sin ninguna pérdida de generalidad fijaremos ¢ = 1. Asi, la ecuacion de
Schrodinger correspondientes es:

Py
Cda?

donde por conveniencia hemos introducido el pardmetro K, definido como
K? = D, y con las condiciones de frontera

lim ¢(z) — 0, (4.3)

r—+00

+ K%(e7 — 27" = er), (4.2)

para los estados ligados del sistema?.
El problema se puede simplificar notoriamente al proponer el cambio de vari-
able

y=2Ke ™. (4.4)

De esta forma, la ecuacién de Schrodinger (4.2) se vuelve:

Ay B
—y i yd—y+(——Ky)w—ew, (4.5)

definida en el dominio —co < y < oo. La ecuacién (4.5) resulta ser exacta-
4

mente soluble, como mostramos a continuacion®.
Supongamos que las soluciones de la ecuacién (4.5) son todas de la forma
Un(y) = un(y) f(y), con n un entero que etiqueta los estados, y donde defin-
imos:

ua(y) = gD

2 Alrededor de su posicién de equilibrio puede ser aproximado convenientemente (para

oscilaciones de baja energia) por un potencial de oscilador arménico V ~ —D + a% 2% de
frecuencia w = 2 =V D , y energfa de punto cero g = 3 = 5
3Es convenlente menmonar en este momento que el potenmal de Morse no es simétrico
bajo la transformacion de paridad z — —zx por lo que sus eigenfunciones no tienen una
paridad definida
4Las lineas siguient d la f d 1 1 bl
guientes no pretenden mostrar la forma exacta de resolver el problema,

sino solo motivar los resultados finales.
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0.5

Figura 4.1: Potencial de Morse (4.1) para D = 1,a = 1.

Sustituyendo esta forma de la funcién 1, (y) en la ecuacién (4.5), y multi-
plicando el resultado por® u;'(y), podemos obtener® la siguiente ecuacién
diferencial para la funcién f(y):

y F(y) + QK — 20— ) (4) + (n+§ (K—n—L1y +e>) ) =0.

obtenemos finalmente la ecuacién diferencial:

y f"(y)+ 2K —2n —y)f'(y) +nf(y) = 0. (4.6)

Ahora, podemos comparar la ecuacién (4.6) con la ecuacién asociada de La-
guerre:

y f"y) +(w+1=y)f'(y) +m fly) =0, (4.7)

5Es decir, rotando el operador H por U (Y)-
6Después de dividir por y.
A veces esta relacién se escribe como e = 2K(n+ 1) — (n+1)2 - K, n=0,1,2...
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donde los parametros v y m son nimeros reales. Claramente, podemos lograr
una identificacion completa entre ambas ecuaciones simplemente definiendo:

v = 2K—-2n—-1,

m = n.

La ecuacién (4.7) es exactamente soluble, y tiene como soluciones (para m =
0,1,2...) a los polinomios asociados de Laguerre L? (y), definidos como:

Lnly) = — dy_m( iy,

! (m +v)! !
;H) m— w0 Y

Los primeros 4 polinomios asociados de Laguerre son:

Lyly) = 1,

Lily) = —y+v+1,

Ly(y) = %(ZJQ—2(V+2)y+(u+1)(u+2)),

Ly(y) = é(—y3+3(y+3)y2—3(1/+2)(V+3)y+(1/+1)(y+2)(y+3)).

Ademas, los polinomios de Laguerre tienen la funcién de peso:

y satisfacen la siguiente relacion de ortogonalidad:

> —y VTV v n—|—l/'
/ e Yy" Ly (y) Ly, (y)dy = (n+v)! On,m -
0

n!

Asi, regresando al problema original dado por la ecuacién (4.5), tenemos que
sus soluciones exactas son:

Zl ) Y 9K 1-9n
~yTETem I (y) (4.8)

1
Y=
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conn=0,1,..., LK — %J, donde | | significa el nimero entero menor inmedi-
ato. Esta cota superior al espectro estda de hecho dada por el requerimiento
de quen < K — % , es la condicién necesaria para tener funciones integrables.
Esto lo podemos ver de la forma explicita de v, (4.8), ya que la funcién es
normalizable solo si K — % — n es positivo. Efectivamente, si regresamos a
la antigua variable x (véase la definicién (4.4)), podemos ver que las eigen-
funciones cargan siempre con un prefactor e~ (¥ ’%’”)’”, correspondiente en la
nueva variable al factor y(& —27" en la funcién un(y), el cual exige que el ex-
ponente sea positivo para tener convergencia de las normas de las funciones
en x — 00 . De esta forma, la condicién de normalizacion para las funciones

estd dada tinicamente por el factor y& —3n) que aparece en (4.8).

En las soluciones (4.8) N,, es un factor de normalizaciéon dado por:

N = (nv(g;?[f 1_11)271))% ‘ (4.9)

De esta forma, la ecuacién (4.5) resulta ser exactamente soluble, teniendo
como solucion a una familia de funciones pertenecientes al espacio de Hilbert,
un espectro cuantizado de energia y, aun més importante, un ntimero finito
de estados ligados.

Asi, la funcién correspondiente al estado base del sistema bajo este nuevo
cambio de variable estd dada como®:

(K_l) _y

Y 2)e” 2
-y r 4.10
v TRK — 1) (4.10)

Finalmente repetimos que la cuantizacion del espectro estara dada por la
condicién:

1
en:—(K—§—n)2, (4.11)
conn =0,1,..., LK — %J, donde |m| significa el nimero entero menor in-

mediato a m.

La aparicién de un ntimero dado de estados ligados en el sistema esta clara-
mente ligada a la condiciéon de normalizacion y a la funcién exponencial arriba

8Esta funcién desempefard un papel importante en el momento de implementar el
método de Lanczos mas adelante.
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mencionada. En efecto, si deseamos tener 2 niveles ligados por ejemplo, debe-
mos referirnos a la expresion (4.11), la cual nos pedird que n = 1 y nos hace
fijar K > % como dominio de normalizacién en K. De igual forma podemos
obtener restricciones en el dominio de K del tipo K > g para el segundo nivel
excitado, K > % para el tercer nivel excitado, etc. y dichas condiciones son
visibles en la parte exponencial de las funciones correspondientes; es decir,
tenemos prefactores y& - enla segunda eigenfuncién, y& -3 en la tercera,
etc. A partir de este punto trataremos a K como un parametro libre, en un
intento de controlar el niimero de estados ligados de nuestro sistema.

Otro punto importante que debemos recalcar es aquel concerniente a la eval-
uacién de integrales definidas. Efectivamente, bajo el nuevo cambio de vari-
ables, las integrales que debemos evaluar transforman como:

/_Zf(x)dx: /000 %‘y)dy.

Dicha regla fue considerada al evaluar todos los elementos de matriz, normas
y, en general, cualquier integracién necesaria para nuestros fines.

4.3. El Procedimiento de Lanczos

En este punto podemos comenzar a usar el procedimiento de Lanczos, usando
el operador Hamiltoniano:

N d? d y?
H:—de—yQ— d_y+(Z_Ky)a (412)
y la funcién inicial®:
y(K_%)e_%

= I 4.13
0 /—F (2 K — Oé) ) ( )
donde o y 3 son parametros reales necesarios para implementar la funcion
inicial en el procedimiento, ya que éste tltimo no permite construir funciones
a partir de una eigenfuncion del operador en uso. Fijamos el dominio de los
parametros como 0 < @ < o0y 0 < # < oo. Debemos notar que en el limite

9Esta funcién carece de nodos y no es simétrica bajo paridad £ — —z, por lo que es
buen candidato para representar la funcién del estado base del sistema.
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a = 3 =1, la funcién inicial corresponde a la eigenfuncién exacta del estado
base del operador (4.12).

La eleccién de la funcién inicial (4.13) no es arbitraria. Primero, hemos es-
cogido la eigenfuncién correspondiente al estado base del oscilador de Morse
(4.10), implementada con 2 pardmetros reales independientes. El hecho de
haber escogido este tipo de funcién inicial es en parte debido a que, cuando
es usada para calcular su potencial correspondiente, éste ultimo reproduce
mas fielmente algunas de las caracteristicas del potencial original. Ademas,
hemos colocado en este caso 2 parametros reales en afan de hacer un anélisis
lo méas general posible. Efectivamente, en el caso del oscilador arménico lo
que hicimos para construir la funcién inicial (3.11) fue tomar la eigenfuncién
del estado base del sistema, e implementarla con un parametro real. Ademas,
en ese caso, la eleccién en la localizacién del parametro era tunica. En el caso
del oscilador de Morse, si deseamos construir una funcion inicial siguiendo
los mismos lineamientos, entonces encontramos que hay muchas formas de
implementar un parametro en la funcién (4.10). Es asi que, para sortear este
problema, y por afan de generalidad, hemos escogido usar dos parametros
reales en lugares significativos de la funcién.

Sin embargo, la eleccion de la localizacion de los parametros en la funcién ini-
cial no es simple en nuestro caso actual. Efectivamente, las funciones de Lanc-
zos resultan ser muy sensibles a la localizacion de los parametros, volviéndose
muy complejas o muy simples de una eleccién a otra. Por lo tanto, este
punto es muy importante para la simplicidad de todos los futuros calcu-
los. Ademas, una eleccion inteligente en la localizacién de los parametros es
necesaria para que nuestras funciones de Lanczos tengan ciertas propiedades
deseables. Por ejemplo, en nuestro actual problema, la elecciéon en la local-
izacion del parametro « estd pensada como un intento de controlar las condi-
ciones de normalizacion de las funciones construidas con el procedimiento.
Si consideramos solamente el pardmetro 3 en la funcién inicial (lo cual seria
equivalente a fijar desde un inicio av = 1), entonces perderemos todo control
sobre las propiedades de normalizacién de las funciones de Lanczos resul-
tantes, y sera dificil esperar que estas propiedades por si solas sean en alguna
forma similares a las de las eigenfunciones exactas; de hecho, este resulta
ser el caso: las funciones de Lanczos obtenidas sin considerar al parametro
« tienen propiedades de normalizacién incorrectas, como se ve lineas mas
abajo.
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Finalmente, el hecho de que en los limites a = 1 y 8 = 1 la funcién inicial
sea igual a la funcién correspondiente al estado base del sistema (4.10), nos
hace esperar que en ese mismo limite podamos recuperar las caracteristicas
principales del sistema cuando trabajemos con las funciones de Lanczos y
el espectro de energia en sus distintas aproximaciones, sin embargo, la recu-
peracién de las eigenfunciones exactas del sistema resulta ser un asunto no
trivial'®, como se ve lineas més adelante.

Antes de continuar, recordamos brevemente la forma en que las funciones de
Lanczos estan definidas en general. La primera funcién de Lanczos es:

1

of = 7 (B~ hootf)

donde:

1
2

Ny = || = hoovs

Y

y hoo es el elemento de matriz:
hoo = <%L|H|¢OL> :
La segunda funcién de Lanczos esta dada en general por:

1 /.
vf = 5 (Bt —hovf - ) |

donde: )
2
b

Ny = Hﬁ@bf — hiy — Ny

v hyy es el elemento de matriz:
hoo = (WFIHEY

Por medio del procedimiento se pudo llegar a construir una matriz Hamilto-
niana tridiagonal de grado 7 x 7.

10En otras palabras, el tomar el limite o — 1,3 — 1 en las funciones de Lanczos no es
suficiente para diagonalizar a la matriz hamiltoniana, como si fue el caso para el oscilador
armonico.
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A continuacién presentamos un pequeno resumen de las propiedades mas im-
portantes de las dos primeras funciones de Lanczos cuando se consideran los
dos parametros a y 3, evaluandolos en ciertos limites de interés. Procedemos
de esta forma, en casos particulares, y no analizando las funciones de Lanc-
zos en su forma general debido a su excesiva complejidad como expresiones
en términos de «, [ y la variable y. Finalmente hacemos una comparacion
de estas funciones de Lanczos con las correspondientes eigenfunciones del
sistema, dadas por (4.8).

Algunas propiedades de las primeras funciones de Lanczos en la
aproximacion 3 = 1.

I : Primera Funcién de Lanczos.

La primera funcién de Lanczos en la aproximacion § = 1 esta dada
por:
K94 (2K — a) — )

V(2K — )l 2K — «)

con las siguientes caracteristicas:

yf =Y , (4.14)

= La funcién tiene un solo nodo y esta localizado en: yy = 2K — a.

= La condicién para que la funcién tenga un nodo positivo y sea
normalizable es: K > 9.

Por otro lado, la eigenfuncién exacta correspondiente al primer estado

excitado es: o
y e 2((2K — 2) —y)

V(2K —2)I (2K — 3)

P = (4.15)

con las caracteristicas:

= El nodo de la funcién esta localizado en: yg = 2K — 2.
= La condicién para que la funcién tenga nodo positivo es: K > 1.
= La condicién para que la funciéon sea normalizable es: K > %
En este punto podemos hacer una pausa para hacer notar que todas las
funciones de Lanczos subsiguientes tienen la estructura de la funcion

Yf; es decir, constan de una parte polinomial en la variable y, multi-
plicada por una funcién de tipo exponencial: y5~2)e~3. M4s aun, la
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convergencia de la normalizacion de las funciones de Lanczos esta dada
por ¢sta tltima funcion, explicitamente por la desigualdad K > 3.

Asi pues, a pesar de que ninguna eleccién del pardmetro « en la funcién
de Lanczos reproduce las eigenfunciones exactas, la eleccién de o = 2
da una aproximacién relativamente buena, al menos en lo concerniente
a la localizacion del nodo y su valor positivo.

Un hecho muy importante que debemos notar es que la parte polinomial
de la primera funcién de Lanczos es un polinomio de primer orden si
y solo si f =1 (con cualquier otro valor de 3, tenemos un polinomio
de segundo grado). Esta reduccién de grado es ain més importante
(y deseable) si tenemos en mente la naturaleza iterativa del procedi-
miento y que, por lo tanto, cualquier complejizacién en un paso del
mismo se ve reflejada y muy posiblemente amplificada en todos los
subsiguientes. Finalmente, la unicidad en la eleccién de 3 para poder
tener un polinomio de primer grado puede ser vista como un indicador
de que 3 = 1 es necesaria para tener una representaciéon minima de las
funciones de Lanczos.

Seguimos a continuacién el mismo analisis, pero ahora para la segunda
funcion de Lanczos.

II: Segunda Funcién de Lanczos.

La segunda funcion de Lanczos en la aproximacion § =1 es:

(K-3)e 5 (2K — a)(1 + 2K —a) —2(1 + 2K — a)y + ¢°)
V22K —a+1)2K — a)T(2K — o)

y
vy =

Y

(4.16)
con las siguientes caracteristicas:

» La funcién tiene dos nodos, localizados en: (yo)+ =1+ 2K —a +
V142K — o

» La condicion para que la funcién tenga nodos reales es: K > O‘T’l
(Esta condicién es satisfecha por la condicién para la primera fun-
cién de Lanczos: K > ).

» La condicién para que la funcién tenga nodos positivos y sea nor-
malizable es: K > 7.
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Por otra parte, la eigenfuncion exacta del segundo estado excitado es:

yBE=De 5 (2K — 4)(2K — 3) — 22K — 3)y + 1)
V202K — 3)(2K — 4)T' (2K —5)

Yy = ;o (417)

con las caracteristicas:

» La funcién tiene dos nodos, localizados en: (yo)r = 2K — 3 +
V2K — 3.
= La condicién para que la funcion tenga nodos reales es: K > %

= La condicién para que la funcion tenga nodos positivos es: K > 2.

= La condicién para que la funcion sea normalizable es: K > g

De manera similar al caso de la primera funciéon de Lanczos, podemos
obtener una buena aproximacion de la segunda eigenfuncién si hacemos
a = 4 en la segunda funcién de Lanczos.

A continuacién presentamos un pequeno analisis de las normas de la
primera y segunda funciones de Lanczos. El estudio de las normas es
importante en el sentido de que nos puede ayudar a definir regiones en
el dominio de los parametros K, o y # donde las funciones son cuadrado
integrables y pertenecen al espacio de Hilbert, de tal forma que tengan
relevancia fisica. Al igual que con las funciones de Lanczos, hacemos
una comparaciéon de las normas de las funciones de Lanczos contra las
normas de las eigenfunciones, dadas por (4.9).

ITI: Normas de Lanczos

Las normas de la primera y segunda funcién de Lanczos en la aproxi-
macion § = 1 son:

N, = (“;1)\/21(—@,
Ny = (“;3)\/2(2[(—@“). (4.18)

Ambas normas son reales si se satisface la condicion K > g,y son
positivas si @ > 1 para Ny, y si a > 3 para N,.
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Los ceros de las normas estan dados por:
Q@
N=0&sa=1, y/oK:§,

(a—1)

No=0sa=3,yloK= 5

La representaciéon tan compacta de las normas es una ventaja especial

de escoger 3 = 1. En la expresién general, N} es un polinomio de 3er

grado en K, y N3 es un polinomio de 7mo grado en K. Ademés, ambas

normas son simultaneamente igual a cero en K = % y o = 3. Si, por

ejemplo, hubiéramos escogido o« = 1, entonces no habria manera de

hacer ambas normas cero simultdneamente (de hecho, un cero de Ny se
1

encontraria en K = —3 ).

Solo por completez presentamos a continuaciéon un breve resumen de las
caracteristicas mas importantes de las funciones de Lanczos y de sus normas,
cuando consideramos 3 # 1.

Algunas propiedades de las funciones de Lanczos en la
aproximacién 3 # 1.

Hacemos un resumen de algunas de las propiedades de las funciones de Lanc-
zos cuando escogemos (3 # 1.
Sobre la primera funciéon de Lanczos podemos resumir:

» La parte polinomial en la primera funcién de Lanczos 1< es un poli-
nomio de 2do grado < [ # 1.

» La parte polinomial de las segunda funcién de Lanczos 15 es un poli-
nomio de 4to grado si § # 1 (esta sobrecomplejizacion es de hecho el
resultado de las propiedades de 1) mencionadas en la linea anterior).

En cuanto a los nodos de la segunda funcién de Lanczos podemos decir:

= Si a =2, tenemos 1 nodo negativo y 3 positivos para todos los valores
de (5.

= Si o = 1, tenemos 1 nodo negativo y 2 nodos positivos para todos los
valores de 3, y 1 nodo negativo si 3 < 1.
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= Sia= % , tenemos 2 nodos negativos para # < 1 y 2 nodos positivos
para todos los valores de (3.

Sobre las normas de las funciones de Lanczos:

= Como mencionamos arriba, el cuadrado de la primera norma N; es un
polinomio de 3er grado en K si § # 1, y se reduce a un polinomio de
ler grado en K si 3 = 1.

= El cuadrado de la segunda norma N3 es un polinomio de 7mo grado en
K si f # 1, y se reduce a un polinomio de ler grado en K si g = 1.

El propdsito del analisis anterior es mostrar que considerar la eleccién del
parametro 5 = 1 simplifica notablemente el problema. Mas ain: no hay otra
eleccién del parametro (3 con la que podamos conseguir esto. En conclusion,
es mejor que en cualquier analisis futuro fijemos = 1 para tener una repre-
sentacion minima y realizar calculos de forma mas simple.

Sin embargo, en el andlisis anterior podemos observar que, aun simplificando
el problema escogiendo 5 = 1, no hay una eleccién de o que nos refiera a las
eigenfunciones del problema original, de la misma forma que se habia podido
hacer en el caso del oscilador armoénico simple en el capitulo anterior.

La conclusion mds importante del andlisis anterior es que las solas fun-
ciones de Lanczos generadas por la funcion inicial (4.13), como funciones
de los parametros o y 3, no permiten recuperar las eigenfunciones exactas
del problema de Morse al ser evaluadas en ningun valor limite de los mismos
pardmetros.
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4.4. Diagonalizacion

Consideremos ahora, y por simplicidad, el caso de la aproximacion matricial
2x 2 del Hamiltoniano de Morse en la base de Lanczos. Podemos entonces, us-
ando las dos primeras funciones de Lanczos, construir las dos eigenfunciones
de la matriz hamiltoniana; dichas eigenfunciones son por supuesto combina-
ciones lineales de dichas funciones. Puesto mas explicitamente, si tenemos la
ecuacion de eigenvalores en forma matricial:

(i 8)(3)(2)
hio  hi U1 v )’

entonces las eigenfunciones estan dadas por:

i L i :
‘I’()ZN(Z-)(U(())ID&JrUpi/ff), 1=0,1,

\

donde Mﬁ) es la norma de la i-ésima funcién , y v(()i) y UY) satisfacen:

N2 2
o7 7 =1

Este proceso de encontrar las eigenfunciones correspondientes a las matrices
mismas puede ser facilmente generalizado para matrices Hamiltonianas de
mayor grado, y es precisamente lo que hacemos para aquellas que hemos
obtenido a través del método de Lanczos. Por simplicidad, de aqui en adelante
nos referimos a este procedimiento simplemente como diagonalizacion.

Ahora, regresando a nuestro ejemplo actual, como hay dos eigenvectores ten-
emos entonces dos funciones diferentes en principio. De esta forma, deseamos
poder hacer una identificaciéon entre ambas eigenfunciones y los estados base
y primer excitado del sistema!!. Para el caso 2 x 2 en particular, podemos de-
sarrollar un poco mas las cosas. La forma explicita de la matriz hamiltoniana
en este caso es

2K—-240a)2K —«a) (a—1)V2K —«
4 2
(a—1)V2K —« 5 1

P S
5 243K 2a K+4a

HDe hecho, esta identificacién resulta ser exacta.
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Recordando que en el procedimiento de Lanczos la matriz Hamiltoniana es
simétrica y que los elementos de matriz hg; = hip son iguales a la norma
de la primera funciéon de Lanczos N; (Ec. (4.18)), podemos expresar los
eigenvalores en este caso como:

B, = % (TrH + /(Tr)2 — 4DetH> , (4.19)

donde TrH = hgy + h11, DetH = hgohiy — hig = hoohiy — N7, y sus
respectivos eigenvectores como

Ny

PR ( 1 (hoo — hi £ /(oo — A ) + 4N12> )
+ — A7 )
N

con N4 un factor de normalizacién correspondiente, y donde los signos menos
y mas corresponden al estado base y al primer estado excitado respectiva-
mente. Como solo usamos las funciones inicial y primera de Lanczos (para
= 1), la tinica restriccién sobre a es que K > § para garantizar la norma-
lizabilidad de las funciones.

De esta forma, obtenemos dos funciones diferentes ¥, y W_. Ambas fun-
ciones estan compuestas por el producto de un polinomio de primer grado
con una funcién de tipo exponencial, heredada directamente de la funcion ini-
cial (4.13). Como atn esperamos que una funciéon W, corresponda en algin
limite de « a la eigenfuncion exacta del estado base y la otra a la eigenfun-
cion exacta del primer estado excitado, podemos evaluar los valores a =1y
a = 3 en las funciones ¥, para que sus funciones exponenciales sean iguales
a aquellas de las eigenfunciones exactas del sistema, (4.10) y (4.15). Vemos
entonces si este proceso de imitacion de las componentes exponenciales de
las eigenfunciones nos puede dar algunos resultados.

Analicemos primero el limite o = 1. En este caso la matriz hamiltoniana se
diagonaliza automaticamente:

2K —1)?
K- .

1
0 _Z+3K_K2
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con sus eigenvectores correspondientes

(1) ()

En este limite las funciones de Lanczos tienen la forma

(K_l) _y
w'Q _ y 2/¢e 2
: JVICK — 1)

yF2e 3 (2K — 1) — y)
VK -1)[2K —1)

Ur =

Entonces W_ = 1§ se convierte en la eigenfuncién exacta correspondiente al
estado base de nuestro problema. Sin embargo, en este limite la eigenfuncién!?
U, = o7 tiene un cardcter espurio, ya que el eigenvalor correspondiente es
positivo en el rango K < % + v/2. Pero ahora, podemos variar o de 1 a 3.
Dentro de ese intervalo, la funcién cambia arbitrariamente, pero al llegar al
valor a = 3 ocurre algo no-trivial: la funcién ¥_ se transforma de nuevo
en la eigenfuncion exacta del estado base! Esto quiere decir que a partir de
la funcion W_ es posible recuperar la primera eigenfuncién del oscilador de
Morse evaluandola en 2 valores de « diferentes. En el limite o = 3 la matriz
hamiltoniana tiene la forma

2K+1)(2K -3) SRS

H = 4
13 )
V2K =3 — 3K - K

con eigenvalores y eigenvectores

(2K —1)? V2K =3
E.=—"—_"1 J_= ,
4 1
Y 1
E+:—Z+3K—K2, U, =| V2K -3
1

12A] igual que en el caso del oscilador arménico, la norma N; de la funcién de Lanc-
zos no-normalizada desaparece en el limite o — 1, sin embargo la funcién normalizada
correspondiente ¥ tiene una continuacién analitica correcta en ese limite.
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En este limite las funciones de Lanczos son:

v o= 4y (K=3/2)

0 T(2K — 3)

Lo VTR —3) —y)
U -

VIRK -3)V2K -3

De aqui podemos ver que las eigenfunciones obtenidas por la diagonalizacién

U_=—V2K - 3¢5 + 9y =

-5y

VIT2K -3)v2K -3’

1 eCHVET (0K —2) —y
U, = ———1g + 45 = ( )

V2K -3 VI2K —-3)vV2K -3
corresponden, salvo normalizacién, a las eigenfunciones exactas del estado
base y del primer estado excitado (Ecs. (4.10) y (4.15) respectivamente).

Y

Asi, en este ejemplo particular puede verse que para recuperar las eigen-
funciones exactas, el parametro o debe evaluarse en distintos valores. Esto
estd en claro contraste con el caso del oscilador armonico simple (Cap. 3),
donde un solo valor de a nos permitia recuperar las eigenfunciones exactas.

Ahora, volviendo a las eigenfunciones exactas del oscilador de Morse, vemos
que las condiciones de normalizacion imponen una restriccion en el parametro
K la cual estd dada por la desigualdad K > n + %, donde n = 0,1,2,...,
dependiendo del nimero de estados ligados del sistema. Asi, en el caso en
que solo existe el estado base del sistema se tiene como condicion K > % y
en el caso en que también exista el primer estado excitado la condicién es
K > % . A su vez, las condiciones de normalizaciéon sobre las funciones de
Lanczos estan dadas por K > a/2. Entonces, en el limite & — 1 solo existe
el estado base, mientras que en el limite o — 3 existen los dos primeros
estados y que corresponden a aquéllos resultantes de la diagonalizacion. Para
cualquier valor 1 < a < 3 tenemos un estado base aproximado y un primer

estado excitado espurio.

En este punto conviene fijar algo de notacién. Como a continuacion trabajare-
mos con matrices de Jacobi méas grandes, conviene renombrar a las funciones

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura



Capitulo 4. 64

obtenidas por medio de la diagonalizacion de las mismas. De aqui en adelante
nos referimos a dichas funciones como V7', donde n corresponde al grado de
la matriz hamiltoniana, y m corresponde a nuestra identificacion con deter-
minada eigenfuncién del sistema. Asi por ejemplo, ¥_ y ¥, son W2y ¥?
correspondientemente en la nueva notacion.

El proceso de diagonalizacion puede ser extendido para matrices de Lanczos
de mayor grado y tenemos el mismo fenémeno observado en el caso 2 x 2.
En el caso 3 x 3 obtenemos tres funciones: W3 W% y U3, En analogia con el
caso anterior se evaluaron las funciones en los valores del parametro o = 1,
a =3y a=>5. Los resultados son los siguientes:

» Cuando o = 1, ¥} — vy, ¥? — Otra Funcién, U3 — Otra Funcién.
» Cuando a = 3, ¥} — vy, U3 — 1)y, U3 — Otra Funcién.
» Cuando a =5, U3 — g, U3 — ohy, U3 — o)y,

donde el término Otra funcion significa que se obtuvo en ese limite una fun-
cion diferente a cualquier eigenfuncion del oscilador de Morse y corresponde
a un estado espurio.

El mismo andlisis se extendié hasta el caso de una matriz Hamiltoniana 4 x 4.
La totalidad de los resultados se encuentran en la siguiente tabla 5.1.

En este punto podemos ver varias cosas. En primer lugar, hay una identifi-
cacion entre algunos valores de « con la aparicion de determinados niveles
excitados del sistema; o = 1 con el estado base, & = 3 con el primer estado
excitado, & = 5 con el segundo estado excitado, & = 7 con el tercer estado
excitado, etc!3.

De esta forma, se establece de manera natural un protocolo para recuperar
las caracteristicas propias del sistema. Podemos intentar resumirlo en las
siguientes lineas:

= Solo ciertos valores definidos del parametro a nos permite recuperar las
eigenfunciones exactas del oscilador de Morse a partir de las funciones
de Lanczos.

13 Aunque no se hicieron los célculos explicitamente, no hay razén para pensar que en
los pasos siguientes no aparezca el mismo fenémeno.
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Tabla 4.1: Eigenfunciones del potencial de Morse obtenidas por diagonal-
izacién en el método de Lanczos (con la funcién inicial (4.13) para 8 = 1)
evaluadas en distintos valores del parametro «. Las soluciones exactas se
denotan como g, Y1, . . ..

’ Eigenfuncién \ a=1 a=3 a=>5 a="7
vl o o Otra Funcién Otra Funcién
v? Otra Funcién (0 Otra Funcién Otra Funcién
vl o o o Otra Funcién
3 Otra Funcién Py 1 Otra Funcién
w3 Otra Funciéon Otra Funcién s Otra Funcién
WG Yo Yo Yo Yo
\11‘11 Otra Funcién U A U
U3 Otra Funcién Otra Funcion Uy Uy
& Otra Funcién Otra Funcién Otra Funcién V3

= Dichos valores de a estan relacionados directamente con la aparicion de
un nuevo nivel de energia del oscilador de Morse: o = 1 con el estado
base, & = 3 con el primer estado excitado, a = 5 con el segundo estado
excitado, etc.

De esta forma, como comentabamos antes, si en la aproximacion 3 x 3 eval-
uamos las funciones en el valor a = 1, entonces solo tenemos oportunidad
de aproximar el estado base. Esto a su vez significa que solo una funcién
de nuestra aproximacion se vuelve la eigenfuncién correspondiente, mientras
que las otras dos restantes estan sobrando, de tal forma que las energias
relacionadas con dichas funciones sobrantes son en general energias espurias,
aunque de hecho las eigenfunciones resultantes tienen norma finita.

Asi, al momento de querer recuperar un cierto limite el sistema original, debe-
mos ser cuidadosos de qué valor del pardmetro usamos y donde evaluamos
las funciones. De otra forma estamos estudiando niveles espurios producto
unicamente del uso de una base inapropiada.

Como breve conclusién de esta seccién podemos observar el hecho de que
hemos encontrado de nuevo consistencia logica en el procedimiento al recu-
perar los limites originales del sistema, aunque fuera de forma mas compleja.
Ademas, hemos encontrado la presencia de niveles espirios, pero mas impor-
tante ain, tenemos la forma de identificarlos y controlar en cierta medida
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su aparicion. Esto es de mucha importancia para nuestros propositos, ya
que ahora deseamos ver como se comporta el espectro de energias ante la
presencia de dichos niveles.

4.5. Estudio del Espectro

En este punto ya entendemos en qué limites podemos recuperar las soluciones
exactas del sistema original, de tal forma que podemos empezar un breve es-
tudio del espectro como funcién del parametro « en las funciones de Lanczos
y de K, el parametro de profundidad del pozo, y ver cémo se comporta ante
la presencia de niveles espurios. El propdsito es ver si el procedimiento de
Lanczos permite una facil localizacion de dichos niveles para que en dado
caso puedan ser rapidamente descartados'®.

Analizamos por simplicidad y sin ninguna pérdida de generalidad un caso
particular, el caso de la aproximacién 5 x 5'°. El nivel maximo de energfa que
puede estudiarse a partir de dicha matriz Hamiltoniana es el cuarto estado
excitado, relacionado a su vez, segin hemos podido concluir, con el valor
a = 9. Probamos evaluar en dicha matriz los valores de v = 1,3,5,7 y 9.
Solo por completez presentamos la forma general de la matriz Hamiltoniana

en este caso'®:

ho Ni 0 0 0
N, by No 0 0
H=| 0 M h N, 0 |,
0 0 N3 hy N,
0 0 0 Ny ha

donde recordamos que cada elemento de matriz esta definido de la manera
usual:

E] estudio de métodos de localizacién e identificacién de niveles espurios es una de las
partes de mayor desarrollo e importancia en la literatura disponible sobre el método de
Lanczos.

Todos los resultados observados en el caso 5 X 5 se observan también en matrices
hamiltonianas de menor grado.

16Las expresiones explicitas de dichos elementos de matriz como funciones de K y «
son ejemplarmente concisas, pero escribirlas aqui esta fuera de las intenciones del presente
analisis.
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v N; es la norma de la funcién de Lanczos <

1
NiE< 57¢2£>2

Lo primero que podemos ver al evaluar los elementos de matriz en los dis-
tintos valores del pardametro « es lo siguiente: en cada uno de los valores de
a=1,3,5,... una de las normas de Lanczos N; se hace cero; para o = 1,
N1 = 0; para a = 3, Ny = 0, etc. De esta forma, dos elementos subdiagonales
opuestos en la matriz Hamiltoniana desaparecen para un valor dado de a y
la matriz hamiltoniana se separa en dos bloques: un bloque correspondiente
a los niveles de energia reales, y otro correspondiente a los niveles espurios.

Supongamos por ejemplo que o = 5. Dicho valor esta relacionado con la
aparicion del segundo estado excitado, de tal forma que en nuestra aproxi-
macién 5 x 5 nos enfrentamos a la posible presencia de dos niveles esptreos
(vedse la Fig. (4.2)). Para o = 5 se tiene que N3 = 0. Asi, la matriz Hamilto-
niana se puede dividir en dos: una submatriz 3 x 3 y otra submatriz 2 x 2. A
la primera matriz la denominaremos H,.,;, mientras que a la otra Hcg, ; la
razén de dicha notacion es porque la primera matriz resulta traer consigo la
informacion real del sistema, mientras que la otra trae informacién espuria.
La division de la matriz Hamiltoniana se puede poner esquemaéaticamente
como:

Hreal 0

0 Hesp.

Para el calculo del determinante y la ecuacion secular de H, podemos valer-
nos del teorema .3. Segtin dicho teorema. la ecuacién secular de la matriz
Hamiltoniana de grado n x n cumple con la relaciéon de recurrencia:

an(A) = (hn—l - /\)an—l(/\) - Nrgz—lgbn—Q()‘) )

por lo que, cuando los elementos subdiagonales Ny se hacen cero, la relacion
de recurrencia se rompe, dando lugar al comienzo de otra relacion nueva.
Asi, quedan dos ecuaciones seculares separadas, una para para H,., y otra
para H,, , sin ninguna relacién entre ellas. El espectro obtenido a partir
de la primera ecuacién secular nos da la informacién del espectro real del
problema, mientras que la otra nos trae informacion espuria.
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Podemos ahora graficar el espectro resultado de alguna aproximacion da-
da como funcién de la profundidad del pozo K, para un valor de « fijo.
Intentemos, por continuidad, evaluar la matriz Hamiltoniana en los valores
a = 5 hasta a = 9'7. Las gréficas de las distintas energfas como funciones
del pardmetro K se muestran en las gréficas (4.2), (4.3) y (4.4). En la figu-
ra (4.2) hemos evaluado los eigenvalores para el valor o = 5. La figura nos
muestra de hecho las energias correspondientes a los estados mas bajos. Para
valores K < « la figura nos muestra la aproximacién a las energias del estado
base, del primero y del segundo estados excitados, ademas nos muestra dos
estados espurios restantes con energia positiva de forma bastante clara. Lo
mismo ocurre en la figura (4.3), donde se tomé a = 7, con la diferencia de
que ahora hay solo un nivel espurio, el cual es atin facilmente reconocible. En
la figura (4.4), donde se evalué a = 9 se muestran todas la energias reales
del oscilador de Morse hasta el cuarto estado excitado.

De esta forma, hemos podido observar la aparicion de niveles espurios propios
del procedimiento de Lanczos. La identificacién de los mismos ha sido ademés
ejemplarmente sencilla.

4.6. Conclusiones

Como conclusién general al presente capitulo podemos presentar un nimero
de caracteristicas nuevas no presentes en el caso del oscilador armoénico sim-
ple. En primer lugar, hemos visto que la eleccién de una funcién inicial ade-
cuada es de crucial importancia. Una funcién inicial no apropiada puede
complicar innecesariamente el problema entero. Mas aun, se debe escoger la
funcién inicial con el objetivo de que la funciones de Lanczos obtenidas a
partir de la misma posean algunas propiedades deseables. Por ejemplo, en
nuestro caso actual disenamos la funcién inicial haciendo especial incapie en
controlar las propiedades de normalizacion de las funciones de Lanczos.

ITRecordamos que en este caso las energias reales del oscilador de Morse son:
1
E,=—(K — 3 —n)?

donde n =0,1,2,3,4.
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Figura 4.2: Espectro de energias para el potencial de Morse como funcién
de la profundidad del pozo K (cf. Ec. (4.2)) en la aproximacién de Lanczos
5 X 5, para o = 5. Se observa la aparicion de dos niveles de energia positiva
espurios para K < a.

Para recuperar las funciones exactas en algun limite de los parametros fue
necesario recurrir a la diagonalizacién de la matriz Hamiltoniana en cuestion.
Maés atun, vimos que el valor de los parametros en los cuales se recuperan las
soluciones exactas no corresponde a los valores obtenidos en el calculo varia-
cional del estado base, que en el presente caso corresponde a elegir

a =1, = 1. Por el contrario, y dependiendo del niimero de estados ligados
que puede contener el potencial, las soluciones exactas se recuperan al elegir
a = 1,3,5,7,... si se tienen 1,2,3,4... estados ligados respectivamente!®.
Para estos mismos valores del parametro @ = 1,3,5,7, ..., la matriz hamil-
toniana se separa en dos bloques, uno conteniendo la informaciéon real del
sistema, y otro que incluye la presencia de niveles espurios.

I8F] nimero de estados ligados esta determinado por la profundidad del pozo K y los
1

niveles de energia posibles son n =0, 1, ..., LK — §J.
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Figura 4.3: Espectro de energias para el potencial de Morse como funcion
de la profundidad del pozo K (cf. Ec. (4.2)) en la aproximacién de Lanczos
5 x 5, para o = 7. Se observa la apariciéon de un nivel de energia positiva

espurio para K < a.
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-40!
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Figura 4.4: Espectro de energias para el potencial de Morse como funcién
de la profundidad del pozo K (cf. Ec. (4.2)) en la aproximacién de Lanczos
5 X 5, para a = 9. En este caso no aparecen niveles de energia espurios.
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Capitulo 5

Oscilador Anarmonico y el
Procedimiento de Lanczos

5.1. Introduccion

En este capitulo aplicamos el método de Lanczos un problema que no es
exactamente soluble. El sistema en cuestion, sin embargo, es uno de los mas
estudiados y mejor conocidos dentro de la mecédnica cuantica, lo cual nos
permite contar con informacion para juzgar los resultados obtenidos por el
procedimiento. De esta forma intentamos evaluar el método en su capaci-
dad de incorporar las propiedades fisicas del sistema en las funciones base
construidas con el método. Gran énfasis se ha dado al método de Lanczos
desde el punto de vista de los métodos niimericos, sin embargo el interés del
presente estudio es sobre todo en lo que respecta a las propiedades analiticas
de las primeras funciones de Lanczos y como estas propiedades dependen de
la funcién inicial que se elija.

5.2. El Oscilador Anarmonico Cuartico.

Consideramos en esta seccion uno de los problemas méas antiguos e impor-
tantes de la fisica matemédtica moderna: el oscilador anarménico cuartico
unidimensional. El potencial de dicho sistema es presentado usualmente co-
mo:

V(z) =m?2® +ga*, (—o0o<x < +00), (5.1)
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y donde g y m? son pardmetros reales que cumplen g > 0y m? > 0. La
ecuacion de Schrodinger es usualmente representada en la literatura por:
d*

—W—F(msz—i—gl“L)iﬁ:E@D; (52)

con las condiciones de frontera

lim ¢(z) — 0.
z—+o00
El potencial (5.1) es simétrico ante transformaciones de paridad z — —z,
por lo que sus eigenfunciones tienen una paridad definida.

El oscilador anarmonico cuartico es considerado como uno de los proble-
mas mas simples en no ser exactamente soluble. Sin embargo, el hecho de
no poder ser resuelto analiticamente no ha impedido que sea estudiado a
fondo, hasta llegar a ser uno de los sistemas mejor comprendidos en la actu-
alidad. De hecho, el interés y entusiasmo subyacente a tales investigaciones
esta bien justificado. La serie de articulos de C. Bender-T.T. Wu [22] (piedra
de toque para cualquier empresa relacionada con el problema) mostraron la
riqueza de estructura interna del oscilador anarménico cudrtico. Su rango de
aplicaciones cubre desde varias ramas de la fisica hasta la quimica y la bi-
ologia. Para la fisica en particular ha demostrado tener gran importancia. El
hecho de que la aplicabilidad de la teoria perturbativa estandar de Rayleigh-
Schrodinger sea limitada debido a su comportamiento asintético divergente!
en el parametro g, ha impulsado el estudio de métodos no-perturbativos y
hace al oscilador anarmonico cuartico un campo ideal de pruebas para dichos
estudios y un paradigma para problemas mas complejos.

A lo largo de las siguientes lineas proponemos métodos distintos para en-
contrar aproximaciones a las eigenfunciones y las energias del oscilador an-
armonico cuartico. Analizamos las fuerzas y debilidades de dichas aproxi-
maciones contraponiéndolas a resultados bien conocidos del sistema. Final-
mente utilizamos el método de Lanczos y tratamos de juzgar las ventajas y
desventajas de las aproximaciones obtenidas a traves de él, a la luz de los
resultados anteriores. A lo largo del capitulo introducimos varios parametros,
de la misma forma que fue hecho en los capitulos anteriores, por lo que se
consideré conveniente fijar en el operador (5.2) a m? = 1.

lyedse por ejemplo http://www.asergeev.com
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5.3. Caso I. Base del Oscilador Armonico.

Como primer ataque, usamos una base fija de eigenfunciones del oscilador
armonico simple para encontrar una representaciéon matricial del problema de
eigenvalores. Dicha base es, por simplicidad, solo de eigenfunciones pares, lo
cual nos limita a un estudio de los estados pares del espectro. Explicitamente,
la base esta dada por el conjunto:

{wn(x) S N e—“f} (5.3)

\V 2mnl/m

con n un entero par,n = 0,2,4,6,... A partir de esta base, y con el operador
Hamiltoniano correspondiente al oscilador anarménico, definido como:

2 d? 2 4
H:_ﬁ+$ +gax°, (5.4)
construimos los elementos de matriz definidos como:
P = ), Hy(2))

- / (@) E (1)

Evaluar los elementos de matriz h,,, resulta bastante sencillo. Notamos que
el operador (5.4) puede ser dividido en 2 partes:

~ ~

H = Harmon. + gx47

donde definimos: »
[:[armon. = _d_ + 33

que no es sino la parte del oscilador arménico simple. Luego los elementos
de matriz h,,, se pueden escribir como:

hm,n = < wmv ﬁ¢m>
= <¢m7 armon. ¢n> + g <¢m7 X /I7DTL ‘> (5‘5)

Aprovecpando que la base (5.3) es la misma base de eigenfunciones del op-
erador Hpmon., €l primer sumando en (5.5) es igual a:

<¢m7 armon. 1/}n> (2n + 1) 5m,n . (56)
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Se puede demostrar analiticamente que el segundo sumando en (5.5) es igual
a:

g n
9 (Y, M) = NorEaD ( 2"(n+4)10mnta
+ 2" 2nl(6n% + 6n + 3) Snn
42 (m 4 2)U(2m 4 3) Grsan
+ 2"(m+ 4 6gan ) - (5.7)

Sustituyendo (5.6) y (5.7) en (5.5) obtenemos que los elementos de matriz
son:

g ( n
— (2 4)!
mlnl2mtn (1 + 41004

+ 2"+ 2)1(2n + 3) Spmnro + 2" 20! (60 + 61 + 3) S
2™ (m 4 2)1(2m 4 3) Sysan + 27 (m 4 4) Sprsan ) . (5.8)

P = 2n+1) 6, +

donde, debemos recordarlo, m y n son nimeros enteros pares positivos que
corren a partir de cero. Puede verse facilmente en (5.8) una invarianza en
hmn bajo el intercambio m < n. Esto indica que la matriz es simétrica,
como era de esperarse.

En particular el elemento

3
h070 =1+ Zg, (59)

nos da la energia del estado base con la primera correccién perturbativa.

Por ejemplo, la matriz Hamiltoniana en la aproximacion 4 x 4 tiene la forma
explicita:

1+3 B\ fig 0
3 39 5
4x4 —

\/gg TV3g 9+ 11,/
0 3y/3g 11,/8g 1342

Podemos inferir varias cosas rapidamente de la forma de los elementos de ma-
triz (y mas claramente atn, de la forma explicita de la matriz). Podemos ver
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que en el limite g — 0, la matriz hamiltoniana serd diagonal, y en la diagonal
principal solo sobrevivira el sumando que corresponde a la energia del os-
cilador arménico simple. Esto es totalmente consistente con el planteamiento
original del problema, ya que al hacer ¢ — 0 en el operador (5.4), obten-
emos el problema del oscilador armoénico simple, del cual tomamos sus eigen-
funciones para construir nuestra representacién matricial actual. Asi pues,
esperamos que las energias como funciones de g en sus distintas aproxima-
ciones tomen los valores de las energias del oscilador arménico cuando g — 0.

La energia del estado base como funcion de la constante de acoplamiento g en
las aproximaciones desde 1 x 1 hasta 4 x 4 se muestran en la figura (5.1). De
aqui se puede observar que la convergencia es mas lenta para valores grandes
de la constante de acoplamiento.

Eo(g) 1x1
3.5
3
2.5 2 %2
5 3x3
4 x4
1.5
1
0.5
1 2 3 4 5 9

Figura 5.1: Energia del estado base del oscilador anarmoénico como funcién
de la constante de acoplamiento g para diferentes aproximaciones en la base
del oscilador armoénico.

En la figura (5.2) se muestra la energia del estado base en sus distintas
aproximaciones, comparada con la energia del primer estado excitado, para
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poder apreciar la diferencia entre la convergencia de ambas energias conforme
aumenta el grado de la aproximacién, siendo mas rapida para el estado base.

Ebg) 2x2
15+
3 x3
10} 4 x4
El(Q)
5
Eo(g) 1:>< 1

Figura 5.2: Energias del estado base y del primer estado excitado de paridad
par del oscilador anarmonico en la base del oscilador armoénico como funcién
de la constante de acoplamiento g.

De las figuras (5.1) y (5.2) podemos ver que conforme g aumenta, todas las
energias tienden a un comportamiento lineal en g. De hecho, esto podemos
inferirlo de la forma general que tiene la matriz Hamiltoniana en esta base de
funciones. Como sabemos, los elementos de matriz (5.8) tienen una depen-
dencia lineal en g. A grandes rasgos, la matriz Hamiltoniana se puede poner
como:

H=| b,g a,+dyg chg |,

donde a,, b., ¢, y d, son niumeros reales relacionados directamente con los
elementos de matriz. Si factorizamos al pardmetro g de la matriz:
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donde tomamos “?” ~ 0. Asi, en este limite la matriz Hamiltoniana puede ser
representada como:

H=gA,

donde A es una matriz puramente numérica. Asi, la ecuaciéon matricial de
eigenvalores es:

gAv = v,

0: )
Av=—v,

g

de tal forma que, al resolver, 3 tendra un valor puramente numérico, i.e. A
tiene una dependencia lineal en g, para valores grandes del mismo parametro.
Quizas mas importante es el hecho de que esta dependencia lineal en g se
presenta para todas las aproximaciones en la base del oscilador armonico.
Esto, sin embargo, esta en desacuerdo con los resultados conocidos, que in-
dican que, para valores grandes de g, la energia del estado base tiene una
dependencia asintética del tipo:

A~ 1,061 g5 . (5.10)

Asi, vemos que la base del oscilador armoénico no incorpora las propiedades
fisicas del sistema en el limite asintético ¢ — oco. En este sentido podemos
concluir que esta base no es muy adecuada.

Sin embargo, aunque nuestra base resulte inapropiada para una descripcién
del problema para valores grandes de g, resulta ser buena para valores de
g cercanos a cero. En efecto, esto resulta 16gico considerando que cuando g
tiende a cero, nuestro problema se reduce al oscilador armoénico simple, del
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que nuestra base resulta ser solucion exacta. Mas atin: como estamos utilizan-
do una base completa desde el inicio, podemos asumir que, para regiones
donde g — 0, conforme aumentemos de grado nuestra matriz, la aproxi-
macion a cada estado sera cada vez mejor. Podemos hacer una comparacion
cualitativa entre las energias que obtuvimos contra alguna estimacion con-
fiable en esa region. Efectivamente, por teoria perturbativa, la energia del
estado base del operador (5.4) es, a primer orden alrededor de g = 0:
Ey=~1+ § qg.
4

Comparando esta estimacion con la aproximacion correspondiente a la matriz
de 4 x 4, vemos en la figura (6.3) que hay plena coincidencia en regién g — 0.

Eo(9) 1+2g
1.7

1.6

1.5

1.4 4 x4
1.3

1.2

1.1

0.2 0.4 0.6 0.8 ig

Figura 5.3: Comparacién entre los resultados de la aproximacién (4 x 4) para
el estado base contra la estimacion perturbativa a primer orden.

Como una conclusion, podemos decir que hemos obtenido aproximaciones
buenas a la energia en la region ¢ — 0. El hecho de que nos sea disponible la
forma explicita de cualquier elemento de matriz nos proporciona facilidad de
calculo. Sin embargo, ninguna aproximacién reproduce el comportamiento
asintético de la energia del estado base para valores grandes de la constante
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de acoplamiento g — oo. Pensamos que una base que si reproduzca este
comportamiento asintotico tendra mejores propiedades de convergencia.

5.4. Caso IlI. Procedimiento de Lanczos: Primera
Prueba.

Utilizamos ahora el método de Lanczos, tomando como funcion inicial la
eigenfuncién del estado base del oscilador arménico de frecuencia w = 1/a:

o) = —— e B, (5.11)
(r )}

(c.f. férmula (3.11)) donde « es un pardmetro (variacional) real positivo.

A causa de la complejidad de los resultados del calculo, nuestro estudio del
espectro estd limitado solo a los tres primeros niveles de energia®. Sin embar-
go, estos resultados son suficientes y mucho puede ser dicho ain a este nivel.
Procedemos en las lineas siguientes a hacer algunas observaciones sobre las
funciones de Lanczos mismas. A continuacién mostramos la primera funciéon
de Lanczos (en su forma no-normalizada, por simplicidad). Recordamos que
dicha funcién esta dada en general por:

o1 (@) = Hiy — (g, Hig) o
de tal forma que la funcién estd dada explicitamente por?:

2

of = (~qe(-2 @ 3ga) 4 (1= et rgat) . (512

Ahora, como el operador (5.4) es invariante ante el cambio z «» —z, es decir,
es invariante ante transformaciones de paridad, y como nuestra funcién ini-
cial (5.11) tiene paridad par, tendremos entonces que nuestras funciones de

2Estos tres niveles obtenidos por el procedimiento, funciones de los pardmetros o y
g, muestran consistencia con el sistema, ya que cuando se les evaluaen g =1y a =1
obtenemos los valores exactos correspondientes a las energias de los estados base, primero
y segundo excitados del oscilador arménico simple respectivamente, como es de esperarse.

3Hacemos notar en este punto que la estructura de la funcién (5.12) se repite para
todas las funciones de Lanczos subsiguientes: siempre estdn compuestas por el producto
de la funcién inicial con una parte polinomial.
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Lanczos conservan esta misma paridad. Esperamos entonces que, para poder
obtener una base completa para nuestro problema, las funciones de Lanczos
recorran una a una en su parte polinomial todos los grados pares, de tal
forma que la primera funcién de Lanczos tuviera una parte polinomial de se-
gundo grado, la segunda funcién una parte polinomial de cuarto grado, etct.
Sin embargo, la primera funcién (5.12) tiene una parte polinomial de cuarto
grado, aunque debemos recordar que lo mas importante es la naturaleza y
nimero de nodos de las funciones de la base.

Podemos estudiar esto con mas detenimiento. Considerando la forma ex-
plicita de (5.12), podemos encontrar los ceros de @7 resolviendo su parte
polinomial como una ecuacién de segundo grado en la variable z?:

- 29 \ ‘a2 a? !

(22)s = - <<i 1)+ \/(i ey 1(—2+a2(2+3ga>>g>  (5.13)

Asi, obtenemos dos soluciones (z%); y (2%)_. Ahora bien, si hacemos una
grafica del radical que aparece en (5.13) vemos que para valores positivos de
a'y g, la expresién dentro del radical es positiva y por lo tanto las raices (z?)+
son reales (y (%) > (2%)_). Tenemos de esta forma las siguientes opciones:

» Si(22)y >0y (2%)_ > 0 = Tenemos 4 nodos reales.

» Si(2%), >0y (z%)_ = 0 = Tenemos 3 nodos reales, uno de ellos en
x=0.

= Si (%), >0y (2?)_ < 0 = Tenemos 2 nodos reales.

Podemos preguntarnos ahora sobre las condiciones necesarias para tener dos
nodos. Viendo la forma de (5.13), solo basta que el segundo sumando dentro
de la raiz cuadrada sea positivo para que (?)_ sea negativo. Esto es:

1
— (—2+0z2(2—|—?>goz))g >0,

(0
2 1 1
g>—=-1).
3a \ a2
4Si deseamos hacer un estudio de los niveles impares del espectro, debemos escoger
entonces una funcion inicial impar.

lo que lleva a:
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Tendremos 3 nodos si:
1
S (=24 a*(2+3ga)) g =0,

es decir, si:

2 1

€N Cuyo caso tendremos que:

"]
no
S~—
+
Il
S Q|
N
Qw|,_\
|
—_
~_

De forma analoga se puede observar que si se cumple:

<2 1 1
g 3a \ a? ’

entonces habrd 4 nodos. En la figura (6.4) se pueden observar las distintas
regiones en el plano (g-a) donde la primera funcién de Lanczos tiene 2, 3 y
4 nodos. La curva mostrada en la figura esta dada por la ecuacién (5.14).

Es en este punto donde podemos aplicar la leccion aprendida con el Oscilador
de Morse (Capitulo 5). A continuacion, se puede proceder a obtener la eigen-
funciones correspondientes a la matriz Hamiltoniana del grado que se desee.
En nuestro caso particular, y por simplicidad solo se ha podido obtener el
eigenvector correspondiente a la matriz 2 x 2, lo cual, sin embargo, resulta
suficiente para llegar a algunas conclusiones importantes.

Asi pues, tenemos las dos eigenfunciones correspondientes a esta matriz 2 x 2.
Ambas eigenfunciones tienen una parte polinomial de grado cuatro en la vari-
able z, con una dependencia explicita en los pardmetros « y g. Sin embargo,
al igual que en la discusién lineas arriba sobre la primera funcién de Lanczos
en nuestro caso actual, puede ser que algunos de los nodos de dichas funciones
sean complejos para ciertas combinaciones de a y g, saliendo asi del dominio
de definicién de nuestro sistema. Ahora, nosotros esperamos, en analogia con
todos los problemas estudiados anteriormente, que dichas eigenfunciones de
la matriz Hamiltoniana tengan una correspondencia directa con los niveles
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g 3 nodos

4l 4 nodos 2 nodos

Figura 5.4: Distribucién de Nodos en la primera funcién de Lanczos generada
por la funcién inicial (5.11).

excitados del sistema. En nuestro caso actual, dichos niveles excitados serian,
como hemos argumentado arriba, los niveles pares. De esta forma, esperamos
que una de las dos eigenfunciones corresponda al estado base del problema,
y que la otra corresponda al segundo estado excitado. A su vez, esto nos
lleva a buscar una eigenfuncion de la matriz Hamiltoniana sin nodos reales,
y otra con 2 nodos reales. El andlisis de los nodos de las dos eigenfunciones
es, a pesar nuestro y aun el caso 2 x 2, demasiado complejo para llevarse
a cabo analiticamente. En cambio, se procedié primero obteniendo la local-
izacion general de los nodos como funciones de « y g, y después evaludndolos
numéricamente en varios valores de los mismos parametros. La evaluacién
fue llevada a cabo sobre amplias cuadriculas en el plano («a — g), localizadas
sobre distintas regiones, desde lugares muy cercanos al origen, hasta la re-
gién alrededor de los valores o = g = 100. Los resultados obtenidos de esta
forma son los siguientes. Una de las funciones tiene siempre dos nodos reales
y dos imaginarios, sin importar la regién de puntos donde fueron evaluados
sus nodos. La otra funcién, sin embargo, tiene en alguna regién 2 nodos y en
otra regién cercana al origen 4, estando separada una region de otra, se adiv-
ina, de una manera similar a la mostrada en la figura (5.4). De esta forma,
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aunque un poco al tanteo, se puede ver que por medio de la diagonalizacién
no se pueden obtener dos eigenfunciones correspondientes al estado base y
al segundo estado excitado respectivamente. Esto es muy importante pues
quiere decir que el método de Lanczos por si mismo no nos garantiza que po-
damos describir los estados mas bajos de manera correcta. Por esta razon es
muy importante elegir adecuadamente la funcién inicial en el procedimiento.
Dicho en otras palabras, que el método de Lanczos no nos garantiza construir
una base completa para todos los valores del parametro g. La consecuencia
mas importante de carecer de una base completa es, por supuesto, el he-
cho que el estudio del espectro no puede ser completo. Como hemos visto,
existen regiones de (a — g) donde no podremos tener funciones correspondi-
entes a ciertos niveles excitados. La carencia de esas funciones particulares
nos impide a su vez estudiar adecuadamente las energias correspondientes
a esos niveles. Sin embargo, existe una funcién correspondiente a un nivel
particular que siempre se encuentra presente en nuestra base de Lanczos: a
saber, la funcién correspondiente al estado base. La primera aproximacion a
la energia del estado base esta dada por el eigenvalor de la matriz Hamiltoni-
ana de grado 1 x 1. Posteriormente podemos construir una base de funciones
de Lanczos que puede ser completa o no, pero que de cualquier manera, al
utilizarse para el estudio del espectro, siempre contribuye con una correccién
a la energia del estado base, el cual siempre se encuentra representado en la
base de funciones obtenida hasta ese momento.

Asi pues, podemos iniciar un anélisis cualitativo de nuestras aproximaciones
a la energia del estado base. En la regién ¢ — 0 sabemos que la funcién del
estado base debe ser parecida al estado base del oscilador arménico simple,
asi que, como primer intento al menos, podemos poner o = 1 en las funciones
de energia del estado base obtenidas a través del procedimiento, y graficar
con respecto al parametro g. Esto se muestra en la figura (5.5), desde la
aproximaciéon 1 x 1 hasta 3 x 3.

Podemos ver en la figura (5.5) que cada una de las aproximaciones, al igual
que en el caso anterior, tienen un comportamiento lineal en g conforme el
parametro aumenta. Esto se debe a que nuestra funcion inicial, correspon-
diente a estado base, no tiene el comportamiento asintotico requerido por el
problema, lo cual no esté en concordancia con nuestra funcion inicial (5.11),
de tal forma que en nuestro acercamiento particular no podemos esperar un
comportamiento asintotico correcto cuando g — oc.
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Eo(9) 1x1
4.5

al
3 5[ 2% 2

N 3 X3
2.5}

of
1.5}

1 2 3 4 5g

Figura 5.5: Distintas aproximaciones al estado base.

Podemos explicar este punto con méas detalle. Consideremos la
regiéon donde g — oo. En esta region, podemos aproximar la
ecuacién de Schrodinger (5.2) como:

2
dz?

donde la parte cuadratica del potencial es despreciable contra la
parte cuartica. Si solo estudiamos la funcion del estado base, y
suponemos que tiene la forma:

wo(m) — (@) 7

entonces, sustituyendo en (5.15) y simplificando obtenemos la
siguiente ecuacién® para ¢(z):

¢'(x) = (¢(2))* = E — ga*. (5.16)

Debemos buscar alguna forma de la funcién ¢(z) que nos permita
tener cierta consistencia con el lado derecho de (5.16), que es un

+gaty=FEq, (5.15)

SEsta es una ecuacién diferencial no-lineal del tipo Ricatti.
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polinomio de grado 4 en z. Si hacemos ¢(x) = y*, con v un
nimero real puesto por generalidad, y sustituimos en la ecuacién
anterior (5.16), obtenemos:

E—6yx+ (99 —g)2* =0, (5.17)

la cual debe ser valida también para valores donde z — oc.
En esas regiones de la variable x podemos quedarnos solo con
el término cudrtico en (5.17):

(99" —g)a" =0,

de tal forma que obtenemos consistencia si hacemos:

Asi, esperamos que en el limite asintético g — oo la funcion del
estado base sea del tipo:

Sin embargo, como comentamos antes, podemos considerar que nuestras
aproximaciones son mas o menos apropiadas para la regién donde g — 0.
De la figura (5.6) podemos observar que la aproximacién 4 x 4 del caso I
es mejor que la aproximacion 7 X 7, con a = 1, del caso actual conforme
el parametro g aumenta. Pero, podemos en este punto valernos de nuestro
parametro «, ya no dejandolo fijo, sino tratandolo como un parametro varia-
cional. La motivacién de como se procederd es como sigue. Consideremos
en este momento la energia del estado base, para nuestro caso actual, en la
aproximacién 2 x 2 solo por claridad. Grafiquemos dicha energia, ahora como
funcién de a para un valor de g constante. En ese caso se encontrara que
la energia tiene un minimo sobre a que va desplazandose conforme el valor
de g cambia. En la figura (5.7) se muestra esta evolucién del minimo con
respecto a g. Podemos ver que, para valores de g cercanos a cero, el minimo
se encuentra alrededor de a = 1, lo cual es de esperarse, pues cuando g = 0,
la funcién inicial es eigenfuncién del operador solo si @ = 1. Conforme el
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E
o(9) Caso 11
3
2.5
2 Caso 1
1.5
1 2 3 4 5 ¢

Figura 5.6: Comparacion de la energia del estado base del oscilador an-
armonico. Caso I: en la base del oscilador arménico en la aproximacién 4 x 4,
Caso II: en la base de Lanczos en la aproximacién 7 X 7, con o = 1 usando
una funcion inicial de la forma del estado base del oscilador armonico.

parametro g aumenta de valor, el minimo de la energia se desplaza cada vez
mas hacia valores mas pequenos de «, acercandose a a = 0.

Luego, viendo que para cada valor de g hay un valor de o que minimiza la
energia, construimos una nueva grafica. Es una grafica de la energia del estado
base contra g, solo que para cada punto sobre g tomamos el valor minimo
que la energia tome sobre a. Esto significa dejar de tomar « fija y desplazarse
sobre los valores de av que minimicen la energia. En la figura (5.8) se muestra
una comparacion entre esta nueva grafica variacional, usando la funcién de
energia correspondiente a la aproximacion 3 x 3 de nuestro caso actual, contra
la funcién correspondiente a la aproximacion 7 x 7 del caso anterior. Podemos
ver que hay una notable mejoria conforme el valor de g aumenta, a tal punto
que, aun en un valor relativamente grande como g = 5, la nueva gréfica de
la energia se vuelve casi indistinguible de la grafica correspondiente al caso
7 x 7 del caso anterior.

En este punto podemos concluir el caso actual, haciendo hincapié en que,
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Figura 5.7: Energia del estado base en aproximacién (2 x 2) como funcién
del parametro variacional «.

aunque no pudimos obtener una base completa de funciones de Lanczos ni
siquiera después de la diagonalizacion de la matriz Hamiltoniana. A su vez,
dicha aproximacion en la base de Lanczos fue mejorada notablemente a través
de usar el parametro « de la funcién inicial como parametro variacional para
cada valor fijo de la constante de acoplamiento g. Dicha forma de proceder
sera repetida en el caso siguiente.

5.5. Caso III. Procedimiento de Lanczos: Se-
gunda Funcién de Prueba.

Utilizamos a continuacién el método de Lanczos, tomando como funcién ini-

cial a:
1

3
o5 = ¢m3g H97)7 (5.18)

donde la normalizacién no se muestra explicitamente, ya que (5.18) no puede
ser normalizada analiticamente. La integral involucrada solo puede evaluarse
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Ey(g) Caso II

/5:9

L ' Caso I

Figura 5.8: Comparacion de la energia del estado base del oscilador an-
armonico. Caso I: en la base del oscilador arménico en la aproximacién 7 X 7,
Caso II: en la base de Lanczos en la aproximacion 3 x 3, con el parametro «
elegido variacionalmente para cada valor fijo de la constante de acoplamiento

g.

de forma numérica. Dicha funcién, como se muestra en el Apéndice B, es
consistente con el sistema cuando se toman los limites x — 0 y  — oo. Esta
funcion inicial no contiene pardmetros adicionales. A continuacién hacemos
algunas estimaciones de la energia en ambos limites.

Cerca de x — 0, el exponente de la funcién (5.18) puede ser expandido por
el teorema del binomio:

donde solo nos quedamos por el momento con los términos a primer orden
en gz?. Sustituyendo este resultado en (5.18) podemos obtener la funcién
normalizada:

w3,

e

L
¢O, z—0 —

N

(e
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que no es sino la eigenfuncién del estado base del oscilador armoénico simple.
Como ya sabemos, al evaluar la energia de la primera funcién de Lanczos
obtenemos correctamente la energia del estado base con la primera correccion
en teoria de perturbaciones:

39

hoo = <¢oﬂ7ﬁ¢§>z—>0:1+x-

Hagamos ahora el analisis asintético cuando x — oo. En esa region, el expo-
nente de (5.18) puede simplificarse de la forma:

]_ 3 3
(14922 ~ ——(gx?)>2
351977 3 97
VY s
3
Sustituyendo el resultado anterior en (5.15) obtenemos la funcién normaliza-
da: sl
v =2V g
L'(3)

Si calculamos la energia del sistema con esta funcién obtenemos:
() 1 6T()
g vr Y

Si ademads evaluamos dicha energia en la region g — oo obtenemos:

ol

EO = hOO, T—00 —

1
65 ['(2)
EO; g—oo — hOO; T—00; g—00 ﬁG g

Wl

= 1,1572¢3,

la cual tiene la dependencia en g que sabemos es correcta. De esta forma,
nuestra funciéon inicial cumple con los limites del problema.

A continuacion podemos implementar el método de Lanczos con la fun-
cién inicial (5.18). Por cuestiones de cémputo, nos limitamos a obtener las
primeras dos funciones de Lanczos y, por lo tanto, trabajar con una matriz
Hamiltoniana de grado 3 x 3 a lo més. Hacemos notar ademas que, al igual
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que en el Caso II, la funcién inicial empleada tiene paridad par, de tal forma
que solo podemos esperar obtener informacion sobre los estados pares del
espectro. Sin embargo, al igual que en los dos casos anteriores, nos limitamos
simplemente al estudio de la energia de los estados mas bajos, y en particular
al estado base, para lo cual una matriz 3 x 3 resulta ser suficiente.

Podemos empezar por observar el ntimero de nodos de las funciones. Por
supuesto, la funcién inicial tiene cero nodos, correspondiendo al estado base.
La primera funcién de Lanczos tiene siempre 2 nodos, para cualquier valor
de g, lo cual la hace corresponder al segundo estado excitado, como esper-
abamos. Esto la pone por encima de la primera funcién de Lanczos en el
caso II. La segunda funcion de Lanczos tiene cuatro nodos solamente hasta
aproximadamente el valor ¢ = 1,07. Para valores mayores de g la funcién
tiene 6 nodos. En este punto, para solucionar esto, podemos hacer la diago-
nalizacion de la matriz Hamiltoniana 3x 3 para asi obtener tres eigenfunciones
correspondientes a la misma matriz. El resultado es que siguen obteniéndose
funciones correspondientes al estado base (sin nodos) y al segundo estado
excitado (con dos nodos) para todos los valores de g. Sin embargo, para la
eigenfuncion del cuarto estado excitado, se repite el mismo fenémeno que
con la segunda funcién de Lanczos: la funcién tiene 2 nodos extra, con la
pequena diferencia de que ahora los nodos adicionales surgen a partir de
aproximadamente g = 1,03.

Podemos ahora proceder al estudio del estado base. A continuacién mostramos
en la figura (5.9) una comparacién de las tres primeras aproximaciones suce-
sivas a la energia del estado base en este caso, es decir, la aproximacion
1x1,2x2y3x3. Yaen este punto podemos observar algo importante:
las aproximaciones 2 X 2 y 3 X 3 son practicamente indistinguibles aun para
valores g ~ 5. Esto significa, por supuesto, que la convergencia de la energia
es muy rapida. En este punto podemos comparar la aproximacion 3 x 3 del
caso presente con la aproximacion variacional 3 x 3 del caso II. El resultado
se muestra en la figura (5.10).

Podemos ver de la figura (5.10) que conforme g aumenta, el valor del estado
base en la aproximacién 3 x 3 de nuestro caso va haciéndose cada vez menor
que el de la aproximacion 3 x 3 variacional del caso II, y por lo tanto, es
mejor. Esto ocurre sin duda por que las aproximaciones a la energia de los
casos [ y II solo eran buenas para una region del pardmetro g cercanas al
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Eo(9) 1x1
ol
1.8 2x2y3x3
1.6/
1.4f
1.2}
1 2 3 4 5 9

Figura 5.9: Comparacién de la energia del estado base, para distintas aprox-
imaciones del Caso III.

origen, mientras que las aproximaciones en el caso III tienen validez para una
regiéon méas amplia de valores de g ya que las funciones de Lanczos tienen un
comportamiento asintdtico adecuado.

Podemos ahora estudiar al estado base en regiones donde el pardametro g es
muy grande. Probaremos la regién 1000 < g < 1100. El comportamiento del
estado base en esa regiones se muestra en la figura (5.11).

Podemos ajustar dichas graficas a un comportamiento del tipo gé. Los resul-
tados para las distintas aproximaciones, cuando se tomo6 10000 < g < 10100,
son los siguientes:

EZ . = 11576295
EZ2 . = 1,06828¢5
EXS = 1,0670595

donde claramente podemos ver que se obtiene un valor muy cercano al valor
. 1
mas preciso: Fy = 1,061 gs.
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Ey(g) 3 x 3 Variacional, Caso II

3
5y

3 x 3, Caso III

Figura 5.10: Comparacion de la energia del estado base, en la aproximacion
3 x 3 de la base de Lanczos (Caso II y el Caso III).

Podemos ahora, en analogia con el caso anterior, proponer la aparicion de
un parametro variacional « en la funcion inicial, de la forma siguiente:
L L (lyga?)?
) e

e «@
0 — g )

donde « es un numero real positivo. Ahora los elementos de matriz y las
distintas energias son funciones de los pardmetros g y «. Al igual que en
el caso anterior, para cada valor de g hay un valor de a que minimiza la
energia. Se realizaron gréaficas de estas energias variacionales, con respecto al
parametro g.

En la figura (5.12) se compara la energia del estado base en su forma no-
variacional contra la forma variacional. El resultado es que ambas graficas
son practicamente idénticas, al menos en la region 0 < g < 5. El hecho de
que ambas graficas sean iguales en esta regién nos da una idea de qué tan
buena es la aproximacion no-variacional: tanto como para no ser superada al
aplicar el enfoque variacional.

Al hacer una comparacion entre la energia de la aproximacién 1x 1 variacional
contra la aproximaciéon 3 x 3 variacional puede observarse que, al menos en la
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Eg(g) 1x1

11.8

11.6

11.4

11.2 2% 2y3x3

1020 1040 _ 1080 4 ‘1080 ¥ 1100 ¢
10. 8 4,,/,-/'*""/'/
..

Figura 5.11: Comparacion de la energia del estado base, para las primeras
tres aproximaciones del Caso III.

region 0 < g < 5, son idénticas las dos graficas. Asi, podemos concluir que la
aproximaciéon 3 x 3 es la mejor aproximacién posible a la energia del estado
base usando el enfoque variacional con esa funciéon de prueba, al menos en la
region 0 < g < 5. Ademas, como argumentamos lineas arriba, es de esperarse
que dicho enfoque variacional sea mejor que el enfoque no-variacional del caso
presente y que todos los casos anteriores. Para hacer palpable esto, podemos
hacer una comparacién entre la energia del estado base en su aproximacion
3 x 3 variacional del caso II (la mejor aproximacién de dicho caso), contra
la aproximacion 3 x 3 variacional del caso presente. El resultado se muestra
en la figura (5.13). En dicha figura se puede observar que ya para valores del
parametro cercanos a g = 5, la aproximacién 3 x 3 variacional es ligeramente
mejor. Dicha mejora esperamos sea de mayor peso para valores mas grandes
de g.

En este punto solo queda ver si la aproximacion variacional a la energia
del estado base es buena cuando g — oo. Evaluaremos la energia en su
aproximacion 3 x 3 variacional en la regién 10000 < g < 10100. El ajuste nos
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Figura 5.12: Energia del estado base en aproximaciénes 3 x 3 para los casos
no-variacional y variacional.

da como resultado lo siguiente:

3x3,Var. 1
By, me =1,0631g3,

e . 1
lo cual es muy cercano al valor asintdtico mas preciso: Ey 4.0 = 1,061 g5.
Podemos concluir entonces que el método variacional nos proporciona una
muy buena aproximacion de la energia del estado base sobre todo el dominio
de g.

5.6. Conclusiones.

En el presente capitulo hemos puesto a prueba la capacidad del método de
Lanczos para obtener resultados numeéricos en el estudio de los niveles mas
bajos del espectro de energia del oscilador anarmonico; mas especificamente,
del estado base del sistema. Hemos estudiado 3 casos:

= Caso I, donde se ha usado una base completa de eigenfunciones pares
del oscilador armoénico simple. Dicho enfoque nos da buenos resultados
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Eo(g)
=t g
1.8 E
1.6
1.4 ngv?;,,. Caso 111
1.2

Figura 5.13: Energia del estado base en aproximaciénes (3 x 3) variacionales
para los casos II y III.

para la region del espectro g — 0. Sin embargo las funciones de la base
no reproducen el comportamiento asintético correcto de la eigenfuncion
del estado base para valores grandes de la constante de acoplamiento
g v en consecuencia este enfoque requiere de bases mas grandes para
obtener una buena precisién en dicha regién.

= Caso II, donde se usé el método de Lanczos a partir de una funcion
inicial de la forma de una eigenfuncién del estado base del oscilador
armoénico de frecuencia w = 1/a, con « un pardmetro variacional. En
este caso la secuencia de funciones de Lanczos no tienen un ordenamien-
to en el nimero de nodos y por tanto no forman una base completa.
A pesar de ello la descripcién numérica es apropiada para la regién del
espectro g — 0. Las funciones de esta base de Lanczos no reproducen el
comportamiento asintotico correcto de la eigenfuncion del estado base.
Sin embargo, considerando al parametro o como un parametro varia-
cional, la convergencia de la energia del estado base es superior a la
del caso I. Esto se debe sin duda al hecho de que el procedimiento de
Lanczos hace que la base de funciones creadas a través de €l se herede
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informacion del sistema.

= Caso III, donde se usé el método de Lanczos a partir de una funcién
inicial con propiedades correctas en los limites ¢ — 0y ¢ — oo. La
secuencia de las tres primeras funciones de Lanczos resulté apropiada
para describir la regién del espectro ¢ — 0 y g — 00, mejorando no-
tablemente las aproximaciones de los casos I y II arriba mencionados.
Mas aun, al momento de comparar los casos II y III, se puede observar
que la convergencia es mucho méas rapida en el caso III para regiones
g — 0. Esto se debe sin duda a que la funcién inicial utilizada en el
caso III fue disenada para resultar buena aproximacién al estado base
del sistema en una regiéon mayor del sistema. De esta forma, las aprox-
imaciones a la energia obtenidas resultan ser mas consistentes que en
las obtenidas por el caso II. Es justo mencionar que en la construccion
de la secuencia de funciones de Lanczos tampoco se puede garantizar
que la base sea completa.
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Conclusion

A lo largo del presente trabajo se han realizado algunos ejercicios aplicando
el método de Lanczos a problemas cuanticos simples en una dimensién, en-
focandonos principalmente en algunas propiedades analiticas de las primeras
funciones base y del espectro de eigenvalores que se obtienen por el método.
El propédsito principal fue tratar de identificar, en estos problemas simples,
algunas situaciones que pudieran tener relevancia en la solucién de problemas
fisicos mas complejos.

Con esto en mente se intenté poner a prueba al procedimiento tanto en
el aspecto analitico como en el numérico. Se aplicé el método a algunos
problemas exactamente o cuasi-exactamente solubles, de tal forma que se
pudiera disponer de un punto de comparacion o de referencia al momento de
evaluar los resultados obtenidos por medio del método de Lanczos.

Asi, después de este pequeno breviario acerca de las motivaciones y aspira-
ciones del presente trabajo, y sin poner interés en resumir los métodos us-
ados dado que se encuentran mejor resenados a lo largo de los capitulos
precedentes, podemos decir que la conclusion principal reside en hacer notar
que aunque la eleccion de la funcién inicial es, en principio, arbitraria, dicha
eleccién tiene una importancia fundamental en el procedimiento.

Efectivamente, como hemos visto en los casos menos triviales del oscilador
de Morse y del oscilador anarmodnico, solo un adecuado diseno de la funcién
inicial nos ha llevado a reproducir comportamientos correctos o esperados de
las soluciones fisicas.
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Es por lo tanto importante realizar de antemano, en la medida de lo posible,
un analisis de las propiedades fisicas y analiticas generales del sistema, para
tener asi una guia para la eleccién adecuada de la funcion inicial.

Como los mismos ejemplos nos revelan, la eleccion de funcién inicial no es
una tarea simple, resultando ser un proceso en el que muchos consideraciones
entran en juego. Mds ain, hemos visto que al no utilizar una funcién inicial
apropiada, el método puede presentar fenémenos indeseables, como el hecho
de que la secuencia de funciones de Lanczos no genere una base completa de
funciones, o que conduzca a una gran complejidad en los calculos numéricos,
por ejemplo.

La eleccion adecuada de la funcién inicial es la base para obtener informacién
que refleje las propiedades reales del sistema y la simplicidad en el célculo
numérico. Es en este sentido que podemos decir que una guia conveniente
consiste en elegir como funcion inicial una funcién variacional para el estado
fundamental que sea eigenfuncion exacta de un potencial que reproduzca las
caracteristicas principales del sistema (criterio de Turbiner).
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Transiciéon de Problema Espectral a Problema de Algebra
Lineal en la resolucion de la Ecuacién de Schrodinger.

Consideremos el problema de eigenvalores dado por la ecuacién de Schrodinger

H{Y)=E W), (A-1)

para un sistema arbitrario descrito por el operador Hamiltoniano H. Cualquier
solucién |¢) de (A-1) puede ser expandida en términos de una base completa
de funciones ortonormales {¢;|j =1,2...00}. Dicha base es infinita como
consecuencia de ser completa. Asi, la expansion toma la forma siguiente:

Y) = ZCj 95) (A-2)

donde C; = (¢;[v), v (¢;|¢r) = 0;k. Sustituyendo (A-2) en (A-1) obtenemos:
Zﬁ 6)C =3 EC 1)
: ] 1

Multiplicando por la izquierda por la funcién (¢x| a ambos lados de la
ecuacion obtenemos:

i<¢k‘ﬁ‘¢j>q i E(¢xl;) C (A-3)
— <

=

donde (¢ilo;) =k ; vy k=1,2,...,00
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Introduciendo la notacién hy j = <¢k )ﬁ ‘ gbj> obtenemos las siguientes ecua-
ciones:

(k = 1) — hl,lCl -+ hLQCQ + h17303 + .4 thC’n — Ecl
(k‘ = 2) — h2,101 + h27202 + h27303 44 h2,nCn — F 02

(k? = n) — hn,101 + h/n’2C2 + hn,gcg 4o+ hn’nCn - EC,

Si se trunca la base hasta k = n estas ecuaciones pueden representarse con-
venientemente en la forma matricial:

hl,l h1,2 e hl,n Cl Cl
h?,l h?,2 : h2,n C.’Q _ B C.’Q
hn 1 hn 2 0 hn n Cn Cn

) ) )

Esta es la representacion de Heisenberg o representacion matricial del prob-
lema dado por la ecuacién (A-1). Asi, en la representaciéon matricial del prob-
lema la funcién de estado 1)) esta representada por el vector c , con entradas
C; = (¢;]v), y el operador Hamiltoniano esta representado por la matriz H,
definida precisamente por:

hl,l h1,2 T th
H= h?,l h2,2 : h2‘,n ’
hn,l hn,Q e hn n

)

de tal forma que finalmente obtenemos:
HC =EC, (A-4)

en equivalencia con la ecuacién (A-1). Asi, en la representacién matricial, el
problema se reduce a encontrar los eigenvalores y eigenvectores de la matriz
H, lo cual es equivalente a diagonalizar dicha matriz. Recalcamos el hecho de
que encontrar los eigenvalores de H solo es posible para una matriz Hamil-
toniana de orden finito, y es en este sentido que se considera a n como el
grado de la aproximacién. En principio la expansién (A-2) se puede hacer
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sobre una base completa e infinita de funciones. Esto sin embargo daria co-
mo resultado una matriz Hamiltoniana de orden infinito, para la cual no es
posible encontrar sus eigenvalores por medio de la resoluciéon de su ecuacion
secular, excepto para el caso particular en que la matriz Hamiltoniana fuera
diagonal. Dicho caso, sin embargo, implica que el problema es exactamente
soluble, por lo que la aplicacion del presente ataque resulta superfluo.
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Teoria de Matrices Tridiagonales.

En este apéndice introducimos algunas definiciones y teoremas referentes
a las matrices tridiagonales. La teoria referente a dichas matrices es vasta
y profunda, por lo que solo nos limitamos a mencionar algunos teoremas
elementales que tienen relacién directa con nuestro objeto de estudio.

Definicion .1 Matriz Tridiagonal. Una matriz A de orden n con elementos
a; ; es llamada tridiagonal si cumple que a; ; = 0 cuandoi+1 < j 6 j+1 <.

Una matriz tridiagonal tiene la forma explicita:

Qoo Aol 0 0 0
ajp aj; ajp 0 0
0 ag axp a3 0
0 0 Q32 Aa33 0
Anxn =
an72,n71
0 0 0 0 -+« .« Qp_1p—2 Ap—1n-1

Como convencién, nos referiremos a los elementos a;; como diagonales, y a
los elementos a; ;, donde ¢ # j, como no-diagonales.

Definicién .2 Matriz de Jacobi. Una matriz tridiagonal A, ., es una matriz
de Jacobi si es una matriz real, simétrica y con elementos no-diagonales
POsitivos.

Asi, por la definicién de una matriz de Jacobi, los elementos a;; de dicha
matriz deben de cumplir:
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L] (127]:0,Sll+1§jé]+1§2
L] (ZZ'J‘G%

" Qig =
mq;,;>0,8it>37675>1

Resulta claro que, al ser real y simétrica, una matriz de Jacobi es por lo tanto
hermitiana, y tiene entonces un espectro real.

Los siguientes teoremas tratan sobre transformaciones de equivalencia entre
matrices tridiagonales.

Teorema .1 Sea T una matriz tridiagonal de orden n real, con la forma
explicita:

aq bg O 0 0
Cy Q9 bg 0 O
0 C3 Qs b4 0
T — 0 0 Cq4 Qg 0 :
O 0 0 0 . . . . ¢ ay

donde ademds se satisface bic; > 0. Entonces dicha matriz T es equivalente
a la matriz:

ay |b2| 0 O 0

|CQ| a9 |b3| O 0

0 ’03| as |b4| 0
T: 0 0 |C4‘ ay 0 ,

O

0O 0 0 0 . . . . |eal an

es decir, la matriz resultante de tomar el valor absoluto de los elementos
no-diagonales.
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Demostracion: La demostracién sera por construccién. Sea M una matriz
de orden n, diagonal y real, con elementos {a;},_, distintos de cero. Asi, M
y su inverso M ™! tienen la forma explicita:

ar 0 0 . . . o 0.0
0 ag 0 . . . 0 4 0
1
o 1
Definamos ahora la matriz equivalente T de la forma:
aq 3—?[)2 0
foM'TM=| ° =@ ®
[e79) bn
Qn—1
042_1 n (7%

Es facil ver que la matriz T comparte el mismo espectro con la matriz T. Si
la matriz original cumple con la ecuacion de eigenvalores:

Txr = Az,

donde x es un eigenvector de T. Si definimos ahora el vector:
y=M"z,

entonces el vector y cumple con la ecuacion de eigenvalores:
Ty =y,

con A eigenvalor de T. Esto es porque:

Ty = M 'TMM 'z

= M 'Tz
= \M 'z
= A\y.

Asi, los elementos de matriz de T son de la forma:
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o a1
T;; = ag, Ticai = 3 by, Tii = =5 G
Ahora, nosotros podemos definir los elementos de M como «; = =£1. de

tal forma que T sea la matriz resultante de cambiar en T los signos de los
elementos no-diagonales. Luego, la matriz con elementos:

Tm = Q, Tz‘—u = b, Tz’,z’—l = Gy,
tiene los mismos eigenvalores que la matriz:

Tz‘,z‘ = Qg, Tz‘—l,z‘ = | bi|7 Ti,i—l = | Ci|-
QED.

Teorema .2 Sea T una matriz tridiagonal de orden n real, definida como
en el teorema (B.1). Entonces dicha matriz T tiene un espectro real.

Demostracion: Definamos a la matriz equivalente T como en el teorema
(B.1) en su forma mas general; es decir, con elementos:

— o a1
T = a;, Tici = 5= bi, Tiio1 = — ¢

Ahora, deseamos que T sea simétrica. Esto implica que:

Ticig = Tiia

Q; b, — Qi1 ¢
Q1 Qg
) -6
Q1 b;
Q; Ci
Q1 b;

Finalmente tenemos la relacién de recurrencia:

Q; = OG- % . (B_l)

Debemos notar que si deseamos que la matriz sea real simétrica, debemos
cumplir que: # > 0, lo cual a su vez implica que b;c; > 0.
1

Para empezar la relacién de equivalencia (B-1), definimos:

ap=1.
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Asi, los primeros miembros de la relaciéon son:
aq
&%)

y en general:

De esta forma, sustituyendo en los elementos de matrices de T

Tz‘—l,z‘ = < b, = % b, = V cibi
« i

i—1

= Qi1 b;

Tz’,i—l = Ci =1\ —CG =V cib; .
Q; Ci

Finalmente, la matriz T tiene la forma explicita:

aq vV bQCQ 0
vV bQCQ (05} vV bgCg
0 AV bgCg as

ek
Il

Vbpcp

bn Cn Qn

y como T es una matriz real simétrica, tiene eigenvalores reales. Luego T
tiene espectro real.
QED.

Corolario .1 Toda matriz tridiagonal real de la forma definida en el teorema
(B.1), es decir, que cumpla que bic; > 0, es equivalente a una matriz de
Jacobi.

Demostracién: Es consecuencia directa del teorema (B.2).

Los teoremas anteriores muestran la importancia de las matrices de Jacobi
en el estudio de matrices tridiagonales'. El siguiente teorema trata sobre

ITeoremas anslogos al anterior existen para el caso en que se desee tomar matrices
complejas, pero estos se encuentran fuera los propédsitos de este trabajo.
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algunas de las propiedades generales de la ecuacion caracteristica o secular
de las matrices de tridiagonales.

Teorema .3 Sea T, una matriz tridiagonal real, con la forma explicita:

aq bQ 0 0 O
Cy Q9 bg 0 0
0 C3 Qs b4 0
Tn _ 0 0 Cq4 Qg 0 :
o 0o o0 o0 .. . . ¢ an

y sea ¢n(N) la ecuacion secular de dicha matriz de grado n, definida como
On(N) = det | T, — \L,|
entonces, dicha ecuacion secular cumple con la relacion de recurrencia:
On(A) = (an = N)Pn-1(A) — cabndn—2(N) ,

donde ¢,_1(N) es la ecuacion secular de la submatriz resultante de quitar a
T, la dltima columna y el ultimo renglon, y ¢,—2(\) es la ecuacion secular de
la submatriz resultante de quitar a T, las ultimas 2 columnas y los ultimos
2 renglones. Ademds, por consistencia se define:

Demostracion: La demostracion se hara por induccion, haciendo desarrollo
del determinante por menores.

Base de Induccion.

Cason = 1:
Trivial:

¢1(/\) = a; — A
Cason = 2 :
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P2(A) = (a1 —A)(az = A) —barco
= (a2 = A)p1(A) — bacado(N)

) = (a5 = Ne) e | 1N )
2 3

= (a3 - )\)¢2()\) —b3c3 (al - /\)
= (CL3 - )\)f/ﬁz()\) —b3c3 ¢1()\) .

Caso n = /:

a; — A b2 0
¢4(>\) = (CL4 — )\)¢3()\) — C4 Co a9 — A0
0 C3 b4

. a, — A bg
= (a4 - )\)¢3()\) —bycy ¢ ay — A

= (as = N)¢3(A) = bacada(A).
Hipétesis de Induccion: Supongamos que se cumple que:
an()\) = (an - )\)gbn—l(/\) - bn Cn ¢n—2(/\) )

entonces, queda por demostrar que:

¢n+1()‘) = (an+1 - )‘)an(A) - bn+1 Cn+1 qbn—l()‘) :

Demostracion: La demostracion es directa a partir de la expansién de los
determinantes. Por simplicidad procederemos de la siguiente manera. Deno-
taremos el determinante de la matriz de orden (n + 1), T}, 41, como:

An+1 = det ‘ Tn+1| .

[gualmente, denotaremos al determinante de la matriz resultante de quitar
las ultimas k filas y k columnas a T, ; como A, 1_g. Asi, podemos expandir
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por menores a A, 1, siempre a partir de la fila inferior:

ai b2 O --- 0
Coy Qa9 b3 0
0 c3 as --- 0
AnJrl =
bn—i—l
0 0 0 - cup1 Apgr
a by 0 --- 0
Cy Qo bg 0

= an+1An_bn+l 0 ¢33 a3

0 0 e b
= an+1An — bng1 Cnga AVEEETS
Finalmente, si hacemos la sustitucion:
ap — ap — A,
en los elementos diagonales de la matriz, obtenemos el resultado deseado:
Pnr1(A) = (ans1 = A)Pn(A) = bnjr Cngr Gn—1(A) -
Q.E.D.

Hacemos notar que se procedié de tal forma en la ltima parte de la demostracién
anterior, con el fin de mostrar que algunas de las propiedades de la ecuacién
secular son consecuencia directa de las propiedades, méas generales, de los
determinantes de las matrices tridiagonales.
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Una Demostracion.

Sea el operador H definido como:

d? 9

~

y supongamos que para este operador y la funcién inicial:

[

x

[ «@

PN

vy = (ra)”

la n-ésima funcién de Lanczos esta dada por:

L(p) — ()7 e z
) = T e R ( ﬁ)
| B (2n)!  (a®—1)
M = 2n—-2)!  2a

A lo largo de las lineas siguientes preferimos trabajar, por simplicidad, con
la nueva variable y, definida como:

Bk

Y

En esta nueva variable, la n-ésima funcion queda como:

(mar) 5

\/2%(2n)!

113
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Luego, debemos demostrar que la funcién n+1 sera:

_ (roy7a 2
/2274220 + 2)

T €2 H2n+2(y)‘
Para hacerlo, usamos principalmente las siguientes relaciones para los poli-
nomios de Hermite:

7?—1—1 (y)

H,i1(z) = 2zH,(x) —2nH,_1(x), (C-1)
H (x) = 2nH, 1(x), (C-2)
H/(x) = 2zH,(x)— Hp1(x). (C-3)

Debemos considerar ademas los cambios sufridos por el operador Hamiltoni-
ano al hacer el cambio de variable. En efecto, el operador derivada cambia
como:

d o d
!

dr ~ ~ dy’
por lo que el operador hamiltoniano se escribe como:

- 1 d?
H=——— 2
o dy? + ay

(NI

Asi pues, la siguiente funcién de Lanczos (aun sin normalizar) estarda dada
por: )
§+1 = Hw;& - hnnwﬁ - anﬁfl- (C—4)

Luego, debemos determinar primero H1,. Evaluamos la primera derivada:

dy (ra) 1072 d y?
dx 22n(2n)! dy

22n(2n)!
donde se utilizé (C.1) para llegar a la tltima ecuacién. La segunda derivada
sera:
d*~ ra)r 1 g2
= T L (4, ()4 (1) Han ()~ H ()~ Any H 1 1)

dx? /22 (2n)! @
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y usando (C.3) y (C.2) para sustituir H),, , y Hj, , respectivamente, desar-
rollando obtenemos:

d2 L To *i 1 [
¢n — ( ) _ (y2 — 4n — 1) ez H2n(y)

dx? 22n(2n)! «
Luego, sustituyendo tenemos:
1
- To) 4 dn +1 — g2 2
(ra)~1 1

y2
— (An+1+4(0® = 1)y*) 7= Ha(y).

J/227(2n)!

Con esta expresién podemos evaluar el elemento de matriz h,, = (¢, H Un):

i) = [ s de=ab [ ot ) dy
_ %/_ ;(4n+1+(a — 1)) e HE, (y) dy
1

= ((4n +1)(22"(2n)/7 ) + (o® — 1)(2*"(2n)!I/7 )(2n + % ))

22n(2n)/T «
(4n +1)(a® + 1)
200

donde se usé:

> 1
/ 22e™ " H2(z)dx = /7 2"nl(n + 5 )

o0

Luego, sustituyendo directamente estos resultados en la ecuacién (C.4) obten-
emos, despues de simplificar:

[M]

b= 2 D) () (0 + 1) i)~ 20200 2n — )

En este punto tratamos de simplificar la parte polinomial de esta tultima
ecuacién. Consideremos las siguientes variaciones de la ecuacién (C.1):

Hop(x) = 2xHop1(x) —2(2n — 1)Hyp—o(2) (C-5)
H2n+1 (ZE) = 2$H2n([17) — 2(271)H2n_1(l') (C-G)
Honio(x) = 2xHopiq(x) —2(2n + 1)Hap() (C-7)
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Asi, de (C.5):

Hon 1 (2) = % (Hon(z) + 2(2n — 1) Hapy_o(x))

y sustituyendo en (C.6):
Hane () = 5 (42 = 2(20)) Hon(x) + A(20)(20 — 1) Hoy(2)
y a su vez sustituyendo esta ultima ecuacién en (C.7):
Hopi1(z) = (42° — 2(4n + 1)) Hapn (z) + 4(2n) (2n — 1) Happ o ()
le.
1

5 Hopio(x) = (20 — (4n + 1)) Hap(2) — 2(2n)(2n — 1) Hyy_o(z)  (C-8)

Luego, si sustituimos (C.8) en nuestra ultima expresién para ¢,,.; obtenemos:

(ra) 1 (a®—1)

L _y
n+1(?/) = 22”(2n)! 1o e 2 H2n+2(?/)-
Su norma es:
(ma)"z (a®—1)2 1 [® _.
qu-‘-l 22n<2n)| 16&2 o2 e’ H22n+2<y) dy

1 (a? —1)2
= 2n + 2)! 22n+2
e 16az 2 t2) VT

(2n +2)! (o —1)?

(2n)! (2cr)?
esto es:
(2n+2)! (a®—1)
Nn+1 =
(2n)! 2
Asi, la funcién n+1 es:
L 1 ,
n Q) 4 oy
¢7§+1(y) = 0 H(y) = (ma) e 2 Hopya(y)

Nyt \V/227+2(2n + 2)!

que es lo que deseabamos demostrar.
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Deduccién de la Funciéon de Prueba.

En las siguientes lineas mostramos los argumentos que nos llevaron a elegir la
funcién de prueba (6.15) en la aplicacién del método de Lanczos al oscilador
anarmoénico cuartico. Consideremos la ecuacién de Schrodinger unidimen-
sional:

—¢"(x) + V(2)¢(z) = E(z). (D-1)

Deseamos ahora calcular una forma aproximada del estado base para un
potencial V(x) dado. Una forma de atacar el problema es suponer una forma
particular de la funcién del estado base, por ejemplo:

o(z) = e, (D-2)
donde la funcién ¢(z) debe de cumplir con la condicién:

para que g(x) sea normalizable. Sustituyendo (D-2) en (D-1) obtenemos:
¢'(z) = (¢(2))* = E = V(2). (D-3)

Si definimos la funcion:
y(z) = ¢'(x),

entonces al ecuacién (D-3) queda como:
(@) = y*(x) = E—V(z), (D-4)
que no es sino la ecuacion de Riccati correspondiente a la ecuacion de Schrodinger.
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Sustituyendo en la ecuacion de Riccati el potencial del oscilador anarménico
cudrtico (en general), se tiene:

Y (z) —y*(x) = E —m*2® — ga*. (D-5)

De la ecuacén (D-5) podemos deducir algo sobre la funcién y(x). Observemos
que bajo el cambio z — —z, el lado derecho de (D-5) permanece invariante.
Claramente el lado izquierdo debe de cumplir con la misma invarianza, y
para hacerlo se debe cumplir a su vez que 3'(—z) = ¢/(z). Esto implica que*:

y(—x) = —y(z),

es decir, y(z) tienen paridad impar. Podemos asumir entonces que y(x) tiene
la forma:

y(z) = 2 f(z?). (D-6)

En este punto comenzamos un andlisis asintético de la funcién y(z). Todo
lo anterior puede considerarse valido para valores de x cercanos a cero, ya
que en esa regién todos los términos del potencial tienen igual relevancia.
Supongamos, en acuerdo con (D-6), que la funcién y(z) tiene la expansién
cerca del origen.

y(x) = apr + arx® + aga® + ... |

luego, sustituyendo en (D-5) y queddndonos con los términos de x hasta
orden 4, obtenemos:

(ap — E) + (3a; — aj +m?)x* + (5ay — 2apa; + g)x* +...=0.

2Podemos argumentar de la siguiente manera. Consideremos la primera derivada de
y(x) y definamos

) = D

Claramente cumple con f(—x) = f(z). Si ademads definimos y(z) = F'(x) entonces tenemos:

F(z) = /f(x)dx.

Si ahora definimos la variable z = —zx, entonces:

Fo) = [ f@)s = [ )iz =~ [ f:)ds = F(:) = ~F(-a)

esto es:
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Esto implica:

apg = FE
E? —m?
a = ——/——
3
2 1
= —E(E*-m?—-—g.
= s EET = m7) = =g

Asi, y(x) tiene la expansién cerca de cero:

E? —m? 2 1
y(r) = Ex + meg + (1—5E(E2 —m?) — gg) ©®+..., (D7)

Consideremos ahora una expansion asintética cuando x es muy grande. Podemos
suponer que solo un término en esa regién es relevante. Podemos suponer,
por ejemplo, que y(x) tiene la forma explicita:

(o7

y(r) =ax®.
Luego, sustituyendo en (D-5) y solo considerando el término cudrtico:

aoz®t —a?2? = —gat.

Si hacemos o = 2, podemos obtener consistencia:

—gzt = 2ax —a*2?

~ —a2w4 .

Luego, obtenemos:

a=./9.

Podemos ahora seguir construyendo y suponer que existe otro sumando de
orden menor en x:

y(r) = \/gr* + ax®.
Sustituyendo en (D-5):

297 + aax® ' — gzt — 2a\/gz°t? — a®2** = —gat — m*2?
297 + aax® ! — 2a,/gr* " — a*2** = —m*2®.

Aldo Déctor Oliver Tesis de Licenciatura



Apéndice D 120

En este caso, si hacemos o = 0 obtenemos consistencia:

—m*z? = 2,/gr — 2a,/gz* — a®
~ —2ay/g27,
(D-8)

lo cual da como resultado:

m2

a = .
2V

Finalmente, obtenemos como expansién aproximada de y(z) para valores
grandes de x:

o M

ylz) = Vgz" + 3 7
donde, por supuesto, el término dominante es el primer sumando.
Ahora, deseamos encontrar una funciéon que, al expanderla para valores de x
cerca de cero y cerca de oo, reproduzca las caracteristicas mas importantes
de (D-7) y (D-9) respectivamente. Dicha funcién en efecto existe:

T (D-9)

y(r) = a(m® + ga?) (D-10)
la cual, si consideramos la regién x — 0o, entonces:
y(x) = x(m? + g:zcz)% = ma(l+ %ﬁ)%
m

— g 2\i

~ max( A )3

= g 2.
Igualmente, cuando  — 0, expandiendo (D-10):

y(x):mx+ix3—g—2x5+--- ;
2m 8m?3

expansién que, si bien no reproduce los coeficientes de (D-7), nos da al menos
la potencia correcta en x para cada sumando.

Solo resta integrar (D-10):
o(x)= [ ylx)de = /x(m2 +g2%)7 dw

1
= —(m*+ ng)% : (D-11)
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Finalmente, sustituyendo (D-11) en (D-2) obtenemos como funcién aproxi-
mada al estado base del oscilador anarmoénico cuértico:

1

3
1/]0(.:1:) — 67@(m2+gx2)2 . (D—12)
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