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Introduccion

Los continuos tipo arco, que se definen como limites inversos de arcos,
podrian dar la impresién de ser sencillos, incluso insignificantes, por ser pre-
cisamente limites inversos de los continuos mas simples, por ser unidimen-
sionales y por estar inmersos en el plano. Sin embargo, aunque estos conti-
nuos comparten algunas de sus propiedades con las propiedades de un arco,
algunos ejemplos son sumamente complicados. El pseudoarco, por ejemplo,
tiene propiedades impresionantes: cada uno de sus subcontinuos es también
un pseudoarco. El arco y el pseudoarco son los dos 1inicos continuos conocidos
con esta propiedad. Pero a diferencia de un arco, el pseudoarco no puede ex-
presarse como la union de dos de sus subcontinuos propios, asi que tampoco
sus subcontinuos pueden expresarse de esta forma. Mas atn, el pseudoarco
es un continuo homogéneo, lo que significa que dados cualesquiera dos de sus
puntos, uno cualquiera de ellos puede ser mandado en el otro, por medio de
un homeomorfismo que va del pseudoarco en si mismo. El pseudoarco es uno
de los tres continuos homogéneos planos que se conocen. Por otra parte, ex-
iste un continuo tipo arco universal, es decir, un continuo tipo arco en el cual
pueden sumergirse todos los continuos tipo arco. Hay una amplia variedad
de ellos: ciertas compactaciones del intervalo [0, 1), el continuo de Knaster y
muchos mas.

Esta tesis estda dedicada a los continuos tipo arco, tema que, desde mi
punto de vista, nos abre un amplio terreno de estudio.

Ademaés de la definicién con limites inversos, los continuos tipo arco se
pueden definir por medio de cadenas (continuos encadenables) y por medio
de e-funciones (continuos como un arco). Esto nos permite elegir una de las
tres formas de definirlos cuando queremos probar sus propiedades.

El Capitulo 1 estda dedicado a resultados sobre espacios métricos, com-
pacidad y conexidad. Suponemos que el lector tiene conceptos basicos de
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Topologia.

En el Capitulo 2 exponemos propiedades bésicas de los continuos (espacios
métricos, compactos y conexos) que nos seran ttiles para desarrollar el tema
de esta tesis.

Uno de los principales objetivos de esta tesis, es probar la equivalencia
de las tres definiciones (Capitulo 3) y posteriormente, en los Capitulos 4 y 5,
probar propiedades utilizando una de las tres posibilidades, la que mejor se
adapte a nuestro problema.

Especificamente, en el Capitulo 4 probamos que los continuos tipo arco
tienen la propiedad del punto fijo, que el ser encadenable es una e-funcion,
que todos los subcontinuos de un continuo tipo arco, son tipo arco, y algunas
propiedades mas.

En el capitulo 5 probamos que la propiedad de ser encadenable se preser-
va bajo funciones monétonas, terminando asi, con este trabajo, cuyo fin es
presentar al lector un breve estudio acerca de estos bonitos espacios.



Capitulo 1

Preliminares.

Para comprender el desarollo de este trabajo se sugiere que el lector
cuente con conocimientos basicos de topologia. Como nuestro interés ra-
dica en mostrar ciertos resultados de un tipo especifico de espacios métricos,
compactos y conexos, a continuacién se muestran definiciones y resultados
sobre espacios métricos, conexidad, compacidad y topologia producto, que
nos seran ttiles mas adelante.

1.1. Espacios métricos.
Definicién 1.1.1 Un espacio métrico es una pareja (X, d) donde X es un

espacio topoldgico y d : X x X — [0,00) es una funcion que cumple que para
toda x,y,z € X:

1. d(xz,y) =0 si y sélo si x =y (reflexividad)
2. d(z,y) =d(y,z) (simetria)
3. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (desigualdad del tridngulo).

Definicién 1.1.2 Supongamos que (X, d) es un espacio métrico, © € X y
e > 0. Entonces al conjunto

Bi(x) ={y € X | d(z,y) < e}

le llamamos la bola con métrica d de radio € centrada en x.
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Definicién 1.1.3 Supongamos que (X,d) es un espacio métrico, A C X y
e > 0. Entonces al conjunto

BY(A) = {x € X | existe a € A tal que d(z,a) < €}
le llamamos la bola con métrica d de radio € centrada en A.

Definicién 1.1.4 Sea X un espacio topoldgico, y d y d' dos métricas para
X. Diremos que d y d' son métricas equivalentes si d y d generan la misma
topologia.

Teorema 1.1.5 Sean d y d' métricas de un espacio X. Entonces d y d' son
equivalentes si y solo si para cada x € X y cadar > 0, existen s >0y s >0
tales que B(x) C BY (z) y BY (z) C BY(x)

Demostracion. Supongamos que las métricas son equivalentes. Sea = € X
y r > 0. Como Bﬁl/(az) es un abierto que contiene a x, existe un abierto bésico
Bl(z) en la topologfa inducida por d tal que B4(z) C BY(x). Andlogamente
podemos encontrar s’ > 0 tal que B%(z) C Bd(x).

Para probar el reciproco, sean 7 la topologia inducida por d y 7’ la
topologia inducida por d’. Sean U € 7y z € X tal que x € U. En-
tonces existe r > 0 tal que B%(x) C U. Por hipétesis existe s’ > 0 tal
que B (x) C Bd(z) C U, asi que U es la unién de elementos de 7/, de donde
7 C 7'. Anédlogamente se prueba que 7/ C 7. m

Definicién 1.1.6 Un espacio métrico (X, d) es acotado si y sélo si
sup{d(z,y) | z,y € X} € N,

Ejemplo 1.1.7 Sea (X,d) un espacio métrico. Definimos d' : X x X —
[0,00) como d'(x,y) = min{d(z,y),1}. Claramente d' es una métrica, y es
equivalente a d por el Teorema 1.1.5.

Corolario 1.1.8 Todo espacio métrico es equivalente a un espacio métrico
acotado.

Definicién 1.1.9 Sea (X, d) un espacio métrico y A C X no vacio y acota-
do. El diametro de A es el numero dado por el conjunto,

didm(A) = sup{d(x,y) | z,y € A}.
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1.2. Compacidad.

Definicién 1.2.1 Sean X un conjunto y B un subconjunto de X. Una cu-
bierta de B es una familia de subconjuntos de X, C = {Cy}aca, cuya union
contiene a B. Si X es un espacio topologico y los conjuntos C,, son abiertos,
entonces se dice que la cubierta es abierta. Si A es un conjunto finito, en-
tonces C es una cubierta finita de B. Una subcubierta de C es una subfamilia
de C que también cubre a B.

Definicién 1.2.2 Un espacio X es compacto si toda cubierta abierta de X
tiene una subcubierta finita.

Definicién 1.2.3 Sea X un espacio topologico. Se dice que una cubierta U
de X es esencial, si no existe un subconjunto propio de U, que sea cubierta
de X.

Definicién 1.2.4 Una coleccion de conjuntos {Cy}aen tiene la propiedad de
la interseccion finita si para cualquier subconjunto finito I' de A se tiene que

() Ca # 0.

ael’

Teorema 1.2.5 Un espacio X es compacto si y solo si para cada coleccion
C = {Cy}aende conjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion

finita, ﬂ Cy # 0.

acN

Demostracién. Supongamos que X es compacto y que C = {Cy}aen €s
una subcoleccion de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la in-
terseccién finita. Para cada @ € A sea U, = X \ C,. Si ﬂ C, = 0, en-
acA
tonces U U, = X. Como X es compacto, existen aq,---,a, € A tales que
acA

U Us; = X de donde ﬂ Ca, = 0 lo que contradice el hecho de que C tiene
j=1 j=1
la propiedad de la interseccién finita.

Ahora supongamos que X no es compacto. Entonces existe una cubierta
abierta {U, }aca, que no tiene una subcubierta finita. Para cada o € A, sea
Cyo = X\ U,. La coleccién C = {C, }aen tiene la propiedad de la interseccion
finita, pero ﬂ Co=0. m

acN



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Teorema 1.2.6 Sea X un espacio compacto y C un subespacio cerrado de
X. Entonces C' es compacto.

Demostracién. Sea C' C X un cerrado. Sea U = {U,}.c) una cubierta
para C' de abiertos en X. Como C' es cerrado en X, X \ C es abierto. Por
lo tanto U’ = ((JU) U {X \ C} es una cubierta abierta para X. Como X es
compacto, existe una subcubierta finita {Uy,--- ,U,} de . Si {Uy,--- ,U,}
no contiene a X \ C, entonces {Uy,---,U,} es una subcubierta abierta de
U para C, luego si {Uy,---,U,} contiene a X \ C, podemos suponer que
Uy = X\ C, y entonces {Us,--- ,U,} es una subcubierta abierta de U para
C, de aqui que C' es compacto. m

Teorema 1.2.7 Sea X un espacio Hausdorff y A C X, un compacto. En-
tonces A es cerrado en X.

Demostracién. Veamos que X \ A es abierto en X. Seanxz € X\ Ayy € A.
Como X es un espacio de Hausdorff, existen U, y V, abiertos ajenos tales
que z € U, y y € V,. Esto lo podemos hacer para cualquier punto y € A y
el punto z. Sea V = {V, |y € A}. Entonces U es una cubierta abierta de A,

n
y como A es compacto, existen V,,---V,, €V, tales que A C U Vi, - Luego

=1
n

ﬂ U,, es un conjunto abierto en X, que tiene a x, pues cada U, es un abierto
i=1

de X que tiene a z. Ademés ﬂin C ﬂ(X \ V) = X\ UVy C X\ A
i=1 i=1 i=1
Entonces z es punto interior de X \ A. Por lo tanto X \ A es abiertoen X. m

Teorema 1.2.8 Sea X un espacio topologico compacto y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Entonces Y es compacto.

Demostracion. Sea f una cubierta abierta de de Y. Entonces { f~(U) | U €
U} es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existe una subcu-
bierta finita {f~"(U;)}7_, de {f~'(U) | U € U}. Ademds se tiene que f es
suprayectiva, por lo tanto, la coleccién {U; }?:1 es una subcubierta finita de
U.

Corolario 1.2.9 Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff y

f X — Y una funcion continua. Entonces f(A) = f(A) para todo A C X
(Donde A denota la cerradura de A).
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Demostracién. Como [ es continua f(A) C f(A). B
Veamos ahora que f(A) C f(A). Por el Teorema 1.2.6, A es compacto,
por 1.2.8, f(A) es compacto y por 1.2.7, f(A) es cerrado. Por lo tanto f(A) C

f(A). m

Corolario 1.2.10 Toda funcion continua de un espacio compacto en un es-
pacio Hausdorff, es cerrada.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario 1.2.9. m
El siguiente Teorema nos sera de gran utilidad.

Teorema 1.2.11 Toda funcion continua y biyectiva de un espacio compacto
en un Hausdorff, es un homeomorfismo.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario 1.2.10 y del hecho
de que una funcion continua, biyectiva y cerrada es un homeomorfismo. m

1.3. Compacidad en espacios métricos.

Definicién 1.3.1 Un espacio X es compacto por sucesiones si toda sucesion
en X tiene una subsucesion convergente.

Definicién 1.3.2 Un espacio X es numerablemente compacto, si toda cu-
bierta abierta y numerable de X, tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.3.3 Sea X un espacio compacto por sucesiones. Entonces X es
numerablemente compacto.

Demostracién. Sea U = {U,}5°, una cubierta numerable y abierta de X.

Supongamos que no existe una subcubierta abierta finita de /. Entonces
n

para cada n € N, existe x, € X \ U U,. La sucesién {z,}2,, tiene una
j=1

subsucesion {z,,};; que converge a un punto, digamos, x € X. Como U es

una cubierta de X, existe k € N tal que x € Uy € U. Sin embargo, existe

N >k tal que si j > N, entonces x,; € Uy, lo cual, es una contradicciéon. m

Definicién 1.3.4 Un punto x del espacio X, es un punto de acumulacion
de una sucesion {x,}3>, de X, si para cada vecindad U de x y cada n € N,
existe k > n tal que x;, € U.
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Teorema 1.3.5 Si X es un espacio métrico y x un punto de acumulacion
de una sucesion {xp}ie, en X, entonces {xy}72, tiene una subsucesion que
converge a .

Demostracion. Vamos a construir una subsucesién convergente de forma
recursiva. Sean B;(z) la bola abierta de radio 1 con centro en x y N = 1,
como x es punto de acumulacion de la sucesion {xy}72,, existe £ > 1 tal que
x € Bi(x). Sea xy, = x), el primer punto de la subsucesién. Supongamos que
la subsucesién esta definida para un punto xj,. Tomamos Bi(z) y N = k;.
Como z es punto de acumulacién, existe & > k; tal que w € Ba 1 (x). Sea
Ty, = x). Siguiendo con este procedimiento, obtenemos una subsucesién
{7k, 132, que converge a z.

Definicién 1.3.6 Un espacio métrico (X, d) estd totalmente acotado si para

cada € > 0, existen N € N y {xy,--- ,xn.} C X tal que X = U B.(x;).
j=1

Teorema 1.3.7 Sea X un espacio métrico y compacto por sucesiones. En-
tonces X esta totalmente acotado.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Tomemos x; € X, si X = B.(x1), ya acabamos.

(
Si X # B.(x1), tomamos zo € X \ Bo(z1). Sisi X = B.(x1) U B.(x2),
hemos terminado, si no, elegimos x5 € X \ (B:(z1) U B.(x2)). Siguiendo de
esta manera, encontraremos N, € N tal que X = U -(z;), ya que, en
j=1

caso contrario, podriamos construir una sucesion de puntos de X, la cual no
tendria una subsucesion convergente. m

Teorema 1.3.8 El espacio métrico (X, d) es numerablemente compacto si y
solo si es compacto por sucesiones.

Demostracion. Ya sabemos que todo espacio compacto por sucesiones es
numerablemente compacto (Teorema 1.3.3).

Supongamos que (X,d) es un espacio métrico y numerablemente com-
pacto que no es compacto por sucesiones. Entonces existe una sucesion {z, }>°
la cual no tiene subsucesiones convergentes.
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Por el Teorema 1.3.5, la sucesién {x,, }2° | no tiene puntos de acumulacion.
Sea A = {z,, | n € N}. Tenemos que A es infinito (pues de otro modo {z,}°°,
tendria un punto de acumulacién). Para cada x € X, existe un abierto U, de
X tal que x € ﬁr y ﬁr N A es finito. Como los puntos son cerrados, existe un
abierto U, de X tal que x €e U, y U, NA=0,six ¢ Ay U,NA={x}, si
x € A. Entonces, si Uy = U Uy, tenemos que {Up} U{U, | a € A} es una

zeX\A
cubierta numerable de X la cual no tiene subcubiertas propias. m

Definicién 1.3.9 Sea X un espacio métrico, y sead una cubierta abierta de
X. Decimos que un nimero X > 0 es un numero de Lebesque para la cubierta
U, si para cualquier A C X, con A # 0 tal que didm(A) < A, existe U € U
tal que A C U.

Teorema 1.3.10 Si U es una cubierta abierta de un espacio compacto por
sucesiones X, entonces U tiene un numero de Lebesqgue.

Demostracion. Supongamos que no existe tal nimero. Entonces para toda
n € N, existe A, subconjunto no vacio de X tal que didm(A4,) < L y A, no
estd contenido en ningin elemento de . Sea x,, € A,,. Como X es compacto
por sucesiones, podemos suponer sin pérdida de generalidad que la sucesion
{z,}5, converge a un punto z € X.

Como U cubre a X, existe U € U tal que = € U, por lo tanto existe ¢ > 0
tal que Bé(z) C U. Sea n € N tal que + < £y d(z,,z) < £. Entonces para
caday € A,

1
dy, x) < d(y, o) + d(an, ) < — + % <e.

Entonces A, C Bl(z) C U, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
existe un numero de Lebesgue para /. m

Teorema 1.3.11 Sea X un espacio métrico. Entonces X es compacto si y
solo si X es compacto por sucesiones.

Demostracion. Si X es compacto, entonces es numerablemente compacto,
y por el Teorema 1.3.8, X es compacto por sucesiones.

Supongamos que X es compacto por sucesiones. Sea U una cubierta abier-
ta de X. Por el Teorema 1.3.10, existe A > 0 tal que si x € X, entonces
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By(xz) C U, para alguna U € U. Por el Teorema 1.3.7, existen xy,- -+ ,z,, € X
tales que X = U By (z;). Tomando para cada j = 1,--- ,n, U; € U tal que

j=1
Bx(x;) C Uj, se tiene que {Uy,--- ,U,}, es una subcubierta finita de /. m

Lema 1.3.12 Sea X un espacio métrico compacto. St V = {Vi,--- V. }
es una cubierta abierta finita de X, entonces existe una cubierta abierta
U=A{Uy, - Uy} tal que U; C 'V} para cada j =1,--- ,m.

Demostracién. Haremos la construccién de U inductivamente.

Sea F} = X'\ (U VJ> . Entonces Fy C Vi y F} es un subconjunto cerrado
j=2

de X. Como X es un espacio métrico, existe un subconjunto abierto U; de
XtalqueF1CU1CU1CV1.

Supongamos que Up_; ha sido definido para cada £ < m. Sea

Fk:X\<UUjU O Vj>.

j=2 j=k—+1

Entonces Fj, C Vi, y F) es un subconjunto cerrado de X. Como X es un
@)acio métrico, existe un subconjunto abierto Uy de X tal que F}, C U, C
Ui C Vj.. Asi pues, hemos terminado el paso inductivo.

Ahora, seald = {Uy,--- , Uy}, entonces U es una familia de m abiertos de
X. Veamos que U cubre X. Para ver ésto, sea x € X, entonces x pertenece
a una cantidad finita de elementos de V), llamémosles Vj,, -+, Vj,. Sea k =

max{ky,--- , k,}. Ahora, z € X\U, para cada ! > k, y por tanto, si z € X\ U;
para cada j < k, entonces x € Fj, C Uy, asi que en cualquier caso z € U;
para alguna j = 1,--- ,m, por lo tanto 4 cubre a X. m

Definicién 1.3.13 Dado un espacio métrico compacto X, definimos dos de
sus hiperespacios, como los siguientes conjuntos:

2% ={A C X | A es cerrado y no vacio}, y
C(X)={A €2 | Aes conexo}.
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1.4. Conexidad.

Definicién 1.4.1 Una pareja (U, V') de abiertos no vacios de un espacio X,
es una separacion de X si X = UUV yUNV = 0. En otras palabras,
X =UUV, donde A y B son mutuamente separados en X (recordemos que
Ay B son mutuamente separados en X, si ANB =0 yANB=10).

Observacion. Supongamos que X es un espacio topolégico y que Ay B son
cerrados, disjuntos y no vacios de X tales que X = AU B, entonces (A, B)
es una separacion de X, ya que sus complementos son abiertos. Asi que si X
estd separado por A y B, entonces A y B son tanto abiertos como cerrados.

Definicién 1.4.2 Un espacio topoldgico es conexo si mo existe una sepa-
racion para X.

Teorema 1.4.3 Sea X un espacio topoldgico. Si (U, V) es una separacion
de X yC C X es conexo, entonces C CU oC C V.

Demostracién. Sean (U, V') una separaciéon y C' un subespacio conexo de X.
Supongamos que no ocurre que C' C U o C' C V| entonces como UUV = X,
CNU#£DyCNV £, por lo tanto (CNU,C'NV) forman una separacion
para C' con la topologia relativa. Y ésto es una contradiccion, pues C' es
conexo. W

Teorema 1.4.4 Sea {A,}aca una coleccion de subespacios conezos del es-

pacio topoldgico X, y para cada o, 3 € A, Ay N Ag # (). Entonces U A, es

aEA
conexa.

Demostracion. Sea Y = U A,, v supongamos que Y no es conexo. De

acA
aqui que existen abiertos disjuntos no vacios de Y, U y V, cuya union es Y.

Como U # 0, existe o € A, tal que A, NU # (), andlogamente existe 3 € A,
tal que Ag NV # (). Por el Teorema 1.4.3, se tiene que A, C U 0 A, C V,
como A, NU # (), A, C U, andlogamente Az C V pero por otra parte,
0+ Asn A, CUNV, lo que contradice el hecho de que UNV =(. m

Teorema 1.4.5 X es un espacio conexo si y solo si no existe una funcion
continua f : X — {0,1} (donde {0,1} tiene la topologia discreta) que sea
suprayectiva.
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Demostracién. Si f: X — {0,1} es continua y suprayectiva, entonces los
conjuntos f~1(0) y f7*(1) forman una separacién de X, por lo tanto X no
puede ser conexo. Por otra parte, si X no es conexo, existe una separacion
(U,V)de X,sea f: X — {0,1} definida como f(x) =0,siz € Uy f(x) =1,
si x € V. Claramente f es una funcién continua y suprayectiva. m

Teorema 1.4.6 Si A es un subespacio conexo de X y A C B C A, entonces
B es conexo.

Demostracién. Supongamos que f : B — {0,1} es una funcién continua,
por el teorema anterior, debemos probar que f no es suprayectiva. Como
f|a es continua y A es conexo, podemos suponer que para toda a € A,
f(a) = 0. Supongamos que para alguna b € B, f(b) = 1. Entonces f~1(b) es
un conjunto abierto de B que tiene a by no toca a A. Esto es imposible, pues
b es punto de acumulacion de A. m

Definicion 1.4.7 Sea X un espacio topdlogico y A C X. Decimos que A es
denso en X si A= X.

Corolario 1.4.8 Sea X un espacio topoldgico. Si A es un subconjunto denso
y conexo de X. Entonces X es conexo.

Demostracién. Como A es denso en X, entonces A = X, en particular
A C X C Ay por el Teorema 1.4.6, X es conexo. m

Teorema 1.4.9 Sea f una funcion continua y suprayectiva de un espacio
conexo X en un espacio Y. Entonces Y es conexo.

Demostracion. Si Y no fuese conexo, por el Teorema 1.4.5, existiria una
funcién continua y suprayectiva g : Y — {0, 1}, de donde go f : X — {0, 1},
seria continua y suprayectiva, lo que contradice el hecho de que X es conexo.
|

1.5. Producto topolégico.

Definicién 1.5.1 Sea A = {X,}aen una familia de conjuntos. Definiremos
el producto cartesiano como
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HXa: {f:A—> UXQ| paratodaaEA,f(a)eXa}.

acN acA

Definicién 1.5.2 Para cada n € N, la funcion m, : HXi — X, definida
i=1
como m,((x;)52,) = x, es llamada la n-ésima funcion proyeccion.

Definicién 1.5.3 Sea { X, }aen una familia de espacios topologicos. La topologia
producto para [],., Xa es la que tiene como base el conjunto cuyos elementos
son

donde Uy, es abierto en X, .

Teorema 1.5.4 Sea {(X;,d;)}2, una sucesion de espacios métricos. Para
o0

cada n € N, la funcion m, : HXi — X,,, es una funcion continua.
i=1

Demostracion. Sea U abierto en X,,. Se sigue de la definicion de topologia

producto, que 7' (U) es abierto en HXZ». n
i=1

Teorema 1.5.5 Sea {(X,,,d,)}5>, una sucesion de espacios métricos. En-

tonces H X, es un espacio métrico (con la topologia producto).

n=1

Demostracion. Como métricas equivalentes generan la misma topologia,
para cada n € N podemos cambiar d,, por d, : X,, x X,, — [0,1) dada por

dyy (X, Yn) = min{1, d, (2, yn) }

o

Ahora, definamos una métrica para H X, como sigue,

n=1

p:ﬁanﬁXnH[O,l)C 0, 00)
n=1 n=1
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dada por

(. () = 3 2]

n=1

Veamos que en efecto, p es métrica.

L Sean ()22, y (yn)32; € [ [ Xa tales que p((2)5%,, (yn)32y) =0, ésto

n=1
ocurre siy sélosi > 7 W = 0 lo que significa que d.,(zn, y,) = 0
para cada n € N y como d] es métrica para X,,, x, = y, para toda

n € N por lo tanto (2,)5%; = (yn)22,.

2. Como d}, es métrica, d,(zn,yn) = d,,(yn, T,), entonces

0o 0o oo dh(Tn,yn oo dl,(Yn,Tn
P((20)32y, (yn)2y) = Doy Gelmam) — 5700 | dulimtn)
P((Yn)oy, (Tn)o2y)-

3. Como d, cumple que d, (x,,z,) < d (;En,yn) + d,, (Yn, 2n), entonces
Zlew < fold(zw + > dn (y’;’z" por lo tanto,
p((n)nrs (zn)5l1) < p((Tn)iys (Yn)nte) + p((@/n)n:p (2n)nz1)-

o

Ahora, para ver que la métrica p en efecto es una métrica para H X,
n=1
probaremos que la topologia inducida por p coincide con la topologia pro-
[e.e]

ducto para H X,
n=1
Sea 7 la topologia inducida por p y 7’ la topologia producto

Veamos que 7/ C 7. Sean (x,)7°, € HX” yU = ﬂﬂ < di(xj))’ un

oN
7=1

abierto basico de HX tal que (z,)%, € U. Sea

n=1
1 1
g = Imin 551,"' ,2—k€k

mostraremos que B2((x,)52,) C U. Sea (yn)p>; € B2((xn)52,). De aqui que

p((22)224, (Yn)22,) < €, de donde Zn L w < e. Por lo que para cada
=1, k, %d](xj,yj) < e < 3¢5,y ast dj(zj,y;) < e; . Por lo tanto

J
BE((zn)5z1) C U
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Ahora demostraremos que 7 C 7. Sea U = B?((x,,)22 ) un abierto bésico
de 7. Sea N € N tal que,

=1
2 <

n=N+

l\DI(T)

Afirmamos que

N N

- d; 00 - d;

ﬂ?Tj ! <BQLN(;EJ)) C U. Sea (yn)i2, € ﬂ?Tj ! <BQLN(;EJ)) Solo falta pro-
j=1 J=1

bar que p((zn);Zys (Yn)aZe) < &

Observemos que

- d (x y Yo €
n=1 n=1

TR T ST
ON JoNE Ty S5 T TE

Teorema 1.5.6 Sea {X,,}22, una sucesion de espacios métricos compactos.
o

Entonces HX” es un espacio compacto (con la topologia producto).

n=1

Demostracion. Como en espacios métricos la compacidad y la compacidad
o0

por sucesiones coinciden probaremos que toda sucesion de H X, tiene una
n=1
subsucesion convergente.

Sea {p"}%°, una sucesién de puntos de H X, donde py, = {pF}> | para
n=1

cada k € N (de esta manera, si fijamos n, {pF}2°, es una sucesién de pun-
tos de X,,). Como (Xl,dl)kes compacto por sucesiones {pi}?°, tiene una
subsucesién convergente {p;’ }22, que converge a algin ¢, € Xj. Supon-
gamos inductivamente que para alguna m € N, hemos definido una subsuce-
sién {pkilee, de {pk }2°, tal que {pFi}2, converge a algin ¢, € X,, como
(Xyt1,dmi1) €s compacto por sucesiones, {pli,;}2°, tiene una subsucesién
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convergente {p,,’ }]o‘;l que converge a un ¢m,+1 € X411, por lo tanto, toda
o0

sucesion de H X, tiene una subsucesion convergente. m

n=1

Teorema 1.5.7 Si {X)\}ren es una familia de espacios coneros, entonces

H X es un espacio conexo (con la topologia producto).
AEA

Demostracion. Supongamos que X, es conexo para toda A € A, probaremos
primero que el producto finito de espacios conexos es conexo.

Consideremos el producto cartesiano X x Y de dos espacios conexos,
entonces cualesquiera dos puntos (z1,91), (x2,72) € X X Y se encuentran en
el subespacio (X x {y1}) U ({2} x Y) el cual es la unién de dos espacios
conexos que tienen en comuin al punto (za,y1), asi que (X x{y1 })U({z2} xY)
es un subespacio conexo que tiene a (z1,y1) y a (x2,y2), como estos puntos
fueron arbitrarios, para cualesquiera dos puntos en X x Y, hay un subespacio
conexo que los tiene y por induccién, el producto finito de espacios conexos
es conexo.

Consideremos ahora la familia {X,} ea de espacios conexos no vacios,
elegimos para cada A € A un punto x) € X,. Denotamos por 7 a la familia
de todos los subconjuntos finitos de A y para cada T' € T sea

B  {xa} siAgT
CT—E\A,\, dondeA,\—{ X, siAeT

Por el caso finito de nuestro teorema, la familia {Cr}re, consiste de
espacios conexos, ademas (xy)xea € ﬂ Cr # () y como la unién de espacios
Ter
conexos con un punto en comun es conexa, entonces C = U Cr es un espacio

Ter
conexo.

Ahora probaremos que C denso en H Xy. Seald = ﬂ W;],I(Ua].) abierto
AeA j=1
en HX,\, donde U,; es abierto en X,,. Probaremos que CNU # (. Sea

AEA
R ={ai, -+ ,a,}. Notemos que R € 7. Entonces,
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B _ {,(L")\} si A ¢ {Oﬂ)'.. ,Oén}
CR_HA,\, donde A,\—{ Xy side{on, -, o)

AEA
Tomamos yo, € Us, para todo i € {1,--- ,n}. Definimos
2y = {'TA} Si)‘gé{alf";an}
A Ya; SIA=q; paraalginie {1,--- n}

19

Como Cg C C, tenemos que (z))xepr € U NCr CUNC, por lo tanto C es

denso. Entonces por el Corolario 1.4.8 | H X es conexo. m
AEA
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Continuos.

2.1. Introduccion.

Definicién 2.1.1 Un continuo X, es un espacio métrico, compacto y conezo.
Un subcontinuo es un continuo contenido en algun espacio métrico.

o

Proposicién 2.1.2 Sea {X,,}°°, una sucesion de continuos. Entonces H Xy

n=1
es un continuo.

Demostracion. Por los Teoremas 1.5.5 -1.5.7, H X, con la topologia pro-
n=1
ducto, es un continuo. m

Definicién 2.1.3 Se dice que una sucesion de conjuntos {X,,}°°, es decre-
ciente, st X,y1 C X,, para todan € N.

Lema 2.1.4 Sean X un espacio métrico, compacto y { A}, una sucesion
decreciente de conjuntos cerrados de X. Si U es un abierto de X tal que

ﬂ A, C U. Entonces existe N € N tal que Ay C U.

n=1
Demostracién. Como U es abierto en X, X \ U es cerrado en X y por tanto

compacto, por las leyes de De Morgan el hecho de que ﬂ A, C U implica

n=1

21
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que X \U C ﬂX\An, de donde existen ny,--- ,ng € N tales que X \ U C

n=1
k

k
UX\An].. Sea N = max{ny,---,n;}. Entonces UX\An]. = X\ Ay, por
j=1

lo tanto Ay CU. m

Teorema 2.1.5 Si X es un continuo y {A,}22, es una sucesion decreciente
o

de subcontinuos de X, entonces A = ﬂ A,, es un subcontinuo de X.

n=1
Demostracion. Como A es un subespacio de X, hereda su métrica. Ademas
X es un espacio Hausdorff y A,, es compacto para toda n € N lo que impli-
ca que cada A, es cerrado, observemos también que A es cerrado (por ser
interseccién de cerrados) en un compacto y por tanto, es compacto. Como
X es compacto y {A,}72, es una familia de cerrados con la propiedad de la

[ee]
interseccion finita, por el teorema 3, ﬂ A, = A#(.
n=1
Sélo nos falta probar que A es conexo. Supongamos que no lo es. Entonces

existen K y L cerrados ajenos no vacios tales que A = K U L. Como X es
normal, existen abiertos ajenos U y V tales que K C U y L C V. Entonces

X\A:X\ﬁAn: O(X\An):X\(KUL)DX\(UUV).

Asi que {X \ A,}22, es una cubierta abierta de X \ (U UV'), que es cerrado
en X (por lo tanto compacto), y por el Lemma 2.1.4, existe n,, € N tal que
A, C (UUV), como A, esconexo A, CUoA,, CV,pero K CAC
A,y K C U por lo tanto A,,, NU # (. Andlogamente, L C A C A, vy
L C V por lo tanto A,,, NV # () y ésto no es posible, por lo tanto, A es
conexo. W

Definicién 2.1.6 Se dice que un continuo X es descomponible, si X puede
ser escrito como la unién de dos subcontinuos propios. A un continuo que no
es descomponible, le llamaremos indescomponible.

Definicién 2.1.7 Se dice que un continuo X es unicoherente, si para cada
par de subcontinuos A y B de X tales que X = AU B, AN B es conexo.
Decimos que X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo de X
es unicoherente.
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Ejemplo 2.1.8 Sea I = [0,1] y sean A y B subcontinuos de I tales que
AUB =1, ésto solo puede ocurrir si A y B son subintervalos de I, y en este
caso, su interseccion es un punto o un subintervalo (los cuales son conezos).
Por lo tanto I es unicoherente.

Definicién 2.1.9 Sea X un continuo, decimos que X es un arco si X es
homeomorfo al intervalo [0, 1].

Definicién 2.1.10 Sean X y Y continuos. Se dice que una funcion continua
y suprayectiva f : X — Y, es mondtona si f~ (y) es un conjunto conexo para
today €Y.

2.2. Limites inversos.

Definicién 2.2.1 Sea {X,,}3°, una sucesion de espacios métricos, y para
cada n € N sea f*' : X1 — X, una funcion continua. La sucesion
{X,, fi1} es llamada una sucesidn inversa y las funciones f™' son lla-
madas funciones de ligadura. Comunmente representamos una Sucesion in-
versa ast,

12 f3 at
X &b Xy 22X,

Definicién 2.2.2 Sea {X,,, f""'} una sucesién inversa. El limite inverso de

{ X, 1Y denotado por lim{X,,, 7™} o X, es el subespacio de H X, dado

n=1
por

(X, £} = {(xn>3°_1 € [T X0 | 437" (ons1) = 0 pava cada n € N} .

n=1

Definicién 2.2.3 Sea {X,,, f"™'} una sucesion inversa, con limite inverso
Xo. Para cada m € N, sea p,, = 7n|x... Como pn es la restriccion de
una funcion continua (Teorema 1.5.4), pm es una funcion continua, la que
llamaremos la m-ésima proyeccion del limite inverso.
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Nota 2.2.4 Aunque las proyecciones del producto sean suprayectivas, en
general las restricciones al limite inverso no lo son, pero por la definicion
de limite inverso, py, = f™ o ppny1. Entonces tenemos el siquiente diagra-
ma conmutalivo.

Xoo

e
Pm

Xm <~ Xm+1

m—+1
m

Entonces tenemos que las proyecciones del limite inverso son suprayectivas
sty solo si las funciones de ligadura lo son.

Notacién. Si m,n € Ny n > m. Entonces f? = f™lo...o f'y o f* .

Proposiciéon 2.2.5 Sea {X,,, f*™'} una sucesion inversa de espacios métri-
cos, con funciones de ligadura suprayectivas, cuyo limite inverso es Xo. Si A
es un subconjunto cerrado de Xo, entonces la sucesion {p,(A), frt|p, .14}
es una sucesion inversa con funciones de ligadura suprayectivas y

H pn(A)

Demostracion. Veamos el siguiente diagrama.

lgn{pn(A)7 fg+1|pn+1(A)} - A - N Xoo

A

lw
Pn

Pn (f‘fl)H_(l‘— Pn+1(A)
n o Ipp41(A)

Claramente, fo+, .1(4) es una funcién suprayectiva para toda n € N.
Como p,(A) = [ o p,11(A), entonces p,i1(A) C pn(A). Por lo tan-
to, {pn(A), fi*1,..1a)} es una sucesién inversa con funciones de ligadura

suprayectivas.

Observemos que
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lim{p, (A), [ poa )} = [H pa(A
n=1

Hpn(A

Como A C Xy AC

n=1
Ac [[]pu(4 .
n=1
Vamos a demostrar que
[Hpn(A) NX. CA
n=1

Seae >0,y seay = (y,)2, € [H pn(A)| N X. Ahora, sea N € N tal que

n=1

> Lo
n=N+1

Como para cada n € N, y, € p,(A), existe a = (a,)°_; € A tal que
pn(@) = y,. Ahora observemos que

— ( 7fg 1( )>yn>an+1>"')
g: ( ) g_l(yn)yghuyn—f—l,“')-

Entonces,
A A 00 1 N 1 00 1
pla,g) = Z on d(an, Yn) = Z 2_nd(amyn) + Z Q_nd(amyn) <ée.
n=1 n=1 n=N-+1

Como ¢ fue arbitrario, y€¢ A=A. m

Proposicién 2.2.6 Sea {X,,, "'} una sucesidén inversa de espacios métri-
cos con limite inverso Xo. St A y B son subconjuntos cerrados de X,
C =ANnB yC, = p(A) Npu(B) para toda n € N. Entonces C =
lgn{cn> fg+1|0n+1}'
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Demostracion. Sea & = (,,)5°, € im{C,, f"*!|¢, ., }. Entonces por defini-

n+1
cién x,, € Cp, = p(A) Npy(B) para toda n € N, por lo tanto, por la Proposi-
cion 2.2.5

& € lm{pu(A), £ b} = Ay & €1m{pa(B), £ |pam} = B-
Asi, i€ ANB=C.
Ahora, sea g = (yn)5>, € C' = AN B. Entonces para cadan € N, y,, € p,(A)

Y Yn € pu(B), es decir y, € p,(A) Np,(B) = C, para toda n € N. Por lo
tanto ¢ € m{C,, f7|c,,,}. =

Proposicién 2.2.7 Sea {X;, f/™'} una sucesion inversa , para cada n € N
definimos

Qu( X, fI) = {(z))2, € HXi | 7" (2i41) = x; para toda i < n}.
i=1
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
Lo Qui (X, i) € Qu(Xs, fi™).

2. Qu(X;, fith) = H X, para cada n € N.

i=n+1
3. Hm{X,, £} = () Qu(Xi, £1).
n=1

Demostracion.
1. Sea (x;)72, € Qni1(Xi, ff“). Entonces f;+1(xi+1) = x; para cada i <

n+1, en particular para cada i < n, por lo tanto (;)%2, € Qn(X;, 7).

2. Sea h:Q.(X;, fiT) — H X, dada por

i=n+1

h((2:)Z1) = (20241
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Por el Teorema 1.2.11, basta ver que h es continua y biyectiva. Una
funcién que tiene como codominio un producto, es continua si y sélo si
es continua coordenada a coordenada, por lo tanto es suficiente probar
que 7 o h es continua para toda k € {n+ 1,n+2,---}. Observemos
que para toda k > n + 1, el siguiente diagrama conmuta.

Qu (X, £y 2 ]

i=n+1
Tk
len(Xi’fiiﬂ)

X

Asi que w0 h = Wk|Qn(Xi i1y €s continua, por lo tanto h es continua.
S

Ahora veamos que h es inyectiva. Sea h(Z) = h(y) = (2nt1, Znt2, ).
Entonces

= ( o >fg+1(zn+1)>zn+1> o ) y

?) = ( o ,fg+1(2n+1),zn+1, o )

Por lo tanto = = 7.

o0
Sélo falta ver que h es suprayectiva, sea (Tpi1, Tnio, ) € H X;,

i=n+1
(f(x), - ot (@nan)s Tngr, -+ ) € Qu( X, i) y

h((ff(@% T >f3+1(97n+1)>$n+17 : )) = ($n+1>$n+2> : )

Concluimos asi que Q,(X;, fit!) = H X, para toda n € N.

i
i=n+1

3. Sea (z;), € lim{X,, ™} por definicién, ésto quiere decir que

fi(x41) = x; para toda i € N, en particular para toda i < n, en-
tonces ()2, € Qn(X;, fi1) para cada n € N, por lo tanto (z;)2, €

ﬂ Qn(Xz> sz—l)

n=1
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Teorema 2.2.8 Si X es limite inverso de continuos, entonces Xo €S un
continuo.

[e.e]
Demostracion. Por la Proposicion 2.1.2, HXi es un continuo, entonces
i=1
por 2. de 2.2.7, Q,(X;, /') es un continuo para toda n € N. Por 1. de
[e.e]

2.2.7, ﬂ Qn(X;, £t es una interseccién anidada y por el Teorema 2.1.5,
n=1
es un continuo. Finalmente aplicando 3. de 2.2.7, tenemos que lfim{X;, f/*!}

es un continuo. M

Proposicién 2.2.9 Sea {X,,, f"} una sucesidn inversa de continuos uni-
coherentes con funciones de ligadura suprayectivas y sea Um{X,, "} =
—

Xo. Entonces X es un continuo unicoherente.

Demostracion. Sean A y B subcontinuos de X, tales que AU B = X
y sea C' = AN B. Como las funciones de ligadura son suprayectivas por
la Nota 2.2.4, las proyecciones también lo son, entonces para cada n € N,
X, = pu(A) U p,(B). Como los espacios factores son unicoherentes p,,(A) N
pn(B) = O, es conexo, ademds por ser la interseccién de dos cerrados, por
1.2.6, C,, es compacto para toda n € N, asi que C,, es un subcontinuo de X,
y por la Proposicién 2.2.6, C' = Um{C,, f*!|¢, ., }. Como el limite inverso

de continuos es un continuo (por el Teorema 2.2.8), C' es un continuo, y por
tanto C' = AN B es conexo. W



Capitulo 3

Continuos tipo arco,
encadenables y como un arco.

Los continuos tipo arco son sumamente interesantes, pues aunque pudie-
ran parecer algo insignificantes (por ser de dimensién 1 o por ser limite inverso
de arcos, etc...), existen ejemplos muy complejos de este tipo de continuos,
que a pesar de tener construcciones complicadas y propiedades muy espe-
ciales, por el hecho de ser tipo arco coinciden en muchas caracteristicas con
el mas sencillo continuo no degenerado; el arco.

Un ejemplo de estos continuos es el Pseudoarco, (del cual no explicaremos
la construccién, pues es complicada y se sale de nuestros objetivos). Este
continuo tiene propiedades impresionantes, por ejemplo, cada uno de sus
subcontinuos es homeomorfo al total, no puede escribirse como unién de dos
subcontinuos propios (por la primera propiedad, sus subcontinuos tampoco),
cada uno de sus puntos puede ser mandado a cualquier otro punto bajo
un homeomorfismo, etc. A pesar de ésto, este continuo comparte muchas
propiedades con el intervalo [0, 1] (por ser ambos encadenables), de las cuales
mostraremos algunas mas adelante. Otro ejemplo de este tipo, es un continuo
que se construye con limites inversos [6], el cual, es un continuo universal, es
decir, cualquier continuo tipo arco se puede encajar en él, en fin, la clase de
los continuos tipo arco nos abre un amplio terreno de estudio.

Asi pues, los continuos tipo arco tienen muchas propiedades interesantes,
en ocasiones es muy dificil realizar las pruebas usando limites inversos, y
resulta més sencillo utilizar el hecho de que los continuos tipo arco son enca-
denables o de que son como un arco, de hecho, este fenémeno ocurre en las
tres direcciones, por eso es tan ttil el Teorema de equivalencias que probare-

29



30 CAPITULO 3. CONTINUOS TIPO ARCO,...

mos en este capitulo, pues siempre tenemos la opcion de utilizar la definicion
que m&s nos convenga seguin sea el problema que se nos presente.

3.1. Continuos tipo arco.

Definicién 3.1.1 Sea {X,,, 7™} una sucesién inversa de arcos (es decir,
[

para cada n € N, X, = [0,1]), con funciones de ligadura suprayectivas.
Entonces lim{X,,, f**1} es llamado un continuo tipo arco.

3.2. Continuos encadenables.

Definicién 3.2.1 Sea X un espacio métrico y compacto. Una cadenald de X
es una sucesion finita, Uy, - -+ , Uy, de subconjuntos de X tales que U;NU; # ()
si y solo si |i — j| <1 para cada i,j € {1,---,n}. A los U; los llamamos
eslabones de U. Si cada eslabon de U es abierto, entonces U es llamada una
cadena abierta.

Definicién 3.2.2 Sea X un espacio métrico, compacto yU = {U,--- ,U,}
una cadena abierta de X definimos la malla de U como

malla(i/) = max{diam(U;) | 1 <i<n}.

Definicién 3.2.3 Sea X un espacio métrico y compacto , U una cadena de
X ye > 0. Decimos que U es una e-cadena si malla(U) < ¢.

Definicién 3.2.4 Se dice que un continuo X es encadenable, si para cada
e > 0, existe una e-cadena tal que cubre a X. Sean x1,x9,x3 € X. Diremos
que X es encadenable de x1 a x5, st para cada € > 0, existe una e-cadena
U ={Uy, - ,U,} que cubre a X tal que x1 € Uy y 29 € U,. Finalmente,
diremos que U = {Uy,--- ,U,} pasa a través de xs, si xs € U; para alguna
1 <@ <n.

Ejemplo 3.2.5 El intervalo [0,1] es encadenable.

Ejemplo 3.2.6 Sea

X = ({0} x [-1,1]) U {(x,sin (%)) cR? |z € (0,%”
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Figura 3.1: Continuo seno de %
Entonces X es un continuo encadenable.

Ejemplo 3.2.7 Sea X el continuo del ejemplo anterior y sea X' la reflexion
de X en R? con respecto a la linea x = % Sea Z =X UX'.

Figura 3.2: Reflexién seno de %

Entonces Z es un continuo encadenable.

Ejemplo 3.2.8 FEl continuo Knaster, K, el cual es definido de la siguiente
manera. Bl continuo consiste de

(a) todos los semicirculos en R* con ordenadas no negativas, centrados en el
1

punto (5, 0) y que pasan por cada punto del conjunto de Cantor.
(b) todos los semicirculos en R? con ordenadas no positivas, los cuales tienen
para cada n € N, el centro en el punto ( 5 0) y pasan por cada punto del

2.37)
congunto de Cantor en el intervalo [3%, 3,%1 .
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Figura 3.3: Continuo Knaster

Entonces K es un continuo encadenable.

Ejemplo 3.2.9 Sea K’ la reflexidn de K en R?* con respecto al origen (0,0).
Sea M=K UK.

Figura 3.4: Continuo doble Knaster

Entonces M es un continuo encadenable.

Ejemplo 3.2.10 A continuacion construiremos un continuo X, encade-
nable, no degenerado, el cudl es indescomponible (Definicion 3.5).

Sean a,b y c distintos puntos en R?. Vamos a tomar una sucesién de
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cadenas {U,}°2,, cuyos eslabones serdn discos en R* de didmetro menor que
2%, que satisfacen las siguientes condiciones,

1. Para cadan =0,1,2,---, Usp+1 es una cadena de a a ¢ através de b |

Uspio €s una cadena de b a ¢ através de a, y Us,13 es una cadena de a
a b através de c.

2. Para cadan=1,2,---, JU, D JUn+1-

Nuestro continuo X, es la interseccion anidada de la union de estas ca-
denas, es decir,

x =N ()

Por el Teorema 2.1.5, X es un continuo.

Figura 3.5: Continuo indescomponible con tres puntos extremos.
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Lema 3.2.11 S X es un continuo encadenable, entonces existe una sucesion
{U,}52, de cadenas esenciales de X tal que para cada n € N se cumplen las
siguientes condiciones:

(a) U, es una s=-cadena con la propiedad de que eslabones ajenos tienen

2”L
cerraduras ajenas; y
(b)La cerradura de la unidn de cualesquiera tres eslabones consecutivos de

U1 estd contenida en un eslabon de U,.

Demostracién. Notemos que si dada una cadena U = {Up,--- ,U,} que
cubra a X, ésta no es esencial, por la definicién de cadena, sélo puede ocurrir
que Uy C Uy y/o U, C U,_1, si ésto ocurriera podemos simplemente quitar
Up y/o U, y reorganizar los subindices, obteniendo de esta forma una cadena
esencial.

Probaremos el lema por induccién. Como X es encadenable, existe una
s-cadena V = {Vp,---,V,}, por el Lema 1.3.12 existe una cadena U =
{Uo,--+,U,} tal que U; C V; para toda j = 0,---,n por lo tanto, U es
una %-cadena que cumple con la propiedad de que eslabones ajenos tienen
cerraduras ajenas.

Supongamos que para algunan € N hemos construido {{;}?_; que cumple
con las propiedades (a) y (b). Vamos a construir U,1 como sigue.

Por el Teorema 1.3.10, existe A,4; un numero de Lebesgue para U,
sea a < min {%)\n+1, #} Como X es encadenable, existe una a-cadena
Vo1 = {Vat1,0, Vagi,1: - Vatikms) | que cubre a X, nuevamente, por el
Lema 1.3.12, existe U1 = {Un41,0, Unt1,1, -+ s Uns1 k1) } que cubre a X,
tal que Unq1,; C Viy41,; para toda j = 0,1,--- ,k(n + 1). Entonces U,
es una 2n%-caudena de X, con la propiedad de que eslabones ajenos tienen
cerraduras ajenas.

Veamos ahora que la union de cualesquiera tres eslabones consecutivos
de U1, estd contenida en un eslabén de U,,. Sean Un1 5, Upt1 41, Untijr2
eslabones consecutivos de U,+1, como didam(U,41; U Uppq js1 U Uptq ji2) =
didm(Up41,; U Up1 j+1 U Upg1 j2) < 3a < A1 v Apqq €s un nimero de
Lebesgue para U,, existe U, € U, tal que U,i1,; U Upyr 11 U Upyrjr2 C
Uk, ésto concluye el paso inductivo y queda probada la existencia de estas
sucesiones de cadenas. m
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Definicién 3.2.12 Sea X un continuo encadenable. Una sucesion
U=A{U, - U, -} de cadenas esenciales que satisfacen las propiedades
del Lema anterior, es llamada una sucesion definitoria de cadenas para X .

3.3. Continuos como un arco.

Definicién 3.3.1 Sean X y Y espacios métricos y € > 0. Una e-funcion, es
una funcion continua y suprayectiva f. : X —'Y con la propiedad de que
didm(f~1(y)) < € para caday € Y.

Lema 3.3.2 Sean X y Y espacios compactos com métricas d y d' respecti-
vamente y sea € > 0. Si f- : X — Y es una e-funcion, entonces existe 6 > 0
tal que didm(f~1(U)) < e para cada subconjunto U de X con didam(U) < .

Demostracién. Como para cualquier conjunto U ocurre que didam(U) =

diam(U), es suficiente probar el lema para conjuntos cerrados.

Supongamos que el Lema no es cierto. Entonces para cada n € N, existe
un subconjunto cerrado U,, de Y tal que didm(U,,) < * y didm(f~(U,)) > e.

Sean w,, 2, € f~Y(U,) tal que d(z,,z!) =didam(f~'(U,)), como X es
compacto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existen dos pun-
tos 2,2/ € X tal que lim x, =z y lim 2z, = 2’, notemos que d(x,2’) > ¢,y

n—oo n—oo

por la continuidad de f,

1
d'(f-(z), fo(2") = 1m d'(fe(2n), fo(z],)) < lim didm(U,) < lim — = 0.
n—oo n—o0 n—oo N,
Por lo tanto f.(x) = f.(2'), pero lad(x,z") > €, lo que contradice el hecho
de que f. es una e-funcion. m

Lema 3.3.3 Sea {X;, {7112, una sucesion inversa con limite inverso X.
Entonces para cada n € N, p, : Xoo — X,, €s una 2%— UNCION.

Demostracién. Sea p, : Xoo — X,,, donde p,((2;)5°,) = x,. Sean Z,y €
p, (x,). Entonces, como la funcién f" ; determina los primeros n— 1 lugares
de la sucesién, tenemos que
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Pu(Z) = @y, es decir, &= (f{'(zn) -, fu_1(@n), Tny Tnt1, ) ¥
Pn(9) = @, es decir, g = (f{'(xn) -, [ 1(Tn), Tny Ynt1, - -+ )-
Entonces,
A A |-Tz yz| |-Tz z | yz |~TZ yl|
I S e L e E Y=
=1 =1 i=n+1 i=n+1

Por lo tanto didm(p,*((2:);%,)) < 5. ®
Definicién 3.3.4 Sea X un continuo y'Y un arco. Si para toda € > 0 existe
fe : X =Y wuna e-funcion, entonces se dice que X es un continuo como un
arco.

3.4. Conceptos equivalentes.

A continuacion vamos a enunciar y a demostrar el principal Teorema
de este capitulo. Este es un Teorema que relaciona los conceptos de continuo
tipo arco, continuo encadenable y continuo como un arco, definidos en las tres
secciones anteriores, que como puede darse cuenta el lector, estan planteados
en términos completamente distintos (el de limites inversos, el de cadenas y
el de e-funciones), y a pesar de que a simple vista no es clara la relacién,
estos conceptos son equivalentes. Esta prueba es dada por James T. Rogers,
Jr.

Teorema 3.4.1 Sea X un continuo con métrica d. Entonces las siquientes
afirmaciones son equivalentes.

1. X es encadenable.
2. X es tipo arco.

3. X es como un arco.

Demostracion. Primero supongamos que X es encadenable y veamos que
ésto implica que X es tipo arco. Sea {U,}22, una sucesién definitoria de
cadenas (Definicién 3.2.12), y para cada n € N, sea I, = [0, 1]. Vamos a usar
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la siguiente notacion para las cadenas, U, = {Uno, - ,Upmn) }, ¥ vamos a
dividir cada intervalo I,, en k(n) subintervalos iguales con extremos, a los
que llameremos vértices v,0 = 0, -+, v rm) = 1. Notemos que existe una
correspondencia uno a uno entre los vértices de I,, y los eslabones de U,,.

Vamos a definir nuestras funciones de ligadura f**! : I,,,; — I, como
sigue,

Un,j si U, ; es el unico eslabén de U,

f"+1 conteniendo a Uy 41 m;

n (Un—l—l,m) =

'Un,'+vn, j+1 :
% S1 Un—f—l,m - Un,j N Un7j+1

y extendemos linealmente fg“ sobre I,,+1. Como las cadenas son esenciales,
un vértice de I,,41 no puede ir a dar a mas de un vértice de I,, bajo f!,
por lo tanto la funcién 7! estd bien definida para cada n € N. Es claro que
todas estas funciones son suprayectivas.

Sea X, = lim{Z,, f"*'}. Entonces X, es un continuo tipo arco.

Figura 3.6: funciones de ligadura

Ahora debemos ver que X, es homeomorfo a X.
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Para poder definir el homeomorfismo, definimos primero la siguiente fun-
cién

hy, : X — C(I,) dada por

{vn,;} si Up,; es el unico eslabén de U,
ti ;
() = que tiene a x;

[Un7j,Un7j+1] six € Un,j N Un7j+1

donde C(I,,) es como en la Definicién 1.3.13.

Figura 3.7: h,, : X — C(I,,)

Veamos que para cadan € N, f"*(h,,1(z)) C h,(z), para ésto, debemos
considerar los seis casos que se muestran en la figura 3.7.

Caso 1. Siz € Un+17m \ (Un+17m_1 U Un+17m+1) y Un—l—l,m - Un,j \ (Un,j—l U
Un,j+1), entonces fut! (b1 (2)) = [ ({vnsim}) = {vn;} = ha(2).

Caso 2. Six € Un+17m \ (Un+17m_1 U Un+17m+1) y Un—f—l,m - Un,j N Un7j+1,
entonces  fi (hy1 (7)) = i ({vngm}) = {feelenenl

[Vnt1.ms Unt1m1] = han(2).

Caso 3. Six € Un+17m \ (Un+17m_1 U Un+17m+1), Un—l—l,m - Un,j y Un—f—l,m N
Unjr1 # 0, entonces fi(hnii(2)) = [ ({vnsim}) = {vn;} C
[Vn,j, Unjji1] = hn().
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Caso 4. Siz € Un+17m N Un+17m+1 y Un+17m N Un+17m+1 - Un,j \ (Un,j—l U
Un,j+1), entonces fut (b1 (2)) = 5 ([Vnr1m, Vnsrma]) = {vn} = ha(2).

Caso 5. Six € Un—}—l,m N Un—}—l,m—i—l y Un—l—l,m U Un—}—l,m-}-l C Un,] Q Un,j-i—l; en-
Uy i +Un
tonces [ (hn(@) = T2 ([t Send]) = ot
[Vnjs Unj+1] = hn().

Caso 6. Siz € Un+17m N Un+17m+1, Un+17m U Un+17m+1 - Un,j y Un—f—l,m—i—l N
Un,j—i—l #* @> entonces fg—i—l(hn—f—l (37)) = fg+1([vn+1,m>vn+1,m+l]) =
[t ] C [ugg, Un 1] = hn().

Por lo tanto f™™!(h,41(x)) C hy,(x) para cada n € N.

Figura 3.8: f"™(h,11(x)) C ha(x)

Sea pp, @ Xoo — X, donde p,((2;)2,) = x,. Afirmamos que la sucesién
{p(hn(7))}22,, es una sucesién decreciente. Entonces, debemos demostrar
que py iy (hn1(x)) C pit (ha(2)).

Sea ()2, € p;il(hnntl(x))

= Tn+1 € hn+1 (.T)

= i (@na1) € 77 (hnga ().

Y como ya probamos que 7 (h,1(x)) C hy,(x), tenemos que [ (2,11) €
), pero fit(x,.1) = x,, asi que z, € h,(x), entonces p,((z;)2;) €

hn(
hn(x), por lo tanto (x;):2, € p, ' (hn(x)).

n(

T
T

Entonces {p; ! (h,(2))}>2; es una sucesién decreciente. Ahora veamos que

s (ha(2) 172, # 0.
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Como hy,(z) siempre es un punto o un intervalo cerrado, y las proyecciones
son continuas, {p;*(h,(z))}>2, es una sucesién anidada de cerrados, por el

Teorema 1.2.5, ({p,* (ha(2))}52, # 0.

Entonces ({p; ' (hn(7))}2, # 0. Més atin, probaremos que esta intersec-
cion consta de sélo un punto.

En el Lema 3.3.3, probamos que para cada n € N, p, es una %-funcio’n.
Entonces, por el Lema 3.3.2, existe § > 0 tal que didm(p,* (%)) < 5=, cuando
didm(z) < J. Notemos ademds que lim didm(h,(z)) = 0. Tomamos m € N lo

suficientemente grande tal que § >didm(h,,(z)), entonces didm(p;,! (h,(x))) <

2%,” asi pues, cuando n — oo, didm(p,*(h,(z))) — 0, y como

(a3 # 0,
concluimos que ({p,; ' (hn(2))}5%; es sélo un punto.

Ahora ya estamos listos para dar el homeomorfismo. Definimos ¢ : X —
X4 como,

g(x) = el tnico punto en ﬂ{pgl(hn(x))}f;l.

Como g(z) es el unico punto en ({p;*(h.(2))}>2; C Xw, g esta bien
definida.

Para ver que ¢ es homeomorfismo, por el Teorema 1.2.11, basta probar
que es una funcion continua y biyectiva.

Vamos a demostrar que ¢ es una funcién inyectiva. Sean z,2’ € X con
x # x'. Entonces existe m € N tal que © € Uy, ; \ Upy y @' € Uy \ Uy, ; para
algunas j,l = 0,---,k(m), por lo tanto h,(z) # h,(z') y en consecuencia
Pyt (ha(2)) # p* (R (2')), y como ({p,* (hn(2)) 152, consta de un solo punto,
g(x) # g(z').

Ahora probaremos que g es suprayectiva. Sea § € X,. Queremos ver que
existe z € X tal que g(z) = 9.

Sea y, = pn(y) € I,,, entonces, éste tiene sélo dos opciones,

Caso 1. y,, = vy, j, es decir, p,(9) = v, j, (Y, es vértice de algin subintervalo
de I,,)
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Caso 2. Yp, € (Unj, Un,j+1), €s decir, p,(7) € (Unj, Vnj+1), (Yn estd entre dos
vértices de algin subintervalo de 1,,).

Vamos a definir los conjuntos R,, como sigue,
Caso 1. Si p,(y) = vy, entonces definimos R,, = U, ;
Caso 2. Si p,(9) € (Vn,j, U j+1), entonces definimos R,, = U, ; U U, j41.

Veamos que {R,}5°, es una sucesién decreciente. Debemos probar que
Rn+1 C R,.

Caso 1. Sea Ry+1 = Upy1m v R, = U, . Entonces p,11(9) = vpy1m ¥
pu(§) = vy, es decir, 7™ (v,41m) = vn; ¥ por como definimos nuestras
funciones de ligadura, ésto quiere decir que Uyq1,m C Uy, por lo tanto
Rn+1 C R,.

Caso 2. Sea Ryi1 = Upy1.m ¥y Ry = U, ; U U, j+1. Entonces ppi1(9) = vps1m
y pul(y) € (Un7j,vﬂ7j+1), es decir, " (vpi1m) € (Unj,Unj+1) por lo tanto
FrH (Vg m) = L ésto implica que Upyim C Uny N U1 © Uy U
U, j+1, por lo tanto R, 11 C R,.

Caso 3. Sea Ry11 = Upy1m U Ups1mt1 ¥ Ry = U,,;. Entonces p,11(9) €
(Unt1ms Untimt1) Y Pa(§) = vny , es decir, f7 ((Vng1m: Unprme1)) = Uny
por lo tanto [ (vpi1.m) = vnj = 2 (Vnt1m1), €s decir, Upyq U
Unt1,m+1 C Uy j, por lo tanto R, 1 C IR,.

Caso 4. Sea Ryt1 = Untim U Ungime1 v Ry = U,y U U, j41. Entonces
Py1(9) € (Un—l—l,m;Ui—l—l,m—i-l) Y Pn(9) € (Vn,j, Unjt+1) , esto implica que

1 'Un,' 'Un,' 1 1 :
f3+ (Un+1,m) = % = f3+ (Un+1,m+1), €5 deCll”, Un+1,m U Un+1,m+1 C

Un;NUpjt1 C U, ; UUpy i, por lo tanto R, C R,.

Como R,.1 C R,, entonces R, 1 C R,, por lo tanto {R,}°%, es una
sucesion decreciente de cerrados en un compacto, asi que por el Teorema
1.2.5, ({R.}22, # 0, y como lim malla(U,) = 0, entonces (\{R,}52, =z

n—oo

Ahora veamos que en efecto, g(z) = y. Como ya vimos, pueden ocurrir
dos casos.

Caso 1. § € p, (vnj).
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Caso 2. § € p; ((Vnjs Vnjs1))-
Debemos probar que § € (\{p; ' (ha(z))}52,.
Caso 1. Si § € p, ' (vn;), entonces § € p, ' (h,(x)), cuando hy,(z) = {v,;}.

Caso 2. Si g € p,'((vnj,Unjt1)), entonces § € p,'([vnj, vnji1]), es decir,
§ € py ' (ha(2)), cuando hy(2) = [Unj; Unjs1]-

Como éstas son las tinicas posibilidades, tenemos que § € p,'(h,(z))
para toda n € N, por lo tanto § € ({p,'(hn(x))}32,, y como g(z) es el
unico punto en esta interseccién, g(z) = g.

Sélo nos falta probar que ¢ es una funcién continua.
Probaremos que p,, o g es una funcién continua para cada n € N.

Sea £ > 0. Queremos ver que existe [ > n tal que para toda m =
Lo k(1) — 2, didm(fL ([vrm, vise])) < €, (recordemos que k(l) es el indice
del dltimo eslabén de la [-ésima cadena).

Por la segunda propiedad del Lema 3.2.11, no puede ocurrir que U, ;
sea el Unico eslabén conteniendo a Upy1,m ¥ Uy j+1 sea el tnico eslabén con-
teniendo a Upi1.m+1, es decir, no puede ocurrir que [ (vpi1,m) = vnj y
fg+1(vn+17m+1) = Upj+1, O sea, dos vértices consecutivos de I, {1 no pueden
ir bajo las funciones de ligadura a dos vértices consecutivos de I,,. Entonces
solo nos quedan cinco casos de cémo se pueden comportar las imagenes de
las funciones de ligadura.

Caso 1. Si Upi1.m U Ups1mi1 C Uy, entonces f7 (vp41m) = v, =
f (Unstmn)-

Figura 3.9: Caso 1
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) 1 _
Caso 2. Si Uptim U Upgimer € Upnj N Uy jia, entonces fitt(vyi1,) =

AL = f (U1 ng)-

Figura 3.10: Caso 2

. 1 _

Caso 3. Si Upyim U Unsrmer C Unjur, entonces fP (0,1 m) = Unjo =
1

S (Vnga,me)-

Figura 3.11: Caso 3

Caso 4. Si Ups1.m C Upnj ¥ Unstmsr C UnjNU, i1, entonces [ (vy41.m) =

Figura 3.12: Caso 4
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Caso 5. Si Upi1.m C U jNUp i1 Y Unsims1 C Unjia, entonces [ (v ) =

Figura 3.13: Caso 5

Entonces concluimos que

didm (7 ([Vnt1,ms Unttmt])) < §diém([vn,j> Un,jt1])

lo que implica que

didm (£ ([Vns1,ms Vnsrme2])) < didm ([, vn,j41]).

Tomemos [ € N tal que [ > n. Entonces

5 B 1 1
dlam(fll_l([vz,m,Uz,m+2])) < didm([vi—1j, vi—1,j41]) = 20 k(l—1)
didm fi_y( ) = gism( D=5 10
1amd J;_o\|Vi,m; Vi,m+2 - 9 1A UV1=2.k, Vi-2,k+1]) = 21 k’(l — 2)7
didm ( f_5 ([vrm, Vima2])) < SR
1—3 lymsy Vlm+-2 = 92 k(l _ 3) ’
En general,
. 1 1 !
diam(f, ([Vims Vim+2))) < o—n)—1 k(n)’

Asi que dada ¢ > 0 y n € N, existe [ > n lo suficientemente grande tal

Q(Z_ﬁ . ﬁ < ¢ y por lo que acabamos de ver, esta [ cumple con la

condicién de que para todam =1, k(1) — 2, didm(f ([vim, Vimi2])) < €.

que
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Sea A > 0 un numero de Lebesgue para ;. Entonces dados z,z’ € X
tal que d(x,2') < A, existe j € {1,---,k(l)} tal que z,2" € U ;. Como
9(U;) € p; (h(Upy)), entonces py o g(Ur;) C hi(Ui;) C [Vims Vimai2) para
alguna m € {1,---  k(l) — 2}. Ademas didm(p, o g(U;)) = didm(f} o p, o
g(U;)) <didmf ([vim, vimsa]) < €. Entonces d,(p, o g(z),p, o g(z')) < €
(donde d,, es la distancia en [,,), por lo tanto g es continua, y ésto concluye
la prueba de que X es homeomorfo a X.

Ahora demostraremos que todo continuo tipo arco es como un arco. Sea
X un continuo tipo arco. Entonces X, = lim{7,,, ™'}, donde {I,,, f"™} es
—

una sucesion inversa de arcos con funciones de ligadura suprayectivas.

Debemos demostrar que para toda & > 0, existe f. : X — I, una e-funcién
de X en el intervalo [0, 1].

= 1
Dada ¢ > 0, sea N € N tal que Z §<5yseapN:Xoo—>IN,la

i=N+1
N-ésima proyeccién. Veamos que py es una e-funcién.

Sea z € Iy y sean ()2, (1), € py (2). Entonces py((7:)2,) = z vy
(pn ((y:)22,) = 2, es decir,

(@) = (A7 () fya(2), 2 one o) y
W)y = (fd (=) -+ FN -1 (=) 2y ).

Entonces,

N 00 00
00 00 |z — yil [z — yi |z — yil
p((@:)21s (Yi)i21) = Z T T Z T 0+ Z T ¢
=1 i=N+1 i=N+1

Entonces py es una e-funcion y por lo tanto X es un continuo como un arco.

Ahora, supongamos que X es un continuo como un arco. Demostraremos
que X es un continuo encadenable.

Sea ¢ > 0. Entonces existe f. : X — [ una e-funcién, por el Lema
3.3.2, existe 6 > 0 tal que dado U C [ con didm(U) < 4, se tiene que
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didm(f~'(U)) < e. Sea n € N tal que 1 < ¢, dividimos el intervalo en n
partes iguales y sea

u={r([o5))((02) 7 (G2)
r(() e ()}

v {2 00 G (52 (5

es una d-cadena de [0,1], U es una e-cadena que cubre a X. Como ¢ fue
arbitraria, entonces X es encadenable. m




Capitulo 4

Algunas propiedades de los
continuos tipo arco.

En este capitulo vamos a ver que los continuos tipo arco tienen propiedades
muy interesantes. Por ejemplo, ser encadenable es una e-propiedad, los con-
tinuos tipo arco tienen la propiedad del punto fijo, los subcontinuos de un
continuo encadenable son encadenables, etc. Es facil imaginar que los conti-
nuos tipo arco cumplen muchas de estas propiedades, pero algunas no son tan
evidentes. Al probar estas propiedades nos daremos una idea de lo 1util que
es el Teorema 3.4.1, pues muchas de las pruebas serian sumamente dificiles
si no contaramos con esta poderosa herramienta.

Probaremos también que los continuos tipo arco son unicoherentes y no
contienen triodos, estas dos propiedades son muy importantes, pues un con-
cepto muy utilizado en la Teoria de continuos es el de la irreducibilidad (es
decir, no ocurre que para cualesquiera dos puntos de un continuo, exista un
subcontinuo que los contenga a ambos), y un Teorema muy importante de
Sorgenfrey, [7], nos dice que si un continuo es unicoherente y no contiene
triodos, entonces es irreducible.

Muchos matematicos dedicados a la Teoria de continuos, han buscado
caracterizar a los continuos tipo arco a través de sus propiedades, pero ésta
no es una labor sencilla. En fin, la clase de los continuos tipo arco es muy
grande y compleja. A continuacién estudiaremos algunas de las propiedades
mencionadas.

47
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4.1. La propiedad del punto fijo.

Definicién 4.1.1 Sea X un espacio métrico, y sea f : X — X una funcion
continua. Decimos que f tiene un punto fijo, si f(x) = x para alguna x € X.

Definicién 4.1.2 Sea X un espacio métrico. Decimos que X tiene la propiedad
del punto fijo, si toda funcion continua f : X — X tiene un punto fijo.

Lema 4.1.3 Sea X un espacio compacto con métrica d y f : X — X una
funcion continua. Si para toda € > 0, existe x. € X tal que d(z., f(z.)) < €,
entonces f tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Por hipotesis, para cada n € N, existe z,, € X tal que
d(x,, f(x,)) < % Como X es compacto, podemos suponer sin pérdida de
generalidad, que existe z € X tal que la sucesién {z,}7°, converge a z.
Ademsds, como f es continua, la sucesion { f(z,)}5, converge a f(x).

Sea ¢ > 0. Entonces existe N € N tal que

1
dz,ay) < 2, d(f(2), fen)) <5 ¥ 3 < 3
Por la desigualdad del tridangulo, tenemos que
1
d(z, f(x)) < d(z,2x) +d(z, f(zn)) +d(f(zn), f2)) < S+ -+ .

Por lo tanto d(z, f(x)) < e.

Como ¢ fue arbitraria, d(z, f(z)) = 0, por lo tanto « = f(x). Asi pues, f
tiene la propiedad del punto fijo.

|

Teorema 4.1.4 Si X es un continuo encadenable con métrica d, entonces
X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Sea f : X — X una funcién continua, y sea {U,}3>, una
sucesion definitoria de cadenas para X.
Sea ¢ > 0. Por el Lema 1.2.5, basta encontrar un punto z. € X tal

que d(z., f(z.)) < €. Sea k € N tal que 5 < e. Consideremos la cadena
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1

57 ). Definimos los

Uy, (recordemos que por el Lema 3.2.12, la malla(Uy) <
siguientes subconjuntos de X

A={reX |z €U, f(z) €U, yj>i}
B:{x€X|x>f(x)€m> conz':(),---,n(k)}

C={reX|zeUf(z)€Us,yj<i}

Entonces, debemos probar que B # (). Supongamos que que B = 0,
sea v € X \ A, entonces € Uy;, f(r) € Up; v j < i. Sea A un ndmero
de Lebesgue para U,. Como X es compacto, f es uniformemente continua,
asi que existe § > 0, con 0 < A tal que dados z,z € X y d(z, z) < ¢ entonces
d(f(x), f(z)) < A. Vamos a probar que = es punto interior de X \ A. Veamos
que Bé(z) € X\ A. Sea y € X tal que d(z,y) < §, como § < )\, existe
Ukm € Uy tal que 2,y € Upm C Ugy, como z € Uy, N X\ A, entonces
f(z) € Uy vy I < m, ademis d(f(z), f(y)) < A, asf que f(y) € Ur; v j < m,
pero como B =1, j <m,y € X\ A, lo que quiere decir que X \ A es abierto,
por lo tanto A es cerrado. Utilizando un argumento similar, tenemos que C
es cerrado. Como B = () tenemos que X = A U (', también notemos que
ANC =1, ésto no es posible pues X es conexo, por lo tanto B # (). m

4.2. e-propiedades.

Definicién 4.2.5 Sea X un continuo y P una propiedad topoldgica. Decimos
que X es casi P, si para toda € > 0, existe un continuo Y. con la propiedad
P y una e-funcion f. : X — Y..

Definicién 4.2.6 Sea P una propiedad topolégica. Decimos que P es una
e-propiedad si todo continuo casi P, tiene la propiedad P.

Teorema 4.2.7 Ser encadenable es una e-propiedad.

Demostracion. Sea X un continuo casi encadenable, entonces para toda
e > 0, existe un continuo Y. encadenable y f. : X — Y., una e-funcién.
Debemos probar que X es encadenable.
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Por el Lema 3.3.2, existe 0 > 0 tal que si U es un subconjunto de Y. con
didm(U) < 4, entonces didam(f~!(U)) < e, y como Y- es encadenable, por el
Teorema 3.4.1, existe una d-funcion gs : Y. — I, por lo tanto gso fe : X — [
es una e-funcién. Aplicando una vez mas el Teorema 3.4.1, concluimos que
X es encadenable. m

Ya que para cada n € N, la proyeccion p, : Xo = lgn{Xm iy — X,

es una %-funcio’n, tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 4.2.8 Para cada n € N, sea X, un continuo encadenable. En-
tonces lim{X,,, "'} es un continuo encadenable.

4.3. Otras propiedades

Lema 4.3.1 Sea X un continuo y sea C = {Uy, Uy, -+ ,U,} una cadena que
cubre a X. Si H es un subconjunto conexo de X tal que HNU; # 0 y
HNU # 0 para algunas j,1 € {0,1,--- ,n} con j <1, entonces HN Uy # ()
siempre que j < k <.

Demostracion. Fijemos un entero k tal que j < k < [. Sean V = H N

k—1 n
(U UZ») yW = Hn ( U UZ»). Si U, no intersectara a H, podriamos
i=1 i=k41

escribir a H como V UW donde VNW = (), lo que es una contradiccién,
pues H es conexo. m

Teorema 4.3.2 Sea X un continuo encadenable y H un subcontinuo de X.
Entonces H es encadenable.

Demostracion. Como X es encadenable, dada ¢ > 0, existe Y =
{Up, Uy, -+ ,U,} una cadena que cubre a X.

Sea j =min{0,1,--- ,n} talque HNU; #0 y
sea | = méx{0,1,--- ,n} tal que HNU; # 0.

Por el Lemma 4.3.1, H N U, # 0 siempre que j < k < [. Entonces
U ={U,NnH,--- ,U,NH,--- U NH} es una cadena que cubre a H y
claramente la malla(U’) < e, por lo tanto H es encadenable. m

Teorema 4.3.3 Si X es un continuo tipo arco, entonces X es unicoherente.
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Demostracién. Como X es un continuo tipo arco, entonces X = lim{/,,
—

1 donde {7, 7'} es una sucesién inversa de arcos con funciones de
ligadura suprayectivas. Como el Arco es un continuo unicoherente (Ejemplo
2.1.8), por el Teorema 2.2.9, X es unicoherente. m

Corolario 4.3.4 Sea X un continuo tipo arco. Entonces X es hereditaria-
mente unicoherente.

Demostracion. Sea A un subcontinuo de X. Por el Teorema 4.3.2, A es
encadenable. Por el Teorema 3.4.1, A es un continuo tipo arco y aplicando el
Teorema 2.2.9, tenemos que A es un continuo unicoherente. m

Proposicion 4.3.5 Sea X un continuo, y C' un subcontinuo de X tal que
X\ C = (A, B), (donde (A, B) es como en la definicion 1.4.1). Entonces,
tanto AU C', como BUC, son continuos.

Demostracion. Como C' es compacto, entonces por el Teorema 1.2.7, C' es
un conjunto cerrado. Ademas como AUC = X \ B, y B es abierto, tenemos
que AU C es un conjunto cerrado, y por el Teorema 1.2.6, es compacto.
Entonces, ya tenemos que A U C' es un espacio métrico compacto, sélo nos
falta ver que es conexo.

Supongamos que A U C no es conexo, entonces existen K y L abiertos
en AU C, tales que AUC = (K, L). Como C es conexo, entonces, por el
Teorema 1.4.3, C' C K o C' C L. Supongamos si pérdida de generalidad que
C' C K, ésto implicaque L C A, por lo tanto, como (A, B) es una separacion,
tenemos que LN B =0y L N B = (). Entonces

X =(L,KUB),

y ésto es una contradiccion, pues X es conexo. Por lo tanto A U C es un
continuo. La prueba de que B U C' es un continuo, es analoga. m

Definicién 4.3.6 Decimos que un continuo X es un triodo, si existe un
subcontinuo Z de X, tal que X \ Z es la union de tres conjuntos no vacios,
mutuamente separados.

Definicién 4.3.7 Decimos que un continuo es atriodico, si ninguno de sus
subcontinuos es un triodo.
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Teorema 4.3.8 Todo continuo tipo arco es atriodico.

Demostracion. Por el Teorema 4.3.2, es suficiente probar que si X es un
continuo tipo arco, entonces, él mismo no es un triodo.

Sea X un continuo tipo arco. Supongamos que X es un triodo. Entonces

3

existe un subcontinuo Z de X, tal que X \ Z = U U;, donde cada U; es no
i=1

vacio, y Uy, Us v Uz son mutuamente separados en X. Entonces observemos

que,
X\Z=(U;,U;UUy), donde i # j,i # ky j#k,

y por la Proposicion 4.3.5, tenemos que Z U U; es un continuo para cada
1=1,2,3.

Fijemos p; € U;, para cada i. Sea d una métrica para X, y sea
d(pi;, X\ U;) = inf{d(pi,y) | y € X \ U;} para toda i = 1,2, 3.

Ahora, sea
(%) e = min{d(p;, X\ U;) | i = 1,2,3}.

Notemos que € > 0, pues como U; = X \ (ZUU,; UUy), entonces U es abierto,
por lo tanto, dada z € U;, existe 6 > 0 tal que B§(z) C U;.

Como X es un continuo tipo arco, por el Teorema 3.4.1, existe f. : X —
0, 1], una e-funcién.

Sea

J; = f-(U; U Z), para cada i = 1,2, 3.

Como U;UZ es un continuo para toda i, entonces f.(U;UZ), es un subconjunto
cerrado y conexo de [0, 1]. Por lo tanto, cada J; es un subintervalo cerrado
de [0, 1].

Como f. es una funcién suprayectiva,

3

0,1 =J

=1
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Ademés, como f.(Z) C J; para cada i = 1,2, 3,

3
1(2) c ﬂ J; # 0.

3 3
Como ﬂ Ji 0y U J; =10, 1], existen J; y Ji (no necesariamente j # k)
i=1 i=1
tales que 0 € J; y 1 € Ji, como son conexos y se intersectan, J; U J, = [0, 1],
por lo tanto al menos un elemento de {.J1, Jo, J3} esta contenido en la unién
de los otros dos. Supongamos J; C Jo U Js, entonces f.(p1) = f.(q) para
alguna q € Z U U, U Us.

Como f. es una e-funcién, tenemos que d(p1, q) < €, pero por (x), tenemos
que d(p1,q) > €, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto, X no es un triodo.
[ ]



Capitulo 5

Descomposiciones
semicontinuas superiormente.

Una pregunta interesante que podemos hacernos acerca de los continuos
tipo arco, es si la imagen mondtona de un continuo tipo arco es encadenable.
Para responder a esta pregunta vamos a dar la definicién de descomposicion
semicontinua superiormente y a probar algunos resultados acerca de este
tema.

5.1. Espacios descomposicion.

Definicién 5.1.1 Sea (X,7) un espacio topoldgico no wvacio. Sea D una
coleccion de subconjuntos no vacios de X mutuamente ajenos tales que | JD =
X (D es llamada una particion de X ). Sea

T(D):{ucm UuET}.
A (D, (D)) le llamaremos un espacio descomposicion para X (también
se le conoce como espacio cociente o espacio identificacion), y a 7(D) le
llamaremos la topologia descomposicion.

5.2. Identificaciones.

Definicién 5.2.1 Una funcion f : X — Y es una identificacion, si la
topologia de Y es la mdzima que hace a f continua.

95
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Ejemplo 5.2.2 Sea (X,7) un espacio topolégico y sea (D,7(D)) una
descomposicion para X. La funcion natural m : X — D, definida como

m(x) = el tnico D € D talque x € D,

es una identificacion, pues claramente T(D) es la mds grande topologia que
hace a m continua.

Nota 5.2.3 Observemos que dado W C D, W € 7(D) si y sdlo si w1 (W) €
T.

Lema 5.2.4 Sean (X,71) y (Y, 72) continuos, y f : X — Y wuna funcion
continua y suprayectiva. Entonces f es una identificacion.

Demostraciéon. Por el Corolario 1.2.10, f es una funcion cerrada. Sea 75 la
maxima topologia que hace a f continua, es decir,

n={ACY | f 1A en}

Vamos a demostrar que 7 = 75. Claramente 7o C 75. Probemos entonces
que 75 C To.

Sea Ay € 5. Entonces f(Ay) € 11, por lo tanto, X\ f71(Ag) = f71(Y'\
Ap), es un conjunto cerrado en X, lo que implica que

FIXNfHA) = F(F Y\ Ag)) =Y\ Ao.
Como f es cerrada, Y \ Ag es cerrado en Y, y por lo tanto, Ag € 72. m

Ahora vamos a enunciar y a demostrar un lema, el cual, a pesar de tener
una demostracién sencilla, es sumamente 1til en el estudio de los espacios
descomposicion. A este lema se le conoce como el Lema de Transgresion.

Lema 5.2.5 Sean X y Z espacios topoldgicos, Y una descomposicion de X,
q : X — Y una identificacion y g : X — Z una funcion continua con la
propiedad de que para todo yo € Y, g(¢ " (yo)) es un solo punto. Entonces,
goq~t =G es una funcién continua.

XYy

e

Q

7
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Demostracién. Sea U un abierto en Z. Queremos ver entonces que G~*(U)
es abierto en Y.

Observemos que
G U)=(gog ) (U) = (¢7) " o(g7)(U) =qog™ (V).
Entonces bastard probar que ¢7'(q(¢g~*(U))) es un abierto de X.

Afirmamos que ¢! (q(¢7'(U))) = ¢7*(U). Una vez probada esta igualdad,
habremos terminado, pues por la continuidad de g, sabemos que ¢g~'(U) es
abierto en X.

Claramente, si z € g~ '(U), entonces z € ¢~ (q(g7(U))).

Ahora, sea © € ¢ '(q(¢g7'(U))), entonces existe z € U, tal que = €

¢ '(q(g7'(2))), de aqui que g(x) € q(g~'(2)), es decir, q(z) = q(y), para
algiin y € g7*(2), entonces x,y € ¢~ (yo), para algin yo € Y.

Ademis, g(y) = z, y como g tiene la propiedad de que para todo yo € Y,
(¢ (o)) es un solo punto, g(x) = g(y). Por lo tanto = € g~ *(z) C g~ }(U).
|

Lema 5.2.6 Si un espacio Hausdorff es imagen continua de un espacio métri-
co compacto, entonces es metrizable.

Demostracion. Sean X un espacio métrico compacto, Y un espacio de Haus-
dorff, y f : X — Y una funcién continua y suprayectiva. Como la imagen
continua de un espacio compacto, es un compacto (por 1.2.8), tenemos que
Y es un espacio compacto. Entonces para ver que Y es metrizable, basta ver
que Y tiene una base numerable, [2, p. 260].

Como X es métrico y compacto, por el Teorema 4.2.8 de [2], entonces
X es segundo numerable. Sea B una base numerable para X, y para cada
subconjunto finito £ de B, sea

E(E):Y\f(X\UE).
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Sea P = {E(L) | £ es un subconjunto finito de B}. Claramente P es
numerable. Como X es compacto y Y es Hausdorff, por el Corolario 1.2.10,
f manda cerrados en cerrados, por lo tanto, cada miembro de P es abierto
enY.

Sélo nos falta probar que en efecto, P es una base para Y. Sea U un abierto
de Y, y sea y € U. Entonces como f~!(y) es un subconjunto compacto del
abierto f~1(U), y B es base para X, existe un subconjunto finito £ de B tal

que [~ (y) cUL C f7H(U).

Como f~!(y) € J L, entonces

y ¢ f(X\UL), por lo tanto
yeY\f(X\UL)=E(L). Entonces y € E(L).

Probaremos ahora, que E(L) C U.

Sea x € F(L). Entonces

reYyaxg f(X\UL),loqueimplica que,

)N (X \UL) =0, entonces,

Y z)cUL c fYU), y ésto quiere decir que = € U.

Entonces tenemos que, existe E(L) € P tal que y € E(L) C U. Por lo
tanto P es una base numerable para Y, asi que Y es un espacio metrizable.
|

Teorema 5.2.7 Sean X wun espacio métrico compacto y (D, (D)), una
descomposicion para X . Entonces (D, (D)) es metrizable siy solo si (D, (D))
es un espacio Hausdorff.

Demostracion. Como 7 : X — D es una funcién continua y suprayectiva,
por el lema 5.2.6, (D, 7(D)) es metrizable. La otra implicacién es inmediata,
pues todo espacio métrico es de Hausdorff. m

Teorema 5.2.8 Una descomposicion (D, (D)) de un continuo es un con-
tinuo si y solo si (D, 7(D)) es un espacio Hausdorff.

Demostracién. Si (D, 7(D)) es un continuo, entonces claramente es un es-
pacio Hausdorff.

Ahora, sea (D, 7(D)) un espacio Hausdorff. Entonces por el teorema 5.2.7
(D, 7(D)) es un espacio métrico, ademas como 7 : X — D es una funcién
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continua y suprayectiva, por el Teorema 1.2.8, D es un espacio compacto, y
por el Teorema 1.4.9, D también es conexo. Por lo tanto, D es un continuo.
[]

5.3. Descomposiciones semicontinuas
superiormente.

Definicién 5.3.1 Sea (X,7) un espacio topolégico y sea (D,7(D)) una
descomposicion para X. Decimos que D es semicontinua superiormente, si
dados D € D yU € 7 tal que D C U, existe V € 7 con D C V', tal que si
AeD y ANV #£0, entonces A C U.

Definicién 5.3.2 Si D es una descomposicion de un espacio X, entonces
cualquier subconjunto de X que sea union de una subcoleccion de D, es lla-
mado un conjunto D-saturado.

Ejemplo 5.3.3 Sea 7 : X — D la funcion natural definida en el Ejemplo
5.2.2. Entonces cualquier subconjunto de la forma 7=*(C), con C C D, es un
conjunto D-saturado.

Nota 5.3.4 Un subconjunto A de X es D-saturado siy sélo si A = 7w~ r(A)].
Por lo tanto, si V' es D-saturado y abierto en X, entonces w(V') es abierto
en D.

Lema 5.3.5 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y (D, (D)) una descomposi-
cion semicontinua superiormente de X. Entonces

U={DeD|DcCU}er(D) para todo U € T

Demostracién. Sea U € Ty U = {D € D | D C U}, queremos probar que
U er.

Sea x € | JU. Entonces existe D € D tal que z € Dy D C U, como D es
semicontinua superiormente, existe V € 7 tal que D C V, y si D'NV # ()
para alguna D' € D, D' C U.

Como D C V, entonces x € V, asi que si probamos que V C JU,
habremos mostrado que x es punto interior de | JU y por tanto, podremos
concluir que [ JU es un abierto de X.
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Probemos que V' C (JU. Sea v € V. Entonces existe Dy € D tal que
v € D,, y por tanto, Dy NV # (), como D es semicontinua superiormente,
tenemos que Dy C U, es decir Dy € U, por lo tanto v € (JU. =

Proposicién 5.3.6 Sean (X, 7) un espacio topoldgico, D una descomposi-
cion de X, ym : X — D la funcion natural definida en el Ejemplo 5.2.2.
Entonces las siqguientes afirmaciones son equivalentes.

1. D es un descomposicion semicontinua superiormente.
2. m es una funcion cerrada.

3. Dados D € Dy U € 7 tales que D C U, existe V € 7, un conjunto
D-saturado, que cumple que D C'V C U.

Demostracion. Supongamos que D es una descomposicién semicontinua
superiormente, queremos ver que dado un cerrado C' de X, 7(C') es cerrado
en D. Como 7 es una funcién continua y suprayectiva, tenemos que 7 (C')
es cerrado si y sélo si 77D \ 7(C)] es abierto. Entonces probaremos que
7D\ 7(C)] es abierto en X.

Sea p € 7 ![D \ n(C)], vamos a probar que existe W € 7 tal que p €
W ca ' [D\ n(C)].

Como p € 7D\ m(C)], entonces 7(p) € D\ 7(C). Notemos que 7(p) C
X \ C (supongamos que ésto no es cierto, entonces 7(p) N C' # (), es decir,
existe y € w(p) N C, lo cudl implica que 7(y) € 7(C), y que 7(y) = 7 (p), por
lo tanto 7(p) € 7(C), lo cual es una contradiccién, pues w(p) € D\ n(C) ).

Como 7(p) C X\C € 7y D es una descomposicién semicontinua superior-
mente, existe W € 7 con 7(p) C W tal que si x € W, entonces w(x) C X \ C.

Como p € 7(p) C W, entonces p € W. Ademas, 7(W)N7(C) = 0 (pues si
existieray € m(W)N7r(C), entonces 7~ (y) estarfa en WNC, pero WNC = ().
Por lo tanto m(W) C D\ w(C), entonces p € W C 7 1[D \ n(C)]. Es decir,
todo punto de 77![D \ m(C)| es punto interior, entonces 7=[D \ 7(C)] es
abierto, y por definicién, ésto implica que 7(C') es cerrado.
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Ahora supongamos que 7 es una funciéon que manda cerrados en cerrados.
Sea D e DyUe€rttal que D C U. Sea

V=n1D\n(X\U).

Veamos primero que D C V. Sea x € D, entonces 7(x) = D, por lo tanto
m(x) C U, es decir, 7(x)N(X\U) = 0, por lo tanto, 7(z) no esta contenido en
7(X\U), es decir, w(z) € D\7(X\U). Por lo tanto z € 7~ [D\n(X\U)] = V.

Probemos que V' C U. Sea y € V. Entonces existe D' € D tal que
y € D'. Por lo tanto D'’NV # (). Como D C U, D C V y D es emicontinua
superiormente, entonces tenemos que D' C U, por lo tanto y € U.

Notemos también que
 r(V)] = a7 r(a T (D \7(X\U))) = 7 D\ 7(X\U)] = V.
Entonces, por la Nota 5.3.4, tenemos que V' es un conjunto D-saturado.

Sélo nos falta probar la ultima implicacién. Supongamos que para cada
D e DyUe€r1tal que D C U, existe V € 7, con la propiedad de que
D cCV cU,yV esun conjunto D-saturado. Claramente, cualquier elemento
de D que intersecte a V', se queda contenido en U, por lo tanto D es una
descomposiciéon semicontinua superiormente.

|

Definicién 5.3.7 Se dice que un espacio topologico X, es Ty, si {x} es un
conjunto cerrado, para cada x € X.

Lema 5.3.8 Si (X, 7) es un espacio topolégico y D es una descomposicion
de X, entonces el espacio descomposicion (D,7(D)), es un espacio Ty si y

solo st D es una descomposicion cuyos elementos son conjuntos cerrados en
X.

Demostracion. Supongamos que D es una descomposicién cuyos elementos
son cerrados en X, entonces X \ D es abierto en X y X\ D = 77(D\ {D}),
por lo tanto {D} es un subconjunto cerrado de D para cada D € D, por lo
tanto (D, 7(D)) es un espacio T1.
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Supongamos ahora que (D, 7(D)) es un espacio T3, entonces {D} es un
subconjunto cerrado de D para todo D € D, como 7 es una funcién continua,
7~ YD) es cerrado en X. Por lo tanto, el conjunto {7~*(D) | D € D} =D
es una particion cerrada de X. m

Lema 5.3.9 5@ D es una descomposicion semicontinua superiormente de un
espacio X, el cual es Ty, entonces D es una particion cerrada de X.

Demostracion. Por el Lema 5.3.8, bastara probar que si X es un espacio
Ty, entonces una descomposiciéon semicontinua superiormente (D, 7(D)) de
X también es 7. Por la Proposicién 5.3.6, tenemos que 7 es una funcion
cerrada, entonces m({z}) es un conjunto cerrado en D, para toda z € X.
Como para toda D € D, se cumple que D = 7(z) para algin = € X,
entonces {D} es un conjunto cerrado en D, para toda D € D. Por lo tanto
(D, 7(D)) es un espacio 7). =

Teorema 5.3.10 Si (D, 7(D)) es una descomposicion semicontinua supe-
riormente de un espacio métrico compacto X, entonces (D, 7(D)) es metri-
zable.

Demostracién. Por el Teorema 5.2.7, bastara probar que (D, 7(D)) es un
espacio Hausdorff.

Sean (X, 7) un espacio métrico compacto, (D, 7(D)) una descomposicién
semicontinua superiormente de X y 7 : X — D la funcién natural definida
en el Ejemplo 5.2.2.

Sean Dy, Dy € D, tal que Dy # Dy. Como D es una particion, tenemos
que D1N Dy = (). Por el Lema 5.3.9, D; y Dy son cerrados en X. Ya que X es
un espacio normal, existen abiertos ajenos Uy y Us de X, tales que Dy C Uy
y Dy C Us. Como D es semicontinua superiormente, por el Teorema 5.3.6,
existen Vi, V5 € 7 tales que D, C Vi C Uy y Dy C Vo C Us, y tanto Vi como
V5 son D-saturados.

Como Dy,Dy € Dy Dy C Vi y Dy C Vi, entonces Dy C w(Vy) y Dy C
m(V2). Por la Nota 5.3.4, tenemos que (V) y m(V2) son abiertos en D.

Claramente, V; N V3 = (), entonces como 7 [r(V1)] = Vi y n (V)] =
Vs, entonces m(Vi) N w(Va) = (. Con ésto concluimos la prueba de que
(D, 7(D)) es un espacio Hausdorff. m
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Teorema 5.3.11 Cualquier descomposicion semicontinua superiormente de
un continuo, es un continiuo.

Demostracién. Sea X un continuo y (D, 7(D)) una descomposicién semi-
continua superiormente de X. Por el Teorema 5.3.10, (D, 7(D)) es metrizable.
Como 7 : X — D es una funcion continua y suprayectiva, y X es un espacio
compacto y conexo, entonces D es un espacio compacto y conexo. Por lo
tanto (D, 7(D)) es un continuo. ®

Teorema 5.3.12 Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcion continua
y suprayectiva. Entonces el conjunto

Dy={f"(y) |yeY}

es una descomposicion semicontinua superiormente de X, y Dy es un espacio
homeomorfo a'Y .

Demostraciéon. Sea 7 : X — Dy la proyeccién natural y A C X. Entonces
7 (w(A)) = f7Y(f(A)). Si C es cerrado en X, f(C) es cerrado en Y (por
el Corolario 1.2.10), y por ser f continua, f~'(f(C)) es cerrado en X. Asi,
7 Hm(C)) es cerrado, lo que implica que 7 es una funcién cerrada. Por lo
tanto, por la Proposicién 5.3.6, D es una descomposicién semicontinua su-
periormente.

Ahora demostraremos que Dy es homeomorfo a Y.
Como Dy es una descomposicion de X, tenemos el siguiente diagrama

fl /G—f07r_1

Y

Observemos que dado un punto yo € Dy, donde yy es de la forma f~!(y),
para alguna y € Y, entonces

T y) =7 (W) =) y FUF ) =

Asi que los conjuntos de X que van a dar a un solo punto bajo m, van a
dar a un solo punto bajo f, entonces por el Lema de Transgresién (5.2.5), G
es una funcién continua.
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Veamos que G tiene inversa, y que ésta es también, una funcion continua.
Observemos el siguiente diagrama,

xtoy

|

Dy

Por el Lema 5.2.4, f es una identificaciéon. Ademas, dadoyg € Y, 7(f (o)) =
7 (o), entonces por el Lema de Transgresion, H es continua.

Veamos que H = G~ !, donde

G=forly
H=mof"
Sea d € Dy.

HoG(d) = (mof Ho(for')(d) = n(f~(f(r71(d)))) = n(x~}(d)) = Idp,(d).
SeayeY.
GoH(y) = (for)o(mof ") (y) = f(x (x(f~ () = f(f7 () = Ldy (y).

Asi pues, Dy es homeomorfo a V. m

5.4. Laimagen mondtona de un continuo tipo
arco.

Ahora vamos a ver que dada una descomposicién semicontinua superior-
mente de un continuo tipo arco, ésta es nuevamente un continuo tipo arco,
pidiéndole una condiciéon muy simple. Este resultado fue dado por R. H. Bing
[6], cuando se encontraba estudiando los continuos tipo arco, motivado por
un problema formulado en 1920 por Knaster y Kuratowski, el cual consistia
en saber si dado un continuo no degenerado homogéneo en R?, éste debia ser
una curva cerrada simple. En 1921 Mazurkiewicz se pregunta si todo contin-
uo en R? con la propiedad de que todos sus subcontinuos no degenerados son
homeomorfos al total debe de ser un arco. Estas dos preguntas dieron lugar a
varios trabajos realizados por Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz, Hender-
son, Moise Waraszkiewicz y Choquet. A lo largo de estos trabajos, mientras
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se buscaba la respuesta a las preguntas formuladas en 1920 y 1921 sobre este
tema, se construyeron varios continuos los cuales daban una respuesta negati-
va a estas preguntas. Finalmente en 1959 Bing publica el articulo Concerning
hereditarily indecomposable continua, en el que prueba que solamente existe
un continuo que cumple con la caracteristicas de las dos preguntas, con-
cluyendo asi que los ejemplos que habian sido construidos como respuesta a
las dos preguntas eran todos homeomorfos entre si. En este mismo articulo
Bing demuestra el siguiente teorema.

Teorema 5.4.1 Sea X un continuo tipo arco y D una descomposicion semi-
continua superiormente no degenerada (es decir, que consta de mds de un
punto) de X, con la topologia descomposicion. Si cada miembro de D es un
subcontinuo de X. Entonces D es un continuo tipo arco.

Demostracion. Por el Teorema 5.3.11, D es un continuo. Para probar que
es tipo arco, por el Teorema 3.4.1, basta ver que D es encadenable. Sean d y
p métricas para X y D respectivamente. Sea ¢ > (0. Vamos a construir una
e-cadena I' que cubra a D.

Sea 7 : X — D la funcién natural. Como 7 es continua y X es compacto,
7 es uniformemente continua, entonces existe 6 > 0 tal que

(1) Si d(x,y) < §, entonces p(m(x), 7(y)) <

(1310}

Como por el Teorema 3.4.1, X es encadenable, existe una d-cadena U =
{Ur,---,U,} que cubre a X. Vamos a definir unos subindices para ciertos
eslabones de U.

Sea k(1) = 1. Si k(1) < n, definimos
k(2) =méx{j > k(1) | U;ND # 0y UgayN D # () para alguna D € D}.

Como X es conexo, Uy N Uy # (). Tomemos x € U; N Uy, tenemos que
x € D para alguna D € D, entonces k(2) > 2. Por lo tanto k(1) < k(2).

Si k(2) < n, definimos
k(3) =méx{j > k(2) | UjND # 0y Uy N D # 0 para alguna D € D}.

Notemos que como Uyz) N Uyay41 # 0, k(2) < k(3).
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Siguiendo este procedimiento un nimero finito de veces obtenemos la
sucesién de nimeros naturales

1=k(1) <k(2), - ,k(m)=n

Figura 5.1: Construccion de los subindices k(7)

Las siguientes observaciones se siguen de la definicién de los k(7).

(2) Si1 < i < m — 1, entonces existe D € D tal que DN Uy # 0y
D N Uggigry # 0.

(3) Si 1 < i < m — 2, entonces no existe D € D tal que DN Uy, # 0y
D N Upgigry # 0.

Sean s,t € N tales que 1 < s <t < n. Definimos el conjunto U(s;t) como

Usit) = {Dep | DCOUZ}

(4) Por el lema 5.3.5, cada U(s;t) es abierto en D.
Para el caso m > 5, definimos ¢ > 0 como el tinico entero tal que
m—4<3(+1<m-—2.
Ahora si, vamos a definir la cadena I' = {71,792, -+, Y41}, para cubrir a

D. Cada eslabdn, esta definido como

CfUKBI—2);k(Bi+2) sil<i</(
i UKBO+1)n) sii=(+1
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Vamos a ver algunos ejemplos para facilitar la comprensiéon de la
construccién de nuestra cadena.

Sea m = 5. Esto implica que 1 < 3l + 1 < 3, entonces [ = 0, por lo tanto
I'= {7}, donde

n=uk(1yn)=4DeD|Dc |J U
J=k(1)
Sea m = 6. Esto implica que 2 < 341 < 4, entonces ¢ = 1, por lo tanto
I' = {71, 72}, donde
M =UK(1);k(5)) y
Y2 = U(K(4);n) = U(K(4); k(6)).
Observemos que los casos m = 7y m = 8 implican también que ¢ = 1, por

lo que T" tendra el mismo niimero de eslabones, pero s constara de cuatro y
cinco Uy;) respectivamente.

Sea m = 9. Esto implica que £ = 2, por lo tanto I' = {71, 72,73}, donde
1 =U(k(1); k(5))
Y2 =U(K(4): k() ¥
Vs = UK(T);n) = UK(T); k(9)).

Es decir, los eslabones de I estan formados tomando a los subindices (i),
de cinco en cinco, teniendo en 7; N ;41 los dos dltimos k(i) de 7; hasta el
(-ésimo eslabon , y el £ + 1-ésimo eslabon toma los tltimos tres, cuatro o
cinco subindices k(7). El nimero exacto de subindices k(7), de los que consta
el dltimo eslabén, estd dado por la férmula m — 3| % | + 3.

Ahora vamos a demostrar que I' cumple con las propiedades de cadena.
(5) 7 # 0 para toda i =1,--- , £+ 1.
Caso 1. Si 1 < i </, entonces
k(3i42)

v =UkBi—2);kBi+2)=¢DeD|Dc |J U

j=k(3i—2)
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Comol<i1</l<my3l+3<m,entonces 1 <3i <m—1.

Por la observacién (2), existe D; € D tal que D; N Uz # 0y Di N
Ugzisr) 7 0.

Por la observacion (3), tenemos que D; NUyzi+1)41 = 0y DiNUyzi—1y = 0,
ademds por el lema 4.3.1 D; N U; # (0 siempre que k(31) < j < k(3i+1)y

D; NU; # 0 siempre que j < k(3 —2) 6 j > k(3i + 2), lo cudl implica que
k(3i+2)

D C U U; y por lo tanto D; € ;.
j=k(3i—2)

Caso 2. Sea i = ¢+ 1. Como ¢ > 0, entonces 2 < 3¢ y por como construimos
I', tenemos que 3i < m, es decir, 2 < 3i < m, y ésto implica que
1<3i—1<m-—1.

Por la observacion (2), existe D; € D tal que D; N Uity # 0y D;nN

Uiy # 0, sustituyendo 4, tenemos que
Di N Ukeya) 0y Di N Upzers) # 0.

Por la observacién (3), tenemos que D; N Ugzeq1y = Oy por el lema 4.3.1
D; NU; # 0 siempre que k(3¢ +2) < j < k(3(+3)y D, NU; # () para toda
Jj < k(3(+1), por lo tanto D; C U Uj, por lo tanto D; € 4.

j=k(3+1)

6) yr=0>.

Como ~; esta formado por elementos de D, claramente | JI' C D. Veamos
que se cumple la otra contencion.

Sea D € D. Supongamos que D ¢ ~; para ninguna ¢ € {1,--- , ¢+ 1}.

Como U cubre a X, entonces D N~; # () para alguna ¢ = 1,--- £+ 1.
Dado que D ¢ ~;, entonces D NI\ v; # ), por la observacién (2) y el Lema
4.3.1, ésto quiere decir que solo tenemos dos casos posibles.

Caso 1. DN \ Vi # 0, pero como D ¢ 7,41, entonces DN, \ yir1 # 0, una
vez més por la observacion (2) y el Lema 4.3.1, notemos que DN(y;MNyi41) # 0,
es decir,

DN Uk(3z’+1)—1 7é (Z), DN Z/{(k’(gl + 1), k’(gl + 2)) 7é @, y Dn Uk(3z’+2)+1 7é (Z)
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Y ésto no es posible, pues contradice la observacién (3). Por lo tanto
D € ~; para alguna i =1,--- , /+1

Caso 2. DN ;1 \ v # 0. En este caso se utiliza el mismo argumento,
sustituyendo a ¢, por t — 1 y a ¢+ 1, por 1.

(7) v Ny =0, st |i — j > 2.

Caso 1. Sean ; = U(K(31 — 2); k(31 +2)) vy 75 = UKk(37 — 2); k(35 + 2)).
Como |i — j| > 2, entonces i > j+2 65 > i+ 2.

a) Sea i > j + 2. Tenemos que
37 +2 <35 +4, pues 5 € N, entonces
3j+2<3(j+2)— 2,y como i > j+ 2, tenemos que
37 + 2 < 3t — 2. Por lo tanto
k(35 +2) < k(3i — 2).
Por como construimos los eslabones 7;, esta desigualdad implica que

Ukzj+2) N Up@i—z) = 0.

Y utilizando el Lema 4.3.1, concluimos que U (k(3i — 2); k(3i + 2)) no puede
intersectar a U (k(3j — 2); k(37 + 2)), por lo tanto 3, N~y; =0

b) Sea j > i+ 2. La prueba es andloga intercambiando j por i.

Caso 2. Sean v; = U(k(3i —2); k(3i+2)) y v =Uk(3(+1);n) = Yi41. Como
~Ye+1 es el iltimo eslabon de I', podemos suponer sin pérdida de generalidad
que 7 > 1. Entonces basta probar el caso cuando 7 —17 > 2.

Sea i < 7 — 2. Tenemos que
37 —4 < 35— 2, pues j € N, entonces

3(j —2)+2<3j—2,y comoi < j— 2, tenemos que
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3i 4+ 2 < 35 — 2. Por lo tanto
k(3i+2) < k(35 —2).
Esta desigualdad implica que
Usi+2) N Ukzj—2) = 0.

Y utilizando el Lema 4.3.1, concluimos que U (k(3i — 2); k(37 + 2)) no puede
intersectar a U(k(3¢ 4 1);n), por lo tanto v; N~y; = 0.

(8) i es abierto en D para toda i =1,--- , ¢+ 1.

Este hecho se sigue inmediatamente de la observacion (4).
(9) v N it1 # 0 para toda i =1,--- £

Supongamos que ; N ;.1 = () para algin i = 1,--- , £, entonces por las
observaciones (5), (6), (7) y (8), tendriamos que existe una separacion para

D, pero D es conexo, por lo tanto, v; N Yip1 # 0.

Hemos probado ya, que I' es una cadena que cubre a D, entonces sola-
mente nos falta probar que la malla(T") < e.

Sea 1 < i < £y sean Ay, Ay € v = U(k(3i — 2); k(31 + 2)). Entonces
k(3i+2
A A3 €Dy Ay, A C U | U,.
j=k(3i—2)

Por la observacién (2), existen Dy, Do, D3y Dy € D tales que
D1 N Upzizay # 0y Dy N Uiz # 0,
Dy N Upzi—1y # 0y Do 0 Upgsiy # 0,
Ds N Uiy # 0y D1 N Uiz # 0, y finalmente,

Dy N Upiitr) # 0y Da N Ukgsizoy # 0.
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Figura 5.2: malla(T") < ¢

Observacion a)

4
UDlﬂUj # () para toda j = k(3i—2), k(3i—2)+1, -, k(3i4+2)—1, k(3i+2).

=1
Observacién b)
Ukzi—1) N Dy # 0y Ukzi—1y N Dy # 0, también

Ukzit1) N D3 # 0y Ugzizny N Dy # 0.
Por la observacién a), existen

u€ Dy y v e Dy tales que u,v € Ugsi—),
w € Dy y x € D3 tales que w,x € Uyzs, ¥y

y € D3y z € Dy tales que y, z € Ugzizt)-

Como U es una d-cadena, por la observacién (1) de nuestro Teorema,
tenemos que

IS IS
p(D17D2) < g7p(D27D3) < g y p(D37D4) <

(SO

Por la observacién a), existe U; € U tal que Ay NU; # 0y DyNU; # 0
para alguna [ = 1,2,3,4. Entonces, existen a1 € Ay y d; € D; tales que
d(ay,d;) < 0, una vez mas por la observacion (1), p(A1, D;) < .
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Usando un argumento similar, tenemos que p(Aq, Di) < £, para algin
k=1,2 3 4.
En el peor de los casos (es decir, lo més lejos que se puede encontrar A,

de As),l =1y k =4, entonces,

£
5

€
p(Ar, Dy) < 5 y p(Day, Ag) <

o] ™

Aplicando la desigualdad del triangulo,
p(A1, A2) < p(Ar, Di) + p(Dr, Da) + p(Da, D3) + p(Ds, Da) + p(Da, As) <
ttit+ititi=e

Para el caso m < 4, I' consta de un sélo eslabdn, es decir, I' = {7},
donde

1 =Uk();n) = {DED | D C OUJ}.

J=1

Como D = X = U U;, entonces D = » = [JI'. Esto implica que
j=1
v # 0y que I' cubre a D. Ademds dados A;, As € 71, el mismo argumento
que se utilizo para el caso m > 5 prueba que

e € £ ¢ 4
A A< -+ -+ -+ =-=—<
p(Ai, As) ettt =p<e

.
Ahora estamos listos para dar respuesta a la pregunta que motiva este
capitulo.

Teorema 5.4.2 Si X es un continuo tipo arco, Y es un continuo no dege-
nerado, y f : X — Y es una funcion mondtona. Entonces Y es un continuo
tipo arco.

Demostracion. Por la primera parte del Teorema 5.3.12, el conjunto

Dy={f"'y) lyeY}

es una descomposicién semicontinua superiormente de X, como f es continua,
por el Teorema 1.2.6, cada f~'(y) es compacto, y por ser f una funcién
mondtona, f~(y) es conexo. Por lo tanto f~!(y) es un subcontinuo de X
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para cada y € Y. Por el Teorema 5.4.1, Dy es un continuo tipo arco, y por
la segunda parte del Teorema 5.3.12, Dy es homeomorfo a Y. Por lo tanto Y

es un continuo tipo arco. m
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