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Prefacio
Los mapeos unidimensionales del tipo loǵıstico fµ(x) = 1 − µ|x|z, donde µ

es un parámetro de control y z un número real positivo han sido estudia-

dos bajo muchos puntos de vista [1,10,13,14]. El interes de este trabajo de

tesis es estudiar dichos sistemas al ir transcurriendo el tiempo, es decir, se

estudiará su dinámica bajo condiciones muy particulares. Estos sistemas pre-

sentan conducta caótica y conducta periódica, pero nosotros analizaremos la

dinámica cuando el comportamiento de los mapeos es periódico.

El presente trabajo se enfocará en estudiar aquellas propiedades dinámicas

del mapeo que están relacionadas con la evolución temporal de condiciones

iniciales xi especiales. Dichas propiedades entre las que se encuentra la sen-

sibilidad a condiciones iniciales ξt (ver Caṕıtulo 2), están relacionadas con la

conducta del sistema a tiempos largos, por lo que su análisis resulta impor-

tante para intentar predecir el comportamiento del mismo.

Especialmente estudiaremos la dinámica para z = 2 en sus puntos super-

estables µ = µ1, µ = µ2 y µ = µ3 (ver Sección 4.1), con el fin de relacionar

tal dinámica con la termoestad́ıstica de C. Tsallis [7] mediante la verificación

de la validez de la función expq(t)= [1 + (1 − q)λqt]
1

1−q (ver Sección 2.3) en

el régimen periódico del sistema.

Esta tesis se divide en seis caṕıtulos, a continuación se describe cada uno

en forma general:

El caṕıtulo 1 muestra un análisis del mapeo loǵıstico fµ (xn) = 1 − µx2,

− 1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ µ ≤ 2 y algunas de sus propiedades, se explica como

en este mapeo se presenta una ruta al caos llamada: bifurcación de trinche.

Se definen también conceptos básicos como: trayectorias, atractores y super-

ciclos, los cuales servirán para entender y establecer la dinámica del mapeo

loǵıstico y de otros mapeos del mismo tipo.

El caṕıtulo 2 trata sobre la función expq(x)=[1 + (1 − q)x]
1

1−q (conoci-

da como exponencial-q) y el concepto de sensibilidad a condiciones iniciales

ξt, se estudian propiedades tanto de expq(x) como de la sensibilidad ξt para

verificar si estos dos conceptos estan relacionados. Una manera de hacerlo

es introduciendo y estudiando la cantidad conocida como exponente de Lya-



punov λ del sistema, la cual sirve también para establecer en que regiones

del mapeo loǵıstico se presenta conducta caótica o conducta periódica.

El caṕıtulo 3 es la preparación para establecer los objetivos de la tesis y

plantear el problema a resolver, para ello se generaliza el estudio del mapeo

loǵıstico al caso general de cualquier mapeo unimodal de no linealidad z.

Se estudian algunas caracteŕısticas de los puntos o condiciones iniciales em-

pleadas, tales como la estabilidad, su cercańıa a puntos atractores o su cer-

cańıa a puntos repulsores. Lo anterior con el fin de fijar las condiciones ade-

cuadas para entender y establecer el planteamiento de la tesis.

El caṕıtulo 4 presenta los resultados, primero aquellos que servirán de

base para solucionar el problema planteado. Dentro de estos están: la

obtención de puntos superestables, la obtención de puntos o condiciones

iniciales cercanas a puntos repulsores y por último el cálculo de la

sensibilidad experimental ξt bajo condiciones particulares.

Posteriormente se muestran los resultados de tres experimentos numéricos

diferentes. Cada uno de ellos tuvo por objeto verificar si para los sistemas

tipo loǵıstico, exist́ıa alguna función expq(x) que pudiera modelar la dinámi-

ca (en este caso representada por la sensibilidad experimental ξt) de dichos

sistemas y establecer bajo que condiciones esto ocurŕıa. Cada uno de los tres

experimentos tenia el mismo objetivo, pero realizados con métodos diferentes.

Finalmente se presentan resultados gráficos que sirven para justificar el camino

tomado para resolver y entender la dinámica de los mapeos tipo loǵıstico.

El caṕıtulo 5 trata sobre las diferencias de los experimentos realizados,

se discuten, analizan y comparan los resultados obtenidos de los experimen-

tos I, II y III, encontrándose que los resultados del experimento II fueron los

más confiables.

El caṕıtulo 6 muestra las conclusiones, por un lado se resuelve el prob-

lema de encontrar una función expq(x) que gobierna parte de la dinámica

de los mapeos tipo loǵıstico, y por otra parte, se muestran las condiciones

encontradas para que lo anterior ocurra y bajo cuales suposiciones o aproxi-

maciones el resultado final de la tésis tiene validez.
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Caṕıtulo 1

El mapeo loǵıstico

En este caṕıtulo estudiaremos el mapeo loǵıstico:

xn+1 = fµ (xn) = 1 − µx2, −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ µ ≤ 2 (1.1)

el cual se muestra en la Figura 1.1.

-1 0 10

1

0.5

fµ(x)

x

Figura 1.1: Mapeo loǵıstico fµ(x)

El mapeo loǵıstico es una ecuación no lineal unidimensional que depende

de un parámetro de control µ. La versión continua de dicho mapeo fue us-

ada por primera vez en 1845 por P.F Verhulst para modelar el crecimiento



de una población en una área cerrada. En 1976 R. May encontró que el

número de individuos xn+1 en el año n + 1 era proporcional a la población

en el año anterior, mostrando que el fenómeno pod́ıa describirse mediante la

relación xn+1 = rxn(1− xn) con 0 ≤ x ≤ 1 [10]. En 1978 Feigenbaum encon-

tró que la función y sus sucesivas composiciones: x1, x2... = f(x0), f(f(x0))...

si f = xn+1 = rxn(1−xn) dependen funcionalmente del parámetro de control

r, aśı la dinámica ya de por si complicada, llega a ser caótica al ir aumen-

tando el valor de r desde cero, hasta un valor positivo b no arbitrario. En

nuestro caso (ecuación 1.1), el parámetro de control µε(0, 2). Sin embargo, la

conducta caótica no esta limitada a la forma del mapeo loǵıstico. Feigenbaum

mostró que la ruta al caos fundada en el mapeo loǵıstico, la “Feigenbaum

route”ocurre en todas las ecuaciones en diferencias y de primer orden de la

forma xn+1 = f(xn), en las cuales f(xn) tiene un máximo simple en el inter-

valo 0 ≤ xn ≤ 1. Esta ruta ha sido observada experimentalmente en muchos

sistemas no lineales. Los resultados numéricos de las iteradas en el mapeo

loǵıstico muestran que el número de puntos fijos de fµ(x) se duplican y son

distintos al incrementarse los valores del parametro µ. Hemos de suponer

que el parámetro µ podemos identificarlo también con la letra r, entonces en

cierto valor r = r∞, el número de puntos fijos se hace muy grande, y más

allá de r∞, la conducta de las iteradas se vuelve caótica y luego periódica,

continuando este comportamiento en forma sucesiva al aumentar r.

La bifurcación de trinche o “pitchfork”provee el mecanismo para el dupli-

camiento sucesivo de puntos fijos, esta misma, muestra que tal duplicamien-

to puede ser entendido examinando la imagen de cada una de las composi-

ciones (f [f(x)], f [f [f [f(x)]]], ...) del mapeo original f(x). Esto relaciona la

generación de nuevos puntos fijos con una ley de composición funcional lla-

mada la ecuación de punto fijo de Feigenbaum.

Por otro lado, analizando en el mapeo el comportamiento de las iteradas en

relación con el parámetro µ, estas forman un conjunto autosimilar (higuera

de Feigenbaum) de puntos en el plano cuya dimensión no es entera. En el pre-

sente trabajo nosotros sólo consideramos la conducta de las iteradas antes de

la transición al caos µ < µ∞, situándonos unicamente en el régimen periódico

de la dinámica [1].



Podemos definir la n-ésima composición de una función evaluada en un

punto x0 como sigue:

f 1(x0) = f(x0)

f 2(x0) = f [f(x0)]

. .

. .

. .

fn(x0) = f [f [f...[f(x0)]...]].

Si f(x) depende también del parámetro µ: fn
µ (x0) = fµ[fµ[fµ...[fµ(x0)]...]],

es decir, fn
µ (x0) es simplemente la n-ésima composición de f(x) en algún

punto x0.

En adelante tomaremos a f
′

(x) como la primera derivada de f(x) respecto a

x, df(x)/dx = f
′

(x).

Por otro lado, un punto fijo x∗ de f(x) satisface:

f(x∗) = x∗ (1.2)

Al conjunto {f 1

µ(x0), f
2

µ(x0), ..., f
n
µ (x0)} se le llama la órbita (trayectoria) del

punto x0, si para algún ı́ndice k, el conjunto {f k
µ(x0), f

k+1

µ (x0), ..., f
n
µ (x0)}

permanece solamente entre 1, 2, ..., m valores diferentes, tal conjunto se llama

ciclo de x0 de peŕıodo (u orden) m, y si dicho conjunto contiene al elemento

0, el ciclo es llamado un ciclo superestable de peŕıodo (u orden) m.

1.1. Dependencia de las iteradas respecto del

parámetro µ

Si iteramos n veces el mapeo (ecuación 1.1) para diferentes valores del

parámetro µ, obtenemos un árbol de bifurcaciones, el cual muestra la acu-

mulación de puntos de las iteradas fn
µ (x0) como una función de µ, vease la

Figura 1.2: a, por otro lado calculando el exponente de Liapunov,

λ =
1

n

n∑

i=1

ln |f
′

(xi) | (1.3)

se distingue entre un régimen de bifurcaciónes para 0 < r < r∞, donde

el exponente de Liapunov es siempre negativo (excepto en los puntos de

bifurcación rn donde este se hace cero) y regiones caóticas y periódicas si



r∞ < r ≤ 2, en las cuales λ es nuevamente negativo, positivo o cero. El “régi-

men caótico”es interrumpido por r-ventanas con λ < 0 donde la secuencia

{fn
µ (x0)} es nuevamente periódica. Un caso de especial interes es cuando el

exponente de Liapunov se vuelve −∞, uno de los casos donde esto ocurre es

cuando el valor del parámetro µ es igual a 1 (Figura 1.2:b). Los resultados

numéricos muestran entonces reǵımenes periódicos y reǵımenes caóticos [1].
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Figura 1.2: a) Iteradas del mapeo loǵıstico b) Exponente de Liapunov λ



Por otro lado (ver Fifura 1.3), las distancias dn desde un punto en un

ciclo de orden 2n al punto x = 0 tienden a relaciones constantes:

dn

dn+1

= −α n >> 1 (1.4)

Donde α es una de las llamadas constantes de Feigenbaum junto con δ, estas

constantes representan dos factores de escala universales. Debido a que el

árbol de bifurcaciones de Feigenbaum es un conjunto autosimilar, este puede

describirse a través de factores de escalamiento [11,12]; en la dirección de µ

por el factor δ y en la dirección de x por un conjunto de factores de escala

de entre los cuales se encuentra α, (en términos del factor α, δ ≈ α2 − α) [1,

11], los cuales tienen valores aproximados:

δ ≈ 4.6692016091..., y α ≈ 2.5029078750..., considerando el mapeo cuando

z = 2.

-0.4

0

1

r µ r µ r µ µ

x

d

1 1

1

2

2

2

3

33

d

dx

1

2

3

x

x

Figura 1.3: Distancias dn desde algún punto fijo xi a x = 0 en los ciclos 2n

superestables



1.2. Bifurcación de trinche “Pitchfork bifur-

cation”

Ahora investigaremos la estabilidad de los puntos fijos de fµ(x) y f 2

µ(x) =

fµ[fµ(x)] como funciones de µ. Un criterio bien conocido para determinar si

un punto es estable o no es analizar la primera derivada en el punto mismo,

de esta manera, sea x∗ un punto en el dominio de fµ(x), si además x∗ es un

punto fijo de fµ(x) entonces:

|f
′

(x∗) | < 1 ⇒ x∗es un punto fijo estable (atractor) (1.5)

|f
′

(x∗) | > 1 ⇒ x∗es un punto fijo inestable (repulsor) (1.6)

Sean rn los valores en el eje µ tales que ah́ı se presentan las bifurcaciónes de

trinche (Ver Figura 1.2), y sea r∗ un valor cualquiera en el eje µ donde r∗ no

es necesariamente un valor rn. La Figura 1.4 muestra que existe un valor r∗
tal que si µ < r∗, donde 0 < r∗ < r1 < 2 entonces fµ(x) tiene sólo un punto

fijo estable en 0 < x∗ < 1 (ver Figura 1.3), el cual llega a ser inestable si

r∗ < µ < r1 y adquiere la forma x∗ = (1/2µ)(
√

1 + 4µ − 1).

Para µ > r1 se tiene que |f
′

µ(x∗)| = |
√

1 + 4µ − 1| > 1, por lo tanto x∗ llega

a ser un punto inestable según el criterio anterior.

De la Figura 1.5, se observan cuatro propiedades de f 2(x):

a) f 2(x) tiene tres extremos, como f 2
′

:= f
′

[f(x)]f
′

(x) = 0 en x = 0 porque

f
′

(0) = 0, x = 0 es un extremo, los otros dos son x
′

= f−1(0)yx
′′

= f−1(0)

porque f
′

[f [f−1(0)]] = f
′

(0) = 0.

b) Un punto fijo x∗ de f(x) es también un punto fijo de f 2 y de todas

sus iteradas de mayor orden.

c) Si un punto fijo x∗ llega a ser inestable con respecto a f(x), este llega

a ser inestable con respecto a f 2 y también lo es de sus iteradas de mayor or-

den, porque |f
′

(x∗)| > 1 implica |f 2
′

(x∗)| = |f
′

[f(x∗)]f
′

(x∗)| = |f
′

(x∗)|2 > 1.

d) Para r1 < µ ≤ 1, el punto fijo antiguo x∗ se vuelve inestable en f 2, y

dos nuevos puntos estables x0, x
′′

son creados v́ıa la bifurcación de trinche
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Figura 1.4: Puntos fijos de fµ(x) para a) µ < r∗ y b) r∗ < µ < r1

[1].

El par x0, x
′′

de puntos fijos estables de f 2 es llamado un atractor de f(x)

de periodo dos, esto es debido a que cada secuencia de iteradas (trayectoria)

cuyo inicio esta entre [0, 1] llega a ser atraida por los puntos x0, x
′′

como se

muestra en la Figura 1.6.
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Figura 1.5: a) f(x) y f 2(x) = f [f(x)] para µ > r1. b)Generación de dos nuevos

puntos fijos estables v́ıa la bifurcación de trinche.

Es facil ver que los puntos fijos de f(x) y f
′

(x) son puntos fijos de f 2 y

de cada una de las funciones compuestas fn, es decir;

f(x0) = x
′′

y f(x
′′

) = x0 porque f 2(x0) = x0 implica que ff [f(x0)] =

f [f 2(x0)] = f(x0), del mismo modo sucede si en las expresiones anteriores

usamos f
′

en lugar de f , pues f
′

(x0) = f
′

(x
′′

).

Si ahora incrementamos el valor de µ más alla de 1, los puntos fijos x0 y x
′′

de f 2 se vuelven inestables para un valor particular de µ.

Esto se debe a que la primera derivada de f 2(x) en x0 y en x
′′

tiene el mismo

valor
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Figura 1.6: Iteradas de xi (condición inicial), si f(x) tiene un atractor de periodo

dos.

f 2
′

(x0) = f
′

[f(x0)]f
′

(x0) = f
′

(x
′′

)f
′

(x0) = f 2
′

(x
′′

),

entonces los puntos fijos x0 y x
′′

se vuelven inestables simultáneamente.

La Figura 1.7, muestra que después de dicha inestabilidad, la cuarta iterada

f 4 = f 2f 2 exhibe dos nuevas bifurcaciones de trinche, las cuales traen con-

sigo un atractor de periodo cuatro, es decir; se observa una duplicación de

periodo (ver Figura 1.7).

Estos ejemplos pueden generalizarse de la siguiente forma:

a) Para el intervalo rn < µ < rn+1, podemos encontrar un ciclo estable 2n−1

con elementos (iteradas) x∗

0
, x∗

1
, ..., x∗

2n−1
−1

, el cual esta caracterizado por:

fµ(x
∗

i ) = x∗

i+1

f 2
n−1

µ (x∗

i ) = x∗

i

|
d

dx∗

0

f 2
n−1

µ (x∗

0
)| = |

∏

i

f
′

µ(x
∗

i )| < 1 (1.7)
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Figura 1.7: Dos bifurcaciones de trinche en f 4 generan un atractor de periodo 4.

donde x∗

i es el elemento i-ésimo y x∗

0
es la condición inicial.

b) En rn+1, todos los puntos del 2n−1-ciclo llegan a ser simultáneamente

inestables v́ıa la bifurcación de trinche en

f 2
n

µ = f 2
n−1

µ f 2
n−1

µ

y en rn+1 < µ < rn+2, se dirigen hacia un nuevo 2n-ciclo estable [1].

1.3. Superciclos

Un 2n-superciclo, es simplemente un 2n-ciclo superestable definido por

d

dx∗

0

f 2
n

Rn
(x∗

0
) =

∏

i

f
′

Rn
(x∗

i ) = 0, (1.8)

lo cual implica que el punto x∗

0
= 0 siempre esta contenido como un elemento



del ciclo, porque este es el único punto donde f
′

µ(x) = 0. En la Figura 1.8

se puede ver que las distancias dn son justamente las distancias entre los

elementos del ciclo x∗

0
= 0 y x1 = f 2

n−1

Rn
(0), es decir

dn = f 2
n−1

Rn
(0) − 0 = f 2

n−1

Rn
(0) (1.9)
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Figura 1.8: Ciclos superestables en R1 y R2, donde los segmentos horizontales

muestran los puntos fijos estables en f 2 y f4.

1.4. Trayectorias y atractores

Supongamos que tenemos un mapeo unidimensional expresado por

xn+1 = f(xn) (1.10)



donde x es un elemento del espacio fase X. Llamamos espacio fase X al con-

junto de los posibles valores de las coordenadas del mapeo. Iterando el mapeo

un número n de veces, se obtiene en cada paso de iteración i un valor xi, con

i = 1, 2, 3, ..., n. Como cada paso de iteración toma el mismo tiempo, es usual

considerar el número de iteraciones n como el tiempo total t. El conjunto de

los valores obtenidos, genera una trayectoria, que se define como la secuencia

dada por la iteraciones (x1, x2, ..., xn). La trayectoria describe el movimiento

de un punto en el espacio fase X y su longitud es igual al tiempo total t [2].

Una trayectoria puede volverse periódica o permanecer aperiódica por siem-

pre. Decimos que una trayectoria es periódica si después de iterar k veces el

mapeo, las iteradas se aproximan a una secuencia (xk, xk+1, ..., xk+l) que per-

manece repitiendose, tal secuencia se conoce también como órbita periódica

o ciclo de x0. El número de elementos de la secuencia (xk, xk+1, ..., xk+l) se

conoce como el peŕıodo u orden de la órbita periódica de x0.

El valor más pequeño de l que satisface la condición anterior es la longitud

del ciclo cuando l = 1. Una órbita periódica de longitud l = 1 es un punto

fijo del mapeo f .

Un punto fijo x∗

0
que ademas es condición inicial satisface como se ha visto

f(x∗

0
) = x∗

0
(1.11)

Una órbita periódica de longitud l se puede considerar como un punto fijo

de la función f iterada l veces

f l(x) = f(f(...f(x))) (l veces) (1.12)

Por lo tanto un estudio de periodicidad, se puede restringir a un estudio de

puntos fijos. Cuando se estudia un sistema no lineal, interesa principalmente

su comportamiento a tiempos grandes (t >> 1) a partir de un valor inicial

x0. Dicho comportamiento será distinto para diferentes tipos de mapeos, dis-

tinguiendose entre dos tipos de sistemas dinámicos; los hamiltonianos y los

disipativos. Un sistema hamiltoniano tiene la propiedad de que conserva el

volumen de un elemento de volumen arbitrario del espacio fase durante su

evolución temporal.

Por otro lado, para un sistema disipativo, un pequeño volumen del espacio

fase se expande o se contrae, dependiendo, usualmente, de la posición x en

el espacio fase. En este caso, un gran número de trayectorias se aproximan a

cierto subconjunto A del espacio fase X en el ĺımite cuando n → ∞. El sub-

conjunto A se conoce como atractor. Pueden existir uno o varios atractores,



pero generalmente sólo un atractor atrae la mayoria de las trayectorias. Un

punto fijo estable es un atractor. Como ya se mencionó si |f
′

(x∗)| < 1 en-

tonces x∗ es un punto fijo estable, la estabilidad significa que un gran número

de trayectorias son atraidas por x∗.

¿Qué le ocurre a un punto x bajo f tomado en la vecindad de un punto

fijo x∗, donde |x∗ − x| << 1?, claramente x es mapeado en f(x), pero si se

desarrolla f(x) en serie de Taylor alrededor de x∗, se obtiene:

f(x) = x∗ + (x − x∗)f
′

(x∗) (1.13)

entonces la nueva distancia en el siguiente paso de iteración será

|f(x) − x∗| = |(x − x∗)||f
′

(x∗)| (1.14)

menor que la distancia anterior |x− x∗| por lo que |f
′

(x∗)| < 1. Por lo tanto

una caracteŕıstica de un punto fijo estable es que su vecindad se contrae

bajo la acción de f . Note que si pudieramos desarrollar en serie de Taylor a

f l(x) en lugar de f(x) seŕıa posible que la vecindad del punto fijo también

se contrajera bajo la acción de f l(x) (entonces un punto fijo estable de f

también seŕıa un punto fijo estable de f l(x)).

En general, un atractor puede ser una orbita periódica estable de longitud

l, la cual puede ser considerada como un punto fijo de la función iterada

l veces, es decir un punto fijo de f l(x). Una órbita periódica inestable no

es un atractor, porque repele todas las trayectorias, aśı un punto fijo es de

reelevancia en el comportamiento a tiempos grandes sólo si es un punto fijo

estable[2].

Finalmente podemos decir que un atractor cŕıtico es un atractor en algún

punto cŕıtico, en otras palabras: es el atractor cuando se ha considerado el

mapeo en un punto cŕıtico, tales puntos cŕıticos son aquellos valores de µ

donde aparece la bifurcación de trinche o duplicación de periodo, es en estos

puntos donde también el exponente de Lyapunov se hace cero, si observamos

la Figura 1.2, veremos que los puntos cŕıticos son r1, r2, r3, ...



Caṕıtulo 2

Sensibilidad a condiciones ini-
ciales ξt y Exponencial-q (expq(x))

Se estudiarán a continuación algunas caracteŕısticas de los sistemas dinámi-

cos en función de la sensibilidad a condiciones iniciales ξt y se mostrará una

forma de obtener el exponente de Liapunov. Por otro lado, se estudiará la

función expq(x) y algunas de sus caracteŕısticas, y la forma en cómo la sen-

sibilidad ξt se relaciona con el exponente de Liapunov o con la expresión

llamada expq(x).

0.1. Sensibilidad ξt

Junto con las órbitas periódicas estables, existen otro tipo de atractores

que corresponden con el movimiento caótico. Un sistema dinámico se dice

que es caótico si es determinista, si carece de comportamiento periódico a

tiempos arbitrariamente grandes, y si depende sensiblemente de las condi-

ciones iniciales. Esto significa que dos valores inicialmente muy cercanos x0

y x
′

0
= x0 + δ generan trayectorias totalmente diferentes a tiempos grandes.

Consideremos un mapeo unidimensional f(x), las iteraciones de f(x) (ini-

cialmente evaluadas en x0) al tiempo n se denotarán por xn y las iteraciones

de f(x) con la condición inicial x
′

0
por x

′

n. Como regla, para mapeos caóticos

se observa un incremento exponencial de la diferencia |xn − x
′

n|

|xn − x
′

n| ≈ |δ||eλxn| (1)

con (|δ| << 1). El promedio de la rapidez de separación λ se conoce como

exponente de Liapunov del mapeo.



Por otra parte, la sensibilidad a condiciones iniciales se define como

ξt = ĺım
∆x0→0

∆xt

∆x0

(2)

por lo tanto, podemos escribir

ξt = ĺım
∆x0→0

|xt − x
′

t|

|x0 − x
′

0|
≈ eλt. (3)

Note que si xn = fn(x0) y x
′

n = fn(x0 + ∆x0) entonces: ξn ≈ dfn(x0)/dx0

0.2. Exponente de Liapunov (Caso unidimen-

sional)

En general el exponente de Liapunov se puede obtener a partir de la n-

ésima iteración de alguna función f en un punto espećıfico, en nuestro caso,

f es un mapeo unidimensional. Se tiene que

{x0, x0 + ε} −→ {fn(x0), f
n(x0 + ε)} bajo fn

si suponemos además que el sistema es caótico, entonces

εeλ(x0) = |fn(x0 + ε) − fn(x0)| ahora despejando λ y tomando ĺımites

λ(x0) = ĺım
n→∞

ĺım
ε→0

1

n
ln

∣∣∣∣∣
fn(x0 + ε) − fn(x0)

ε

∣∣∣∣∣ (4)

λ(x0) = ĺım
n→∞

1

n
ln

∣∣∣∣∣ĺımε→0

fn(x0 + ε) − fn(x0)

ε

∣∣∣∣∣ (5)

ĺım
n→∞

1

n
ln

∣∣∣∣∣
dfn(x0)

dx

∣∣∣∣∣ = λ(x0). (6)

En una dimensión se obtiene la ecuación λ = 1

n

∑n
i=1

ln |f
′

(xi) |, usada en el

Caṕıtulo 1. Note que λ se puede escribir también en terminos de ξt, es decir

λ(x0) = ĺım
t→∞

1

t
(ln |ξt|) por lo tanto ξt = eλ(x0)t (7)



0.3. Función exponencial-q (expq(x))

Una generalización no extensiva de la mecánica estad́ıstica de Boltzman-

Gibbs (BG) ha despertado mucho interes y debate en los últimos años, debido

a que existe firme evidencia[3,4] de su aplicación en circunstancias espećıficas

donde el sistema se encuentra fuera del rango de validez de la teoŕıa canónica

de BG. Entender y reconocer la existencia de tal ĺımite de validez es uno de

los retos de la f́ısica estad́ıstica de nuestros d́ıas. La sensibilidad a condiciones

iniciales es un aspecto relevante asociado con la estructura del atractor de

Feigenbaum[1,3,4]. En general la sensibilidad es medida como un efecto de la

incertidumbre en las variables del sistema.

En adelante denotaremos a la función expq(x) por expq(t) si la variable in-

dependiente en cuestión es el tiempo t.
Para sistemas que no exhiben órbitas periódicas, el efecto de alguna incer-

tidumbre en las condiciones iniciales provoca una evolución temporal expo-

nencial con ξ(t) ≡ eλt como ya se ha dicho. Cuando el exponente de Liapunov

es λ < 0, ξ(t) caracteriza una rapidez de contracción hacia la órbita periódi-

ca. Por otro lado, para λ > 0, ξ(t) caracteriza una rapidez de divergencia

de las órbitas caóticas. En los puntos de bifurcación rn (puntos cŕıticos) el

exponente del Liapunov se hace cero [1,2]. Recientemente, se ha propuesto

que esta caracteŕıstica en rn está relacionada con una sensibilidad del tipo

expq(t) [3,6,4,5]

ξt = eλqt
q ≡ [1 + (1 − q)λqt]

1

1−q = [1 − (q − 1)λqt]
−

1

q−1 , (8)

con λq definida como un factor de escala del tiempo t, la cantidad q repre-

senta el grado de deformación de la termodinámica asociada al sistema, pues

a muchos sistemas dinámicos es posible asociarles una termodinámica bien

definida, donde las nuevas variables termodinámicas en cuestión ya no son de

tipo f́ısico como la presión o la temperatura, sino parámetros o ı́ndices cuyos

valores estan asociados con los estados o transiciones del sistema, un ejemplo

es considerar a q como la cantidad de campo magnético externo o presión

aplicadas a un sistema f́ısico termodinámico tal que ocurra una transición de

fase.

Los valores de λq para los atractores cŕıticos (en los puntos cŕıticos rn) del

mapeo loǵıstico han sido encontrados anaĺıticamente mediante técnicas de

grupo de renormalización obteniéndose que su valor máximo es λq =1.323...



[4,5]. En algunos art́ıculos recientes [4,5] se han probado formalmente las

predicciones de la teoŕıa no extensiva en las bifurcaciones de trinche y tan-

gentes de los mapeos tipo loǵıstico, aśı como para el borde del caos de estos

mismos mapeos. Lo anterior se ha llevado a cabo anaĺıticamente por A. Rob-

ledo y F. Baldovin [5] empleando la técnica del grupo de renormalización

(GR) y tomando en cuenta que la sensibilidad a las condiciones iniciales

sigue un comportamiento descrito por una función expq(t) [5], la cual tiene

la forma de la ecuación 2.8, en la que ξt es como se ha dicho antes la sensi-

bilidad a condiciones iniciales.

Dicha expresión contiene el ı́ndice entrópico (relacionado con una entroṕıa

del sistema) no extensivo q y el coeficiente de Liapunov q-generalizado λq.

Esta ecuación también se ha propuesto como la contraparte de la sensibilidad

exponencial usual ξt = eλ1t a las condiciones iniciales que prevalecen cuando

el coeficiente de Liapunov ordinario λ1 no se hace cero, la forma exponencial

usual de Boltzman-Gibbs (ecuación 2.3) se recobra cuando q → 1.

Mediante la técnica del grupo de renormalización ha sido posible conocer

las expresiones de λq para todos los atractores cŕıticos de los mapeos tipo

loǵıstico. Estas expresiones se han interpretado en términos de los parámetros

del mapeo de punto fijo y corroborados numéricamente v́ıa cálculos a priori.

Espećıficamente, para el borde del caos (µ∞ = 1.401155189...) del mapeo

loǵıstico si z = 2, el valor máximo de λq y q están dados por

λq =ln(α)/ ln(2) y q = 1−ln(2)/ln(α) donde α es la constante universal de

Feigenbaum [11,5].

0.4. Algunas propiedades de la función expq(t)

La sensibilidad ξt en la ecuación 2.8 depende además de la variable t de

dos parámetros q y λq, siendo q el parámetro del cual depende el exponente

1/(1 − q), dicho exponente es el exponente de la función expq(t). Entonces,

para diferentes valores de q, tenemos diferentes formas o comportamientos

de la función expq(t).
En particular, la función expq(t) se comporta como una ley de potencias para

valores del argumento t grandes, t >> 1, y si q 6= 1, pero si q = 1 entonces se

comporta como la función exponencial usual. En la Figura 2.1 se muestran

algunos comportamientos para diferentes valores de q de la función expq(t).
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Figura 1: Gráficas de la función expq(t) = ξt para diversos valores de q, donde

t1, t2 y t3 son puntos de la forma t = −1/(1 − q)λq, es decir en estos valores del

tiempo; [1 + (1 − q)λqtj] = 0.

El análisis del comportamiento de la función ξt=expq(t) señala dos valores

de t importantes, cuando t = −1/(1 − q)λq y cuando t = 0, es decir:

si t = −1/(1 − q)λq ⇒ ξt = 0, y si t = 0 ⇒ ξt = 1

lo anterior sucede para cualesquiera valores de λq y q. Teniendo en cuenta

tales valores de t y las formas que adopta la función expq(t) para diferentes

valores de q (ver Figura 2.1), se puede interpretar la conducta de la expq(t)
de la siguiente manera:



Supongase sin pérdida de generalidad que λq > 0,

Caso I. 1 < q < 2

Si t = −1/(1 − q)λq = t3 ⇒ ξt = [1 + (1 − q)λqt]
−

1

q−1 = ∞ porque

1 + (1 − q)λqt = 0.

Si t < 0 ⇒ [1 + (1 − q)λqt] > 1 y 1 < 1/(q − 1) < ∞.

Entonces tomando t << 1/(1 − q)λq se llega a que ξt ≈ 0.

Caso II. q = 1

Si y = [1 + (1 − q)λqt]
1

1−q ≡ expq(t)=eλqt
q , entonces q = 1 ⇒ y = eλ1t

1 = eλt

(donde eλt es la función exponencial usual) porque y = [(1 − q)λqt]
1

1−q es

la solución de la ecuación diferencial dy/d(λqt) = yq (q ε <) y cuando q = 1,

dy/d(λqt) = yq se convierte en dy/d(λ1t) = y, cuya solución es y = eλ1t = eλt.

Caso III. 0 < q < 1

Si t = −1/(1 − q)λq = t1 ⇒ [1 + (1− q)λqt] = 0 y 1/(1 − q) > 1 por lo tanto

ξt = 0.

Si t ≥ 1/(1 − q)λq ⇒ [1 + (1 − q)λqt] > 0 y 1/(1 − q) > 1 por lo tanto,

si

t >> 1/(1 − q)λq entonces ξt → ∞.

Caso IV. −1 < q < 0

Si t = −1/(1 − q)λq = t2 ⇒ ξt = [1 + (1 − q)λqt]
1

1−q = 0 con 1/(1 − q) > 0.

Si t ≥ 1/(1 − q)λq ⇒ [1 + (1 − q)λqt] > 0 por lo tanto si t >> 1/(1 − q)λq,

ξt > 0.

Note que λq podŕıa tomar valores negativos, en consecuencia la función

expq(t) es consistente, pues esta bien descrita por los casos anteriores cuando

establecemos la condición experimental de que el tiempo sea siempre positivo

t ≥ 1.



Analizando ahora la primera derivada de la función expq(t).

Si expq(t) =ξt = [1 + (1 − q)λqt]
1

1−q , entonces

ξ
′

(t) =
1

1 − q
[[1 + (1 − q)λqt]

1

1−q
−1

](1 − q)λq (9)

ξ
′

(t) = λq[1 + (1 − q)λqt]
q

1−q (10)

De la ecuación 2.10 podemos ver que si t = 0 entonces ξ
′

(0) = λq y si

t = −1/(1 − q)λq entonces ξ
′

(−1/(1 − q)λq) = 0.

Por otro lado, si consideramos que el tiempo t sólo puede ser positivo, se

dan algunas condiciones para t = −1/(1 − q)λq:

t = −1/(1 − q)λq > 0 si 1/(1 − q) < 0 y λq > 0 ó si 1/(1 − q) > 0 y

λq < 0.

Ahora dada la función expq(t), calculemos su función inversa llamada log-

aŕıtmo-q (lnq), la cual también es una función dependiente de los parámetros

q y λq.

Como ξt = [1 + (1 − q)λqt]
1

1−q entonces

lnq(ξt) = ξ−1(ξt) =
[ξ1−q

t ] − 1

(1 − q)λq

(11)

Note que ξ−1(ξt) = t es la identidad.

Supongamos ahora una función ξt que contiene un factor de normalización

llamado ξmax, donde ξmax es un número, entonces si

ξt = [[1 + (1 − q)λqt]
1

1−q ]ξmax ⇒ ξ−1(ξt) =
[ ξt

ξmax

]1−q − 1

(1 − q)λq

(12)

y si ξmax ε <, ξt es también una función expq(t), lo anterior nos dice que una

función expq(t) multiplicada por un número real cualquiera, es también una

función expq(t).



Caṕıtulo 3

Planteamiento

En este caṕıtulo se analizarán algunos conceptos importantes como la es-

tabilidad de trayectorias, los mapeos loǵısticos de orden z, y se discutirán las

diferencias de la dinámica para condiciones iniciales cerca de puntos atrac-

tores o cerca de puntos repulsores.

Todo esto para dirigirnos claramente hacia el planteamiento y establecimiento

de los objetivos en el presente trabajo, cuyo contenido principal es: determi-

nar si la sensibilidad a condiciones iniciales del sistema loǵıstico obedece una

ley funcional conocida como expq(t).

0.1. Mapeos con máximo de orden z

Los sistemas que muestran duplicación de periodo pueden ser ejemplifica-

dos por el mapeo unidimensional xn+1 = 1 − µ|xn|
z el cual tiene un máximo

único de orden z. Asociados a mapeos de este tipo, existen dos factores de

escala universales α(z) y δ(z) que dependen únicamente del valor de z. En la

Figura 3.1 se muestran diferentes árboles de bifurcación para algunos valores

de z.
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Figura 1: Diagrama de bifurcación para la familia de tipo loǵıstico con z = 1.75,

z = 2, z = 3

En la Figura 3.1 se observa que cada rama del árbol de bifurcación es una

pequeña copia del árbol original. Si z > 1 el mapeo presenta bifurcaciones en

sus órbitas periódicas, en las cuales el periodo de éstas se duplica hasta que,

al alcanzar el valor del parámetro µ∞ (µ∞ ≈ 1.40115..., para z = 2) el perio-

do de la órbita se vuelve infinito. Iniciando de un 1-ciclo estable en µ = 0 las

bifurcaciones del árbol aparecen en valores de µ = µj(z), k = 1, 2,..., donde

el ciclo 2j−1 se hace inestable y aparece un nuevo ciclo estable de peŕıodo 2j.

Los valores de µ = µj se acumulan en el borde del caos µ = µ∞(z).

Para µ > µ∞(z) aparecen regiones alternantes caóticas y periódicas, donde se

presentan ventanas de comportamiento periódico dentro de regiones caóticas.

La más evidente es una ventana de periodo 3, pero hay también otras ven-

tanas de periodos 5,6, etc.

0.2. Estabilidad

Consideremos un punto xn en la vecindad de un punto fijo x∗

n de un

N -ciclo x∗

0
, x∗

1
, ..., x∗

N−1
,

xn = x∗

n − ∆xn, (1)

después de N iteraciones tendremos

xn+N = f (N)

µ (x∗

n + ∆xn) = x∗

n + ∆xn

df (N)

µ (x)

dx
|x=x∗

n
+ ..., (2)



donde fN
µ denota el mapeo iterado N veces. Ahora, el N-ciclo es estable si

|∆xn+N | ≤ |∆xn| ó

−1 ≤
df (N)

µ (x)

dx
|x=x∗

n
≤ 1 (3)

Empleando la regla de la cadena la ecuación 3.3 se puede escribir como

−1 ≤ f
′

µ(x∗

0
)f

′

µ(x
∗

1
)...f

′

µ(x∗

N−1
) ≤ 1, (4)

donde la prima en f indica la diferenciación respecto de x como se men-

cionó en el Caṕıtulo 1. Ahora consideremos las series de duplicación de peri-

odo de 2j-ciclos, esto es N = 2j, j = 0, 1, 2, ..., entonces los signos de igualdad

en la ecuación 3.4, leidos de izquierda a derecha, corresponden con los val-

ores de bifurcación µj+1(z) y µj(z). Entre estos dos valores siempre existe un

µ = µk(z) para el cual el producto en la ecuación anterior se hace cero.

f
′

µ(x∗

0
)f

′

µ(x∗

1
)...f

′

µ(x∗

N−1
) = 0 (5)

El 2k-ciclo correspondiente es llamado ciclo superestable (como se definió en

la Sección 1.3). Considerando fµ(x) como en la ecuación 1.1 del mapeo loǵısti-

co se sigue que cada ciclo superestable contiene el punto x = 0 (excepto el

1-ciclo superestable x∗ = 1 en µ0 = 0). Entonces los valores µk(z) pueden

obtenerse como las soluciones de

f (2
k
)

µk
(0) = 0 (6)

Se puede corroborar facilmente que µ1 = 1 para toda z. Los valores supe-

riores de µk dependen de z. Para z → ∞ los valores de µk, k = 2, 3, ..., se

acumulan cerca de µ = 2. En el presente trabajo dichos valores µk serán lla-

mados puntos superestables, porque es en estos sitios, donde las trayectorias

convergen fuertemente (ver ecuación 1.3) hacia el atractor y las órbitas 2k se

mantienen periódicas.

Preimagenes

Hemos visto que la sucesión {x1, x2, ..., xn} es llamada trayectoria, sabemos

también que x1 = fµ(x0), x2 = fµ(x1) = f 2

µ(x0),...,xn = fµ(xn+1) = fn
µ (x0),

donde en el último caso, se dice que x0 es preimagen de orden n de fn
µ (x0).

Sea xi un punto en la sucesión {x1, ..., xn}, si además xi es un punto fijo

de fµ(fµ(xi)) donde fµ(xi) = xi con 1 < i < n y xi es un punto atractor

(|f
′

µ(xi)| < 1), podemos decir que las preimagenes del dicho atractor xi son



los puntos {x1, ..., xi−1}. Del mismo modo, para cada punto xj cualquiera en

la sucesión {x1, x2, ..., xn} (con 1 < j ≤ n) existe un punto preimagen xj−1,

y se dice que xj−1 es preimagen del punto xj.

Por otro lado, si xi es un punto muy cercano a un punto fijo xi−m de fn
µ y

además xi−m es un punto repulsor, es decir |f
′

µ(xi−m)| > 1, entonces necesari-

amente, cualquier trayectoria que contenga el punto xi debe tener la forma

{..., xi+4, xi+2, xi, xi+1, xi+3, ...} o equivalentemente {xi, xi+1, ..., xi+n}, debido

a que no se puede llegar al punto xi−m bajo fµ sino lo contrario, solamente

se puede alejar de el, pues es un repulsor.

Sin embargo, xi si es preimagen de xi+1 y {xi, xi+1, ..., xi+(n−1)} son preima-

genes del punto xi+n.

0.3. Condiciones iniciales xi cercanas a un pun-

to atractor o a un punto repulsor

Tomemos el mapeo loǵıstico con z = 2 en la forma xn+1 = 1 − µx2

n,

supongamos ahora que conocemos algún valor de µ = µk (punto superestable)

tal que f 2
k

µk
(x) tiene puntos atractores y repulsores, es decir que el polinomio

f 2
k

µk
(x) presenta puntos fijos donde su pendiente es m = 0 ó |m| >> 0, en

otras palabras se cumplen los criterios de estabilidad dados en la Sección

1.2, pero para el caso f(x) = f 2
k

µk
(x). Supongamos también que conocemos

el valor de los puntos atractores y repulsores, ahora tomando un valor inicial

xi arbitrariamente cercano a un punto atractor y calculando numéricamente

su evolución temporal dado el mapeo en cuestión, notamos que si n = t al

transcurrir un cierto tiempo, xi se habrá trasladado hasta llegar a permanecer

sólo entre 2k puntos, es decir xi fue atraida por un atractor de periodo 2k, la

Figura 3.2 muestra tal situación con k = 1. Una situación contraria, cuando

xi esta cercana a un punto repulsor, muestra que el tiempo en el que dicha

xi se traslada y permanece sólo entre 2k puntos es mayor, como se muestra

en la Figura 3.3.

De lo anterior se observa que si evolucionamos en el tiempo una condición

xi cercana a un punto repulsor, esta será atraida por el atractor de periodo

2k en un tiempo mayor que si xi estuviera cercana a un punto atractor, por

lo tanto, puede decirse que una condición xi cerca de un repulsor es más

persistente en el tiempo, por esta razón, en el presente trabajo, los puntos xi
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Figura 3: Evolución temporal de una condición inicial cercana a un repulsor

cercanos a repulsores son los importantes, porque son ellos los que permiten

un mejor análisis de la dinámica del mapeo (evolución temporal dada una xi),

y son de este tipo los puntos que se considerarán como condiciones iniciales

a lo largo del presente trabajo.



0.4. Planteamiento del problema

Diversos aspectos del mapeo loǵıstico han sido ya muy estudiados medi-

ante muchas técnicas, entre algunas de estas estan: análisis de las propiedades

estáticas y dinámicas usando grupo de renormalización, uso de las propiedades

de reescalamiento y su relación con las constantes universales, analoǵıas en-

tre las cantidades del sistema y cantidades termodinámicas, y recientemente

la termoestad́ıstica de Constantino Tsallis, basada en una entroṕıa no ex-

tensiva [7]. A continuación estableceremos el proposito de este trabajo de

investigación.

Los mapeos con máximo de orden z han sido muy estudiados desde diferentes

puntos de vista como se vió anteriormente. Nosotros estamos interesados en

estudiar estos sistemas, dados por la ecuación

f(x) = 1 − µ|x|z, (7)

cuando el parámetro de control µ = µk es un punto superestable y cuan-

do z = 2 principalmente, pero también cuando z =1.75 y z = 3. En estos

valores de µ = µk, el sistema siempre tiene un comportamiento periódico y

eventualmente cuando µk → µ∞ también, donde µ∞ es el borde del caos,

pero este último caso ya ha sido estudiado formalmente por A. Robledo y E.

Mayoral[8].

El presente trabajo se enfocará en estudiar algunas propiedades dinámicas

del mapeo, todas ellas manifestadas mediante la evolución temporal de cier-

tas condiciones iniciales xi especiales. Dichas propiedades entre las que se

encuentra la sensibilidad a condiciones iniciales, están relacionadas con la

conducta del sistema a tiempos largos, por lo que su análisis y estudio impli-

can cierta predictibilidad sobre el sistema en cuestión.

Particularmente se estudiará la dinámica para z = 2 en sus primeros tres

puntos superestables µ = µ1, µ = µ2 y µ = µ3, relacionando esta dinámica

con la termoestad́ıstica de Tsallis mediante la comprobación de la validez

de la función expq(t) en el régimen periódico, y eventualmente con z = 1.75

y z = 3 se estudiará lo mismo en sus respectivos puntos superestables µk.

Dicha comprobación de la expq(t) conocida como

expq(λqt) = [1 + (1 − q)λqt]
1

1−q (8)

se hará calculando la sensibilidad a condiciones inicales experimental

ξn = ĺım
∆x0→0

∆xn

∆x0

(9)



(proveniente del cálculo de la evolución temporal de 2 condiciones iniciales

muy cercanas xi, xi +δ en un mapeo, dado un valor de z fijo y en algún punto

superestable µ = µk) y comparando estos datos de ξn representados en una

gráfica, con alguna expq(t), para determinar si existen valores de q y λq tales

que una expq(t) gobierne el fenómeno de sensibilidad a condiciones iniciales.

En adelante se establece que dada la sensibilidad experimental ξn, el tiempo

t estará representado por el número n de iteraciones, entonces t = n y por lo

tanto ξn = ξt.

Cabe señalar que los datos que se analizarán de la sensibilidad experimental

no son los correspondientes al crecimiento, sino al decaimiento (acercamiento

al ciclo superestable) de dichos resultados, es decir; una gráfica t́ıpica de los

resultados de sensibilidad ξt vs t se muestra en la Figura 4.1, alĺı se distinguen

tres regiones, la región II es la región que nosotros llamamos decaimiento, y

es esta región la que nos interesa estudiar (Ver Figura 4.1), pues la reǵıon I

de la sensibilidad sigue una ley exponencial usual (ver Figura 4.30).

Se hace notar también que la dinámica del sistema en cuestión ha sido estu-

diada ya en los puntos cŕıticos rn donde se han logrado algunos resultados

anaĺıticos [5,8], pero no es el caso para la dinámica en los puntos superestables

µk, por lo que algunos de los resultados del presente trabajo, son resultados

nuevos. El carácter casi en su totalidad de nuestro análisis de la dinámica es

numérico.

Espećıficamente los objetivos de este trabajo son:

I. Analizar y determinar si es que la sensibilidad obedece una ley funcional

conocida como función expq(t).

Si es cierto la anterior, o si lo es de manera aproximada, nos proponemos:

II. Encontrar numéricamente el valor de los parámetros q y λq tales que

una función expq(t), gobierne el decaimiento de la dinámica en los puntos

superestables µ1, µ2 y µ3 para z = 2.

III. Determinar si los valores de q y λq encontrados para z = 2 son los

mismos para otros valores de z ó para todos los valores de z.



Caṕıtulo 4

Resultados

0.1. Obtención de los puntos superestables

µ = µk en z=2, z=1.75 y z=3

En adelante se emplearan µ1, µ2 y µ3 para denotar µ = µ1, µ = µ2 y

µ = µ3.

Caso z=2
Como se mencionó en la Sección 3.2, las soluciones de la ecuación f 2

k

µk
(0) = 0

con k = 1, 2, ..., determinan los valores del parámetro de control µ = µk

para las órbitas superestables, es decir; determinan los puntos superestables

µ = µk. Entonces considerando los polinomios

f 2
1

µ1
(x) = 1 − µ[1 − µx2]2 si k = 1 (1)

f 2
2

µ2
(x) = 1 − µ[1 − µ[1 − µ[1 − µx2]2]2]2 si k = 2 (2)

f 2
3

µ3
(x) = 1−µ[1−µ[1−µ[1−µ[1−µ[1−µ[1−µ[1−µx2 ]2]2]2]2]2]2]2 si k = 3

(3)

en x = 0 y resolviendo f 2
k

µk
(0) = 0 para k = 1, k = 2 y k = 3, se obtienen

ecuaciones en µ de 1ro, 4to y 8vo grados respectivamente.

Resolviendo numéricamente dichas ecuaciones y tomando las soluciones ade-

cuadas se obtuvieron los valores en el Cuadro 4.1.

Casos z= 1.75 y z= 3
En estos casos los puntos superestables se calcularon menos formalmente,

por aproximación numérica directa a los puntos µ = µk en cada árbol de

bifurcación respectivo, ver Figura 3.1 y Cuadro 4.2.



µ1 = 1.0

µ2 = 1.31070264

µ3 = 1.38154748

Cuadro 1: Primeros tres puntos superestables para z = 2

z = 1.75 z = 3

µ1 = 1.0 µ1 =1.0

µ2 = 1.26856426 µ2 = 1.42802812

µ3 = 1.33454166 µ3 = 1.50621362

Cuadro 2: Primeros tres puntos superestables para z = 1.75 y z = 3

0.2. Cálculo de la sensibilidad ξt en los pun-

tos superestables µ = µ1, µ = µ2 y µ = µ3

(estructura)

Dada una condición inicial cualquiera x0 y un punto muy cercano a el-

la, x0 + δ, se calculó numéricamente la cantidad ξt = ĺım∆x0→0[∆xt/∆x0]

(ecuación 3.9), donde xt+1 = f(xt) = 1 − µx2

t y ∆x0 = x0 + δ − x0 = δ para

un determinado tiempo t. Aqúı t representa el número de iteraciones hechas

en el programa. Nótese que ahora denotamos la variable tiempo por la letra

t, mientras que en los caṕıtulos anteriores empleabamos la letra n.

Graficando entonces las cantidades ξt vs t, se observa que ξt tiene una es-

tructura formada de varias curvas desplazadas, de las cuales, la que esta por

encima de las demás es una curva envolvente.

La figura 4.1 es una gráfica t́ıpica de sensibilidad ξt vs t donde se aprecia la

parte creciente y la parte decreciente, es claro que dicha gráfica esta formada

por dos curvas que pasan de la parte creciente a la parte decreciente hasta

llegar aparentemente a cero.

Entonces podemos diferenciar tres regiones:

I. Región creciente o transitoria

II. Región decreciente

III.Región donde ξt se anula



Esta última región muestra el caso cuando xi ya ha sido atráıda por el atrac-

tor de periodo k y ah́ı permanece al transcurrir el tiempo t, por

ello supondremos que en algún tiempo finito t, ξt se hace cero. Esto es una

aproximación que adoptaremos en este estudio, dado que la dinámica exacta

establece que partiendo de una condición inicial xi que no pertenece al atrac-

tor, este se alcanza cuando t → ∞ y por lo tanto ξt se anula en un tiempo

infinito. El orden de magnitud que tomamos para el cual ξt = 0 fue desde

1x10−8 hasta 1x10−32, debido a nuestras posibilidades computacionales.

0 20 40 60

9000

5000

0
0 20 40 60

ξ ξt t

t ta)

II IIII
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Figura 1: a) Gráfica de ξt vs t donde se reconocen tres regiones: I. Crecimiento,

II. Decaimiento y III. Región nula (atractor) b)Curva envolvente más una curva o

familia de puntos menor a ésta.

En el presente estudio, la región que interesa analizar en este tipo de datos

es la región II, puesto que se ha encontrado que la región I tiene forma de

una exponencial usual, y es tal función la que modela la conducta creciente,

este hecho se identifica y forma parte del llamado caos transitorio[9].



Por lo tanto, para el caso z=2 y situados en el punto superestable µ1 se

observan las siguientes estructuras en la región decreciente. En este caso se
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Figura 2: Decaimiento de la sensibilidad ξt para z = 2 en µ1.

observan dos gráficas, la envolvente (que se ubica en la parte superior) y otra

curva menor, la cual está desplazada horizontalmente una unidad respecto a

la curva envolvente.

Para el siguiente caso, z=2 en µ2, se observa además de la curva envolvente,

puntos que están desplazados 1, 2 y hasta 3 unidades, los cuales forman otras

3 curvas por separado y por debajo de la envolvente.
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Figura 3: Estructura del decaimiento, donde se ven 4 curvas desplazadas una

respecto de otra,cuando y situados en el punto µ2.

En el último caso z=2, µ3, se observan ademas de la envolvente otras

7 curvas bajo ella, en total 8, las cuales estan formadas por puntos que se

desplazan 1, 2,..., 8 unidades, es decir las familias de puntos que forman cada

curva son de la forma; 8n, 8n+1, 8n+2,..., 8n+7, donde todas ellas describen

el mismo fenómeno.
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Figura 4: Estructura del decaimiento, 8 curvas desplazadas formadas por puntos

de la forma 8n + m, m=0,...,7 cuando z = 2 y en µ3.

Si siguieramos construyendo gráficas para más superciclos µ = µk encontrari-



amos las mismas estructuras aqúı observadas, es decir encontrariamos 16, 32,

64,..., curvas para µ4, µ5, µ6, ..., donde cada una de ellas estaŕıa desplazada

de cualquier otra y en cada caso habŕıa una curva mayor o envolvente.

Haciendo calculos similares de ξt para z=1.75 y z=3 en sus respectivos µ = µk

se observa que alĺı también se presentan estructuras similares a las mostradas

para el caso z=2, por lo tanto se plantea que para cualquier z, la estructura

de la sensibilidad ξt como se ha mostrado aqúı es similar para cada µ = µk.

Aunque las estructuras mostradas en su conjunto exhiben el fenómeno de la

sensibilidad en cada particular caso, la manera de estudiar el fenómeno por

curvas separadas es un criterio arbitrario tomado para disminuir la dificultad

y acceder de alguna forma al estudio de la sensibilidad.

En el presente estudio, una vez calculadas las sensibiliades ξt para los difer-

entes casos (z = 2, z =1.75 y z = 3 en sus respectivos valores de µ = µk), se

tomaron dichos datos de ξt para luego correlacionarlos con el inverso de la

función expq(λqt), de lo cual se esperaban obtener ĺıneas rectas para valores

adecuados de q y de λq al graficar ξ−1 (ecuación 2.11) vs ξt, pero por la com-

plicación de poder separar cada familia de puntos que forman las curvas de

sensibilidad ξt, se optó mejor por seleccionar solo dos familias ó 2 curvas con

las cuales hacer las correlaciones, a saber, los datos que formaban la curva

envolvente más los datos de la siguiente curva menor, es decir; la envolvente

más otra curva desplazada 1, 2 ó 4 unidades, dependiendo esto de en que

punto nos encontrabamos µ1, µ2 ó µ3 y por lo tanto dependiendo de la es-

tructura de las gráficas de ξt vs t (en las Figuras 4.2, 4.3 y 4.4 las curvas

en cuestión son las que aparecen con ĺınea continua), esto para cada caso, es

decir dado un z y situados en algún punto superestable µ = µk.

0.3. Cálculo y obtención de los puntos xiε[−1, 1]

cercanos a puntos repulsores.

Existen diversas maneras de calcular las posiciones iniciales xi cercanas

a algún punto repulsor, una de ellas es mediante la evolución temporal de

cualesquiera xi en un mapeo y la comparación del tiempo en que los pun-

tos llegan al atractor de periodo k, otra es haciendo análisis de las primeras

derivadas de los polinomios f 2
k

µk
, pues si nos encontramos cerca de un punto

fijo ó en un punto fijo de alguno de esos polinomios y si en ese lugar el valor



absoluto de la pendiente de dicho polinomio se hace muy grande (casi una

ĺınea vertical), entonces estaremos cerca de algún punto repulsor ó en algún

punto repulsor.

La técnica que en este trabajo se usó para calcular las posiciones iniciales xi

fue la que considera la sensibilidad experimental ξt, es decir dadas muchas

condiciones iniciales arbitrarias xi entre el intervalo [-1,1], se calculó la canti-

dad ξt establecida en la ecuación 3.9 para cada una de ellas, observando que

para cada xi, la cantidad ξt se hacia prácticamente indistinguible de cero a

partir de algún tiempo t, entonces a cada condición inicial xi se le asoció un

valor de t para el cual la sensibilidad ξt calculada a partir del propio xi era

ξt ≈ 0.

Entonces graficando cada condición inicial xi vs t, siendo t el tiempo asociado

en el que ξt ≈ 0, se obtienen gráficas que muestran conjuntos aparentemente

fractales (excepto en el caso de µ = µ1), donde cada pico en estas gráficas

representa un punto xi muy cercano a otro x1 punto repulsor, pues mientras

más cercano este un punto a un punto repulsor, más grande es el tiempo t de

llegada al atractor(como se vió en la sección 3.3), por otro lado cada valle en

estas gráficas representa un punto xi muy cercano a otro x2 punto atractor,

pues un punto cercano a un punto atractor tendrá un tiempo corto de llegada

al mismo atractor.

En resumen, estas gráficas representan cuencas de atracción y repulsión, es

decir cada una es como un mapa geográfico que muestra la posición (con

precisión finita) de los puntos atractores y repulsores en el intervalo [-1,1].

Para el caso z=2 y en los puntos superestables µ1, µ2 y µ3 se obtuvieron las

siguientes gráficas, que ubican con cierto margen de error la posición de los

puntos xi en función del tiempo que tardan en ser atraidos por algún atractor

de periodo 2k, donde k = 1, k = 2 y k = 3.
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Figura 5: Posición de puntos atractores y repulsores cuando z = 2 y µk = µ1, t

vs xi (La envolvente de esta gráfica).
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Figura 6: Posición de puntos atractores y repulsores cuando z = 2 y µk = µ2, t

vs xi (La envolvente de esta gráfica).
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Figura 7: Posición de puntos atractores y repulsores cuando z = 2 y µk = µ3, t

vs xi (La envolvente de esta gráfica).

Un análisis cuidadoso de las gráficas anteriores muestra que no todo pico

es repulsor y no todo valle es atractor, pues para que un punto sea uno u lo

otro, primero debe cumplir que tal punto sea punto fijo.

Veamos con cuidado la Figura 4.6 donde µk = µ2 y comparemosla con su

polinomio asociado f 4

µ2
(x).

La Figura 4.8 muestra que en realidad hay solamente cuatro puntos puntos

atractores {x1, x3, x5, x7} y tres puntos repulsores {x2, x4, x6}.¿Qué está pasan-

do entonces?

Lo primero que hay que saber es que f 2

µ1
(x), f 4

µ2
(x) y f 8

µ3
(x) presentan dos

atractores y un repulsor, cuatro atractores y tres repulsores y ocho atractores

y siete repulsores respectivamente en [-1,1].

Lo segundo es que existen condiciones iniciales xi diferentes tales que al calcu-

lar su evolución temporal, tardan caśı el mismo tiempo en llegar a un atractor,

aunque no necesariamente esten estas cerca de uno, es decir obsérvese lo que

sucede con los puntos xa y xb de la Figura 4.9.
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Figura 8: Puntos fijos de f 4
µ2

(x), los puntos xn con n impar son atractores y los

puntos con n par son repulsores (Considerando sólo la curva envolvente).

Si xa y xb son condiciones iniciales, entonces estas tardan caśı el mismo

tiempo en ser atraidas por el atractor de periodo 2k (donde el tiempo en ser

atraidas depende del orden de cada preimagen, pues el orden n = t, (ver

preimagenes en la Sección 3.2), y por lo tanto en las gráficas anteriores de t
vs xi puntos del mismo tipo que xa y xb se exhiben como picos del mismo

tamaño.

Cálculos semejantes se hicieron para z = 1.75 y z = 3 obteniendose la tabla

de datos en el cuadro 4.3, datos de xi condiciones iniciales persistentes en el

tiempo ó cercanas a algún punto repulsor.
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µ2

(xa) = f4
µ2

(xb), xa y xb tienen caśı la

misma evolución temporal antes de llegar al atractor.

µk z = 1.75 z = 2 z = 3

µ1 0.595872 0.618033 0.682327

µ2 0.158531 0.189822 0.287510

µ2 0.949474 0.952772 0.966061

µ3 0.053068 0.072457 0.145544

µ3 0.873401 0.992746 0.912798

Cuadro 3: Condiciones iniciales xi cercanas a puntos repulsores

0.4. Experimentos

La manera de relacionar la sensibilidad ξt con alguna función expq(t) fue

en primer lugar; comparar cada gráfica de ξt para los diferentes casos anal-

izados con las gráficas de las funciones expq(t) (Figura 2.1), para ver cual de

estas se ajustaba al comportamiento de ξt, es decir por simple inspección so-

bre las expq(t) se determinó el intervalo de valores adecuado del parámetro q
tal que la función expq(t) en ese intervalo se ajustaba a las gráficas obtenidas

de ξt en la región II (decaimiento).



Aśı, se encontró que las funciones expq(t) que describ́ıan adecuadamente

el comportamiento gráfico de nuestras ξt eran aquellas donde el parámetro

q estaba en el intervalo (0, 1) y cuando t = −t, es decir en el caso en que

las funciones expq(t) fueran evaluadas en −t, pero tal descripción adecuada

se consegúıa además sólo si nuestros datos de ξt pod́ıan ser normalizados,

entonces se decidió usar expq(−t) para realizar las correlaciones.

Aśı cada grupo de datos obtenidos de ξt se normalizó mediante un valor ex-

perimental máximo de ξt llamado ξmax, y se desplazó hasta el valor inicial de

t = 0, esto se muestra a continuación.
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Figura 10: a) Gráfica original b) Gráfica normalizada y desplazada (Región II) c)

Gráfica final con ξ∗t = |ξt|/ξmax y t∗ = t − tmax (Región II)



Una vez hecho lo anterior, nuestros datos cumplian los requerimientos

de la Figura 2.1 cuando 0 < q < 1 y evaluada en −t, es decir una fun-

ción expq(t) que en t = 0, expq(0) = 1 = ξt(0), además para alguna t = t′,
expq(t

′) ≈ 0 ≈ ξt(t
′), por lo tanto la función expq(t) que esta en discusión es

la mostrada en la Figura 4.11.

0-1

0

1

exp (-   )

x

q x

Figura 11: Gráfica de una función expq(−x) que es semejante en su forma a las

gráficas experimentales ξt vs t en x > 0

De esta manera nuestros datos podŕıan entonces ser correlacionados para

hallar un valor de q adecuado entre (0, 1) tal que la función expq(t) asocia-

da a dicho valor de q gobernara la conducta de nuestros datos numéricos de ξt.

Por lo anterior y bajo la hipótesis de que el decaimiento de ξt puede ser

modelado por una función expq(t) para alguna q adecuada, se procedió a

correlacionar los datos normalizados y desplazados de ξt con lnq(y), es decir,

se definió la inversa de la expq(t) como el lnq(y) (ver ecuación 2.11) y se

calculó su valor haciendo y = ξt nuestros datos experimentales, esperando

obtener una relación lineal entre lnqξt y t para algún valor de qε(0, 1), porque



si ξt tiene forma de una función expq(t) con t = −t, entonces:

ξt = (1 + (1 − q)λqt)
1

1−q ≡ expq(t)

y si lnq(ξt) = ξ−1

t (ξt) = {ξ1−q
t − 1}/(1 − q)λq entonces

lnq(ξt) = {[(1 + (1 − q)λqt)
1

1−q ](1−q) − 1}/(1 − q)λq =
(1−q)t

(1−q)
= t

Como se hab́ıa visto en la ecuación 2.12, note que si t = −t entonces

ξt = ξ−t ⇒ lnq(ξt) = −t.
A este método de correlacionar ξt y lnq para hallar q se le llamó método de

“correlación”en el presente trabajo.

Otro método usado aqúı para encontrar q fue el llamado “anaĺıtico”, el que

consistió en usar la primera derivada de la expq(t) (ecuación 2.10), es decir,

nosotros sabemos por las condiciones expuestas en la Sección 2.4 para ξ
′

t que:

ξ
′

(t0) = ξ
′

(0) = λq y ξ
′

(t) = 0, donde t = 1/(1 − q)|λq|, ya que λq < 0.

Por lo tanto bastaŕıa saber el valor experimental de la pendiente de ξt en

t = 0 para conocer λq, y después conocer el valor experimental de t en ξt tal

que la pendiente de ξt fuera cero, aśı, una vez conocidas λq y t experimentales

entonces podŕıamos conocer el valor de q, puesto que t = 1/(1 − q)|λq| según

lo anterior, entonces, despejando q se obtiene q = 1 − 1/t|λq|.

Observe que si t > 0 y |λq| son tales que |λq|t > 1 entonces qε(0, 1). Pero

nuestros datos experimentales son las gráficas de ξt, por lo tanto podemos

obtener la pendiente en t0 = 0 donde ξt(0) = 1 (debido a la normalización de

los datos) y además el punto t = 1/(1 − q)|λq| (obtenido con precisión finita

entre 1x10−8 y 1x10−32) que es el tiempo donde numéricamente ξt → 0.

En otras palabras, el método de “correlación”y el método “anaĺıtico”descritos

anteriormente se aplicaron a los datos experimentales de la sensibilidad ξt

para encontrar el valor del parámetro q y por lo tanto haber encontrado una

función expq(t) adecuada que se ajustara o gobernara dichos datos experi-

mentales.

En el presente trabajo se realizaron tres experimentos diferentes para calcu-

lar q usando los metodos mencionados.

A continuación se describe la forma en que se realizaron y el método usado

en cada uno.



Experimento I

Adoptando z = 2 y situándonos en los puntos superestables µ1, µ2 y µ3

se usó el método de “correlación”mediante la implementación de un progra-

ma estándar de regresión lineal. Este se basó en la minimización de χ2 (ji

cuadrada) y el cálculo del ı́ndice de correlación R, lo que se hizo fue lo sigu-

iente: dada una condición inicial x0 persistente en el tiempo y el punto x0 +δ,
se calculó la sensibilidad ξt (normalizando y desplazando ξt), después se cor-

relacionaron tales datos de ξt con lnq(ξt) = ξ−1(ξt) para valores de qε(0, 1) y

para diferentes valores arbitrarios de λq. De esta forma se pudo analizar si

para algún valor de q y otro de λq adecuados, el lnq(ξt) mostraba una relación

lineal respecto a t.

Para aquellos valores de q y λq que linealizaban la relación lnq(ξt) nuestro

programa los discriminaba de otros valores al corroborar que la χ2 asociada a

estos se hacia mı́nima. De esta manera se empleó dicho programa, empleando

con una condición inicial x0 en µ1, siete valores diferentes de x0 (cercanos

a repulsores o a sus preimagenes) en µ2 y trece (cercanos a repulsores o a

sus preimagenes) en µ3, obteniendo en cada caso 1, 7 y 13 pares de valores

(q, λq), los cuales linealizaban sus respectivos datos de lnq(ξt). Los resultados

en este primer experimento son los siguientes:

z µi #xo q λq

2 µ1 1 0.780 -0.619

2 µ2 7 0.744 -0.270

2 µ3 13 0.740 -0.133

qtot =0.754

Cuadro 4: Resultados del Experimento I. Valores de q y λq encontrados que linealizan la

relación lnq(ξt). En el caso de µ2 y µ3, q y λq son los promedios de 7 y 13 pares de valores

de (q, λq) encontrados.

Por otro lado, si gráficamos los datos ξt vs t para alguna condición inicial x0

y al mismo tiempo graficamos la función expq(−t) en el intervalo (0,1) para

distintos valores de q, veremos si nuestros resultados anteriores son congru-

entes con el hecho de que datos experimentales pueden ser modelados por

una función expq(t).
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Figura 12: Gráfica de ξt vs t en µ1 y funciones expq(−t), la linea de puntos grandes

son datos experimentales.
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Figura 13: Gráfica de ξt vs t en µ2 y funciones expq(−t), la linea de puntos grandes

son datos experimentales.
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Figura 14: Gráfica de ξt vs t en µ3 y funciones expq(−t), la linea de puntos grandes

son datos experimentales.



Ahora, veamos las gráficas de los datos de lnq(ξt) vs t para algunos pocos

valores de q y determinar gráficamente si es que para algún valor de q la

relación lnq(ξt) vs t es lineal, esto también mostrará si existe alguna lineal-

ización entre lnq(ξt) y ξ(t).
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Figura 15: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ1, en la parte izquierda de la recta punteada

las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la ĺınea remarcada corresponde

a q = 0.5.
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Figura 16: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ2, en la parte izquierda de la recta punteada

las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la ĺınea remarcada corresponde

a q = 0.5.
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Figura 17: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ3, en la parte izquierda de la recta punteada

las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la ĺınea remarcada corresponde

a q = 0.5.

En cada una de estas tres gráficas anteriores, se observa que si q = 0.95

entonces lnq(ξt) vs t tiene una curvatura bien definida (convexa), y al ir

aumentando q tal curvatura se invierte y en q = 0.5 dicha curvatura se ha

vuelto concava, por lo tanto podemos inferir que en el paso de q = 0.95 a

q = 0.5 existe un valor de q tal que la curvatura de lnq(ξt) vs t está entre lo

convexo y lo concavo. Es decir, en un valor de q la curvatura de lnq(ξt) vs

t se hace cero ó es aproximadamente una ĺınea recta, en este caso como lo

muestra el Cuadro de resultados 4.4, el valor de q que permite que la relación

lnq(ξt) vs t sea lineal es q ≈ 0.754.



Experimento II

Consideramos ahora los casos z = 1.75, z = 2 y z = 3 y nos situamos

nuevamente en los puntos superestables µ1, µ2 y µ3. Empleamos por segunda

vez el método de “correlación”implementado mediante el mismo programa

que en el experimento I, pero ahora aumentamos la precisión en las condi-

ciones iniciales usadas x0 (empleando un mayor número de digitos, 12 a 16

digitos despúes del punto decimal).

Además, se construyó un nuevo programa usando el método “anaĺıtico”que

consistió en calcular ξt a partir de la condición inicial x0 y el punto x0 + δ,
luego de normalizar y desplazar los datos de ξt vs t, se calculó la pendiente

en t = 0, pues ξ
′

t(0) = λq. Una vez hecho esto se procedió a determinar

q = 1 + 1/λqt a partir de un valor t experimental, el punto donde ξ(t) ≈ 0

ó ξ(t) < 1x10−32.

En este programa, ubicar un par adecuado de números (q, λq) significó eval-

uar los parámetros q y λq encontrados tales que una función expq(−t) con

dichos valores de q y λq se ajustara a nuestros datos experimentales de ξt vs

t. En contraste de la linealización buscada con el método de “correlación”,

por lo tanto se hizo muy factible que una función expq(t) pudiera modelar el

fenómeno de sensibilidad experimental ξt.

Los resultados en esta sección aparecen como sigue:

Anaĺıtico Correlación

z µi #xo q λq z µi #xo q λq

1.75 µ1 1 0.778 -0.410 1.75 µ1 1 0.700 -0.389

1.75 µ2 2 0.779 -0.189 1.75 µ2 2 0.709 -0.198

1.75 µ3 2 0.875 -0.095 1.75 µ2 2 0.635 -0.056

qtot = 0.811 qtot = 0.685

Cuadro 5: Resultados del Experimento II si z = 1.75. Valores de q y λq encontrados tales

que en el caso anaĺıtico una expq(−t) ajusta la relación ξt vs t, y en el caso de correlación

linealizan la relación lnq(ξt) vs ξt. Note que al emplear µ2 y µ3, q y λq son los promedios

de 2 pares de valores de (q, λq) encontrados.



Anaĺıtico Correlación

z µi #xo q λq z µi #xo q λq

2 µ1 1 0.744 -0.489 2 µ1 1 0.760 -0.676

2 µ2 2 0.770 -0.217 2 µ2 2 0.740 -0.314

2 µ3 2 0.760 -0.110 2 µ2 2 0.751 -0.161

qtot = 0.758 qtot = 0.750

Cuadro 6: Resultados del Experimento II si z = 2. Valores de q y λq encontrados tales

que en el caso anaĺıtico una expq(−t) ajusta la relación ξt vs t, y en el caso de correlación

linealizan la relación lnq(ξt) vs ξt. Note que al emplear µ2 y µ3, q y λq son los promedios

de 2 pares de valores de (q, λq) encontrados.

Anaĺıtico Correlación

z µi #xo q λq z µi #xo q λq

3 µ1 1 0.692 -0.649 3 µ1 1 0.720 -0.890

3 µ2 2 0.723 -0.301 3 µ2 2 0.660 -0.332

3 µ3 2 0.730 -0.154 3 µ2 2 0.695 -0.197

qtot = 0.711 qtot = 0.691

Cuadro 7: Resultados del Experimento II si z = 3. Valores de q y λq encontrados tales

que en el caso anaĺıtico una expq(−t) ajusta la relación ξt vs t, y en el caso de correlación

linealizan la relación lnq(ξt) vs ξt. Note que al emplear µ2 y µ3, q y λq son los promedios

de 2 pares de valores de (q, λq) encontrados.



Una manera de analizar nuestros resultados es graficando ξt vs t para

alguna condición inicial x0 y simultaneamente graficar funciones expq(−t)
para valores diferentes de q como se hizo en el Experimento I.
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Figura 18: Gráfica de ξt vs t en µ1 y funciones expq(−t), caso z = 1.75, la linea

de puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 19: Gráfica de ξt vs t en µ2 y funciones expq(−t), caso z = 1.75, la linea

de puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 20: Gráfica de ξt vs t en µ3 y funciones expq(−t), caso z = 1.75, la linea

de puntos grandes son datos experimentales.



Si ahora observamos las gráficas de los datos lnq(ξt) vs t para z = 1,75

(Figura 4.21), podemos notar si es que existe alguna relación lineal entre

lnq(ξt) y t para algún valor de q.
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Figura 21: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ1 y z = 1.75, en la parte izquierda de la recta

punteada las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la gráfica remarcada

corresponde a q = 0.5.
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Figura 22: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ2 y z = 1,75, en la parte izquierda de la recta

punteada las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la gráfica remarcada

corresponde a q = 0.5.
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Figura 23: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ3 y z = 1.75, en la parte izquierda de la recta

punteada las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la gráfica remarcada

corresponde a q = 0.5.



Para el caso z = 2 no presentamos aqúı las gráficas de ξt vs t ni de lnq(ξt)

vs t ya que son muy semejantes a las mostradas en el experimento I, pero

para z = 3, las curvas son las siguientes:
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Figura 24: Gráfica de ξt vs t en µ1 y funciones expq(−t), caso z = 3, la linea de

puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 25: Gráfica de ξt vs t en µ2 y funciones expq(−t), caso z = 3, la linea de

puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 26: Gráfica de ξt vs t en µ3 y funciones expq(−t), caso z = 3, la linea de

puntos grandes son datos experimentales.



De la misma forma que en z = 1.75, podemos comprobar graficamente si

existe una relación lineal entre lnq(ξt) y t para el caso z = 3.
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Figura 27: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ1 y z = 3, en la parte izquierda de la recta

punteada las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la gráfica remarcada

corresponde a q = 0.5.



0 5 10 15
-20

-15

-10

-5

0

q=.95

q=.9375

q=.9

q=.875

q=.8

q=.666

q=.75
q=.5

t

ln  (   )ξtq

x  =0.287510o

Figura 28: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ2 y z = 3, en la parte izquierda de la recta

punteada las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la gráfica remarcada

corresponde a q = 0.5.
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Figura 29: Gráfica de lnq(ξt) vs t en µ3 y z = 3, en la parte izquierda de la recta

punteada las gráficas presentan diferentes curvaturas entre si, la gráfica remarcada

corresponde a q = 0.5.

Como en el experimento I, en este caso si z = 1.75 ó z = 3 se observa

que al ir cambiando q de un valor cercano a 1 hasta q ≈ 0.5 la curvatura

de las gráficas lnq(ξt) vs t cambia. Es decir, de ser convexa para algunas q
se vuelve concava para otras, por lo tanto podemos inferir que entre estas

dos curvaturas existe una tal que la relación lnq(ξt) vs t es lineal ó donde la

curvatura se anula.

En el caso de que z = 1.75, el valor de q que linealiza es q ≈ 0.811 ó q ≈
0.681, si z = 2 el valor que linealiza es q ≈ 0.758 ó q ≈ 0.750 y si z = 3

el valor que linealiza es q ≈ 0.711 ó q ≈ 0.691 según nuestros promedios

mostrados en los Cuadros 4.5, 4.6 y 4.7.

¿Cuáles son entonces los verdaderos valores de q buscados?



Experimento III

Para los casos z = 1.75, z = 2 y z = 3, y situandonos en los puntos su-

perestables µ1, µ2 y µ3, nuevamente se calculó ξt mediante los puntos x0 y

x0+δ. Una vez hecho esto, se relacionaron los datos ξt con funciones expq(−t),
pero sólo para algunos valores de q privilegiados, dichos valores fueron tales

que el exponente de las expq(−t), a saber 1/(1 − q) era un número entero,

entonces los valores aqúı considerados de q fueron: 0.5, 0.666, 0.75, 0.8, 0.875,

0.9, 0.9375 y 0.95, porque estos implican que el exponente 1/(1 − q) sea 2, 3,

4, 5, 8, 10, 16 y 20 respectivamente.

En este experimento, se usó un método de ajuste de curvas mediante uno

o varios parámetros, pero implementado en el programa interno para hac-

er “ajuste”( basado en mı́nimos cuadrados) de la aplicación “gnuplot” en

“Linux”, el parámetro variable para cada q empleada (en cada expq(−t))
fue λq, entonces, al ir cambiando q se obtenia un ajuste de curva entre cada

expq(−t) y los datos experimentales ξt vs t, la manera de distinguir el mejor

ajuste fue tomar los valores de q y λq tales que el error númerico (abajo de

5%) fuera el menor al realizar las corridas del programa.

Los resultados de dichos ajustes son los siguientes;

z µi #xo q λq

1.75 µ1 1 0.800 -0.449

1.75 µ2 1 0.750 -0.200

1.75 µ3 1 0.800 -0.092

qtot = 0.783

2 µ1 1 0.750 -0.671

2 µ2 1 0.666 -0.221

2 µ3 1 0.666 -0.199

qtot = 0.694

3 µ1 1 0.750 -0.958

3 µ2 1 0.750 -0.436

3 µ3 1 0.666 -0.215

qtot = 0.722

Cuadro 8: Tabla de resultados del Experimento III.



Algunos resultados gráficos

Regresemos por un momento a la estructura general de las curvas experimen-

tales de sensibilidad ξt vs t (Figura 4.1). Como se ha visto anteriormente, la

estructura se puede visualizar por regiones y por familias de puntos, recorde-

mos además que en el presente trabajo se ha aceptado la hipótesis de que

la región II de la estructura de ξt vs t puede ser modelada por una expq(t),
hecho que no se ha comprobado todav́ıa.

Lo que enseguida se presenta es una prueba gráfica de que la región II de ξt

vs t no puede ser modelada por una función exponencial usual e, o al menos

seŕıa algo muy complicado, a diferencia de la región I, la cual si es gobernada

por la función exponencial usual e.

Tomando z = 2 y situándonos en los puntos superestables µ1, µ2, µ3 y µ4

calculamos la sensibilidad para cada caso a partir de alguna condición ini-

cial x0 (diferente para cada µi). Si a cada conjunto de datos obtenido ξt le

aplicamos la función logaritmo natural, es decir, obtenemos ln(ξt), entonces

veremos cuales sectores de ξt pueden ser linealizadas bajo el logaritmo nat-

ural ln y cuales otros sectores no pueden serlo, básicamente la región I si

y la región II no, es por esto que el presente trabajo adquiere justificación,

al buscar una función que modele la región II y que dicha función sea una

expq(−t).
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Figura 30: Gráficas de ln(ξt) vs t cuando z = 2 y en los puntos superestables

µ1, µ2, µ3 y µ4 respectivamente



Caṕıtulo 5

Análisis de resultados

Comparación de los experimentos I, II y III
A continuación se muestra una tabla comparativa de los resultados obtenidos

en los experimentos anteriores.

Experimento z Método qtot

I 2 Correlación 0.754

II 1.75 Anaĺıtico 0.811

II 1.75 Correlación 0.681

II 2 Anaĺıtico 0.758

II 2 Correlación 0.750

II 3 Anaĺıtico 0.711

II 3 Correlación 0.691

III 1.75 Ajuste de curva 0.783

III 2 Ajuste de curva 0.694

III 3 Ajuste de curva 0.722

Cuadro 1: Tabla comparativa de los promedios de q. Resultados de los Experimentos I,

II y III.

En la tabla anterior es claro que si z = 2 el Experimento I y II coinciden en

sus resultados, pues muestran que q ≈ 0.75..., para cualquier µi, pero no es

el mismo caso en Experimento III, donde q ≈ 0.69..., si z = 2.

Una observación importante para el Experimento II es que los resultados

para z = 2 y z = 3 mediante el método “anaĺıtico”y el de “correlación”son

parecidos y congruentes entre si, pues si z = 2 entonces q esta cerca de 0.75

y si z = 3, q se acerca a 0.7, a diferencia del caso z = 1.75 donde q = 0.811



no es tan coincidente con q = 0.681.

Si comparamos ahora el Experimento II con el III, vemos que para ninguna

z y ningún método los resultados de q coinciden, pero si observamos de cerca

lo obtenido en el caso z = 1.75 vemos que en el Experimento III q = 0.78 y

en el Experimento II q = 0.811 ó q = 0.68, si supusieramos arbitrariamente

por un momento que el único resultado válido en el Experimento III fuera el

del caso z = 1.75 podremos notar que q = 0.78 es más cercano a q = 0.811

que a q = 0.68, entonces se pensaŕıa que quizas el resultado q = 0.68 en el

Experimento II no es tan certero como q = 0.811 y quizas fuera incorrecto

dicho resultado.

Una aclaración respecto a los programas usados en los Experimentos I y

II es que las fuentes de error fueron considerables, pues algunos programas

contenian muchos cálculos en muchas lineas de código, y en algunos casos

sólo se consegúıa obtener pocos puntos en los datos experimentales (debido

a nuestra poca precisión computacional de aproximadamente 28-32 digitos

después de punto decimal), pero de entre los programas empleados, aque-

llos que calculaban mediante el método anaĺıtico fueron los más confiables

debido a que los resultados que produćıan eran obtenidos directamente de

la lectura de nuestras curvas experimentales de ξt vs t, a diferencia de los

otros programas, donde a estos datos se les somet́ıa a más cálculos numéricos.

Entonces, si supusieramos que los únicos resultados confiables fueran aquellos

obtenidos por el método anaĺıtico, veŕıamos que del Experimento II resulta

que si z = 1.75 entonces q ≈ 0.81, si z = 2 entonces q ≈ 0.75 y si z = 3

entonces q ≈ 0.71, sin embargo estos resultados para z = 2 y z = 3 son

hasta cierto punto corroborados por el método de “correlación”en el mismo

experimento II y también en el Experimento I para el caso z = 2.

Entonces, debido a lo anterior se observa que si z aumenta de valor, q dis-

minuye, y por lo tanto quizas haya una relación inversamente proporcional

entre q y z.

Un resultado del que podemos estar hasta cierto punto confiados según nue-

stro trabajo es que en general si z = 2, entonces q ≈ 0.75..., para cualquier

µi.

Respecto del parámetro λq podemos decir sólo lo que se ve claramente en

los resultados: que los valores de λq son inversamente proporcionales a los

valores de z, pero por otro lado son proporcionales a µi, pues si z aumenta

entonces λq disminuye, y si µi aumenta entonces λq aumenta.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

A partir de la Figura 4.30 se manifiesta que el fenómeno de sensibilidad

a condiciones iniciales en los puntos superestables µi, tiene esencialmente

dos regiones importantes, la primera es gobernada por una función exp(x)

usual, y la segunda no es modelada por dicha función.

La suposición hecha en la Sección 4.2 para la región III de la sensibilidad

ξt (Figura 4.1), en la que decimos que ξt ≈ 0 en algún tiempo finito, fue fun-

damental en el presente estudio, debido a que por esta suposición, nuestros

datos experimentales de ξt en la región II pudieron ser modelados con una

función expq(−x) (Figura 4.11) para algún valor de q y de λq especiales.

El efecto directo de tal suposición es asumir la siguiente hipótesis: para la

región II (Decaimiento) de la sensibilidad ξt existe una función expq(t) que

bajo condiciones particulares si puede describir el comportamiento de ξt en

dicha región.

Entonces, según nuestra hipótesis; la región del decaimiento de la sensibilidad

ξt para mapeos con algún valor de z y situados en sus puntos superestables

µi es modelada por una función expq(t) con q 6= 1, además debido a nuestros

resultados más confiables, se lograrón los objetivos de la tesis planteados en

la Sección 3.4, concluyendose que si z = 1.75, entonces q ≈ 0.81,..., para

cualquier valor de µi, si z = 2, entonces q ≈ 0.75,..., para cualquier valor de

µi y si z = 3, entonces q ≈ 0.71,..., para cual quier valor de µi, debido a esto,

quizas exista una relación funcional e inversamente proporcional entre q y z.

Como los valores encontrados de q y λq para z = 2, z = 1.75 y z = 3 son

diferentes entre si, se concluye también que en general, los valores de q y λq

si es que existen, son diferentes para valores diferentes de z.



La variación del parámetro λq es la siguiente; λq < 0 para todo valor de

z y situados en cualquier punto superestable µi, además λq depende inver-

samente del valor de z, pero también λq es directamente proporcional a los

valores de µi.

Por todo lo anterior mencionado, es factible pensar que śı existen valores

adecuados de q y de λq tales que una función expq(λqt) dependiente de q y

λq puede modelar el fenómeno de la sensibilidad a condiciones iniciales en

la región del decaimiento, esto para los mapeos de orden z y situados en los

puntos superestables µi particulares de cada mapeo.

Sin embargo, aunque la región del decaimiento (Región II) de la sensibili-

dad ξt representa el acercamiento ultrarápido al atractor de periodo k y en

realidad, matemáticamente este se alcance hasta t → ∞, no es contradicto-

rio suponer que ξt → 0 en algún tiempo finito y considerar válidas nuestras

conclusiones anteriores, pues el presente análisis, es una aproximación a la

dinámica real.
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