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Prefacio

Los mapeos unidimensionales del tipo logistico f,(z) = 1 — p|z|?, donde p
es un parametro de control y z un nimero real positivo han sido estudia-
dos bajo muchos puntos de vista [1,10,13,14]. El interes de este trabajo de
tesis es estudiar dichos sistemas al ir transcurriendo el tiempo, es decir, se
estudiara su dinamica bajo condiciones muy particulares. Estos sistemas pre-
sentan conducta cadtica y conducta peridédica, pero nosotros analizaremos la
dindmica cuando el comportamiento de los mapeos es periédico.

El presente trabajo se enfocard en estudiar aquellas propiedades dinamicas
del mapeo que estan relacionadas con la evolucion temporal de condiciones
iniciales x; especiales. Dichas propiedades entre las que se encuentra la sen-
sibilidad a condiciones iniciales &; (ver Capitulo 2), estdn relacionadas con la
conducta del sistema a tiempos largos, por lo que su anélisis resulta impor-
tante para intentar predecir el comportamiento del mismo.

Especialmente estudiaremos la dindmica para z = 2 en sus puntos super-
estables g = p1, 0 = po y o = pz (ver Seccién 4.1), con el fin de relacionar
tal dindmica con la termoestadistica de C. Tsallis [7] mediante la verificacién
de la validez de la funcién exp,(t)= [1 + (1 — q))\qt]flq (ver Seccién 2.3) en
el régimen periédico del sistema.

Esta tesis se divide en seis capitulos, a continuacion se describe cada uno
en forma general:

El capitulo 1 muestra un andlisis del mapeo logistico f, (z,) =1 — pa?,
—1<2x<1, 0<p <2y algunas de sus propiedades, se explica como
en este mapeo se presenta una ruta al caos llamada: bifurcacion de trinche.
Se definen también conceptos bésicos como: trayectorias, atractores y super-
ciclos, los cuales serviran para entender y establecer la dindmica del mapeo
logistico y de otros mapeos del mismo tipo.

El capitulo 2 trata sobre la funcién exp,(z)=[1 + (1 — q)x]l%q (conoci-
da como exponencial-q) y el concepto de sensibilidad a condiciones iniciales
&, se estudian propiedades tanto de exp,(x) como de la sensibilidad & para
verificar si estos dos conceptos estan relacionados. Una manera de hacerlo
es introduciendo y estudiando la cantidad conocida como exponente de Lya-



punov A del sistema, la cual sirve también para establecer en que regiones
del mapeo logistico se presenta conducta cadtica o conducta periddica.

El capitulo 3 es la preparacion para establecer los objetivos de la tesis y
plantear el problema a resolver, para ello se generaliza el estudio del mapeo
logistico al caso general de cualquier mapeo unimodal de no linealidad z.
Se estudian algunas caracteristicas de los puntos o condiciones iniciales em-
pleadas, tales como la estabilidad, su cercania a puntos atractores o su cer-
cania a puntos repulsores. Lo anterior con el fin de fijar las condiciones ade-
cuadas para entender y establecer el planteamiento de la tesis.

El capitulo 4 presenta los resultados, primero aquellos que serviran de
base para solucionar el problema planteado. Dentro de estos estan: la
obtencion de puntos superestables, la obtencién de puntos o condiciones
iniciales cercanas a puntos repulsores y por tltimo el calculo de la
sensibilidad experimental & bajo condiciones particulares.

Posteriormente se muestran los resultados de tres experimentos numéricos

diferentes. Cada uno de ellos tuvo por objeto verificar si para los sistemas

tipo logistico, existia alguna funcién exp,(z) que pudiera modelar la dindmi-

ca (en este caso representada por la sensibilidad experimental &) de dichos

sistemas y establecer bajo que condiciones esto ocurria. Cada uno de los tres

experimentos tenia el mismo objetivo, pero realizados con métodos diferentes.

Finalmente se presentan resultados graficos que sirven para justificar el camino
tomado para resolver y entender la dindmica de los mapeos tipo logistico.

El capitulo 5 trata sobre las diferencias de los experimentos realizados,
se discuten, analizan y comparan los resultados obtenidos de los experimen-
tos I, IT y III, encontrandose que los resultados del experimento II fueron los
mas confiables.

El capitulo 6 muestra las conclusiones, por un lado se resuelve el prob-
lema de encontrar una funcién exp,(x) que gobierna parte de la dindmica
de los mapeos tipo logistico, y por otra parte, se muestran las condiciones
encontradas para que lo anterior ocurra y bajo cuales suposiciones o aproxi-
maciones el resultado final de la tésis tiene validez.



Capitulo 1

El mapeo logistico

En este capitulo estudiaremos el mapeo logistico:

Tnp1 = fulzn) =1—pa?, —1<2<1, 0<pu<2 (1.1)

el cual se muestra en la Figura 1.1.

i

0.5+ i

i
O 0 1 X

Figura 1.1: Mapeo logistico f,(z)

El mapeo logistico es una ecuaciéon no lineal unidimensional que depende
de un parametro de control u. La version continua de dicho mapeo fue us-
ada por primera vez en 1845 por P.F Verhulst para modelar el crecimiento



de una poblacién en una area cerrada. En 1976 R. May encontré que el
nimero de individuos x,.; en el ano n + 1 era proporcional a la poblacién
en el ano anterior, mostrando que el fenémeno podia describirse mediante la
relacién @41 = 1, (1 —x,) con 0 < z < 1 [10]. En 1978 Feigenbaum encon-
tré que la funcién y sus sucesivas composiciones: x1, xs... = f(z0), f(f(x0))...
si f = xp1 = ra,(1—1,) dependen funcionalmente del pardmetro de control
r, asi la dinamica ya de por si complicada, llega a ser cadtica al ir aumen-
tando el valor de r desde cero, hasta un valor positivo b no arbitrario. En
nuestro caso (ecuacién 1.1), el pardmetro de control pe(0,2). Sin embargo, la
conducta cadtica no esta limitada a la forma del mapeo logistico. Feigenbaum
mostré que la ruta al caos fundada en el mapeo logistico, la “Feigenbaum
route” ocurre en todas las ecuaciones en diferencias y de primer orden de la
forma z,11 = f(x,), en las cuales f(z,) tiene un maximo simple en el inter-
valo 0 < z,, < 1. Esta ruta ha sido observada experimentalmente en muchos
sistemas no lineales. Los resultados numéricos de las iteradas en el mapeo
logistico muestran que el nimero de puntos fijos de f,(z) se duplican y son
distintos al incrementarse los valores del parametro pu. Hemos de suponer
que el pardmetro p podemos identificarlo también con la letra r, entonces en
cierto valor r = r,,, el nimero de puntos fijos se hace muy grande, y mas
alla de 7., la conducta de las iteradas se vuelve cadtica y luego periddica,
continuando este comportamiento en forma sucesiva al aumentar 7.

La bifurcacion de trinche o “pitchfork” provee el mecanismo para el dupli-
camiento sucesivo de puntos fijos, esta misma, muestra que tal duplicamien-
to puede ser entendido examinando la imagen de cada una de las composi-
ciones (f[f(x)], fIf[f[f(2)]]],-..) del mapeo original f(z). Esto relaciona la
generacion de nuevos puntos fijos con una ley de composiciéon funcional lla-
mada la ecuacién de punto fijo de Feigenbaum.

Por otro lado, analizando en el mapeo el comportamiento de las iteradas en
relacién con el pardmetro p, estas forman un conjunto autosimilar (higuera
de Feigenbaum) de puntos en el plano cuya dimensién no es entera. En el pre-
sente trabajo nosotros sélo consideramos la conducta de las iteradas antes de
la transicion al caos p < i, situdndonos unicamente en el régimen periédico
de la dindmica [1].



Podemos definir la n-ésima composicion de una funciéon evaluada en un
punto zy como sigue:
fH(wo) = f(20)
f2($0) = f[f(wo)]

f7(x0) = P (o)) )

Si f(z) depende también del pardmetro p: fi(w0) = fulfulfu--[fu(z0)]- ],
es decir, f'(7o) es simplemente la n-ésima composicién de f(x) en algin
punto zg.

En adelante tomaremos a f (z) como la primera derivada de f(z) respecto a
x, df (x)/dx = f'(x).

Por otro lado, un punto fijo x* de f(z) satisface:
fa) =2t (1:2)

Al conjunto {f}(zo), f2(x0), ..., f;(20)} se le llama la érbita (trayectoria) del
punto g, si para algtin indice k, el conjunto {fﬁ(w@,fﬁ“(z@, o fi (o) }
permanece solamente entre 1,2, ..., m valores diferentes, tal conjunto se llama
ciclo de xy de periodo (u orden) m, y si dicho conjunto contiene al elemento
0, el ciclo es llamado un ciclo superestable de periodo (u orden) m.

1.1. Dependencia de las iteradas respecto del
parametro

Si iteramos n veces el mapeo (ecuacién 1.1) para diferentes valores del
parametro pu, obtenemos un arbol de bifurcaciones, el cual muestra la acu-
mulacién de puntos de las iteradas f}}(z) como una funcién de p, vease la
Figura 1.2: a, por otro lado calculando el exponente de Liapunov,

A= S mnlf ()] (13)

se distingue entre un régimen de bifurcaciones para 0 < r < r., donde
el exponente de Liapunov es siempre negativo (excepto en los puntos de
bifurcacién r, donde este se hace cero) y regiones cadticas y periddicas si



oo < 1 < 2, en las cuales A es nuevamente negativo, positivo o cero. El “régi-
men cadtico”es interrumpido por r-ventanas con A < 0 donde la secuencia
{fi(x0)} es nuevamente periddica. Un caso de especial interes es cuando el
exponente de Liapunov se vuelve —oo, uno de los casos donde esto ocurre es
cuando el valor del pardmetro p es igual a 1 (Figura 1.2:b). Los resultados
numéricos muestran entonces regimenes periddicos y regimenes cadticos [1].
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Figura 1.2: a) Iteradas del mapeo logistico b) Exponente de Liapunov A



Por otro lado (ver Fifura 1.3), las distancias d,, desde un punto en un
ciclo de orden 2" al punto x = 0 tienden a relaciones constantes:

dn

dn+1

=—a n>>1 (1.4)

Donde « es una de las llamadas constantes de Feigenbaum junto con ¢, estas
constantes representan dos factores de escala universales. Debido a que el
arbol de bifurcaciones de Feigenbaum es un conjunto autosimilar, este puede
describirse a través de factores de escalamiento [11,12]; en la direccién de p
por el factor ¢ y en la direcciéon de x por un conjunto de factores de escala
de entre los cuales se encuentra «, (en términos del factor a, § ~ a? —a) [1,
11], los cuales tienen valores aproximados:

0 =~ 4.6692016091..., v a ~ 2.5029078750..., considerando el mapeo cuando
z=2.

: TS
d,
X3.__ _______________________________________________________________________
{8
0 : 4 {
d.|
O —— B .
-0.4 r i, orn M

Figura 1.3: Distancias d,, desde algiin punto fijo #' a 2 = 0 en los ciclos 2"
superestables



1.2. Bifurcacion de trinche “Pitchfork bifur-
cation”

Ahora investigaremos la estabilidad de los puntos fijos de f,(z) y fﬁ (r) =
fulfu(x)] como funciones de p. Un criterio bien conocido para determinar si
un punto es estable o no es analizar la primera derivada en el punto mismo,
de esta manera, sea z* un punto en el dominio de f,(z), si ademds z* es un
punto fijo de f,(z) entonces:

|f (%) | < 1 = z”es un punto fijo estable (atractor) (1.5)

|f (#*)| > 1 = z"es un punto fijo inestable (repulsor) (1.6)

Sean 7, los valores en el eje u tales que ahi se presentan las bifurcaciones de
trinche (Ver Figura 1.2), y sea r, un valor cualquiera en el eje p donde r, no
es necesariamente un valor r,. La Figura 1.4 muestra que existe un valor r,
tal que si p < r,, donde 0 < 7, <17 < 2 entonces f,(z) tiene sélo un punto
fijo estable en 0 < z* < 1 (ver Figura 1.3), el cual llega a ser inestable si

r. < <1y adquiere la forma x* = (1/2p) (/1 + 4p — 1).

Para pu > ry se tiene que |f;L(:E*)| = |v/1+4p — 1] > 1, por lo tanto z* llega
a ser un punto inestable segun el criterio anterior.

De la Figura 1.5, se observan cuatro propiedades de f2(x):

a) f?(x) tiene tres extremos, como f2 := f'[f(x)]f (z) = 0 en = 0 porque
f(0) =0, 2 =0 es un extremo, los otros dos son 2" = f~1(0)yz" = f~(0)

porque f'[f[f1(0)]] = £'(0) =0.

b) Un punto fijo z* de f(x) es también un punto fijo de f? y de todas
sus iteradas de mayor orden.

¢) Si un punto fijo z* llega a ser inestable con respecto a f(z), este llega
a ser inestable con respecto a f? y también lo es de sus iteradas de mayor or-

den, porque |f'(z)| > 1 implica [ /¥ (%) = | f[f(2*)]f (z)| = |f (+")]* > 1.

d) Para r; < p < 1, el punto fijo antiguo x* se vuelve inestable en f2, y
dos nuevos puntos estables xg, 2" son creados via la bifurcacién de trinche
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a) b)
Figura 1.4: Puntos fijos de f,(x) para a) p <r,yb) r. <p<r
[1].

El par x9,2" de puntos fijos estables de f? es llamado un atractor de f(z)
de periodo dos, esto es debido a que cada secuencia de iteradas (trayectorla)
cuyo inicio esta entre [0, 1] llega a ser atraida por los puntos xo, z como se
muestra en la Figura 1.6.
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Figura 1.5: a) f(z) y f2(z) = f[f(z)] para pu > r1. b)Generacién de dos nuevos
puntos fijos estables via la bifurcaciéon de trinche.

Es facil ver que los puntos fijos de f(z) y f () son puntos fijos de f? y
de cada una de las funciones compuestas f", es decir;
flzo) = =" y f(«") = mo porque f*(zo) = o implica que ff[f(zo)] =
flf?(x0)] = f(wo), del mismo modo sucede si en las expresiones anteriores
usamos f en lugar de f, pues f (zo) = f(z").
Si ahora incrementamos el valor de p més alla de 1, los puntos fijos z¢ v "
de f? se vuelven inestables para un valor particular de pu.
Esto se debe a que la primera derivada de f?(x) en 25 y en 2" tiene el mismo
valor



0123 5678... n

Figura 1.6: Iteradas de z; (condicién inicial), si f(z) tiene un atractor de periodo
dos.

¥ (o) = [ [f (o)) f (o) = £ (") f (wo) = f* ("),

entonces los puntos fijos o y # se vuelven inestables simultdneamente.

La Figura 1.7, muestra que después de dicha inestabilidad, la cuarta iterada
f* = f2f? exhibe dos nuevas bifurcaciones de trinche, las cuales traen con-
sigo un atractor de periodo cuatro, es decir; se observa una duplicacion de
periodo (ver Figura 1.7).

Estos ejemplos pueden generalizarse de la siguiente forma:

a) Para el intervalo r,, < yu < r,41, podemos encontrar un ciclo estable 2!
con elementos (iteradas) zf, 27, ..., 25.-1_;, el cual esta caracterizado por:

fu(xf) =Ti

2 () =

d 2n1

i i = 1Tt <1 (1.7)



fé,

1 0 1 X
Figura 1.7: Dos bifurcaciones de trinche en f* generan un atractor de periodo 4.

donde z es el elemento i-ésimo y zj, es la condicién inicial.

b) En 7,,1, todos los puntos del 2" !-ciclo llegan a ser simultdneamente
inestables via la bifurcacién de trinche en

-1 -1

yenr,i1 < i< Tppe, se dirigen hacia un nuevo 2"-ciclo estable [1].

1.3. Superciclos

Un 2"-superciclo, es simplemente un 2"-ciclo superestable definido por
d 2n * / *
) = [T ) =0, (18)
xH ;

lo cual implica que el punto z§ = 0 siempre esta contenido como un elemento



del ciclo, porque este es el Unico punto donde f;(a:) = 0. En la Figura 1.8
se puede ver que las distancias d,, son justamente las distancias entre los
elementos del ciclo 2 = 0y 21 = f3(0), es decir

d, = f3(0) 0= f2(0) (1.9)
I»L:Rl ) H=R2
f 1 f 1 =
— d,
| -0y i
.1_1 IX;-I . .’ X
fi | o . —
'1-1 1X '1-1 1 X

Figura 1.8: Ciclos superestables en R; y Rs, donde los segmentos horizontales
muestran los puntos fijos estables en f2y f4.

1.4. Trayectorias y atractores

Supongamos que tenemos un mapeo unidimensional expresado por

Tuss = f(wa) (1.10)



donde x es un elemento del espacio fase X. Llamamos espacio fase X al con-
junto de los posibles valores de las coordenadas del mapeo. Iterando el mapeo
un numero n de veces, se obtiene en cada paso de iteracién ¢ un valor z;, con
1=1,2,3,...,n. Como cada paso de iteracién toma el mismo tiempo, es usual
considerar el nimero de iteraciones n como el tiempo total t. El conjunto de
los valores obtenidos, genera una trayectoria, que se define como la secuencia
dada por la iteraciones (1, s, ..., x,). La trayectoria describe el movimiento
de un punto en el espacio fase X y su longitud es igual al tiempo total ¢ [2].
Una trayectoria puede volverse periédica o permanecer aperiodica por siem-
pre. Decimos que una trayectoria es periddica si después de iterar k veces el
mapeo, las iteradas se aproximan a una secuencia (T, Tgi1, ..., Triy) quUE per-
manece repitiendose, tal secuencia se conoce también como orbita periddica
o ciclo de zg. El nimero de elementos de la secuencia (xy, Txi1, ..., Tkiy) S€
conoce como el periodo u orden de la orbita periddica de z.

El valor més pequeno de [ que satisface la condicion anterior es la longitud
del ciclo cuando I = 1. Una 6rbita peridédica de longitud [ = 1 es un punto
fijo del mapeo f.

Un punto fijo zj; que ademas es condicién inicial satisface como se ha visto

f(ag) = (1.11)

Una orbita periddica de longitud [ se puede considerar como un punto fijo
de la funcién f iterada [ veces

fi(x) = f(f(f (@) (L veces) (1.12)

Por lo tanto un estudio de periodicidad, se puede restringir a un estudio de
puntos fijos. Cuando se estudia un sistema no lineal, interesa principalmente
su comportamiento a tiempos grandes (¢ >> 1) a partir de un valor inicial
xg. Dicho comportamiento sera distinto para diferentes tipos de mapeos, dis-
tinguiendose entre dos tipos de sistemas dinamicos; los hamiltonianos y los
disipativos. Un sistema hamiltoniano tiene la propiedad de que conserva el
volumen de un elemento de volumen arbitrario del espacio fase durante su
evoluciéon temporal.

Por otro lado, para un sistema disipativo, un pequeno volumen del espacio
fase se expande o se contrae, dependiendo, usualmente, de la posicién x en
el espacio fase. En este caso, un gran ntimero de trayectorias se aproximan a
cierto subconjunto A del espacio fase X en el limite cuando n — oo. El sub-
conjunto A se conoce como atractor. Pueden existir uno o varios atractores,



pero generalmente s6lo un atractor atrae la mayoria de las trayectorias. Un
punto fijo estable es un atractor. Como ya se mencioné si |f (z*)] < 1 en-
tonces z* es un punto fijo estable, la estabilidad significa que un gran nimero
de trayectorias son atraidas por z*.

., Qué le ocurre a un punto z bajo f tomado en la vecindad de un punto
fijo z*, donde |z* — x| << 17, claramente x es mapeado en f(z), pero si se
desarrolla f(z) en serie de Taylor alrededor de x*, se obtiene:

f(2) ="+ (x —2*)f (2" (1.13)

entonces la nueva distancia en el siguiente paso de iteracién sera

[f(@) = '] = |(@ = 2")If ()] (1.14)

menor que la distancia anterior |z — x*| por lo que |f'(x*)| < 1. Por lo tanto
una caracteristica de un punto fijo estable es que su vecindad se contrae
bajo la accién de f. Note que si pudieramos desarrollar en serie de Taylor a
fY(z) en lugar de f(z) serfa posible que la vecindad del punto fijo también
se contrajera bajo la accién de f!(z) (entonces un punto fijo estable de f
también serfa un punto fijo estable de f!(x)).

En general, un atractor puede ser una orbita peridédica estable de longitud
[, la cual puede ser considerada como un punto fijo de la funcién iterada
[ veces, es decir un punto fijo de f!(x). Una drbita periédica inestable no
es un atractor, porque repele todas las trayectorias, asi un punto fijo es de
reelevancia en el comportamiento a tiempos grandes sélo si es un punto fijo
estable[2].

Finalmente podemos decir que un atractor critico es un atractor en algin
punto critico, en otras palabras: es el atractor cuando se ha considerado el
mapeo en un punto critico, tales puntos criticos son aquellos valores de p
donde aparece la bifurcacion de trinche o duplicacion de periodo, es en estos
puntos donde también el exponente de Lyapunov se hace cero, si observamos
la Figura 1.2, veremos que los puntos criticos son ry, 7,73, ...



Capitulo 2

Sensibilidad a condiciones ini-
ciales {; y Exponencial-q (exp(x))

Se estudiaran a continuacién algunas caracteristicas de los sistemas dinami-
cos en funcion de la sensibilidad a condiciones iniciales &; y se mostrard una
forma de obtener el exponente de Liapunov. Por otro lado, se estudiara la
funcién exp,(z) y algunas de sus caracteristicas, y la forma en cémo la sen-
sibilidad &; se relaciona con el exponente de Liapunov o con la expresién
llamada exp,(x).

0.1. Sensibilidad &

Junto con las drbitas periddicas estables, existen otro tipo de atractores
que corresponden con el movimiento cadtico. Un sistema dinamico se dice
que es cadtico si es determinista, si carece de comportamiento periédico a
tiempos arbitrariamente grandes, y si depende sensiblemente de las condi-
ciones iniciales. Esto significa que dos valores inicialmente muy cercanos x
y 936 = 1o + 0 generan trayectorias totalmente diferentes a tiempos grandes.
Consideremos un mapeo unidimensional f(z), las iteraciones de f(x) (ini-
cialmente evaluadas en xg) al tiempo n se denotarén por x,, y las iteraciones
de f(x) con la condicién inicial xz) por x;l Como regla, para mapeos cadticos
se observa un incremento exponencial de la diferencia |z, — 2|

|2 — @, | 2 0] (1)

con (|0| << 1). El promedio de la rapidez de separacién A se conoce como
exponente de Liapunov del mapeo.



Por otra parte, la sensibilidad a condiciones iniciales se define como

, Axy
por lo tanto, podemos escribir
&= tim BTl o (3)

Axg—0 ‘J}O — (L’/O| -

Note que si z, = f(20) ¥ ., = fu(wo + Axp) entonces: &, ~ df"(xo)/dxg

0.2. Exponente de Liapunov (Caso unidimen-
sional)

En general el exponente de Liapunov se puede obtener a partir de la n-
ésima iteracién de alguna funcién f en un punto especifico, en nuestro caso,
f es un mapeo unidimensional. Se tiene que

{zo, 20 + €} — {f"(x0), f"(z0 + €)} bajo f"
si suponemos ademés que el sistema es cadtico, entonces

€M) = | f*(xy + €) — f™(x0)| ahora despejando A y tomando limites

J™ (w0 +€) — f"(20)

€

1
o) = Jim i 1o

Ao) = lim. %m i (0 +EZ ) (5)
lim lm}m — A(wo). (6)
n—oo n dx

. .y . .7 /
En una dimensién se obtiene la ecuacion A = £ 7 In|f’ (z;) |, usada en el
Capitulo 1. Note que A se puede escribir también en terminos de &;, es decir

1
Alro) = lim z(lﬂ |&])  por lo tanto & = @)t (7)



0.3. Funcién exponencial-q (exp,(z))

Una generalizacion no extensiva de la mecanica estadistica de Boltzman-
Gibbs (BG) ha despertado mucho interes y debate en los ultimos afnos, debido
a que existe firme evidencia[3,4] de su aplicacion en circunstancias especificas
donde el sistema se encuentra fuera del rango de validez de la teoria candnica
de BG. Entender y reconocer la existencia de tal limite de validez es uno de
los retos de la fisica estadistica de nuestros dias. La sensibilidad a condiciones
iniciales es un aspecto relevante asociado con la estructura del atractor de
Feigenbaum|1,3,4]. En general la sensibilidad es medida como un efecto de la
incertidumbre en las variables del sistema.

En adelante denotaremos a la funcién exp,(z) por exp,(t) si la variable in-
dependiente en cuestion es el tiempo t.

Para sistemas que no exhiben orbitas periddicas, el efecto de alguna incer-
tidumbre en las condiciones iniciales provoca una evoluciéon temporal expo-
nencial con £(t) = e como ya se ha dicho. Cuando el exponente de Liapunov
es A < 0, &(t) caracteriza una rapidez de contraccién hacia la 6rbita periédi-
ca. Por otro lado, para A > 0, £() caracteriza una rapidez de divergencia
de las drbitas cadticas. En los puntos de bifurcacién r,, (puntos criticos) el
exponente del Liapunov se hace cero [1,2]. Recientemente, se ha propuesto
que esta caracteristica en 7, estd relacionada con una sensibilidad del tipo
exp,(t) [3,6,4,5]

&=eyt =1+ (1— AA ™7 = [1— (¢ — DAgt] 77, (8)

con )\, definida como un factor de escala del tiempo ¢, la cantidad ¢ repre-
senta el grado de deformacion de la termodindmica asociada al sistema, pues
a muchos sistemas dinamicos es posible asociarles una termodinamica bien
definida, donde las nuevas variables termodinamicas en cuestion ya no son de
tipo fisico como la presion o la temperatura, sino parametros o indices cuyos
valores estan asociados con los estados o transiciones del sistema, un ejemplo
es considerar a g como la cantidad de campo magnético externo o presion
aplicadas a un sistema fisico termodinamico tal que ocurra una transicion de
fase.

Los valores de A\, para los atractores criticos (en los puntos criticos r,,) del
mapeo logistico han sido encontrados analiticamente mediante técnicas de
grupo de renormalizacién obteniéndose que su valor maximo es A\, =1.323...



[4,5]. En algunos articulos recientes [4,5] se han probado formalmente las
predicciones de la teoria no extensiva en las bifurcaciones de trinche y tan-
gentes de los mapeos tipo logistico, asi como para el borde del caos de estos
mismos mapeos. Lo anterior se ha llevado a cabo analiticamente por A. Rob-
ledo y F. Baldovin [5] empleando la técnica del grupo de renormalizacion
(GR) y tomando en cuenta que la sensibilidad a las condiciones iniciales
sigue un comportamiento descrito por una funcién exp,(t) [5], la cual tiene
la forma de la ecuacion 2.8, en la que & es como se ha dicho antes la sensi-
bilidad a condiciones iniciales.

Dicha expresién contiene el indice entrépico (relacionado con una entropia
del sistema) no extensivo ¢ y el coeficiente de Liapunov g-generalizado A,.
Esta ecuacién también se ha propuesto como la contraparte de la sensibilidad
exponencial usual & = eM? a las condiciones iniciales que prevalecen cuando
el coeficiente de Liapunov ordinario A\; no se hace cero, la forma exponencial
usual de Boltzman-Gibbs (ecuacién 2.3) se recobra cuando ¢ — 1.

Mediante la técnica del grupo de renormalizaciéon ha sido posible conocer
las expresiones de A, para todos los atractores criticos de los mapeos tipo
logistico. Estas expresiones se han interpretado en términos de los parametros
del mapeo de punto fijo y corroborados numéricamente via calculos a priori.
Especificamente, para el borde del caos (po = 1.401155189...) del mapeo
logistico si z = 2, el valor maximo de A\, y ¢ estan dados por

A, =In(a)/ In(2) y ¢ = 1-In(2)/In(r) donde « es la constante universal de
Feigenbaum [11,5].

0.4. Algunas propiedades de la funcién exp,(t)

La sensibilidad &; en la ecuacion 2.8 depende ademés de la variable ¢ de
dos parametros ¢ y A4, siendo ¢ el parametro del cual depende el exponente
1/(1 — q), dicho exponente es el exponente de la funcién exp,(t). Entonces,
para diferentes valores de ¢, tenemos diferentes formas o comportamientos
de la funcién exp,(t).

En particular, la funcién exp,(t) se comporta como una ley de potencias para
valores del argumento ¢ grandes, t >> 1, y si ¢ # 1, pero si ¢ = 1 entonces se
comporta como la funciéon exponencial usual. En la Figura 2.1 se muestran
algunos comportamientos para diferentes valores de ¢ de la funcién exp,(t).
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Figura 1: Graficas de la funcién expy(t) = & para diversos valores de ¢, donde
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t1,t2 y t3 son puntos de la forma t = —1/(1 — ¢)A, es decir en estos valores del
tiempo; [1 + (1 — ¢)\gt;] = 0.

El andlisis del comportamiento de la funcién &=exp,(t) sefiala dos valores
de t importantes, cuando t = —1/(1 — ¢)A\, y cuando ¢ = 0, es decir:

Sot=—1/(1—gh=>&=0, y sit=0=¢=1

lo anterior sucede para cualesquiera valores de A\, y ¢. Teniendo en cuenta
tales valores de t y las formas que adopta la funcién exp,(t) para diferentes
valores de ¢ (ver Figura 2.1), se puede interpretar la conducta de la exp,(t)
de la siguiente manera:



Supongase sin pérdida de generalidad que A, > 0,

Caso . 1<qg<?2
Sit =—-1/1—-q)A, = t3 = & = [1 + (1 — ¢)A\t] T = oo porque
14+ (1—=g)At=0.

Sit<0=[1+(1—-gN\t]>1 y 1<1/(g—1)<oo0.
Entonces tomando ¢t << 1/(1 — q)\, se llega a que & =~ 0.

Caso II. ¢g=1
1
Siy=[1+(1—q)At]T7 = exp,(t)=e)!, entonces ¢ = 1 = y = e3*" = e

(donde e es la funcién exponencial usual) porque y = [(1 — q))\qt]ﬁ es
la solucién de la ecuacién diferencial dy/d(At) = y? (¢ € R) y cuando ¢ = 1,
dy/d(A\t) = y? se convierte en dy/d(\it) = y, cuya solucién es y = e*t = eM.
Caso III. 0<g<1

Sit=—-1/1—-@A=t1 = [1+ (1 —¢g)A\t] =0y 1/(1 —¢q) > 1 por lo tanto
é-t =0.

Sit>1/1—g)A; = 14+ 1 —¢At] >0y 1/(1—¢q) > 1 por lo tanto,
sl

t>>1/(1—¢q)\, entonces & — oo.

Caso IV. —-1<¢g<0
Sit=—-1/1—-g)\j=ta=>&=[1+(1—¢At]=a=0con 1/(1 —¢q)>0.

Sit>1/(1—q)A; = [1+ (1 —¢)\;t] > 0 por lo tanto si ¢t >> 1/(1 — q)A,,
& > 0.
Note que A, podria tomar valores negativos, en consecuencia la funcién
exp, () es consistente, pues esta bien descrita por los casos anteriores cuando
establecemos la condicion experimental de que el tiempo sea siempre positivo
t> 1.



Analizando ahora la primera derivada de la funcién exp,(t).

Si expy(t) =& =1+ (1 — q)/\qt]l%q, entonces

€0 =TIl + (1 =A™ 1= ), ©

’

€(t) = N\[1+ (1 — g\t (10)

De la ecuacién 2.10 podemos ver que si t = 0 entonces 5'(0) =Ny si
t=—1/(1 — q)\, entonces £ (—1/(1 — q)\,) = 0.

Por otro lado, si consideramos que el tiempo t sélo puede ser positivo, se
dan algunas condiciones para t = —1/(1 — ¢)\;:

t=—-1/1—-gA; >0 sil/(1—¢g)<O0yA,>0 6 sil/(1—¢q)>0y
Ay < 0.

Ahora dada la funcién exp,(t), calculemos su funcién inversa llamada log-
arftmo-¢ (In,), la cual también es una funcién dependiente de los pardmetros

qy Ag-
Como & =[1+ (1 — q))\qt]ﬁ entonces

&1

Ing(&) = €7'(&) = A=,

(11)

Note que £71(&) =t es la identidad.
Supongamos ahora una funcion & que contiene un factor de normalizaciéon
llamado &4, donde &, €s un nimero, entonces si

B 1 [%]l_q -1
G=[1+0 =Mt maz = § (&)= 5(1_7)\(1 (12)

Y 81 Emaz € R, & es también una funcién exp,(t), lo anterior nos dice que una

funcién exp,(t) multiplicada por un nimero real cualquiera, es también una
q )

funcién exp,(t).



Capitulo 3

Planteamiento

En este capitulo se analizardan algunos conceptos importantes como la es-
tabilidad de trayectorias, los mapeos logisticos de orden z, y se discutiran las
diferencias de la dindmica para condiciones iniciales cerca de puntos atrac-
tores o cerca de puntos repulsores.

Todo esto para dirigirnos claramente hacia el planteamiento y establecimiento
de los objetivos en el presente trabajo, cuyo contenido principal es: determi-
nar si la sensibilidad a condiciones iniciales del sistema logistico obedece una
ley funcional conocida como expg(t).

0.1. Mapeos con maximo de orden z

Los sistemas que muestran duplicacién de periodo pueden ser ejemplifica-
dos por el mapeo unidimensional x,.; = 1 — p|z,|* el cual tiene un maximo
unico de orden z. Asociados a mapeos de este tipo, existen dos factores de
escala universales «(z) y 0(z) que dependen unicamente del valor de z. En la
Figura 3.1 se muestran diferentes arboles de bifurcacion para algunos valores
de z.
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Figura 1: Diagrama de bifurcacién para la familia de tipo logistico con z = 1.75,
z2=2,2=3

En la Figura 3.1 se observa que cada rama del arbol de bifurcacién es una

pequena copia del arbol original. Si z > 1 el mapeo presenta bifurcaciones en
sus orbitas periddicas, en las cuales el periodo de éstas se duplica hasta que,
al alcanzar el valor del parametro jio, (fieo = 1.40115..., para z = 2) el perio-
do de la érbita se vuelve infinito. Iniciando de un 1-ciclo estable en p = 0 las
bifurcaciones del arbol aparecen en valores de u = u;(2), k = 1,2,..., donde
el ciclo 2771 se hace inestable y aparece un nuevo ciclo estable de periodo 27.
Los valores de y = p; se acumulan en el borde del caos p = jioo(2).
Para p1 > po.(2) aparecen regiones alternantes cadticas y periédicas, donde se
presentan ventanas de comportamiento periédico dentro de regiones cadticas.
La mas evidente es una ventana de periodo 3, pero hay también otras ven-
tanas de periodos 5,6, etc.

0.2. Estabilidad

Consideremos un punto z, en la vecindad de un punto fijo z} de un
N-ciclo z, 27, ..., TN _1,
*
Ty, =2 — Ay, (1)

después de N iteraciones tendremos

df (M (x
TpiN = fﬁN)(xZ + Ax,) =z + Axnf”Tx()\w:z; + ..., (2)



donde f/iv denota el mapeo iterado N veces. Ahora, el N-ciclo es estable si
|Azpyn| < [Azy]| 6

dfiN (x)
1< 0 <1 3
Empleando la regla de la cadena la ecuacion 3.3 se puede escribir como
—1 < [ (@) fu(@)) fueh ) < 1, (4)

donde la prima en f indica la diferenciacion respecto de x como se men-
cion6 en el Capitulo 1. Ahora consideremos las series de duplicacion de peri-
odo de 27-ciclos, esto es N = 27, j = 0,1, 2, ..., entonces los signos de igualdad
en la ecuacién 3.4, leidos de izquierda a derecha, corresponden con los val-
ores de bifurcacién f1;41(2) y pj(2). Entre estos dos valores siempre existe un
i = p(2) para el cual el producto en la ecuacién anterior se hace cero.

Fu@e) (@) ful@h_y) =0 (5)

El 2*-ciclo correspondiente es llamado ciclo superestable (como se defini6 en
la Seccién 1.3). Considerando f,(x) como en la ecuacién 1.1 del mapeo logisti-
co se sigue que cada ciclo superestable contiene el punto x = 0 (excepto el
1-ciclo superestable * = 1 en py = 0). Entonces los valores i (z) pueden
obtenerse como las soluciones de

@) (0) =
fu, (0)=0 (6)
Se puede corroborar facilmente que p; = 1 para toda z. Los valores supe-
riores de u; dependen de z. Para z — oo los valores de ux, k = 2,3, ..., se

acumulan cerca de u = 2. En el presente trabajo dichos valores jij seran lla-
mados puntos superestables, porque es en estos sitios, donde las trayectorias
convergen fuertemente (ver ecuacién 1.3) hacia el atractor y las érbitas 2% se
mantienen periddicas.

Preimagenes

Hemos visto que la sucesién {z, xa, ..., z,,} es llamada trayectoria, sabemos
también que z1 = f.(z0), 2 = fu(z1) = fi(0), s Tn = ful@ns1) = [l (20),
donde en el 1ltimo caso, se dice que xy es preimagen de orden n de f(zo).
Sea x; un punto en la sucesién {zi,...,z,}, si ademds x; es un punto fijo
de f,(f.(x;)) donde f,(z;) = x; con 1 < i < ny x; es un punto atractor
(| f/;(atz)| < 1), podemos decir que las preimagenes del dicho atractor z; son



los puntos {z1, ..., z;—1 }. Del mismo modo, para cada punto x; cualquiera en
la sucesion {xq, xa,...,2,} (con 1 < j < n) existe un punto preimagen z,_1,
y se dice que x;_; es preimagen del punto x;.
Por otro lado, si z; es un punto muy cercano a un punto fijo z;_,, de f; y
’ . / .
ademds x;_,, es un punto repulsor, es decir |f,(z;—m)| > 1, entonces necesari-
amente, cualquier trayectoria que contenga el punto x; debe tener la forma
{0 Tiga, Tito, Ty, Tiy1, Tivs, ..} 0 equivalentemente {x;, i1, ..., Ti1n }, debido
a que no se puede llegar al punto z;_,, bajo f, sino lo contrario, solamente
se puede alejar de el, pues es un repulsor.
Sin embargo, z; si es preimagen de z;11 y {x;, Tit1, ..., xi+(n_1)} son preima-
genes del punto x;,,.

0.3. Condiciones iniciales z; cercanas a un pun-
to atractor o a un punto repulsor

Tomemos el mapeo logistico con z = 2 en la forma z,,; = 1 — pa?,
supongamos ahora que conocemos algtin valor de . = py, (punto superestable)
tal que fﬁ: (x) tiene puntos atractores y repulsores, es decir que el polinomio

2 (x) presenta puntos fijos donde su pendiente es m = 0 6 |m| >> 0, en

HE
otras palabras se cumplen los criterios de estabilidad dados en la Seccién
1.2, pero para el caso f(z) = 32 (x). Supongamos también que conocemos

el valor de los puntos atractores y repulsores, ahora tomando un valor inicial
x; arbitrariamente cercano a un punto atractor y calculando numéricamente
su evolucién temporal dado el mapeo en cuestion, notamos que si n = t al
transcurrir un cierto tiempo, x; se habra trasladado hasta llegar a permanecer
s6lo entre 2 puntos, es decir z; fue atraida por un atractor de periodo 2%, la
Figura 3.2 muestra tal situaciéon con k = 1. Una situacién contraria, cuando
x; esta cercana a un punto repulsor, muestra que el tiempo en el que dicha
x; se traslada y permanece sélo entre 2k puntos es mayor, como se muestra
en la Figura 3.3.

De lo anterior se observa que si evolucionamos en el tiempo una condicion
x; cercana a un punto repulsor, esta sera atraida por el atractor de periodo
2% en un tiempo mayor que si x; estuviera cercana a un punto atractor, por
lo tanto, puede decirse que una condicién x; cerca de un repulsor es mas
persistente en el tiempo, por esta razon, en el presente trabajo, los puntos x;
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Figura 3: Evolucién temporal de una condicién inicial cercana a un repulsor

cercanos a repulsores son los importantes, porque son ellos los que permiten
un mejor andlisis de la dindmica del mapeo (evolucién temporal dada una x;),
y son de este tipo los puntos que se consideraran como condiciones iniciales

a lo largo del presente trabajo.



0.4. Planteamiento del problema

Diversos aspectos del mapeo logistico han sido ya muy estudiados medi-
ante muchas técnicas, entre algunas de estas estan: analisis de las propiedades
estaticas y dindmicas usando grupo de renormalizacién, uso de las propiedades
de reescalamiento y su relacion con las constantes universales, analogias en-
tre las cantidades del sistema y cantidades termodinamicas, y recientemente
la termoestadistica de Constantino Tsallis, basada en una entropia no ex-
tensiva [7]. A continuacién estableceremos el proposito de este trabajo de
investigacion.

Los mapeos con méximo de orden z han sido muy estudiados desde diferentes
puntos de vista como se vié anteriormente. Nosotros estamos interesados en
estudiar estos sistemas, dados por la ecuacion

f(@) =1 —plal, (7)

cuando el pardmetro de control p = pi es un punto superestable y cuan-
do z = 2 principalmente, pero también cuando z =1.75 y z = 3. En estos
valores de 1 = py, el sistema siempre tiene un comportamiento periddico y
eventualmente cuando pp — i también, donde o es el borde del caos,
pero este ultimo caso ya ha sido estudiado formalmente por A. Robledo y E.
Mayoral[8].

El presente trabajo se enfocara en estudiar algunas propiedades dinamicas
del mapeo, todas ellas manifestadas mediante la evolucion temporal de cier-
tas condiciones iniciales x; especiales. Dichas propiedades entre las que se
encuentra la sensibilidad a condiciones iniciales, estan relacionadas con la
conducta del sistema a tiempos largos, por lo que su andlisis y estudio impli-
can cierta predictibilidad sobre el sistema en cuestion.

Particularmente se estudiara la dinamica para z = 2 en sus primeros tres
puntos superestables © = py, 0 = po y o = ps, relacionando esta dinamica
con la termoestadistica de Tsallis mediante la comprobacion de la validez
de la funcién exp,(t) en el régimen periédico, y eventualmente con z = 1.75
y z = 3 se estudiard lo mismo en sus respectivos puntos superestables piy.
Dicha comprobacién de la exp,(t) conocida como

_1
expy(Agt) = [1 4 (1 — g)Agt] ™= (8)
se hard calculando la sensibilidad a condiciones inicales experimental
Az,
&n (9)

= 1m
Awo —0 ALEO



(proveniente del célculo de la evolucién temporal de 2 condiciones iniciales
muy cercanas r;, x; +0 en un mapeo, dado un valor de z fijo y en algin punto
superestable p = ug) y comparando estos datos de &, representados en una
gréafica, con alguna exp, (), para determinar si existen valores de ¢ y A, tales
que una expg,(t) gobierne el fenémeno de sensibilidad a condiciones iniciales.
En adelante se establece que dada la sensibilidad experimental &,, el tiempo
t estard representado por el ntimero n de iteraciones, entonces t = n y por lo
tanto &, = &;.

Cabe senalar que los datos que se analizaran de la sensibilidad experimental
no son los correspondientes al crecimiento, sino al decaimiento (acercamiento
al ciclo superestable) de dichos resultados, es decir; una grafica tipica de los
resultados de sensibilidad &; vs ¢ se muestra en la Figura 4.1, alli se distinguen
tres regiones, la region II es la regién que nosotros llamamos decaimiento, y
es esta region la que nos interesa estudiar (Ver Figura 4.1), pues la region I
de la sensibilidad sigue una ley exponencial usual (ver Figura 4.30).

Se hace notar también que la dinamica del sistema en cuestién ha sido estu-
diada ya en los puntos criticos r, donde se han logrado algunos resultados
analiticos [5,8], pero no es el caso para la dindmica en los puntos superestables
Mk, por lo que algunos de los resultados del presente trabajo, son resultados
nuevos. El caracter casi en su totalidad de nuestro andlisis de la dindmica es
numérico.

Especificamente los objetivos de este trabajo son:

I. Analizar y determinar si es que la sensibilidad obedece una ley funcional
conocida como funcién exp,(t).
Si es cierto la anterior, o si lo es de manera aproximada, nos proponemos:

IT. Encontrar numéricamente el valor de los pardmetros ¢ y A, tales que
una funcién exp,(t), gobierne el decaimiento de la dindmica en los puntos
superestables i1, po y p3 para z = 2.

ITI. Determinar si los valores de ¢ y A, encontrados para z = 2 son los
mismos para otros valores de z ¢ para todos los valores de z.



Capitulo 4

Resultados

0.1. Obtencién de los puntos superestables
w=ppen z=2, z=1.75y 2=3

En adelante se emplearan puq, o y ps para denotar g = py, 0 = po y

= p3.

Caso z=2

Como se menciono en la Seccién 3.2, las soluciones de la ecuacion fﬁ: 0)=0
con k = 1,2, ..., determinan los valores del parametro de control u = puy

para las érbitas superestables, es decir; determinan los puntos superestables
1 = p. Entonces considerando los polinomios

Ay =1—pll —pa®?  sik=1 (1)
fo(@)=1—p[l—p[l —pll — p2PPP sik=2 (2)

(@) = 1= pl = p[l = p[1 = p[l = p[1 = p[1 = p[1 = p® PPPPPPP sk =( ?;
3

en x = 0 y resolviendo fﬁ: (0) = 0 para k = 1,k = 2 y k = 3, se obtienen

ecuaciones en p de 1ro, 4to y 8vo grados respectivamente.

Resolviendo numéricamente dichas ecuaciones y tomando las soluciones ade-

cuadas se obtuvieron los valores en el Cuadro 4.1.

Casos 2= 1.75y z= 3

En estos casos los puntos superestables se calcularon menos formalmente,

por aproximacién numérica directa a los puntos u = up en cada arbol de

bifurcacién respectivo, ver Figura 3.1 y Cuadro 4.2.



M1 = 1.0
112 = 1.31070264
(13 = 1.38154748

Cuadro 1: Primeros tres puntos superestables para z = 2

z=1.75 z2=3

w = 1.0 1 =1.0
po = 1.26856426 | po = 1.42802812
s = 1.33454166 | pus = 1.50621362

Cuadro 2: Primeros tres puntos superestables para z = 1.75y z = 3

0.2. Calculo de la sensibilidad & en los pun-
tos superestables = p, 0= oy pu = s
(estructura)

Dada una condicién inicial cualquiera xy y un punto muy cercano a el-
la, zy + J, se calculé numéricamente la cantidad & = limag,—o[Az:/Axg]
(ecuacién 3.9), donde x4y = f(zy) =1 — pa? y Azg = 29+ 5 — 29 = § para
un determinado tiempo t. Aqui ¢ representa el niimero de iteraciones hechas
en el programa. Nétese que ahora denotamos la variable tiempo por la letra
t, mientras que en los capitulos anteriores empleabamos la letra n.
Graficando entonces las cantidades & vs t, se observa que & tiene una es-
tructura formada de varias curvas desplazadas, de las cuales, la que esta por
encima de las demas es una curva envolvente.

La figura 4.1 es una grafica tipica de sensibilidad &; vs t donde se aprecia la
parte creciente y la parte decreciente, es claro que dicha gréfica esta formada
por dos curvas que pasan de la parte creciente a la parte decreciente hasta
llegar aparentemente a cero.

Entonces podemos diferenciar tres regiones:

I. Region creciente o transitoria
II. Region decreciente

III.Region donde &; se anula



Esta ultima region muestra el caso cuando x; ya ha sido atraida por el atrac-
tor de periodo k£ y ahi permanece al transcurrir el tiempo ¢, por

ello supondremos que en algin tiempo finito t, & se hace cero. Esto es una
aproximacion que adoptaremos en este estudio, dado que la dinamica exacta
establece que partiendo de una condicién inicial z; que no pertenece al atrac-
tor, este se alcanza cuando ¢ — oo y por lo tanto &; se anula en un tiempo
infinito. El orden de magnitud que tomamos para el cual & = 0 fue desde
1x1078 hasta 1x10732, debido a nuestras posibilidades computacionales.

St St

9000

5000 |

2) t b) t

Figura 1: a) Gréfica de & vs t donde se reconocen tres regiones: I. Crecimiento,
IT. Decaimiento y III. Regién nula (atractor) b)Curva envolvente més una curva o
familia de puntos menor a ésta.

En el presente estudio, la regién que interesa analizar en este tipo de datos
es la region II, puesto que se ha encontrado que la region I tiene forma de
una exponencial usual, y es tal funcion la que modela la conducta creciente,
este hecho se identifica y forma parte del llamado caos transitorio[9)].



Por lo tanto, para el caso z=2 y situados en el punto superestable 1, se
observan las siguientes estructuras en la regién decreciente. En este caso se

St
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Figura 2: Decaimiento de la sensibilidad &; para z = 2 en p;.

observan dos graficas, la envolvente (que se ubica en la parte superior) y otra
curva menor, la cual esta desplazada horizontalmente una unidad respecto a
la curva envolvente.

Para el siguiente caso, 2=2 en us, se observa ademas de la curva envolvente,
puntos que estan desplazados 1, 2 y hasta 3 unidades, los cuales forman otras
3 curvas por separado y por debajo de la envolvente.
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Figura 3: Estructura del decaimiento, donde se ven 4 curvas desplazadas una
respecto de otra,cuando y situados en el punto po.

En el dltimo caso z=2, us3, se observan ademas de la envolvente otras
7 curvas bajo ella, en total 8, las cuales estan formadas por puntos que se
desplazan 1, 2,..., 8 unidades, es decir las familias de puntos que forman cada
curva son de la forma; 8n, 8n+1, 8n+2,..., 8n+7, donde todas ellas describen
el mismo fenémeno.

50000

Figura 4: Estructura del decaimiento, 8 curvas desplazadas formadas por puntos
de la forma 8n + m, m=0,...,7 cuando z = 2 y en us.

Si siguieramos construyendo graficas para més superciclos p = jiy encontrari-



amos las mismas estructuras aqui observadas, es decir encontrariamos 16, 32,
64,..., curvas para [ig, [5, [g, ---, donde cada una de ellas estarfa desplazada
de cualquier otra y en cada caso habria una curva mayor o envolvente.
Haciendo calculos similares de &; para z=1.75 y 2=3 en sus respectivos p = fiy
se observa que alli también se presentan estructuras similares a las mostradas
para el caso z=2, por lo tanto se plantea que para cualquier z, la estructura
de la sensibilidad & como se ha mostrado aqui es similar para cada pu = .
Aunque las estructuras mostradas en su conjunto exhiben el fenémeno de la
sensibilidad en cada particular caso, la manera de estudiar el fenémeno por
curvas separadas es un criterio arbitrario tomado para disminuir la dificultad
y acceder de alguna forma al estudio de la sensibilidad.

En el presente estudio, una vez calculadas las sensibiliades &; para los difer-
entes casos (z =2, 2 =1.75 y z = 3 en sus respectivos valores de u = ), se
tomaron dichos datos de & para luego correlacionarlos con el inverso de la
funcién exp,(Ast), de lo cual se esperaban obtener lineas rectas para valores
adecuados de ¢ y de )\, al graficar £~ (ecuacién 2.11) vs &, pero por la com-
plicaciéon de poder separar cada familia de puntos que forman las curvas de
sensibilidad &;, se optd mejor por seleccionar solo dos familias 6 2 curvas con
las cuales hacer las correlaciones, a saber, los datos que formaban la curva
envolvente més los datos de la siguiente curva menor, es decir; la envolvente
mas otra curva desplazada 1, 2 6 4 unidades, dependiendo esto de en que
punto nos encontrabamos iy, o 6 p3 y por lo tanto dependiendo de la es-
tructura de las graficas de & vs ¢ (en las Figuras 4.2, 4.3 y 4.4 las curvas
en cuestion son las que aparecen con linea continua), esto para cada caso, es
decir dado un z y situados en algtin punto superestable = .

0.3. Calculo y obtencién de los puntos z;¢[—1, 1]
cercanos a puntos repulsores.

Existen diversas maneras de calcular las posiciones iniciales x; cercanas
a algin punto repulsor, una de ellas es mediante la evolucion temporal de
cualesquiera x; en un mapeo y la comparacion del tiempo en que los pun-
tos llegan al atractor de periodo k, otra es haciendo analisis de las primeras
derivadas de los polinomios fi:, pues si nos encontramos cerca de un punto
fijo 6 en un punto fijo de alguno de esos polinomios y si en ese lugar el valor



absoluto de la pendiente de dicho polinomio se hace muy grande (casi una
linea vertical), entonces estaremos cerca de algin punto repulsor 6 en algun
punto repulsor.

La técnica que en este trabajo se usé para calcular las posiciones iniciales x;
fue la que considera la sensibilidad experimental &;, es decir dadas muchas
condiciones iniciales arbitrarias z; entre el intervalo [-1,1], se calculé la canti-
dad & establecida en la ecuacion 3.9 para cada una de ellas, observando que
para cada x;, la cantidad &; se hacia practicamente indistinguible de cero a
partir de algin tiempo ¢, entonces a cada condicion inicial x; se le asocié un
valor de ¢ para el cual la sensibilidad &; calculada a partir del propio x; era
& ~ 0.

Entonces graficando cada condicion inicial x; vs t, siendo t el tiempo asociado
en el que & = 0, se obtienen graficas que muestran conjuntos aparentemente
fractales (excepto en el caso de p = pq), donde cada pico en estas gréficas
representa un punto x; muy cercano a otro x; punto repulsor, pues mientras
mas cercano este un punto a un punto repulsor, mas grande es el tiempo t de
llegada al atractor(como se vi6 en la seccién 3.3), por otro lado cada valle en
estas graficas representa un punto x; muy cercano a otro x, punto atractor,
pues un punto cercano a un punto atractor tendrd un tiempo corto de llegada
al mismo atractor.

En resumen, estas graficas representan cuencas de atraccién y repulsion, es
decir cada una es como un mapa geografico que muestra la posicién (con
precisién finita) de los puntos atractores y repulsores en el intervalo [-1,1].
Para el caso z=2 y en los puntos superestables i1, p1o v p13 se obtuvieron las
siguientes graficas, que ubican con cierto margen de error la posicién de los
puntos z; en funcion del tiempo que tardan en ser atraidos por algin atractor
de periodo 2% donde k = 1,k =2y k = 3.
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Figura 5: Posicién de puntos atractores y repulsores cuando z = 2y py = 1, ¢
vs x; (La envolvente de esta grafica).
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Figura 6: Posicién de puntos atractores y repulsores cuando z = 2y pg = o, t
vs z; (La envolvente de esta grafica).
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Figura 7: Posicién de puntos atractores y repulsores cuando z = 2y g = ug, t
vs x; (La envolvente de esta grafica).

Un analisis cuidadoso de las graficas anteriores muestra que no todo pico
es repulsor y no todo valle es atractor, pues para que un punto sea uno u lo
otro, primero debe cumplir que tal punto sea punto fijo.

Veamos con cuidado la Figura 4.6 donde p, = po y comparemosla con su
polinomio asociado f;, ().

La Figura 4.8 muestra que en realidad hay solamente cuatro puntos puntos
atractores {x1, x3, o5, X7} y tres puntos repulsores {xs, x4, x4 }.; Qué esta pasan-
do entonces?

Lo primero que hay que saber es que f2 (z), f;,(z) y f5,(z) presentan dos
atractores y un repulsor, cuatro atractores y tres repulsores y ocho atractores
y siete repulsores respectivamente en [-1,1].

Lo segundo es que existen condiciones iniciales x; diferentes tales que al calcu-
lar su evolucion temporal, tardan casi el mismo tiempo en llegar a un atractor,
aunque no necesariamente esten estas cerca de uno, es decir obsérvese lo que
sucede con los puntos x, y z, de la Figura 4.9.
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Figura 8: Puntos fijos de fjg (x), los puntos z,, con n impar son atractores y los
puntos con n par son repulsores (Considerando sélo la curva envolvente).

Si x, y x, son condiciones iniciales, entonces estas tardan casi el mismo
tiempo en ser atraidas por el atractor de periodo 2* (donde el tiempo en ser
atraidas depende del orden de cada preimagen, pues el orden n = t, (ver
preimagenes en la Seccién 3.2), y por lo tanto en las graficas anteriores de ¢
vs x; puntos del mismo tipo que x, y x; se exhiben como picos del mismo
tamano.

Célculos semejantes se hicieron para z = 1.75 y z = 3 obteniendose la tabla
de datos en el cuadro 4.3, datos de x; condiciones iniciales persistentes en el
tiempo 6 cercanas a algin punto repulsor.
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Figura 9: x, es preimagen de orden 4 de fﬁ2 (z4) = ij (xp), x4 y xp tienen casi la
misma evolucién temporal antes de llegar al atractor.

pi | 2= 1.75 z =2 z2=3

(1 | 0.595872 | 0.618033 | 0.682327
to | 0.158531 | 0.189822 | 0.287510
o | 0.949474 | 0.952772 | 0.966061
ps | 0.053068 | 0.072457 | 0.145544
ws | 0.873401 | 0.992746 | 0.912798

Cuadro 3: Condiciones iniciales z; cercanas a puntos repulsores

0.4. Experimentos

La manera de relacionar la sensibilidad & con alguna funcién exp,(t) fue
en primer lugar; comparar cada grafica de & para los diferentes casos anal-
izados con las graficas de las funciones exp,(t) (Figura 2.1), para ver cual de
estas se ajustaba al comportamiento de &;, es decir por simple inspeccién so-
bre las exp,(t) se determing el intervalo de valores adecuado del pardmetro ¢
tal que la funcién exp,(t) en ese intervalo se ajustaba a las graficas obtenidas
de & en la regién II (decaimiento).



Asi, se encontré que las funciones exp,(t) que describfan adecuadamente
el comportamiento grafico de nuestras & eran aquellas donde el parametro
q estaba en el intervalo (0,1) y cuando t = —t, es decir en el caso en que
las funciones exp,(t) fueran evaluadas en —t, pero tal descripcién adecuada
se conseguia ademds solo si nuestros datos de & podian ser normalizados,
entonces se decidié usar exp,(—t) para realizar las correlaciones.

Asi cada grupo de datos obtenidos de &; se normalizé mediante un valor ex-
perimental maximo de & llamado &,,.., v se desplazo hasta el valor inicial de
t = 0, esto se muestra a continuacion.

3 =1

AN
—_. %

Desplazamientoi I i méx II i I i
gméx_ : E E
: i — 5
iy | |
Normalizacio: ; ; i i
IR | 11 | :
Tmax t t_t t’ t*
a) b) méx C)

Figura 10: a) Grafica original b) Gréfica normalizada y desplazada (Regién II) c)
Graéfica final con & = [&|/Emar ¥ t* =t — timae (Regién 1)



Una vez hecho lo anterior, nuestros datos cumplian los requerimientos
de la Figura 2.1 cuando 0 < ¢ < 1 y evaluada en —t, es decir una fun-
cién expy(t) que en t = 0, exp,(0) = 1 = &(0), ademas para alguna ¢ = t/,
exp,(t') = 0 =~ &(t'), por lo tanto la funcién exp,(t) que esta en discusion es
la mostrada en la Figura 4.11.

equ(' X)

0
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Figura 11: Gréfica de una funcién expq(—z) que es semejante en su forma a las
graficas experimentales & vs t en z > 0

De esta manera nuestros datos podrian entonces ser correlacionados para
hallar un valor de ¢ adecuado entre (0,1) tal que la funcién exp,(t) asocia-
da a dicho valor de ¢ gobernara la conducta de nuestros datos numéricos de &;.

Por lo anterior y bajo la hipdtesis de que el decaimiento de & puede ser
modelado por una funcién exp,(t) para alguna ¢ adecuada, se procedié a
correlacionar los datos normalizados y desplazados de & con In,(y), es decir,
se defini6 la inversa de la exp,(t) como el In,(y) (ver ecuacién 2.11) y se
calculé su valor haciendo y = & nuestros datos experimentales, esperando
obtener una relacién lineal entre In,¢; y ¢ para algin valor de ¢e(0, 1), porque



si & tiene forma de una funcién exp,(t) con ¢t = —t, entonces:
1

&= (14 (1 —q)At) 77 = exp,(t)

ysi Ing(&) =& &) ={& " —1}/(1—¢q)), entonces

Ing(&) = {[(1+ (1 = A TT)170 — 1}/(1 - A, = 4728 = ¢

Como se habia visto en la ecuacién 2.12, note que si t = —t entonces

& =& = Iny (&) = —t.

A este método de correlacionar §; y In, para hallar ¢ se le llamé método de
“correlacién”en el presente trabajo.

Otro método usado aqui para encontrar ¢ fue el llamado “analitico”, el que
consistié en usar la primera derivada de la exp,(t) (ecuacién 2.10), es decir,
nosotros sabemos por las condiciones expuestas en la Seccién 2.4 para £, que:
Et) =€) =X v &) =0, dondet=1/(1—q)A] yaque A, < 0.
Por lo tanto bastaria saber el valor experimental de la pendiente de & en
t = 0 para conocer Ay, y después conocer el valor experimental de ¢ en ; tal
que la pendiente de & fuera cero, asi, una vez conocidas A\ y t experimentales
entonces podrfamos conocer el valor de g, puesto que t = 1/(1 — ¢)|\,| segin
lo anterior, entonces, despejando ¢ se obtiene ¢ =1 — 1/t|)\,].

Observe que si t > 0y |)\,| son tales que |A;|t > 1 entonces ge(0,1). Pero
nuestros datos experimentales son las gréaficas de &;, por lo tanto podemos
obtener la pendiente en ty = 0 donde &(0) = 1 (debido a la normalizacién de
los datos) y ademds el punto ¢ = 1/(1 — q)|A,| (obtenido con precisién finita
entre 1x107% y 1x10732) que es el tiempo donde numéricamente & — 0.

En otras palabras, el método de “correlacién”y el método “analitico” descritos
anteriormente se aplicaron a los datos experimentales de la sensibilidad &;
para encontrar el valor del parametro ¢ y por lo tanto haber encontrado una
funcién exp,(t) adecuada que se ajustara o gobernara dichos datos experi-
mentales.

En el presente trabajo se realizaron tres experimentos diferentes para calcu-
lar ¢ usando los metodos mencionados.

A continuacion se describe la forma en que se realizaron y el método usado
en cada uno.



Experimento I

Adoptando z = 2 y situdndonos en los puntos superestables 1, s v s
se uso el método de “correlacion” mediante la implementaciéon de un progra-
ma estandar de regresién lineal. Este se basé en la minimizacién de y? (ji
cuadrada) y el célculo del indice de correlacién R, lo que se hizo fue lo sigu-
iente: dada una condicién inicial x( persistente en el tiempo y el punto zq+9,
se calculd la sensibilidad & (normalizando y desplazando &), después se cor-
relacionaron tales datos de & con Ing (&) = £71(&) para valores de ¢e(0,1) y
para diferentes valores arbitrarios de A;. De esta forma se pudo analizar si
para algtn valor de ¢ y otro de A, adecuados, el In,(&;) mostraba una relaciéon
lineal respecto a t.

Para aquellos valores de ¢ y A, que linealizaban la relacién In,(&;) nuestro
programa los discriminaba de otros valores al corroborar que la x? asociada a
estos se hacia minima. De esta manera se empled dicho programa, empleando
con una condicién inicial zy en pg, siete valores diferentes de zy (cercanos
a repulsores o a sus preimagenes) en puy y trece (cercanos a repulsores o a
sus preimagenes) en g3, obteniendo en cada caso 1, 7y 13 pares de valores
(g, Ag), los cuales linealizaban sus respectivos datos de In,(&;). Los resultados
en este primer experimento son los siguientes:

Z | M #xo q )\q

2| 1 0.780 -0.619

2 e | 7 0.744 | -0.270

2 s | 13 0.740 | -0.133
Tpy =0.754

Cuadro 4: Resultados del Experimento 1. Valores de q y A, encontrados que linealizan la
relacién Ing(&;). En el caso de po y ps, ¢ y Aq son los promedios de 7 y 13 pares de valores
de (g, Aq) encontrados.

Por otro lado, si graficamos los datos &; vs t para alguna condicién inicial x
y al mismo tiempo graficamos la funcién exp,(—t) en el intervalo (0,1) para
distintos valores de ¢, veremos si nuestros resultados anteriores son congru-
entes con el hecho de que datos experimentales pueden ser modelados por
una funcién exp,(t).
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Figura 12: Grafica de & vs t en pq y funciones expy(—t), la linea de puntos grandes
son datos experimentales.
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Figura 13: Grafica de & vs t en uo y funciones expy(—t), la linea de puntos grandes
son datos experimentales.



T T T
Xo= 0.992746
0.8 -
q=.66
\\
0.6F  \N\ _
0.4} / |
=95 N\ =50
02 G=.75 B
O -
1 1 1 t
0 10 20 30 40

Figura 14: Grafica de & vs t en pu3 y funciones expy(—t), la linea de puntos grandes
son datos experimentales.



Ahora, veamos las graficas de los datos de In, (&) vs t para algunos pocos
valores de ¢ y determinar gréficamente si es que para algin valor de ¢ la
relacién In, (&) vs t es lineal, esto también mostrard si existe alguna lineal-

izacién entre In, (&) y £(%).

Ing(&t)
0

\\ T T T T
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q=.875

-10 I~ q:.9 T
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q=.95
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20 I I I I I 1
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Figura 15: Gréfica de Ingy(&) vs t en pu1, en la parte izquierda de la recta punteada
las gréficas presentan diferentes curvaturas entre si, la linea remarcada corresponde

a q=0.5.
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Figura 16: Gréfica de Ingy(&;) vs t en pg, en la parte izquierda de la recta punteada
las gréficas presentan diferentes curvaturas entre si, la linea remarcada corresponde
a q=0.5.
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Figura 17: Gréfica de Ingy(&) vs t en p3, en la parte izquierda de la recta punteada
las gréficas presentan diferentes curvaturas entre si, la linea remarcada corresponde
aq=0.5.

En cada una de estas tres graficas anteriores, se observa que si ¢ = 0.95
entonces In, (&) vs t tiene una curvatura bien definida (convexa), y al ir
aumentando ¢ tal curvatura se invierte y en ¢ = 0.5 dicha curvatura se ha
vuelto concava, por lo tanto podemos inferir que en el paso de ¢ = 0.95 a
q = 0.5 existe un valor de ¢ tal que la curvatura de In, (&) vs t esta entre lo
convexo y lo concavo. Es decir, en un valor de ¢ la curvatura de In, (&) vs
t se hace cero 6 es aproximadamente una linea recta, en este caso como lo
muestra el Cuadro de resultados 4.4, el valor de ¢ que permite que la relacién
In, (&) vs ¢ sea lineal es ¢ ~ 0.754.



Experimento II

Consideramos ahora los casos z = 1.75, z = 2 y 2z = 3 y nos situamos
nuevamente en los puntos superestables 1, po v 3. Empleamos por segunda
vez el método de “correlacion”implementado mediante el mismo programa
que en el experimento I, pero ahora aumentamos la precision en las condi-
ciones iniciales usadas xg (empleando un mayor numero de digitos, 12 a 16
digitos despties del punto decimal).

Ademas, se construyé un nuevo programa usando el método “analitico” que
consistié en calcular & a partir de la condiciéon inicial xg y el punto xgy + 9,
luego de normalizar y desplazar los datos de &; vs t, se calculé la pendiente
en t = 0, pues &(0) = A,. Una vez hecho esto se procedié a determinar
q =14 1/)\;t a partir de un valor ¢ experimental, el punto donde £(¢t) ~ 0
6 &(t) < 1210732,

En este programa, ubicar un par adecuado de ntimeros (g, A,) significé eval-
uar los parametros ¢ y A, encontrados tales que una funcién exp,(—t) con
dichos valores de ¢ y A\, se ajustara a nuestros datos experimentales de & vs
t. En contraste de la linealizacién buscada con el método de “correlacion”,
por lo tanto se hizo muy factible que una funcién exp,(t) pudiera modelar el
fenémeno de sensibilidad experimental &;.

Los resultados en esta seccién aparecen como sigue:

Analitico Correlacion
z wi | #xo q Ag % wi | #xo q Aq
1.75 L1 1 0.778 -0.410 1.75 T8 1 0.700 -0.389
1.75 fo | 2 0.779 -0.189 1.75 fo | 2 0.709 -0.198
1.75 w3 | 2 0.875 -0.095 1.75 e | 2 0.635 -0.056
Gy = 0.811 Gpor = 0.685

Cuadro 5: Resultados del Experimento II si z = 1.75. Valores de ¢ y Aq encontrados tales
que en el caso analitico una exp,(—t) ajusta la relacién & vs ¢, y en el caso de correlacién
linealizan la relacién Ing(&;) vs &. Note que al emplear po y p13, ¢ ¥ Aq son los promedios
de 2 pares de valores de (g, Aq) encontrados.




Analitico Correlacion
z Ki | #o q Ag z Ki | #o q Ag
2 1 1 0.744 -0.489 2 [ 1 0.760 -0.676
2 o 2 0.770 -0.217 2 o 2 0.740 -0.314
2 U3 2 0.760 -0.110 2 o 2 0.751 -0.161
Tror = 0.758 Tror = 0.750
Cuadro 6: Resultados del Experimento II si z = 2. Valores de ¢ y Aq encontrados tales
que en el caso analitico una exp,(—t) ajusta la relacién & vs ¢, y en el caso de correlacién
linealizan la relacién In, (&) vs &. Note que al emplear ps y s, ¢ y Aq son los promedios
de 2 pares de valores de (g, Aq) encontrados.
Analitico Correlacion
z i | #o q Ag z i | #o q Ag
3 1 1 0.692 -0.649 3 [ 1 0.720 -0.890
3 o | 2 0.723 -0.301 3 2 2 0.660 -0.332
3 ts | 2 0.730 -0.154 3 2 2 0.695 -0.197
Toog = 0711 Tror = 0.691

Cuadro 7: Resultados del Experimento II si z = 3. Valores de ¢ y Aq encontrados tales
que en el caso analitico una exp,(—t) ajusta la relacién & vs ¢, y en el caso de correlacién
linealizan la relacién In, (&) vs &. Note que al emplear ps y ps, ¢ y Aq son los promedios
de 2 pares de valores de (g, Aq) encontrados.




Una manera de analizar nuestros resultados es graficando & vs t para
alguna condicién inicial xy y simultaneamente graficar funciones exp,(—t)
para valores diferentes de ¢ como se hizo en el Experimento I.
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Figura 18: Gréfica de & vs t en p1 y funciones expy(—t), caso z = 1.75, la linea

de puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 19: Grafica de & vs t en ps y funciones expy(—t), caso z = 1.75, la linea
de puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 20: Grafica de & vs t en p3 y funciones expy(—t), caso z = 1.75, la linea
de puntos grandes son datos experimentales.



Si ahora observamos las gréficas de los datos In, (&) vs t para z = 1,75
(Figura 4.21), podemos notar si es que existe alguna relacion lineal entre
In, (&) y t para algin valor de gq.
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Figura 21: Grafica de Ing (&) vs t en pu1 y z = 1.75, en la parte izquierda de la recta
punteada las graficas presentan diferentes curvaturas entre si, la grafica remarcada
corresponde a g = 0.5.



Inq(&t)
0

T T T T T
_10k i
\ q=.5
201 N =
LN =.8
ok i
; S s
40 =3 .
50 -
q=.9375
X, =0.158531
q=.95
60 I I L I I
0 5 10 15 20 25 30 t

Figura 22: Grafica de Ingy (&) vs t en s y 2 = 1,75, en la parte izquierda de la recta
punteada las graficas presentan diferentes curvaturas entre si, la grafica remarcada
corresponde a ¢ = 0.5.



Ing(Sy)
0

= T ] T T
50 - N : 4=.666 :'%5_
N D A e e—-— =.
S\""\i—(‘ q=38 -
: o ~ e ) =875
-100 - _
9=9
-150 - _
q=.9375
X, =0.053068 =95
200 L i ! .
0 20 40 60 80 t

Figura 23: Grafica de Iny (&) vs t en u3 y z = 1.75, en la parte izquierda de la recta
punteada las graficas presentan diferentes curvaturas entre si, la grafica remarcada
corresponde a ¢ = 0.5.



Para el caso z = 2 no presentamos aqui las gréaficas de & vs t ni de In, (&)
vs t ya que son muy semejantes a las mostradas en el experimento I, pero
para z = 3, las curvas son las siguientes:
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Figura 24: Grafica de & vs t en p; y funciones expy(—t), caso z = 3, la linea de
puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 25: Gréfica de & vs t en pg y funciones exp,(—t), caso z = 3, la linea de
puntos grandes son datos experimentales.
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Figura 26: Grafica de & vs t en u3 y funciones expy(—t), caso z = 3, la linea de
puntos grandes son datos experimentales.



De la misma forma que en z = 1.75, podemos comprobar graficamente si
existe una relacién lineal entre In, (&) y t para el caso z = 3.
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Figura 27: Gréfica de Ing(&) vs t en p1 y 2z = 3, en la parte izquierda de la recta
punteada las graficas presentan diferentes curvaturas entre si, la grafica remarcada
corresponde a g = 0.5.
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Figura 28: Gréfica de Ing(&) vs t en pup y 2 = 3, en la parte izquierda de la recta
punteada las graficas presentan diferentes curvaturas entre si, la grafica remarcada
corresponde a g = 0.5.
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Figura 29: Gréfica de Iny(&) vs t en pu3 y 2 = 3, en la parte izquierda de la recta
punteada las graficas presentan diferentes curvaturas entre si, la grafica remarcada
corresponde a ¢ = 0.5.

Como en el experimento I, en este caso si z = 1.75 6 z = 3 se observa
que al ir cambiando ¢ de un valor cercano a 1 hasta ¢ =~ 0.5 la curvatura
de las gréficas In,(&;) vs ¢ cambia. Es decir, de ser convexa para algunas ¢
se vuelve concava para otras, por lo tanto podemos inferir que entre estas
dos curvaturas existe una tal que la relacién In, (&) vs t es lineal 6 donde la
curvatura se anula.

En el caso de que z = 1.75, el valor de ¢ que linealiza es ¢ ~ 0.811 6 ¢ =
0.681, si z = 2 el valor que linealiza es ¢ =~ 0.758 6 ¢ =~ 0.750 y si z = 3
el valor que linealiza es ¢ ~ 0.711 6 ¢ ~ 0.691 seguin nuestros promedios
mostrados en los Cuadros 4.5, 4.6 y 4.7.

..Cuales son entonces los verdaderos valores de g buscados?



Experimento II1

Para los casos z = 1.75, 2z = 2 y z = 3, y situandonos en los puntos su-
perestables 1, 1o v p3, nuevamente se calculd & mediante los puntos xg y
xo+0. Una vez hecho esto, se relacionaron los datos &; con funciones exp,(—t),
pero solo para algunos valores de ¢ privilegiados, dichos valores fueron tales
que el exponente de las exp,(—t), a saber 1/(1 — ¢) era un ndimero entero,
entonces los valores aqui considerados de ¢ fueron: 0.5, 0.666, 0.75, 0.8, 0.875,
0.9, 0.9375 y 0.95, porque estos implican que el exponente 1/(1 — ¢) sea 2, 3,
4,5, 8, 10, 16 y 20 respectivamente.

En este experimento, se usé un método de ajuste de curvas mediante uno
o varios parametros, pero implementado en el programa interno para hac-
er “ajuste”( basado en minimos cuadrados) de la aplicaciéon “gnuplot” en
“Linux”, el pardmetro variable para cada g empleada (en cada exp,(—t))
fue A, entonces, al ir cambiando ¢ se obtenia un ajuste de curva entre cada
exp,(—t) v los datos experimentales & vs ¢, la manera de distinguir el mejor
ajuste fue tomar los valores de ¢ y A, tales que el error niimerico (abajo de
5%) fuera el menor al realizar las corridas del programa.

Los resultados de dichos ajustes son los siguientes;

Z Ki | #o q )‘q
1.75 | 1 0.800 -0.449
1.75 | pe 1 0.750 -0.200
1.75 | ps 1 0.800 -0.092

Gpor = 0.783

2 U1 1 0.750 -0.671

2 I 1 0.666 -0.221

2 s 1 0.666 -0.199

Tior = 0.694

3 U1 1 0.750 -0.958

3 [ 1 0.750 -0.436

3 3 1 0.666 -0.215

Gpor = 0.722

Cuadro 8: Tabla de resultados del Experimento III.



Algunos resultados graficos

Regresemos por un momento a la estructura general de las curvas experimen-
tales de sensibilidad &; vs ¢ (Figura 4.1). Como se ha visto anteriormente, la
estructura se puede visualizar por regiones y por familias de puntos, recorde-
mos ademds que en el presente trabajo se ha aceptado la hipdtesis de que
la regién II de la estructura de & vs t puede ser modelada por una exp,(t),
hecho que no se ha comprobado todavia.

Lo que enseguida se presenta es una prueba grafica de que la region II de &
vs t no puede ser modelada por una funcién exponencial usual e, o al menos
seria algo muy complicado, a diferencia de la region I, la cual si es gobernada
por la funcién exponencial usual e.

Tomando z = 2 y situandonos en los puntos superestables i1, io, ft3 ¥ g
calculamos la sensibilidad para cada caso a partir de alguna condicién ini-
cial zy (diferente para cada p;). Si a cada conjunto de datos obtenido &; le
aplicamos la funcién logaritmo natural, es decir, obtenemos In(&;), entonces
veremos cuales sectores de & pueden ser linealizadas bajo el logaritmo nat-
ural In y cuales otros sectores no pueden serlo, basicamente la regiéon I si
y la regién II no, es por esto que el presente trabajo adquiere justificacién,
al buscar una funciéon que modele la region II y que dicha funciéon sea una

expy(—t).
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Capitulo 5

Analisis de resultados

Comparacion de los experimentos I, II y III
A continuacién se muestra una tabla comparativa de los resultados obtenidos
en los experimentos anteriores.

Experimento | =z Método Trot
1 2 Correlacion 0.754
II 1.75 Analitico 0.811
II 1.75 Correlacion 0.681
I1 2 Analitico 0.758
II 2 Correlacion 0.750
II 3 Analitico 0.711
II 3 Correlacion 0.691
11 1.75 | Ajuste de curva | 0.783

11 2 | Ajuste de curva | 0.694
I1I 3 | Ajuste de curva | 0.722

Cuadro 1: Tabla comparativa de los promedios de ¢. Resultados de los Experimentos I,
1T y III.

En la tabla anterior es claro que si z = 2 el Experimento I y II coinciden en
sus resultados, pues muestran que g ~ 0.75..., para cualquier p;, pero no es
el mismo caso en Experimento III, donde g ~ 0.69..., si z = 2.

Una observacién importante para el Experimento II es que los resultados
para z = 2y z = 3 mediante el método “analitico”y el de “correlacién”son
parecidos y congruentes entre si, pues si z = 2 entonces ¢q esta cerca de 0.75
y si z = 3, ¢ se acerca a 0.7, a diferencia del caso z = 1.75 donde ¢ = 0.811



no es tan coincidente con ¢ = 0.681.

Si comparamos ahora el Experimento II con el III, vemos que para ninguna
z y ningun método los resultados de ¢ coinciden, pero si observamos de cerca
lo obtenido en el caso z = 1.75 vemos que en el Experimento III ¢ = 0.78 y
en el Experimento II ¢ = 0.811 6 ¢ = 0.68, si supusieramos arbitrariamente
por un momento que el tinico resultado vélido en el Experimento III fuera el
del caso z = 1.75 podremos notar que ¢ = 0.78 es méas cercano a ¢ = 0.811
que a ¢ = 0.68, entonces se pensaria que quizas el resultado ¢ = 0.68 en el
Experimento II no es tan certero como g = 0.811 y quizas fuera incorrecto
dicho resultado.

Una aclaracién respecto a los programas usados en los Experimentos I y
IT es que las fuentes de error fueron considerables, pues algunos programas
contenian muchos calculos en muchas lineas de codigo, y en algunos casos
sélo se conseguia obtener pocos puntos en los datos experimentales (debido
a nuestra poca precision computacional de aproximadamente 28-32 digitos
después de punto decimal), pero de entre los programas empleados, aque-
llos que calculaban mediante el método analitico fueron los més confiables
debido a que los resultados que producian eran obtenidos directamente de
la lectura de nuestras curvas experimentales de & vs t, a diferencia de los
otros programas, donde a estos datos se les sometia a mas calculos numéricos.

Entonces, si supusieramos que los tinicos resultados confiables fueran aquellos
obtenidos por el método analitico, veriamos que del Experimento II resulta
que si z = 1.75 entonces g ~ 0.81, si z = 2 entonces ¢ ~ 0.75 y si 2 = 3
entonces ¢ ~ (.71, sin embargo estos resultados para z = 2 y z = 3 son
hasta cierto punto corroborados por el método de “correlacién”en el mismo
experimento II y también en el Experimento I para el caso z = 2.

Entonces, debido a lo anterior se observa que si z aumenta de valor, ¢ dis-
minuye, y por lo tanto quizas haya una relaciéon inversamente proporcional
entre q y z.

Un resultado del que podemos estar hasta cierto punto confiados segin nue-
stro trabajo es que en general si z = 2, entonces g ~ 0.75..., para cualquier
M-

Respecto del pardmetro A\; podemos decir sélo lo que se ve claramente en
los resultados: que los valores de )\, son inversamente proporcionales a los
valores de z, pero por otro lado son proporcionales a u;, pues si z aumenta
entonces A, disminuye, y si y; aumenta entonces )\, aumenta.



Capitulo 6

Conclusiones

A partir de la Figura 4.30 se manifiesta que el fenémeno de sensibilidad
a condiciones iniciales en los puntos superestables p;, tiene esencialmente
dos regiones importantes, la primera es gobernada por una funcién exp(z)
usual, y la segunda no es modelada por dicha funcién.

La suposicién hecha en la Seccién 4.2 para la region III de la sensibilidad
& (Figura 4.1), en la que decimos que & ~ 0 en algun tiempo finito, fue fun-
damental en el presente estudio, debido a que por esta suposicién, nuestros
datos experimentales de & en la regién II pudieron ser modelados con una
funcién exp,(—z) (Figura 4.11) para algin valor de g y de A, especiales.

El efecto directo de tal suposicién es asumir la siguiente hipdtesis: para la
region II (Decaimiento) de la sensibilidad & existe una funcién exp,(t) que
bajo condiciones particulares si puede describir el comportamiento de &; en
dicha regién.

Entonces, segiin nuestra hipotesis; la regién del decaimiento de la sensibilidad
& para mapeos con algin valor de z y situados en sus puntos superestables
p; es modelada por una funcién exp,(t) con g # 1, ademas debido a nuestros
resultados mas confiables, se lograrén los objetivos de la tesis planteados en
la Secciéon 3.4, concluyendose que si z = 1.75, entonces q¢ ~ 0.81,..., para
cualquier valor de p;, si 2z = 2, entonces ¢ ~ 0.75,..., para cualquier valor de
M v si z =3, entonces ¢ =~ 0.71,..., para cual quier valor de u;, debido a esto,
quizas exista una relacion funcional e inversamente proporcional entre q y z.
Como los valores encontrados de ¢ y A\, para z = 2, 2 = 1.75 y 2z = 3 son
diferentes entre si, se concluye también que en general, los valores de g y A4
si es que existen, son diferentes para valores diferentes de z.



La variacién del pardmetro A, es la siguiente; A\, < 0 para todo valor de
z y situados en cualquier punto superestable j;, ademés A, depende inver-
samente del valor de z, pero también A, es directamente proporcional a los
valores de p;.

Por todo lo anterior mencionado, es factible pensar que si existen valores
adecuados de ¢ y de A, tales que una funcién exp,(A\;t) dependiente de ¢ y
A¢ puede modelar el fenémeno de la sensibilidad a condiciones iniciales en
la region del decaimiento, esto para los mapeos de orden z y situados en los
puntos superestables p; particulares de cada mapeo.

Sin embargo, aunque la regién del decaimiento (Regién II) de la sensibili-
dad & representa el acercamiento ultrarapido al atractor de periodo k y en
realidad, matematicamente este se alcance hasta ¢ — 0o, no es contradicto-
rio suponer que & — 0 en algiin tiempo finito y considerar validas nuestras
conclusiones anteriores, pues el presente analisis, es una aproximacion a la
dindmica real.
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