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Introducción

La …nalidad de esta tesis es presentar los conceptos de extensores y re-
tractos en espacios topológicos en general.

En el capítulo 1 presentamos los resultados preliminares, incluyendo de…ni-
ciones, ejemplos y contraejemplos. En particular, estudiamos el espacio de
adjunción  =  [  y sus propiedades.

En el capítulo 2 presentamos el concepto de retracto y su relación con las
propiedades de conexidad local y propiedad del punto …jo.

En el capítulo 3, estudiamos extensores absolutos así como extensores por
vecindades. Dada una clase de espacios topológicos estudiamos el concepto de
extensor para dicha clase. Nos interesa en particular, la clase de los espacios
normales. En este caso, el Teorema de Tietze nos dice que una n-celda, es un
extensor para la clase de los espacios normales.

Por último, en el capítulo 4, estudiamos retractos absolutos y retractos
absolutos de vecindades.

i



Capítulo 1

Preliminares.

1.1. Espacios Topológicos

En esta sección se introducirá el concepto de Espacio Topológico, dando la
de…nición de lo que es una topología, así como algunos ejemplos de Espacios
Topológicos.

De…nición 1.1 Sea  un conjunto. Una topología  de…nida en  es un
familia de subconjuntos de  que cumple las siguientes propiedades:

1)  y  son elementos de  
2) Sea  y  elementos de  , entonces  \ 2 
3) Sea f :  2 g una familia de elementos de  , entonces [2 2 

A los elementos de  se les llaman abiertos y a la pareja ( ) se le
llama espacio topológico. En otras palabras, la propiedad 2 la expresamos
diciendo que intersección …nita de abiertos es abierta y la propiedad 3 que
unión arbitraria de abiertos es abierta. Diremos que un subconjutno  de 
es cerrado si y solo si  n  2  

De…nición 1.2 Sean  un espacio topológico y un subconjunto  de 
De…nimos  como la intersección de todos los cerrados de  que contienen
a 

Vamos a dar algunos ejemplos de espacios topológicos.

Ejemplo 1.3 a) Sea  un conjunto. Entonces el conjunto P() de subcon-
juntos de  de…ne una topología en  en la cual todos los subconjuntos son
abiertos. A esta topología se le llama topología discreta.

1



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES. 2

b) Sea  un conjunto. La familia fg de…ne en  la topología in-
discreta.

De…nición 1.4 Sean ( ), ( ) espacios topológicos y  :  !  una
función. Decimos que  es continua si para todo  abierto de  tenemos que
¡1() es abierto en 

De…nición 1.5 Sean   espacios topológicos y  :  !  una función
continua. Decimos que  es un homeomor…smo si  es biyectiva y ¡1 es
continua. Decimos que  y  son homeomorfos si existe un homeomor…smo
 :  !  .

De…nición 1.6 Sea ,  espacios topológicos y  :  !  una función
continua. Decimos que  es un encaje si  :  ! () es un homeomor…s-
mo.

Ejemplo 1.7 a) Sea  = f1 2g en este espacio se pueden de…nir a lo más
4 topologías:

 1 = fg  2 = ff1gg 3 = f f2gg  4 = P()
A ( 2) y a ( 3) se les llama espacio de Sierpinski. Cabe aclarar

que (  2) y (  3) son homeomorfos.
b) Sea  un conjunto y  ½  De…nimos  =  n  el complemento

de  con respecto de  Consideramos la siguiente familia
 = f ½  :  =     g veamos que  de…ne una topología

en 
1) Es claro que  y  están en  
2) Sean  y  elementos de  Si  =  entonces  \  =  2  , si

 6=  y  6= , entonces ( \ ) =  [  pero sabemos que unión de
conjuntos …nitos es …nita entonces  \ 2  

3) Sea f :  2 g una familia de elementos de   entonces
([2) = \2() La intersección arbitraria de conjuntos …nitos es

…nita, entonces [2 2 
A esta topología se le llama la topología de complementos …nitos o

co…nita.

De…nición 1.8 Sea ( ) un espacio topológico. Una base para la topología
es un subconjunto B ½  tal que  es generado por B es decir los elementos
 son todas las posibles uniones de subconjuntos de B.
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De…nición 1.9 Sea ( ) un espacio topológico. Una subbase para  es una

colección F de elementos de  tal que  =

½
T
2

 j  2 F

¾
forma una base

para  .

Una proposición clara que se sigue de la de…nición 1.8 es la siguiente.

Proposición 1.10 El conjunto B ½  es base para la topología  si
y sólo si para todo  en  y para todo  en  existe  2 B tal que
 2  ½ 

Algunos ejemplos sencillos de bases y subbases son los siguientes:

Ejemplo 1.11 a) Para la recta real R con la topología usual los intervalos
abiertos de la forma ( ) forman una base.

b) Para la topología discreta el conjuntoffg j  2 g forma una base.
c) En la recta real la topología que usualmente se de…ne en ella es la que

tiene como base los intervalos abiertos de la forma ( ) con   2 R, una
subbase para esta topología son los intervalos de la forma (¡1 ) junto con
los intervalos de la forma (1)

De…nición 1.12 Sea ( ) un espacio topológico y  ½  Decimos que 
es cerrado en  si  2  

De…nición 1.13 Sea () 2  una familia de espacios topológicos,
 = ¦ 2 y  :  !  la proyección natural. La topología pro-

ducto en  es la topología mas pequeña que hace que  sea continua para
cada  2 .

Es fácil probar que la familia f¡1 () :       2 g es
una subbase para la topología producto en 

Lema 1.14 Sea () 2  una familia de espacios topológicos y
 = ¦ 2 el espacio producto (con la topología producto).

Sea Y un espacio topológico y  :  !  una función. Entonces 
es continua si y sólo si  ±  es continua para toda  2 
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Demostración. =)) Se sigue de la de…nición de topología producto
que la proyección en la  ¡ ¶ coordenada es continua. Tenemos que
composición de funciones continuas es continua por lo tanto ± es continua.

(=) Bastará demostrar que la imagen inversa bajo  de cada subbásico
¡1 () con  abierto en  es abierto en  . Tenemos que ¼± es continua
esto quiere decir que (¼ ± )¡1() es abierto de  , ahora (¼ ± )¡1()
= ¡1 ± ¡1 ()=¡1(¡1 ()) lo que prueba que  es continua.

De…nición 1.15 Sea ( ) un espacio topológico y  ½ . Decimos que 
es denso en  si para toda  2   \ 6= ;

De…nición 1.16 Sea ( ) un espacio topológico. Si  contiene un conjun-
to denso numerable decimos que  es separable.

Ejemplo 1.17 Si consideramos a R con la topología usual encontramos que
Q es un subespacio denso numerable de R

1.2. Conexidad

En esta sección hablaremos de los conceptos de conexidad, localmente
conexo, conexo en pequeño y conexo por trayectorias. Hablaremos de la
relación que hay entre estos conceptos.

De…nición 1.18 Un espacio topológico  es conexo si no lo podemos
escribir como unión de dos subconjuntos abiertos ajenos no vacíos.

Proposición 1.19 Sea  un espacio topológico y  un subconjunto
conexo de  entonces  es conexo.

Demostración. Supongamos que  =  [  donde  y  son abiertos
ajenos de entonces  \  6=  ,  \  6=  ( \ ) \ ( \ ) =  y
 = (\)[ ( \) lo cual no se puede ya que  era conexo. Por lo tanto
 es conexo.

Proposición 1.20 Sean  un espacio topológico conexo,  :  ! 
continua y  un espacio topológico, entonces  () es un conexo en


Demostración. Supongamos que () = [ donde  y  son abier-
tos ajenos de  () entonces como  es continua ¡1() y ¡1() son abier-
tos ajenos de  y  = ¡1()[ ¡1() , pero esto contradice el hecho de
que  era conexo. Por lo tanto () es conexo.
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Algunos ejemplos de espacios conexos.

Ejemplo 1.21 a) El intervalo [0 1] es conexo. Supongamos que
[0 1] =  [  donde  y  son abiertos ajenos del intervalo [0 1]

y 1 2  Como  es abierto entonces existe una vecindad del 1 que esta
contenida en  Sea  = sup() entonces  6= 1, note que como  es el
supremo de  entonces cualquier vecindad de  tiene puntos de  solo del
lado izquierdo de 

Como estamos suponiendo que [0 1] no es conexo entonces  debe de estar
en  o 

- si  2  entonces  tiene una vecindad totalmente contenida en , pero
 es el supremo de  entonces  \  6= ;

- si  2  entonces  tiene una vecindad totalmente contenida en , pero
 es el supremo de  entonces  \  6= ;

En ambos casos llegamos a una contradicción, ya que estábamos suponien-
do que  y  eran ajenos. Por lo tanto el intervalo [0 1] es conexo.

b)La circunferencia de radio 1 que denotaremos como 1es un conexo.
Esto ya que 1 es la imagen del intervalo [0 2] bajo la función

() = exp().
c)La cerradura topológica de la gra…ca de sin( 1


)

es conexa por la proposición 1.19, ya que la gra…ca de sin( 1

) es homeo-

morfa a un rayo.
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De…nición 1.22 Se dice que un espacio  es localmente conexo en un punto
 2 , si para todo abierto  de  tal que  2 , existe  ½  tal que  es
abierto, conexo y  2  Si  es localmente conexo en cada punto, decimos
que  es localmente conexo.

Ejemplo 1.23 a) Un ejemplo de un espacio localmente conexo que no es
conexo es [0 1) [ (1 2]

b) Consideremos el espacio en el plano formado por las líneas verticales
 = 0 y  = 1 junto con las lineas horizontales©
( 1


) j 0 ·  · 1 y  = §1§2 

ª

y por último agreguemos el intervalo [0 1] contenido en el eje de las equis.

Este espacio no es localmente conexo en los puntos interiores del intervalo
[0 1], ya que estos puntos tienen vecindades disconexas.

De…nición 1.24 Consideremos el intervalo [0 1] y vamos a construir una
familia de subconjuntos fgdel [0 1] tal que +1 µ 

Ejemplo 1.25 De…nición 1.26 Sea 0 = [0 1]  ahora el siguiente ele-
mento 1 lo construimos quitándole a 0 el intervalo (1

3
 2
3
)
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el 2 lo construimos quitandole a 1 los inervalos (1
9
 2
9
) y (7

9
 8
9
)

en general si tenemos ¡1, el  lo construimos partiendo en tres los
2¡1 intervalos cerrados que forman a ¡1 y quitándoles el intervalo de en-

medio. El conjunto de Cantor es el subespacio  =

1\

=1

 del intervalo [0 1] 

Como  es una intersección anidada de compactos entonces es compacto.

Ejemplo 1.27 El siguiente ejemplo es un espacio que es conexo , pero no
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es localmente conexo. Nos …jamos en el punto
¡
1
2
 1

¢
en R2 y dibujamos todos

los segmentos de rectas que unan a este punto con cada uno de los elementos
del conjunto de Cantor .

A este espacio se le conoce como   ¶  , y bueno
gracias a que el conjunto de Cantor es totalmente disconexo, si nos …jamos
en un abierto del cono que contenga a un punto del conjunto de Cantor y que
no contenga al (1

2
 1) obtenemos que el abierto es disconexo, ya que el punto

que conecta a los puntos del Cantor es precisamente el (1
2
 1)

De…nición 1.28 Sea  2 . La componente  de  en  es la unión de
los subconjuntos conexos de  que contienen a .

Si el espacio  es conexo tenemos que la componente conexa de todo
punto es el total. La familia de componentes conexas de los puntos nos da
una partición del espacio.

Sea  =  [ con  y  conexos ajenos, si tomamos un punto  2 
obtenemos que  = , como se ve en la siguiente …gura:
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Proposición 1.29 Un espacio topológico  es localmente conexo si
y sólo si las componentes de cualquier abierto de  son abiertas.

Demostración. =)) Sea  componente del abierto  de  y  2 .
Como  es abierto de  entonces existe un abierto y conexo  tal que
 2  µ  . Por de…nición de componente tenemos que  ½ , lo que
demuestra que  es abierta.

(=) Sea  abierto de  ,  2  y  la componente de  tal que  2 .
Por hipótesis todas las componentes de abiertos de  son abiertas, entonces
tenemos que  es abierto, conexo y está contenido en  , lo que prueba que
 es localmente conexo.

De…nición 1.30 Un espacio  es conexo en pequeño en  si para todo abier-
to  de  tal que  2  existe un conexo  tal que  2 () ½  ½ 

Proposición 1.31 Sea X un espacio topológico. Entonces X es local
mente conexo en  para todo  si y sólo si X es conexo en pequeño
en p para todo 

Demostración. =)) Sean  2  ½  con  abierto. Como  es
localmente conexo entonces existe  ½  tal que  es abierto y conexo y
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 2  entonces  2 () =  ½  Lo que demuestra que  es conexo en
pequeño en  para todo 

(=) Sean  ½  abierto,  2  y  una componente de  . Por ser
 conexo en pequeño existe  un conexo de  tal que  2 (). Por
de…nición de componente,  ½ , lo que prueba que  es abierta. Utilizando
la Proposición 1.29,  es localmente conexo.

Ejemplo 1.32 El siguiente es un ejemplo de un espacio conexo en pequeño
en el punto a, pero que no es localmente conexo en ese punto.

Observemos las vecindades abiertas del punto a

Vamos a …jarnos en las vecindades abiertas  de a que son de la forma
a).

Lo que tenemos que encontrar es un conexo  ½  tal que
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 2 () ½  ½  . Siempre podemos encontrar un punto  de rami-
…cación entre  y , entonces tomamos el conexo  como se muestra en la
siguiente …gura

De forma análoga si nos …jamos en la vecindades abiertas  de  que son
de la forma b), encontramos  conexo en  esto demuestra que es conexo en
pequeño. La vecindades abiertas de  no son conexas, por lo tanto el espacio
no es localmente conexo.

Denotaremos  = f¡! 2 Rj k¡! k = 1g y+1 = f¡! 2 Rj k¡! k · 1g 

De…nición 1.33 Se dice que un espacio  es conexo por trayectorias si y
sólo si para cualesquiera dos puntos , 2 , existe una función continua
 : [0 1]!  tal que (0) =  y  (1) = .

Ejemplo 1.34 a)El intervalo [0 1] es conexo por trayectorias.
b) es conexo por trayectorias.
c)El    es conexo por trayectorias.

Proposición 1.35 Todo espacio conexo por trayectorias es conexo.
Demostración. Sea  un espacio conexo por trayectorias. Supongamos

que  no es conexo, entonces  =  [  con  y  subconjuntos de 
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ajenos no vacios, sean  2  y  2 , como  es conexo por trayectorias
existe  : [0 1] !  continua tal que  (0) =  y (1) = , entonces  =
¡1() [ ¡1() pero esto no puede pasar , ya que [0 1] es conexo, por lo
tanto  es conexo.

De…nición 1.36 Se dice que un espacio  es localmente conexo por trayec-
torias si y sólo si todo punto de  tiene una base local formada por conjuntos
conexos por trayectorias.

Proposición 1.37 Todo espacio  conexo y localmente conexo por
trayectorias es conexo por trayectorias.

Demostración. Sean   2  ,  y  subconjuntos de  tal que
 2 () y  2 () y \ 6= ; esto lo podemos suponer ya que  es
conexo. Sea  2 \ Como  es localmente conexo por trayectorias existe
¤ ½  conexo por trayectorias tal que  y  estan en  ¤ análogamente
existe  ¤ ½  tal que  y  estan contenidos en ¤, la trayectoria que une
a  con  es la unión de la trayectoria de  a  con la que une a  con 

1.3. Espacios Métricos
En esta sección hablaremos de espacios métricos, dando la de…nición de

lo que es una métrica, y teniendo la importante observación de que siempre
a un espacio métrico le podemos de…nir una métrica que sea acotada. Otros
conceptos que trataremos en esta sección es el de norma y de espacio nor-
mado. Esta sección nos servirá cuando hablemos, más adelante, de Espacios
Métricos Completos.

De…nición 1.38 Una métrica para un conjunto  es una función
 :  £  ! R+

S
f0g tal que para    2 

i) ( ) = ( )
ii) ( ) · ( ) + ( ) (Desigualdad del triangulo).
iii) ( ) = 0 si y sólo si  = 
Si  es una métrica en , decimos que ( ) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.39 a) La recta real R con la siguiente función distancia ( ) =
j ¡ j es el ejemplo más conocido de espacio métrico, en general R con
la función distancia ((1  ) (1  2)) =

pP
=1( ¡ )2 es un

espacio métrico.
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b) En el plano podemos de…nir otras funciones distancia como por ejem-
plo:

i)1( ) = j1 ¡ 1j+ j2 ¡ 2j la cual es llamda la métrica del taxista.
ii)2( ) = m¶ax fj1 ¡ 1j  j2 ¡ 2jg 
c) Otro ejemplo sencillo de métrica es la siguiente. Sea  un conjunto

y de…nimos la siguiente función distancia. ( ) =
½
0   = 
1   6= 

¾
a esta

métrica se le llama la métrica discreta.

Podemos darle estructura de espacio topológico a un espacio métrico
de…niendo la siguiente topología.

De…nición 1.40 Sea ( ) un espacio métrico.
De…nimos B = f() j  2    2 Rg
donde () = f 2  j ( )  g 
En este caso los abiertos son los conjuntos  ½  tal que para todo  2 

existe  2 R tal que () se queda contenida en  Lo que nos dice que B
es una base para la topología.

De…nición 1.41 Sean () y ( ) espacios métricos y  :  !  una
función continua. Decimos que  es una isometría si para todo 1 2 2 
pasa lo siguiente (1 2) = ( (1) (2))

Observación 1.42 Dado cualquier espacio métrico ( ), podemos de…nir
una función distancia ¤ acotada de la siguiente manera ¤( ) = ()

1+()


Sean  un espacio métrico y  ½  De…nimos  :  ! R como
() = inf f( )j 2 g 

Lema 1.43 La función  es continua.

Demostración. Sea    Usando la desigualdad del triángulo, obten-
emos ( ) · ( ) + ( ) De esta desigualdad obtenemos lo siguiente:
( )¡( ) · ( ). Esta desigualdad se cumple también si tomamos ín-
…mos , asi que podemos tomar la siguiente desigualdad (( )¡( )) ·
(( )) ahora ( ) es un valor constante para el ín…mo ya que este lo
tomamos con respecto a la  por lo que la desigualdad queda así 2(( ))¡
( )) · 2(( )).
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Ahora recordando la de…nicion de  obtenemos lo siguiente: () ¡
( ) · () De la cual obtenemos la siguiente desigualdad: () ¡
() · ( ) Realizando un procedimiento análogo, cambiando  por
 y visceversa, obtenemos () ¡ () · ( ) lo que nos dice que
j()¡ ()j · ( ); Lo que demuestra que  es continua.

De…nición 1.44 Un espacio normado  es un espacio vectorial
[ ¶213] sobre R, tal que a cada elemento  de  podemos

asociarle un número real kk que cumple con las siguientes propiedades:
1) kk ¸ 0 y kk = 0 si y solo si  = 0
2) kk = jj ¢ kk para toda  2 R
3) k+ k · kk+ kk
Con la norma se puede de…nir una métrica en , simplemente para todo

  2  de…nimos ( ) = k ¡ k.

1.4. Espacios Compactos
En esta sección hablaremos muy poco de espacios compactos, dando solo

la de…nición, algunos ejemplos y una proposición importante para el resto de
la tesis

De…nición 1.45 Sea  un espacio topológico. Una cubierta de  es una
familia f :  2 g de subconjuntos de  tal que [2 =  Si la familia
está compuesta únicamente de abiertos de , la cubierta se llama cubierta
abierta.

De…nición 1.46 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es compacto
si para toda cubierta abierta B de  existe un subconjunto …nito de B que
es cubierta de 

De…nición 1.47 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es en espa-
cio de Lindelöf si para toda cubierta abierta B de  existe un subconjunto
numerable de B que es cubierta de 

Ejemplo 1.48 Unos ejemplos sencillos de espacios compactos son:
a) El intervalo cerrado [0 1].
b) La circunferencia unitaria
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Proposición 1.49 Sean ,  espacios topológicos,  un subespacio
compacto de  y  :  !  una función continua. Entonces ()
es compacto en 

Demostración. Sea U una cubierta abierta de (). Entonces ¡1(U) =
f¡1() j  2 Ug es una cubierta abierta de . Como  es compacto, existe
V subcubierta …nita de ¡1(U). De…nimos U¤ = f 2 U j ¡1() 2 Vg. Es
claro que U¤ es una subcubierta …nita de U.

Proposición 1.50 Sean ,  espacios topológicos,  un subespacio
de Lindelöf de  y  :  !  una función continua. Entonces ()
es un espacio de Lindelöf 

Demostración. Sea U una cubierta abierta de (). Entonces ¡1(U) =
f¡1() j  2 Ug es una cubierta abierta de . Como  es un espacio
de Lindelöf, existe V subcubierta numerable de ¡1(U). De…nimos U¤ =
f 2 U j ¡1() 2 Vg. Es claro que U¤ es una subcubierta numerable de U.

Lema 1.51 Sea  un espacio métrico y compacto. Entonces  es
separable.

Demostración. Sea  =
n
 1


()j

o
2N

una cubierta abierta de .

Como  es compacto, existe¤
 =

n
 1


(1) 1


(2)  1


()

o
subcubierta

…nita de . Sea  =
©
11 

1
2  

1
1
 21 

2
2  

2
2
 

ª
Veamos que  es un

subconjunto denso numerable en .  es numerable ya que es la unión
numerable de conjuntos …nitos. Sea  2  y  abierto de  tal que  2  ,
como  es abierto entonces existe 0() ½  para algún 0 2 R. Sabemos
que para todo  2 R existe  2 N tal que 1


  Entonces podemos tomar

una cubierta abierta  de  con 1

 0 de la cual obtenemos su subcubierta

…nita ¤
 Ahora, existe  1


( ) para alguna 1     tal que  2  1


( )

entonces (  ) 
1

 por lo tanto  2 0()

1.5. Axiomas de Separación
En esta sección hablaremos de los conceptos de que un espacio sea 0,

1, 2, 3, 4 y de cómo estos conceptos se relacionan. Esta sección nos
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servirá mas adelante cuando hablemos de Espacios de Hausdor¤ y de Espacios
Normales.

De…nición 1.52 Sea  un espacio topológico y  2 Decimos que  ½ 
es una vecindad de  si y solo si  2 () Si  es abierto, decimos que 
es una vecindad abierta de 

De…nición 1.53 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es un espacio
0 si y sólo si para cualesquiera   2   6=  tenemos que al menos uno
de ellos tiene una vecindad que no incluye al otro.

De…nición 1.54 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es un espacio
1 si y sólo si para cualesquiera puntos , 2  distintos, existe una vecindad
de  que no contiene a  y viceversa.
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De…nición 1.55 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es 2 o es-
pacio de Hausdor¤ si y sólo si para cualesquiera   2  existen vecindades
 y  de  y  respectivamente tales que  \  = ;

De…nición 1.56 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es 3 si y
sólo si para todo  µ  cerrado y para todo  2  existe una vecindad  de
 y una vecindad  de  tales que  \  = ;
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De…nición 1.57 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es 4 si y
sólo si para todos cerrados ajenos  y  de  existen vecindades  y  de
 y  de  tales que  \  = ;

Proposición 1.58 Sea  un espacio topológico 1 Entonces los con-
juntos formados por un solo elemento son cerrados en .

Demostración. Sea  2  Para probar que fg es cerrado en  basta
probar que  nfg. Sea  2  nfg, como  es 1 existe una vecindad  de
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 tal que  2  . Como  2 (), podemos econtrar una vecindad abierta
 de  tal que  ½  . Por lo tanto  n fg es abierto. Por lo tanto fg es
cerrado en 

Proposición 1.59 Sea  un espacio topológico. Dadas las de…ni-
ciones anteriores tenemos las siguientes a…rmaciones:

i) Si  es un espacio 1 y 4 entonces  es 3
ii) Si  es un espacio 1 y 3 entonces  es 2
iii) Si  es un espacio 2 entonces  es 1
iv) Si  es un espacio 1 entonces  es 0
Demostración. i) Sean  2  y  ½  cerrado tal que  2 Gracias

a la porposición 1.58, tenemos que los conjuntos formados por un solo ele-
mento son cerrados en  entonces como  es 4 tenemos que existen  y
 vecindades de  y  respectivamente tales que  \  = ; por lo tanto 
es 3

ii) Sean   2   6=  La propiedad de ser 1 signi…ca que los pun-
tos son cerrados en  entonces como  es 3 tenemos que existen  y 
vecindades de  y  respectivamente tales que  \  = ; por lo tanto  es
2

iii) Sean   2   6= . Como  es 2 entonces existen  y  vecindad
de  y  respectivamente tales que  \  = ;. Por lo tanto  es 1

iv) Sean   2   6=  Como  es 1 entonces existe  vecindad de 
tal que  2  por lo tanto  es 0

Ejemplo 1.60 a) El que  sea 1 es muy importante para que los incisos i),
ii) de la Proposición 1.59 se cumplan, ya que por ejemplo, si a  le damos
la topología indiscreta  no es 1 ni 2, pero es claramente 4 y 3

b) Sea  = R. La colección de todas las uniones de intervalos abiertos
de la forma (Ã¡ ) = f 2 j  g forman una topología  para . Con
esta topológia  es 0, pero  no es 1

c) Si a R le asignamos la topología de los complementos …nitos, R cumple
1 pero no es 2

d) Sea  la topología usual de R. Ahora consideramos la topología  gen-
erada por la subbase  [ f µ  j  µ Qg. R cumple 2 ya que  es más
…na que  pero R no es 3 ya que el conjunto de los numeros irracionales
R n Q es cerrado, pero no lo podemos separar del 0

e) Todo espacio métrico ( ) es de Hausdor¤.
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1.6. Espacios de Hausdor¤

En esta sección hablaremos de cuando un espacio — se dice que es un
Espacio de Hausdor¤, y de algunas propiedades de estos espacios. Este tipo de
espacios son importantes para esta tesis ya que, más adelante en los capítulos
3 y 4 hablaremos de cómo se comportan los retractos y extensores en este
tipo de espacios

Recordemos que  es un espacio de Hausdor¤ si  es 2 (De…nición
1.55).

Proposición 1.61 Sean fg una familia de espacios de Hausdor¤
entonces:

a) Todo subespacio de  es Hausdor¤.
b)

Y

2
 es un espacio de Hausdor¤.

Demostración. i) Sean  un subespacio de  y   2  con  6=
. Como  es de Hausdor¤, entonces existen vecindades  y  de  y 
respectivamente, tales que  \ = ; entonces  \ y  \ son vecindades
de  y  respectivamente, entonces  es de Hausdor¤.

ii) Sean  =
Y

2
 y  = ()  = () dos puntos distintos de .

Como  6=  entonces  6=  para alguna  2 , entonces ya que  es de
Hausdor¤ , por lo tanto, existen  vecindad de  y  vecindad de  tales
que  \  = ;. Sea  :  !  la i-esima proyección. Entonces ¡1()
y ¡1() son vecindades ajenas de  y  respectivamente, por lo tanto  es
de Hausdor¤.

De…nición 1.62 Sea  un espacio topológico y  2 . Decimos que  () =
f µ  j     g es un sistema fundamental de vecindades si
para toda vecindad  de  existe  2  () tal que  µ 

De…nición 1.63 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es primero
numerable si todo elemento  de  tiene un sistema fundamental de vecin-
dades numerable.

Proposición 1.64 Sean  un espacio de Hausdor¤ y  µ  com-
pacto. Entonces  es cerrado en 

Demostración. Vamos a demostrar que  n es abierto. Sea  2  n.
Como  es un espacio de Hausdor¤, para cada  2  existe vecindades
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ajenas  y  de  y  respectivamente. Sea U =
S
2

. Observemos que U

es cubierta abierta de , entonces existe U¤ =
S
=1

 subcubierta …nita de

UEntonces V =
T
=1

 es una vecindad de  totalmente contenida en  n

Por lo tanto  n  es abierto.

Lema 1.65 Sean  un espacio compacto y  un espacio de Haus-
dor¤. Entonces toda función continua  :  !  es cerrada.

Demostración. Sea  cerrado de , como  es compacto entonces ten-
emos que  es compacto, ahora () es un compacto ya que las funciones
continuas mandan compactos en compactos. Como  es un espacio de Haus-
dor¤, entonces  () es cerrado (Porposición 1.64). Lo que prueba que  es
cerrada.

De…nición 1.66 Sea  un espacio topológico. Decimos que  es segundo
numerable si  tiene una base numerable.

Con el …n de dar un ejemplo de un espacio Hausdor¤ que no es métrico
probaremos la siguiente proposición.

Proposición 1.67 Sea ( ) un espacio topológico. Si  es métrico
y separable, entonces es segundo numerable.

Demostración. Como  es separable entonces existe  ½  denso y
numerable. Veamos que la colección B = f() j  2    2 Qg es una
base para 

Sean  2  y  2  . Gracias a la De…nición 1.40 podemos suponer que
() ½  Como  es denso entonces existe  2  tal que  2 ()
entonces por de…nición de () (vease de…nición 1.40) ( ) ·  Como
() 2  entonces existe  2 R tal que () ½ () ½  Esto nos da dos
casos:

a) Si  2 Q entonces ya terminamos.
b) Si  2 Q entonces por las propiedades de los números reales existe

 2 Q tal que    entonces () ½ 
Con lo que se demuestra la proposición.
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Ejemplo 1.68 Vamos a construir un espacio que se llama la línea de Sor-
genfrey que denotaremos como L, el cuál es un espacio Hausdor¤ que no es
métrico. Consideremos la recta real y de…nimos la topología  de la siguiente
manera: Consideramos la colección de uniones arbitrarias e intersecciones
…nitas de intervalos de la forma [ ).

Es claro que Q sigue siendo denso en L, por lo que L es separable. Para
demostrar que L no es métrico, gracias a la proposición 1.67, basta ver que
L no es segundo numerable.

Sea B una base para L. Sea  2 L y consideramos el siguiente abierto
[ + 1) que contiene a Como B es base, existe  2 B tal que  2  ½
[ + 1)  Ahora si  6=  entonces  6=  ya que m¶³n  =  6=  = m¶³n
lo que nos dice que para cada real hay un elemento diferente de B, se sigue
de aqui que B es no numerable. Por lo tanto L no es segundo numerable.
Por lo tanto L no es métrico.

1.7. Espacios Normales
En esta sección hablaremos de cuando un espacio se dice que es un espacio

Normal y de algunas propiedades de estos espacios. Este tipo de espacios son
importantes para esta tesis ya que, más adelante en los capítulos 3 y 4,
hablaremos de cómo se comportan los retractos y extensores en este tipo de
espacios.

De…nición 1.69 Sea  un espacio topológico, decimos que  es normal si
cumple que  es 2 y 4 (De…nición 1.55 y De…nición 1.57)

Nótese que si  es normal y  es un cerrado de , entonces existe
 ½  abierto tal que  

1 ½  ½  ½ 2

Proposición 1.70 Sea  un espacio normal y  = 1 [ 2 con 1

y 2 abiertos. Entonces existen cerrados 1 y 2 de  tales que
1 ½ 1 2 ½ 2 y  = 1 [ 2.

Demostración. Consideremos el siguiente cerrado  
1 ½ 2 Como 

es normal, entonces existe  ½  abierto tal que  
1 ½  ½  ½ 2

De…nimos 2 =  y 1 =   Es claro que 1 ½ 1 y 2 ½ 2. Sólo falta
ver que  = 1 [2 Sea  2  n2, entonces  2  por lo que  2 1, lo
que prueba la proposición.
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De…nición 1.71 Se dice que  es completamente normal si para todos sub-
conjuntos  de  tales que  \  =  y  \  = , existen abiertos
  de  tales que  ½  ½  y  \  = 

Nótese que  es completamente normal si y sólo si para todos subcon-
juntos  de  tales que  \  =  y  \  = , existe un abierto  de
 tal que  ½  ½  ½  n .

1.8. Espacios Métricos completos

En esta sección hablaremos del concepto de Espacio Métrico Completo.
Terminaremos esta sección hablando de la isometría canónica X, la cual nos
será bastante útil en los capítulos 3 y 4.

De…nición 1.72 Una sucesión () en un espacio métrico ( ) es de Cauchy
si y sólo si para todo   0, existe un entero positivo  tal que ( )  
cuando    .

No todas la sucesiones de Cauchy son convergentes. Por ejemplo la suce-
sión ( 1


) es de Cauchy en el intervalo abierto (0 1) con la métrica usual, pero

no converge en el (0 1).

De…nición 1.73 Un espacio métrico ( ) es completo si y sólo si toda
sucesión de Cauchy en  converge. Un espacio topológico  es completa-
mente metrizable si y solo existe una métrica que genera a  con la cual 
es un espacio métrico completo.

De…nición 1.74 Se dice que es un espacio normado  es un espacio de
Banach si y solo si su métrica es completa.

Ejemplo 1.75 Sean  un espacio compacto y  = ( ) el conjunto de
todas las funciones reales continuas de…nidas en  Entonces  forma un
espacio lineal sobre los reales de…niendo para todo   2 ,  2  y  2 R
lo siguiente:

i) ( + )() = () + ()
ii) ()() = ( ())
Para toda  2 , de…nimos la siguiente norma kk = sup2 j()j Con

esta norma  es un espacio de Banach.
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Sea  2  y consideremos la función continua real acotada  de…nida
como () = ¤( ) para toda  2  , donde ¤ es la distancia de…nida en
la Observación 1.42. De…namos X :  !  como X() =  para toda

 2 

Lema 1.76 La función X :  !  es una isometría, llamada la
isometría canónica del espacio métrico acotado 

Demostración. Sean   2  , entonces
¤( ) = j()¡ ()j · k ¡ k = sup2 j¤( )¡ ¤( )j ·

¤( ) lo que nos dice que (X()X()) = k ¡ k = ¤( )
lo que prueba que X es una isometría.

De…nición 1.77 Sea  un espacio topológico y  ½ . Decimos que  es
un conjunto  si  es la intersección de un número numerable de abiertos
de 

De…nición 1.78 Decimos que  es un  absoluto si para todo espacio 
tal que existe una inmersión  :  !  tal que  () es denso en  entonces
 es un  de 

De…nición 1.79 Una compacti…cación de un espacio topológico  es una
pareja ( ) donde  es un espacio compacto Hausdor¤ y  es una inclusión
de  como un espacio denso de .

De…nición 1.80 Un espacio topológico  es completamente regular si y sólo
si para todo cerrado  de  y  2  existe  :  ! [0 1] continua tal que
() = 1 y  () = 0

De…nición 1.81 Llamaremos espacio de Tychono¤ a un espacio topológico
 que es 1 y completamente regular.

De…nición 1.82 Sea  un espacio de Tychono¤ (De…nición 1.81). Con-
sideremos el conjunto () = f :  ! [0 1] j   g y de…nimos
la siguiente función  :  ! [0 1] como () = [()]2() donde  es
la cardinalidad de () La compacti…cación de  ¡ · de  es la
cerradura de () en [0 1] 



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES. 25

1.9. Propiedad del punto …jo

Más a delante hablaremos de que, los retractos preservan la propiedad
del punto …jo, por eso en esta sección hablaremos un poco de esta propiedad,
dando algunos ejemplos de espacios que la tienen.

De…nición 1.83 Se dice que un espacio  tiene la propiedad del punto …jo
(ppf) si para toda función  :  !  9 2  t.q.  () = 

Veamos algunos ejemplos de espacios con esta propiedad.

Ejemplo 1.84 El intervalo [0 1] tiene la propiedad del punto …jo.
Sea  : [0 1] ! [0 1] continua y supongamos que  () 6=  8 2 [0 1].

De…nimos los siguientes conjuntos  = f 2 [0 1] j ()  g y  =
f 2 [0 1] j ()  g. Nótese que  es no vacío, ya que si lo fuera, 
tendría un elemento más grande que 1, lo que no puede pasar ya que los
valores de  no se salen del intervalo [0 1]. También  es no vacío, ya que
si lo fuera,  tendría un elemento mas pequeño que 0, lo que no puede pasar
ya que los valores de  no se salen del intervalo [0 1]  Estos conjuntos son
claramente disjuntos y cumplen que [ = [0 1]. Ahora demostraremos que
 y  son cerrados.

Sea fg una sucesión convergente de elementos de  con límite . Por la
de…nición de  tenemos que  ()  . Por hipótesis tenemos que  es con-
tinua, entonces l¶³m!1 () = (l¶³m!1()). Juntando estos resultados
obtenemos:

()   entonces l¶³m!1 () · l¶³m!1() entonces  (l¶³m!1()) ·
l¶³m!1() entonces  () ·  entonces ()  

Lo que nos dice que  2 . Por lo tanto  es cerrado. Análogamente
se puede repetir el argumento para . Por lo tanto  es disconexo. Lo que
es una contradicción, ya que el intervalo [0 1] es conexo. Por lo tanto el
intervalo [0 1] tiene la propiedad del punto …jo.

Gracias al ejemplo 1.84 y al hecho de que todo arco es homeomorfo al
[0 1]  tenemos que todo arco tiene la propiedad del punto …jo.

De…nición 1.85 Un triodo simple  es un espacio homeomorfo a la
siguiente …gura:
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Ejemplo 1.86 Veamos que un triodo simple  tiene la propiedad del punto
…jo.

Para esto supongamo que  no tiene la propiedad del punto …jo. Sea
 :  !  . Por hipótesis sabemos que () 6=  Sin pérdida de generalidad
supondremos que () 2  ¡ . De…nimos  = f 2  ¡  j () 2 g,
Por la continuidad de  sabemos que  6=  De…nimos las siguientes fun-
ciones:

i)  :  !  dada por () = ()

ii) :  !  dada por () =

½
   2 
   2 

¾

Es claro que ambas funciones son continuas, con esto obtenemos la sigu-
iente función continua  :  !  dada por () = ( ± )() Como  es
un arco, entonces existe 0 2  tal que (0) = 0 Por otro lado tenemos
que para toda  2 , () = , entonces

0 = (0) = ((0)) = ( (0)) = (0).
Por lo tanto obtenemos que 0 = (0)

1.10. Espacio Cociente
Esta sección es muy importante para esta tesis, ya que este concepto de

Espacio Cociente será muy indispensable para los resultados de los capítulos
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3 y 4. Introduciremos este concepto, y hablaremos de algunas propiedades
que hereda el Espacio Cociente.

De…nición 1.87 Sean ( ) un espacio topológico, P una partición de 
y  :  ! P tal que () es el elemento de P que contiene a fg 

El espacio cociente es el espacio ÁP con la siguiente topología:
 = f µ P j ¡1() µ g 

De…nición 1.88 Sean ( ) y ( ) espacios topológicos tales que \ =
 De…nimos la suma  [ de  y  como el espacio topológico ( [ )
donde  2  si y sólo si  \ 2  y  \  2 

De…nición 1.89 Sean ( ) y ( ) espacios topológicos,  ½  cerrado
y  :  !  una función continua. El espacio de adjunción  [  es el
espacio cociente  [  ÁP donde

P = ffg j  2 ( n ) [ ( n  ())g [ ffg [ ¡1() j  2  ()g 

Ejemplo 1.90 Sea  = [0 1] ,  = [0 1] ,  =
£
1
3
 2
3

¤
y consideramos la

siguiente función

Siguiendo la de…nición de espacios adjunción lo que tenemos que hacer,
para contruir el espacio de adjunción, es identi…car a cada  2  con su
() Entonces lo que obtenemos es el siguiente espacio:
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Sea  una propiedad de espacios topológicos. Decimos que el espacio de
adjunción  preserva la propiedad  si y sólo si  tiene la propiedad  cuando
 y  , ambos, la tengan.

Lema 1.91 Sean  y  espacios topológicos,  ½  cerrado,  :
 !  una función continua y  =  [  su espacio de adjunción.
Sea ¤ un subespacio de  entonces existen subespacios ¤ µ  y
 ¤ µ  ¤ ½ ¤ cerrado y  : ¤ !  ¤ una función continua tales
que ¤ = ¤ [  ¤

Demostración. Sea ¤ = ¡1(¤) \  y  ¤ = ¡1(¤) \  donde 
es la función de…nida en la Porposición 1.87 y de…nimos ¤ = ¤ \  y
 =  j¤ : ¤ !  ¤ \ ().Consideramos la partición

P = ffg j  2 ( n ) [ ( n  ())g [ ffg [ ¡1() j  2 ()g de
¤ +  ¤.

Es claro que ¤ = ¤ [ 
¤

Proposición 1.92 Sean  y  ambos con alguna de las siguientes
propiedades:

a)Compacto.
b)Lindelöf.
c)Normal.
d)Completamente normal.
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e)Hausdor¤ compacto.
Entonces el espacio de adjunción  =  [  preserva estas

propiedades.

Demostración. a) Suponemos que  y  son compactos. Entonces va-
mos a demostrar que  es compacto.

Veamos primero que ( [  ) es compacto. Sea U una cubierta abierta
de ( [  ), entonces U1 = U \ = f 2 U j 

T
 6= ;g y U2 = U \  =

f 2 U j 
T
 6= ;g son cubiertas abiertas de  y  respectivamente. Por

hipótesis  y  son compactos, entonces existen U¤1 subcubierta …nita de
U1 y U¤2 subcubierta …nita de U2 Entonces U¤ = U¤1 [ U¤2 es una subcubierta
…nita de U Por lo tanto ( [  ) es compacto.  es la imagen continua de
( [  ) entonces  es compacto (Proposición 1.49).

b) Suponemos que  y  son de Lindelöf. Entonces vamos a demostrar
que  es de Lindelöf.

Veamos primero que ( [ ) es de Lindelöf. Sea U una cubierta abierta
de ( [  ), entonces U1 = U \ = f 2 U j 

T
 6= ;g y U2 = U \  =

f 2 U j 
T
 6= ;g son cubiertas abiertas de  y  respectivamente. Por

hipótesis  y  son Lindelöf, entonces existen U¤1 subcubierta numerable
de U1 y U¤2 subcubierta numerable de U2 Entonces U¤ = U¤1 [ U¤2 es una
subcubierta numerable de U Por lo tanto ( [  ) es de Lindelöf.  es la
imagen continua de ( [  ) entonces  es Lindelöf (Proposición 1.50).

c) Sean 1 y 2 cerrados ajenos de . Consideramos ¡1(1) \  ½ 1
y ¡1(2) \  ½ 2 con 1 y 2 abiertos en  y 1 \ 2 = ; donde  es la
función de…nida en la Proposición 1.87. Como ¡1() es abierto en  y 
es normal, entonces ¡1() =\ donde  es abierto en  para  = 1 2
y además 1 \ 2 = 

De…nimos  = (
¡1()\)[ ( \()) para  = 1 2. Observemos

que  son cerrados en  ya que son union …nita de cerrados, y además
1 \ 2 =  ya que los  eran cerrados ajenos, y por como escogimos a
 tenemos que: (1 \ () \ (2 \ () = 

Por hipótesis  es normal, entonces existen abiertos  de  tales que
 ½  y 1 \ 2 = ;

Ahora de…nimos para  = 1 2 los siguientes conjuntos:  =  [ ( \
) [ ( n )

Primera a…rmación:  es abierto. Como  es abierto y (n) también lo
es. Sólo nos falta ver que si  2  \ entonces existe un abierto () ½ .
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Sea  2  \ , entonces  2 . Consideremos dos casos:
i)  2 () Entonces  2  \ () µ \
ii)  2 (). Entonces  2  \ () ½  por lo tanto  2  \
Veamos que  \  ½ ( \) [ ( n ) :
Sea  2  \  entonces½

Si  2  entonces  2  \
Si  2  entonces  2  n 

¾


Segunda a…rmación 1 \ 2 = ; : 1 \ 2 = (1 [ (1 \) [ (1 n ))
\(2 [ (2 \)[ (2 n) = (1 \2)[ (1 \ (2 \))[ (1 \ (2 n))
[((1 \) \ 2) [ ((1 \ ) \ (2 \ )) [ ((1 \ ) \ (2 n ))[
((1 n ) \ 2) [ ((1 n ) \ (2 \)) [ ((1 n ) \ (2 n ))
Veremos que cada una de las intersecciones es vacía.
i) (1 \ 2) = ;
ii) (1 \ (2 \)) = ; ya que 1 µ  y (2 \) µ 
iii) (1 \ (2 n )) = ; ya que 1 µ  y (2 n ) µ 
iv) (1 \ ) \ 2 = ; ya que (1 \) µ  y 2 µ 
v) (1\)\(2\) = ; ya que (1\) = ¡1(1) y (2\) = ¡1(2)
vi) (1 \ ) \ (2 n ) = ; ya que (1 \ ) µ  y (2 n ) µ ( n )
vii) (1 n ) \ 2 = ; ya que (1 n ) µ  y 2 µ 
viii) (1 n)\ (2 \) = ; ya que (1 n ) µ ( n ) y (2 \) µ 
ix) (1 n ) \ (2 n ) = ; ya que 1 \ 2 = ;
Tercera a…rmación ¡1(()) =  : Bastara probar que ¡1(()) µ 
Sea  2 ¡1(()), entonces () 2 () =) () = () con  2

 =  [ ( \) [ ( n )
i)Supongamos que  2  y consideremos las siguientes posibilidades
a)  2  () entonces () = fg = () entonces  =  entonces  2 
b)  2 () entonces () = fg [ ¡1() Entonces, o bien  =  2 

ó () =  entonces  2  y  2 ¡1() = \ µ 
ii) Si  2  \  = ¡1() entonces () = f()g [ ¡1(()). Si

 = (), entonces 2  µ . Si () = () entonces () 2  entonces
 2 ¡1() = \ µ 

iii) Si  2  n  entonces () = fg entonces () = fg entonces
 =  2 

Gracias a la tercera a…rmación obtenemos que () es abierto.
Para terminar la demostración falta ver que  µ (). Sea  2 

entonces ¡1() \  µ  µ  y ¡1() \  µ  µ  µ  entonces
¡1() 2  Por lo tanto, usando la a…rmarción iii) obtenemos que:  =
(¡1()) 2 (). Por lo tanto  es normal.
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d) Sea ¤ subespacio de , entonces por el Lema 1.91 ¤ es el espacio de
adjunción de ¤ y  ¤ para algunos ¤ ½  y  ¤ ½  . Por hipotesis  y
 son completamente normales por lo tanto ¤ y  ¤ son normales. Ahora,
usando el inciso a) de la Proposición 1.92 obtenemos que  es normal. Por
lo tanto  es completamente normal.

e) Como  y  son Hausdor¤ compactos, entonces son normales, por el
inciso c) y a) de esta proposisción  es normal y compacto, sabemos que
todo espacio normal es Hausdor¤ entonces  es Hausdor¤ compacto.



Capítulo 2

Retractos

En este capítulo hablaremos de los conceptos de retracto, de retracto por
vecindades, y de algunas propiedades. Este capitulo nos permitirá hablar más
adelante de extensores absolutos y de retractos absolutos.

2.0.1. De…niciones

De…nición 2.1 Sean  un espacio topológico y  ½ .
i) Se dice que  es un retracto de  si existe una función continua

 :  !  tal que () =  para toda  2  A la función  le llamamos
retracción.

ii) Se dice que  es un retracto por vecindades de  si existe un
abierto  ½ , tal que  ½  y  es retracto de 

Es claro que todo retracto es retracto por vecindades.

Ejemplo 2.2 a) Cualquier punto  de un espacio  es un retracto de  ya
que la función  :  ! fg de…nida como () =  cumple con la defnición
de retracción.

b) Sea 0    1 y
 = f( ) 2 R2j   k( )k  1g ½  = f 2 R2j kk · 1g como en

la siguiente …gura

32
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1 = f( ) 2 R2j k( )k = 1g es un retracto de  ya que podemos
de…nir la siguiente función:

 :  ! 1 como  ( cos() sin()) = (cos() sin()) Como esta
función la podemos de…nir para cualquier  con 0    1 obtenemos
que 1 es retracto por vecindades de  Sin embargo el Teorema de Brower
[, pag. 236 teorema 34.6] nos dice que 1 no es retracto de 

De…nición 2.3 Sean  y  espacios topológicos ,  µ  y  :  ! 
una función contínua. Decimos que  tiene una extensión sobre  si existe
 :  !  una función contínua tal que  j = 

2.0.2. Propiedades de los retractos

Proposición 2.4 Un subespacio  de un espacio topológico  es un
retracto de  si y sólo si para cualquier espacio  , toda función
 :  !  tiene una extensión sobre .

Demostración.=)) Sea  :  !  una retracción de en. Entonces,
la composición  ±  :  !  extiende a . En efecto, sea  2  , entonces
 ± () = (()) = ().

(=) Por hipótesis sabemos que para todo espacio  , toda función  :
 !  tiene una extensión sobre  entonces de…nimos  =  y  = 
con esto obtenemos que  :  !  tiene una extensión  :  !  por lo
tanto  es retracto de .
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De…nición 2.5 Sea  un espacio topológico. Una función  :  !  con-
tínua es idempotente si  ±  = 

Proposición 2.6 Sean  :  !  una retracción de  en  y  :  !
 la inclusión de  en . Entonces la función  =  ±  :  !  es
idempotente.

Demostración. Como  es una retracción tenemos que
 ± () = (()) = () =  para toda  2 .
Ahora
 ±  = ( ± ) ± ( ± ) =  ± ( ± ) ±  =  ±  = .
Lo que prueba que  es idempotente.

Proposición 2.7 Sean  :  !  una función contínua idempotente
y ()=. Entonces la función  es una retracción de  sobre .

Demostración. Como  es idempotente, tenemos que  ±  = . Sea
 2 . Por hipótesis () =  entonces existe  2  tal que  = (),
entonces () = (()) = ( ± )() = () =  Lo que prueba que  es
retracción.

Proposición 2.8 Todo retracto de un espacio de Hausdor¤  es
cerrado en 

Demostración. Sean  un espacio de Hausdor¤ y un retracto  de .
Bastará probar que  =  n es abierto.

Sean  :  !  una retracción y  2 . Entonces () =  para algún
 2 . Por la elección de  y  tenemos que  6=  Como  es de Hausdor¤,
entonces existen abiertos ajenos  y  de  tales que  2  y  2  . Por la
continuidad de  y teniendo que  tiene la topología herdada tenemos que
¡1( \) es un abierto de  que contiene a .

Sea  = ¡1( \ ) \  Probaremos que  ½ . Para esto tomamos
 2  . Entonces  2  y  2 ¡1( \ ) por lo que () 2  , de aquí se
sigue que () 6=  ya que  \  =  entonces  2 . Por lo tanto  es
cerrado.

El siguiente ejemplo muestra que si el espacio  no es de Hausdor¤ la
Proposición 2.8 no es cierta.
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Ejemplo 2.9 Sea  = ([0 1] con la topología co…nita ).
Primero demostraremos que [0 1] no es de Hausdor¤ con esta topología.
Sean ,  2  Consideremos  y  vecindades abiertas de  y  respec-

tivamente. Supongamos que  \  = , esto signi…ca que  ½   entonces
  es …nito, lo que signi…ca que  es …nito, pero esto no puede pasar ya que
  es …nito, por lo tanto  no es de Hausdor¤.

Veamos que la Proposición 2.8 no se cumple en este caso.
Veremos que (0 1) es un retracto de [0 1]  Sea  : [0 1]! (0 1) de…nida

como () =

½
   2 (0 1)
1
2
  2 f0 1g

¾
.

Para ver que  es una retracción demostraremos que  es continua. Sea
 ½ (0 1) abierto entonces   = f1 2  g  Consideremos dos casos:

caso 1) 1
2

2  Entonces ¡1() = 
S

f0 1g que es abierto
caso 2) 1

2
2  Entonces ¡1() =  que es abierto.

Ahora es claro que () =  8 2 (0 1) por lo que obtenemos que  es
retracción. Finalmente, nótese que (0 1) no es cerrado respecto a 

Proposición 2.10 Sean  un espacio topológico y  un retracto de
.

1) Si  tiene la propiedad del punto …jo, entonces también  la
tiene.

2) Si  es localmente conexo, entonces también  lo es.

Demostración. 1) Sean  ½  y  :  !  una retracción.
Sea  :  !  una función continua.
Consideramos la función  = ±  ±  :  ! , entonces existe  2  tal

que () = , entonces
 = () = ((())) = (()) 2  por lo tanto  2  y () = 

entonces  = () = (). Por lo tanto  tiene la propiedad del punto …jo.
2) Sea  un espacio localmente conexo y  un retracto de  , entonces

existe  :  !  una retracción. Sea  2  y  vecindad abierta de  en
, como  es continua obtenemos que ¡1() es un abierto de  tal que
 2 ¡1()

Ahora, por hipótesis,  es localmente conexo, entonces 9 ½ ¡1()
abierto y conexo tal que  2  Nótese que  \  ½ () como  es
abierto de  ,  \ es abierto en  y por lo tanto  2 (()) Por otra
parte () es conexo. Esto demuestra que  es conexo en pequeño  para
todo  2 . Entonces por la Proposición 1.31,  es localmente conexo.



Capítulo 3

Extensores Absolutos

Empezaremos este capítulo con algunas de…niciones, para después hablar
de algunas propiedades importantes relacionadas con estos espacios. Para ter-
minar, dedicaremos una sección de este capítulo para hablar de las propiedades
de extensores absolutos y extensores absolutos por vecindades para la clase
 de lo espacios normales.

3.1. De…niciones

De…nición 3.1 Decimos que una clase C de espacios topológicos es débil-
mente hereditaria si cumple lo siguiente:

i) Si  2 C y  es homeomorfo a , entonces  2 C
ii) Si  2 C y  µ  es cerrado, entonces  2 C

De aquí en adelante C denotará a una clase de espacios topológicos
débilmente hereditaria.

De…nición 3.2 Sean  y  espacios topológicos y  µ  cerrado.
i) Decimos que  tiene la propiedad de extensión en  con respecto a 

si toda función continua  :  !  tiene una extensión  :  !  .
ii) Decimos que  tiene la propiedad de extensión por vecindades en 

con respecto a  si toda función continua  :  !  tiene una extensión
 : !  donde  es abierto en  con  ½  .

De…nición 3.3 Sea C una clase de espacios topológicos débilmente heredi-
taria.

36
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i)  es un extensor absoluto para la clase C ( es EA para la clase C) si
todo subespacio cerrado  de cualquier elemento  de C, tiene la propiedad
de extensión en  con respecto a  .

ii) Se dice que un espacio  es un extensor absoluto por vecindades para la
clase C ( es EAV para la clase C) si todo subespacio cerrado  de cualquier
elemento  de C tiene la propiedad de extensión por vecindades en  con
respecto a  .

3.2. Propiedades de los EA y de los EAV
Partiremos estas propiedades en dos. Primero hablaremos un poco solo de

extensores absolutos, para después hablar de extensores absolutos por vecin-
dades. Para terminar mencionaremos un importante teorema, el Teorema de
Extensión de Dugundji.

3.2.1. Extensores Absolutos

Proposición 3.4 Todo EA para la clase C es un EAV para la clase
C.

Demostración. Esto es claro, ya que si  es un EA para la clase C y
 :  !  es una función continua de…nida en un subespacio cerrado  de
  elemento de C,  se puede extender sobre  Como  es un abierto
que contiene a , obtenemos el resultado deseado.

Proposición 3.5 Sea  es una subclase débilmente hereditaria de la
clase C. Entonces todo EA (respectivamente EAV) para la clase C
es un EA para la clase .

Demostración. Sean  un EA para la clase C,  subespacio cerrado de
  elemento de  y una función  :  !  . Como  ½ C y  es EA
para la clase C entonces  tiene una extensión sobre  (sobre un subespacio
abierto de ) lo cual prueba la proposición.

Teorema 3.6 Un producto topológico de extensores absolutos para
la clase C es un extensor absoluto para la clase C
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Demostración. Sean f j  2 g una colección de extensores absolu-
tos para la clase C y  = ¦2. Sean  2 C  un subconjunto cerrado
de  y  :  !  una función continua. Sean  2  y  :  !  la
proyección en la  ¡ ¶ coordenada. Consideremos la siguiente función
 =  ±  :  ! . Como  es un EA para la clase C entonces  tiene
una extensión  :  ! . Utilizando  podemos de…nir  :  ! 
como sigue (()) = (). Veamos que  es extensión de  . Gracias al
lema 1.14,  es continua ya que cada una de sus proyecciones es continua (la
proyección ¡ ¶ de  es ()).

Sea  2 . Entonces (()) = () = (())

Proposición 3.7 Todo retracto de un EA para la clase C es un EA
para la clase C.

Demostración. Sean  un EA para la clase C y  un retracto de 
con  :  !  una retracción. Sean  2 C,  cerrado de  y  :  ! 
función continua. Sean  :  !  la inclusión y  = ± :  ! . Como  es
un EA para la clase C obtenemos que  tiene una extensión  :  !  La
función  =  ±  :  !  es continua ya que es composición de funciones
continuas. Sea  2 . Entonces () = ±() = ±(±()) = (( ())) =
( ()) = () Se sigue de aquí que  es una extensión de 

Proposición 3.8 Sea  un EA para la clase C. Supongamos que
 = 1 [ 2 donde 1 2 son subespacios cerrados de  y 1 \ 2 es
un EA para la clase C Entonces 1 2 son EA para la clase C

Demostración. Probaremos que 1 es un EA para la clase C. Sean  2
C,  un cerrado de  y  :  ! 1 una función continua. Como  es un
EA para la clase C, la composición  =  ±  :  !  donde : 1 !  es
la inclusión, tiene una extensión ¤ :  !  Ya que  es normal, existe un
abierto  de  tal que  ½  ½  ½ 

Sean  = ¤j  1 = ¡1( 1) y 2 = ¡1( 2).
Entonces
i) 1 y 2 son cerrados en  y por lo tanto son cerrados en 
ii)  = 1 [2 y  ½ 1
iii) (1 \2) ½ 1 \ 2

Por ser cerrados en , 2 y 1 \ 2 pertenecen a la clase C Entonces
j1\2 : 1 \2 ! 1 \ 2 tiene una extensión  :  ! 1 \ 2.
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Sea  :  ! 1 de…nida como () =

½
()   2 1
()   2 2

¾

La continuidad de  se sigue del hecho de que () = () para todo
 2 1 \ 2

Sea  2 . Entonces () = () = ¤() = () = ( ()) = () lo que
prueba que  es una extensión de 

3.2.2. Extensores Absolutos por Vecindades.

Proposición 3.9 El producto topológico de una colección …nita de
EAV´s para la clase C es un EAV para la clase C.

Demostración. Sean f j  2 g una colección …nita de EAV´s para
la clase C y  = ¦2. Sean  2 C ,  cerrado de  y  :  ! 
una función continua. Ahora para toda  2  , construimos la función  =
 ±  :  ! , donde  :  !  es la proyección en la  ¡ ¶
coordenada. Como  es un EAV para la clase C entonces  tiene una
extensión  :  !  con  abierto de  y  ½ .

Como  es …nito entonces  = \2 es un abierto de  que contiene
a . De…nimos  :  !  como (()) = (). Otra vez, gracias
al Lema 1.14,  es continua. Sea  2 . Entonces (()) = () =
(()). Así,  es extensión de  .

Proposición 3.10 Todo retracto por vecindades de un EAV para la
clase C es un EAV para la clase C

Demostración. Sean  un EAV para la clase C y  un retracto por
vecindades de . Sean  ½  abierto tal que  ½  y  :  !  una
retracción. Sean  2 C ,  cerrado de  y  :  !  una función continua
Sean  :  !  la inclusión y  =  ±  :  ! . Como  es un EAV para la
clase C obtenemos que  tiene una extensión  :  !  con  ½  ½ , y
 abierto. Sea  = ¡1( ), es claro que  ½  .

De…nimos ª :  !  como ª() = (()) para toda  2  Veamos
que ª es una extensión de  :

La continuidad de ª se sigue del hecho de que la composición de funciones
continuas es continua. Sea  2 , entonces ª() =  ±() =  ± (±  ()) =
((())) = (()) = ()

Proposición 3.11 Todo subespacio abierto de un EAV para la clase
C es un EAV para la clase C
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Demostración. Sean  un EAV para la clase C ,  un subespacio
abierto de  ,  subespacio cerrado de un espacio   elemento de la
clase C y  :  !  . Como  es un EAV para la clase C, la composición
 = ± :  !  ,donde  denota la inclusión de  en  , tiene una extensión
ª :  !  con  ½  abierto tal que  ½ 

Consideremos la imagen inversa  = ª¡1( ). Como  es abierto en 
y este es abierto en  entonces  es abierto de  .

De…nimos  :  !  como () = ª() para toda  2  . Sea  2 
Entonces () = ª() = () Lo que prueba que  es una extensión de 

Para las siguientes dos proposiciones pediremos que los elementos de la
clase C sean normales.

Proposición 3.12 Sean dos subespacios abiertos 1 y 2 de  con
 = 1[2. Si 1 y 2 son EAV´ para la clase C entonces  también
lo es.

Demostración. Sean  elemento de la clase C,  cerrado de  y  :
 !  función continua.

De la igualdad  = ¡1(1)[¡1(2) obtenemos que  =1[2 donde
1 = ¡1(1) [ ( n ) y 2 = ¡1(2) [ ( n ) Además 1 y 2 son
abiertos de 

Como  es normal y  =1 [2 existen 1 y 2 cerrados de  tales
que 1 ½ 1 2 ½ 2 y  = 1 [2 (vease Proposición 1.70).

Con esto obtenemos que  = 1[2 donde 1 = 1\ y 2 = 2\.
Por otro lado, por la forma en que de…nimos 1 y 2 obtenemos que

() =  con  2 f1 2g.
Por la Proposición 3.11, 1 \ 2 es un EAV para la clase C, entonces la

función  j1\2 : 1\2 ! 1\2 tiene una extensión  : ! 1\2 con
1\2 ½  , donde  es abierto de 1\2 Ahora,  es normal, entonces
existe  abierto de 1 \2 tal que 1 \2 ½  ½  ½  ½ 1 \ 2

Entonces 1 \2 ½  \ ½ 1 \2 \ = 1 \2 lo que nos dice que
 \  = 1 \2(1)

De…nimos la función  :  [ !  de la siguiente manera

() =

½
()   2  ½ 

()   2 

¾
.

Para ver que  está bien de…nida nótese que si  2  \  entonces por
(1) () = () Esto prueba también que  es continua.
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Por otra parte, ( [ ) ½   2 f1 2g. Como  es un EAV para la
clase C podemos extender j[

:  [  !  a  :  !  donde  es
abierto en  y  [  ½  con  2 f1 2g.

Gracias a la normalidad tenemos:
1) Existe  abierto de  tal que  [  ½  ½  ½  ½  con

 2 f1 2g.
2) Ya que (1 \2) n y  son cerrados ajenos, existen  y  abiertos

de  con  \ = ; tales que (1 \2) n  ½  y  ½ 

De…nimos los siguientes cerrados 1 =
³
1 n 2

´
\ y 2 =

³
2 n 1

´
\

 Con esto obtenemos que 1 ½ 1 ½ 1 ½ 1  2 f1 2g y 1 \ 2 ½
1 \ 2 ½ 1 \2 \

Como \ = ; entonces ; = \((1\2)n) = \(1\2\ ).
Lo que nos dice que si  2  \ (1 \ 2) entonces  2  . Por lo tanto
 \ (1 \2) ½  y 1 \ 2 ½ 

De…nimos los siguientes cerrados 1 = 1 [  , 2 = 2 [  , entonces
 ½  con  2 f1 2g y 1 \2 = (1 \ 2)[ ( \1)[ ( \ 2)[ = 
Sea  = 1 [ 2 como 1j = j = 2j  podemos de…nir  :  !  de

la siguiente forma () =

½
1()   2 1

2()   2 2

¾
.

Sea  2  Si  2 1 , entonces () = 1() = () = () y si  2 2,
entonces () = 2() = () =  (). Esto demuestra que  es una extensión
de  .

Sólo falta probar que  contiene un abierto de  que contiene a .
Consideremos  = [(1 n 2) [ (2 n 1) [  ] \  Veremos que  es

abierto en 
Como  es abierto de  basta ver que  = [(1 n 2) [ (2 n1) [ ]

es abierto en 
Se sigue de las de…niciónes de  , 1 y 2 que existen abiertos 0 1 y

2 de  tales que:
1)  = 0 \ 1 \2

2) 1 = 1 \ 1

3) 2 = 2 \ 2

Como  = 1 [ 2, 1 n 2 = 1 n 2, 2 n 1 = 2 n 1  ½ 1 y
 ½ 2, entonces  ½ 0 \ 1 \ 2 Sea  2 0 \ 1 \ 2 consideremos
todos los casos:

i) Si  2 1 \2 tenemos que  2 
ii) Si  2  n 2 entonces  2 1 \ ( n 2) = 1 n 2
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iii) Si  2  n 1 entonces  2 2 n 1

Todo lo anterior nos dice que 0 \ 1 \ 2 ½ . Ahora usando los 3
casos junto con el hecho de que  ½ 0 \ 1 \ 2 obtenemos que  =
(1 n2)[ (2 n1)[ (0 \1 \2), lo que prueba que  es abierto de 
ya que los conjuntos en cada uno de los parentésis es abierto en X.

Ahora probaremos que  ½  Notemos que  ½  Escribimos  =
\ (1\2)[¡ (1\2) y notamos que \ (1 \2) = 1 \2 ½ 
Por otro lado  ¡ (1 \ 2) = ( ¡ 1) [ ( ¡ 2) ½ (2 ¡ 1) [ (1 ¡
2)Por último, veremos que  ½  Se sigue de la de…nición de 1 y 2 que
((1 n 2) [ (2 n 1)) \  ½ 1 [ 2 ½ 1 [ 2 Por otra parte  \  ½
 ½ 1 \2 ½  Con lo que queda demostrada la proposición.

Corolario 3.13 Si un espacio  es la unión de un número …nito
de subespacios abiertos cada uno de ellos es EAV para la clase C,
entonces  es EAV para la clase C.

Proposición 3.14 Sean 1 y 2 subespacios cerrados de un espacio
 . Supóngase que  es un EAV para la clase C. Suponemos que
1 [ 2 =  y 1 \ 2 es un EAV para la clase C. Entonces 1 y 2
son EAV´ para la clase C

Demostración. Probaremos que 1 es un EAV para la clase C
Sean  elemento de la clase C,  un cerrado de  y  :  ! 1 una

función continua. Como  es un EAV para la clase C, la composición
 =  ±  :  !  donde : 1 !  es la inclusión, tiene una extensión

¤ :  !  con  abierto de  tal que  ½  .
Ya que  es normal, existe  abierto de  tal que  ½  ½  ½  Sea

 = ¤j .
Consideremos la imágenes inversas 1 = ¡1( 1) y 2 = ¡1( 2).

Entonces 1 y 2 son cerrados en  y por lo tanto son cerrados en .
Además  = 1 [ 2 ,  ½ 1 y (1 \ 2) ½ 1 \ 2

Como 2 es un cerrado de  tenemos que 2 también pertenece a la clase
C , lo mismo podemos decir de 1\2, por lo que j1\2 : 1\2 ! 1\2
tiene una extensión  :  ! 1\2, con abierto de2 tal que1\2 ½  .
Ahora, como 2 es normal entonces existe  abierto de 2 que cumple
1 \ 2 ½  ½  ½  ½ 2 Entonces 1 y  son dos cerrados de  y
1 \ = 1 \ \2 = 1 \2.
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Gracias a todo lo anterior podemos de…nir la siguiente función:

 : 1 [  ! 1 como () =

½
()   2 1
()   2 

¾

Sea  2  , entonces () = () = ¤() = () = (()) = () lo
que prueba que  es una extensión de  Basta probar ahora, que 1 [ 
contiene un abierto que contiene a .

Consideremos  = (1 [ ) \  . Tenemos que  ½  ½ 1 [ por
lo que solo necesitamos probar que  es abierto de  Como 1 \ 2 ½ 
y  = 1 [ 2 entonces tenemos  =

£
( n 2) [

¤
\  = ( n 2) [

( \  ) Como  es abierto de 2 entonces existe un abierto  de  tal
que  =  \ 2, por lo que obtenemos:  \  ½  \  =  \  \  =
[ \ (1 [ 2) \  ] ½ [1 [ ( \2)] \  = (1 [) \  = .

De aquí se sigue que:
 = ( n 2) [ ( \  )Lo que dice que  es abierto de .

Para la siguiente proposición pediremos una condición más fuerte para
la clase C, esta es que cada elemento de C sea completamente normal (véase
De…nción 1.71).

Proposición 3.15 Sean 1 y 2 dos cerrados de una espacio  con
1 [2 =  y supongamos que 1, 2 y 1 \2 son EAV para la clase
C entonces  también lo es.

Demostración. Sean  2 C  un cerrado de  y  :  !  una
función continua. Consideremos las imágenes inversas 1 = ¡1(1) y 2 =
¡1(2) en . Entonces por la continuidad de  , 1 y 2 son cerrados de

 y además
h
(1 n 2) \ (2 n 1)

i
[

h
(1 n2) \ (2 n 1)

i
= ; Como 

es completamente normal entonces existe  abierto de  tal que 1 n 2 ½
 ½  ½  n (2 n 1) = ( n 2) [ (1 \ 2)

Ahora de…ninamos los siguientes cerrados 1 =  [ (1 \ 2) y 2 =
( n ) [ (1 \ 2)

Con todo esto obtenemos las siguientes relaciones 1\ = 1, 2\ =
2 y 1 [2 = 

Como 1\2 es un EAV para la clase C y 1\2 es cerrado en 1\2 que
es elemento de C , la función  j1\2 : 1\2 ! 1\2 tiene una extensión
 :  ! 1 \ 2 donde  es un abierto de 1 \ 2 Ahora 1 \ 2 es
normal, entonces existe un abierto  tal que 1 \ 2 ½  ½  ½ 1 \2,
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entonces 1 \ 2 ½  \  ½ 1 \ 2 \  = 1 \ 2 lo que nos dice que
 \  = 1 \2. De…nimos  :  [  !  de la siguiente manera:

() =

½
()   2  ½ 

()   2 

¾
.

Como ( [1) ½ 1 y 1 es un EAV para la clase C, entonces j[1 :
 [ 1 ! 1 tiene una extensión 1 : 1 ! 1 donde 1 es un abierto de
 [1 que contiene a  [1de la misma forma j[2 :  [2 ! 2 tiene
una extensión 2 : 2 ! 2 donde 2 es un abierto de  [ 2 que contiene
a  [ 2 Para  = 1 2 gracias a la normalidad de  existe un abierto 

tal que  [  ½  ½  ½  ½  Como  es normal y (1 \ 2) n 

y  son cerrados ajenos de  entonces existen abiertos ajenos  y  en 
tales que (1 \2) n  ½  y  ½  .

De…nimos 1 =
³
1 n 2

´
\  , 2 =

³
2 n 1

´
\  , nótese que son

cerrados en  Es claro que 1 ½ 1, 2 ½ 2.

Veamos que 1\2 ½  . Para esto observemos que  µ \ µ \
Por lo que basta demostrar que 1\2\ µ  pero esto es claro ya que si
 2

¡
(1 \2) \

¢
Â entonces  2  \ lo que es una contradicción.

De…nimos 1 = 1[ , 2 = 2[ que son cerrados de  que cumplen
1 ½ 1, 2 ½ 2 y 1\2 = 

Sea  = 1 [ 2. Gracias a que 1j = j = 2j podemos de…nir

 :  !  de la siguiente forma () =

½
1()   2 1

2()   2 2

¾
.

Es claro que  es una extensión de  ya que si  2 1 , entonces () =
1() = () = (). Ahora si  2 2, entonces () = 2() = () =  ().

Para completar la demostración de la proposicón falta probar que 
contiene un abierto de  que contiene a . Para esto consideremos  =
[(1 n 2) [ (2 n 1) [ ] \ Es claro que  es abierto en 

Ahora veremos que  ½  Se sigue de la de…nición de 1 y 2 que
((1 n 2) [ (2 n 1)) \  ½ 1 [ 2 ½ 1 [2 Por otra parte  \  ½
 ½ 1 \2 ½ 

Terminaremos esta sección con el siguiente teorema que es bastante im-
portante y útil, sin embargo excluiremos su demostración en este texto. El
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teorema se conoce como Teorema de extensión de Dugundji. Su demostración
se puede encontrar en [ capítulo 2 secc. 14] 

Teorema 3.16 Sea  un espacio topológico lineal,  un espacio
metrizable,  cerrado de . Si existe una función continua  :
 !  entonces  tiene una extensión  :  !  tal que () está
contenido en la envoltura convexa de  () en 

3.3. Propiedades de los EA y EAV para la
clase  de los espacios normales.

En esta sección hablamos de algunas propiedades importantes de los ex-
tensores absolutos y extensores absolutos por vecindades para esta clase de
espacios. Mencionaremos resultados importantes como que el intervalo cer-
rado [0 1], y cualquier potencia de este, son un extensor absoluto para esta
clase.

El siguiente Teorema se conoce como Teorema de Extensión de Tietze

Teorema 3.17 El intervalo  = [0 1] de los números reales es un EA
para la clase  de los espacios normales.

Demostración. Sean  2 ,  ½  ,  cerrado y  :  ! . Para
demostrar el teorema, construiremos dos sucesiones de funciones continuas

 :  !  y  :  !  con las siguientes propiedades:
i)0() = () 8 2 
ii)() · 1

3
(2
3
) 8 2 

iii)() = ()¡ +1() 8 2 
iv)0 · () · (2

3
) 8 2 

Si construimos estas sucesiones se sigue de la propiedad ii) que () =
1X

=0

() converge uniformemente y por lo tanto  :  ! R es

continua. Además de la desigualdad (ii) se sigue que

0 ·
1X

=0

() · 1
3

" 1X

=0

(2
3
)

#
= 1 se cumple para toda  2 

De las propiedades i) y iii) se sigue que si  2  entonces
() = () ¡ +1() y de aquí () = l¶³m!1 0() +  + () =

l¶³m!1 0()¡1()+1()¡ ¡+1() = l¶³m!1 0()¡+1() =  (),
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ya que por (iv) l¶³m!1 +1() = 0
Esto demuestra que  :  !  es una extensión de 
Para contruir las sucesiones recordemos lo siguiente: Para cualesquiera

dos subconjutos cerrados ajenos  de un espacio normal  , tenemos 

:  ! [0 1] la función característica que satisface

() =

½
0   2 
1   2 

¾

Sea 0 =  y suponemos que  ya está de…nida para  · . Esto nos
de…ne 2 conjuntos cerrados disjuntos del subespacio 

 =
©
 j () · (1

3
)(2
3
)

ª

 =
©
 j () ¸ (2

3
)(2
3
)

ª
.

Como  es cerrado en  , entonces  y  también son cerrados y
además son ajenos.

De…nimos () = 1
3
(2
3
)() para todo punto  en  .

Ahora probaremos que
0 · ()¡() · 1 para todo  2 ...................................................(a)
Sea  2 , entonces (a) claramente se cumple ya que () = 0 para

todo  2 . Ahora tomamos  un punto en  que no está en  Tenemos
que () 

1
3
(2
3
) y () · 1

3
(2
3
) entonces ¡() ¸ ¡(1

3
(2
3
)), lo que

nos dice que () ¡ () ¸ 0. Ahora por la de…nición de  tenemos que
() · 1 y como () ¸ 0, entonces ()¡ () · 1 lo que prueba (a).

Ya que probamos la desigualdad (a), podemos de…nir +1 de la sigu-
iente manera +1 =  ¡ . Lo que completa la construcción inductiva de
las funciones  y  para todo entero  ¸ 0. La desigualdad (iii) se sigue
inmediatamente de la de…nición de estas sucesiones.

Durante la construcción establecimos algunas desigualdades que satis-
facen las funciones

 y  :
0 · () · 1 y 0 · () · 1

3
(2
3
)(b)

las cuales se cumplen para todo  en .
Ahora probaremos por inducción la siguiente desigualdad:
0 · () · (2

3
) para todo  2  (c).

Para 0 =  , 0 ·  () · (2
3
)0 = 1Ahora suponemos que para cierta

 2 N, () tiene la propiedad (c). Consideremos 2 casos:
caso 1:  2  Entonces () = 1

3
(2
3
), por lo tanto +1() = ()¡

() = ()¡ (13(
2
3
)) · (2

3
) ¡ (1

3
(2
3
)) = (1¡ 2

3
)(2
3
) = (2

3
)+1

caso 2:  2  Entonces () · (1
3
)(2
3
) · (2

3
)(2
3
) = (2

3
)+1 y 0 ·

()
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Con esto quedan probados i),ii),iii) y iv) y termina la demostración del
teorema.

Corolario 3.18 Cualquier potencia topológica de = [0 1] es un EA
para la clase  de los espacios normales.

De…nición 3.19 Un espacio topológico  es contraíble si existe  2  y
una función continua  :  £  !  tal que para toda  2  ( 0) = 
y ( 1) = 

Ejemplo 3.20 R es contraíble para toda n.

Proposición 3.21 Si un espacio contraíble  es un EAV para la
clase  de los espacios normales, entonces  es un EA para la
clase 

Demostración. Por la contractibilidad de  existen un punto 0 2 
y una función  :  £  !  tal que ( 0) =  y ( 1) = 0 para
toda  2  . Sean  subespacio cerrado de   elemento de la clase  y
 :  !  continua. Como  es un EAV para la clase  entonces  tiene una
extensión  :  !  donde  es un subespacio abierto de  tal que  ½  .
Como  es normal, existe un subespacio abierto  de  con  ½  ½  ½
 . Consideramos la siguiente función continua  :  !  tal que () =½

0   2 
1   2  n 

¾
. De…nimos () =

½
 [() ()]    2 

0   2  n 

¾


Para demostrar que  esta bien de…nida y es continua basta observar
que si  2 ( n  ) \   entonces  [() ()] =  [() 1] =  Sea  2 
entonces () =  [() ()] =  [() 0] = () Lo que prueba que  es
una extensión de 

Corolario 3.22 El espacio Euclidiano n-dimensional R es una EA
para la clase  de los espacios normales.

Demostración. Esto se sigue de la Proposición 3.6 ya que R es con-
traíble (véase el Ejemplo 3.20 )



Capítulo 4

Retractos Absolutos

En este último capitulo hablaremos de cuando un espacio es un retracto
absoluto o un retracto absoluto por vecindades, terminaremos demostrando
dos proposiciones que nos van a decir, para que clase de espacios los conceptos
de retracto absoluto (retracto absoluto por vecindades), están relacionados
con el concepto de extensor absoluto (extensor absoluto por vecindades).

4.1. De…niciones

De…nición 4.1 i) Sea  elemento de la clase C. Decimos que  es un re-
tracto absoluto para la clase C ( es un RA para C) si para todo 0 cerrado
de  2 C tal que  es isomorfo a 0 tenemos que 0 es retracto de 

ii) Sea  elemento de la clase C. Decimos que  es un retracto absoluto
por vecidandes para la clase C ( es un RAV para C) si para 0 es cerrado de
 2 C tal que  es isomorfo a 0 tenemos que 0 es retracto por vecindades
de 

Proposición 4.2 Todo RA para la clase C es un RAV para la clase
C

Demostración. Se sigue de la de…nición 2.1

Proposición 4.3 Sean  una subclase débilmente hereditaria de C y
 2 . Si  es un RA (resp. RAV) para la clase C entonces  es
un RA (resp. RAV) para la clase 

48
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Demostración. Todo elemento de  es elemento de C por lo tanto es
claro que la proposición se cumple

La siguientes proposiciónes nos muestran la relación que hay entre los EA
(resp. EAV) y los RA (resp. RAV)

Proposición 4.4 Sea  elemento de una clase C. Si  es un EA
para la clase C entonces  es un RA para la clase C

Demostración. Sean 0 un cerrado de  2 C y  :  ! 0 un home-
omor…smo. Como  es un AE para la clase C entonces  = ¡1 : 0 ! 
tiene una extensión  :  !  Sea  =  ±  :  ! 0. Es claro que  es
continua ya que es composición de funciones continuas. Sea  2 0 entonces
() = ( ()) = ( () = (¡1()) =  por lo tanto  es retracción.

Proposición 4.5 Sea  elemento de un clase C. Si  es un EAV
para la clase C entonces  es un RAV para la clase C

Demostración. Sea 0 un cerrado de  2 C y  :  ! 0 un homeomor-
…smo. Como  es un EAV entonces  = ¡1 : 0 !  tiene una extensión
 :  !  donde  es abierto de  y 0 ½  Consideremos la composi-
ción  =  ±  :  ! 0 Claramente  es continua. Sea  2 0 entonces
() = (()) = (¡1()) =  .

El siguiente teorema, conocido como el teorema Eilenberg-Wojdyslawski,
es muy útil en la teoría de los RA y de los RAV para las clases M de los
espacios metrizables y LM de los espacios metrizables separables.

De…nición 4.6 Sea ( ) el espacio de las funciones acotadas continuas de
 en R

Teorema 4.7 Sea  un espacio métrico acotado y  = ( ).
Si X es la isometría de…nida en el Ejemplo 1.76 entonces X( )

es cerrado en la envoltura convexa  de X( ) en 

Demostración. Para ver que X( ) es un cerrado de , es su…ciente
demostrar que  n X( ) es abierto en 

Sea  2  n X( ) Como  es la envoltura convexa de X( ), existen un
número …nito de puntos 1   en  tal que
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 =
X

=1

  con  = X() donde  ¸ 0 y
X

=1

 = 1

Como  no pertenece a X( ) entonces tenemos que  6=  para todo
 = 1 2   Escojamos un real positivo  tal que   1

2
( ) para toda

 = 1 2   donde  denota la función distancia en  = ( ) de…nida por
la norma dada en Ejemplo 1.75 .

Denotemos por  a la vecindad abierta de  en  de…nida como  =
f 2  j ( )  g. Probaremos que  ½  n X( )

Supongamos que existe  2  tal que  = X() 2  entonces
(X()X()) = ( )   para todo  = 1 2   .
Como X es isometría (Lema 1.76) entonces () = ( )   para todo

 = 1 2   Por lo que obtenemos que ( ) = k ¡ k ¸ j() ¡  ()j =

j()j =
X

=1

 ()  (
X

=1

) = . Esto contradice la suposición de que

 está en . Por lo que  ½  n X( ) Con lo que queda demostrado que
X( ) es cerrado en 

Los siguientes teoremas nos darán algunos tipos de clases para las cuales
se cumple el inverso de las Proposiciónes 4.4 y 4.5.

Proposición 4.8 Sea C algunas de las siguientes clases:
a) de todos los espacios normales.

b) de todos los espacios completamente normales.

c) de todos los espacios de Lindelöf.

d) de todos los espacios compactos de Hausdor¤.

e) de todos los espacios Metrizbles.

f) de todos los espacios compactos metrizables.

Todo RAV para la clase C es un EAV para la clase C

Demostración. Sea  un RAV para la clase C Sean  ½  cerrado ,
 2 C y  :  !  continua. Partiremos la demostración en 3 casos.
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caso 1: Supongamos que C es de alguna de las clases a)-d) Consideremos el
espacio de adjunción  de…nido en la De…nición 1.89. Gracias a la Proposición
1.92 obtenemos que  pertenece a la clase C

Sean  = j y  = j  Entonces  :  ! 0 es un homeomor…smo
con 0 =  n ( n ) cerrado en  Como  es RAV, entonces existen
 ½  ½ 0 abierto y una retracción  :  ! 0. La imagen inversa
 = ¡1( ) es una vecindad de  en  De…nimos  :  !  de la siguiente
manera () = (¡1 ± ) [()] para toda  2  .Ya que  es composición de
funciones continuas  es continua .

Sea  2  entonces () = ¡1((())) = ¡1(( ()) = ¡1(() =  ()
Por lo que la proposición queda demostrada para este caso.

Caso 2: Supongamos que C es de la clase e) . Entonces  es metrizable.
De…namos en  una metrica acotada y consideramos la isometría canónica
X :  !  de…nida en el Ejemplo 1.75.

Entonces 0 = X( ) es un cerrado de la envoltura convexa  de X( )
(Proposición 4.7) y  es metrizable ya que es subespacio de un espacio metriz-
able. Como  es RAV, entonces existe una vecindad abierta  de 0 en  y
una retracción  :  ! 0

La función  = X ±  :  !  tiene una extensión ª :  !  (Teorema
3.16), tal que ª() esta contenido en la envoltura convexa de () entonces
ª() ½  La imagen inversa  = ª¡1( ) es una vecindad abierta de  en
.

De…nimos la función  :  !  como () = X¡1((()). Ya que 
es composición de funciones continuas  es continua. Sea  2 , entonces
() = X¡1((()) = X¡1((()) = X¡1(()) = X¡1(X ± ()) =  ()Por
lo que la proposición queda demostrada para este caso.

Caso 3) Supongamos que C es de la clase f),
Como  es un espacio compacto metrizable entonces existe un homeo-

mor…smo  :  ! 0 donde 0 es cerrado del cubo de Hilbert
 es un RAV para la clase de los espacios compactos metrizables, entonces

existen  vecindad de 0 y una retracción  :  ! 0.

Gracias al Corolario 3.18 sabemos que el cubo de Hilbert es un EAV para
la clase  de los espacios metrizables entonces la función © :  ±  :  ! 
tiene una extensión ª :  ! 
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La imagen inversa  = ª¡1( ) es una vecindad de  en  Entonces
de…nimos la función  :  !  como () = (¡1 ± )(ª()). Es claro que
 es continua.

Veamos que  es extensión de  . Para esto consideremos  2 . Entonces
() = ¡1((ª()) = ¡1((©()) = ¡1((( ()))) = ¡1(( ())) =
() Lo que queda demostrada la proposición para este caso.

Proposición 4.9 Sea C alguna de las siguientes clases:
a) de todos los espacios normales.

b) de todos los espacios completamente normales.

c) de todos los espacios de Lindelöf.

d) de todos los espacios compactos de Hausdor¤.

e) de todos los espacios Metrizbles.

f) de todos los espacios compactos metrizables.

Entonces todo RA para la clase C es un EA para la clase C

Demostración. Sean  un RA para la clase C,  ½  cerrado,  2 C
y  :  !  continua. Ahora partiremos la demostración en 3 casos.

Caso 1) Supongamos que C es de alguna de las clases a)-d) Considere-
mos el espacio de adjunción  de…nido en la De…nición 1.89. Gracias a la
Proposición 1.92 obtenemos que  pertenece a la clase C

Sea  = j y  = j  Entonces  :  ! 0 es un homeomor…smo
con 0 =  n ( n ) cerrado en . Como  es RA, entonces existe una
retracción  :  ! 0. De…nimos  :  !  de la siguiente manera
() = (¡1 ± ) [()]

Ya que  es composición de funciones continuas  es continua .
Sea  2  entonces () = ¡1((())) = ¡1(( ()) = ¡1(() = ()

por lo que la proposición queda demostrada para este caso.

Caso 2: Supongamos que C es de la clase e) . Entonces  es metrizable.
De…namos en  una métrica acotada y consideramos la isometría canónica
X :  !  de…nida en el Teorema 4.7.
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Entonces 0 = X( ) es un cerrado de la envoltura convexa  de X( ).
y  es metrizable ya que es subespacio de un espacio metrizable.

La función  = X ±  :  !  tiene una extensión ª :  !  (Teorema
3.16), tal que ª() esta contenido en la envoltura convexa de () entonces
ª() ½ 

Como  es un RA, existe  :  ! 0 una retracción. De…nimos  :  !
 como () = X¡1((ª()Ya que  es composición de funciones continuas
 es continua. Sea  2  entonces () = X¡1((()) = X¡1((()) =
X¡1(()) = X¡1(X ± ()) =  ()

Por lo que la proposición queda demostrada para este caso.

Caso 3) Supongamos que C es de la clase f),
Como  es un espacio compacto metrizable entonces existe un homeo-

mor…smo  :  ! 0 donde 0 es un cerrado del cubo de Hilbert
 es un RA para la clase de los espacios compactos metrizables, entonces

existe  : 0 ! 0.

Gracias al Corolario 3.18 sabemos que el cubo de Hilbert es un EA para
la clase  de los espacios metrizables entonces la función © :  ±  :  ! 0

tiene una extensión ª :  ! 0 
Entonces de…nimos la función  :  !  como () = (¡1 ± )(ª()).

Es claro que  es continua.
Veamos que  es extensión de  , para esto consideremos  2 , entonces

() = ¡1((ª()) = ¡1((©()) = ¡1((( ()))) = ¡1(( ())) =
() con lo que queda demostrada la proposición para este caso.
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