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Introduccion

La ..nalidad de esta tesis es presentar los conceptos de extensores y re-
tractos en espacios topoldgicos en general.

En el capitulo 1 presentamos los resultados preliminares, incluyendo de...ni-
ciones, ejemplos y contraejemplos. En particular, estudiamos el espacio de
adjuncion Z = X [;Y y sus propiedades.

En el capitulo 2 presentamos el concepto de retracto y su relacion con las
propiedades de conexidad local y propiedad del punto ..jo.

En el capitulo 3, estudiamos extensores absolutos asi como extensores por
vecindades. Dada una clase de espacios topoldgicos estudiamos el concepto de
extensor para dicha clase. Nos interesa en particular, la clase de los espacios
normales. En este caso, el Teorema de Tietze nos dice que una n-celda, es un
extensor para la clase de los espacios normales.

Por altimo, en el capitulo 4, estudiamos retractos absolutos y retractos
absolutos de vecindades.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Espacios Topologicos

En esta seccidn se introducira el concepto de Espacio Topoldgico, dando la
de...nicion de lo que es una topologia, asi como algunos ejemplos de Espacios
Topoldgicos.

De...nicién 1.1 Sea X un conjunto. Una topologia 7 de..nida en X es un
familia de subconjuntos de X que cumple las siguientes propiedades:

1) ¢ y X son elementos de 7.

2) Sea Ay B elementos de 7, entonces A\ B 2 7.

3) Sea fA, : o 2 Ig una familia de elementos de 7, entonces [.2rA, 2 T.

A los elementos de 7 se les llaman abiertos y a la pareja (X, 7) se le
Ilama espacio topoldgico. En otras palabras, la propiedad 2 la expresamos
diciendo que interseccién ..nita de abiertos es abierta y la propiedad 3 que
unién arbitraria de abiertos es abierta. Diremos que un subconjutno C' de X
es cerradosiysolosi XnC 2 7.

De..nicion 1.2 Sean X un espacio topoldgico y un subconjunto A de X.
De..nimos A como la interseccion de todos los cerrados de X que contienen
aA.

Vamos a dar algunos ejemplos de espacios topol6gicos.

Ejemplo 1.3 a) Sea X un conjunto. Entonces el conjunto P (X) de subcon-
juntos de X de..ne una topologia en X en la cual todos los subconjuntos son
abiertos. A esta topologia se le llama topologia discreta.

1
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b) Sea X un conjunto. La familia f¢, Xg de..ne en X la topologia in-
discreta.

De...nicién 1.4 Sean (X, 7), (Y,9) espacios topologicosy f: X ¥ Y una
funcion. Decimos que f es continua si para todo U abierto de Y tenemos que
Fil(U) es abierto en X.

De..nicién 1.5 Sean X, Y espacios topoldgicosy f : X ¥ Y una funcion
continua. Decimos que f es un homeomor..smo si f es biyectiva y fil es
continua. Decimos que X y Y son homeomorfos si existe un homeomor..smo
fiXny.

De...nicién 1.6 Sea X, Y espacios topoldgicosy f : X ¥ Y una funcion
continua. Decimos que f es un encaje si f: X ¥ f(X) es un homeomor..s-
mo.

Ejemplo 1.7 a) Sea X = 1, 2g en este espacio se pueden de..nir a lo mas
4 topologias:

T1=Fp, Xqg T1o=Fp X, Flgg 73=7Fp, X, 200 714 =P(X)

A (X,712) ya(X,73) se les llama espacio de Sierpinski. Cabe aclarar
que (X, 72) Y (X, 73) son homeomorfos.

b) Sea X un conjunto y A % X. De..nimos A° = X n A el complemento
de A con respecto de X. Consideramos la siguiente familia

T=FA% X :A=¢ o A° es finitog veamos que 7 de..ne una topologia
en X.

1) Es claro que ¢ y X estan en .

2) Sean Ay B elementos de 7.Si A = ¢ entonces AN B = ¢ 2 7, i
A& ¢y B & ¢, entonces (A\ B)° = A¢ [ B¢ pero sabemos que union de
conjuntos ..nitos es ..nita entonces A\ B 2 7.

3) Sea TA, : « 2 Ig una familia de elementos de 7, entonces

([o2140)¢ = \a21(AL)C. La interseccidn arbitraria de conjuntos ..nitos es
..nita, entonces [,2rA4, 2 .

A esta topologia se le llama la topologia de complementos ..nitos o
co..nita.

De...nicién 1.8 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una base para la topologia
es un subconjunto B Y2 7 tal que 7 es generado por B, es decir los elementos
7 son todas las posibles uniones de subconjuntos de B.
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De..nicién 1.9 Sea (X, 7) un espacio topajpgico. Una sublggse para 7 es una

coleccion F de elementos de 7 tal que o = C; j C; 2 F forma una base
21
para .

Una proposicion clara que se sigue de la de..nicion 1.8 es la siguiente.

Proposicion 1.10 El conjunto B % 7 es base para la topologia 7 si
y sOlo si para todo U en 7 y para todo u en U existe B 2 B tal que
u2 BY%U.

Algunos ejemplos sencillos de bases y subbases son los siguientes:

Ejemplo 1.11 a) Para la recta real R con la topologia usual los intervalos
abiertos de la forma (a, b) forman una base.
b) Para la topologia discreta el conjuntoffzg j 2 Xg forma una base.
c) En la recta real la topologia que usualmente se de..ne en ella es la que
tiene como base los intervalos abiertos de la forma (a,b) con a,b 2 R, una
subbase para esta topologia son los intervalos de la forma (j A1, b) junto con
los intervalos de la forma (a, 1.).

De...nicidén 1.12 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A %2 X. Decimos que A
es cerrado en X si A°2 7.

De...nicién 1.13 Sea (X,). 2 4 una familia de espacios topoldgicos,

X =3 a24Xa Y 1o X 0 X, la proyeccion natural. La topologia pro-
ducto en X es la topologia mas pequefia que hace que 7, sea continua para
cada o 2 A.

Es facil probar que la familia fril(U) : U es abierto en X,,a 2 Ag es
una subbase para la topologia producto en X.

Lema 1.14 Sea (X.). 2 4 una familia de espacios topolégicos y

X = § 424X, el espacio producto (con la topologia producto).
Sea Y un espacio topoldgico y ¢ : Y ¥ X una funcién. Entonces g
es continua si y sélo si 7, g es continua para toda o 2 A.
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Demostracion. =)) Se sigue de la de..nicion de topologia producto
gue la proyeccion en la « j §sima coordenada es continua. Tenemos que
composicion de funciones continuas es continua por lo tanto =, +g es continua.

(=) Bastara demostrar que la imagen inversa bajo g de cada subbaésico
7i1(U) con U abierto en X, es abierto en Y. Tenemos que %, g es continua
esto quiere decir que (%, * ¢) 1(U) es abierto de Y, ahora (%, * ¢)1(U)
= gil+ 7iY(U)=gil(x11(U)) lo que prueba que g es continua.

De...nicidén 1.15 Sea (X, d) un espacio topoldgico y U %2 X. Decimos que U
esdensoen X siparatoda A20, U\ AE ;.

De...nicidén 1.16 Sea (XX, 7) un espacio topoldgico. Si X contiene un conjun-
to denso numerable decimos que X es separable.

Ejemplo 1.17 Si consideramos a R con la topologia usual encontramos que
Q es un subespacio denso numerable de R.

1.2. Conexidad

En esta seccion hablaremos de los conceptos de conexidad, localmente
Conexo, Conexo en pequefio y conexo por trayectorias. Hablaremos de la
relacion que hay entre estos conceptos.

De...nicién 1.18 Un espacio topoldgico X es conexo si no lo podemos
escribir como unién de dos subconjuntos abiertos ajenos no vacios.

Proposicion 1.19 Sea X un espacio topolégico y A un subconjunto
conexo de X entonces A es conexo.

Demostracion. Supongamos que A = B [ C donde B y C son abiertos
ajenos de Aentonces B\ A G ¢, C\NAE ¢, (BNANC\NA) =0y
A= (B\A)[(C\A)locual no se puede ya que A era conexo. Por lo tanto
A es conexo.

Proposicion 1.20 Sean X un espacio topoldgico conexo, f: X ¥ Y
continua y Y un espacio topolégico, entonces f(X) es un conexo en
Y.

Demostracion. Supongamos que f(X) = A[ B donde A y B son abier-
tos ajenos de f(X) entonces como f es continua fil(A)y fi1(B) son abier-
tos ajenos de X y X = fiY(A)[ fiY(B) , pero esto contradice el hecho de
que X era conexo. Por lo tanto f(X) es conexo.
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Algunos ejemplos de espacios conexos.

Ejemplo 1.21 a) El intervalo [0, 1] es conexo. Supongamos que

[0,1] = H [ K donde H y K son abiertos ajenos del intervalo [0, 1]
y 1 2 H. Como H es abierto entonces existe una vecindad del 1 que esta
contenida en H. Sea ¢ = sup(K) entonces ¢ & 1, note que como c es el
supremo de K entonces cualquier vecindad de c tiene puntos de K solo del
lado izquierdo de c.

Como estamos suponiendo que [0, 1] no es conexo entonces ¢ debe de estar
en H o K.

- sl ¢ 2 H entonces c tiene una vecindad totalmente contenida en H, pero
c es el supremo de K entonces K\ H & ;.

- sl ¢ 2 K entonces c tiene una vecindad totalmente contenida en K, pero
c es el supremo de K entonces K\ H & ;.

En ambos casos llegamos a una contradiccién, ya que estdbamos suponien-
do que H y K eran ajenos. Por lo tanto el intervalo [0, 1] es conexo.

b)La circunferencia de radio 1 que denotaremos como Sles un conexo.
Esto ya que S* es la imagen del intervalo [0, 27] bajo la funcion

f(x) = exp(iz).

c)La cerradura topoldgica de la gra..ca de sin(é)

es conexa por la proposicion 1.19, ya que la gra..ca de sin(é) es homeo-
morfa a un rayo.
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De...nicidén 1.22 Se dice que un espacio X es localmente conexo en un punto
p 2 X, si para todo abierto A de X tal que p 2 A, existe B %2 A tal que B es
abierto, conexo y p 2 B. Si X es localmente conexo en cada punto, decimos
que X es localmente conexo.

Ejemplo 1.23 a) Un ejemplo de un espacio localmente conexo que no es
conexo es [0,1) [ (,2]
b) Consideremos el espacio en el plano formado por las lineas verticales
=0y x =1 junto con las lineas herizontales
(CL‘,%)]— 0-2-1yn=28182, ..

y por ultimo agreguemos el intervalo [0, 1] contenido en el eje de las equis.

Este espacio no es localmente conexo en los puntos interiores del intervalo
[0, 1], ya que estos puntos tienen vecindades disconexas.

De...nicién 1.24 Consideremos el intervalo [0,1] y vamos a construir una
familia de subconjuntos fA;gdel [0, 1] tal que A;+1 C A;.

Ejemplo 1.25 De...nicién 1.26 Sea A, = [0, 1], ahora el siguiente ele-
mento A; lo construimos quitandole a A, el intervalo (3, %)
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o #3 273 1

el A, lo construimos quitandole a A; los inervalos (3,2) y (,2)

1] /9 28 a9 E/9 7/ B 1

en general si tenemos A, ;1, el A,, lo construimos partiendo en tres los
271l intervalos cerrados que forman a A,,;1 y quitandoles el intervalo de en-
X

medio. El conjunto de Cantor es el subespacio C' = A, del intervalo [0, 1].

n=1

Como C' es una interseccion anidada de compactos entonces es compacto.

Ejemplo 1.27 El siguiente ejemplo es un espacio que es conexo , pero no
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: i, ¢ .
es localmente conexo. Nos ..jamos en el punto %, 1 en R? y dibujamos todos
los segmentos de rectas que unan a este punto con cada uno de los elementos
del conjunto de Cantor .

gh1/2.1)

A este espacio se le conoce como el cono geomfitrico de Cantor, y bueno
gracias a que el conjunto de Cantor es totalmente disconexo, si nos ..jamos
en un abierto del cono que contenga a un punto del conjunto de Cantor y que
no contenga al (%, 1) obtenemos que el abierto es disconexo, ya que el punto
que conecta a los puntos del Cantor es precisamente el (%, 1).

De...nicién 1.28 Sea x 2 X. La componente C'x de x en X es la unién de
los subconjuntos conexos de X que contienen a z.

Si el espacio X es conexo tenemos que la componente conexa de todo
punto es el total. La familia de componentes conexas de los puntos nos da
una particion del espacio.

Sea X = A B con Ay B conexos ajenos, si tomamos un punto a 2 A,
obtenemos que C'a = A, como se Ve en la siguiente ..gura:
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Proposiciéon 1.29 Un espacio topolégico X es localmente conexo si
y solo si las componentes de cualquier abierto de X son abiertas.

Demostracion. =)) Sea C' componente del abierto U de X y p 2 C.
Como U es abierto de X entonces existe un abierto y conexo B tal que
p 2 B C U. Por de..nicion de componente tenemos que B % C, lo que
demuestra que C' es abierta.

(=) Sea U abiertode X , p 2 U y C la componente de U tal que p 2 C.
Por hipotesis todas las componentes de abiertos de X son abiertas, entonces
tenemos que C' es abierto, conexo y esta contenido en U, lo que prueba que
X es localmente conexo.

De...nicién 1.30 Un espacio X es conexo en pequefio en p si para todo abier-
to V de X tal que p 2 V existe un conexo C' tal que p 2 int(C) % C % V.

Proposiciéon 1.31 Sea X un espacio topolégico. Entonces X es local
mente conexo en p para todo peX si y solo si X es conexo en pequefio
en p para todo peX.

Demostracion. =)) Sean p 2 V % X con V abierto. Como X es
localmente conexo entonces existe B % V tal que B es abierto y conexo y
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p 2 B, entonces p 2 int(B) = B % V. Lo que demuestra que X es conexo en
pequefo en p para todo peX.

(=) Sean U Y2 X abierto, x 2 U y C' una componente de U. Por ser
X conexo en pequefo existe B un conexo de U tal que = 2 int(B). Por
de...nicion de componente, B % C, lo que prueba que C' es abierta. Utilizando
la Proposicion 1.29, X es localmente conexo. m

Ejemplo 1.32 El siguiente es un ejemplo de un espacio conexo en pequeio
en el punto a, pero que no es localmente conexo en ese punto.

I:__-""-\.
b / D_QDS

Vamos a ..jarnos en las vecindades abiertas U de a que son de la forma
a).

Lo que tenemos que encontrar es un conexo C % U tal que



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 11

A 2 int(C) Y2 C % U. Siempre podemos encontrar un punto m de rami-
..cacion entre d y a, entonces tomamos el conexo C' como se muestra en la
siguiente ..gura

De forma andloga si nos ..jamos en la vecindades abiertas U de a que son
de la forma b), encontramos C' conexo en U, esto demuestra que es conexo en
pequeiio. La vecindades abiertas de a no son conexas, por lo tanto el espacio
no es localmente conexo.

Denotaremos 5" = f8 2 R"j KBk =19y et =8 2 R7j KBk - 19.

De...nicién 1.33 Se dice que un espacio X es conexo por trayectorias si y
s6lo si para cualesquiera dos puntos z,y 2 X, existe una funcién continua

f:10,1] * X talque f(0)==zvy f(1) =y.

Ejemplo 1.34 a)El intervalo [0, 1] es conexo por trayectorias.
b)S™ es conexo por trayectorias.
C)El cono de Cantor es conexo por trayectorias.

Proposiciéon 1.35 Todo espacio conexo por trayectorias es conexo.
Demostracion. Sea X un espacio conexo por trayectorias. Supongamos
que X no es conexo, entonces X = A [ B con A y B subconjuntos de X
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ajenos no vacios, sean a 2 Ay b 2 B, como X es conexo por trayectorias
existe f : [0,1] ¥ X continua tal que f(0) = ay f(1) = b, entonces I =
FiYA) [ f1Y(B) pero esto no puede pasar , ya que [0,1] es conexo, por lo
tanto X es conexo. m

De...nicién 1.36 Se dice que un espacio X es localmente conexo por trayec-
torias si y solo si todo punto de X tiene una base local formada por conjuntos
CONexos por trayectorias.

Proposicién 1.37 Todo espacio X conexo y localmente conexo por
trayectorias es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean a,b 2 X , M y N subconjuntos de X tal que
a2 imt(M)ym 2int(N)y M\N & ;, esto lo podemos suponer ya que X es
conexo. Sea z 2 N\ M. Como X es localmente conexo por trayectorias existe
M*® Y2 M conexo por trayectorias tal que a y z estan en M*®, analogamente
existe N° %2 N tal que z y b estan contenidos en N°, la trayectoria que une
a a con b es la union de la trayectoria de a a z con la que une a z con b.

1.3. Espacios Meétricos

En esta seccion hablaremos de espacios métricos, dando la de..nicion de
lo que es una métrica, y teniendo la importante observacion de que siempre
a un espacio métrico le podemos de..nir una métrica que sea acotada. Otros
conceptos que trataremos en esta seccion es el de norma y de espacio nor-
mado. Esta seccion nos servird cuando hablemos, méas adelante, de Espacios
Métricos Completos.

De...nicién 1.38 Una métrica para un conjunto X es una funcion
d: X£X T R* f0g tal que para z,y,z 2 X.
D) d(z,y) = d(y, z).
) d(x,z) - d(z,y) +d(y, z) (Desigualdad del triangulo).
iii) d(x,y) =0 si y sélo si z =y.
Si d es una métrica en X, decimos que (X, d) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.39 a) La recta real R con la siguiente funcién distancia 0(z, y) =
jz i yj es el ejemplo mas conocido de espacio méthg, en general R™ con
la funcion distancia 0((x4, ...., z,), (W1, ..., y2)) = vt (K 1 yL)? €s un
espacio métrico.
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b) En el plano podemos de..nir otras funciones distancia como por ejem-
plo:

DO1(x,y) = jx1 i yi +]jx2 i y2) la cual es llamda la métrica del taxista.

11)0x(x, y) = miX fjzy § i), jz2 i v209.

¢) Otro ejemplo sencillo de métrica es la siguientg, Sea X un gpnjunto
Osiz=y

. t
lsix €&y aesta

y de..nimos la siguiente funcion distancia. d(x,y) =

métrica se le llama la métrica discreta.

Podemos darle estructura de espacio topol6gico a un espacio métrico
de..niendo la siguiente topologia.

De...nicidén 1.40 Sea (X, 0) un espacio métrico.

De..nimos B =fB,.(z) jr 2 X y r 2 Rg

donde B, (z) =fy 2 X j d(x,y) < rg.

En este caso los abiertos son los conjuntos U %2 X tal que para todo u 2 U
existe » 2 R tal que B,(u) se queda contenida en U. Lo que nos dice que B
es una base para la topologia.

De..nicién 1.41 Sean (X,0) y (Y, p) espacios métricosy f: X ¥ Y una
funcion continua. Decimos que f es una isometria si para todo z;,x, 2 X

pasa lo siguiente d(z1, r2) = p(f(z1), f(22)).

Observacion 1.42 Dado cualquier espacio métrico (X, d), podemos de..nir

una funcion distancia 0* acotada de la siguiente manera 0°(a,b) = 1?-(;(?@-

Sean X un espacio métricoy A ¥» X. De.nimos f4 : X ¥ R como
fa(z) =inf fd(x,a)ja 2 Ag.

Lema 1.43 La funcion f, es continua.

Demostracion. Sea a ¢ A. Usando la desigualdad del triangulo, obten-
emos d(x,a) - d(x,y)+ d(y,a). De esta desigualdad obtenemos lo siguiente:
d(z,a) id(xz,y) - d(y,a). Esta desigualdad se cumple también si tomamaos in-
..mos , asi que podemos tomar la siguiente desigualdad in f(d(x, a) § d(x, y)) -
i f(d(y,a)), ahora d(z,y) es un valor constante para el in..mo ya que este lo
tomamaos con respecto a la a por lo que la desigualdad queda asi in f,- 4 (d(z, @)) i

d(l’, y)) - infaZA(d(y> a))
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Ahora recordando la de..nicion de f, obtenemos lo siguiente: fa(z) i
d(z,y) - fa(y). De la cual obtenemos la siguiente desigualdad: f4(2) i
faly) - d(z,y). Realizando un procedimiento analogo, cambiando x por
y Yy visceversa, obtenemos fa(y) i fa(x) - d(z,y), lo que nos dice que
1fa(@) i fa(w)) - d(z,y); Lo que demuestra que f, es continua. m

De...nicién 1.44 Un espacio normado X es un espacio vectorial

[Hu, capftulo2secc,13] sobre R, tal que a cada elemento = de X podemos
asociarle un namero real kzk que cumple con las siguientes propiedades:

1) kek _ Oy krk=0siysolosiz=0

2) kaxk = jaj ¢ kek para toda o 2 R

3) kx +yk - kxk + kyk

Con la norma se puede de..nir una métrica en X, simplemente para todo
x,y 2 X de..nimos d(z,y) = kx j yk.

1.4. Espacios Compactos

En esta seccion hablaremos muy poco de espacios compactos, dando solo
la de..nicion, algunos ejemplos y una proposicion importante para el resto de
la tesis

De...nicién 1.45 Sea X un espacio topoldgico. Una cubierta de X es una
familia fA, : « 2 Ig de subconjuntos de X tal que [.2:4, = X. Si la familia
estd compuesta Unicamente de abiertos de X, la cubierta se llama cubierta
abierta.

De...nicién 1.46 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es compacto
si para toda cubierta abierta B de X existe un subconjunto ..nito de B que
es cubierta de X.

De...nicién 1.47 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es en espa-
cio de Lindelof si para toda cubierta abierta B de X existe un subconjunto
numerable de B que es cubierta de X.

Ejemplo 1.48 Unos ejemplos sencillos de espacios compactos son:
a) El intervalo cerrado [0, 1].
b) La circunferencia unitaria
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Proposiciéon 1.49 Sean X, Y espacios topolégicos, A un subespacio
compacto de X y f: X ¥ Y una funcion continua. Entonces f(A)
es compacto en Y.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de f(A). Entonces fi1(U) =
ffiY(U) j U 2 Ug es una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existe
V subcubierta ..nita de fi1(U). De..nimos U* = fU 2 U j fi}(U) 2 Vg. Es
claro que U® es una subcubierta ..nita de U.

Proposiciéon 1.50 Sean X, Y espacios topolégicos, A un subespacio
de Lindel6f de X' y f: X ¥ Y una funcidon continua. Entonces f(A)
es un espacio de Lindelof .

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de f(A). Entonces fit(U) =
ffil(U)jU 2 Ug es una cubierta abierta de A. Como A es un espacio
de Lindelof, existe V subcubierta numerable de fi%(U). De..nimos U =
fU 2Uj fiY(U) 2 Vg. Es claro que U” es una subcubierta numerable de U.

Lema 1.51 Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces X es
separable.

n (0]

Demostracion. Sea B, = B;h(x)jxeX o una cubierta abierta de X.
o

Como X es compacto, eédste Bi= B (x’f),B% (@5), 5B (zF ) subcubierta
.nitade By,. Sea D = i, a3,..,x; 2%, 25, ..,22 ,.... .Meamos que D es un
subconjunto denso numerable en X. D es numerable ya que es la union
numerable de conjuntos ..nitos. Sea x 2 X y U abierto de X tal que z 2 U,
como U es abierto entonces existe B, (x) ¥2 U para algun ro 2 R. Sabemos
que para todo » 2 R existe £ 2 N tal que % < r. Entonces podemos tomar
una cubierta abierta B, de X con % < 1o de la cual obtenemos su subcubierta

.nita B;. Ahora, existe B% (xg?) para alguna 1 < k£ < n;, tal que = 2 B% (xf),
entonces d(z, z¥) < ¢, por lo tanto 2% 2 B, ().

1.5. AXxiomas de Separacion

En esta seccion hablaremos de los conceptos de que un espacio sea Tp,
Ty, T, T3, T, y de cdmo estos conceptos se relacionan. Esta seccién nos
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servird mas adelante cuando hablemos de Espacios de Hausdora y de Espacios
Normales.

De...nicidén 1.52 Sea X un espacio topologico y = 2 X.Decimos que A %2 X
es una vecindad de = si y solo si z 2 int(A). Si A es abierto, decimos que A
es una vecindad abierta de x.

De...nicién 1.53 Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un espacio
To si y solo si para cualesquiera =,y 2 X, x & y, tenemos que al menos uno
de ellos tiene una vecindad que no incluye al otro.

De...nicién 1.54 Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un espacio
T} siy solo si para cualesquiera puntos =,y 2 X distintos, existe una vecindad
de x que no contiene a y y viceversa.
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De...nicién 1.55 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es 1> 0 es-
pacio de Hausdora si y s6lo si para cualesquiera x,y 2 X existen vecindades
Uy V dezyy respectivamente tales que U \V = ;.

(0

De...nicién 1.56 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es 73 siy
solo si para todo A C X cerrado y para todo = 2 A existe una vecindad U de
Ay unavecindad V de = talesque U \V = ;.
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s

De...nicién 1.57 Sea X un espacio topologico. Decimos que X es T, si y
s6lo si para todos cerrados ajenos Ay B de X existen vecindades U y V' de
Ay Bde Btalesque U\V = ;.

I

Proposiciéon 1.58 Sea X un espacio topoldgico T;. Entonces los con-
juntos formados por un solo elemento son cerrados en X.

Demostracion. Sea x 2 X. Para probar que fzg es cerrado en X, basta
probar que X nfzg. Sea y 2 X nfzg, como X es T; existe una vecindad U de
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y tal que x 2 U. Como y 2 int(U), podemos econtrar una vecindad abierta
V de y tal que V ¥ U. Por lo tanto X n fzg es abierto. Por lo tanto fzg es
cerradoen X. m

Proposiciéon 1.59 Sea X un espacio topolégico. Dadas las de...ni-
ciones anteriores tenemos las siguientes a..rmaciones:

i) Si X es un espacio 71 y T, entonces X es T3

i) Si X es un espacio 71 y T3 entonces X es T,

iil) Si X es un espacio T, entonces X es T

iv) Si X es un espacio 7T; entonces X es Tp.

Demostracion. i) Sean x 2 X y A% X cerrado tal que = 2 A.Gracias
a la porposicion 1.58, tenemos que los conjuntos formados por un solo ele-
mento son cerrados en X, entonces como X es 7, tenemos que existen U y
V' vecindades de = y A respectivamente tales que U \'V = ; por lo tanto X
es Tx.

1) Sean =,y 2 X x & y. La propiedad de ser 73 signi..ca que los pun-
tos son cerrados en X, entonces como X es T3 tenemos que existen U y V
vecindades de x y y respectivamente tales que U \' V' = ; por lo tanto X es
Tz.

1) Sean =,y 2 X x & y. Como X es 75, entonces existen U y V vecindad
de = y y respectivamente tales que U \'V = ;. Por lo tanto X es 7.

Iv) Sean x,y 2 X x & y. Como X es 77 entonces existe U vecindad de z
tal que y 2 U, por lo tanto X es Tp.

Ejemplo 1.60 a) El que X sea 77 es muy importante para que los incisos i),
i) de la Proposicion 1.59 se cumplan, ya que por ejemplo, si a X le damos
la topologia indiscreta X no es 71 ni 1>, pero es claramente 7, y T5.

b) Sea X = R. La coleccion de todas las uniones de intervalos abiertos
de la forma (Aj,b) = fr 2 Xjz < bg forman una topologia 9 para X. Con
esta topologia X es Tp, pero X no es 7T;.

¢) Si a R le asignamos la topologia de los complementos ..nitos, R cumple
11 pero no es 75.

d) Sea r la topologia usual de R. Ahora consideramos la topologia @  gen-
erada por la subbase » [ fAC X j A C Qg. R cumple 7> ya que 0 es mas
..na que r, pero R no es T3 ya que el conjunto de los numeros irracionales
R n Q es cerrado, pero no lo podemos separar del 0.

e) Todo espacio métrico (X, d) es de Hausdorza.
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1.6. Espacios de Hausdora

En esta seccion hablaremos de cuando un espacio — se dice que es un
Espacio de Hausdorg, y de algunas propiedades de estos espacios. Este tipo de
espacios son importantes para esta tesis ya que, mas adelante en los capitulos
3 y 4 hablaremos de como se comportan los retractos y extensores en este
tipo de espacios

Recordemos que X es un espacio de Hausdora si X es 7, (De..nicion
1.55).

Proposiciéon 1.61 Sean fX;g una familia de espacios de Hausdoro
entonces:

a) Il;odo subespacio de X; es Hausdora.

b) X, es un espacio de Hausdorz.

21

Demostracion. i) Sean A un subespacio de X; y z,y 2 A con =z &
y. Como X; es de Hausdorz, entonces existen vecindades Uy V de z y y
respectivamente, tales que U\V = ;, entonces U\ Ay V' \ A son vecindades
de x y y respectivarqente, entonces A es de Hausdorz.

i) Sean X = X,y x = (x;),y = (y;) dos puntos distintos de X.

21

Como = & y entonces z; & y; para alguna ¢ 2 I, entonces ya que X; es de
Hausdora , por lo tanto, existen U; vecindad de z; y V; vecindad de y; tales
que U;\V, = ;. Sean, : X ¥ X, lai-esima proyeccion. Entonces ril(U;)
y mi1(V;) son vecindades ajenas de = y y respectivamente, por lo tanto X es
de Hausdorza.

De...nicién 1.62 Sea X un espacio topoldgico y = 2 X. Decimos que F'(x) =
fU C X j U es vecindad de xg es un sistema fundamental de vecindades si
para toda vecindad V' de x existe U 2 F(x) tal que U C V.

De...nicién 1.63 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es primero
numerable si todo elemento z de X tiene un sistema fundamental de vecin-
dades numerable.

Proposiciéon 1.64 Sean X un espacio de Hausdora y A C X com-
pacto. Entonces A es cerrado en X.

Demostracion. Vamos a demostrar que X n A es abierto. Sea x 2 X nA.
Como X es un espacio de Hausdora, para cada a 2 A existe vecindades
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S
ajenas U, y V, de a y x respectivamente. Sea U = U,. Observemos que U

a2 A
es cubierta abierta de A, entonces existe U® = U,, subcubierta ..nita de
=1
2 i A
U.Entonces V =  V,, es una vecindad de x totalmente contenida en X n A.

=1
Por lo tanto X n A es abierto.

Lema 1.65 Sean X un espacio compacto y Y un espacio de Haus-
dora. Entonces toda funcién continua f: X ¥ Y es cerrada.

Demostracion. Sea C cerrado de X, como X es compacto entonces ten-
emos que C' es compacto, ahora f(C') es un compacto ya que las funciones
continuas mandan compactos en compactos. Como Y es un espacio de Haus-
dorgm, entonces f(C) es cerrado (Porposicion 1.64). Lo que prueba que f es
cerrada.

De...nicién 1.66 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es segundo
numerable si 7 tiene una base numerable.

Con el ..n de dar un ejemplo de un espacio Hausdora que no es métrico
probaremos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.67 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si X es métrico
y separable, entonces es segundo numerable.

Demostracion. Como X es separable entonces existe D %2 X denso y
numerable. Veamos que la coleccién B =fB,(a,) ja, 2 D y r 2 Qg €s una
base para 7.

Sean U 2 7y y 2 U. Gracias a la De..nicion 1.40 podemos suponer que
B,(y) Y2 U. Como D es denso entonces existe d 2 D tal que d 2 B,(y)
entonces por de..nicion de B, (y) (vease de..nicion 1.40) d(d,y) - n. Como
B, (y) 2 7 entonces existe » 2 R tal que B,.(d) ¥ B, (y) ¥2 U. Esto nos da dos
casos:

a) Si r 2 Q entonces ya terminamos.

b) Si » 2 Q entonces por las propiedades de los nimeros reales existe
s 2 Q tal que s < r, entonces B,(d) %2 U.

Con lo que se demuestra la proposicion.
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Ejemplo 1.68 Vamos a construir un espacio que se llama la linea de Sor-
genfrey que denotaremos como L, el cuél es un espacio Hausdorza que no es
métrico. Consideremos la recta real y de..nimos la topologia = de la siguiente
manera: Consideramos la coleccion de uniones arbitrarias e intersecciones
..nitas de intervalos de la forma [a, D).

Es claro que Q sigue siendo denso en L, por lo que L es separable. Para
demostrar que L no es métrico, gracias a la proposicion 1.67, basta ver que
L no es segundo numerable.

Sea B una base para L. Sea a 2 L y consideramos el siguiente abierto
[a,a + 1) que contiene a a.Como B es base, existe V, 2 B tal que a 2V, %
[a,a+1). Ahorasi a & bentonces V, &V, yaque minV, =a &b =mfinV}
lo que nos dice que para cada real hay un elemento diferente de B, se sigue
de aqui que B es no numerable. Por lo tanto L no es segundo numerable.
Por lo tanto L no es métrico.

1.7. Espacios Normales

En esta seccién hablaremos de cuando un espacio se dice que es un espacio
Normal y de algunas propiedades de estos espacios. Este tipo de espacios son
importantes para esta tesis ya que, mas adelante en los capitulos 3 y 4,
hablaremos de cémo se comportan los retractos y extensores en este tipo de
espacios.

De...nicién 1.69 Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es normal si
cumple que X es T, y T, (De..nicion 1.55 y De..nicion 1.57)

Notese que si X es normal y At es un cerrado de X, entonces existe

U % X abierto tal que Wy %2 U %2 U Y2 Ws.

Proposiciéon 1.70 Sea X un espacio normal y X = W; [ W, con W,
y W, abiertos. Entonces existen cerrados X; y X, de X tales que
Xll/ZW]_, Xo Y2 W> yX:X]_ [X2

Demostracion. Consideremos el siguiente cerrado Wy %2 W,. Como X
es normal, entonces existe U % X abierto tal que Wy % U Y% U % Wh.
De..nimos X, = U y X; = U°. Es claro que X; Y2 W1 y X, ¥ W>. Sélo falta
ver que X = X; [ X,. Seax 2 X n X5, entonces x 2 U por lo que z 2 X3, lo
gue prueba la proposicion.
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De..nicion 1.71 Se dice que X es completamente normal si para todos sub-
conjuntos A, B de X talesque AN B = ¢y B\ A = ¢, existen abiertos
U,Vde X talesque A% U, BY%V yU\V = ¢.

Notese que X es completamente normal si y sélo si para todos subcon-
juntos A, B de X talesque AN\ B =¢y B\ A= ¢, existe un abierto U de

Xtalque A%UY%U%Y XnB.

1.8. Espacios Métricos completos

En esta seccion hablaremos del concepto de Espacio Métrico Completo.
Terminaremos esta seccidén hablando de la isometria canonica X, la cual nos
serd bastante atil en los capitulos 3 y 4.

De...nicién 1.72 Una sucesion (x,,) en un espacio métrico (X, 0) es de Cauchy
si y solo si para todo ¢ > 0, existe un entero positivo N tal que d(z,, z.,) < €
cuando m,n > N.

No todas la sucesiones de Cauchy son convergentes. Por ejemplo la suce-
sion (%) es de Cauchy en el intervalo abierto (0, 1) con la métrica usual, pero
no converge en el (0,1).

De...nicién 1.73 Un espacio métrico (X, 0) es completo si y sblo si toda
sucesion de Cauchy en X converge. Un espacio topoldgico X es completa-
mente metrizable si y solo existe una métrica que genera a 0 con la cual X
es un espacio métrico completo.

De...nicién 1.74 Se dice que es un espacio normado X es un espacio de
Banach si y solo si su métrica es completa.

Ejemplo 1.75 Sean Y un espacio compacto y L = C(Y) el conjunto de
todas las funciones reales continuas de..nidas en Y. Entonces L forma un
espacio lineal sobre los reales de..niendo paratodo f,g2 L, y2Y ya 2 R
lo siguiente:

D (f+9)) = f) +9()
i) (af)(y) = a(f(v)

Para toda f 2 L, de..nimos la siguiente norma kfk = sup,,y jf(y)j.Con
esta norma L es un espacio de Banach.



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 24

Sea a 2 'Y y consideremos la funcion continua real acotada f, de..nida
como f,(y) = d°(a,y) para toda y 2 Y, donde d° es la distancia de..nida en
la Observacién 1.42. De..namos X : Y ¥ [ como X(a) = f, para toda

alY.

Lema 1.76 La funcion X : Y ¥ [ es una isometria, llamada la
isometria candnica del espacio métrico acotado Y.

Demostracion. Sean a,b 2 Y, entonces

d*(a,b) = jfa(®) i fo®) - Kfai frk = sup,oyjd®(a,y) i d°(b,y)j -
d*(a,b) lo que nos dice que d(X(a), X(b)) =kf, i fok=d"(a,b)

lo que prueba que X es una isometria.

De...nicién 1.77 Sea X un espacio topoldgico y A ¥2 X. Decimos que A es
un conjunto G si A es la interseccion de un namero numerable de abiertos
de X.

De...nicién 1.78 Decimos que X es un (s absoluto si para todo espacio Y
tal que existe una inmersién f: X ¥ Y tal que f(X) es denso en Y entonces
XesunGsdeY.

De...nicién 1.79 Una compacti..cacion de un espacio topolégico X es una
pareja (H, ) donde H es un espacio compacto Hausdora y f es una inclusién
de X como un espacio denso de H.

De...nicién 1.80 Un espacio topoldgico X es completamente regular si y soélo
si para todo cerrado A de X y z 2 A existe f: X ¥ [0,1] continua tal que

f(A)=1y f(z)=0.

De...nicién 1.81 Llamaremos espacio de Tychonoa a un espacio topolégico
X que es T; y completamente regular.

De...nicién 1.82 Sea X un espacio de Tychonoa (De..nicion 1.81). Con-
sideremos el conjunto C(X)=ff: X ¥ [0,1] j f es continuag y de..nimos
la siguiente funcion 3 : X ¥ [0,1]" como 3(z) = [f(2)];2¢(x) donde a es
la cardinalidad de C'(X). La compacti..cacién de Stone j Cech de X es la
cerradura de 3(X) en [0,1]".
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1.9. Propiedad del punto ..jo

Mas a delante hablaremos de que, los retractos preservan la propiedad
del punto ..jo, por eso en esta seccion hablaremos un poco de esta propiedad,
dando algunos ejemplos de espacios que la tienen.

De...nicién 1.83 Se dice que un espacio X tiene la propiedad del punto ..jo
(ppf) si para toda funcion f: X ¥ X 9z 2 X t.q. f(z) ==

Veamos algunos ejemplos de espacios con esta propiedad.

Ejemplo 1.84 El intervalo [0, 1] tiene la propiedad del punto ..jo.

Sea f :[0,1] ¥ [O,1] continua y supongamos que f(z) & = 8z 2 [0, 1].
De..nimos los siguientes conjuntos A = fx 2[0,1] j f(z) <zg y B =
fr2[0,1] j f(x) > xg. Notese que A es no vacio, ya que si lo fuera, B
tendria un elemento méas grande que 1, lo que no puede pasar ya que los
valores de f no se salen del intervalo [0,1]. También B es no vacio, ya que
si lo fuera, A tendria un elemento mas pequefio que 0, lo que no puede pasar
ya que los valores de f no se salen del intervalo [0,1]. Estos conjuntos son
claramente disjuntos y cumplen que A [ B = [0, 1]. Ahora demostraremos que
A'y B son cerrados.

Sea fx,,g una sucesion convergente de elementos de A con limite z. Por la
de...nicién de A tenemos que f(z,) < x,. Por hipotesis tenemos que f es con-
tinua, entonces im, v 1 f(x,) = f(im, s 1. (x,)). Juntando estos resultados
obtenemos:

f(z,) < z, entonces §m,, v 1 f(x,) - M, 1 (z,) entonces f(M,, v 1 (z,.)) -
fim,, s 1 (x,) entonces f(x) - x entonces f(z) < =.

Lo que nos dice que = 2 A. Por lo tanto A es cerrado. Analogamente
se puede repetir el argumento para B. Por lo tanto X es disconexo. Lo que
es una contradiccion, ya que el intervalo [0, 1] es conexo. Por lo tanto el
intervalo [0, 1] tiene la propiedad del punto ..jo.

Gracias al ejemplo 1.84 y al hecho de que todo arco es homeomorfo al
[0,1], tenemos que todo arco tiene la propiedad del punto ..jo.

De...nicién 1.85 Un triodo simple 7" es un espacio homeomorfo a la
siguiente ..gura:
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Ejemplo 1.86 Veamos que un triodo simple 7' tiene la propiedad del punto
.Jo.

Para esto supongamo que 7" no tiene la propiedad del punto ..jo. Sea
f T X T. Por hipotesis sabemos que f(v) & v. Sin pérdida de generalidad
supondremos que f(v) 2 av j v. De.nimos A = fx 2 av j v f(x) 2 avy,
Por la continuidad de f sabemos que A & ¢. De..nimos las siguientes fun-
ciones:

i) g:av ¥ T dada por g(x) = ffr) Y,

.. T st x2av

i)h:T ¥ av dada por h(x) = v si 2 av

Es claro que ambas funciones son continuas, con esto obtenemos la sigu-
iente funcion continua « : av ¥ av dada por y(x) = (h  g)(x). Como av es
un arco, entonces existe zo 2 av tal que vy(xo) = xo. Por otro lado tenemos
que para toda x 2 av, h(x) = z, entonces

zo = (o) = h(g(x0)) = h(f(x0)) = [(x0).

Por lo tanto obtenemos que o = f(xo).

1.10. Espacio Cociente

Esta seccion es muy importante para esta tesis, ya que este concepto de
Espacio Cociente serd muy indispensable para los resultados de los capitulos
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3y 4. Introduciremos este concepto, y hablaremos de algunas propiedades
que hereda el Espacio Cociente.

De...nicién 1.87 Sean (X, 7) un espacio topolégico, P una particién de X,
yq:X ¥ P tal que ¢(x) es el elemento de P que contiene a fxg.
El espacio cociente es el espacio X AP con la siguiente topologia:
0=FfUCPjq(U)Cg.

De...nicién 1.88 Sean (X, 7) y (Y, o) espacios topoldgicos tales que X \Y =
¢. De..nimos lasuma X [ Y de X y Y como el espacio topoldgico (X [Y,7),
donde U2 ~ysiysélosiUNX27yU\Y 2o0.

De...nicién 1.89 Sean (X, 7) y (Y, 0) espacios topoldgicos, A ¥2 X cerrado
y f:A ¥ Y una funcion continua. El espacio de adjuncion X [;Y es el
espacio cociente X [ YAP donde
P=Fffug ju2(XnA) L nfANILFyg L/ () iy2 f(A)g.
o]
Ejemplo 1.90 Sea X =[0,1], Y =[0,1] , A = E%,% y consideramos la
siguiente funcién

12

o /3 273 1

Siguiendo la de..nicidén de espacios adjuncién lo que tenemos que hacer,
para contruir el espacio de adjuncion, es identi..car a cada a 2 A con su
f(a). Entonces lo que obtenemos es el siguiente espacio:
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1%

12012y

U= 1332435, 0y

Ty

Sea 7 una propiedad de espacios topoldgicos. Decimos que el espacio de
adjuncion Z preserva la propiedad 7 si y sélo si Z tiene la propiedad 7 cuando
X y Y, ambos, la tengan.

Lema 1.91 Sean X y Y espacios topolégicos, A %> X cerrado, f :
A ¥ Y una funcion continuay Z = X [/Y su espacio de adjuncion.
Sea Z° un subespacio de Z entonces existen subespacios X° C X y
YPCY, A"% X° cerrado y g: A° ¥ Y® una funcion continua tales
que Z° = X" [, Y".

Demostracion. Sea X° = ¢iY{(Z°)\ X y Y° = ¢i}(Z") \ 'Y donde ¢
es la funcién de..nida en la Porposicion 1.87 y de..nimos A” = X"\ Ay
g= fja= : A7 1 YY"\ f(A).Consideramos la particion

P="ffug ju2(XnA) L nfA))g Ly Lot (v) iy 2 g(A)g de
X°+Y"

Es claro que Z° = X*° [, Y".

Proposicion 1.92 Sean X y Y ambos con alguna de las siguientes
propiedades:

a)Compacto.

b)Lindelof.

c)Normal.

d)Completamente normal.
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e)Hausdora compacto.
Entonces el espacio de adjuncion Z = X [;Y preserva estas
propiedades.

Demostracion. a) Suponemos que X y Y son compactos. Entonces va-
mos a demostrar que Z es compacto.

Veamos primero que (X [Y,~) es compacto. Spa U una cubierta abierta
de (X [Y,nentonces Uy =UNX =fU2UjU X6&;gyU,=U\Y =
fU2UjU Y & ;g son cubiertas abiertas de X y Y respectivamente. Por
hipotesis X y Y son compactos, entonces existen U] subcubierta ..nita de
U, y U subcubierta ..nita de U,. Entonces U® = U7 [ U3 es una subcubierta
..nita de U. Por lo tanto (X [Y,~) es compacto. Z es la imagen continua de
(X LY,7), entonces Z es compacto (Proposicion 1.49).

b) Suponemos que X y Y son de Lindeléf. Entonces vamos a demostrar
que Z es de Lindelof.

Veamos primero que (X [Y,~) es de Lindel6f. Sea U una cubierta abierta
de (X [Y, % entonces Uy =UNX =fU2UjU X6&;gyU,=U\Y =
fU2UjU Y & ;g son cubiertas abiertas de X y Y respectivamente. Por
hipotesis X y Y son Lindeldf, entonces existen U] subcubierta numerable
de U; y U3 subcubierta numerable de U,. Entonces U* = U7 [ U5 es una
subcubierta numerable de U. Por lo tanto (X [ Y,~) es de Lindelof. Z es la
imagen continua de (X [ Y,~), entonces Z es Lindel6f (Proposicion 1.50).

c) Sean H; y H, cerrados ajenos de Z. Consideramos ¢il(H:)\Y % V;
y ¢iY(H))\Y %V, con Vi y Vs abiertosen Y y 7, \ 1V, = ;, donde q es la
funcion de..nida en la Proposicion 1.87. Como fil(1}) es abiertoen Ay X
es normal, entonces fi%(V;) = W, \ A donde W, es abierto en X parai=1,2
y ademas W; \ W, = ¢.

De..nimos K; = (piY(H)\X) [ (W;\ Fr(A)) parai = 1,2. Observemos
gue K; son cerrados en X, ya que son union ..nita de cerrados, y ademas
K1\ K; = ¢, ya que los H; eran cerrados ajenos, y por como escogimos a
W, tenemos que: (W7 \ Fr(A)\ (W, \ Fr(A) = ¢.

Por hipotesis X es normal, entonces existen abiertos U; de X tales que

Ahora de..nimos para i = 1,2 los siguientes conjuntos: J; = V; [ (W; \
A) L(Uin A).

Primera a..rmacién: J; es abierto. Como V; es abierto y (U;n A) también lo
es. Solo nos falta ver que si = 2 1V, \ A entonces existe un abierto B(z) Y2 J;.
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Sea xz 2 W; \ A, entonces z 2 A. Consideremos dos casos:

1) z 2 Int(A). Entonces = 2 W; \int(A) C W; \ A.

i) x 2 Fr(A). Entonces x 2 W; \ Fr(A) % U, por lo tanto = 2 W; \ A.

Veamos que W; \U; 2 (W; \ A) L (U;n A) :

Sea w 2 W; \ U; entonces 3,

Siz 2 Aentonces x 2 W;\ A
Siz2 Aentonces x 2U;n A

Segunda a..rmacion S\ J, =;: i\ L =Vi L (W1 \ A) [ (U n A))

\N(Vz LW2NA) L(U2nA4) = (Vi V) L(VaN (W2 \ A)) L(Vi\ (U2 n A4))

CAVINANTV) LW NAN W2\ A4)) LW\ A\ (U2nA)L

((Uin ANV2) L(Uin A)N W2\ A4)) L((U1n A)\ (U2 n A)).

Veremos que cada una de las intersecciones es vacia.

D (V1\V2) =

i) (ViNX(W2\NA))=;vyaque V1 C Yy (W2\A4)CX

i) ViN\(@@znA))=;yaque V1 CYy(U2nA)CX

iv) WiNA)NV = yaque (Wi\NA) CXyl,CY

V) (WINAN(W,\NA) = ; yaque (W1\A) = fi1(11) y (Wo\A) = fi1(17)

vi) Wi N AN U,nA)=;yaque W1 \NA) CAy (U,nA) C(XnA)

vii) Uin A)\V; =;yaque (U1nA) CXyl,CY

viii) (Uytn A)\N (W2 \NA)=;vyaque (UinA) C(XnA)y (W, \NA) CA

iIX) (U1nA)\N(U;nA)=;vyaque U \U, =;

Tercera a..rmacion pil(¢(J;)) = J; : Bastara probar que ¢it(¢(J;)) C J;

Sea w 2 ¢il(p(J;)), entonces p(w) 2 ©(J;) =) o(w) = ¢(2) con z 2
Ji=ViLWi;\NA) L(UinA)

I)Supongamos que z 2 V; y consideremos las siguientes posibilidades

a) z 2 f(A) entonces p(z) = fzg = p(w) entonces z = w entonces w 2 J;

b) z 2 f(A) entonces p(z) = fzg [ f11(z). Entonces, 0 bien w = z 2 J;
6 f(w)=rzentonces 22V, yw 2 fit(V;) =W, \ A C J,.

i) Si 2 2 W;\ A = fil(V)) entonces p(z) = Ff(2)g [ fi1(f(2)). Si
w = f(z), entoncesw 2 V; C J;. Si f(w) = f(2)t entonces f(w) 2 V; entonces
w2 fR V) =Wi\NAC J,

i) Si z 2 U; n A entonces ¢(z) = fzg entonces ¢(w) = fwg entonces
w=z2J;

Gracias a la tercera a..rmacion obtenemos que ¢(.J;) es abierto.

Para terminar la demostracién falta ver que H; C ¢(J;). Sea h 2 H;,
entonces pit(A)\Y CV; C J; ¥y oiY(h)\ X C H; C U; C J;, entonces
©it(h) 2 J;. Por lo tanto, usando la a..rmarcién iii) obtenemos que: h =
o(pit(h)) 2 ¢(J;). Por lo tanto Z es normal.
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d) Sea Z* subespacio de Z, entonces por el Lema 1.91 Z*° es el espacio de
adjuncion de X® y Y”°, para algunos X° %2 X y Y* % Y . Por hipotesis X y
Y son completamente normales por lo tanto X® y Y son normales. Ahora,
usando el inciso a) de la Proposicion 1.92 obtenemos que A es normal. Por
lo tanto Z es completamente normal.

e) Como X y Y son Hausdorae compactos, entonces son normales, por el
inciso ¢) y a) de esta proposiscion Z es normal y compacto, sabemos que
todo espacio normal es Hausdora entonces Z es Hausdora compacto. m



Capitulo 2

Retractos

En este capitulo hablaremos de los conceptos de retracto, de retracto por
vecindades, y de algunas propiedades. Este capitulo nos permitira hablar més
adelante de extensores absolutos y de retractos absolutos.

2.0.1. De..niciones

De...nicidén 2.1 Sean X un espacio topolégicoy A% X.

i) Se dice que A es un retracto de X si existe una funcion continua
r: X ¥ Atal que r(a) = a para toda a 2 A. A la funcion r le llamamos
retraccion.

1) Se dice que A es un retracto por vecindades de X si existe un
abierto U ¥2 X, tal que A% U y A es retracto de U.

Es claro que todo retracto es retracto por vecindades.

Ejemplo 2.2 a) Cualquier punto a de un espacio X es un retracto de X ya
que la funcion f : X ¥ fag de..nida como f(x) = a cumple con la defnicién
de retraccion.

b)Sea0<n<ly

X =f(z,y) 2R?j n < k(z,y)k < 1g ¥ D = f¥ 2 R?j kzk - 1g como en
la siguiente ..gura

32
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St = f(x,y) 2 R?j k(x,y)k = 1g es un retracto de X ya que podemos
de..nir la siguiente funcion:

f X ¥ St como f(mcos(f), msin(@)) = (cos(d),sin(f)). Como esta
funcion la podemos de..nir para cualquier m con 0 < m < 1 obtenemos
que St es retracto por vecindades de D. Sin embargo el Teorema de Brower
[Willard, pag. 236 teorema 34.6] nos dice que S* no es retracto de D.

De..nicidén 2.3 Sean X y Y espacios topoldgicos , A C Xy f: A VY
una funcion continua. Decimos que f tiene una extension sobre X si existe
F: X ¥ Y una funcién continua tal que Fj, = f.

2.0.2. Propiedades de los retractos

Proposiciéon 2.4 Un subespacio A de un espacio topoldgico X es un
retracto de X si y solo si para cualquier espacio Y, toda funcidon
g: A 1Y tiene una extension sobre X.

Demostracion. =)) Sear : X ¥ A unaretraccion de X en A. Entonces,
la composicion g+r : X ¥ Y extiende a ¢g. En efecto, sea a 2 A , entonces
g £7r(a) = g(r(a)) = g(a).

(=) Por hipotesis sabemos que para todo espacio Y, toda funcion g :
A ¥ Y tiene una extension sobre X, entonces de..nimos Y = Ay g = Idy,,
con esto obtenemos que Id4 : A ¥ A tiene una extension r: X ¥ A, por lo
tanto A es retracto de X.
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De...nicidén 2.5 Sea X un espacio topoldgico. Una funcién e: X ¥ X con-
tinua es idempotente si et e = e.

Proposicion 2.6 Seanr: X ¥ Auna retraccionde X en Ay h: A Y
X la inclusiéon de A en X. Entonces la funcion e=h+r: X ¥ X es
idempotente.

Demostracion. Como r es una retraccion tenemos que
r £ h(a) = r(h(a)) = r(a) = a para toda a 2 A.

Ahora
ete=((hztr)x(htr)=hzxt(rzh)tr=htr=ec.

Lo que prueba que e es idempotente.

Proposicion 2.7 Seane: X ¥ X una funcion continua idempotente
y e(X)=A. Entonces la funcién e es una retraccion de X sobre A.

Demostracion. Como e es idempotente, tenemos que e + ¢ = e. Sea
a 2 A. Por hipétesis e(X) = A, entonces existe z 2 X tal que a = e(x),
entonces e(a) = e(e(x)) = (exe)(x) = e(x) = a. Lo que prueba que e es
retraccion. m

Proposicién 2.8 Todo retracto de un espacio de Hausdoro X es
cerrado en X.

Demostracion. Sean X un espacio de Hausdora y un retracto A de X.
Bastara probar que B = X n A es abierto.

Sean r : X ¥ A una retraccion y b 2 B. Entonces r(b) = a para algun
a 2 A. Por laeleccion de Ay B tenemos que a & b. Como X es de Hausdorz,
entonces existen abiertos ajenos Uy V de X talesquea 2 U y b2 V. Por la
continuidad de r y teniendo que A tiene la topologia herdada tenemos que
ri1(U \ A) es un abierto de X que contiene a a.

Sea W = riY(U \ A) \ V. Probaremos que W Y. B. Para esto tomamos
x2W.Entoncesz 2V yx 2 rit(U\ A), por lo que r(z) 2 U, de aqui se
sigue que r(x) & x, yaque U \V = ¢, entonces z 2 B. Por lo tanto A es
cerrado. =

El siguiente ejemplo muestra que si el espacio X no es de Hausdora la
Proposicion 2.8 no es cierta.
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Ejemplo 2.9 Sea X = ([0, 1] con la topologia co..nita ).

Primero demostraremos que [0, 1] no es de Hausdora con esta topologia.

Sean z, y 2 X. Consideremos U y V' vecindades abiertas de x y y respec-
tivamente. Supongamos que U \' V' = ¢, esto signi..ca que V % U*¢, entonces
U*¢ es ..nito, lo que signi..ca que V' es ..nito, pero esto no puede pasar ya que
V¢ es ..nito, por lo tanto X no es de Hausdorza.

Veamos que la Proposicion 2.8 no se cumple en este caso.

Veremos aye (0, 1) es un retrcto de [0,1]. Sea o : [0,1] ¥ (0,1) de..nida
z six2(0,1)
% si v 2 10,19

Para ver que « es una retraccion demostraremos que « es continua. Sea
U % (0,1) abierto entonces U°¢ = ful,uz,s...,ung. Consideremos dos casos:

caso 1) % 2 U. Entonces oiY(U) = U ~ 0, 1g que es abierto

caso 2) % 2 U. Entonces oi1(U) = U que es abierto.

Ahora es claro que a(u) = u 8u 2 (0,1) por lo que obtenemos que « €s
retraccion. Finalmente, ndtese que (0, 1) no es cerrado respecto a .

como a(xr) =

Proposiciéon 2.10 Sean X un espacio topolégico y A un retracto de
X.

1) Si X tiene la propiedad del punto ..jo, entonces también A la
tiene.

2) Si X es localmente conexo, entonces también A lo es.

Demostracion. 1) Sean A% X yr: X ¥ A una retraccion.

Seag: A ¥ A una funcién continua.

Consideramos la funcion h =it g+r: X ¥ X, entonces existe z 2 X tal
que h(x) = z, entonces

x = h(x) = i(g(r(x))) = g(r(x)) 2 Aporlotanto 2 Ay r(x) ==
entonces = = h(x) = g(z). Por lo tanto ¢ tiene la propiedad del punto ..jo.

2) Sea X un espacio localmente conexo y A un retracto de X , entonces
existe » : W ¥ A una retraccién. Sea p 2 Ay N vecindad abierta de p en
A, como r es continua obtenemos que ri'(NV) es un abierto de X tal que
p 2 rit(N).

Ahora, por hipdtesis, X es localmente conexo, entonces 9M ¥ ril(N)
abierto y conexo tal que p 2 M. Notese que M \ A Y2 r(M), como M es
abierto de X, M \ A es abierto en A y por lo tanto p 2 Int(r(M)). Por otra
parte (M) es conexo. Esto demuestra que A es conexo en pequefio p para
todo p 2 A. Entonces por la Proposicion 1.31, A es localmente conexo.



Capitulo 3

Extensores Absolutos

Empezaremos este capitulo con algunas de..niciones, para después hablar
de algunas propiedades importantes relacionadas con estos espacios. Para ter-
minar, dedicaremos una seccion de este capitulo para hablar de las propiedades
de extensores absolutos y extensores absolutos por vecindades para la clase
71 de lo espacios normales.

3.1. De..niciones

De...nicién 3.1 Decimos que una clase C de espacios topoldgicos es débil-
mente hereditaria si cumple lo siguiente:

1) Si X 2Cy Y es homeomorfo a X, entonces Y 2 C.

1) St X 2Cy F C X es cerrado, entonces F' 2 C.

De aqui en adelante C denotara a una clase de espacios topol6gicos
débilmente hereditaria.

De...nicién 3.2 Sean X y Y espacios topoldgicos y A C X cerrado.

i) Decimos que A tiene la propiedad de extension en X con respecto a Y
si toda funcién continua f: A ¥ Y tiene una extension g : X ¥ Y.

i) Decimos que A tiene la propiedad de extension por vecindades en X
con respecto a Y si toda funcion continua f : A ¥ Y tiene una extension
g:W ¥ Y donde W es abierto en X con A% W.

De...nicién 3.3 Sea C una clase de espacios topologicos débilmente heredi-
taria.

36
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1) Y es un extensor absoluto para la clase C (Y es EA para la clase C) si
todo subespacio cerrado A de cualquier elemento X de C, tiene la propiedad
de extension en X con respecto a Y.

1) Se dice que un espacio Y es un extensor absoluto por vecindades para la
clase C (Y es EAV para la clase C) si todo subespacio cerrado A de cualquier
elemento X de C tiene la propiedad de extensién por vecindades en X con
respecto a Y.

3.2. Propiedades de los EA y de los EAV

Partiremos estas propiedades en dos. Primero hablaremos un poco solo de
extensores absolutos, para después hablar de extensores absolutos por vecin-
dades. Para terminar mencionaremos un importante teorema, el Teorema de
Extension de Dugundiji.

3.2.1. Extensores Absolutos

Proposicién 3.4 Todo EA para la clase C es un EAV para la clase
C.

Demostracion. Esto es claro, ya que si Y es un EA para la clase C y
f+A 1Y esuna funcidén continua de..nida en un subespacio cerrado A de
X, X elemento de C, f se puede extender sobre X. Como X es un abierto
que contiene a A, obtenemos el resultado deseado.

Proposicién 3.5 Sea [ es una subclase débilmente hereditaria de la
clase C. Entonces todo EA (respectivamente EAV) para la clase C
es un EA para la clase £.

Demostracion. Sean Y un EA para la clase C, A subespacio cerrado de
X, X elemento de S y una funcién f : A ¥ Y .Como % Cy Y es EA
para la clase C, entonces f tiene una extensién sobre X (sobre un subespacio
abierto de X) lo cual prueba la proposicion.

Teorema 3.6 Un producto topolégico de extensores absolutos para
la clase C es un extensor absoluto para la clase C.
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Demostracion. Sean fY, j u 2 Mg una coleccion de extensores absolu-
tosparalaclase Cy Y = §,onY,. Sean X 2 C, A un subconjunto cerrado
de Xy f:A ¥ Y unafuncion continua. Sean pn 2 My P, :Y 1 Y, la
proyeccion en la p j §sima coordenada. Consideremos la siguiente funcion
fu=P,xf:A 1Y, ComoY, esun EA para la clase C entonces f, tiene
una extension F, : X ¥ Y,. Utilizando F, podemos de.nir G : X ¥ Y
como sigue P,(G(x)) = F,(z). Veamos que G es extension de f. Gracias al
lema 1.14, GG es continua ya que cada una de sus proyecciones es continua (la
proyeccion . j 8sima de G es F,(X)).

Sea a 2 A. Entonces P,(G(a)) = F,.(a) = P.(f(a)).

Proposiciéon 3.7 Todo retracto de un EA para la clase C es un EA
para la clase C.

Demostracion. Sean Z un EA para la clase C y Y un retracto de 7
conr:Z ¥ Y unaretraccion. Sean X 2 C, Acerradode Xy f: A 1Y
funcién continua. Seani:Y ¥ Zlainclusibny g =itf: A ¥ Z. Como Z €S
un EA para la clase C, obtenemos que ¢ tiene una extension G: X ¥ Z. La
funcibon m =r+ G : X ¥ Y es continua ya que es composicion de funciones
continuas. Sea a 2 A. Entonces m(a) = rxG(a) = rx(it f(a)) = r(i(f(a))) =
r(f(a)) = f(a). Se sigue de aqui que m es una extension de f.

Proposicién 3.8 Sea Y un EA para la clase C. Supongamos que
Y =Y, [ Y, donde Y7, Y, son subespacios cerrados de Y y Y; \Y, es
un EA para la clase C. Entonces Y7,Y, son EA para la clase C.

Demostracion. Probaremos que Y; es un EA para la clase C. Sean X 2
C,Auncerradode Xy f:A ¥ Y; una funciéon continua. Como Y es un
EA para la clase C, la composicion ¢ =i+ f: A ¥ Y dondei: Y7 ¥ Y es
la inclusién, tiene una extension ¢° : X ¥ Y. Ya que X es normal, existe un
abierto V de X talque A%V %V % X.

Sean ¢ = ¢"j;, By = oY Y1) y Bz = pH( Y2).

Entonces

i) B, y B, son cerrados en V' y por lo tanto son cerrados en X

i) V=B [B.yA% B

i) o(B1\ B2) 2 Y1 \ Y.

Por ser cerrados en X, B, y B; \ B, pertenecen a la clase C. Entonces
ViBg, - B1\ B2 ¥ Y1 \'Y, tiene una extension v : X ¥ Y; \Y,.
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Y% Y

o(x), six2 By

k(x), si 2 B,

La continuidad de ¢ se sigue del hecho de que x(z) = ¢(z) para todo
T2 Bl \ Bz.

Sea a 2 A. Entonces g(a) = p(a) = ¢°(a) = ¢(a) = i(f(a)) = f(a) lo que
prueba que ¢ es una extension de f.

Seag: X ¥ Y; de.nida como g(x) =

3.2.2. Extensores Absolutos por Vecindades.

Proposiciéon 3.9 El producto topolégico de una colecciéon ..nita de
EAV s para la clase C es un EAV para la clase C.

Demostracion. Sean fY), j 1 2 Mg una coleccion ..nita de EAV”s para
laclase Cy Y = §,omY,. Sean X 2 C, Acerradode Xy f: A 1Y
una funcion continua. Ahora para toda x 2 M, construimos la funcion f, =
P,tf:AUVY Y, donde P, : Y ¥ Y, es la proyeccion en la p i fsima
coordenada. Como Y, es un EAV para la clase C, entonces f, tiene una
extension F, : W, ¥ Y, con W, abiertode X y A% W,.

Como M es ..nito entonces W = \ ,2,, ¥, es un abierto de X que contiene
a A. De.nimos G : W ¥ Y como P,(G(z)) = F,(x). Otra vez, gracias
al Lema 1.14, GG es continua. Sea a 2 A. Entonces P,(G(a)) = F.(a) =
P,(f(a)). Asi, G es extension de f .

Proposiciéon 3.10 Todo retracto por vecindades de un EAV para la
clase C es un EAV para la clase C.

Demostracion. Sean Z un EAV para la clase C y Y un retracto por
vecindades de Z. Sean W % Z abierto talque Y 2 W yr: W ¥ Y una
retraccion. Sean X 2 C, Acerradode Xy f: A ¥ Y unafuncion continua
Seani:Y ¥ Zlainclusibny g=1ixf: A ¥ Z. Como Z es un EAV para la
clase C, obtenemos que g tiene una extension G:V ¥ Zcon A%V % X,y
V abierto. Sea U = G'it(W), es claro que A ¥ U.

De.nimos & : U ¥ Y como &(u) = r(G(u)) para toda v 2 U. Veamos
que & es una extension de f :

La continuidad de & se sigue del hecho de que la composicion de funciones
continuas es continua. Sea a 2 A, entonces ®(a) =rxG(a) =72t f(a)) =

r(i(f(a))) = r(f(a)) = f(a).

Proposiciéon 3.11 Todo subespacio abierto de un EAV para la clase
C es un EAV para la clase C.
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Demostracion. Sean Y un EAV para la clase C , W un subespacio
abierto de Y , A subespacio cerrado de un espacio X, X elemento de la
claseCy f: A ¥ W .Como Y es un EAV para la clase C, la composicion
p=1itf:A ¥ Y dondei denota lainclusion de A en Y, tiene una extension
a:V ¥ YconV Y% X abierto tal que A% V.

Consideremos la imagen inversa U = &i1(1¥/). Como U es abierto en VV
y este es abierto en X entonces U es abierto de X.

De.nimos ¢ : U ¥ W como g(x) = &(x) para toda z 2 U. Sea a 2 A.
Entonces g(a) = &(x) = f(a). Lo que prueba que g es una extension de f.

Para las siguientes dos proposiciones pediremos que los elementos de la
clase C sean normales.

Proposiciéon 3.12 Sean dos subespacios abiertos Y; y Y, de Y con
Y=Y [Y. SiY;yY; son EAV” para la clase C entonces Y también
lo es.

Demostracion. Sean X elemento de la clase C, A cerrado de X' vy [ :
A 1Y funcién continua.

De laigualdad A = fil(Yy) [ f11(Y>2) obtenemos que X = W; [ W, donde
Wi= YD) LXnA)y W, =Ffil(Y,) [ (X nA). Ademas W, y W, son
abiertos de X.

Como X esnormal y X = W, [ W;, existen X; y X, cerrados de X tales
que X; %2 W1, X Y2 Wo y X = X, [ X2 (vease Proposicion 1.70).

Con esto obtenemos que A = A; [ A, donde A; = X;\Ay A, = XL\ A

Por otro lado, por la forma en que de..nimos W; y W,, obtenemos que
f(A;) =Y, coni 2 fl, 2g.

Por la Proposicion 3.11, Y3 \ Y, es un EAV para la clase C, entonces la
funcion fjana, - A1\ A2, ¥ Y1\, tiene una extension ¢ : M ¥ Y;\Y, con
A1\ A, %2 M, donde M es abierto de X; \ X, . Ahora, X es normal, entonces
existe N abierto de X; \ X, tal que A, \ A, %2 N Y2 N % M % X1\ Xo.

Entonces A1\ A, % N\ A% X;\ X5\ A= A4;\ A4, lo que nos dice que
N\XA=A\Ay...... Q).

De..nimos la funcién g : N [ A1 Y de la siguiente maggra

_ o), sizr2 N¥%2M
9(w) = flx), siz2A

Para ver que ¢ esta bien de..nida nétese que si z 2 N \ A, entonces por

(1) p(x) = f(z). Esto prueba también que ¢ es continua.
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Por otra parte, g(N [ 4;) % Y;, i 2 1,29. Como Y; es un EAV para la
clase C podemos extender ng[Ai “N[A, VY, ah;:V, 1Y, donde V; es
abiertoen X; y N [ 4; %2V con i 2 1, 2g.

Gracias a la normalidad tenemos:

1) Existe Q; abierto de X;, tal que N [ 4; % Q; % Q, %2 V; % X, con
12 T1,2g.

2) Yaque (X;\X,)n Ny A son cerrados ajenos, existen D y E abiertos
de Xcon D\NE=; talesque (Xa \ X)) &N Dy A% E. =3 -

De..nimos los siguientes cerrados J; = Qi1nX, \EyJ= Q,nX; \

E. Con esto obtenemos que J; 2 Q1 % Vi Y2 X147 2 1,29y J1\ J, %
Qi\NQ % X3\ Xo\E.

Como E\D = ;,entonces ; = EX((X:\X2)nN) = EX(X1\ X5\ N°).
Lo que nos dice que si z 2 E \ (X1 \ X5), entonces = 2 N. Por lo tanto
ENX(Xi1\X2)¥% Ny Ji\J,%N.

De..nimos los siguientes cerrados Ky = J; [ N, K, = J, [ N, entonces
K, %Viconi2f1,29y K1N K, = (LINL)[L(V\NJ)L(N\ L) [N = N.
Sea K = K [ K3, como hyjx = gix = hajy, pgdemos de..nir 1 : K ¥ Y de
hi(z), si x 2 K;
ha(x), si x 2 K>

Seaa2 A. Sia?2 Ay, entonces h(a) = hi(a) = g(a) = f(a) y si a 2 Ay,
entonces h(a) = hy(a) = g(a) = f(a). Esto demuestra que A es una extension
de f.

Sélo falta probar que K contiene un abierto de X que contiene a A.

Consideremos G = [(Q1n X5) [ (Q>2n X)) [ N]\ E. Veremos que G es
abierto en X.

Como F es abierto de X, basta ver que H = [(Q: n X3) [ (Q2n Xy) [ V]
es abierto en X.

Se sigue de las de..niciones de N, Q1 Yy Q)2 que existen abiertos By, By Yy
B, de X tales que:

1) N = Bo\Xl\Xz

2) Q1 =B1\X;

3) Q2 = B2\ X>

Como X = X, [Xz, anXz = Bi1n Xy, anXl :anXl, Nl/ZQl Yy
N % @),, entonces N %2 By \ By \ B,. Sea © 2 By \ B; \ B, consideremos
todos los casos:

) Si x 2 X1\ X, tenemos que =z 2 N

i) Sizx2XnX;entoncesz 2 B\ (X nX;)=B1nX;

la siguiente forma h(x) =
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i) Si x 2 X n X, entonces = 2 B, n X;.

Todo lo anterior nos dice que By \ B; \ B, %2 H. Ahora usando los 3
casos junto con el hecho de que N % By \ B; \ B, obtenemos que H =
(BinXy) [(B2nX1) [(Bo\ B1\ By), lo que prueba que H es abierto de X
ya que los conjuntos en cada uno de los parentésis es abierto en X.

Ahora probaremos que A Y2 GG. Notemos que A Y2 E. Escribimos A =
A\(Xl\Xz) [A i (X]_\Xz) y notamos que A\(X]_\Xz) = Al\Az 1 N.
Porotrolado A j (Xa N\ X2) = (A i Xo) L(A 7§ X2) %2 (Q2 i X1) L(Q1 i
X5).Por ultimo, veremos que GG %2 K. Se sigue de la de..nicion de J; y J, que
(@n X)) L@QnX)\NEY J [ J,% K; [ K. Por otra parte N\ FE %
N Y% K1\ K, % K. Con lo que queda demostrada la proposicion.

Corolario 3.13 Si un espacio Y es la unién de un nuamero ..nito
de subespacios abiertos cada uno de ellos es EAV para la clase C,
entonces Y es EAV para la clase C.

Proposicion 3.14 Sean Y; y Y, subespacios cerrados de un espacio
Y . Supdngase que Y es un EAV para la clase C. Suponemos que
Yi[Y2=Y yY:\Y; es un EAV para la clase C. Entonces Y; y Y,
son EAV™ para la clase C.

Demostracion. Probaremos que Y; es un EAV para la clase C.

Sean X elemento de la clase C, Auncerradode Xy f: A ¥ Y] una
funcién continua. Como Y es un EAV para la clase C, la composicién

p=ixtf:A X Y dondei: Y: ¥ Y es lainclusion, tiene una extension
¢":U ¥ Y con U abierto de X tal que A% U.

Ya que X es normal, existe V abierto de X tal que A% V %V % U. Sea
¢ = iy

Consideremos la imagenes inversas B; = ¢i}( Y1) y B, = ¢oii( Y2).
Entonces B, y B, son cerrados en V y por lo tanto son cerrados en X.
Ademas V =B, [ B, , A% By o(B1\ By) %2 Y1 \ Y>.

Como B, es un cerrado de X tenemos que B, también pertenece a la clase
C, lo mismo podemos decir de B;\ B,, por lo que ¢jp,\5, : B1\B, T Y;\Y,
tiene una extension x : N ¥ Y;\Y5, con N abierto de B, tal que B;\B;, %2 N.
Ahora, como B, es normal entonces existe M abierto de B, que cumple
Bi\B, % M % M % N % B,. Entonces By y M son dos cerrados de X vy
B]_\M: Bl\M\BZ - Bl\Bz.
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Gracias a todo lo anterior podggos de..nir la siguignte funcion:
9B 8 Yicomo gy = £ 2

Sea a 2 A, entonces g(a) = ¢(a) = ¢°(a) = ¢(a) = i(f(a)) = f(a) lo
que prueba que ¢ es una extension de f. Basta probar ahora, que B, [ M
contiene un abierto que contiene a A.

Consideremos W = (By; [ M) \ V. Tenemos que A % W % B, [ M, por
lo que solo necesitamos probar que W es gbierto de X. gomo By \ B, %2 M
y V = B; [ B, entonces tenemos W = (VnB) LM \V =('nBy) [
(M \V). Como M es abierto de B, entonces existe un abierto () de X tal
que M = Q \ B,, por lo que obtenemos: M \V % Q\V =Q\V\V =
@\ (B LB)\V]%2[BL LQ\B)I\V =(B  [M)\V =W.

De aqui se sigue que:

W =((VnBy) [ (Q\V).Lo que dice que ¥V es abierto de X.

Para la siguiente proposicion pediremos una condicion mas fuerte para
la clase C, esta es que cada elemento de C sea completamente normal (véase
De..ncion 1.71).

Proposicién 3.15 Sean Y; y Y, dos cerrados de una espacio Y con
Y1 [ Y2 =Y y supongamos que Y7, Y,y Y1 \Y, son EAV para la clase
C, entonces Y también lo es.

Demostracion. Sean X 2 C, Auncerradode Xy f: A ¥ Y una
funcion continua. Consideremos las imagenes inversas A; = fil(Y)) y 4, =
fil(Y,) en 4, Entonces por la conginyjdad de f, A; y A, spn cerrados de

Xyademas (AinA)\N(A2nA) [ (A1nA)\N(A,nA;)) =;.Como X
es completamente normal entonces existe U abierto de X tal que A3 n A, %

UvUY%Xn(A,nA)=(XnA) [ (4 \ 4.

Ahora de..ninamos los siguientes cerrados X; = U [ (A1 \ 4) y X, =
(XnU) L[(A1\ 42).

Con todo esto obtenemos las siguientes relaciones X;\ A = A;, Xo\A =
AyXai[Xo=X.

Como Y7\Y> esun EAV paralaclase Cy A1\ A, es cerrado en X;\ X, que
es elemento de C, la funcidn fja,na, : A1\ Az ¥ Y1 \Y, tiene una extension
o.M ¥ YI\Y, donde M es un abierto de X; \ X,. Ahora X; \ X5 es

normal, entonces existe un abierto N tal que A;\ 4, %2 N Y2 N %2 X; \ X5,
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entonces 4; \ 4, > N\ A% X;\ X, \ A = A; \ 4, lo que nos dice que
N\NA=A4,\A,. De.nimos g: N[ A ¥ Y de la siguiente manera:
" &zx), siz 2 NY% M 7

9(w) = flx), siz2A

Como g(N [ A1) % Y1y Y es un EAV para la clase C, entonces givga,
N [ A; ¥ Y; tiene una extension h; : Vi ¥ Y; donde 14 es un abierto de
N [ A; que contiene a N [ A;,de la misma forma gjgp,, : N[ Az 1 Y; tiene
una extension h, : Vo, ¥ Y, donde V5 es un abierto de N [ A, que contiene
a N [ Ap. Parai = 1,2, gracias a la normalidad de X;, existe un abierto Q;
talque N[A % Q, % Q, %V, % X;. Como X es normal y (X1 \ X;)n N

y A son cerrados ajenos de X, entonces existen abiertos ajenos Dy E en X
talesque (X1 \ Xo))nNY%2 Dy A% E .
3 - 3 -
De.nimos J; = Q:nX, \E, ., = Q,nX; \E, nétese que son
cerrados en X. Es claro que J; %2V, J, Y2 Vs,

Veamos que J1\.J, ¥2 N. Para esto observemos que Ji C Q;\E C X;\E.
Por %o gue basta der@ostrar que X1\ X>\ E C N, pero esto es claro ya que si
r2 (X1 \X2)\E AN, entonces z 2 D \E lo que es una contradiccion.

De..nimos K; = J; [N, Kz Jo [ N que son cerrados de X que cumplen
K1 % Vi, K %2V y Ki\K, =

Sea K = K1 [ K. Gracias a que hajy = giy = hojy pgdemos de..nir
hi(z), si x 2 K;
ho(z), si x 2 K>

Es claro que A es una extension de f, ya que si a 2 A, , entonces h(a) =
hi(a) = g(a) = f(a). Ahora si a 2 A,, entonces h(a) = hy(a) = g(a) = f(a).

Para completar la demostracién de la proposicén falta probar que K
contiene un abierto de X que contiene a A. Para esto consideremos G =
[(QinX2) [ (Q2nX1) [ NI\ E. Es claro que G es abierto en X.

Ahora veremos que GG %2 K. Se sigue de la de..nicion de J; y J, que
(@Q@n X)) L@nX)\NEYJL[J2% K, [ K,. Por otra parte N\ E %
NY%YKI\NK,%2K. n

h: K ¥ Y de lasiguiente forma h(z) =

Terminaremos esta seccion con el siguiente teorema que es bastante im-
portante y util, sin embargo excluiremos su demostracion en este texto. El
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teorema se conoce como Teorema de extension de Dugundji. Su demostracion
se puede encontrar en [Hu, capitulo 2 secc. 14].

Teorema 3.16 Sea L un espacio topoldgico lineal, X un espacio
metrizable, A cerrado de X. Si existe una funcion continua f :
A ¥ L entonces f tiene una extension ¢ : X ¥ L tal que ¢(X) esta
contenido en la envoltura convexa de f(A) en L.

3.3. Propiedades de los EA y EAV para la
clase n de los espacios normales.

En esta seccién hablamos de algunas propiedades importantes de los ex-
tensores absolutos y extensores absolutos por vecindades para esta clase de
espacios. Mencionaremos resultados importantes como que el intervalo cer-
rado [0, 1], y cualquier potencia de este, son un extensor absoluto para esta
clase.

El siguiente Teorema se conoce como Teorema de Extension de Tietze

Teorema 3.17 El intervalo I = [0, 1] de los niumeros reales es un EA
para la clase n de los espacios normales.

Demostracion. Sean X 2 n, A% X, Acerradoy f: A ¥ [. Para
demostrar el teorema, construiremos dos sucesiones de funciones continuas

fniAX Ty g,: X ¥ [conlas siguientes propiedades:

)fo(z) = f(z) 822 X

ii)g,(x) - 3)" 8r2 X

i)g,(7) = fu(2) 1 furr(x) 822 X

IV)O - f?L(x) - (%)n 8r2 A

Si construimos estas sucesiones se sigue de la propiedad ii) que g(x) =
X

gi(x) converge uniformemente y por lotanto g: X ¥ Res
i=0

continua. Ademas-de la degigualdad (ii) se sigue que

X X

0 - gi(z) - 3 (¢)" =1 se cumple para toda z 2 X.
i=0 i=0

De las propiedades i) Yy iii) se sigue que si a 2 A entonces

gn(a) = fula) i fo+1(a) y de aqui g(a) = MM, w1 go(a) + ... + go(a) =
Iﬁmn! 1 fO(a) i fl(a)+fl(a) i1 fn+l(a) = Iﬁmn! 1 fO(a) i fn+l(a) = f(a)a
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ya que por (IV) Iﬁmn! 1 fn+l(a) =0.

Esto demuestra que ¢ : X ¥ [ es una extension de f.

Para contruir las sucesiones recordemos lo siguiente: Para cualesquiera
dos subconjutos cerrados ajenos B, C' de un espacio normal X, tenemos X5 ¢
: X ¥ [0,1] la funcién caracteristica gye satisface 3,

0,si x2 B
Xpolr) = lsix2C

Sea fo = f y suponemos que fr ya esta de..nida para k£ - n. Esto nos

de..ne 2 conjuntos cerrgglos disjuntos del subespacio A
B, = ©£L’€Aj Ju(x) - (%)(%)na
Co= weAj fu(@) . GG .

Como A es cerrado en X, entonces B, y C, también son cerrados y
ademas son ajenos.

De..nimos g,,(z) = 1(%)" X3, ¢, (z) para todo punto = en X.

Ahora probaremos que

0 - fu(@)ign(x) - Lparatodox 2 A.eeeeeiiiiieeeeeee e (@)

Sea = 2 B,, entonces (a) claramente se cumple ya que g,(x) = 0 para
todo x 2 B,. Ahora tomamos x un punto en A que no esta en B,. Tenemos
que fo(z) > 3(5)" Y gulx) - 3(3)", entonces jg.(z) . i(5(3)"). lo que
nos dice que f.(z) i g.(z) . 0. Ahora por la de..nicién de f, tenemos que
fu(x) - 1y como g,(x) . 0, entonces f,(x) i g.(z) - 1 lo que prueba (a).

Ya que probamos la desigualdad (a), podemos de..nir f,.; de la sigu-
iente manera f,+1 = f. i g.». LO que completa la construccion inductiva de
las funciones f, y g, para todo entero n _ 0. La desigualdad (iii) se sigue
inmediatamente de la de..nicion de estas sucesiones.

Durante la construccion establecimos algunas desigualdades que satis-
facen las funciones

fnyg:

0- Xg,0.(x) -1y0 - g,(2) - %(%)" .............................. (b)

las cuales se cumplen para todo = en X.

Ahora probaremos por induccion la siguiente desigualdad:

0 - fula) - (3)"paratodo a2 A.......cccoocviiiciiicn, (c).

Para fo=f,0 - f(a) - (%)0 = 1.Ahora suponemos que para cierta
n 2 N, f,(a) tiene la propiedad (c). Consideremos 2 casos:

caso 1: a 2 C,. Entonces g,(a) = 2(3)", por lo tanto f,+1(a) = f.(a) i
gn(@) = fa(@) 1 GEM - @) i GG =i HE)" =)

caso 2: a 2 C,. Entonces f,(a) - G)E)" - G)E)"=E)"*'yo0 -
9n(a),
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Con esto quedan probados i),ii),iii) y iv) y termina la demostracion del
teorema.

Corolario 3.18 Cualquier potencia topolégica de /=]0,1] es un EA
para la clase n de los espacios normales.

De...nicién 3.19 Un espacio topoldgico X es contraible si existe p 2 X vy
una funcién continua H : X £7 ¥ X tal que para toda = 2 X, H(x,0) =«

y H(z,1) =p
Ejemplo 3.20 R" es contraible para toda n.

Proposiciéon 3.21 Si un espacio contraible Y es un EAV para la
clase n de los espacios normales, entonces Y es un EA para la
clase 7.

Demostracion. Por la contractibilidad de Y existen un punto 3, 2 Y
y una funcion h : Y £1 ¥ Y tal que h(y,0) = v y h(y,1) = y, para
toda y 2 Y. Sean A subespacio cerrado de X, X elemento de la clase n y
f A XY continua. Como Y esun EAV para la clase C, entonces f tiene una
extension g : U ¥ Y donde U es un subespacio abierto de X tal que A% U.
Como X es normal, existe un subespacio abierto V de X con A%V %V %
{}. Consideramos la,siguiente funcion cogfinua e : X ¥ [ tal queg(z) =

0, siz2A hlg(z),e(x)], six 2V

1, six2XnV Yo sir2XnV

Para demostrar que m esta bien de..nida y es continua basta observar
que si z 2 (X nV)\V, entonces h[g(z),e(x)] = h[g(z),1] = yo. Sea a 2 A,
entonces m(a) = h[g(a),e(a)] = h[f(a),0] = f(a). Lo que prueba que m es
una extension de /. m

. De..nimos m(z) =

Corolario 3.22 El espacio Euclidiano n-dimensional R” es una EA
para la clase n de los espacios normales.

Demostracion. Esto se sigue de la Proposicion 3.6 ya que R" es con-
traible (véase el Ejemplo 3.20 )



Capitulo 4

Retractos Absolutos

En este Gltimo capitulo hablaremos de cuando un espacio es un retracto
absoluto o un retracto absoluto por vecindades, terminaremos demostrando
dos proposiciones que nos van a decir, para que clase de espacios los conceptos
de retracto absoluto (retracto absoluto por vecindades), estan relacionados
con el concepto de extensor absoluto (extensor absoluto por vecindades).

4.1. De..niciones

De...nicion 4.1 i) Sea Y elemento de la clase C. Decimos que Y es un re-
tracto absoluto para la clase C (Y es un RA para C) si para todo 7, cerrado
de Z 2 C tal que Y es isomorfo a 7, tenemos que Z, es retracto de Z.

i) Sea Y elemento de la clase C. Decimos que Y es un retracto absoluto
por vecidandes para la clase C (Y es un RAV para C) si para 7, es cerrado de
Z 2 C tal que Y es isomorfo a 7, tenemos que Z, es retracto por vecindades
de Z.

Proposicion 4.2 Todo RA para la clase C es un RAV para la clase
C.

Demostracion. Se sigue de la de..nicion 2.1 =

Proposicion 4.3 Sean  una subclase débilmente hereditaria de C y
Y 2 5. Si Y es un RA (resp. RAV) para la clase C, entonces Y es
un RA (resp. RAV) para la clase S.

48
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Demostracion. Todo elemento de 5 es elemento de C por lo tanto es
claro que la proposicion se cumple m

La siguientes proposiciénes nos muestran la relacién que hay entre los EA
(resp. EAV) y los RA (resp. RAV)

Proposicion 4.4 Sea Y elemento de una clase C. Si Y es un EA
para la clase C, entonces Y es un RA para la clase C.

Demostracion. Sean Zy uncerradode Z 2 Cy h:Y ¥ Z; un home-
omor..smo. Como Y es un AE para la clase C entonces f = hil: Z, 1 Y
tiene una extension F': Z ¥ Y Seag=hz+F :Z ¥ Z,. Esclaro que g es
continua ya que es composicion de funciones continuas. Sea = 2 7, entonces
g(2) = W(F(2)) = h(f(2) = h(h11(2)) = 2 por lo tanto g es retraccion. =

Proposicion 4.5 Sea Y elemento de un clase C. Si Y es un EAV
para la clase C, entonces Y es un RAV para la clase C.

Demostracion. Sea Zy uncerradode Z2Cyh:Y ¥ Z; un homeomor-
.smo. Como Y es un EAV entonces f = hil: Z, ¥ Y tiene una extension
g:U ¥ Y donde U es abierto de Z y Z, % U. Consideremos la composi-
cionr =hzg:U ¥ Z, Claramente r es continua. Sea z 2 7, entonces

r(2) = Mg(2)) = h(hi'(z)) == . m

El siguiente teorema, conocido como el teorema Eilenberg-\Wojdyslawski,
es muy Util en la teoria de los RA y de los RAV para las clases M de los
espacios metrizables y LM de los espacios metrizables separables.

De...nicién 4.6 Sea C(Y) el espacio de las funciones acotadas continuas de
Y en R.

Teorema 4.7 Sea Y un espacio métrico acotado y L = C(Y).
Si X es la isometria de...nida en el Ejemplo 1.76 entonces X(Y")
es cerrado en la envoltura convexa Z de X(Y) en L

Demostracion. Para ver que X(Y) es un cerrado de Z, es su..ciente
demostrar que Z n X(Y) es abierto en 7.

Sea g 2 Z nX(Y). Como Z es la envoltura convexa de X(Y’), existen un
ndmero ..nito de puntos ay, ...,a, en Y tal que
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X X
g = t; fz con fz = X(a,) donde ti . 0 Yy t; = 1.
=1 =1
Como g no pertenece a X(Y) entonces tenemos que g & f; para todo
1 =1,2,..,n. Escojamos un real positivo « tal que o < %d(g, f;) para toda
1 =1,2,..,n, donde d denota la funcion distancia en L = C'(Y") de..nida por
la norma dada en Ejemplo 1.75 .
Denotemos por V, a la vecindad abierta de g en Z de..nida como V, =
02 7 jd(g,0) < ag. Probaremos que V,, %2 Z n X(Y).
Supongamos que existe y 2 Y tal que f = X(y) 2 V,, entonces
d(X(a;), X(y)) = d(f;, f) > a paratodoi=1,2,...n .
Como X es isometria (Lema 1.76) entonces f;(y) = d(a;,y) > « para todo
1=1,2,...,n. Por lo que obtenemos que d(f,g) =kg i fk . jg(v) i f(y)] =
x X
Jjg(y)j = t; fi(y) > ( t;)a = «a. Esto contradice la suposicion de que
i=1 i=1
f estaen V,. Por lo que V, ¥2 Z n X(Y). Con lo que queda demostrado que
X(Y)escerradoen Z. m

Los siguientes teoremas nos daran algunos tipos de clases para las cuales
se cumple el inverso de las Proposiciones 4.4 y 4.5.

Proposicion 4.8 Sea C algunas de las siguientes clases:
a) de todos los espacios normales.

b) de todos los espacios completamente normales.

c) de todos los espacios de Lindelo6f.

d) de todos los espacios compactos de Hausdora.

e) de todos los espacios Metrizbles.

f) de todos los espacios compactos metrizables.

Todo RAV para la clase C es un EAV para la clase C.

Demostracion. Sea Y un RAV para la clase C. Sean A % X cerrado ,
X2Cy f:A ¥ Y continua. Partiremos la demostracion en 3 casos.
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caso 1: Supongamos que C es de alguna de las clases a)-d) Consideremos el
espacio de adjuncion Z de..nido en la De...nicion 1.89. Gracias a la Proposicion
1.92 obtenemos que Z pertenece a la clase C.

Sean i = ¢jy Y j = ¢jx. Entonces i 1 Y ¥ Z, es un homeomor..smo
con Zy = Zn (X n A) cerrado en Z. Como Y es RAV, entonces existen
Y Y% V Y% Z, abierto y una retraccion r : V ¥ 7, La imagen inversa
U = jiY(V) es una vecindad de A en X. De..nimos ¢ : U ¥ Y de la siguiente
manera g(z) = (i1* =) [j(z)] para toda = 2 U.Ya que g es composicion de
funciones continuas ¢ es continua .

Sea a 2 A entonces g(a) = i1 (r(j(a))) = i1 (r(f(a)) = i1 (f(a) = f(a).
Por lo que la proposicién queda demostrada para este caso.

Caso 2: Supongamos que C es de la clase €) . Entonces Y es metrizable.
De..namos en Y una metrica acotada y consideramos la isometria candnica
X:Y ¥ [ de.nida en el Ejemplo 1.75.

Entonces Z, = X(Y') es un cerrado de la envoltura convexa Z de X(Y)
(Proposicion 4.7) y Z es metrizable ya que es subespacio de un espacio metriz-
able. Como Y es RAV, entonces existe una vecindad abierta V' de Zpen Z y
una retraccion r : V' 1 7.

La funcion ¢ = X+ f: A ¥ L tiene una extension &: X ¥ [ (Teorema
3.16), tal que =(.X) esta contenido en la envoltura convexa de ¢(A), entonces
A(X) % Z. La imagen inversa U = &i1(1/) es una vecindad abierta de A en
X.

De..nimos la funcién ¢ : U ¥ Y como g(z) = Xil(r((z)). Ya que g
es composicion de funciones continuas ¢ es continua. Sea a 2 A, entonces
g(a) = X1 (r((a)) = X11(r(¢(a)) = X1 (p(a)) = X*1(X t f(a)) = f(a).Por

lo que la proposicion queda demostrada para este caso.

Caso 3) Supongamos que C es de la clase f),

Como Y es un espacio compacto metrizable entonces existe un homeo-
mor.smo h:Y ¥ Z,. donde Z, es cerrado del cubo de Hilbert

Y esun RAV para la clase de los espacios compactos metrizables, entonces
existen V' vecindad de Z; y una retraccion r: V' ¥ Z,.

Gracias al Corolario 3.18 sabemos que el cubo de Hilbert es un EAV para
la clase 1 de los espacios metrizables entonces la funcion © : h+ f: A ¥ Z
tiene una extension &: X ¥ 7.
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La imagen inversa U = &i1(V) es una vecindad de A en X. Entonces
de..nimos la funciéon g : U ¥ Y como g(x) = (hi! +7)((x)). Es claro que
g €s continua.

Veamos que g es extension de f. Para esto consideremos a 2 A. Entonces
g9(a) = i (r(F(a)) = L (r(©(@a) = hi(r(h(f(a)))) = R (h(f(a))) =

f(a). Lo que queda demostrada la proposicion para este caso. m

Proposicion 4.9 Sea C alguna de las siguientes clases:
a) de todos los espacios normales.

b) de todos los espacios completamente normales.

c) de todos los espacios de Lindelo6f.

d) de todos los espacios compactos de Hausdora.

e) de todos los espacios Metrizbles.

f) de todos los espacios compactos metrizables.

Entonces todo RA para la clase C es un EA para la clase C.

Demostracion. Sean Y un RA para la clase C, A% X cerrado, X 2 C
y f: A ¥ Y continua. Ahora partiremos la demostracion en 3 casos.

Caso 1) Supongamos que C es de alguna de las clases a)-d) Considere-
mos el espacio de adjuncion Z de..nido en la De..nicién 1.89. Gracias a la
Proposicién 1.92 obtenemos que Z pertenece a la clase C.

Seai = pjy Y Jj = ¢jx. Entonces i : Y ¥ 7, es un homeomor..smo
con Zy = Znp(X n A) cerrado en Z. Como Y es RA, entonces existe una
retraccion r : Z ¥ Z;. De.nimos ¢ : X ¥ Y de la siguiente manera
g(x) = (@ £r) [j(2)]

Ya que g es composicion de funciones continuas g es continua .

Sea a 2 A entonces g(a) = iit(r(j(a))) = i1 *(r(f(a)) = i1 (f(a) = f(a)
por lo que la proposicion queda demostrada para este caso.

Caso 2: Supongamos que C es de la clase €) . Entonces Y es metrizable.
De..namos en Y una métrica acotada y consideramos la isometria candnica
X:Y ¥ [ de.nidaen el Teorema 4.7.
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Entonces Z, = X(Y') es un cerrado de la envoltura convexa Z de X(Y)).
y Z es metrizable ya que es subespacio de un espacio metrizable.

La funcion ¢ = X+ f: A ¥ L tiene una extension & : X ¥ [ (Teorema
3.16), tal que =(.X) esta contenido en la envoltura convexa de ¢(A), entonces
ax) v 2

Como Y esun RA, existe r : X ¥ Z, una retracciéon. De..nimos g : X ¥
Y como g(x) = Xi1(r(&(x).Ya que g es composicion de funciones continuas
g es continua. Sea a 2 A, entonces g(a) = Xil(r((a)) = Xil(r(¢(a)) =
Xit(p(a)) = X11(X £ f(a)) = f(a).

Por lo que la proposicién queda demostrada para este caso.

Caso 3) Supongamos que C es de la clase f),

Como Y es un espacio compacto metrizable entonces existe un homeo-
mor.smo h:Y ¥ Z,. donde Z; es un cerrado del cubo de Hilbert

Y es un RA para la clase de los espacios compactos metrizables, entonces
existe r: [«° B 7.

Gracias al Corolario 3.18 sabemos que el cubo de Hilbert es un EA para
la clase 7 de los espacios metrizables entonces la funcion © : h+ f: A ¥ [«o
tiene una extension &: X ¥ [«o

Entonces de..nimos la funcién g : U ¥ Y como g(z) = (hi! £7)(R(x)).
Es claro que g es continua.

Veamos que g es extension de f, para esto consideremos a 2 A, entonces
g(a) = 1 (r(F(a)) = L (©(a)) = AP (r((f(a)))) = A ((f(a))) =

f(a) con lo que queda demostrada la proposiciéon para este caso. m
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