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Prefacio

Debido a que toda instituciéon que inicia una actividad econémica lo hace
confiada en su éxito, el presente trabajo se enmarca precisamente dentro del
ambito de solvencia en el caso particular de las entidades aseguradoras.

El propésito de este trabajo es proporcionar de forma clara y sencilla una
parte de lo que conforma el andlisis de riesgo o teoria de riesgo, abarcando
uno de sus principales objetivos: la solvencia, la cual se estudiard a través
de la probabilidad de ruina.

La solvencia del asegurador puede definirse como la capacidad de hacer
frente a sus obligaciones de pagar los siniestros' o reclamaciones presentes y
futuros de los asegurados.

La solvencia se puede tratar desde dos puntos de vista: la solvencia
estatica y la solvencia dinamica. La solvencia estatica se refiere a la sol-
vencia de balance, es decir, cuando el asegurador es capaz de enfrentar las
obligaciones derivadas de su cartera. Mientras que, la solvencia dinamica se
considera al negocio de la compania aseguradora como un flujo continuo de
ingresos y pagos que va evolucionando con el paso del tiempo bajo la influen-
cia de diversos factores que hacen que la siniestralidad? sufra fluctuaciones
alrededor de su valor medio.

Existen métodos que se encargan de estudiar la solvencia. Segin Kastelijn
y Remmerswaal(1986), se pueden agrupar en tres grupos: Métodos basa-
dos en razones (ratios), métodos que consideran especialmente el riesgo de

'Daifio de cualquier importancia que puede ser indemnizado por una compaiia asegu-
radora.
2Frecuencia o indice de siniestros.



variacién en el costo total agregado y métodos que incluyen anélisis de otras
fuentes de riesgo, incluyendo factores tales como gastos, rendimientos de ac-
tivos, inflacién, ciclos, etc.

Asi que en el desarrollo de este trabajo, el estudio de la solvencia se
tratara dentro del tercer grupo utilizando teoria de la ruina. En las com-
panias aseguradoras el principal riesgo a considerar es la siniestralidad. Esta
puede causar pérdidas inesperadas e incluso producir la ruina. La siniestra-
lidad se refiere al riesgo de que ocurran mas siniestros de los esperados o de
que algunos siniestros sean de importe muy superior al esperado de manera
que se obtengan pérdidas inesperadas, provocando ruina.

De ahi la importancia de estudiar la variable aleatoria tiempo de ruina,
la cual analiza el momento en que una aseguradora se arruinara.

La teoria de la ruina se ocupa de las fluctuaciones en el niimero e importe
de los siniestros. El modelo clasico consiste en modelar el costo total de los
siniestros como un proceso Poisson compuesto donde la hipétesis basica es
que el nimero de siniestros sigue un proceso estocastico de Poisson. Este
modelo también indica la factibilidad de que la reserva® que constituye la
aseguradora sea insuficiente para afrontar las obligaciones derivadas de sus
contratos.

Por ley, la reserva de una aseguradora debe cumplir con ciertos criterios
minimos, para asi mantener solventes las empresas y de esta forma minimizar
el riesgo de incumplimiento. En si la reserva debe mantenerse arriba de un
cierto nivel.

El objetivo general del trabajo es analizar la variable momento de ruina
en una entidad de seguros, con el enfoque de la teoria de la ruina, y con-
siderando tinicamente el riesgo de siniestralidad.

3Fondo que cubre gastos (in)esperados que provienen por la aleatoriedad del ntimero
de siniestros o reclamaciones que llegan y sus cantidades.
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Resumen

El trabajo consta de seis capitulos que a continuacion se explican brevemente:

En el Capitulo 1 se presentan los preliminares del trabajo, se abarcan los
conceptos y definiciones bésicas para el buen entendimiento de los posteriores
capitulos. Figuran definiciones tales como: proceso de Poisson, cadenas de
Markov, procesos de Markov de saltos, ecuaciones de Kolmogorov, probabi-
lidades de transicion y, finalmente, dos tipos de convergencia: la casi segura
y en distribucion.

En el Capitulo 2, denominado teoria de renovacién, muestra desde la
definicién de renovacion, proceso de renovacion, los diferentes tipos de pro-
cesos de renovacién como son terminales (transitorios) y estacionarios; la
correspondiente funcion y la densidad de renovacion, asi como la ecuacion de
renovacion.

El Capitulo 3 se refiere al método fase, el cual basicamente consiste en
descomponer en distintas etapas a una variable aleatoria positiva con du-
racién exponencial en cada una de las etapas. Cuando se aplica el método
fase a una variable aleatoria se dice que una variable aleatoria tiene distribu-
cion tipo fase.

Se exponen ejemplos cuando se conoce cémo se distribuye la variable
aleatoria entre las que se muestran la distribuciéon Coxian, la distribucion
Erlang y, por supuesto, el caso general cuando la funcién de densidad es
fx(s), calculando en la mayoria de los casos los respectivos elementos de
los que consta una distribucion fase: diagrama fase, matriz de intensidad y
distribucion inicial del proceso.



También se mencionan las propiedades basicas de las variables aleatorias
tipo fase: distribucién acumulada, densidad, funcion generadora de momen-
tos y el n-ésimo momento.

En el Capitulo 4 se presenta el modelo de riesgo mas sencillo dentro del
entorno de las companias aseguradoras, se denomina modelo de riesgo clésico,
también conocido como modelo compuesto de Poisson, o bien, de Cramér-
Lundberg; el modelo considera que el niimero de reclamaciones se distribuye
como un proceso de Poisson.

Se calcula la probabilidad de ruina de la aseguradora y, consecuentemente,
la probabilidad de que no ocurra ruina (probabilidad de supervivencia). Este
calculo se realiza desde dos enfoques, es decir, utilizando dos distintos pro-
cesos de riesgo:

e El proceso R, conocido como el proceso de riesgo de la reserva de la
aseguradora.

e El proceso Y (¢) llamado proceso de reclamaciones excedentes o también
proceso de escalera.

Dentro del desarrollo del proceso Y (), se define la variable aleatoria tiem-
po de ruina, la cual tiene como distribucién la denominada distribucién es-
calera, distribucion que ayuda al calculo de las probabilidades de ruina y su-
pervivencia cuando las reclamaciones se distribuyen de manera exponencial
hacia el asegurador. Este cédlculo también se presenta utilizando el proceso

R,.

Ademas se presentan los calculos de la probabilidad de ruina y de la
distribucién inicial de cruce cuando el tamano de las reclamaciones tiene dis-
tribucion tipo fase, analizandose el modelo clésico de riesgo desde el enfoque
de los procesos de escalera.

Se hace una comparacién grafica entre una funcién tipo fase y una dis-
tribucion log normal. Utilizando Maple se hacen las correspondientes opera-

ciones para obtener la probabilidad de ruina para la funcién tipo fase.

En el Capitulo 5 se plasma una relacién entre procesos de riesgo y co-
las, asi que se presenta una breve introduccion de los sistemas de espera,
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mejor conocidos como colas, se definen sus principales elementos: proceso de
llegada, distribucién del servicio (clientes), disciplina de la cola, nimero de
servidores.

Se mencionan los procesos de Lindley, los cuales son procesos de riesgo,
pues en modelos de colas suelen aparecer uno o mas de dichos procesos, o bi-
en, procesos de estructura semejante. También se exponen algunos ejemplos
particulares de sistemas de colas.

Finalmente, el Capitulo 6 se centra en conclusiones del trabajo desa-
rrollado donde se citan las pertinentes observaciones y conclusiones que se
obtuvieron al desarrollar este material, ademas se mencionan otras posibles
lineas de investigacién abiertas.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se abarca una serie de definiciones necesaria para el buen
entendimiento de los siguientes capitulos. Se incluyen definiciones como o-
algebra, medida de probabilidad, proceso de Poisson, cadenas de Markov,
procesos de Markov de saltos, ecuaciones de Kolmogorov, probabilidades de
transicion y, finalmente, dos tipos de convergencia: la casi segura y en dis-
tribucion.

Las fuentes de informacién para este capitulo son: Bladt [7], Bladt [8] y
Fernandez [10].

1.1 o-algebra y Medida de Probabilidad

Definicién 1.1.1. (o-dlgebra) Sea € un conjunto no vacio.Una o-dlgebra F
sobre €2 es una familia de subconjuntos de Q tal que:

1. el conjunto vacio & pertenece a F.
2. si A pertenece a F, entonces el complemento 2\ A también pertenece.

3. si Ay, As,... es una sucesién de conjuntos en F, entonces la unién
numerable A;UAsU... también estd en F.

Definicién 1.1.2. (Medida de probabilidad) Sea F una o-algebra sobre ).
Una medida de probabilidad P es una funcién:

P:F —[0,1],

10



tal que:
1. P(Q)=1.

2. si Ay, Ag,... son conjuntos disjuntos dos a dos, es decir, A;NA;=@ para
i# j y ademas pertenecen a JF, entonces:

P[A; U Ay U .| = P[A] + P[Ay] + ...

De este modo, la tercia (2,F,P) se denomina un espacio de probabili-

dad.

1.2 Proceso de Poisson

Definicién 1.2.1. (Proceso de Poisson) Una sucesién de variables aleatorias
{N(t)}, se dice que es un proceso de Poisson con intensidad' a>0 si:

1. No=0.
Y si dentro del intervalo (¢,t+h]:
2. P[N,=1]=ah+o(h).
3. P[N,>2]=0(h).
Donde o(t) es una funcién que tiene la propiedad de que limy,_.q o(h)/h=0.

4. Es un proceso con incrementos independientes, lo cual significa que:
Ny —N¢ Ny ,—N¢, _,,...,Ny — N, son variables aleatorias inde-
pendientes, donde 0 < ty < ty... < t, yn > 1.

5. Es un proceso con incrementos estacionarios, es decir:
Ny — Ng~ Ny,
para cualquier s < t.
Caracteristicas:

e Los tiempos entre arribos son independientes y con distribucion expo-
nencial con pardmetro a (exp(«)).

e N, ~ Poisson(at).

LEl ntimero promedio de llegadas en el intervalo [0, t] es at y el ntimero promedio de
llegadas en el intervalo [0,1] es .

11



1.3 Cadenas de Markov

Considérese un espacio de probabilidad (2,F,P), un conjunto de tiempos T
y variables aleatorias X,, : 2 — E.,n > 0 donde E es un conjunto a lo més
numerable de los posibles valores de las variables aleatorias que recibe el
nombre de espacio de estados.

Definicién 1.3.1. (Cadena de Markov) Sea { X, },>0 una sucesién de varia-
bles aleatorias en E. Se dice que {X,,},>0 es una cadena de Markov si para
toda n € N y para todo xz,,...,z, € E:

]P[Xn = Tp | Xo - xoaXl = Ty, "'aXn—l = :En—l] - ]P)[Xn = Tn | Xn—l = xn—l]

Vn > 1,Vx,,...,x, € F.

Estas probabilidades seran llamadas probabilidades de transicion en un
paso o simplemente probabilidades de transicién?.

En el caso mas general, las probabilidades de transicién pueden depender
de n, cuando son independientes de n se dice que la cadena de Markov es
homogénea. Esto quiere decir que una cadena de Markov es homogénea si:

PX,=j|Xn1=1=PX;=7]|X,=1] Vn >1
y se denotara como:
P =PX,=7j|X,1=1].

A partir de esta seccién, se supondra que {X,},>0 es una cadena de
Markov homogénea.

Para facilitar la notacion, en ocasiones es comun escribir las probabilida-
des de transicion en forma matricial, y que se denota como P, de la siguiente
forma:

Pi,i+1 Pi,i+2 PZ’L+J

it 1,041 i+1,i42 i4+1,i+3

s
=
s

i42,i+1 i+2,i+2 i4+2,i+3

2De aquf en adelante se hard un cambio de notacién para los estados por las letras i, j.
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Notese que la matriz es cuadrada y que el renglén ¢ corresponde a la
densidad condicional de X,,,;, dado que X,, = ¢, por lo que la suma de los
términos de cada renglon es igual a 1. A esta matriz se le llama la matriz de
probabilidades de transicién o simplemente la matriz de transicion.

Sea {X,},>0 una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E con densidad inicial [[ = {m;,i € E}, es decir, P[X, = i] = m;, entonces
se puede calcular la densidad conjunta de (X,, X1,...,X,) Vn > 1:

]P)[XO = xO7X]. = 'CL.].? 7Xn - xn] = ﬂ-IOPCEO,IIPl‘l,ZQ Tt Pzn_l,zn'
Las probabilidades de transicién en n pasos (Fj}) estan definidas por:

P! = PXpim = | Xo= g, Xon = ],

Esta relacion es un caso particular del siguiente resultado general:

Proposicién 1.3.1. Sea { X, },,>0 una cadena de Markov homogénea y By, ..., B,
A,,..., A, € E entonces:
P X1 € By, ooy Xogm € B | Xo € Apy oy Xy = 1)
=P[X,11 € B1,.s, Xopym € By | X0y =1

= E R E Pi,zlf)zwﬂ2 R sz?l,zm_

To€Bq TmE€Bm

Asi la funcién de transicién en n pasos se puede expresar de la siguiente
manera:

n o __
Pij - Z U Z Pivzlpzl’EQ o 'Prm—Q,Im—1PIm_1J n = L.

T1€EE zm€EE

De la previa expresion se puede concluir que:
n+1 __ 7 )
Pz‘j - E PikP kj-
k
De forma mas general, para n,m > 1 se tiene:

n+m __ n pm
Pij - § szk]
k

13



Esta tultima ecuacién se conoce como la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

La matriz de transicién en n pasos se denota como P", y también se refiere

a una matriz cuadrada cuyos renglones suman 1. Notese que la ecuacién

de Chapman-Kolmogorov muestra que la matriz de transicién en n pasos

es el producto de n veces la matriz de transicién P, lo que significa que
Pr=pP---P.
S——

Ahora bien, a partir de las probabilidades de transicién de n pasos y la
distribucién inicial [[ = {m;,7 € E} se puede calcular la densidad de X,
puesto que con el teorema de probabilidad total se obtiene:

PX,=j] = Y PX,=iX,=]]

ick
= Y PIPIX, =i =Y Pim.
icE €L

Tiempos de entrada o inicios de un conjunto

Definicién 1.3.2. (Tiempo de entrada a un conjunto) Sea A € E. Se define
el tiempo de entrada de la cadena { X, },>0 al conjunto A como la variable
aleatoria 17", dada por:

T inf{n > 0| X, € A} si X, € A, para alguna n > 0
S ' en otro caso

En algunos casos esta variable aleatoria puede tomar valores oo con prob-
abilidad positiva, es decir, con probabilidad positiva la cadena nunca estara
en el conjunto A. Para facilitar la notacién si A = {i}, se denotard T, = T,

y:

Proposicién 1.3.2. Para cada i,j € E

P(T,=n+1]=> P,R[T,=n], n>L

ki

La ecuacion anterior es una férmula recursiva para la densidad de T';, la
cual es posible calcular ya que para toda 7,5 € E:

P,[T,=1] = P,,.

14



Ademi3s se tiene:

Notacién 1.3.1. Sea p,; = P,[T;, < o0].

Obsérvese que p,; = > o P.,[T, = k.

k=1 il"J

Definicién 1.3.3. (Estado recurrente y transitorio) Se dice que un estado
1 € E de una cadena de Markov es recurrente si p,, = 1 y transitorio si
P < 1. En particular si p;; = 1, entonces ¢ es un estado recurrente que se
llamara absorbente.

Ahora si ¢ es un estado recurrente entonces P,[T; = oo] = 0, por otro
lado, si i es un estado transitorio entonces P,[T; = oco] > 0, es decir, si i es
transitorio con una probabilidad positiva la cadena no se regresa al estado 1.

Definicién 1.3.4. (Comunicacion entre estados) Sean i,j € F, se dice que
1 accede a j si p;; >0,y se denotat — j. Sii — j, j — i se dice que iy j
comunican entre si y se denota por i < j.

A continuacién se muestran algunas propiedades de los estados recurren-
tes y transitorios que estan basadas en el tiempo de ocupacién, es decir, el
tiempo que la cadena pasa en cada estado.

Definicién 1.3.5. (Tiempo de ocupacién en un estado) Para cada i € E se
define el tiempo de ocupacién en el estado i, N, como:

n=1

0, si X, =1

donde 1,(X,) :{ | SiX, i

En otras palabras, N, es el nimero de veces que la cadena pasa en cada
estado.

Proposiciéon 1.3.3. Sean t,7 € E, entonces

15



S et (L —=py), 1<k <oo
DPi[Nj—k]—{l_pija k=0 '

> Sij € F es un estado recurrente, entonces:

0, 1<k<x
PN, =kl=¢ 1—p;, k=0
Pij> k = o0
y
_J oo, sip; >0
]EZ[N]]_{O, 51p”:0

En particular:
Pj[N;=00] =1 y EN,]=cc.
> Sij € E es un estado transitorio:

PIN, <ol =1 y E[N]=2
— Pjj

1.4 Procesos de Markov de Saltos

Definicién 1.4.1. (Proceso de Markov) Un proceso de Markov {X,},-, (t €
R) sobre un espacio finito £ es un proceso estocastico con la propiedad que:

P(X,, =iy | X0 | =insye s Xy =iy, X(0) =4,) = P(X,, =i, | X, |, =i0.).

tn

El proceso de Markov es homogéneo en tiempo si ademds P(X, ., = j |
X =1i)= P;‘j solamente depende de h. Se llama P;‘j sus probabilidades de
transicion y la matriz P" = {P}}, .., su matriz de transicién.

Teorema 1.4.1. Chapman-Kolmogorov:
Pt = PP,
Demostracion. Por la ley de la probabilidad total y la propiedad de Markov:
Pl = P(Xps =7 | Xo=1)
= ) P(Xppy =4, X, =k | Xo=1)
k
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- Z]P)(Xtﬂzj’Xs:k,XO:i)P(Xs:k’X0:i>
k

= Y OP(Xpo=j | Xy = R)P(X, =k | Xo =)
k

= ZPkaII;j'
k

Notacién 1.4.1. Sea F; = o(X,: s <t).

Sea Sg = 0 < S7 < Sy < ... los tiempos de salto. Las diferencias
T, = Sny1 — 5, son los tiempos de ocupacién en los estados entre saltos.
Hay que notar con cuidado la notacion usada: Ty es el tiempo hasta el
primer salto, T'; es el tiempo entre el primer salto y el segundo salto, y asi

para adelante. Finalmente sean Y, Y,... la secuencia de estados visitados,
dendtese Y, = X(S;). En caso que existiera un ultimo S,, i.e. en caso
de absorcion en algin estado, entonces se define T, = T,,,1 = ... = 0 ¥y
Y,=Y,n=...=1isi X(5,) =1

Esta claro que las trayectorias de X; se pueden reconstruir usando el cono-
cimiento de {(Y,,T)}n>0. Entonces la distribucién simultdnea o conjunta
de (Y,,,T,) es de principal interés. Sea

Teorema 1.4.2. Existen nimeros A; > 0 y una matriz de transicion Q tal
que

quk e exXp(— X, 1),
Demostracion. Defina f(t) = P,(T, > t). Entonces

flt+s) = P(To>t+s)
E,(P,(Ty >t+s|F,))
E(P,(Ty>t+sT,>t|F,))

= E,(I{T, > t}P,(T,>t+s|F.,)) (pueslaindicadora I{T, >t} es F, medible)
E,(I{T, > t}P,(T, > s)) (Markovy X, =1)

= f)f(s).
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Como f es no creciente (es la probabilidad de la cola de una distribucién)
entonces f es de la forma

F(t) = exp(—Ait)
para algin A\; > 0. Se tiene que:

]P)i(Yl - j, To > t) - Ez(]P)z(Yl = j7 To >1 | ft))
= Ei(I{TO > t}]P)i(Yl = j))
= qijexp(—Ait),

donde ¢;; = P;(Y; = j).

La formula general sigue de induccién y la propiedad fuerte de Markov.
Supdngase que la férmula p,, es valida para m = n — 1. Entonces

p. = P(Y,=4,Tis >t ,k=1,...,n)
= PY,=1i,T,>t,Yi=0,T s>t ,k=1,...,n—1)
= EP(Y,=0,T,.>t,Y,=i,T >t k=1....n—1)| Fs )
= E (I{Y,=0.,Tw.>t,k=1,....n—=1P(Y,=i,T. >t | Fs, )
= Pin—l
= qinflinexp(_)\in71t")pn—17

(Y, =14,,Ty>t,)p.—, (lafuncién indicadora es medible y Markov fuerte)

y el resultado se sigue por induccion. O

Corolario 1.4.1. (i) {Y,} es una cadena de Markov.
(i1) Existen numeros \; > 0 tal que {T,} son condicionalmente independien-
tes con T, ~ exp(Ay,).

Demostracion.
(7) Utilizando Teorema (1.4.2).

(77) Nétese que
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P(Ty, > to,.... T, 1>t, | Yi=1iy,....Y,=1,)
P(T, >ty,...., Ty >t, 1, Y, =1y,...,Y, =1,
P(Y,=4,...,Y, =4,)
H::l ql‘k—likexp(_)\ikfltk>

k=1 qik_ﬂ'k

= HGXP(—)\ik,ltk),
k=1

implicando la independencia condicional y las distribuciones exponenciales.
m

Se ha demostrado que si {X,} es un proceso de Markov de saltos en-
tonces existen constantes A\, > 0 y probabilidades ¢,; con las propiedades
mencionadas en el Teorema (1.4.2). La implicacién contraria del Teorema
(1.4.2), es decir, el regreso del teorema, también es cierta pero no se va a
profundizar en la demostracién, la cual principalmente es un ejercicio en el
uso del teorema de existencia de Kolmogorov.

Definicién 1.4.2. (Matriz de intensidad) La matriz de intensidad de { X, },~,,
o bien, generador infinitesimal, A = {\;;}, ;cx esta definida por

Aij = N, 1 #3, Ai=— Z)\i]’ = —A\,.
g

Se nota que los elementos en las filas de A suman cero. Como los tiempos
de ocupacién en el estado i son exponenciales exp(J;), la probabilidad de que
habra un salto del estado i en el intervalo [t, ¢+ dt) es de \;dt (o formalmente
Ah + o(h), donde o(h) es una funcién tal que o(h)/h — 0 cuando h — 0).
Condicionalmente que habrd un salto en [¢,t + dt) y X,_ = ¢ (limite por la
izquierda), la probabilidad de que el siguiente estado sea j es de ¢,;. Entonces
la probabilidad de un salto del estado i al estado j en [t, t+dt) es de A\, dtq,; =
A dt.

Teorema 1.4.3. Fcuaciones diferenciales de Kolmogorov.
Si P* = {P};} denotan las probabilidades de transicién del proceso de Markov
de saltos,

ng = Pz(Xt = ]) - ]P)(Xs-i-t =7 | Xs= Z)?

entonces d
—P' = AP' = P*A.
dt
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Demostracion. Condicionando en el tiempo del primer arribo 7'y,

P o= P(X,=j|Xo=1)

t
= IP)Z(TO > t)5ij +/ )\ie”” ZqijPZ;SdS
0 ki

t
—X\:t X (t—u U
= e Z5Z-j+//\ie il >E qij Py;du

0

ki

t
= e Mt (6” +/ e““Z)\kiPZjdu> .
0

ki

El integrante es acotado sobre [0,7T] y por lo tanto se concluye que Pj; es
diferenciable con respecto a t. Entonces

d t it ! s u
Epij = —)\7;6 N <5Z]+/ 6)‘1 Z)\;“Pk]du>
0 ki
e Nitetit Z Aei Pl
ki
= AP+ NPl
ki
= NP+ AwPi
ki

= Z AikPZja
k

lo cual es lo mismo que

iPt = AP".

dt
La otra ecuacion es mas dificil de demostrar en general y se hara solamente
sujeto a la restriccién que las intensidades son acotadas, i.e. sup; \; < oo.
Recuérdese que

cuando h — 0, y cuando ¢ = 7,

PZ- =1—-X\Nh+ O(h).
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Entonces

h

Se necesita que la expresién anterior esté uniformemente acotada en i, j y h.
Primero,

— A cuando h — 0.

0 < P;; < probabilidad de que haya un arribo en [0, s]

= /)\ie‘*"“du
0
= Ai/ e M du
0
0

= /\Z‘S7

lo cual implica que

Ps.
0< JS)\igsup)\j.
S J

Similarmente,

0<1-P5 probabilidad de un salto en [0, s]

<
S )\is)

implicando lo mismo que antes. Entonces por convergencia dominada

Pffh_Pf. 1 .
% - ﬁ(ZPikij_Pij

h
ij j

implicando que

—P' = P*'A.
dt
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Corolario 1.4.2. Si F es finito, entonces

= A"
t_ —
P’ = exp(At) = 50 o

Demostracion. Sigue de teoria estandar de ecuaciones diferenciales y de
P’ =1.
O

Definicién 1.4.3. (Cadena irreducible) Se dice que {X}}+>0 es irreducible
si existe un ¢ > 0 tal que Pj; > 0 para todo i,j € E.

Entonces {X;}+>0 es irreducible si y sélo si {Y, }ner es irreducible o si y
sélo si Pﬁj > 0 para todo ¢ > 0.

Teorema 1.4.4. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) {Y n}ner es irreducible.

(i) Vije £ 3t>0:Pj; >0.

(iii) Vije E YVt >0: Pﬁj > 0.

Demostracion. (iii) = (ii) = (i) es obvio. Falta demostrar (i) = (iii).
Témese i,j € E. Entonces ¢,j comunican (con respecto a {Y,}) y por
lo tanto existe un camino de 7 a j, sea 7,141,172 . . ., 4y, j tal que q,;;, > 0,4, >
0,...,¢,,; > 0. Ahora la probabilidad

Pi;> prob. deirse i — iy — ... — i, —j en tiempo t.

La expresién a la mano derecha es una convolucién de exponenciales (gama),
la cual tiene una densidad estrictamente positiva en todos sus puntos y lo
cual entonces implica que Pﬁj > (0 para todo t > 0. O

1.5 Convergencia

Sea {X, | n € N} una sucesién de variables aleatorias definidas sobre un
espacio de probabilidad (©,F,P) y X una variable aleatoria definida sobre el
mismo espacio.
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Definicién 1.5.1. (Convergencia casi segura) Se dice que {X,} converge
casi seguramente a X con probabilidad 1 si existe A € F nulo, es decir, que
P(A) =0, tal que X, (w) — X (w) para cualquier w € A°.

Notacién 1.5.1. Este tipo de convergencia se denota como:
X, = X.

Definicién 1.5.2. (Convergencia en distribucién) Si {F, | n € N} y F son
las funciones de distribucién de {X,, | n € N} y X respectivamente. Se dice
que { X, } converge en distribucion, o débilmente, a X silim,_., F,(z) = F(x)
para cualquier x punto de discontinuidad de F.

. s . . D
Notacion 1.5.2. Este tipo de convergencia se denota como X, — X, o
., D . . .
también como F,, — F porque no se involucran las variables aleatorias en la
definicién.

Cabe mencionar que la convergencia casi segura implica la convergencia en
distribucion pero no a la inversa.
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Capitulo 2

Teoria de Renovacion

El término de renovacion se refiere a un reemplazo de objetos, ya sea bulbos,
carros, maquinas, personas, entre otras cosas, en el momento en que termina
el tiempo de vida o utilidad de dichas cosas. Partiendo de este concepto,
en este capitulo se muestra el proceso de renovacion, los diferentes tipos de
procesos de renovaciéon como son terminales (transitorios) y estacionarios; la
correspondiente funcion y la densidad de renovacion, asi como la ecuacion de
renovacion.

Las fuentes bibliograficas para este capitulo son: Beard [4], Bladt [§],
Biihlmann [9] y Syski [13].

2.1 Proceso de Renovacion

A partir del momento en que termina la vida o utilidad de alguna cosa
especifica, lo que se busca es un remplazo de ésta, por lo que surge el interés
por dos tipos de distribucién las cuales corresponden a:

e El tiempo de vida total para n renovaciones.
e El nimero total de renovaciones al tiempo t.

Se denota a Z, como el tiempo de vida de los objetos inmediatamente
antes de la n-ésima renovacién, es decir, como el tiempo de vida de los n
objetos en cuestiéon. Ademads se supone que los Z,’s son independientes e
idénticamente distribuidos.
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Ahora, es claro que el tiempo de la n-esima renovacion esta dado por:
S,.=Z,+Z,+Z,+...+2,.

Obsérvese que los S, son no negativos. El nimero total de renovaciones al
tiempo t estd dado por N ().

Notese que la primera distribucién de interés se refiere a la distribucion
de S, y la segunda distribucién de interés corresponde a la distribucion del
proceso puntual N(t).

Definicién 2.1.1. (Proceso de renovacion) Se dice que {5, },.cy €s un proce-
so de renovacion si {5, },.cy €s una sucesién de los tiempos entre ocurrencia
de algin suceso y Z,, Z,, Z,,... son variables aleatorias positivas e indepen-
dientes de tal modo que Z,, Z,, ... son idénticamente distribuidas.

Entonces S, = Z,+Z,+ Z,+ ...+ Z, se llaman las renovaciones, o bien,
las épocas del proceso de renovacion.

Z,’s son considerados los tiempos entre los arribos o renovaciones y N(t)
es el numero de arribos o renovaciones hasta el tiempo ¢.

Definicién 2.1.2. (Proceso de renovacién puro y retrasado) Un proceso de
renovacién se llama puro si Z, = 0 y en caso contrario se llama retrasado.

Definicién 2.1.3. (Funcién de renovacién) La funcién de renovacién U (t) =
E[N(t)] es el niimero esperado de renovaciones hasta el tiempo t.

Su derivada u(t) = U’(t) es llamada la densidad de renovacién y entonces
U(t)dt es la probabilidad de renovaciones, o bien, de arribos, durante el pe-
riodo de tiempo [¢,t + dt).

Notese que:
u(t)dt = U(t+dt) — U(t) = E[N[t, t + dt)]. (2.1)

La densidad de renovacién es interpretada como la tasa de renovacién en
el tiempo.
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Existe una relacién importante que hace una correspondencia entre el niimero
de arribos y el tiempo en que ocurren dichos arribos la cual es:

N(it)<n<= S, >t.

El lado izquierdo de la previa expresion significa que el nimero de arribos
o renovaciones al tiempo ¢ es menor o igual a n y el lado derecho quiere decir
que el tiempo en que ocurre la n-ésima renovacion es mayor que t. Véase la
figura 2.1, cuando el nimero de renovaciones es igual a 4 y el tiempo en que
ya sucedieron las 4 renovaciones es 7 para verificar que la relacion es cierta.

F 3
4+ —— 0O
3+ ——o0
2+ e&—o0
149——0
Tt

Figura 2.1: Relacién entre el nimero de arribos y el tiempo en que ocurren
éstos.

Notacién 2.1.1. Sea GG una funcion y F una medida. Entonces la convolu-
cién F x G es una funcion y se define de la siguiente manera:

FxG(t) = /t G(t — z)dF(z).

Usando la relacion entre el niimero y el tiempo en que ocurren los arribos,
y el hecho de que N(t) es un proceso puntual se obtiene:

Ut) = > PIN(t)=n]=)> PIN(t)>n] =) P[5, <t

n>0 n>0
= PZ, <t]+PZ,+Z, <t]+...
F,(t) + (F, « F)(t) + ...
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Entonces _
Ult) = <F - ZF) (t), (2.2)

donde F, es la funcién de distribucién de Z, y F es la funcién de distribucién
de Z,, y por lo tanto, de todas las demds. El * denota convolucién y por
convencion se tomard F° = 1.

Ahora bien, si el proceso de renovacién es puro entonces la ecuacion (2.2)
se simplifica a:

[ee]

Uty =Y F"(t).

n=0

2.2 Procesos de Renovacion Estacionarios

Definicién 2.2.1. (Proceso de renovacion estacionario) Un proceso de re-
novacion es estacionario si tiene una tasa de renovacién constante, es decir,
que u(t) = ¢ donde ¢ es una constante.

De la ecuacion (2.1) se tiene: U(t) = E[N(t)] = ct.

Considérese un proceso de renovacién estacionario, entonces usando la
ecuacion (2.2):

[ee] oo

Ut) = F,x» F"(t)=F,x <F*° + iF) (t) = F, * <1+ Fx> F

n=0 n=0

— <FO+F*FO*§:F*") (t)=(F,+F=«U)(t).

n=0

Como U(t) = ct entonces:

ot = Fo(t) + /tc. (t — 2)dF(2).

Donde se tiene de igual forma que:
Fo(t) = ct — / ¢ (t—z)dF(z).
0
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Integrando por partes haciendo u = ¢ - (t — z) y dv = dF(z) resulta que:
/ c-(t—2)dF(z) = [c-(t—2)F(2)]; + c/ F(z)dz
0 0

_ ?[F@Mz

Por lo tanto:
Fo(t) = ct — c/ F(z)dz = c/ (1 =F(2))d=.

Ahora, suponiendo que F, es una funcién de distribucién propia, es decir,
no defectuosa, lo que a su vez significa por definicién que F,(c0) = 1, se tiene
que ¢ [*(1—F(z))dz = 1. Por otro lado, se sabe que [*(1—F(z))dz = pu, lo
cual se demostrard més adelante en la Proposicién(4.2.2), entonces se tiene
que ¢ = 1/p.

Por la ecuacién (2.1), para un proceso de renovacién estacionario N(t) se
obtiene:

E[N(t,t +dt)] = U(t +dt) — U(t) = (t +dt)/pu — t/p = dt/ .

2.3 Ecuacion de Renovacion
La ecuacién de renovacién esta definida por:
Z=z+FxZ2,

donde Z y z tienen soportes contenidos en R, . Escribiendo esta ecuaciéon de
forma explicita:

Z(t) = 2(t) + /t Z(t — x)dF(z).

Teorema 2.3.1. Sea la funcién de renovacion de un proceso de renovacién
puro U(t) < oo para todo t y supéngase que z es acotado, entonces Z = Uz
es la tunica solucién con soporte contenido en R, la cual es acotada en
intervalos acotados.
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Demostracion. Sea S, = Z,+7Z,+Z,+...+7Z, dado F(0) = 0. Entonces para
todo = € R, existe una n tal que P[S, < z] < 1, o de la forma equivalente,
para todo x € R, 30 € Z, tal que F**(z) < 1. Entonces:

Uty =Y F7(t) <Y BF(t).
n=0 k=0
Para argumentar esto, ndtese que S,.; > S, (por como esta definido S,) lo
que implica que:
P[S,.. <z <P[S, <z] = F"(t) <F7(t).
Obsérvese que F** es una funcién decreciente, entonces:
F*(T(k71)+1) (t) + F*(T(k71)+2) (t) + . + F*rk(t) < TF<T(k71>+1) (t)

Noétese que F**(t) = P[S, < t] — 0 al mismo tiempo que k — oo, de
modo que se obtiene:
= JFE() g

U(t) < B(1 —F“(t)) 1kio]_:‘*ﬁ(t) < —F < 00.

Con lo que se prueba que U(t) < oo para todo t. Ahora, sea Z(t) = U * z(t),
sustituyendo en:

F+x/7 = F*U*z:F*ZF*"*z
n=0
= Fx(F°+F'+F°+.. )%z
= F«F%24+F«F'%x24+F«F?%xz+...
= Fxz24+F2x24+F3xz+...
= ZF*"*z—z:U*z—z.

n=0
Con lo cual se prueba que Z es una solucion de la ecuacién de renovacion.

Escéjase otra solucion con las mismas caracteristicas que Z a la ecuacion de
renovacion, supongase V', entonces V =z + F x V.
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Luego Z —V =2+4F*«Z—2+F*xV)=F«Z-FxV =Fx(Z-V)
lo que conduce a que Z —V = F" % (Z — V) para todo n.

Como U(t) = > > F(t) < oo entonces F*'(t) — 0 cuando n — oo.
Z —V esta acotada en intervalos acotados y eso se debe a las caracteristicas
tanto de Z como de V', entonces se tiene lo siguiente:

2-VI0 = | [Z-V)e-0aF@)]
< [1z-v)]a-naE@

< / CdF*"(z) — 0 cuando n — oo.

0

Con esto se prueba la unicidad de Z. n

2.4 Procesos de Renovacion Terminales o Tran-
sitorios

Definicién 2.4.1. (Procesos de renovacién terminales) Los procesos de re-
novacion los cuales sélo tienen un numero finito de renovaciones reciben el
nombre de procesos de renovacion terminales, y se presentan cuando S, = 0o
para algin n, y esto a su vez sucede si Z, = oo. Dicha situacién ocurre
cuando la funcién de distribucion entre los arribos es defectuosa, es decir
que, ||F|| = lim,_. F(t) < 1, y quiere decir que existe un dtomo en oc.

Definicién 2.4.2. (Tiempo de vida de un proceso de renovacién) Un proceso
de renovacion es terminal si [|[F|| < 1. El tiempo de vida del proceso de
renovacién M estd definido por:

M =sup{S, | S, < o0},
es decir, la época finita mas larga.

Teorema 2.4.1. Para un proceso de renovacién terminal puro con funcion
de renovacién U(t) se tiene que:

PIM < z] = (1 —|[F|)U(z).
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Demostracion. Sea Z(x) = P[M < z] para x > 0. Como el proceso es puro
entonces Z, = 0, usando el teorema de probabilidad total condicionado sobre
Z, se tienen dos casos:

1. Que Z, = ¢ lo cual ocurre con una probabilidad de 1 — ||F||.
Esto implica que M = 0y entonces se obtiene que P[M < x| = 1 para
todo =z > 0.

2. Que Z, = s < oo entonces M < x siy sélo si el proceso de renovacion
el cual inicia a partir del tiempo s tiene el tiempo de vida menor o igual
a x — s, el cual sucede con la probabilidad Z(x — s).

Entonces conjuntando los dos casos resulta que:
PIM<a2] = PM<z|Z =oc]P|Z, = ] +/°°P[M < |2, = s|fs (s)ds
0
_ PIM < 2| Z = odP[Z, = o] + /m PIM < & — s]f,, (s)ds.
0
Pero la integral del segundo sumando es valida sélo en el intervalo (0,x)
pues en el otro caso, es decir, en el intervalo (x,00) la integral vale cero pues
M <0.
Por lo tanto:
Z() = (1—||F]) -1+ / Z(x — $)dF(s).
0
En esta ecuacién de renovacion en particular, z(x) = 1 — ||F|, la cual es

una constante que esta acotada, entonces por el Teorema (2.3.1), la tnica
solucién a esta ecuacién, Z(x), estd dada por:

26) = U (1= [F @) = [ (= P dv(),
Integrando:
Z(z) = (1= [IFHUQ) ;= A = [[F])U(z),
dado que U(0) = 0 pues F(0) = 0. O
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Capitulo 3

Método Fase

El método fase se refiere al supuesto de una variable aleatoria positiva X sea
descompuesta dentro de etapas, cada una de las cuales tiene una duracién
con distribucién exponencial. En este capitulo se exponen ejemplos cuando
se conoce como se distribuye la variable aleatoria entre las que se muestran
la distribucion Coxian, la distribucién Erlang y, por supuesto, el caso general
cuando la funcién de densidad es fx(s), calculando en la mayoria de los casos
los respectivos elementos de los que consta una distribucién fase: diagrama
fase, matriz de intensidad y distribucion inicial del proceso.

Se mencionan las propiedades basicas de las variables aleatorias tipo fase:
distribucién acumulada, densidad, funcién generadora de momentos y el n-
ésimo momento.

Las fuentes consultadas para el desarrollo de este capitulo son: Asmussen

3] y Bladt [6].

3.1 Distribucion Tipo Fase

Definicién 3.1.1. (Distribucién tipo fase) Una distribucién tipo fase es una
distribucion del tiempo hasta que un proceso de Markov sale por primera vez
de un conjunto de estados transitorios, dicho de otra forma, es la distribucion
del tiempo de vida de un proceso de Markov terminal.

Sea E = {1,2,...,p} el conjunto de estados transitorios, y sea p + 1 un
estado extra que es absorbente.
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Considérese un proceso de Markov {.J,},-, sobre el espacio de estados
E, = EU{p+ 1}. Este tipo de proceso de Markov se llama proceso de
Markov de saltos.

Sea X el tiempo de absorcién del proceso (o bien, el tiempo de vida del
proceso), es decir, cuando Jy = p + 1. Entonces X tiene una distribucién
tipo fase.

Las distribuciones tipo fase son generadas por procesos de Markov sobre
un espacio de estados finito.

Definicién 3.1.2. (Matriz de intensidad de un proceso de Markov de saltos)
La matriz de intensidad A = (\ij),er, de un proceso de Markov de saltos
esta dada por:

Aij = Nigi; con @ # jy Ai; = —\;, donde las g,;’s son las probabilidades de
los saltos del proceso (probabilidades de transicién) y A; > 0.

Proposicién 3.1.1. Una matriz A de £, X E, es la matriz de intensidad
de un proceso de Markov {.J,},5o si y sdlo si: N\jj > 0 para i # j, Ay <0y
ZjEE+ )\ij — O

Retomando lo de distribuciones tipo fase, la matriz de intensidad A de

{J.}1>0 esta dada por:
T t
o)

sicién entre los estados en E, t = {t,},_,_, es un vector columna con p
renglones que proporciona las tasas de transicion al estado absorbente, es
decir, que proporciona las tasas de salida de E y 0 es un renglén con p
columnas de puros ceros. Sea w’ = (m,0) = (m,,m,,...,m,,0) la distribu-
cién inicial del proceso {J,},s, concentrado en E, donde se supondra que
™+ T+ ... +7m, =1, =P[J, =1 coni€ E, por lo que se pueden ver
como las probabilidades de entrada.

Entonces (F, 7, T) o s6lo (7, T) es la representacion a una distribucién tipo
fase.
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Obsérvese que t = —Te donde e es el vector columna de 1’s, pues en una
matriz de intensidad, por definicién, los renglones suman 0, esto quiere decir
que: t+Te=0.

Notacién 3.1.1. Cuando se dice que X ~ PH(m,T) se refiere a que X
tiene una distribucion tipo fase con los correspondientes parametros antes
explicados.

A continuacién se proporcionan unos ejemplos para hacer mas claro lo
antes citado:

Ejemplo 3.1.1. Sea X = Z, + Z,+ ...+ Z, donde Z,,Z,,...,Z, son

independientes y exponencialmente distribuidas con pardmetros A\;, Ay, ..., A,
respectivamente, tomandose a w = (1,0,0,...,0), entonces se obtiene:
O _)\2 )\2 O 0 0 O
0 .
. 0
0 0 0 0 O -, A,

Ejemplo 3.1.2. Las distribuciones de Coxian son parecidas a sumas de dos
variables exponenciales con la caracteristica adicional que la suma contiene
al menos 1 y a lo mas p variables, siendo entonces un nimero aleatorio
de variables. El siguiente diagrama (llamado diagrama fase) permite ver el
comportamiento de dichas distribuciones:

Figura 3.1: Diagrama Fase de una Distribucién Coxian.

Como se puede observar, las flechas horizontales indican las probabili-
dades de transicién entre los estados no absorbentes y las flechas verticales
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indican la probabilidad de transicién al estado absorbente.

Por consecuencia, este tipo de distribuciones tipo fase, con w = (1,0,0,...,0)
tiene como elementos de su matriz de intensidad los siguientes:

—t, —ty, tio 0o ... 0 0 t,
0 —Ty — 1oy Tog ... 0 0 t,
T — s t = —Te =
0 0 0 oo —ty—t, 0, b1, t,
0 0 0 ... 0 —t, t

Cabe mencionar que la distribucién de Erlang es un caso especial de la dis-
tribucién de Coxian.

Ejemplo 3.1.3. La distribucién de Erlang con p fases es la convolucién de p
densidades exponenciales con la misma intensidad A, y entonces es definida
como una distribucién Gamma con pardametro entero p y densidad:

-1
P\ J—
(p—1)!

Dicha distribucién tiene el siguiente diagrama fase cuando se habla de 4 fases:

=1 A A AN A AN A
b 1 e 2 3 4 8

Figura 3.2: Diagrama Fase de una distribucién de Erlang con 4 fases.

Por ello, se tienen los siguientes elementos para la matriz de intensidad
de la distribucién de Erlang con = = (1,0,0,...,0):

“A A 0 ... 0 0 0

0 A A ... 0 0 0
T= . t=-Te=

0 0 0 —A A 0

0 0 0 . )\ A
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Definicién 3.1.3. (Matriz exponencial) Sea exp(As) = >~ A"s"/n! la
cual denota la matriz exponencial de As, donde s es una constante y A es
una matriz.

La matriz de transicion P* de {J,},s, estd dada por P* = exp(As). Haciendo
algunos calculos se obtiene:

exp(As) = I, + Z A"s"/n!
n=1
- ( exp(()Ts) —expéTs)e ) _ ( I, —e )

_ ( expéTs) e—exi)(Ts)e).

Ejemplo 3.1.4. Sea f(s) ladensidad de X ~ PH(w, T). Entonces f«(s)ds
es la probabilidad que X € [s, s+ds), o bien,{J,},-, se absorba en el intervalo
[s, s+ ds). Como se puede observar, esto ocurre si en el tiempo anterior mas
proximo a s, el proceso {J,},s, estd en algin estado y llega a efectuarse la
transicion al estado p+ 1 durante [s, s+ds). Véase lo siguiente para i, j € E:

PlJ. =il Jo=j]= stg = (exp(Ts)); -

Ahora, si J, = i entonces la probabilidad de salir durante [s, s + ds) es t,ds
dado que los tiempos de estancia son distribuidos exponencialmente. Con el
apoyo de la ley de probabilidad total, se condiciona sobre el estado inicial y
la tasa de salida:

fx(s)ds = ZP:IP’[X €ls,s+ds)|J, =jlm;

j=1

= Y > PIX€[s,s+ds)|J, =i, J,= P[], =i J, = jlm,

j=1 i=1

Usando la propiedad de Markov:

fx(s)ds = Y m > P PX €[s,s+ds)|J. =i

- i i TP tds = i i 7;(exp(Ts)), :t:ds,

j=1 i=1 j=1 i=1
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fx(s)ds = mexp(Ts)tds.

Ejemplo 3.1.5. Considérese un proceso de renovaciéon con tiempos entre
los arribos con distribucién tipo fase y representacién (7, T). Entonces la
densidad de renovacién u(s) = wexp((T + tr)s)t. Obsérvese que junto con
el proceso de Markov de saltos se obtiene un nuevo proceso de Markov, sea
{J'.} >0 con espacio de estados E' y matriz de intensidad T +t7r, la transicién
del estado i al j de {J',}.5, en el intervalo de tiempo entre arribos [s, s + ds)
puede ser de dos maneras diferentes:

1. a través de una transicién de {J,},5, de i a j con probabilidad ¢,,ds.

2. mediante el proceso {.J,},s, sale en [s,s+ds) y el siguiente proceso
{J:}:s0 inicia en j, lo cual ocurre con una probabilidad de ¢,dsm;.

F 3

A1 *—0 *— *0

4+ *—0 *—0 *——-0

34+—0 *~— ~—

24 *—0 *—0

1-- ._I -0 1 | *—-0 -
I 1 | fal
T1 Tz Ts

Figura 3.3: Proceso de renovacion tipo fase 5 dimensional.

La figura 3.3 representa el proceso del que se esta hablando, es un proceso
de renovacion tipo fase 5 dimensional y 7., 7,, 75, representan las épocas de
los arribos.

Por lo tanto t,;ds + t,m,ds conduce a que T + tm es la matriz de intensi-
dad.

Usando el hecho que {J,}50 v {J'.}.50 tienen la misma distribucién y el
resultado del ejemplo anterior se obtiene:

u(s) = Y > m(exp((T + tm)s)), t.ds

j=1 i=1

= mexp((T + tm)s)tds.
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Lo que significa que la distribucién de {J',}.., estd dada por:
mexp((T + tm)s).

Corolario 3.1.1. Sea un proceso de renovacion terminal en el cual los arribos
siguen una distribucién tipo fase defectuosa con representacién (m,T), lo
que significa que ||7|| < 1, entonces el tiempo de vida, definido como en la
Definicién (2.4.2), es tipo fase con representacién (7, T + tr).

Demostracion. Basta con s6lo notar que {J',}.5, es el proceso que gobierna
al tiempo de vida y por lo visto en el anterior Ejemplo (3.1.5) dicho proceso
tiene los pardametros correspondientes que son matriz de intensidad T + t7r
y distribucion inicial 7r.

]

Ahora para los procesos de renovacion que no son terminales, se define al
exceso de vida £(t) en el tiempo ¢ hasta la siguiente renovaciéon después de t.

Corolario 3.1.2. Sea un proceso de renovacion el cual los arribos tienen
una distribucién tipo fase con representacién (m, T), y sea uy = —w'T 'e la
media de X. Entonces:

i. El exceso de vida £(t) al tiempo t es una distribucién tipo fase con
representacion (v,, T) donde v, = wexp((T + tm)z).

ii. £(t) tiene una distribucién limite tanto como t — oo, la cual tiene una
distribucion tipo fase con representaciéon (v, T) donde v = —7 T~ /puy.

Demostracion. Témese nuevamente el proceso {J', }.>, para proseguir con la
demostracion.

El tiempo de la siguiente renovaciéon después de t es el tiempo del siguiente
salto de la segunda forma que ya antes se mencioné en el Ejemplo (3.1.5),
entonces £(t) es una distribucién tipo fase con representacién (v,, T) donde
v, es la distribucién de {J',}.-, que como se vié en el Corolario (3.1.1), tiene
la distribucién que se pide para el inciso i.

Para el inciso ii, se tiene que encontrar a qué equivale el valor de v, en-
tonces la siguiente solucion unica de:

ve=1 Yy v(T+tm)=0 (3.1)
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es —mw'T ™" /uy, pues satisface las dos condiciones de la ecuacién (3.1):

Tt
il e= Bx _ 1.
Hx Hx
Por otro lado:
- Tt (T + t) —nm—nT'tne —w+aT '"Ter
T ) = =
Hx Hx Hx
(Usando el hecho que t = —Te)
—7 — TTeTm -+ T

Ux Mx

Pues se supone que la suma de las entradas de 7 es igual a 1.
Por lo que se obtiene v = —7T™" /. ]

3.2 Propiedades Basicas

Las propiedades béasicas de las distribuciones tipo fase se presentan en el
siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. Sea X tipo fase con representacion (7, T), entonces:

a. La funcién de distribucién acumulada es Fx(s) =1 — wexp(Ts)e.
b. La funcién de densidad es fx(s) = wexp(Ts)t.

c. La funcién generadora de momentos Ly(s) = [~ exp(sz)fx(s)ds estd

0
dada por 7 (—sI — T)'t.
d. El n-ésimo momento B [X"] = [* 2" f(s)ds es igual a (—1)"n!wT "e.

Demostracidn. Para a. Se define a P* = {P;} como la matriz de transicién
en el paso s del proceso {J,} concentrado en E, y se denota a P* como
la matriz de transicién del proceso {.J,} concentrado en E, entonces para
algunos estados i, j € E se obtienen las siguientes ecuaciones:

dpP; dP

5= : =Py + ) Py =Y t.P

keE keE
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De lo que se sigue que %PS = TP* y como es natural P° = I, la cual funciona
como condicion inicial para la ecuacién diferencial dada, entonces la solucién
a ésta es:

P° = exp(Ts).

Luego:
1-Fy(s) = PX >s]=P[J, € E|

= i iﬂjpj = mP%e.

j=1 i=1

Para b. Se hace lo siguiente:
/ d s
fx(s) = Fi(s)= —7T£P e
= —mexp(Ts)Te = wexp(Ts)t,
dado que —Te = t, ademds T y exp(Ts) conmutan, pues es lo mismo:
T - exp(Tz) = exp(Tz) - T.

Para c. Se tiene que resolver la siguiente integral:
Lyi(s) = / exp(sx)mexp(Tz)tdx
0

- (/m exp ((sT + T)a) dx) ¢ = m(—sI— T)'t.

Para el inciso d. Se utiliza la funcién generadora de momentos derivando a
ésta ultima n veces, obteniéndose lo siguiente:

d
dsnﬂ'(—sl —T) "t =(-1)"""nlw(sI+T) " 't.

Evaluando esto cuando s = 0:

d
m(—sI—T)'t

STL

o = (=1)"'nlaT "'t
= (=1)"nlxT" 'Te = (—1)"nlwT "e.
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Capitulo 4

El Modelo de Riesgo Clasico

Una de las formas tradicionales en donde se presenta lo que es la teoria de
riesgo es dentro de una compania de seguros. Lo que se presenta a continua-
cién es el modelo mas sencillo de riesgo que presenta una aseguradora. Este
modelo se denomina modelo de riesgo clasico, también conocido como mode-
lo compuesto de Poisson, o bien, de Cramér-Lundberg; el modelo considera
que el nimero de reclamaciones se distribuye como un proceso de Poisson.
Se calcula la probabilidad de ruina de la aseguradora y, consecuentemente, la
probabilidad de que no ocurra ruina (probabilidad de supervivencia). Este
calculo se realiza utilizando dos distintos procesos de riesgo.

Las fuentes bibliogréficas de este capitulo son: Asmussen [1], Asmussen
3], Bladt [5], Bladt [8], Gerber [11] y Grandell [12].

4.1 Modelo de Riesgo

Sea (€,F,P) un espacio de probabilidad, en el cual se definen los siguientes
elementos:

1. un proceso puntual N = {N(¢);¢t > 0} con N(0) = 0.

2. una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (v.a.ii.d) {Z,}:°, con funcién de distribucién comin F con
media p y varianza o® y de tal modo que F(0) = 0.

Definicién 4.1.1. (Proceso de riesgo) Sea X un proceso de riesgo, el cual
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se define de la siguiente manera:

N(¢)

X(t)=ct—=> Z,
k=1

donde c es una constante positiva y Z, = 0.

Dentro de este modelo se considera a N(t) como el niimero de siniestros
o reclamaciones que tiene la compania dentro de un intervalo de tiempo
(0,t]. Para cada punto de N(t) la aseguradora tiene que pagar una canti-
dad de dinero y por cada unidad de tiempo recibira, de forma determinista,
¢ unidades de dinero. Si N(t) = 0 quiere decir que no hay ninguna recla-
macioén; el proceso de riesgo decrece de acuerdo al nimero de reclamaciones
que ocurran a lo largo del tiempo.

La constante ¢ es llamada la tasa de la prima del riesgo total, lo que sig-
nifica que los incrementos entre los saltos de la tasa son lineales.

Se supone que el proceso N tiene una intensidad a y que E[N(t)] = ot.
El beneficio o pérdida esperada del negocio sobre el intervalo (0,¢] estard
dado por:

E[X(t)] = ct — E[N@)]E[Z,] = (¢ — ap)t.

Donde de manera explicita se desarrolla el cdlculo de E[> 7 Z,].

Proposicién 4.1.1. E[>"" Z,] = atp.

Demostracion.
N(t) N(t)
EY Z.|=E|E|) 2| N(t)” .
k=1 k=1
Por un lado:
N(t) n
E =E|Y Z.|=nE[Z],
k=1

> Z,IN({t)=n

dado que las Z) s tienen la misma distribucion.

Entonces:
N(t)

E> Z.| N(t)] — NHE[Z,].
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Se concluye que:

N(t)

2%
k=1

E = E[NWE[Z,] = «tE[Z,] = atp.

La sobreprima de seguridad relativa p esta definida como:

coap ¢
ap  ap

p:

Un proceso de riesgo se dice que tiene sobreprima de seguridad positiva
si p > 0, lo que equivale a que el proceso tiende a oco.

La probabilidad de ruina! que enfrenta la aseguradora se define con respecto
al riesgo del proceso, considerando que inicia con una cantidad de capital w.

Definicién 4.1.2. (Proceso de riesgo de reserva) Sea R, un nuevo proceso,
llamado proceso de riesgo de la reserva, definido del siguiente modo:

R, =u+ X(t),

donde R, = u es el capital inicial de la compania. Este proceso describe la
evolucién de la reserva al final de cada periodo.

Definicién 4.1.3. (Probabilidad de ruina en horizonte infinito) La proba-
bilidad de ruina en el horizonte infinito es:

U(u) =P[R, <0,paraalgint >0 | R, =u|=P | inf R, <0|R,=u

0<t<©

Significa que se busca la probabilidad de que R, se encuentre debajo de un
cierto nivel critico.

De lo cual se desprende que la probabilidad de que no-ocurra-ruina es
®(u) =1 — ¥(u), también conocida como la probabilidad de supervivencia.

Nétese que W(u) =1 para u < 0.

'En algunos textos esta probabilidad es llamada: funcién de ruina.
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Figura 4.1: Probabilidad de Ruina.

Definicién 4.1.4. (Tiempo de ruina) Sea 7 una variable aleatoria denomi-
nada tiempo de ruina, esta dada por:

7(u) = inf{t > 0| R, < 0},

donde u es la reserva inicial de la aseguradora.

Obsérvese que si 7(u) = oo entonces R, > 0, Vt.

A partir de la definicién anterior se puede conducir a su vez a otras
definiciones:

Definicién 4.1.5. (Probabilidad de ruina en horizonte finito) La probabili-
dad de ruina en horizonte finito es:

U(u;n) = Plr(u) < nl.

Esto representa la probabilidad que la ruina ocurra no después del periodo
n, donde n € N.

Definicién 4.1.6. (Probabilidad de ruina en horizonte infinito) La proba-
bilidad de ruina en horizonte infinito es:

U(u) = P[r(u) < o0].
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4.2 Probabilidad de Ruina

Cuando se habla de un proceso de riesgo clasico, o también conocido como
compuesto de Poisson o de Cramér-Lundberg, X(t), se esta refiriendo a un
modelo Poisson pues el proceso N se comporta como un proceso Poisson.
Ahora para calcular la probabilidad de ruina se utiliza el hecho de que ®(u)
es diferenciable, resultado que se demuestra en la Proposicién (4.2.1).

Teorema 4.2.1. Sea ®(u) = 1 — V(u) la probabilidad de supervivencia en-
tonces tiene la ecuacién:

O(u) = /oo Ae /u+ct O(u+ ct — 2) f(2)dtdz (4.1)

e ilustracién la figura 4.2.

Y

Figura 4.2: Probabilidad de Supervivencia.

La demostracion de este teorema se basa en un argumento de renovacion
expuesto en el Capitulo 2. En este trabajo no se desarrollara explicitamente.

Proposicién 4.2.1. ®(u) es diferenciable.

Demostracion. De la ecuacién (4.1) se tiene:

® es una probabilidad = & es acotada

u+ct
= / O(u+ ct — z) f(2)dz es continua
0
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= & es continua

u—+tct
= / O(u+ ct — 2z) f(2)dz es diferenciable
0

= & es diferenciable.

]

Véase el comportamiento de R, en un pequeno intervalo de tiempo, (0,dt],
suceden cuatro posibles casos:

e Ninguna reclamacién ocurre en (0,dt].

e Una reclamacién ocurre en (0,dt] pero la cantidad a pagar no ocasiona
la ruina.

e Una reclamacion ocurre en (0,dt] y la cantidad a pagar si ocasiona la
ruina.

e Mads de una reclamacién ocurre en (0,dt].

Noétese que R, tiene incrementos independientes y estacionarios pues X (t) los
tiene, ®(u) es diferenciable y utilizando el teorema de la probabilidad total,
se tiene el siguiente desarrollo:

O(u) = ®(u| N, =2)P[N, = 1.
Entonces se obtiene:
Bu) = (1— adt+ o(dt)®(u+ cdt) + (adt + o(dt)) / T Bt cdt — ) f()de
+(adt + o(dt))0 + o(dt)
= (1 — adt)®(u+ cdt) + adt /Ouﬂdt O(u+ cdt — 2) f(2)dz + o(dt)

u-+tcdt
= O(u+ cdt) — adt®(u + cdt) + @dt/ O(u + cdt — 2) f(2)dz + o(dt)
0

O(u+ cdt) — D(u)
cdt

u+cdt
+adt/ O (u + cdt — 2) f(z)dz + o(dt)

= O(u) + cdt — adt®(u + cdt)

u—+tcdt
= ®O(u) + cdtd' (u) — adt®(u + cdt) + adt/ O(u+ cdt — 2) f(2)dz + o(dt).
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Dividiendo entre dt y posteriormente tomando dt — 0, se obtiene:

(07

() = “o(u) - / B(u — 2)f(2)dz. (4.2)

c

Ahora ®(u) y U(u) se pueden considerar respectivamente como la superviven-
cia y la ruina del negocio de la compania. Si se estudia el comportamiento
de ®(u) se observa que el proceso R, se renueva a si mismo cuando sucede
la primera reclamacion, ya sea conservando una nueva cantidad de dinero si
Z, < u+ cs, o bien, terminando si Z, > u + cs.

Teorema 4.2.2. La probabilidad de supervivencia ®(u) = 1 —W(u) satisface
la siguiente ecuacién de renovacién (defectuosa):

«

B(u) = B(0) + & /u(l _F(2)(@(u — 2))d=.

c

Demostracion. Sea S, la etapa de la primera reclamacion, entonces X (5,) =
¢S, — Z, y supéngase que la ruina no ocurre en (0,.5,), entonces se tiene:

O(u) =E[®(u+cS, — Z,)] = /Oo ae /HCS O(u+ cs — 2)f(2)dzds.

Con el cambio de variables x = u + cs = s = *—* se sigue que:
= —as = o —az/c au/c
ae “ds = —e e “dx.
0 u c

«

O(u) = —e*/ /oo ae e /w O(z — 2)f(2)dzdz.

Cc

Por lo que:

Integrar la ecuacion (4.2) sobre (0,t) conduce a?:

B(t) — B(0) — %/th)(u)du—%/Ot/oucb(u—z)f(z)dzdu
— %/th)(u)du%—%/ot/ou@(u—z)d(l—F(z))du.

’Recordatorio. f(z)dz = dF(z).
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Resolviendo por partes la segunda integral, del segundo sumando, hacien-

dou=®(u—2)ydv=d(l—-F(z)):

o(t) — d(0) = g/ttb(u)du

+2 / {@(0)(1 _F(u) — B(u) + / &' (1 — =)(1 — F(z))dz] du
= %a(0) [(1 ~F())du+ [(1 _F(2))dz / &' (u— 2)du

= 2a(0) /t(1 ~ F(u))du + /t(1 CF()(®(t — 2) — B(0))dz

«

_ @ /t(1 CF(2))(D(t — 2))d=.

C

Haciendo el cambio de variable de t por u, se obtiene el resultado:

C

B(u) = (0) + & /u(1 _F(2)(D(u — 2))dz, (4.3)

el cual es la ecuacién de renovacion.

]

Aplicando el teorema de convergencia monétona® a la ecuacién (4.3), el
cual se aplica a sucesiones crecientes y positivas se obtiene:

u

B(00) := lim ®(u) = B(0) + S lim | (1 F(2))(D(u— 2))dz.

UuU—00 C u—oo 0

3Teorema de Convergencia Monétona. Sea f : E — [0,00) y para cada n € N,
fn i E — [0,00) es una funcién medible. Ademds, supéngase que son vélidas las dos
condiciones siguientes:

Z) vn E N7 fn S fn+1-
1) f,. — f puntualmente.

Entonces fes medible y ademas:

lim f"du:/fd,u.
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2(0) = B(0) + 2 b(o0) /mu ~F())de = B(0) + “@(co)u. (14)

Pero ®(o0) = 1 pues sélo puede haber un nimero finito de reclamaciones
para un cierto periodo de tiempo con una sobreprima de seguridad positiva,
es decir, cuando ¢ > ap. Por esta razén, la ecuacién (4.4) conduce a:

1= (1-9(0)+ £, o bien,
&

au 1
0= — = ——. 4.5
0= (4.)
Ahora falta demostrar por qué [*(1—F(z))dz = pu en el desarrollo anterior.
Esto proviene del siguiente resultado:

Proposicién 4.2.2. Sea Z una variable aleatoria continua con funcion de
densidad f(z) y funcion de distribucion F(z) entonces:

E[Z] = /Owu _F(2))dz — / F(2)dz.

oo

(zdz-/ ()dz+/ooozf(z)dz
(/ ) dz+/ooo(/ozdu)f(z)dz.

Demostracion.

E[Z] =

°8

Por otro lado:

[ [ f)dudz=— [ _[* f(2)dedu y  [7[7 f(2)dudz = [~ [* f(z)dzdu.

Entonces

E[Z] — / / £z dzdu+/oo(1—/u f(z)dz)du
E[Z] — /0 /OOF
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Observacién. En este caso particular [*_F(z)dz = 0 dado que F(0) =0
y ademads se sabe que E[Z] = p.

Por lo que, E[Z] = [*(1 — F(z))dz = p.
Ejemplo 4.2.1. Reclamaciones exponenciales

Definicién 4.2.1. (Variable aleatoria exponencial) Si Z es una variable
aleatoria que se distribuye exponencialmente con parametro ¢ entonces tiene
funcién de densidad f(z) = de** y funcién de distribucién F(z) = 1 — e,
Por consecuencia E[Z] = %, lo que quiere decir que p = %.

Para calcular la probabilidad de ruina en el caso particular cuando las 7,
se distribuyen de forma exponencial se puede utilizar la ecuacién (4.2):

/ O(z)e "z,
0

Q' (u) = %(I)(u) - % /uCI)(u —z)edz = %@(u) -

a
cp
Ahora derivando ®'(u) con respecto a u:

M) = o)+ Qi) — o) — by
V() = L) (TR = ) - Saw)

_ <% _ i) &' (1) = (%) o' (u) = —mé’(u),

pues se sabe que 1 4+ p = a—‘;

Basta integrar y posteriormente resolver la ecuacion diferencial para obtener
la solucién de ®(u) la cual es:

D (u) = ky + ke /040 donde k, y k, son constantes.

Pero las condiciones iniciales son que ®(c0) = 1 y que ®(0) =1 — ¥(0) =
1- ﬁp lo que implica que ®(u) =1 — fpefﬁu/u(lﬂv) v entonces:

1
—pu/p(l+p)
e Pu/K p7

W (u)
lo cual finaliza el célculo deseado. Ahora, utilizando las ecuaciones (4.4),
(4.5) y el Teorema (4.2.2):

1= W) = 1—\IJ(O)+g/u(l—\ll(u—z))(l—F(z))dz

C
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= 1-%,2 /Ou(l W — 2))(1 — F(2))d=
-1 (u _ /Ou(1 _F(2))ds + / W(u— 2)(1 - F(z))dz) |
Lo que implica que:
W) =2 (/ju _F(2))dz + / W — 2)(1 F(z))dz) C(46)

Como 2 [*(1 — F(z))dz = 2 < 1 se dice que la ecuacién (4.6) es una
ecuacién de un proceso de renovacion defectuoso.

4.3 Probabilidad de Ruina via Procesos de
Escalera

Definicién 4.3.1. (Proceso de reclamaciones excedentes o de escalera) Sea

Y(t) = Zi\i(g) Z, — ¢t un nuevo proceso llamado proceso de reclamaciones
excedentes.

Obsérvese que Y (t) = — X (t) entonces ¥(u) = P[Y (t) > u para algin ¢t >
0], o bien, ¥(u) = P [sup,., Y (t) > u].

La probabilidad de ruina es la probabilidad que Y (¢) exceda estrictamente
el nivel wu.

Lema 4.3.1. Para cualquier ¢ > 0,Y*(u) ==Y (t) = Y(t —u) = Y (u).*

Demostracion.
N(t) N(t—u)
Yiu)=Y(t)=Y(t—u) = > Z,—ct— ( >z, —c(t—u))
k=0 k=0
2 ZZ’“ —cu=Y(u).
k=0

D . . . s . . . s ’ .
4= denota que tienen la misma funcién de distribucién, méas no que sean iguales los
elementos.
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dado que N(t) — N(t —u) ~ N(u) porque N es un proceso de Poisson, en
particular, es proceso estacionario.

]

Al proceso Y (t) se le conoce también como proceso escalera.

Sea t, = inf{t > 0 | Y(¢) > 0} la primera vez que {Y(t)} cruza al 0,
por lo tanto, la cantidad de Y (t) que estd por arriba del 0 es Y'(¢,). La
distribucién Y (t,) es defectuosa ya que ¢, tiene la posibilidad de ser infinito
con probabilidad positiva.

Formalmente ¢, = inf{t > ¢,_, | Y(t) > Y(t._,)}.

Dendtese a G, (x) como la funcién de distribucién de Y'(¢,) y va a ser de
la forma:

G, (z) =P[Y(t,) < z,t, < o] y |G, || = P[t, < o]

Por lo tanto, ||G,, || < 1, ya que es defectuosa.

Como se explicé anteriormente, X (t) es un proceso de renovacién lo mis-
mo sucede con Y () es un proceso de renovacién terminal y el maximo M5
de Y (t) tiene la distribucién:

PM <a]=(1-]G,I)) Gi(2), (4.7)

lo cual se debe a un resultado de teorfa de renovacién (el * se refiere a la
convolucién). A la ecuacién (4.7) se le conoce como la formula de Pollaczek-
Khinchine que representa la probabilidad de ruina.

Definicién 4.3.2. (Tiempo esperado en A) Se define R, (A) =E [ [ I{Y(t) € A}dt].

Lema 4.3.2. R, () es la restriccién de 1/c veces la medida de Lebesgue a
(—00,0).

®M definido andlogamente como en la Definicién (2.4.2), es decir:

M =sup{Y(t) | Y(t) < c0}.
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Demostracion.
R.(A)—E [ / HY () € At > t}dt] - / PIY () € A t, > f]dt.

Usando el Lema (4.3.1), es decir, que Y (u) = Y*(t) — Y*(t — u) se obtiene:
PY(t) e Ajt, >t] =P[Y(t) € A, Y (u) <0,0 <u <{.

Como Y (t) tiene la misma distribucién que Y*(¢):

PY(t) e At, >t] = PY*(t) € A,Y(u) <0,0 <u<t{
= PY"(t) e AY*(t) - Y*(t—u) <0,0 <u<{]
= PY*"(t) e A,Y*(t) <Y*(t—u) <0,0<u<t
= PY(#)eAY(Ht) <Y(t—u)<0,0<u<t
= PY(#) e AY(Ht) <Y(u) <0,0<u<t].

Entonces:
R.(A) — / PIY(£) € A, Y(£) < Y(t—u) < 0,0 < u < f]dt
0

_ E {/mI{Y(t) EAY(H) <Y(u)<0,0<u<thd|.

0

Por esto, se entiende que R, (A) es el tiempo esperado que Y'(t) estd en A y
también el valor minimo.

Por la definicién Y (t) — —oo y como Y'(t) es continua fuera de saltos, even-
tualmente Y (t) pasaria por todo A, ademéas dado que la pendiente fuera de
los saltos de Y (t) es —c, entonces éste pasa ¢ veces mas rapido que si la
pendiente fuera 1. O

Corolario 4.3.1. R, (dz) = 1I{z < 0}dz.

Notacion 4.3.1. Para la funcién de distribucién G se define una medida
F(A) = /dF(az).
A
Lema 4.3.3. G, es la restriccién de aR, x F a (0, 00).
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Demostracién. Se tiene que G,, = P[Y (t,) € A] por lo que debe estudiarse
el conjunto {Y'(t,) € A} para un conjunto A C (0,00). Sea {Y (u)}ocu<s,
Y (t—) (lo que ocurre antes del tiempo ¢) es conocido y la reclamacién Z
puede contribuir al conjunto {Y'(t,) € A} si los saltos se dan al tiempo ¢, de
modo que Y (t—) + Z € A.

La probabilidad de esto esta dada por:

I{t < tl}/I{x €A-Y(t—)}dF(z) =I{t <t,}F(A-Y(t-)).

Dado que el proceso de arribos es Poisson, la probabilidad de que haya un
arribo en [t,t + dt) es adt.

Entonces:
G, (4) = PY(t)€ 4]
- / [E(I{t < t}F(A =Y (=) [{Y (u)}ocue) ] adt

_ oE _/w I{t < £, }F(A— Y(t—))dt}

L~ 0

_ GE _/m I{t, > tyF(A - Y(t))dt]

L~ 0

_ oE / F(A— Y(t))dt] |

Renombrando a R, (A) =E [[" I{Y (t) € A}dt] y por una aproximacién por
funciones simples, para cualquier funcién medible g > 0 se tiene:

[ stwiro = | [ svonal

Se define g(y) = F(A—y) lo cual es una funcién medible no negativa, entonces
se tiene:

Gult) = a8 | [T atvyte| =a [ etnan.

oo

_ a/o F(A — y)dR.(y) = aR, + F(A).
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Teorema 4.3.1. Sea 1/(1 + p) = ap/c < 1, donde E[Z] = p, Z ~ F lo que
quiere decir que, p es el tamano esperado de reclamaciones. Entonces G, es
defectuosa y esta dada por la siguiente funcion de densidad defectuosa:

gn(2) = =(1 - F(2)).

Demostracion. Usando el Corolario (4.3.1) y el Lema (4.3.3) resulta:
0
1
G,(r+de) -G, (x) = / (Flz+dx—z2)—Fo—2))I{z < O}Zdz

/ PlZ € (z — z,x + dx — Z]|dz

= / (x — 2)dxdz.
Haciendo v = z — z:

G, (v +dx) — /f Jdudr = — (1—F( )

donde f es la funcién de densidad de F. n

ol ol

Definicién 4.3.3. (Tiempo de vida de un proceso de renovacién) Sea M =
sup{Y (t) | Y () < oo} el tiempo de vida del proceso de renovacién Y ().

Teorema 4.3.2. Si las reclamaciones son distribuidas exponencialmente con
parametro 0 entonces las probabilidad de ruina esta dada por:

() = =55 - afc) exp(—(6 — a/c)u),
c
donde £ = & <1 (pues como las reclamaciones se distribuyen exponencial-
mente entonces la media es %)

Demostracion. Sustituyendo el hecho de que las reclamaciones tienen dis-
tribucién exponencial en la funcién de densidad de G, resulta:

[0 [0
() ==(1-F(z)) = —e .
8 () = —( (2)) = —e
Entonces:
Gl = [ sila)de=2 [ P(z >0l
0 & 0
ool _op 1
¢ ¢ 14p



Como g;, es una densidad exponencial defectuosa, entonces la convoluciéon
de n exponenciales defectuosas es una densidad Gamma defectuosa, o bien,
también llamada densidad de Erlang defectuosa la cual es:

M _ Q" l'”_l —dz
gtl(x)_<2> -1

La férmula de Pollaczek-Khinchine, ecuacién (4.7), proporciona la densidad
de M, f,,(u), la cual estd dada por:

oo

Fulw) = (1=2F) g, ().

n=1

Uniendo las dos ecuaciones antes mencionadas resulta:

o = (=) e

— < — %> . geféue(a/c)u

Ademas la probabilidad de ruina esta dada por la siguiente férmula:

oo %) 1
U(u) =PM >u] = / ful(s)ds = / an (_ _ 2) o (Un=a/ds g g
u . C \pu c

Ol (1 ju—aseyu
—e€ .
c

Obsérvese que se obtiene el mismo resultado ya calculado cuando las recla-
maciones se distribuyen de manera exponencial (Ejemplo 4.2.1), dicho de

forma explicita:
ap 1
c  14p Y

56



1 a_ c—ap_(c—ap)fap _ p

poocoocp e g p(l+p)
Entonces de forma equivalente:

1
= —e
IL+p

—P“//L(l-‘rﬂ)‘

W (u)

]

Ejemplo 4.3.1. Considérese el modelo de Poisson compuesto, o bien, de
Cramer-Lundberg, con la notacién utilizada en los previos capitulos. Recor-
dando que « es la intensidad del proceso Poisson, Z, el tamano de las recla-
maciones. Se supone que Z; tiene distribucion tipo fase con representacion

(m,T).

Recordatorio:
{Y(t)} es el proceso de reclamaciones excedentes.
G, (1) =PY(t,) € -, t, < o0 es la distribucién escalera.
M =sup{Y(t) | Y(t) < oo} es el tiempo de vida del proceso de renovacion
terminal.

Corolario 4.3.2. Supéngase que la distribucion del tamano de las reclama-
ciones es de tipo fase con representacién (7, T), entonces:

a) G, es una distribucién de tipo defectuosa con representacién (7, ,T)
donde w, = —anwT', y M es una distribucion tipo fase con repre-
sentacién (., T + tmw ).

b) U(u) =m exp((T +tw )u)e.
(Véanse las figuras 4.3 y 4.4).

Demostracion.

Para el inciso a): Sea t, = inf{t > 0 | Y(¢) > 0} la primera vez que
{Y'(t)} cruza al 0, por lo tanto, la cantidad de Y () que esté por arriba del 0
es Y(t,). La distribucién de Y'(¢,) es defectuosa ya que ¢, tiene la posibilidad
de ser infinito con probabilidad positiva.
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Por lo tanto, G, (z) es una distribucién defectuosa y de tipo fase pues es
la distribucién del tiempo de vida de un proceso terminal de Markov.

Para verificar el resultado para M se utiliza el Corolario (3.1.1), ya que
M representa el tiempo de vida de un proceso de renovacion terminal.

Entonces M tiene representacion (7w, T + tar,).

Ahora se prosigue a calcular la distribucién defectuosa 7, y se realiza de
la siguiente manera:
Un proceso subyacente cruzara el nivel cero por primera vez en el estado j
en el tiempo ¢ si y sélo si t < t; y si el proceso subyacente pasara de algiin
estado inicial i al estado j en el tiempo —Y (¢)_ (el limite por la izquierda
con signo negativo). La probabilidad que en [t,t + dt) haya una llegada es
de adt. Por la ley de probabilidad total:

7T+i:/E
0

i=1
= ay /OOE [PYO-I{t, > t}] dt
i=1 0
= aZmE [/ 1 ‘Pi;Y(t)dt:| .
i=1 0

> wPOI{t, > t}] adt

Anteriormente, se definié R, (A) = E[[" I{Y () € A}dt] la cual est4 concen-
trada sobre (—o0,0).
Por teoria de la medida se tiene el siguiente resultado:

| rwran =g [ sornal.

Obteniendo a partir de aqui:

p tq
Ty = aZmE [/ pij—_y(wdt}
0
P tq
= a) 7k { / Pl.jy(”dt}
. 0
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p 0
—adn [ PrRdy
i=1 e
— adn [ PRy
i=1 0

= /Ooo (a y 7TZP§> R (—dy).

i=1

Por el Corolario (4.3.1) y el Lema (4.3.3) se tiene:

Ty = / (aZmRﬂ) R, (—dy) :/ aZmPgdy.
0 0 i=1

Obteniendo como resultado:

T, = / ame™dy = —anT ™,
0

pues w, = (7T+i)i:1,2,m,p-

Cabe mencionar que en este caso se considerd que el proceso tiene pen-
diente igual a 1, si la pendiente es ¢ entonces la distribucién inicial del proceso
de renovacién terminal es: w, = —anwT™"'/c.

Para el inciso b): La ruina sucedera si y sélo si la vida del proceso de
renovacién rebasara el nivel u, lo cual significa que el proceso de renovacion
se encuentre en uno de los estados 1,2,...,p en el tiempo u. Por teoria de
renovacion, utilizando el Ejemplo (3.1.5), la probabilidad de esto es:

U(u) =m, exp ((T + tm,)u)e.

O

Ejemplo 4.3.2. El siguiente ejemplo a mostrar, se elaboré a través de Maple
(ver 9.1)% con el fin de presentar de manera clara el calculo de la probabilidad

Sver Apéndice A
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M i \ Y(t)

— Yt

Figura 4.3: Proceso de Reclamaciones FExcedentes o Proceso Escalera.

de ruina en el caso de contar con una funcién de densidad de tipo fase. Se
pretende hacer la comparacion de las graficas tanto de la funcién tipo fase

como con la distribucién log normal con los parametros u=-0.32 y 0°=0.8
(figura 4.5)

Por otro lado, la figura 4.6 muestra la probabilidad de ruina.
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tY(t)

T‘F / t,
A T ———— —— *
TT __\_\? __________________ 4—T[+
ISt i L W
| - AN

Figura 4.4: Distribucion inicial del Proceso Escalera.

Figura 4.5: Comparacién entre la funcién tipo fase (linea punteada) y la
distribucion log normal (linea continua).
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Figura 4.6: Probabilidad de Ruina a partir de una funcién de densidad tipo
fase.
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Capitulo 5

Relacion entre Procesos de
Riesgo y Colas

Existe una relacion entre los procesos de riesgo y los sistema de colas, por
lo que el presente capitulo trata de plasmar dicha relacién, asi que presenta
una breve introduccién de los sistemas de espera o de colas y se definen sus
principales elementos: proceso de llegada, distribucién del servicio (clientes),
disciplina de la cola, nimero de servidores. Se mencionan los procesos de
Lindley, los cuales son procesos de riesgo. También se exponen algunos ejem-
plos particulares de sistemas de colas.

La fuente consultada en este caso es: Asmussen [2].

5.1 Sistemas de Espera o Colas

Definicién 5.1.1. (Sistema de colas) Un sistema de colas consiste en “clientes”
que llegan aleatoriamente a alguna estacion de servicio, donde reciben ser-
vicio y después se van. El término “cliente” se usa genéricamente. Bien se
podria refirir a barcos llegando a un puerto, bloques de datos fluyendo en
un subsistema computacional, maquinas descompuestas esperando servicio,
entre otras cosas.

Los sistemas de colas se clasifican segin los siguientes criterios:
1. El proceso de llegada: la distribucién de probabilidad del patréon de

llegada de los clientes a lo largo del tiempo.
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2. La distribucién del servicio: la distribucién de probabilidad del tiempo
aleatorio en que se sirve a un cliente (o grupos de clientes).

3. La disciplina de la cola: el nimero de servidores y el orden del servicio
a los clientes. Los mas comunes: FIFO (first in-first out), LIFO (last
in-first out), aleatorios (Random) y Colas con prioridades.

Dos tipos simples de proceso de llegada son los que matematicamente son
mas facilmente manejables, a saber: el proceso de llegada en tiempo discreto,
donde los clientes llegan en tiempos fijos T, T,,... y el proceso de llegada
aleatorio en tiempo continuo, que normalmente es un proceso Poisson.

Considérese un sistema que ha estado operando un tiempo suficientemente
grande para haber alcanzado un estado aproximadamente estable, o una
posicién de equilibrio estadistico. Sean:

L = ntmero promedio de clientes en el sistema (cola-+servicio).
A = tasa de llegada de los clientes al sistema.
W = tiempo promedio que pasa un cliente en el sistema.

La ecuacién L = AW es valida en general para los sistemas de colas y es
de basica importancia porque relaciona directamente dos de las mas impor-
tantes medidas del desempeno del sistema: el tamano promedio de la cola y
el tiempo promedio de espera en un estado estable.

La relacion L = AW depende de flujos a largo plazo. El razonamiento que
le da validez (no es una prueba formal) es el siguiente: sea T un tiempo
suficientemente grande, entonces el niimero total de personas que han entra-
do al sistema es AT, y el nimero de personas que han dejado el sistema es
AT — W). Entonces el nimero de personas que permanecen en el sistema
debe estar dado por: L = AT — [\(T'— W)] = AW.

Existen diferentes tipos de colas para distinguir un sistema de colas de otro,
se utiliza la notacién de Kendall en la que se usan tres pardmetros a saber:
a/(3/m, donde a denota la distribucién del tiempo entre los arribos, 5 denota
la distribucién del tiempo de servicio y m denota el nimero de servidores.
Entre los valores correspondientes a o y 3 méas comunes figuran:

64



M La distribucién exponencial.
PH La distribucién tipo fase.
GI o G No hay restricciones en la forma de las distribuciones.

G significa General Independiente y G significa General.

Notacién 5.1.1. T, denota los intervalos entre los arribos de los clientes
nyn+1, los T,’s son independientes e idénticamente distribuidos y los
instantes de los arribos son 0, T,, T, +1T';, . . .. El tiempo de servicio del cliente
n estd denotado por U,, entonces U,,U,,... son también independientes e
idénticamente distribuidos y ademas independientes de T',.

Otros puntos importantes por definir son los siguientes:
@, La longitud de la cola al tiempo t.

W, El tiempo de espera actual del cliente n, esto es, el tiempo que pasa
desde que el cliente llega al sistema hasta que inicia su servicio.

V', El trabajo residual en el sistema al tiempo ¢, es decir, el tiempo total
en que los m servidores tienen que trabajar para que queden libres de
trabajo los m servidores. Cuando m = 1, s6lo hay un servidor, se refiere
al tiempo necesario para que el servidor limpie el sistema, es decir, que
no haya nuevos clientes. Cuando m = 1, V, tambiés es conocido como
el tiempo de espera virtual al tiempo t.

Definicién 5.1.2. La intensidad de trafico n es una medida de rendimiento
de un sistema de colas que esta dada por:

tasa de llegada

n= —.
tasa de servicio

5.2 Procesos de Lindley en Tiempo Discreto

Un proceso de Lindley, en tiempo discreto e iniciando en w, es un proceso de
la forma:

Wo=w, Wo=W,+X)" n=01,..., (5.1)
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donde z* = max(z,0) y X,, X, X,,... son independientes e idénticamente
distribuidas, pueden tomar valores tanto positivos como negativos y tienen
funcién de distribucion comin F. Los procesos pueden ser descritos como una
cadena de Markov con espacio de estados E = [0,00) y kernel de transicién
K dado por:

/K(w,y)dy = IED[W1§3|W0:w]:P[(w+XO)+§s]
0
= Plw+ X, <s]=F(s—w), w,s > 0.

Supéngase que F es concentrada en {0,+0,+26,...} y considérese sélo los
valores iniciales de la forma w = kd, entonces el espacio de estados se puede
reducir a F = {0,9,24,...}.

Lo interesante de los procesos de Lindley es que en modelos particulares
de colas suelen aparecer uno o mas de dichos procesos, o bien, procesos que
tienen una estructura semejante a los Lindley. Véanse algunos ejemplos de
sistemas de colas:

Ejemplo 5.2.1. Considérese la cola GI/M/1 donde W, denota el nimero
de clientes justo antes del arribo del cliente n. Sea A la distribucién entre los
arribos y ¢ la intensidad del servicio. Para describir la relacion entre W, y
W ..., sea K, el nimero de eventos Poisson en el intervalo entre los arribos
de los clientesn y n+ 1 y:

q. =PK, =k = /Oo e“”@d/l(t),

k!
por ser K, una variable Poisson y ademéds porque A es la distribucion de
inter arribos.

Entonces W, +1 clientes estan presentes justo después del arribony W ., =
(W, +1—K,)" justo antes del arribo n+ 1. Entonces la ecuacién (5.1) con-
duce a que X, = 1 — K, y nbtese que las X, son independientes. En este
ejemplo se tiene que £ = Z y con r, = ¢,11 + @uio + ... . La matriz de
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transicién de {W,} estd dada por:

. ¢ 0 0
r ¢ ¢ O
™ 42 1 G,

Ahora definase una caminata aleatoria {S,} de la siguiente forma: S, = 0,
S, =X,+ ...+ X,,,. Entonces la ecuacién (5.1) indica que el proceso de
Lindley tiene el mismo mecanismo de transicion que la caminata aleatoria
{S,.} con la excepcién de que cuando la caminata cruza los valores positivos
a los negativos, el proceso de Lindley permanece en cero.

Proposicién 5.2.1. W, = max(W,+ S,,S, —S,,...,S, — 5._1,0).

Demostracion. Para llegar a la igualdad es necesario demostrar las dos de-
sigualdades que se especifican en las dos vietas siguientes. Por la ecuacion
(5.1) se tiene que los incrementos de {1V, } son por lo menos aquellos de {5, }
obteniendo:

W, —-W, .>5,—5. 4 k=0,...,n.

e Para probar ">": Si k = n se tiene que W, > W, + S, y utilizando
el hecho que W,_, > 0 se obtiene W, > S, — S, _..

e Para probar ”<”: Basta demostrar que W, =W _ + S5, oW, =5, —
S, _. para alguna k. El primer caso ocurre si W, + S, > 0, k < n. El
otro caso si W, = 0 para alguna [ < n y sea k el ultimo semejante a [,
la ecuacién (5.1) conduce a que W, =S, — S, _,.

]

Definase
M, =maxS, y M = max S,.

0<k<n 0<k<oo
La distribucién de
(S.,S,—854,...,5,—85,.1,0)

es la misma que

(Su,Sntyeey 51,8, =0),

conduciendo al siguiente corolario:

67



Corolario 5.2.1. W, L max(W, + S,, M,_,). En particular si W, = 0,
D
entonces W, = M,,.

Supéngase que E[| X, |] < oo y sea p = E[X,].

Corolario 5.2.2. Si u < 0, entonces M < oo casi seguramente y W, 2 oM.

Demostracion. De S, /n — p se obtiene S, — —oo, cuando n — o0, pues
pun — —oo, lo que implica que M < co. Ademas W, +S, — —ocoy M, - M
casi seguramente y en distribucion, entonces max(W,+S,,M,_,) =M, , y

w2 M. O

Corolario 5.2.3. Si u < 0, entonces M 2 (M + X)* donde X es indepen-
diente de M y gobernado por F. Ademds H(m) = P[M < m]| es la tunica

funcién de distribucién sobre [0, 00), la cual resuelve la ecuacion de la integral
de Lindley:

/H —x)dF(z), m >0. (5.2)

Demostracion. Obsérvese lo siguiente:

(M+ X)* max(0, M + X) =max(0, X, X + X, X+ X, + X,,...)

max(0, X, X, + X, X, + X, + X,,...) =M.

D

Ademss el lado derecho de la ecuacion (5.2) es
P[(M 4+ X)*]| <m=PM+ X <m]

evaluado por la condicién de X = z y entonces la ecuacién (5.2) equivale a
M2 (M 4+ X)*, lo que quiere decir que H es estacionaria para {W,}.

Para probar la unicidad de H, supongase que existen H, y H, que resuelve
la ecuacién (5.2), se puede considerar a las dos cadenas estacionarias con
distribucién inicial H, y H, respectivamente. Ahora del hecho que las dos
convergen en distribucion a M se concluye que H, = H,. O]
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5.3 Riesgo de una Aseguradora

En el modelo compuesto de Poisson clésico (ver Capitulo 4) se defini6 un
proceso de riesgo de reserva de una compania de seguros al tiempo ¢ como:

Ny
Rt:u%—ct—ZZ,w
k=1

donde ¢ > 0 es la tasa de la prima, u es el valor de la reserva inicial,
E[N,] = at, « indica la tasa de los arribos y F(x) = P[Z < z] es la dis-
tribucién del tamano de las reclamaciones y pu = E[Z] = [~ zdF(x).

Se ha mencionado que un problema principal en teoria de riesgo es la eva-
luacion de las probabilidades de ruina:

\If(u)—IP’{inf Rt<0|Ro—u} y Y(u,T)=P| inf R, <0|R,=u]|.

0<t<oo 0<t<T

Algunos puntos importantes de la teoria de riesgo son los siguientes:
Ny
St:ZZk—ct, 7(u) =inf{t > 0] S, > u},
k=1

My;=sup S, v M= sup S,.
0<t<T 0<t<oco
Se puede observar que 7(u) es el tiempo en que ocurre la ruina, infiriendo las
siguientes probabilidades:

U(u) =P[r(u) <oo] =PM >u] v Y(u,T)=Pr(u) <T|=PM;>u.

Cuando ¢ > aypu significa que el promedio de las reclamaciones en una unidad
de tiempo es menor estrictamente que la prima recibida. La medida de este
hecho es llamada la sobreprima de seguridad p = ¢/apu — 1.

Proposicién 5.3.1. Si {V,},o, es el proceso del tiempo de espera virtual de
una cola inicialmente vacia (V, = 0) M/G/1 con intensidad entre arribos
de a y distribucion del tiempo de servicio F, entonces V(u,T) = P[V; > ul,
U(u) =PV > u| =P[W > u] con V,W el tiempo de espera virtual y actual
respectivamente en el estado estable. Ademds la sobreprima de sequridad p
del proceso de riesgo y la intensidad de trafico n de la cola estin conectados

porp=1/(n—1) yn=1/(1+p).
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Demostracion. La relacion ¥(u) = P[W > wu] se puede probar también de
la siguiente forma: si T',,7T,,... son los tiempos entre las reclamaciones,
entonces M es alcanzado en t = 0 o en un tiempo de reclamacién, entonces:

N
M =max{S;  .ry : N =0,1,2,...} =max {Z(Z" -T,):N=0,1,2,...

n=1

Se sigue para 1 < 1 que la probabilidad de ruina esté dada por la férmula de
Pollaczek-Khintchine:

1= W) = P < u) = (1= 1) > ' F (),

donde Fy(dz) = (1 — F(x))/u. La probabilidad de superviviencia estd dada
por:

Z(u)=1-n+nF;Z(u) =1 —n+77/uZ(u—a:)(1 —F(z))/pde.

Una derivacién directa de la ecuacién anterior viene de la identificacion de las
distribuciones escalera M/G/1. Si G, (z) = P[Y(0) < z] es la distribucién
escalera para {Y'(t)} entonces:

Z(u) = Plr(u) = o0] + /u Plr(u — x) = 00]dG ()
= 1[G+ [ Z(u-2)dG (o)

Por argumentos del Teorema (4.3.2), se tiene el resultado:

1
G.ll=—= G, =nF,.
1G] 5, Gk

]

Ejemplo 5.3.1. En arreglos de fondos de pensiones, se puede pensar en
un grande numero N de poseedores de pensiones, cada uno teniendo una
cierta cantidad de dinero con la cual pagan cierta tasa. Cuando ocurre la
muerte de un poseedor, el capital restante de éste es entonces dividido entre
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los sobrevivientes. Esto conduce al proceso que representa el capital restante
para alguno de los poseedores de pensiones que es:

N
Rt:u—ct+ZTk,
k=1

donde {N,} es un proceso de Poisson, con intensidad «, el cual representa los
tiempos de muerte de los otros poseedores y T';,T,, ... son independientes e
idénticamente distribuidos, supongase que con distribucion A. Este modelo
estd relacionado con colas y caminatas aleatorias. Tomandose a ¢ = 1 y sean
U, U,,...los tiempos entre los saltos. Para la ruina, se debe tener que R, <
0, es decir, u — R, > u, solo antes de un salto al tiempot=U,+ ...+ U, _;.
Pero los valores de u — R, son U,,U,+U,—-T,, U, +U, +U,—-T,—T,,...
asi que ¥(u) = P[U, + W > u], donde:

W =max{0,U, = T,,U, + U, = T, = T,,...}

es identificado con el tiempo de espera de la cola GI/M/1 con distribucién
entre arribos A y con intensidad de servicio a.
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Capitulo 6

Conclusiones

El tema que se abordd en este trabajo hace manifiesto la existencia de un
escenario de incertidumbre que evoluciona temporalmente, pues sin la ayuda
del preciso cédlculo no se sabe en si cuando una aseguradora se arruinara. Asi
que se hacen las siguientes observaciones:

e La teoria de probabilidad permite cuantificar la incertidumbre.

e Cuando se tiene una estructura temporal subyacente, se utilizan los
procesos estocasticos, que permiten modelar la evolucion temporal de
esta incertidumbre, de ahi la importancia de utilizar en este trabajo los
procesos de riesgo R, y Y (1).

Mucha de la literatura consultada considera que este tema entra en las
aplicaciones de las matematicas, sin embargo, algunos autores lo encasillan
especificamente en el area actuarial por su relacién con los seguros, asi que
en muchos casos la teoria de ruina es considerada una técnica actuarial.

Un hecho importante es que las técnicas actuariales utilizadas para se-
guros generales, basadas en la teoria de riesgo o teoria de credibilidad, se
estan utilizando en distintas ramas y en distintos paises, por ejemplo Ecuador
realizé un estudio en el sector salud utilizando teoria de riesgo.

Ahora bien, el hecho de que se aplique la teoria de riesgo permitirda dar

mayor sustento técnico a los proyectos que se ejecuten dentro de las ramas
donde se ha implantado asi como se podran realizar proyecciones con mejor
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exactitud.

Otro punto a agregar es que una compania es menos riesgosa, mientras
su distribucion de siniestros o reclamaciones sea menos dispersa con respecto
al valor esperado de éstos.

En este sentido, el riesgo se entiende como la variacién de un suceso
aleatorio, en este caso las reclamaciones de la aseguradora, respecto de su
valor esperado.

Por 1ltimo, la solvencia y la capacidad financiera de una compania ase-
guradora se ven afectadas por un conjunto de variables aleatorias, entre las
que figuran:

e Ingreso por primas.
e Resultado por inversiones.
e Monto agregado de los siniestros o reclamaciones.

e Gastos.

Otro punto a mencionar es que las companias aseguradoras podrian mo-
delar los riesgos implicitos de la forma mas apropiada conforme a su politica
de negocios.

Una recomendacion acerca del tema de este trabajo seria que a todas las
aseguradoras les fuera requerido un capital minimo dado, satisfaciendo que
la probabilidad de ruina de todas y cada una de ellas fuera idéntica, asi que

el ente regulador correspondiente podria establecer el valor de dicha proba-
bilidad.

Dentro de las posibles lineas de investigacion de este trabajo se citan:

e En el modelo clésico de riesgo las primas se asumen constantes, sin
embargo, las primas pueden fluctuar en un periodo analizado, asi que es
importante considerar un modelo que tome en cuenta esta fluctuacion.
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e También en este trabajo se consideré que los incrementos entre los
saltos de la tasa de la prima son lineales, entonces falta exponer el caso
no lineal.

e Se pueden trabajar casos distintos donde la distribucién de las recla-
maciones no necesariamente sea la distribucion exponencial o tipo fase.

e Se puede considerar incluir un modelo que englobe las cuatro variables
aleatorias citadas: ingresos, resultado por inversiones, monto agregado
de los siniestros y gastos en general.
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Apéndice A

Calculo de una Funcién Tipo
Fase a través de Maple

A continuacién se muestran los comandos ingresados en Maple (ver 9.1) con
los cuales se elabord la figura 4.5(figura A.1) y la figura 4.6 (figura A.2) :

f :=exp(-lambda*x)/(sqrt (2*Pi) *x) *exp (- (Log(x) *1log(x))/2) ;

| el /Ze(3n(@)?)
/= 2 N

int (f,x=0.. infinity);

% | g(~A0),/Ze-(3I(@)?)

pil:=matrix (1,4, [0.9731,0.0152,0.0106,0.001]);

ml = [ 0.9731 0.0152 0.0106 0.001 }
T:=matrix (4,4, [-28.648,28.532,0.089,0.027,0.102,

-8.255,8.063,0.086,0.133,0.107,
-5.807,5.296,.100, .102,.111,-2.176] ;

I0)



—28.648 28.532  0.089  0.027
0.102 —8.255 8.063  0.086
0.133  0.107 —5.807  5.296
0.100  0.102  0.111 —-2.176

T =

e:=matrix(4,1,[1,1,1,1]);

1

R

=11

1

texit:= evalm(-T&x*e);

-0
. 0.004
texit = 0.271
1.863

fph:=evalm(pil&*exponential (T,x)&*texit) [1,1];

fph = 2.871719903e 100213077 _ 8 647388616 000908078
+5.827089243e~#397648559r _ () 046624126228 73487881

flogl:=1/(sqrt (2*Pix*1.8)*x)*exp(-(log(x)+1.62)"2/(2%1.8));

0. 5270462767e(—0.2777777778(1n(x)+1.62)2)

N

flog2:=1/(sqrt (2%Pi*0.8)*x)*exp(-(log(x)+0.32)"2/(2%0.8));

flogl

0.790569415 1e(70.6250000000(1n(x)+0.32)2)

log2 =
flog NG

76



0. §
0. 6
0. 4
0. &
] o
) OOOOOOOOOOO&W
O_ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T LI e
0 1 2 3 4 5
X

Figura A.1: Comparacién entre la funcién tipo fase (linea punteada) y la
distribucién log normal (linea continua).

plot ({fph,flog2},x=0. .5);
pimas:=evalm(-0.5*pil&*inverse(T));

pimas = [ 0.01859272496 0.06964428745 0.1027395964 0.2532630124 }

evalm(pimas&*e) [1,1];

0.4442396212
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S:=eval. (T+texit&*pimas) ;

—28.648 28.532 0.089 0.027

g_ 0.1020743709 —8.254721423  8.063410958 0.08701305205

| 0.1380386285 0.1258736019 —5.779157569 5.364634276

0.1346382466 0.2317473075 0.3024038681 —1.704171008
evalm(S&x*e) ;

0.0
—0.00222304195
—0.150611063
—1.035381586

phi:=eval. (pimas&*exponential (S,u)&x*e) [1,1];

o = —0.00001515222¢(~28-735676054) | () 1183375883~ 7-936990632u)
—0.07531124999¢(—6-843295783u) 4 (y 1712284362 (~0-8700875396u)

plot(phi, u=0. .5);
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Figura A.2: Probabilidad de Ruina a partir de una funcién de densidad tipo
fase.
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