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Prefacio

Debido a que toda institución que inicia una actividad económica lo hace
confiada en su éxito, el presente trabajo se enmarca precisamente dentro del
ámbito de solvencia en el caso particular de las entidades aseguradoras.

El propósito de este trabajo es proporcionar de forma clara y sencilla una
parte de lo que conforma el análisis de riesgo o teoŕıa de riesgo, abarcando
uno de sus principales objetivos: la solvencia, la cual se estudiará a través
de la probabilidad de ruina.

La solvencia del asegurador puede definirse como la capacidad de hacer
frente a sus obligaciones de pagar los siniestros1 o reclamaciones presentes y
futuros de los asegurados.

La solvencia se puede tratar desde dos puntos de vista: la solvencia
estática y la solvencia dinámica. La solvencia estática se refiere a la sol-
vencia de balance, es decir, cuando el asegurador es capaz de enfrentar las
obligaciones derivadas de su cartera. Mientras que, la solvencia dinámica se
considera al negocio de la compañ́ıa aseguradora como un flujo continuo de
ingresos y pagos que va evolucionando con el paso del tiempo bajo la influen-
cia de diversos factores que hacen que la siniestralidad2 sufra fluctuaciones
alrededor de su valor medio.

Existen métodos que se encargan de estudiar la solvencia. Según Kastelijn
y Remmerswaal(1986), se pueden agrupar en tres grupos: Métodos basa-
dos en razones (ratios), métodos que consideran especialmente el riesgo de

1Daño de cualquier importancia que puede ser indemnizado por una compañ́ıa asegu-
radora.

2Frecuencia o ı́ndice de siniestros.
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variación en el costo total agregado y métodos que incluyen análisis de otras
fuentes de riesgo, incluyendo factores tales como gastos, rendimientos de ac-
tivos, inflación, ciclos, etc.

Aśı que en el desarrollo de este trabajo, el estudio de la solvencia se
tratará dentro del tercer grupo utilizando teoŕıa de la ruina. En las com-
pañ́ıas aseguradoras el principal riesgo a considerar es la siniestralidad. Ésta
puede causar pérdidas inesperadas e incluso producir la ruina. La siniestra-
lidad se refiere al riesgo de que ocurran más siniestros de los esperados o de
que algunos siniestros sean de importe muy superior al esperado de manera
que se obtengan pérdidas inesperadas, provocando ruina.

De ah́ı la importancia de estudiar la variable aleatoria tiempo de ruina,
la cual analiza el momento en que una aseguradora se arruinará.

La teoŕıa de la ruina se ocupa de las fluctuaciones en el número e importe
de los siniestros. El modelo clásico consiste en modelar el costo total de los
siniestros como un proceso Poisson compuesto donde la hipótesis básica es
que el número de siniestros sigue un proceso estocástico de Poisson. Este
modelo también indica la factibilidad de que la reserva3 que constituye la
aseguradora sea insuficiente para afrontar las obligaciones derivadas de sus
contratos.

Por ley, la reserva de una aseguradora debe cumplir con ciertos criterios
mı́nimos, para aśı mantener solventes las empresas y de esta forma minimizar
el riesgo de incumplimiento. En śı la reserva debe mantenerse arriba de un
cierto nivel.

El objetivo general del trabajo es analizar la variable momento de ruina
en una entidad de seguros, con el enfoque de la teoŕıa de la ruina, y con-
siderando únicamente el riesgo de siniestralidad.

3Fondo que cubre gastos (in)esperados que provienen por la aleatoriedad del número
de siniestros o reclamaciones que llegan y sus cantidades.
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Resumen

El trabajo consta de seis caṕıtulos que a continuación se explican brevemente:

En el Caṕıtulo 1 se presentan los preliminares del trabajo, se abarcan los
conceptos y definiciones básicas para el buen entendimiento de los posteriores
caṕıtulos. Figuran definiciones tales como: proceso de Poisson, cadenas de
Markov, procesos de Markov de saltos, ecuaciones de Kolmogorov, probabi-
lidades de transición y, finalmente, dos tipos de convergencia: la casi segura
y en distribución.

En el Caṕıtulo 2, denominado teoŕıa de renovación, muestra desde la
definición de renovación, proceso de renovación, los diferentes tipos de pro-
cesos de renovación como son terminales (transitorios) y estacionarios; la
correspondiente función y la densidad de renovación, aśı como la ecuación de
renovación.

El Caṕıtulo 3 se refiere al método fase, el cual básicamente consiste en
descomponer en distintas etapas a una variable aleatoria positiva con du-
ración exponencial en cada una de las etapas. Cuando se aplica el método
fase a una variable aleatoria se dice que una variable aleatoria tiene distribu-
ción tipo fase.

Se exponen ejemplos cuando se conoce cómo se distribuye la variable
aleatoria entre las que se muestran la distribución Coxian, la distribución
Erlang y, por supuesto, el caso general cuando la función de densidad es
fX(s), calculando en la mayoŕıa de los casos los respectivos elementos de
los que consta una distribución fase: diagrama fase, matriz de intensidad y
distribución inicial del proceso.
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También se mencionan las propiedades básicas de las variables aleatorias
tipo fase: distribución acumulada, densidad, función generadora de momen-
tos y el n-ésimo momento.

En el Caṕıtulo 4 se presenta el modelo de riesgo más sencillo dentro del
entorno de las compañ́ıas aseguradoras, se denomina modelo de riesgo clásico,
también conocido como modelo compuesto de Poisson, o bien, de Cramér-
Lundberg; el modelo considera que el número de reclamaciones se distribuye
como un proceso de Poisson.

Se calcula la probabilidad de ruina de la aseguradora y, consecuentemente,
la probabilidad de que no ocurra ruina (probabilidad de supervivencia). Este
cálculo se realiza desde dos enfoques, es decir, utilizando dos distintos pro-
cesos de riesgo:

• El proceso Rt conocido como el proceso de riesgo de la reserva de la
aseguradora.

• El proceso Y (t) llamado proceso de reclamaciones excedentes o también
proceso de escalera.

Dentro del desarrollo del proceso Y (t), se define la variable aleatoria tiem-
po de ruina, la cual tiene como distribución la denominada distribución es-
calera, distribución que ayuda al cálculo de las probabilidades de ruina y su-
pervivencia cuando las reclamaciones se distribuyen de manera exponencial
hacia el asegurador. Este cálculo también se presenta utilizando el proceso
Rt.

Además se presentan los cálculos de la probabilidad de ruina y de la
distribución inicial de cruce cuando el tamaño de las reclamaciones tiene dis-
tribución tipo fase, analizándose el modelo clásico de riesgo desde el enfoque
de los procesos de escalera.

Se hace una comparación gráfica entre una función tipo fase y una dis-
tribución log normal. Utilizando Maple se hacen las correspondientes opera-
ciones para obtener la probabilidad de ruina para la función tipo fase.

En el Caṕıtulo 5 se plasma una relación entre procesos de riesgo y co-
las, aśı que se presenta una breve introducción de los sistemas de espera,
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mejor conocidos como colas, se definen sus principales elementos: proceso de
llegada, distribución del servicio (clientes), disciplina de la cola, número de
servidores.

Se mencionan los procesos de Lindley, los cuales son procesos de riesgo,
pues en modelos de colas suelen aparecer uno o más de dichos procesos, o bi-
en, procesos de estructura semejante. También se exponen algunos ejemplos
particulares de sistemas de colas.

Finalmente, el Caṕıtulo 6 se centra en conclusiones del trabajo desa-
rrollado donde se citan las pertinentes observaciones y conclusiones que se
obtuvieron al desarrollar este material, además se mencionan otras posibles
ĺıneas de investigación abiertas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se abarca una serie de definiciones necesaria para el buen
entendimiento de los siguientes caṕıtulos. Se incluyen definiciones como σ-
álgebra, medida de probabilidad, proceso de Poisson, cadenas de Markov,
procesos de Markov de saltos, ecuaciones de Kolmogorov, probabilidades de
transición y, finalmente, dos tipos de convergencia: la casi segura y en dis-
tribución.

Las fuentes de información para este caṕıtulo son: Bladt [7], Bladt [8] y
Fernández [10].

1.1 σ-álgebra y Medida de Probabilidad

Definición 1.1.1. (σ-álgebra) Sea Ω un conjunto no vaćıo.Una σ-álgebra F
sobre Ω es una familia de subconjuntos de Ω tal que:

1. el conjunto vaćıo ∅ pertenece a F .

2. si A pertenece a F , entonces el complemento Ω\A también pertenece.

3. si A1, A2,... es una sucesión de conjuntos en F , entonces la unión
numerable A1∪A2∪... también está en F .

Definición 1.1.2. (Medida de probabilidad) Sea F una σ-álgebra sobre Ω.
Una medida de probabilidad P es una función:

P : F → [0, 1],
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tal que:

1. P(Ω)=1.

2. si A1, A2,... son conjuntos disjuntos dos a dos, es decir, Ai∩Aj=∅ para
i 6= j y además pertenecen a F , entonces:

P[A1 ∪ A2 ∪ ...] = P[A1] + P[A2] + ...

De este modo, la tercia (Ω,F ,P) se denomina un espacio de probabili-
dad.

1.2 Proceso de Poisson

Definición 1.2.1. (Proceso de Poisson) Una sucesión de variables aleatorias
{N(t)}t≥0 se dice que es un proceso de Poisson con intensidad1 α>0 si:

1. N 0=0.

Y si dentro del intervalo (t,t+h]:

2. P[Nh=1]=αh+o(h).

3. P[Nh≥2]=o(h).

Donde o(t) es una función que tiene la propiedad de que limh→0 o(h)/h=0.

4. Es un proceso con incrementos independientes, lo cual significa que:
N tn −N tn−1 , N tn−1 −N tn−2 , ..., N t1 −N to son variables aleatorias inde-
pendientes, donde 0 < t0 < t2... < tn y n ≥ 1.

5. Es un proceso con incrementos estacionarios, es decir:

N t −N s ∼ N t−s,

para cualquier s < t.

Caracteŕısticas:

• Los tiempos entre arribos son independientes y con distribución expo-
nencial con parámetro α (exp(α)).

• N t ∼ Poisson(αt).

1El número promedio de llegadas en el intervalo [0, t ] es αt y el número promedio de
llegadas en el intervalo [0,1 ] es α.
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1.3 Cadenas de Markov

Considérese un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), un conjunto de tiempos T
y variables aleatorias Xn : Ω → E, n ≥ 0 donde E es un conjunto a lo más
numerable de los posibles valores de las variables aleatorias que recibe el
nombre de espacio de estados.

Definición 1.3.1. (Cadena de Markov) Sea {Xn}n≥0 una sucesión de varia-
bles aleatorias en E. Se dice que {Xn}n≥0 es una cadena de Markov si para
toda n ∈ N y para todo xo, ..., xn ∈ E:

P[Xn = xn | Xo = xo, X1 = x1, ..., Xn−1 = xn−1] = P[Xn = xn | Xn−1 = xn−1]

∀n ≥ 1, ∀xo, ..., xn ∈ E.

Estas probabilidades serán llamadas probabilidades de transición en un
paso o simplemente probabilidades de transición2.

En el caso más general, las probabilidades de transición pueden depender
de n, cuando son independientes de n se dice que la cadena de Markov es
homogénea. Esto quiere decir que una cadena de Markov es homogénea si:

P[Xn = j | Xn−1 = i] = P[X1 = j | Xo = i] ∀n ≥ 1

y se denotará como:

P ij = P[Xn = j | Xn−1 = i].

A partir de esta sección, se supondrá que {Xn}n≥0 es una cadena de
Markov homogénea.

Para facilitar la notación, en ocasiones es común escribir las probabilida-
des de transición en forma matricial, y que se denota como P, de la siguiente
forma:

P =




. . . . .

. P i,i+1 P i,i+2 P i,i+3 .

. P i+1,i+1 P i+1,i+2 P i+1,i+3 .

. P i+2,i+1 P i+2,i+2 P i+2,i+3 .

. . . . .




.

2De aqúı en adelante se hará un cambio de notación para los estados por las letras i, j.
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Nótese que la matriz es cuadrada y que el renglón i corresponde a la
densidad condicional de Xn+1, dado que Xn = i, por lo que la suma de los
términos de cada renglón es igual a 1. A esta matriz se le llama la matriz de
probabilidades de transición o simplemente la matriz de transición.

Sea {Xn}n≥0 una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E con densidad inicial

∏
= {πi, i ∈ E}, es decir, P[Xo = i] = πi, entonces

se puede calcular la densidad conjunta de (Xo, X1, ..., Xn) ∀n ≥ 1 :

P[Xo = xo, X1 = x1, ..., Xn = xn] = πxoP xo,x1
P x1,x2

· · ·P xn−1,xn .

Las probabilidades de transición en n pasos (P n
ij) están definidas por:

P n
ij = P[Xn+m = j | Xm = i].

P n
ij = P[Xn+m = j | Xo = xo, ..., Xm = i].

Esta relación es un caso particular del siguiente resultado general:

Proposición 1.3.1. Sea {Xn}n≥0 una cadena de Markov homogénea y B1, ..., Bm,
Ao,...,An ∈ E entonces:

P[Xn+1 ∈ B1, ..., Xn+m ∈ Bm | Xo ∈ Ao, ..., Xn = i]

= P[Xn+1 ∈ B1, ..., Xn+m ∈ Bm | Xn = i]

=
∑

xo∈B1

· · ·
∑

xm∈Bm

P i,x1
P x1,x2

· · ·P xm−1,xm .

Aśı la función de transición en n pasos se puede expresar de la siguiente
manera:

P n
ij =

∑
x1∈E

· · ·
∑

xm∈E

P i,x1
P x1,x2

· · ·P xm−2,xm−1
P xm−1,j n ≥ 1.

De la previa expresión se puede concluir que:

P n+1
ij =

∑

k

P n
ikPkj.

De forma más general, para n,m ≥ 1 se tiene:

P n+m
ij =

∑

k

P n
ikP

m
kj .
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Esta última ecuación se conoce como la ecuación de Chapman-Kolmogorov.
La matriz de transición en n pasos se denota como Pn, y también se refiere
a una matriz cuadrada cuyos renglones suman 1. Nótese que la ecuación
de Chapman-Kolmogorov muestra que la matriz de transición en n pasos
es el producto de n veces la matriz de transición P, lo que significa que
Pn = P · · ·P︸ ︷︷ ︸

n

.

Ahora bien, a partir de las probabilidades de transición de n pasos y la
distribución inicial

∏
= {πi, i ∈ E} se puede calcular la densidad de Xn,

puesto que con el teorema de probabilidad total se obtiene:

P[Xn = j] =
∑
i∈E

P[Xo = i,Xn = j]

=
∑
i∈E

P n
ijP[Xo = i] =

∑
i∈E

P n
ijπi.

Tiempos de entrada o inicios de un conjunto

Definición 1.3.2. (Tiempo de entrada a un conjunto) Sea A ∈ E. Se define
el tiempo de entrada de la cadena {Xn}n≥0 al conjunto A como la variable
aleatoria T A dada por:

T A =

{
inf{n > 0 | Xn ∈ A} si Xn ∈ A, para alguna n > 0
∞ en otro caso

.

En algunos casos esta variable aleatoria puede tomar valores ∞ con prob-
abilidad positiva, es decir, con probabilidad positiva la cadena nunca estará
en el conjunto A. Para facilitar la notación si A = {i}, se denotará T A = T i

y:
Pi[T A < ∞] = P[T A < ∞ | X0 = i].

Proposición 1.3.2. Para cada i, j ∈ E

Pi[T j = n + 1] =
∑
k 6=j

P ikPk[T j = n], n ≥ 1.

La ecuación anterior es una fórmula recursiva para la densidad de T j, la
cual es posible calcular ya que para toda i, j ∈ E:

Pi[T j = 1] = P ij.
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Además se tiene:

Pi[T j = ∞] = 1−
∞∑

k=1

Pi[T j = k].

Notación 1.3.1. Sea ρij = Pi[T j < ∞].

Obsérvese que ρij =
∑∞

k=1
Pi[T j = k].

Definición 1.3.3. (Estado recurrente y transitorio) Se dice que un estado
i ∈ E de una cadena de Markov es recurrente si ρii = 1 y transitorio si
ρii < 1. En particular si ρii = 1, entonces i es un estado recurrente que se
llamará absorbente.

Ahora si i es un estado recurrente entonces Pi[T i = ∞] = 0, por otro
lado, si i es un estado transitorio entonces Pi[T i = ∞] > 0, es decir, si i es
transitorio con una probabilidad positiva la cadena no se regresa al estado i.

Definición 1.3.4. (Comunicación entre estados) Sean i, j ∈ E, se dice que
i accede a j si ρij > 0, y se denota i → j. Si i → j, j → i se dice que i y j
comunican entre śı y se denota por i ↔ j.

A continuación se muestran algunas propiedades de los estados recurren-
tes y transitorios que están basadas en el tiempo de ocupación, es decir, el
tiempo que la cadena pasa en cada estado.

Definición 1.3.5. (Tiempo de ocupación en un estado) Para cada i ∈ E se
define el tiempo de ocupación en el estado i, N i como:

N i =
∞∑

n=1

1i(Xn),

donde 1i(Xn) =

{
0, si Xn = i
1, si Xn 6= i

.

En otras palabras, N i es el número de veces que la cadena pasa en cada
estado.

Proposición 1.3.3. Sean i, j ∈ E, entonces
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. Pi[N j = k] =

{
ρijρ

k−1
jj (1− ρjj), 1 ≤ k < ∞

1− ρij, k = 0
.

. Si j ∈ E es un estado recurrente, entonces:

Pi[N j = k] =





0, 1 ≤ k < ∞
1− ρij, k = 0
ρij, k = ∞

y

Ei[N j] =

{ ∞, si ρij > 0
0, si ρij = 0

.

En particular:

Pj[N j = ∞] = 1 y Ej[N j] = ∞.

. Si j ∈ E es un estado transitorio:

Pi[N j < ∞] = 1 y Ei[N j] =
ρij

1− ρjj

.

1.4 Procesos de Markov de Saltos

Definición 1.4.1. (Proceso de Markov) Un proceso de Markov {X t}t≥0 (t ∈
R) sobre un espacio finito E es un proceso estocástico con la propiedad que:

P(X tn = in | X tn−1
= in−1, . . . , X t1

= i1, X(0) = io) = P(X tn = in | X tn−1
= in−1).

El proceso de Markov es homogéneo en tiempo si además P(X t+h = j |
X t = i) = P h

ij solamente depende de h. Se llama P h
ij sus probabilidades de

transición y la matriz Ph = {P h
ij}i,j∈E su matriz de transición.

Teorema 1.4.1. Chapman-Kolmogorov:

Ps+t = PsPt.

Demostración. Por la ley de la probabilidad total y la propiedad de Markov:

P t+s
ij = P(X t+s = j | X0 = i)

=
∑

k

P(X t+s = j,Xs = k | X0 = i)
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=
∑

k

P(X t+s = j | Xs = k,X0 = i)P(Xs = k | X0 = i)

=
∑

k

P(X t+s = j | Xs = k)P(Xs = k | X0 = i)

=
∑

k

P s
ikP

t
kj.

Notación 1.4.1. Sea F t = σ(Xs : s ≤ t).

Sea S0 = 0 < S1 < S2 < . . . los tiempos de salto. Las diferencias
T n = Sn+1 − Sn son los tiempos de ocupación en los estados entre saltos.
Hay que notar con cuidado la notación usada: T 0 es el tiempo hasta el
primer salto, T 1 es el tiempo entre el primer salto y el segundo salto, y aśı
para adelante. Finalmente sean Y 0, Y 1, . . . la secuencia de estados visitados,
denótese Y i = X(Si). En caso que existiera un último Sn, i.e. en caso
de absorción en algún estado, entonces se define T n = T n+1 = . . . = ∞ y
Y n = Y n+1 = . . . = i si X(Sn) = i.
Está claro que las trayectorias de X t se pueden reconstruir usando el cono-
cimiento de {(Y n, T n)}n≥0. Entonces la distribución simultánea o conjunta
de (Y n, T n) es de principal interés. Sea

pn = Pi(Y k = ik, T k−1 > tk, k = 1, . . . , n).

Teorema 1.4.2. Existen números λi ≥ 0 y una matriz de transición Q tal
que

pn =
n∏

k=1

qik−1ik
exp(−λik−1

tk).

Demostración. Defina f(t) = Pi(T 0 > t). Entonces

f(t + s) = Pi(T 0 > t + s)

= Ei(Pi(T 0 > t + s | F t))

= Ei(Pi(T 0 > t + s, T 0 > t | F t))

= Ei(I{T 0 > t}Pi(T 0 > t + s | F t)) (pues la indicadora I{T 0 > t} es F t medible)

= Ei(I{T 0 > t}Pi(T 0 > s)) (Markov y X t = i)

= f(t)f(s).
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Como f es no creciente (es la probabilidad de la cola de una distribución)
entonces f es de la forma

f(t) = exp(−λit)

para algún λi ≥ 0. Se tiene que:

Pi(Y 1 = j, T 0 > t) = Ei(Pi(Y 1 = j, T o > t | F t))

= Ei(I{T 0 > t}Pi(Y 1 = j))

= qijexp(−λit),

donde qij = Pi(Y 1 = j).

La fórmula general sigue de inducción y la propiedad fuerte de Markov.
Supóngase que la fórmula pm es válida para m = n− 1. Entonces

pn = Pi(Y k = ik, T k−1 > tk, k = 1, . . . , n)

= Pi(Y n = in, T n > tn, Y k = ik, T k−1 > tk, k = 1, . . . , n− 1)

= Ei

(
Pi(Y n = in, T n > tn, Y k = ik, T k−1 > tk, k = 1, . . . , n− 1) | FSn−1

)
)

= Ei

(
I{Y k = ik, T k−1 > tk, k = 1, . . . , n− 1}Pi(Y n = in, T n−1 > tn | FSn−1

)
)

= Pin−1
(Y 1 = in, T 0 > tn)pn−1 (la función indicadora es medible y Markov fuerte)

= qin−1inexp(−λin−1
tn)pn−1,

y el resultado se sigue por inducción.

Corolario 1.4.1. (i) {Y n} es una cadena de Markov.
(ii) Existen números λi ≥ 0 tal que {T `} son condicionalmente independien-
tes con T ` ∼ exp(λY `

).

Demostración.

(i) Utilizando Teorema (1.4.2).

(ii) Nótese que
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Pi(T 0 > t0, . . . , T n−1 > tn−1 | Y 1 = i1, . . . , Y n = in)

=
Pi(T 0 > t0, . . . , T n−1 > tn−1, Y 1 = i1, . . . , Y n = in)

Pi(Y 1 = i1, . . . , Y n = in)

=

∏n
k=1

qik−1ik
exp(−λik−1

tk)∏n
k=1

qik−1ik

(i0 = i)

=
n∏

k=1

exp(−λik−1
tk),

implicando la independencia condicional y las distribuciones exponenciales.

Se ha demostrado que si {X t} es un proceso de Markov de saltos en-
tonces existen constantes λi ≥ 0 y probabilidades qij con las propiedades
mencionadas en el Teorema (1.4.2). La implicación contraria del Teorema
(1.4.2), es decir, el regreso del teorema, también es cierta pero no se va a
profundizar en la demostración, la cual principalmente es un ejercicio en el
uso del teorema de existencia de Kolmogorov.

Definición 1.4.2. (Matriz de intensidad) La matriz de intensidad de {X t}t≥0,
o bien, generador infinitesimal, Λ = {λij}i,j∈E está definida por

λij = λiqij, i 6= j, λii = −
∑
j 6=i

λij = −λi.

Se nota que los elementos en las filas de Λ suman cero. Como los tiempos
de ocupación en el estado i son exponenciales exp(λi), la probabilidad de que
habrá un salto del estado i en el intervalo [t, t+dt) es de λidt (o formalmente
λih + o(h), donde o(h) es una función tal que o(h)/h → 0 cuando h → 0).
Condicionalmente que habrá un salto en [t, t + dt) y X t− = i (ĺımite por la
izquierda), la probabilidad de que el siguiente estado sea j es de qij. Entonces
la probabilidad de un salto del estado i al estado j en [t, t+dt) es de λidtqij =
λijdt.

Teorema 1.4.3. Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov.
Si Pt = {P t

ij} denotan las probabilidades de transición del proceso de Markov
de saltos,

P t
ij = Pi(X t = j) = P(Xs+t = j | Xs = i),

entonces
d

dt
Pt = ΛPt = PtΛ.
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Demostración. Condicionando en el tiempo del primer arribo T 0,

P t
ij = P(X t = j | X0 = i)

= Pi(T 0 > t)δij +

∫ t

0

λie
−λis

∑

k 6=i

qijP
t−s
kj ds

= e−λitδij +

∫ t

0

λie
−λi(t−u)

∑

k 6=i

qijP
u
kjdu

= e−λit

(
δij +

∫ t

0

eλiu
∑

k 6=i

λkiP
u
kjdu

)
.

El integrante es acotado sobre [0, T ] y por lo tanto se concluye que P t
ij es

diferenciable con respecto a t. Entonces

d

dt
P t

ij = −λie
−λit

(
δij +

∫ t

0

eλiu
∑

k 6=i

λkiP
u
kjdu

)

+e−λiteλit
∑

k 6=i

λkiP
t
kj

= −λiP
t
ij +

∑

k 6=i

λikP
t
kj

= λiiP
t
ij +

∑

k 6=i

λikP
t
kj

=
∑

k

λikP
t
kj,

lo cual es lo mismo que
d

dt
Pt = ΛPt.

La otra ecuación es más dif́ıcil de demostrar en general y se hará solamente
sujeto a la restricción que las intensidades son acotadas, i.e. supi λi < ∞.
Recuérdese que

P h
ij = λijh + o(h)

cuando h → 0, y cuando i = j,

P h
ii = 1− λih + o(h).
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Entonces
P h

ij − δij

h
→ λij cuando h → 0.

Se necesita que la expresión anterior esté uniformemente acotada en i, j y h.
Primero,

0 ≤ P s
ij ≤ probabilidad de que haya un arribo en [0, s]

=

∫ s

0

λie
−λiudu

= λi

∫ s

0

e−λiudu

≤ λi

∫ s

0

1du

= λis,

lo cual implica que

0 ≤ P s
ij

s
≤ λi ≤ sup

j
λj.

Similarmente,

0 ≤ 1− P s
ii ≤ probabilidad de un salto en [0, s]

≤ λis,

implicando lo mismo que antes. Entonces por convergencia dominada

P s+h
ij − P s

ij

h
=

1

h

(∑

k

P s
ikP

h
kj − P s

ij

)

=
∑

k

P s
ik

P h
kj − δkj

h

→
∑

k

P s
ikλkj,

implicando que
d

dt
Pt = PtΛ.
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Corolario 1.4.2. Si E es finito, entonces

Pt = exp(Λt) =
∞∑

n=0

Λntn

n!
.

Demostración. Sigue de teoŕıa estándar de ecuaciones diferenciales y de

P0 = I.

Definición 1.4.3. (Cadena irreducible) Se dice que {X t}t≥0 es irreducible
si existe un t > 0 tal que P t

ij ≥ 0 para todo i, j ∈ E.

Entonces {X t}t≥0 es irreducible si y sólo si {Y n}n∈E es irreducible o si y
sólo si P t

ij ≥ 0 para todo t > 0.

Teorema 1.4.4. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) {Y n}n∈E es irreducible.
(ii) ∀i,j ∈ E ∃t > 0 : P t

ij > 0.
(iii) ∀i,j ∈ E ∀t > 0 : P t

ij > 0.

Demostración. (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) es obvio. Falta demostrar (i) ⇒ (iii).
Tómese i, j ∈ E. Entonces i, j comunican (con respecto a {Y n}) y por
lo tanto existe un camino de i a j, sea i, i1, i2 . . . , in, j tal que qii1

> 0, qi1i2
>

0, . . . , qinj > 0. Ahora la probabilidad

P t
ij ≥ prob. de irse i → i1 → . . . → in → j en tiempo t.

La expresión a la mano derecha es una convolución de exponenciales (gama),
la cual tiene una densidad estrictamente positiva en todos sus puntos y lo
cual entonces implica que P t

ij ≥ 0 para todo t > 0.

1.5 Convergencia

Sea {Xn | n ∈ N} una sucesión de variables aleatorias definidas sobre un
espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y X una variable aleatoria definida sobre el
mismo espacio.
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Definición 1.5.1. (Convergencia casi segura) Se dice que {Xn} converge
casi seguramente a X con probabilidad 1 si existe A ∈ F nulo, es decir, que
P(A) = 0, tal que Xn(w) → X(w) para cualquier w ∈ Ac.

Notación 1.5.1. Este tipo de convergencia se denota como:

Xn

c.s→ X.

Definición 1.5.2. (Convergencia en distribución) Si {Fn | n ∈ N} y F son
las funciones de distribución de {Xn | n ∈ N} y X respectivamente. Se dice
que {Xn} converge en distribución, o débilmente, a X si limn→∞ Fn(x) = F(x)
para cualquier x punto de discontinuidad de F.

Notación 1.5.2. Este tipo de convergencia se denota como Xn

D→ X, o
también como Fn

D→ F porque no se involucran las variables aleatorias en la
definición.

Cabe mencionar que la convergencia casi segura implica la convergencia en
distribución pero no a la inversa.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Renovación

El término de renovación se refiere a un reemplazo de objetos, ya sea bulbos,
carros, máquinas, personas, entre otras cosas, en el momento en que termina
el tiempo de vida o utilidad de dichas cosas. Partiendo de este concepto,
en este caṕıtulo se muestra el proceso de renovación, los diferentes tipos de
procesos de renovación como son terminales (transitorios) y estacionarios; la
correspondiente función y la densidad de renovación, aśı como la ecuación de
renovación.

Las fuentes bibliográficas para este caṕıtulo son: Beard [4], Bladt [8],
Bühlmann [9] y Syski [13].

2.1 Proceso de Renovación

A partir del momento en que termina la vida o utilidad de alguna cosa
espećıfica, lo que se busca es un remplazo de ésta, por lo que surge el interés
por dos tipos de distribución las cuales corresponden a:

• El tiempo de vida total para n renovaciones.

• El número total de renovaciones al tiempo t.

Se denota a Zn como el tiempo de vida de los objetos inmediatamente
antes de la n-ésima renovación, es decir, como el tiempo de vida de los n
objetos en cuestión. Además se supone que los Zn’s son independientes e
idénticamente distribuidos.
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Ahora, es claro que el tiempo de la n-esima renovación está dado por:

Sn = Zo + Z1 + Z2 + . . . + Zn.

Obsérvese que los Sn son no negativos. El número total de renovaciones al
tiempo t está dado por N(t).

Nótese que la primera distribución de interés se refiere a la distribución
de Sn y la segunda distribución de interés corresponde a la distribución del
proceso puntual N(t).

Definición 2.1.1. (Proceso de renovación) Se dice que {Sn}n∈N es un proce-
so de renovación si {Sn}n∈N es una sucesión de los tiempos entre ocurrencia
de algún suceso y Zo, Z1, Z2, . . . son variables aleatorias positivas e indepen-
dientes de tal modo que Z1, Z2, . . . son idénticamente distribuidas.

Entonces Sn = Zo +Z1 +Z2 + . . .+Zn se llaman las renovaciones, o bien,
las épocas del proceso de renovación.

Zn’s son considerados los tiempos entre los arribos o renovaciones y N(t)
es el número de arribos o renovaciones hasta el tiempo t.

Definición 2.1.2. (Proceso de renovación puro y retrasado) Un proceso de
renovación se llama puro si Zo = 0 y en caso contrario se llama retrasado.

Definición 2.1.3. (Función de renovación) La función de renovación U(t) =
E[N(t)] es el número esperado de renovaciones hasta el tiempo t.

Su derivada u(t) = U ′(t) es llamada la densidad de renovación y entonces
U(t)dt es la probabilidad de renovaciones, o bien, de arribos, durante el pe-
riodo de tiempo [t, t + dt).

Nótese que:

u(t)dt = U(t + dt)− U(t) = E[N [t, t + dt)]. (2.1)

La densidad de renovación es interpretada como la tasa de renovación en
el tiempo.
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Existe una relación importante que hace una correspondencia entre el número
de arribos y el tiempo en que ocurren dichos arribos la cual es:

N(t) ≤ n ⇐⇒ Sn > t.

El lado izquierdo de la previa expresión significa que el número de arribos
o renovaciones al tiempo t es menor o igual a n y el lado derecho quiere decir
que el tiempo en que ocurre la n-ésima renovación es mayor que t. Véase la
figura 2.1, cuando el número de renovaciones es igual a 4 y el tiempo en que
ya sucedieron las 4 renovaciones es τ para verificar que la relación es cierta.

Figura 2.1: Relación entre el número de arribos y el tiempo en que ocurren
éstos.

Notación 2.1.1. Sea G una función y F una medida. Entonces la convolu-
ción F ∗G es una función y se define de la siguiente manera:

F ∗G(t) =

∫
t

0

G(t− x)dF(x).

Usando la relación entre el número y el tiempo en que ocurren los arribos,
y el hecho de que N(t) es un proceso puntual se obtiene:

U(t) =
∑
n≥0

P[N(t) = n] =
∑
n≥0

P[N(t) > n] =
∑

P[Sn ≤ t]

= P[Zo ≤ t] + P[Zo + Z1 ≤ t] + . . .

= Fo(t) + (Fo ∗ F1)(t) + . . .
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Entonces

U(t) =

(
Fo ∗

∞∑
n=0

F∗n

)
(t), (2.2)

donde Fo es la función de distribución de Zo y F es la función de distribución
de Z1, y por lo tanto, de todas las demás. El * denota convolución y por
convención se tomará F∗0 = I.

Ahora bien, si el proceso de renovación es puro entonces la ecuación (2.2)
se simplifica a:

U(t) =
∞∑

n=0

F∗n(t).

2.2 Procesos de Renovación Estacionarios

Definición 2.2.1. (Proceso de renovación estacionario) Un proceso de re-
novación es estacionario si tiene una tasa de renovación constante, es decir,
que u(t) = c donde c es una constante.

De la ecuación (2.1) se tiene: U(t) = E[N(t)] = ct.

Considérese un proceso de renovación estacionario, entonces usando la
ecuación (2.2):

U(t) = Fo ∗
∞∑

n=0

F∗n(t) = Fo ∗
(

F∗0 +
∞∑

n=1

F∗n

)
(t) = F0 ∗

(
I + F ∗

∞∑
n=0

F∗n

)
(t)

=

(
F0 + F ∗ F0 ∗

∞∑
n=0

F∗n

)
(t) = (Fo + F ∗ U) (t).

Como U(t) = ct entonces:

ct = F0(t) +

∫
t

0

c · (t− z)dF(z).

Donde se tiene de igual forma que:

F0(t) = ct−
∫

t

0

c · (t− z)dF(z).
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Integrando por partes haciendo u = c · (t− z) y dv = dF(z) resulta que:

∫
t

0

c · (t− z)dF(z) = [c · (t− z)F(z)]t0 + c

∫
t

0

F(z)dz

= c

∫
t

0

F(z)dz.

Por lo tanto:

F0(t) = ct− c

∫
t

0

F(z)dz = c

∫
t

0

(1− F(z))dz.

Ahora, suponiendo que Fo es una función de distribución propia, es decir,
no defectuosa, lo que a su vez significa por definición que Fo(∞) = 1, se tiene
que c

∫ ∞
0

(1−F(z))dz = 1. Por otro lado, se sabe que
∫ ∞

0
(1−F(z))dz = µ, lo

cual se demostrará más adelante en la Proposición(4.2.2), entonces se tiene
que c = 1/µ.

Por la ecuación (2.1), para un proceso de renovación estacionario N(t) se
obtiene:

E[N(t, t + dt)] = U(t + dt)− U(t) = (t + dt)/µ− t/µ = dt/µ.

2.3 Ecuación de Renovación

La ecuación de renovación está definida por:

Z = z + F ∗ Z,

donde Z y z tienen soportes contenidos en R+. Escribiendo esta ecuación de
forma expĺıcita:

Z(t) = z(t) +

∫
t

0

Z(t− x)dF(x).

Teorema 2.3.1. Sea la función de renovación de un proceso de renovación
puro U(t) < ∞ para todo t y supóngase que z es acotado, entonces Z = U ∗z
es la única solución con soporte contenido en R+, la cual es acotada en
intervalos acotados.
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Demostración. Sea Sn = Zo+Z1+Z2+. . .+Zn dado F(0) = 0. Entonces para
todo x ∈ R+ existe una n tal que P[Sn ≤ x] < 1, o de la forma equivalente,
para todo x ∈ R+ ∃β ∈ Z+ tal que F∗β(x) < 1. Entonces:

U(t) =
∞∑

n=0

F∗n(t) ≤
∞∑

k=0

βF∗βk(t).

Para argumentar esto, nótese que Sn+1 ≥ Sn (por como está definido Sn) lo
que implica que:

P[Sn+1 ≤ x] ≤ P[Sn ≤ x] ⇒ F∗(n+1)(t) ≤ F∗n(t).

Obsérvese que F∗k es una función decreciente, entonces:

F∗(r(k−1)+1)(t) + F∗(r(k−1)+2)(t) + . . . + F∗rk(t) ≤ rF(r(k−1)+1)(t).

Nótese que F∗k(t) = P[Sk ≤ t] → 0 al mismo tiempo que k → ∞, de
modo que se obtiene:

U(t) ≤ β(1− F∗β(t))

∑∞
k=0

F∗βk(t)

1− F∗β(t)
≤ β

1− F∗β(t)
< ∞.

Con lo que se prueba que U(t) < ∞ para todo t. Ahora, sea Z(t) = U ∗ z(t),
sustituyendo en:

F ∗ Z = F ∗ U ∗ z = F ∗
∞∑

n=0

F∗n ∗ z

= F ∗ (F∗0 + F∗1 + F∗2 + . . .) ∗ z

= F ∗ F∗0 ∗ z + F ∗ F∗1 ∗ z + F ∗ F∗2 ∗ z + . . .

= F ∗ z + F∗2 ∗ z + F∗3 ∗ z + . . .

=
∞∑

n=0

F∗n ∗ z − z = U ∗ z − z.

Con lo cual se prueba que Z es una solución de la ecuación de renovación.
Escójase otra solución con las mismas caracteŕısticas que Z a la ecuación de
renovación, supóngase V , entonces V = z + F ∗ V .
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Luego Z − V = z + F ∗ Z − (z + F ∗ V ) = F ∗ Z − F ∗ V = F ∗ (Z − V )
lo que conduce a que Z − V = F∗n ∗ (Z − V ) para todo n.

Como U(t) =
∑∞

n=0
F∗n(t) < ∞ entonces F∗n(t) → 0 cuando n → ∞.

Z − V está acotada en intervalos acotados y eso se debe a las caracteŕısticas
tanto de Z como de V , entonces se tiene lo siguiente:

| Z − V | (t) = |
∫

t

0

(Z − V )(t− x)dF∗n(x) |

≤
∫

t

0

| (Z − V ) | (t− x)dF∗n(x)

≤
∫

t

0

CdF∗n(x) → 0 cuando n →∞.

Con esto se prueba la unicidad de Z.

2.4 Procesos de Renovación Terminales o Tran-

sitorios

Definición 2.4.1. (Procesos de renovación terminales) Los procesos de re-
novación los cuales sólo tienen un número finito de renovaciones reciben el
nombre de procesos de renovación terminales, y se presentan cuando Sn = ∞
para algún n, y esto a su vez sucede si Zn = ∞. Dicha situación ocurre
cuando la función de distribución entre los arribos es defectuosa, es decir
que, ‖F‖ = limt→∞ F(t) < 1, y quiere decir que existe un átomo en ∞.

Definición 2.4.2. (Tiempo de vida de un proceso de renovación) Un proceso
de renovación es terminal si ‖F‖ < 1. El tiempo de vida del proceso de
renovación M está definido por:

M = sup{Sn | Sn < ∞},
es decir, la época finita más larga.

Teorema 2.4.1. Para un proceso de renovación terminal puro con función
de renovación U(t) se tiene que:

P[M ≤ x] = (1− ‖F‖)U(x).
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Demostración. Sea Z(x) = P[M ≤ x] para x ≥ 0. Como el proceso es puro
entonces Zo = 0, usando el teorema de probabilidad total condicionado sobre
Z1, se tienen dos casos:

1. Que Z1 = ∞ lo cual ocurre con una probabilidad de 1− ‖F‖.
Esto implica que M = 0 y entonces se obtiene que P[M ≤ x] = 1 para
todo x ≥ 0.

2. Que Z1 = s < ∞ entonces M ≤ x si y sólo si el proceso de renovación
el cual inicia a partir del tiempo s tiene el tiempo de vida menor o igual
a x− s, el cual sucede con la probabilidad Z(x− s).

Entonces conjuntando los dos casos resulta que:

P[M ≤ x] = P[M ≤ x | Z1 = ∞]P[Z1 = ∞] +

∫ ∞

0

P[M ≤ x | Z1 = s]fZ1
(s)ds

= P[M ≤ x | Z1 = ∞]P[Z1 = ∞] +

∫ ∞

0

P[M ≤ x− s]fZ1
(s)ds.

Pero la integral del segundo sumando es válida sólo en el intervalo (0, x)
pues en el otro caso, es decir, en el intervalo (x,∞) la integral vale cero pues
M < 0.

Por lo tanto:

Z(x) = (1− ‖F‖) · 1 +

∫
x

0

Z(x− s)dF(s).

En esta ecuación de renovación en particular, z(x) = 1− ‖F‖, la cual es
una constante que está acotada, entonces por el Teorema (2.3.1), la única
solución a esta ecuación, Z(x), está dada por:

Z(x) = U ∗ (1− ‖F‖) (x) =

∫
x

0

(1− ‖F‖) dU(t).

Integrando:
Z(x) = (1− ‖F‖) U(t) |x0= (1− ‖F‖) U(x),

dado que U(0) = 0 pues F(0) = 0.
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Caṕıtulo 3

Método Fase

El método fase se refiere al supuesto de una variable aleatoria positiva X sea
descompuesta dentro de etapas, cada una de las cuales tiene una duración
con distribución exponencial. En este caṕıtulo se exponen ejemplos cuando
se conoce cómo se distribuye la variable aleatoria entre las que se muestran
la distribución Coxian, la distribución Erlang y, por supuesto, el caso general
cuando la función de densidad es fX(s), calculando en la mayoŕıa de los casos
los respectivos elementos de los que consta una distribución fase: diagrama
fase, matriz de intensidad y distribución inicial del proceso.
Se mencionan las propiedades básicas de las variables aleatorias tipo fase:
distribución acumulada, densidad, función generadora de momentos y el n-
ésimo momento.

Las fuentes consultadas para el desarrollo de este caṕıtulo son: Asmussen
[3] y Bladt [6].

3.1 Distribución Tipo Fase

Definición 3.1.1. (Distribución tipo fase) Una distribución tipo fase es una
distribución del tiempo hasta que un proceso de Markov sale por primera vez
de un conjunto de estados transitorios, dicho de otra forma, es la distribución
del tiempo de vida de un proceso de Markov terminal.

Sea E = {1, 2, . . . , p} el conjunto de estados transitorios, y sea p + 1 un
estado extra que es absorbente.
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Considérese un proceso de Markov {J t}t≥0 sobre el espacio de estados
E+ = E ∪ {p + 1}. Este tipo de proceso de Markov se llama proceso de
Markov de saltos.

Sea X el tiempo de absorción del proceso (o bien, el tiempo de vida del
proceso), es decir, cuando JX = p + 1. Entonces X tiene una distribución
tipo fase.

Las distribuciones tipo fase son generadas por procesos de Markov sobre
un espacio de estados finito.

Definición 3.1.2. (Matriz de intensidad de un proceso de Markov de saltos)
La matriz de intensidad Λ = (λij)i,j∈E+

de un proceso de Markov de saltos
está dada por:
λij = λiqij con i 6= j y λii = −λi, donde las qij’s son las probabilidades de
los saltos del proceso (probabilidades de transición) y λi > 0.

Proposición 3.1.1. Una matriz Λ de E+ × E+ es la matriz de intensidad
de un proceso de Markov {J t}t≥0 si y sólo si: λij ≥ 0 para i 6= j, λii ≤ 0 y∑

j∈E+
λij = 0.

Retomando lo de distribuciones tipo fase, la matriz de intensidad Λ de
{J t}t≥0 está dada por:

Λ =

(
T t
0 0

)
,

donde T = {tij}i,j=1,...,p es una matriz de p× p la cual contiene tasa de tran-
sición entre los estados en E, t = {ti}i=1,...,p es un vector columna con p
renglones que proporciona las tasas de transición al estado absorbente, es
decir, que proporciona las tasas de salida de E y 0 es un renglón con p
columnas de puros ceros. Sea π′ = (π, 0) = (π1, π2, . . . , πp, 0) la distribu-
ción inicial del proceso {J t}t≥0 concentrado en E, donde se supondrá que
π1 + π2 + . . . + πp = 1; πi = P[J o = i] con i ∈ E, por lo que se pueden ver
como las probabilidades de entrada.

Entonces (E, π,T) o sólo (π,T) es la representación a una distribución tipo
fase.
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Obsérvese que t = −Te donde e es el vector columna de 1’s, pues en una
matriz de intensidad, por definición, los renglones suman 0, esto quiere decir
que: t+Te=0.

Notación 3.1.1. Cuando se dice que X ∼ PH(π,T) se refiere a que X
tiene una distribución tipo fase con los correspondientes parámetros antes
explicados.

A continuación se proporcionan unos ejemplos para hacer más claro lo
antes citado:

Ejemplo 3.1.1. Sea X = Z1 + Z2 + . . . + Zp donde Z1, Z2, . . . , Zp son
independientes y exponencialmente distribuidas con parámetros λ1, λ2, . . . , λp

respectivamente, tomándose a π = (1, 0, 0, . . . , 0), entonces se obtiene:

T =




−λ1 λ1 0 0 0 . . . 0
0 −λ2 λ2 0 0 . . . 0
0 0 −λ3 λ3 0 . . . 0
. . . . . . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . −λp




, t = −Te =




0
0
.
.
0
λp




.

Ejemplo 3.1.2. Las distribuciones de Coxian son parecidas a sumas de dos
variables exponenciales con la caracteŕıstica adicional que la suma contiene
al menos 1 y a lo más p variables, siendo entonces un número aleatorio
de variables. El siguiente diagrama (llamado diagrama fase) permite ver el
comportamiento de dichas distribuciones:

Figura 3.1: Diagrama Fase de una Distribución Coxian.

Como se puede observar, las flechas horizontales indican las probabili-
dades de transición entre los estados no absorbentes y las flechas verticales
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indican la probabilidad de transición al estado absorbente.

Por consecuencia, este tipo de distribuciones tipo fase, con π = (1, 0, 0, . . . , 0)
tiene como elementos de su matriz de intensidad los siguientes:

T =




−t1 − t12 t12 0 . . . 0 0
0 −t2 − t23 t23 . . . 0 0
. . . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 0 . . . −tp−1 − tp−1,p tp−1,p

0 0 0 . . . 0 −tp




, t = −Te =




t1

t2

.

.
tp−1

tp




.

Cabe mencionar que la distribución de Erlang es un caso especial de la dis-
tribución de Coxian.

Ejemplo 3.1.3. La distribución de Erlang con p fases es la convolución de p
densidades exponenciales con la misma intensidad λ, y entonces es definida
como una distribución Gamma con parámetro entero p y densidad:

λp
xp−1

(p− 1)!
e−λx.

Dicha distribución tiene el siguiente diagrama fase cuando se habla de 4 fases:

Figura 3.2: Diagrama Fase de una distribución de Erlang con 4 fases.

Por ello, se tienen los siguientes elementos para la matriz de intensidad
de la distribución de Erlang con π = (1, 0, 0, . . . , 0):

T =




−λ λ 0 . . . 0 0
0 −λ λ . . . 0 0
. . . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 0 . . . −λ λ
0 0 0 . . . . −λ




, t = −Te =




0
0
.
.
0
λ




.
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Definición 3.1.3. (Matriz exponencial) Sea exp(Λs) =
∑∞

n=0
Λnsn/n! la

cual denota la matriz exponencial de Λs, donde s es una constante y Λ es
una matriz.
La matriz de transición Ps de {J t}t≥0 está dada por Ps = exp(Λs). Haciendo
algunos cálculos se obtiene:

exp(Λs) = Ip+1 +
∞∑

n=1

Λnsn/n!

= Ip+1 +

(
exp(Ts) −exp(Ts)e

0 0

)
−

(
Ip −e
0 0

)

=

(
exp(Ts) e− exp(Ts)e

0 1

)
.

Ejemplo 3.1.4. Sea fX(s) la densidad de X ∼ PH(π,T). Entonces fX(s)ds
es la probabilidad que X ∈ [s, s+ds), o bien,{J t}t≥0 se absorba en el intervalo
[s, s + ds). Como se puede observar, esto ocurre si en el tiempo anterior más
próximo a s, el proceso {J t}t≥0 está en algún estado y llega a efectuarse la
transición al estado p+1 durante [s, s+ds). Véase lo siguiente para i, j ∈ E:

P[J s = i | J 0 = j] = P s
i,j = (exp(Ts))j,i.

Ahora, si J s = i entonces la probabilidad de salir durante [s, s + ds) es tids
dado que los tiempos de estancia son distribuidos exponencialmente. Con el
apoyo de la ley de probabilidad total, se condiciona sobre el estado inicial y
la tasa de salida:

fX(s)ds =

p∑
j=1

P[X ∈ [s, s + ds) | J 0 = j]πj

=

p∑
j=1

p∑
i=1

P[X ∈ [s, s + ds) | J s = i, J 0 = j]P[J s = i | J 0 = j]πj.

Usando la propiedad de Markov:

fX(s)ds =

p∑
j=1

πj

p∑
i=1

P s

i,jP[X ∈ [s, s + ds) | J s = i]

=

p∑
j=1

p∑
i=1

πjP
s

i,jtids =

p∑
j=1

p∑
i=1

πj(exp(Ts))j,itids,
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fX(s)ds = πexp(Ts)tds.

Ejemplo 3.1.5. Considérese un proceso de renovación con tiempos entre
los arribos con distribución tipo fase y representación (π,T). Entonces la
densidad de renovación u(s) = πexp((T + tπ)s)t. Obsérvese que junto con
el proceso de Markov de saltos se obtiene un nuevo proceso de Markov, sea
{J ′s}s≥0 con espacio de estados E y matriz de intensidad T+tπ, la transición
del estado i al j de {J ′s}s≥0 en el intervalo de tiempo entre arribos [s, s+ ds)
puede ser de dos maneras diferentes:

1. a través de una transición de {J t}t≥0 de i a j con probabilidad tijds.

2. mediante el proceso {J t}t≥0 sale en [s,s+ds) y el siguiente proceso
{J t}t≥0 inicia en j, lo cual ocurre con una probabilidad de tidsπj.

Figura 3.3: Proceso de renovación tipo fase 5 dimensional.

La figura 3.3 representa el proceso del que se está hablando, es un proceso
de renovación tipo fase 5 dimensional y τ 1, τ 2, τ 3, representan las épocas de
los arribos.

Por lo tanto tijds + tiπjds conduce a que T + tπ es la matriz de intensi-
dad.
Usando el hecho que {J t}t≥0 y {J ′s}s≥0 tienen la misma distribución y el
resultado del ejemplo anterior se obtiene:

u(s) =

p∑
j=1

p∑
i=1

πj(exp((T + tπ)s))j,itids

= πexp((T + tπ)s)tds.
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Lo que significa que la distribución de {J ′s}s≥0 está dada por:

πexp((T + tπ)s).

Corolario 3.1.1. Sea un proceso de renovación terminal en el cual los arribos
siguen una distribución tipo fase defectuosa con representación (π,T), lo
que significa que ‖π‖ < 1, entonces el tiempo de vida, definido como en la
Definición (2.4.2), es tipo fase con representación (π,T + tπ).

Demostración. Basta con sólo notar que {J ′s}s≥0 es el proceso que gobierna
al tiempo de vida y por lo visto en el anterior Ejemplo (3.1.5) dicho proceso
tiene los parámetros correspondientes que son matriz de intensidad T + tπ
y distribución inicial π.

Ahora para los procesos de renovación que no son terminales, se define al
exceso de vida ξ(t) en el tiempo t hasta la siguiente renovación después de t.

Corolario 3.1.2. Sea un proceso de renovación el cual los arribos tienen
una distribución tipo fase con representación (π,T), y sea µX = −πT−1e la
media de X. Entonces:

i. El exceso de vida ξ(t) al tiempo t es una distribución tipo fase con
representación (νx,T) donde νx = πexp((T + tπ)x).

ii. ξ(t) tiene una distribución ĺımite tanto como t →∞, la cual tiene una
distribución tipo fase con representación (ν,T) donde ν = −πT−1/µX.

Demostración. Tómese nuevamente el proceso {J ′s}s≥0 para proseguir con la
demostración.

El tiempo de la siguiente renovación después de t es el tiempo del siguiente
salto de la segunda forma que ya antes se mencionó en el Ejemplo (3.1.5),
entonces ξ(t) es una distribución tipo fase con representación (νx,T) donde
νx es la distribución de {J ′s}s≥0 que como se vió en el Corolario (3.1.1), tiene
la distribución que se pide para el inciso i.

Para el inciso ii, se tiene que encontrar a qué equivale el valor de ν, en-
tonces la siguiente solución única de:

νe = 1 y ν(T + tπ) = 0 (3.1)
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es −πT−1/µX, pues satisface las dos condiciones de la ecuación (3.1):

−πT−1

µX

e =
µX

µX

= 1.

Por otro lado:

−πT−1

µX

(T + tπ) =
−π − πT−1tπ

µX

=
−π + πT−1Teπ

µX

(Usando el hecho que t = −Te)

=
−π − πeπ

µX

=
−π + π

µX

= 0.

Pues se supone que la suma de las entradas de π es igual a 1.
Por lo que se obtiene ν = −πT−1/µX.

3.2 Propiedades Básicas

Las propiedades básicas de las distribuciones tipo fase se presentan en el
siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. Sea X tipo fase con representación (π,T), entonces:

a. La función de distribución acumulada es FX(s) = 1− πexp(Ts)e.

b. La función de densidad es fX(s) = πexp(Ts)t.

c. La función generadora de momentos LX(s) =
∫ ∞

0
exp(sx)fX(s)ds está

dada por π(−sI−T)−1t.

d. El n-ésimo momento E [Xn] =
∫ ∞

0
xnfX(s)ds es igual a (−1)nn!πT−ne.

Demostración. Para a. Se define a P̄s = {P̄ s
ij} como la matriz de transición

en el paso s del proceso {J t} concentrado en E+ y se denota a Ps como
la matriz de transición del proceso {J t} concentrado en E, entonces para
algunos estados i, j ∈ E se obtienen las siguientes ecuaciones:

dP s
ij

ds
=

dP̄ s
ij

ds
= tiP̄ s

δj +
∑
k∈E

tikP̄ s
kj =

∑
k∈E

tikP
s

kj.
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De lo que se sigue que d
ds

Ps = TPs y como es natural P0 = I, la cual funciona
como condición inicial para la ecuación diferencial dada, entonces la solución
a ésta es:

Ps = exp(Ts).

Luego:

1− FX(s) = P[X > s] = P[J s ∈ E]

=

p∑
j=1

p∑
i=1

πjP
s

ij = πPse.

Para b. Se hace lo siguiente:

fX(s) = F′X(s) = −π
d

ds
Pse

= −πexp(Ts)Te = πexp(Ts)t,

dado que −Te = t, además T y exp(Ts) conmutan, pues es lo mismo:

T · exp(Tx) = exp(Tx) ·T.

Para c. Se tiene que resolver la siguiente integral:

LX(s) =

∫ ∞

0

exp(sx)πexp(Tx)tdx

= π

(∫ ∞

0

exp ((sI + T)x) dx

)
t = π(−sI−T)−1t.

Para el inciso d. Se utiliza la función generadora de momentos derivando a
ésta última n veces, obteniéndose lo siguiente:

d

dsn
π(−sI−T)−1t = (−1)n+1n!π(sI + T)−n−1t.

Evaluando esto cuando s = 0:

d

dsn
π(−sI−T)−1t | s=0 = (−1)n+1n!πT−n−1t

= (−1)nn!πT−n−1Te = (−1)nn!πT−ne.

40



Caṕıtulo 4

El Modelo de Riesgo Clásico

Una de las formas tradicionales en donde se presenta lo que es la teoŕıa de
riesgo es dentro de una compañ́ıa de seguros. Lo que se presenta a continua-
ción es el modelo más sencillo de riesgo que presenta una aseguradora. Este
modelo se denomina modelo de riesgo clásico, también conocido como mode-
lo compuesto de Poisson, o bien, de Cramér-Lundberg; el modelo considera
que el número de reclamaciones se distribuye como un proceso de Poisson.
Se calcula la probabilidad de ruina de la aseguradora y, consecuentemente, la
probabilidad de que no ocurra ruina (probabilidad de supervivencia). Este
cálculo se realiza utilizando dos distintos procesos de riesgo.

Las fuentes bibliográficas de este caṕıtulo son: Asmussen [1], Asmussen
[3], Bladt [5], Bladt [8], Gerber [11] y Grandell [12].

4.1 Modelo de Riesgo

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, en el cual se definen los siguientes
elementos:

1. un proceso puntual N = {N(t); t ≥ 0} con N(0) = 0.

2. una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (v.a.i.i.d) {Zk}∞1 , con función de distribución común F con
media µ y varianza σ2 y de tal modo que F(0) = 0.

Definición 4.1.1. (Proceso de riesgo) Sea X un proceso de riesgo, el cual
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se define de la siguiente manera:

X(t) = ct−
N(t)∑
k=1

Zk,

donde c es una constante positiva y Zo = 0.

Dentro de este modelo se considera a N(t) como el número de siniestros
o reclamaciones que tiene la compañ́ıa dentro de un intervalo de tiempo
(0, t]. Para cada punto de N(t) la aseguradora tiene que pagar una canti-
dad de dinero y por cada unidad de tiempo recibirá, de forma determinista,
c unidades de dinero. Si N(t) = 0 quiere decir que no hay ninguna recla-
mación; el proceso de riesgo decrece de acuerdo al número de reclamaciones
que ocurran a lo largo del tiempo.

La constante c es llamada la tasa de la prima del riesgo total, lo que sig-
nifica que los incrementos entre los saltos de la tasa son lineales.

Se supone que el proceso N tiene una intensidad α y que E[N(t)] = αt.
El beneficio o pérdida esperada del negocio sobre el intervalo (0, t] estará
dado por:

E[X(t)] = ct− E[N(t)]E[Zk] = (c− αµ)t.

Donde de manera expĺıcita se desarrolla el cálculo de E[
∑

N(t)

k=1
Zk].

Proposición 4.1.1. E[
∑

N(t)

k=1
Zk] = αtµ.

Demostración.

E

[
N(t)∑
k=1

Zk

]
= E

[
E

[
N(t)∑
k=1

Zk | N(t)

]]
.

Por un lado:

E

[
N(t)∑
k=1

Zk | N(t) = n

]
= E

[
n∑

k=1

Zk

]
= nE [Zk] ,

dado que las Z ′
ks tienen la misma distribución.

Entonces:

E

[
N(t)∑
k=1

Zk | N(t)

]
= N(t)E [Zk] .
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Se concluye que:

E

[
N(t)∑
k=1

Zk

]
= E [N(t)E[Zk]] = αtE [Zk] = αtµ.

La sobreprima de seguridad relativa ρ está definida como:

ρ =
c− αµ

αµ
=

c

αµ
− 1.

Un proceso de riesgo se dice que tiene sobreprima de seguridad positiva
si ρ > 0, lo que equivale a que el proceso tiende a ∞.

La probabilidad de ruina1 que enfrenta la aseguradora se define con respecto
al riesgo del proceso, considerando que inicia con una cantidad de capital u.

Definición 4.1.2. (Proceso de riesgo de reserva) Sea Rt un nuevo proceso,
llamado proceso de riesgo de la reserva, definido del siguiente modo:

Rt = u + X(t),

donde Ro = u es el capital inicial de la compañ́ıa. Este proceso describe la
evolución de la reserva al final de cada periodo.

Definición 4.1.3. (Probabilidad de ruina en horizonte infinito) La proba-
bilidad de ruina en el horizonte infinito es:

Ψ(u) = P[Rt < 0, para algún t > 0 | Ro = u] = P
[

inf
0≤t<∞

Rt < 0 | R0 = u

]
.

Significa que se busca la probabilidad de que Rt se encuentre debajo de un
cierto nivel cŕıtico.

De lo cual se desprende que la probabilidad de que no-ocurra-ruina es
Φ(u) = 1−Ψ(u), también conocida como la probabilidad de supervivencia.

Nótese que Ψ(u) = 1 para u < 0.

1En algunos textos esta probabilidad es llamada: función de ruina.
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Figura 4.1: Probabilidad de Ruina.

Definición 4.1.4. (Tiempo de ruina) Sea τ una variable aleatoria denomi-
nada tiempo de ruina, está dada por:

τ(u) = inf{t > 0 | Rt < 0},
donde u es la reserva inicial de la aseguradora.

Obsérvese que si τ(u) = ∞ entonces Rt ≥ 0, ∀t.
A partir de la definición anterior se puede conducir a su vez a otras

definiciones:

Definición 4.1.5. (Probabilidad de ruina en horizonte finito) La probabili-
dad de ruina en horizonte finito es:

Ψ(u; n) = P[τ(u) ≤ n].

Esto representa la probabilidad que la ruina ocurra no después del periodo
n, donde n ∈ N.

Definición 4.1.6. (Probabilidad de ruina en horizonte infinito) La proba-
bilidad de ruina en horizonte infinito es:

Ψ(u) = P[τ(u) < ∞].
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4.2 Probabilidad de Ruina

Cuando se habla de un proceso de riesgo clásico, o también conocido como
compuesto de Poisson o de Cramér-Lundberg, X(t), se está refiriendo a un
modelo Poisson pues el proceso N se comporta como un proceso Poisson.
Ahora para calcular la probabilidad de ruina se utiliza el hecho de que Φ(u)
es diferenciable, resultado que se demuestra en la Proposición (4.2.1).

Teorema 4.2.1. Sea Φ(u) = 1 − Ψ(u) la probabilidad de supervivencia en-
tonces tiene la ecuación:

Φ(u) =

∫ ∞

0

λe−λt

∫
u+ct

0

Φ(u + ct− z)f(z)dtdz (4.1)

e ilustración la figura 4.2.

Figura 4.2: Probabilidad de Supervivencia.

La demostración de este teorema se basa en un argumento de renovación
expuesto en el Caṕıtulo 2. En este trabajo no se desarrollará explićıtamente.

Proposición 4.2.1. Φ(u) es diferenciable.

Demostración. De la ecuación (4.1) se tiene:

Φ es una probabilidad ⇒ Φ es acotada

⇒
∫

u+ct

0

Φ(u + ct− z)f(z)dz es continua
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⇒ Φ es continua

⇒
∫

u+ct

0

Φ(u + ct− z)f(z)dz es diferenciable

⇒ Φ es diferenciable.

Véase el comportamiento de Rt en un pequeño intervalo de tiempo, (0,dt],
suceden cuatro posibles casos:

• Ninguna reclamación ocurre en (0,dt].

• Una reclamación ocurre en (0,dt] pero la cantidad a pagar no ocasiona
la ruina.

• Una reclamación ocurre en (0,dt] y la cantidad a pagar si ocasiona la
ruina.

• Más de una reclamación ocurre en (0,dt].

Nótese que Rt tiene incrementos independientes y estacionarios pues X(t) los
tiene, Φ(u) es diferenciable y utilizando el teorema de la probabilidad total,
se tiene el siguiente desarrollo:

Φ(u) =
∑

Φ(u | N t = x)P[N t = x].

Entonces se obtiene:

Φ(u) = (1− αdt + o(dt))Φ(u + cdt) + (αdt + o(dt))

∫
u+cdt

0

Φ(u + cdt− z)f(z)dz

+(αdt + o(dt))0 + o(dt)

= (1− αdt)Φ(u + cdt) + αdt

∫
u+cdt

0

Φ(u + cdt− z)f(z)dz + o(dt)

= Φ(u + cdt)− αdtΦ(u + cdt) + αdt

∫
u+cdt

0

Φ(u + cdt− z)f(z)dz + o(dt)

= Φ(u) + cdt
Φ(u + cdt)− Φ(u)

cdt
− αdtΦ(u + cdt)

+αdt

∫
u+cdt

0

Φ(u + cdt− z)f(z)dz + o(dt)

= Φ(u) + cdtΦ′(u)− αdtΦ(u + cdt) + αdt

∫
u+cdt

0

Φ(u + cdt− z)f(z)dz + o(dt).
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Dividiendo entre dt y posteriormente tomando dt → 0, se obtiene:

Φ′(u) =
α

c
Φ(u)− α

c

∫
u

0

Φ(u− z)f(z)dz. (4.2)

Ahora Φ(u) y Ψ(u) se pueden considerar respectivamente como la superviven-
cia y la ruina del negocio de la compañ́ıa. Si se estudia el comportamiento
de Φ(u) se observa que el proceso Rt se renueva a śı mismo cuando sucede
la primera reclamación, ya sea conservando una nueva cantidad de dinero si
Z1 < u + cs, o bien, terminando si Z1 > u + cs.

Teorema 4.2.2. La probabilidad de supervivencia Φ(u) = 1−Ψ(u) satisface
la siguiente ecuación de renovación (defectuosa):

Φ(u) = Φ(0) +
α

c

∫
u

0

(1− F(z))(Φ(u− z))dz.

Demostración. Sea S1 la etapa de la primera reclamación, entonces X(S1) =
cS1 − Z1 y supóngase que la ruina no ocurre en (0, S1), entonces se tiene:

Φ(u) = E[Φ(u + cS1 − Z1)] =

∫ ∞

0

αe−αs

∫
u+cs

0

Φ(u + cs− z)f(z)dzds.

Con el cambio de variables x = u + cs ⇒ s = x−u
c

se sigue que:

∫ ∞

0

αe−αsds =

∫ ∞

u

α

c
e−αx/ceαu/cdx.

Por lo que:

Φ(u) =
α

c
eαu/c

∫ ∞

u

αe−αx/c

∫
x

0

Φ(x− z)f(z)dzdx.

Integrar la ecuación (4.2) sobre (0,t) conduce a2:

Φ(t)− Φ(0) =
α

c

∫
t

0

Φ(u)du− α

c

∫
t

0

∫
u

0

Φ(u− z)f(z)dzdu

=
α

c

∫
t

0

Φ(u)du +
α

c

∫
t

0

∫
u

0

Φ(u− z)d(1− F(z))du.

2Recordatorio. f(z)dz = dF(z).
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Resolviendo por partes la segunda integral, del segundo sumando, hacien-
do u = Φ(u− z) y dv = d(1− F(z)):

Φ(t)− Φ(0) =
α

c

∫
t

0

Φ(u)du

+
α

c

∫
t

0

[
Φ(0)(1− F(u))− Φ(u) +

∫
u

0

Φ′(u− z)(1− F(z))dz

]
du

=
α

c
Φ(0)

∫
t

0

(1− F(u))du +
α

c

∫
t

0

(1− F(z))dz

∫
t

z

Φ′(u− z)du

=
α

c
Φ(0)

∫
t

0

(1− F(u))du +
α

c

∫
t

0

(1− F(z))(Φ(t− z)− Φ(0))dz

=
α

c

∫
t

0

(1− F(z))(Φ(t− z))dz.

Haciendo el cambio de variable de t por u, se obtiene el resultado:

Φ(u) = Φ(0) +
α

c

∫
u

0

(1− F(z))(Φ(u− z))dz, (4.3)

el cual es la ecuación de renovación.

Aplicando el teorema de convergencia monótona3 a la ecuación (4.3), el
cual se aplica a sucesiones crecientes y positivas se obtiene:

Φ(∞) := lim
u→∞

Φ(u) = Φ(0) +
α

c
lim
u→∞

∫
u

0

(1− F(z))(Φ(u− z))dz.

3Teorema de Convergencia Monótona. Sea f : E → [0,∞) y para cada n ∈ N,
fn : E → [0,∞) es una función medible. Además, supóngase que son válidas las dos
condiciones siguientes:

i) ∀n ∈ N, fn ≤ fn+1.

ii) fn → f puntualmente.

Entonces f es medible y además:

lim
n→∞

∫
fndµ =

∫
fdµ.
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Φ(∞) = Φ(0) +
α

c
Φ(∞)

∫ ∞

0

(1− F(z))dz = Φ(0) +
α

c
Φ(∞)µ. (4.4)

Pero Φ(∞) = 1 pues sólo puede haber un número finito de reclamaciones
para un cierto periodo de tiempo con una sobreprima de seguridad positiva,
es decir, cuando c > αµ. Por esta razón, la ecuación (4.4) conduce a:

1 = (1−Ψ(0)) +
αµ

c
, o bien,

Ψ(0) =
αµ

c
=

1

1 + ρ
. (4.5)

Ahora falta demostrar por qué
∫ ∞

0
(1−F(z))dz = µ en el desarrollo anterior.

Esto proviene del siguiente resultado:

Proposición 4.2.2. Sea Z una variable aleatoria continua con función de
densidad f(z) y función de distribución F(z) entonces:

E[Z] =

∫ ∞

0

(1− F(z))dz −
∫

0

−∞
F(z)dz.

Demostración.

E[Z] =

∫ ∞

−∞
zf(z)dz =

∫
0

−∞
zf(z)dz +

∫ ∞

0

zf(z)dz

=

∫
0

−∞

(∫
z

0

du

)
f(z)dz +

∫ ∞

0

(∫
z

0

du

)
f(z)dz.

Por otro lado:

∫
0

−∞

∫
z

0
f(z)dudz = − ∫

0

−∞

∫
u

−∞ f(z)dzdu y
∫ ∞

0

∫
z

0
f(z)dudz =

∫ ∞
0

∫ ∞
u

f(z)dzdu.

Entonces

E[Z] =

∫
0

−∞

∫
u

−∞
f(z)dzdu +

∫ ∞

0

(
1−

∫
u

−∞
f(z)dz

)
du.

E[Z] =

∫ ∞

0

(1− F(z))dz −
∫

0

−∞
F(z)dz.
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Observación. En este caso part́ıcular
∫

0

−∞ F(z)dz = 0 dado que F(0) = 0
y además se sabe que E[Z] = µ.

Por lo que, E[Z] =
∫ ∞

0
(1− F(z))dz = µ.

Ejemplo 4.2.1. Reclamaciones exponenciales

Definición 4.2.1. (Variable aleatoria exponencial) Si Z es una variable
aleatoria que se distribuye exponencialmente con parámetro δ entonces tiene
función de densidad f(z) = δe−δz y función de distribución F(z) = 1− e−δz.
Por consecuencia E[Z] = 1

δ
, lo que quiere decir que µ = 1

δ
.

Para calcular la probabilidad de ruina en el caso particular cuando las Zk

se distribuyen de forma exponencial se puede utilizar la ecuación (4.2):

Φ′(u) =
α

c
Φ(u)− α

cµ

∫
u

0

Φ(u− z)e−δzdz =
α

c
Φ(u)− α

cµ

∫
u

0

Φ(z)e−(u−z)δdz.

Ahora derivando Φ′(u) con respecto a u:

Φ′′(u) =
α

c
Φ′(u) +

1

µ

(α

c
Φ(u)− Φ′(u)

)
− α

cµ
Φ(u)

=

(
α

c
− 1

µ

)
Φ′(u) =

(
(αµ− c)/αµ

cµ/αµ

)
Φ′(u) = − ρ

µ(1 + ρ)
Φ′(u),

pues se sabe que 1 + ρ = c
αµ

.

Basta integrar y posteriormente resolver la ecuación diferencial para obtener
la solución de Φ(u) la cual es:

Φ(u) = k1 + k2e
−ρu/µ(1+ρ), donde k1 y k2 son constantes.

Pero las condiciones iniciales son que Φ(∞) = 1 y que Φ(0) = 1 − Ψ(0) =
1− 1

1+ρ
lo que implica que Φ(u) = 1− 1

1+ρ
e−ρu/µ(1+ρ) y entonces:

Ψ(u) =
1

1 + ρ
e−ρu/µ(1+ρ),

lo cual finaliza el cálculo deseado. Ahora, utilizando las ecuaciones (4.4),
(4.5) y el Teorema (4.2.2):

1−Ψ(u) = 1−Ψ(0) +
α

c

∫
u

0

(1−Ψ(u− z))(1− F(z))dz
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= 1− αµ

c
+

α

c

∫
u

0

(1−Ψ(u− z))(1− F(z))dz

= 1− α

c

(
µ−

∫
u

0

(1− F(z))dz +

∫
u

0

Ψ(u− z)(1− F(z))dz

)
.

Lo que implica que:

Ψ(u) =
α

c

(∫ ∞

u

(1− F(z))dz +

∫
u

0

Ψ(u− z)(1− F(z))dz

)
. (4.6)

Como α
c

∫ ∞
u

(1 − F(z))dz = α
c
µ < 1 se dice que la ecuación (4.6) es una

ecuación de un proceso de renovación defectuoso.

4.3 Probabilidad de Ruina v́ıa Procesos de

Escalera

Definición 4.3.1. (Proceso de reclamaciones excedentes o de escalera) Sea

Y (t) =
∑N(t)

k=0
Zk − ct un nuevo proceso llamado proceso de reclamaciones

excedentes.

Obsérvese que Y (t) = −X(t) entonces Ψ(u) = P[Y (t) > u para algún t >
0], o bien, Ψ(u) = P [supt>0 Y (t) > u].

La probabilidad de ruina es la probabilidad que Y (t) exceda estrictamente
el nivel u.

Lema 4.3.1. Para cualquier t > 0, Y ∗(u) := Y (t)− Y (t− u)
D
= Y (u).4

Demostración.

Y ∗(u) = Y (t)− Y (t− u) =

N(t)∑
k=0

Zk − ct−
(

N(t−u)∑
k=0

Zk − c(t− u)

)

D
=

N(u)∑
k=0

Zk − cu = Y (u).

4 D= denota que tienen la misma función de distribución, más no que sean iguales los
elementos.
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dado que N(t) − N(t − u) ∼ N(u) porque N es un proceso de Poisson, en
particular, es proceso estacionario.

Al proceso Y (t) se le conoce también como proceso escalera.

Sea t1 = inf{t > 0 | Y (t) > 0} la primera vez que {Y (t)} cruza al 0,
por lo tanto, la cantidad de Y (t) que está por arriba del 0 es Y (t1). La
distribución Y (t1) es defectuosa ya que t1 tiene la posibilidad de ser infinito
con probabilidad positiva.

Formalmente tn = inf{t > tn−1 | Y (t) > Y (tn−1)}.

Denótese a Gt1
(x) como la función de distribución de Y (t1) y va a ser de

la forma:

Gt1
(x) = P[Y (t1) ≤ x, t1 < ∞] y ‖Gt1

‖ = P[t1 < ∞].

Por lo tanto, ‖Gt1
‖ < 1, ya que es defectuosa.

Como se explicó anteriormente, X(t) es un proceso de renovación lo mis-
mo sucede con Y (t) es un proceso de renovación terminal y el máximo M5

de Y (t) tiene la distribución:

P [M ≤ x] = (1− ‖Gt1
‖)

∞∑
n=0

G∗n

t1
(x), (4.7)

lo cual se debe a un resultado de teoŕıa de renovación (el * se refiere a la
convolución). A la ecuación (4.7) se le conoce como la fórmula de Pollaczek-
Khinchine que representa la probabilidad de ruina.

Definición 4.3.2. (Tiempo esperado en A) Se define R+(A) = E
[∫

t1

0
I{Y (t) ∈ A}dt

]
.

Lema 4.3.2. R+(·) es la restricción de 1/c veces la medida de Lebesgue a
(−∞, 0).

5M definido análogamente como en la Definición (2.4.2), es decir:

M = sup{Y (t) | Y (t) < ∞}.
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Demostración.

R+(A) = E
[∫ ∞

0

I{Y (t) ∈ A, t1 > t}dt

]
=

∫ ∞

0

P[Y (t) ∈ A, t1 > t]dt.

Usando el Lema (4.3.1), es decir, que Y (u) = Y ∗(t)− Y ∗(t− u) se obtiene:

P[Y (t) ∈ A, t1 > t] = P[Y (t) ∈ A, Y (u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t].

Como Y (t) tiene la misma distribución que Y ∗(t):

P[Y (t) ∈ A, t1 > t] = P[Y ∗(t) ∈ A, Y (u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t]

= P[Y ∗(t) ∈ A, Y ∗(t)− Y ∗(t− u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t]

= P[Y ∗(t) ∈ A, Y ∗(t) ≤ Y ∗(t− u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t]

= P[Y (t) ∈ A, Y (t) ≤ Y (t− u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t]

= P[Y (t) ∈ A, Y (t) ≤ Y (u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t].

Entonces:

R+(A) =

∫ ∞

0

P[Y (t) ∈ A, Y (t) ≤ Y (t− u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t]dt

= E
[∫ ∞

0

I{Y (t) ∈ A, Y (t) ≤ Y (u) ≤ 0, 0 ≤ u ≤ t}dt

]
.

Por esto, se entiende que R+(A) es el tiempo esperado que Y (t) está en A y
también el valor mı́nimo.
Por la definición Y (t) → −∞ y como Y (t) es continua fuera de saltos, even-
tualmente Y (t) pasaŕıa por todo A, además dado que la pendiente fuera de
los saltos de Y (t) es −c, entonces éste pasa c veces más rápido que si la
pendiente fuera 1.

Corolario 4.3.1. R+(dz) = 1
c
I{z < 0}dz.

Notación 4.3.1. Para la función de distribución G se define una medida

F̄(A) =

∫

A

dF(x).

Lema 4.3.3. Ḡt1
es la restricción de αR+ ∗ F̄ a (0,∞).
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Demostración. Se tiene que Ḡt1
= P[Y (t1) ∈ A] por lo que debe estudiarse

el conjunto {Y (t1) ∈ A} para un conjunto A ⊆ (0,∞). Sea {Y (u)}0≤u≤t,
Y (t−) (lo que ocurre antes del tiempo t) es conocido y la reclamación Z
puede contribuir al conjunto {Y (t1) ∈ A} si los saltos se dan al tiempo t, de
modo que Y (t−) + Z ∈ A.
La probabilidad de esto está dada por:

I{t ≤ t1}
∫

I{x ∈ A− Y (t−)}dF(x) = I{t ≤ t1}F̄(A− Y (t−)).

Dado que el proceso de arribos es Poisson, la probabilidad de que haya un
arribo en [t, t + dt) es αdt.

Entonces:

Ḡt1
(A) = P[Y (t1) ∈ A]

=

∫ ∞

0

[
E

(
I{t ≤ t1}F̄(A− Y (t−)) | {Y (u)}0≤u<t

)]
αdt

= αE
[∫ ∞

0

I{t ≤ t1}F̄(A− Y (t−))dt

]

= αE
[∫ ∞

0

I{t1 > t}F̄(A− Y (t))dt

]

= αE
[∫

t1

0

F̄(A− Y (t))dt

]
.

Renombrando a R+(A) = E
[∫

t1

0
I{Y (t) ∈ A}dt

]
y por una aproximación por

funciones simples, para cualquier función medible g ≥ 0 se tiene:
∫

0

−∞
g(y)dR+(t) = E

[∫
t1

0

g(Y (t))dt

]
.

Se define g(y) = F̄(A−y) lo cual es una función medible no negativa, entonces
se tiene:

Ḡt1
(A) = αE

[∫
t1

0

g(Y (t))dt

]
= α

∫
0

−∞
g(y)dR+(y)

= α

∫
0

−∞
F̄(A− y)dR+(y) = αR+ ∗ F̄(A).
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Teorema 4.3.1. Sea 1/(1 + ρ) = αµ/c < 1, donde E[Z] = µ, Z ∼ F lo que
quiere decir que, µ es el tamaño esperado de reclamaciones. Entonces Gt1

es
defectuosa y está dada por la siguiente función de densidad defectuosa:

gt1
(x) =

α

c
(1− F(x)).

Demostración. Usando el Corolario (4.3.1) y el Lema (4.3.3) resulta:

Gt1
(x + dx)−Gt1

(x) = α

∫
0

−∞
(F(x + dx− z)− Fx− z)) I{z < 0}1

c
dz

=
α

c

∫
0

−∞
P[Z ∈ (x− z, x + dx− z]]dz

=
α

c

∫
0

−∞
f(x− z)dxdz.

Haciendo u = x− z:

Gt1
(x + dx)−Gt1

(x) =
α

c

∫ ∞

x

f(u)dudx =
α

c
(1− F(x)) ,

donde f es la función de densidad de F.

Definición 4.3.3. (Tiempo de vida de un proceso de renovación) Sea M =
sup{Y (t) | Y (t) < ∞} el tiempo de vida del proceso de renovación Y (t).

Teorema 4.3.2. Si las reclamaciones son distribuidas exponencialmente con
parámetro δ entonces las probabilidad de ruina está dada por:

Ψ(u) =
αµ

c
(δ − α/c) exp(−(δ − α/c)u),

donde αµ
c

= α
δc

< 1 (pues como las reclamaciones se distribuyen exponencial-
mente entonces la media es 1

δ
).

Demostración. Sustituyendo el hecho de que las reclamaciones tienen dis-
tribución exponencial en la función de densidad de Gt1

resulta:

gt1
(x) =

α

c
(1− F(x)) =

α

c
e−δx.

Entonces:

‖Gt1
‖ =

∫ ∞

0

gt1
(x)dx =

α

c

∫ ∞

0

P[Z > x]dx

=
α

c
· 1

δ
=

αµ

c
=

1

1 + ρ
.
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Como gt1
es una densidad exponencial defectuosa, entonces la convolución

de n exponenciales defectuosas es una densidad Gamma defectuosa, o bien,
también llamada densidad de Erlang defectuosa la cual es:

g∗n

t1
(x) =

(α

c

)n xn−1

(n− 1)!
e−δx.

La fórmula de Pollaczek-Khinchine, ecuación (4.7), proporciona la densidad
de M, fM(u), la cual está dada por:

fM(u) =
(
1− αµ

c

) ∞∑
n=1

g∗t1(u).

Uniendo las dos ecuaciones antes mencionadas resulta:

fM(u) =
(
1− αµ

c

) ∞∑
n=1

(α

c

)n un−1

(n− 1)!
e−δu

=
(
1− αµ

c

)
· α

c
e−δu

∞∑
n=1

((α/c)u)n−1

(n− 1)!

=
(
1− αµ

c

)
· α

c
e−δue(α/c)u

=
(
1− αµ

c

)
· α

c
e−(1/µ−α/c)u

=
αµ

c

(
1

µ
− α

c

)
e−(1/µ−α/c)u.

Además la probabilidad de ruina está dada por la siguiente fórmula:

Ψ(u) = P[M > u] =

∫ ∞

u

fM(s)ds =

∫ ∞

u

αµ

c

(
1

µ
− α

c

)
e−(1/µ−α/c)sds

=
αµ

c
e−(1/µ−α/c)u.

Obsérvese que se obtiene el mismo resultado ya calculado cuando las recla-
maciones se distribuyen de manera exponencial (Ejemplo 4.2.1), dicho de
forma expĺıcita:

αµ

c
=

1

1 + ρ
y
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1

µ
− α

c
=

c− αµ

cµ
=

(c− αµ)/αµ

cµ/αµ
=

ρ

µ(1 + ρ)
.

Entonces de forma equivalente:

Ψ(u) =
1

1 + ρ
e−ρu/µ(1+ρ).

Ejemplo 4.3.1. Considérese el modelo de Poisson compuesto, o bien, de
Crámer-Lundberg, con la notación utilizada en los previos caṕıtulos. Recor-
dando que α es la intensidad del proceso Poisson, Z i el tamaño de las recla-
maciones. Se supone que Z i tiene distribución tipo fase con representación
(π,T).

Recordatorio:
{Y (t)} es el proceso de reclamaciones excedentes.
Gt1

(·) = P[Y (t1) ∈ ·, t1 < ∞] es la distribución escalera.
M = sup{Y (t) | Y (t) < ∞} es el tiempo de vida del proceso de renovación
terminal.

Corolario 4.3.2. Supóngase que la distribución del tamaño de las reclama-
ciones es de tipo fase con representación (π,T), entonces:

a) Gt1
es una distribución de tipo defectuosa con representación (π+,T)

donde π+ = −απT−1, y M es una distribución tipo fase con repre-
sentación (π+,T + tπ+).

b) Ψ(u) = π+exp ((T + tπ+)u) e.

(Véanse las figuras 4.3 y 4.4).

Demostración.

Para el inciso a): Sea t1 = inf{t > 0 | Y (t) > 0} la primera vez que
{Y (t)} cruza al 0, por lo tanto, la cantidad de Y (t) que está por arriba del 0
es Y (t1). La distribución de Y (t1) es defectuosa ya que t1 tiene la posibilidad
de ser infinito con probabilidad positiva.
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Por lo tanto, Gt1
(x) es una distribución defectuosa y de tipo fase pues es

la distribución del tiempo de vida de un proceso terminal de Markov.

Para verificar el resultado para M se utiliza el Corolario (3.1.1), ya que
M representa el tiempo de vida de un proceso de renovación terminal.

Entonces M tiene representación (π+,T + tπ+).

Ahora se prosigue a calcular la distribución defectuosa π+ y se realiza de
la siguiente manera:
Un proceso subyacente cruzará el nivel cero por primera vez en el estado j
en el tiempo t si y sólo si t ≤ t1 y si el proceso subyacente pasara de algún
estado inicial i al estado j en el tiempo −Y (t)− (el ĺımite por la izquierda
con signo negativo). La probabilidad que en [t, t + dt) haya una llegada es
de αdt. Por la ley de probabilidad total:

π+i =

∫ ∞

0

E

[
p∑

i=1

πiP
−Y (t)

ij I{t1 ≥ t}
]

αdt

= α

p∑
i=1

πi

∫ ∞

0

E
[
P−Y (t)

ij I{t1 ≥ t}] dt

= α

p∑
i=1

πiE
[∫

t1

0

P−Y (t)

ij dt

]
.

Anteriormente, se definió R+(A) = E[
∫

t1

0
I{Y (t) ∈ A}dt] la cual está concen-

trada sobre (−∞, 0).
Por teoŕıa de la medida se tiene el siguiente resultado:

∫
0

−∞
f(y)R+(dy) = E

[∫
t1

0

f(Y (t))dt

]
.

Obteniendo a partir de aqúı:

π+i = α

p∑
i=1

πiE
[∫

t1

0

P−Y (t)

ij dt

]

= α

p∑
i=1

πiE
[∫

t1

0

P−Y (t)

ij dt

]
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= α

p∑
i=1

πi

∫
0

−∞
P−y

ij R+(dy)

= α

p∑
i=1

πi

∫ ∞

0

P y

ijR+(−dy)

=

∫ ∞

0

(
α

p∑
i=1

πiP
y

ij

)
R+(−dy).

Por el Corolario (4.3.1) y el Lema (4.3.3) se tiene:

π+i =

∫ ∞

0

(
α

p∑
i=1

πiP
y

ij

)
R+(−dy) =

∫ ∞

0

α

p∑
i=1

πiP
y

ijdy.

Obteniendo como resultado:

π+ =

∫ ∞

0

απeTydy = −απT−1,

pues π+ = (π+i)i=1,2,...,p.

Cabe mencionar que en este caso se consideró que el proceso tiene pen-
diente igual a 1, si la pendiente es c entonces la distribución inicial del proceso
de renovación terminal es: π+ = −απT−1/c .

Para el inciso b): La ruina sucederá si y sólo si la vida del proceso de
renovación rebasara el nivel u, lo cual significa que el proceso de renovación
se encuentre en uno de los estados 1, 2, . . . , p en el tiempo u. Por teoŕıa de
renovación, utilizando el Ejemplo (3.1.5), la probabilidad de esto es:

Ψ(u) = π+exp ((T + tπ+)u) e.

Ejemplo 4.3.2. El siguiente ejemplo a mostrar, se elaboró a través de Maple
(ver 9.1)6, con el fin de presentar de manera clara el cálculo de la probabilidad

6ver Apéndice A
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Figura 4.3: Proceso de Reclamaciones Excedentes o Proceso Escalera.

de ruina en el caso de contar con una función de densidad de tipo fase. Se
pretende hacer la comparación de las gráficas tanto de la función tipo fase
como con la distribución log normal con los parámetros µ=-0.32 y σ2=0.8
(figura 4.5)

Por otro lado, la figura 4.6 muestra la probabilidad de ruina.
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Figura 4.4: Distribución inicial del Proceso Escalera.
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Figura 4.5: Comparación entre la función tipo fase (ĺınea punteada) y la
distribución log normal (ĺınea continua).
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Figura 4.6: Probabilidad de Ruina a partir de una función de densidad tipo
fase.

62



Caṕıtulo 5

Relación entre Procesos de
Riesgo y Colas

Existe una relación entre los procesos de riesgo y los sistema de colas, por
lo que el presente caṕıtulo trata de plasmar dicha relación, aśı que presenta
una breve introducción de los sistemas de espera o de colas y se definen sus
principales elementos: proceso de llegada, distribución del servicio (clientes),
disciplina de la cola, número de servidores. Se mencionan los procesos de
Lindley, los cuales son procesos de riesgo. También se exponen algunos ejem-
plos particulares de sistemas de colas.

La fuente consultada en este caso es: Asmussen [2].

5.1 Sistemas de Espera o Colas

Definición 5.1.1. (Sistema de colas) Un sistema de colas consiste en “clientes”
que llegan aleatoriamente a alguna estación de servicio, donde reciben ser-
vicio y después se van. El término “cliente” se usa genéricamente. Bien se
podŕıa refirir a barcos llegando a un puerto, bloques de datos fluyendo en
un subsistema computacional, máquinas descompuestas esperando servicio,
entre otras cosas.

Los sistemas de colas se clasifican según los siguientes criterios:

1. El proceso de llegada: la distribución de probabilidad del patrón de
llegada de los clientes a lo largo del tiempo.
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2. La distribución del servicio: la distribución de probabilidad del tiempo
aleatorio en que se sirve a un cliente (o grupos de clientes).

3. La disciplina de la cola: el número de servidores y el orden del servicio
a los clientes. Los más comunes: FIFO (first in-first out), LIFO (last
in-first out), aleatorios (Random) y Colas con prioridades.

Dos tipos simples de proceso de llegada son los que matemáticamente son
más fácilmente manejables, a saber: el proceso de llegada en tiempo discreto,
donde los clientes llegan en tiempos fijos T 1, T 2, . . . y el proceso de llegada
aleatorio en tiempo continuo, que normalmente es un proceso Poisson.

Considérese un sistema que ha estado operando un tiempo suficientemente
grande para haber alcanzado un estado aproximadamente estable, o una
posición de equilibrio estad́ıstico. Sean:

L = número promedio de clientes en el sistema (cola+servicio).

λ = tasa de llegada de los clientes al sistema.

W = tiempo promedio que pasa un cliente en el sistema.

La ecuación L = λW es válida en general para los sistemas de colas y es
de básica importancia porque relaciona directamente dos de las más impor-
tantes medidas del desempeño del sistema: el tamaño promedio de la cola y
el tiempo promedio de espera en un estado estable.

La relación L = λW depende de flujos a largo plazo. El razonamiento que
le da validez (no es una prueba formal) es el siguiente: sea T un tiempo
suficientemente grande, entonces el número total de personas que han entra-
do al sistema es λT , y el número de personas que han dejado el sistema es
λ(T −W ). Entonces el número de personas que permanecen en el sistema
debe estar dado por: L = λT − [λ(T −W )] = λW .

Existen diferentes tipos de colas para distinguir un sistema de colas de otro,
se utiliza la notación de Kendall en la que se usan tres parámetros a saber:
α/β/m, donde α denota la distribución del tiempo entre los arribos, β denota
la distribución del tiempo de servicio y m denota el número de servidores.
Entre los valores correspondientes a α y β más comunes figuran:
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M La distribución exponencial.
PH La distribución tipo fase.
GI o G No hay restricciones en la forma de las distribuciones.

GI significa General Independiente y G significa General.

Notación 5.1.1. T n denota los intervalos entre los arribos de los clientes
n y n + 1, los T n’s son independientes e idénticamente distribuidos y los
instantes de los arribos son 0, T 0, T 0+T 1, . . .. El tiempo de servicio del cliente
n está denotado por Un, entonces U 0, U 1, . . . son también independientes e
idénticamente distribuidos y además independientes de T n.

Otros puntos importantes por definir son los siguientes:

Qt La longitud de la cola al tiempo t.

W n El tiempo de espera actual del cliente n, esto es, el tiempo que pasa
desde que el cliente llega al sistema hasta que inicia su servicio.

V t El trabajo residual en el sistema al tiempo t, es decir, el tiempo total
en que los m servidores tienen que trabajar para que queden libres de
trabajo los m servidores. Cuando m = 1, sólo hay un servidor, se refiere
al tiempo necesario para que el servidor limpie el sistema, es decir, que
no haya nuevos clientes. Cuando m = 1, V t tambiés es conocido como
el tiempo de espera virtual al tiempo t.

Definición 5.1.2. La intensidad de tráfico η es una medida de rendimiento
de un sistema de colas que está dada por:

η =
tasa de llegada

tasa de servicio
.

5.2 Procesos de Lindley en Tiempo Discreto

Un proceso de Lindley, en tiempo discreto e iniciando en w, es un proceso de
la forma:

W 0 = w, W n+1 = (W n + Xn)
+ n = 0, 1, . . . , (5.1)
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donde x+ = max(x, 0) y Xo, X1, X2, . . . son independientes e idénticamente
distribuidas, pueden tomar valores tanto positivos como negativos y tienen
función de distribución común F. Los procesos pueden ser descritos como una
cadena de Markov con espacio de estados E = [0,∞) y kernel de transición
K dado por:

∫
s

0

K(w, y)dy = P[W 1 ≤ s | W o = w] = P
[
(w + Xo)

+ ≤ s
]

= P[w + Xo ≤ s] = F(s− w), w, s ≥ 0.

Supóngase que F es concentrada en {0,±δ,±2δ, . . .} y considérese sólo los
valores iniciales de la forma w = kδ, entonces el espacio de estados se puede
reducir a E = {0, δ, 2δ, . . .}.

Lo interesante de los procesos de Lindley es que en modelos particulares
de colas suelen aparecer uno o más de dichos procesos, o bien, procesos que
tienen una estructura semejante a los Lindley. Véanse algunos ejemplos de
sistemas de colas:

Ejemplo 5.2.1. Considérese la cola GI/M/1 donde W n denota el número
de clientes justo antes del arribo del cliente n. Sea A la distribución entre los
arribos y δ la intensidad del servicio. Para describir la relación entre W n y
W n+1, sea Kn el número de eventos Poisson en el intervalo entre los arribos
de los clientes n y n + 1 y:

qk = P[Kn = k] =

∫ ∞

0

e−δt
(δt)k

k!
dA(t),

por ser Kn una variable Poisson y además porque A es la distribución de
ı́nter arribos.

Entonces W n +1 clientes están presentes justo después del arribo n y W n+1 =
(W n +1−Kn)

+ justo antes del arribo n+1. Entonces la ecuación (5.1) con-
duce a que Xn = 1 − Kn y nótese que las Xn son independientes. En este
ejemplo se tiene que E = Z y con rn = qn+1 + qn+2 + . . . . La matriz de
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transición de {W n} está dada por:



ro qo 0 0 . .
r1 q1 qo 0 . .
r1 q2 q1 qo . .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .




.

Ahora def́ınase una caminata aleatoria {Sn} de la siguiente forma: So = 0,
Sn = X0 + . . . + Xn+1. Entonces la ecuación (5.1) indica que el proceso de
Lindley tiene el mismo mecanismo de transición que la caminata aleatoria
{Sn} con la excepción de que cuando la caminata cruza los valores positivos
a los negativos, el proceso de Lindley permanece en cero.

Proposición 5.2.1. W n = max(W o + Sn, Sn − S1, . . . , Sn − Sn−1, 0).

Demostración. Para llegar a la igualdad es necesario demostrar las dos de-
sigualdades que se especifican en las dos vietas siguientes. Por la ecuación
(5.1) se tiene que los incrementos de {W n} son por lo menos aquellos de {Sn}
obteniendo:

W n −W n−k ≥ Sn − Sn−k, k = 0, . . . , n.

• Para probar ”≥”: Si k = n se tiene que W n ≥ W o + Sn, y utilizando
el hecho que W n−k ≥ 0 se obtiene W n ≥ Sn − Sn−k.

• Para probar ”≤”: Basta demostrar que W n = W o + Sn o W n = Sn −
Sn−k para alguna k. El primer caso ocurre si W o + Sk ≥ 0, k ≤ n. El
otro caso si W l = 0 para alguna l ≤ n y sea k el último semejante a l,
la ecuación (5.1) conduce a que W n = Sn − Sn−k.

Def́ınase
Mn = max

0≤k≤n
Sk y M = max

0≤k<∞
Sk.

La distribución de
(Sn, Sn − S1, . . . , Sn − Sn−1, 0)

es la misma que
(Sn, Sn−1, . . . , S1, So = 0),

conduciendo al siguiente corolario:
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Corolario 5.2.1. W n

D
= max(W o + Sn,Mn−1). En particular si W o = 0,

entonces W n

D
= Mn.

Supóngase que E[| Xn |] < ∞ y sea µ = E[Xn].

Corolario 5.2.2. Si µ < 0, entonces M < ∞ casi seguramente y W n

D→ M .

Demostración. De Sn/n → µ se obtiene Sn → −∞, cuando n → ∞, pues
µn → −∞, lo que implica que M < ∞. Además W o+Sn → −∞ y Mn → M
casi seguramente y en distribución, entonces max(W o + Sn,Mn−1) = Mn−1 y

W n

D→ M .

Corolario 5.2.3. Si µ < 0, entonces M
D
= (M + X)+ donde X es indepen-

diente de M y gobernado por F. Además H(m) = P[M ≤ m] es la única
función de distribución sobre [0,∞), la cual resuelve la ecuación de la integral
de Lindley:

H(m) =

∫
m

−∞
H(m− x)dF(x), m ≥ 0. (5.2)

Demostración. Obsérvese lo siguiente:

(M + X)+ = max(0, M + X) = max(0, X, X + Xo, X + Xo + X1, . . .)
D
= max(0, Xo, Xo + X1, Xo + X1 + X2, . . .) = M.

Además el lado derecho de la ecuación (5.2) es:

P[(M + X)+] ≤ m = P[M + X ≤ m]

evaluado por la condición de X = x y entonces la ecuación (5.2) equivale a

M
D
= (M + X)+, lo que quiere decir que H es estacionaria para {W n}.

Para probar la unicidad de H, supóngase que existen H1 y H2 que resuelve
la ecuación (5.2), se puede considerar a las dos cadenas estacionarias con
distribución inicial H1 y H2 respectivamente. Ahora del hecho que las dos
convergen en distribución a M se concluye que H1 = H2.
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5.3 Riesgo de una Aseguradora

En el modelo compuesto de Poisson clásico (ver Caṕıtulo 4) se definió un
proceso de riesgo de reserva de una compañ́ıa de seguros al tiempo t como:

Rt = u + ct−
Nt∑
k=1

Zk,

donde c > 0 es la tasa de la prima, u es el valor de la reserva inicial,
E[N t] = αt, α indica la tasa de los arribos y F(x) = P[Z ≤ x] es la dis-
tribución del tamaño de las reclamaciones y µ = E[Z] =

∫ ∞
0

xdF(x).

Se ha mencionado que un problema principal en teoŕıa de riesgo es la eva-
luación de las probabilidades de ruina:

Ψ(u) = P
[

inf
0≤t<∞

Rt < 0 | Ro = u

]
y Ψ(u, T ) = P

[
inf

0≤t<T
Rt < 0 | Ro = u

]
.

Algunos puntos importantes de la teoŕıa de riesgo son los siguientes:

St =

Nt∑
k=1

Zk − ct, τ(u) = inf{t > 0 | St > u},

MT = sup
0≤t≤T

St y M = sup
0≤t<∞

St.

Se puede observar que τ(u) es el tiempo en que ocurre la ruina, infiriendo las
siguientes probabilidades:

Ψ(u) = P[τ(u) < ∞] = P[M > u] y Ψ(u, T ) = P[τ(u) ≤ T ] = P[MT > u].

Cuando c > αµ significa que el promedio de las reclamaciones en una unidad
de tiempo es menor estrictamente que la prima recibida. La medida de este
hecho es llamada la sobreprima de seguridad ρ = c/αµ− 1.

Proposición 5.3.1. Si {V t}t≥0 es el proceso del tiempo de espera virtual de
una cola inicialmente vaćıa (V 0 = 0) M/G/1 con intensidad entre arribos
de α y distribución del tiempo de servicio F, entonces Ψ(u, T ) = P[V T > u],
Ψ(u) = P[V > u] = P[W > u] con V,W el tiempo de espera virtual y actual
respectivamente en el estado estable. Además la sobreprima de seguridad ρ
del proceso de riesgo y la intensidad de tráfico η de la cola están conectados
por ρ = 1/(η − 1) y η = 1/(1 + ρ).
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Demostración. La relación Ψ(u) = P[W > u] se puede probar también de
la siguiente forma: si T 1, T 2, . . . son los tiempos entre las reclamaciones,
entonces M es alcanzado en t = 0 o en un tiempo de reclamación, entonces:

M = max{ST1+...+TN
: N = 0, 1, 2, . . .} = max

{
N∑

n=1

(Zn − T n) : N = 0, 1, 2, . . .

}
.

Se sigue para η < 1 que la probabilidad de ruina está dada por la fórmula de
Pollaczek-Khintchine:

1−Ψ(u) = P[W ≤ u] = (1− η)
∞∑

n=0

ηnF∗n(u),

donde F0(dx) = (1− F(x))/µ. La probabilidad de superviviencia está dada
por:

Z(u) = 1− η + ηF∗
0Z(u) = 1− η + η

∫
u

0

Z(u− x)(1− F(x))/µdx.

Una derivación directa de la ecuación anterior viene de la identificación de las
distribuciones escalera M/G/1. Si G+(x) = P [Y (0) ≤ x] es la distribución
escalera para {Y (t)} entonces:

Z(u) = P[τ(u) = ∞] +

∫
u

0

P[τ(u− x) = ∞]dG+(x)

= 1− ‖G+‖+

∫
u

0

Z(u− x)dG+(x).

Por argumentos del Teorema (4.3.2), se tiene el resultado:

‖G+‖ =
1

1 + ρ
= η, G+ = ηF0.

Ejemplo 5.3.1. En arreglos de fondos de pensiones, se puede pensar en
un grande número N de poseedores de pensiones, cada uno teniendo una
cierta cantidad de dinero con la cual pagan cierta tasa. Cuando ocurre la
muerte de un poseedor, el capital restante de éste es entonces dividido entre
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los sobrevivientes. Esto conduce al proceso que representa el capital restante
para alguno de los poseedores de pensiones que es:

Rt = u− ct +

Nt∑
k=1

T k,

donde {N t} es un proceso de Poisson, con intensidad α, el cual representa los
tiempos de muerte de los otros poseedores y T 1, T 2, . . . son independientes e
idénticamente distribuidos, supóngase que con distribución A. Este modelo
está relacionado con colas y caminatas aleatorias. Tomándose a c = 1 y sean
U o, U 1, . . . los tiempos entre los saltos. Para la ruina, se debe tener que Rt <
0, es decir, u−Rt > u, sólo antes de un salto al tiempo t = U o + . . . + Un−1.
Pero los valores de u−Rt son U o, U o + U 1 − T 1, U o + U 1 + U 2 − T 1 − T 2, . . .
aśı que Ψ(u) = P[U o + W > u], donde:

W = max{0, U 1 − T 1, U 1 + U 2 − T 1 − T 2, . . .}

es identificado con el tiempo de espera de la cola GI/M/1 con distribución
entre arribos A y con intensidad de servicio α.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

El tema que se abordó en este trabajo hace manifiesto la existencia de un
escenario de incertidumbre que evoluciona temporalmente, pues sin la ayuda
del preciso cálculo no se sabe en śı cuando una aseguradora se arruinará. Aśı
que se hacen las siguientes observaciones:

• La teoŕıa de probabilidad permite cuantificar la incertidumbre.

• Cuando se tiene una estructura temporal subyacente, se utilizan los
procesos estocásticos, que permiten modelar la evolución temporal de
esta incertidumbre, de ah́ı la importancia de utilizar en este trabajo los
procesos de riesgo Rt y Y (t).

Mucha de la literatura consultada considera que este tema entra en las
aplicaciones de las matemáticas, sin embargo, algunos autores lo encasillan
espećıficamente en el área actuarial por su relación con los seguros, aśı que
en muchos casos la teoŕıa de ruina es considerada una técnica actuarial.

Un hecho importante es que las técnicas actuariales utilizadas para se-
guros generales, basadas en la teoŕıa de riesgo o teoŕıa de credibilidad, se
están utilizando en distintas ramas y en distintos páıses, por ejemplo Ecuador
realizó un estudio en el sector salud utilizando teoŕıa de riesgo.

Ahora bien, el hecho de que se aplique la teoŕıa de riesgo permitirá dar
mayor sustento técnico a los proyectos que se ejecuten dentro de las ramas
donde se ha implantado aśı como se podrán realizar proyecciones con mejor
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exactitud.

Otro punto a agregar es que una compañ́ıa es menos riesgosa, mientras
su distribución de siniestros o reclamaciones sea menos dispersa con respecto
al valor esperado de éstos.

En este sentido, el riesgo se entiende como la variación de un suceso
aleatorio, en este caso las reclamaciones de la aseguradora, respecto de su
valor esperado.

Por último, la solvencia y la capacidad financiera de una compañ́ıa ase-
guradora se ven afectadas por un conjunto de variables aleatorias, entre las
que figuran:

• Ingreso por primas.

• Resultado por inversiones.

• Monto agregado de los siniestros o reclamaciones.

• Gastos.

Otro punto a mencionar es que las compañ́ıas aseguradoras podŕıan mo-
delar los riesgos impĺıcitos de la forma más apropiada conforme a su poĺıtica
de negocios.

Una recomendación acerca del tema de este trabajo seŕıa que a todas las
aseguradoras les fuera requerido un capital mı́nimo dado, satisfaciendo que
la probabilidad de ruina de todas y cada una de ellas fuera idéntica, aśı que
el ente regulador correspondiente podŕıa establecer el valor de dicha proba-
bilidad.

Dentro de las posibles ĺıneas de investigación de este trabajo se citan:

• En el modelo clásico de riesgo las primas se asumen constantes, sin
embargo, las primas pueden fluctuar en un periodo analizado, aśı que es
importante considerar un modelo que tome en cuenta esta fluctuación.
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• También en este trabajo se consideró que los incrementos entre los
saltos de la tasa de la prima son lineales, entonces falta exponer el caso
no lineal.

• Se pueden trabajar casos distintos donde la distribución de las recla-
maciones no necesariamente sea la distribución exponencial o tipo fase.

• Se puede considerar incluir un modelo que englobe las cuatro variables
aleatorias citadas: ingresos, resultado por inversiones, monto agregado
de los siniestros y gastos en general.
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Apéndice A

Cálculo de una Función Tipo
Fase a través de Maple

A continuación se muestran los comandos ingresados en Maple (ver 9.1) con
los cuales se elaboró la figura 4.5(figura A.1) y la figura 4.6 (figura A.2) :

f:=exp(-lambda*x)/(sqrt(2*Pi)*x)*exp(-(log(x)*log(x))/2);

f =
1

2

e(−λx)
√

2e−( 1
2
ln(x)2)

√
πx

int(f,x=0.. infinity);

∫ ∞

0

1

2

e(−λx)
√

2e−( 1
2
ln(x)2)

√
πx

pi1:=matrix(1,4, [0.9731,0.0152,0.0106,0.001]);

π1 =
[

0.9731 0.0152 0.0106 0.001
]

T:=matrix(4,4,[-28.648,28.532,0.089,0.027,0.102,

-8.255,8.063,0.086,0.133,0.107,

-5.807,5.296,.100,.102,.111,-2.176];
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T =




−28.648 28.532 0.089 0.027
0.102 −8.255 8.063 0.086
0.133 0.107 −5.807 5.296
0.100 0.102 0.111 −2.176




e:=matrix(4,1,[1,1,1,1]);

e =




1
1
1
1




texit:= evalm(-T&*e);

texit =




−0
0.004
0.271
1.863




fph:=evalm(pi1&*exponential(T,x)&*texit)[1,1];

fph = 2.871719903e−1.662513677x − 8.647388616e−6.090958978x

+5.827089243e−8.397648539x − 0.0466241262e−28.73487881x

flog1:=1/(sqrt(2*Pi*1.8)*x)*exp(-(log(x)+1.62)^2/(2*1.8));

flog1 =
0.5270462767e(−0.2777777778(ln(x)+1.62)2)

√
πx

flog2:=1/(sqrt(2*Pi*0.8)*x)*exp(-(log(x)+0.32)^2/(2*0.8));

flog2 =
0.7905694151e(−0.6250000000(ln(x)+0.32)2)

√
πx
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Figura A.1: Comparación entre la función tipo fase (ĺınea punteada) y la
distribución log normal (ĺınea continua).

plot({fph,flog2},x=0. .5);

pimas:=evalm(-0.5*pi1&*inverse(T));

pimas =
[

0.01859272496 0.06964428745 0.1027395964 0.2532630124
]

evalm(pimas&*e)[1,1];

0.4442396212
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S:=eval.(T+texit&*pimas);

S =




−28.648 28.532 0.089 0.027
0.1020743709 −8.254721423 8.063410958 0.08701305205
0.1380386285 0.1258736019 −5.779157569 5.364634276
0.1346382466 0.2317473075 0.3024038681 −1.704171008




evalm(S&*e);




0.0
−0.00222304195
−0.150611063
−1.035381586




phi:=eval.(pimas&*exponential(S,u)&*e)[1,1];

φ = −0.00001515222e(−28.73567605u) + 0.0483375883e(−7.936990632u)

−0.07531124999e(−6.843295783u) + 0.4712284362e(−0.8700875396u)

plot(phi, u=0. .5);
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Figura A.2: Probabilidad de Ruina a partir de una función de densidad tipo
fase.
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Investigaciones en Matemáticas Aplicadas y en Sistemas de la Universi-
dad Nacional Autónoma de México (IIMAS).
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