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Introduccién

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado.
Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una cierta familia de subcon-
juntos de X. Los més estudiados son (n es un entero positivo).

2% ={A C X : A es cerrado y no vacio} ,
C(X)={A€2¥: Aes conexo},

Cn (X) = {A € 2% : Atiene a lo mds n componentes} y
F, (X) = {A€2¥: A tiene a lo mds n puntos} .

A estos hiperespacios se les dota de la llamada métrica de Hausdoff.

Decimos que un espacio topolégico Z es unicoherente, si siempre que
Z = AU B, donde A y B son subconjuntos conexos y cerrados en Z, se
tiene que A N B es conexo. La unicoherencia es una propiedad muy ttil
para distinguir espacios topolégicos. Por ejemplo, en [16, Lemas 2.1 y 2.2,
pp. 348 y 349] A. Tllanes prob6 que Cs ([0,1]) — {A} es unicoherente, para
cada A € Cy([0,1]), (de hecho, R. M. Schori probé que Cs ([0,1]) es un 4-
celda, la prueba fue comunicada a A. Illanes y aparece en [16, Lema 2.2, p.
349]), mientras que, si S* es una curva cerrada simple Cy (S*) — {S'} no es
unicoherente, A. Tllanes prob6 que C (S') es homeomorfo al cono sobre un
toro sélido, con S* en el vértice (vease [17]). Como consecuencia obtuvo que
C5([0,1]) ¥ C5(S*) no son homeomorfos, lo que contrasta con el hecho de
que C ([0,1]) y C'(S*) son homeomorfos.

Si Z es un espacio topoldgico unicoherente y z € Z, decimos que z agujera
a Z,si Z —{z} no es unicoherente, en caso contrario, decimos que z no
agujera a Z. En [25, Corolario 1.176, p. 178] S. B. Nadler, Jr. probé que,
para cualquier continuo X, 2% y C'(X) son unicoherentes y S. Macfas en [21,
Teorema 4.8, p. 244] probé que, para cada n > 2, C, (X) es unicoherente.

El trabajo estd enfocado en el siguiente problema:

Problema: Dado un continuo X y un hiperespacio H, ;para cudles ele-
mentos A € H se tiene que A agujera a H?

La estructura de este trabajo es la siguiente.

En el Capitulo 1 presentamos las propiedades béasicas de los hiperespacios
y algunos resultados de propiedad b) y unicoherencia que son necesarios para



las pruebas de los resultados importantes de este trabajo. Es importante
mencionar que los resultados que aparecen en este capitulo no son originales
de este trabajo, por tal motivo, si el lector tiene conocimientos acerca de
estos temas, puede omitir su lectura.

En el Capitulo 2, damos solucién al problema en el caso en que X es
cualquier continuo y A es un singular, un arco libre, una curva cerrada simple
libre o el total. Cabe mencionar que dichos resultados aparecen en el articulo
[1] que ya fue aceptado para su publicacién en la revista Topology and its
Applications.

En el Capitulo 3 presentamos la clasificacion completa de los subcontinuos
de un continuo localmente conexo que agujeran a su hiperespacio de subcon-
tinuos. La clasificacién lograda en este capitulo generaliza a otra que habia
obtenido hace tiempo: una clasificacién de los subcontinuos de una gréfica
finita que agujeran a su hiperespacio de subcontinuos. Una de las ventajas de
haber logrado la clasificacién de los subcontinuos de un espacio localmente
conexo que agujeran a su hiperespacio de subcontinuos, es que las pruebas
se simplifican considerablemente en comparacién con las que tenfamos para
graficas finitas que eran muy largas, muy técnicas y, por tanto, muy tediosas,
pues imaginese, sobre dicha clasificaciéon tengo escritas més de 100 paginas,
de las cuales ninguna aparece en el trabajo que usted tiene en sus manos.

En el Capitulo 4, con ayuda de los resultados hechos por S. B. Nadler,
Jr. y C. Eberhart acerca del hiperespacio de continuos de un abanico suave,
logramos establecer una clasificacién completa de los subcontinuos de un
abanico suave que agujeran a su hiperespacio de subcontinuos.

En el Capitulo 5, establecemos una clasificaciéon completa de los elementos
de hiperespacio F, (X), donde X es un drbol, que lo agujeran.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo prensentamos algunas definiciones bésicas de la Teoria
de Continuos e Hiperespacios, necesarias para el desarrollo de este trabajo.
También mencionaremos algunos resultados que serdn de gran relevancia en
las préximas secciones.

Empezaremos con la notacién. Sean X un espacio topoldgico y A un
subconjunto de X, entonces denotaremos:

a) el interior de A en X como int(A).
b) la cerradura de A en X como CI(A).

c) la frontera de A en X como Fr(A).

Si los elementos de A son numeros reales, denotaremos, cuando tenga
sentido:

a) el supremo de A como sup A y el infimo de A, como inf A,
b) el mdzximo de A, como max A y el minimo de A, como min A.

Los simbolos N y Z denotarén los conjuntos de nimeros naturales y en-
teros, respectivamente y () representard al conjunto vacfo. Al conjunto de los
numeros reales lo denotaremos por la letra R.

Sea (Z,d) un espacio métrico. Tomemos a € Z y ¢ > 0. Al conjunto
Bl (a) = {z € Z :d(x,a) < e} lo llamaremos la bola de radio & con centro

5



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

en a. Cuando no haya posibilidad de confusién con la métrica que se use, el
conjunto B? (a) se denotard, simplemente, por B. (a). La letra I denotar4 el
conjunto [0, 1]. Un arco es cualquier espacio homeomorfo a 1.

1.1. Continuidad

En esta seccién presentaremos algunos resultados que nos serédn de gran
ayuda para probar la continuidad de funciones.

Proposicién 1.1.1. ([28, Teorema 7.6, p. 45]) Sean Z,Y espacios topoldgi-
cos y A, B subconjuntos cerrados de Z tales que Z = AUB. Si g1 : A—Y
Yy ga: B —Y son continuas y ¢1|anp = 92|anp, entonces f : Z — 'Y definida
por
g1(z), siz€eA,
/() :{ gggz;, stz € B.
es una funcion continua.

Proposicion 1.1.2. Sean X, Y espacios métricos, xro € X y f: X — Y una
Juncion. Entonces f es continua en xo siy sélo si para cada sucesion {x,} -,
de X tal que vo = lim x,, existe una subsucesion {f (x,,)}re, de {f (zn)} o,
tal que f (xo) = lm f (x,,).

Demostracién. Denotemos por d y d’ las métricas de X y Y, respecti-
vamente.

(Necesidad). Sean {xn}zo:l un sucesién de X tal que o = limzx, y ¢ > 0.
Dado que f es continua en zo, existe § > 0 tal que f (B{ (o)) C BY (f (20)).
Como zy = lim z,,, existe N € N tal que si n > N, entonces x,, € B¢ (z).
De manera que, para cada n > N, f (x,) € B¥ (f (2¢)). Esto prueba que
f (zo) =lim f (x,) y termina la prueba de la necesidad.

(Suficiencia). Supongamos que f no es continua en xy. Entonces existe ¢ >
0 tal que para cada 0 > 0 se tiene que f (B¢ (z9)) € BZ (f (9)). De manera
que para cada n € N, existe ,, € B (x0) tal que f (x,,) & BY (f (0)). Como
%o = lim z,,, por hipétesis, existe una subsucesién {f (@n) oey de {f (zn)},
tal que f (x¢) = lim f (z,, ). De manera que existe N € N tal que si k > N,
entonces f (z,,,) € B (f (x0)), lo cual es una contradiccién pues, para cada
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k € N, z,, es un elemento de BY (7¢) tal que f(z,,) ¢ BY (f (z0)). Esto
prueba que f es continua en x. Ik

Proposicion 1.1.3. Sean X un espacio métrico, Y un espacio métrico com-
pacto y f : X — Y wuna funcion. Entonces f es continua si y sélo si para
cada sucesion de puntos {p,} -, en X que converge a un punto p € X se
tiene que si ¢ = lim f (p,), para algin q € Y, entonces ¢ = f (p).

Demostracion. (Necesidad). Sean {p, } -, una sucesién en X y p € X
tales que p = limp,. Dado que f es continua, f(p) = lim f (p,). Ahora
si ¢ = lim f (p,,), para algiin ¢ € Y, como Y es un espacio de Hausdorff,
q=f(p)

(Suficiencia). Sea zg € X. Probaremos que f es continua en xy. Para ello
consideremos una sucesién {z,} -, en X tal que g = limz,,. Dado que YV’
es compacto existen una subsucesion {f (zn, )}, de {f(zn)}e, vy €Y
tal que ¢ = lim f (2, ). Como {z,, },., es una sucesién que converge a g
y ¢ = lim f (x,, ), por hipétesis, ¢ = f (z9). Por la Proposicién 1.1.2, f es
continua en xy. W

Para terminar esta secciéon mencionaremos el Teorema de Extension de
Tietze.

Teorema 1.1.4. (28, Teorema 15.8, p. 103]) Sea Z un espacio topoldgico.
Entonces Z es normal si y sélo si siempre que A es un subconjunto cerrado
de Z y f: A— R es una funcion continua, existe un extension de f a todo
Z, es decir, existe una funcion continua F' : Z — R tal que F|q = f.

1.2. Los Hiperespacios

1.2.1. Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado.
Sean X un continuo y A C X, A es un subcontinuo de X si A es no vacio,
conexo y compacto.
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En el desarrollo de nuestro trabajo, mientras no se diga lo contrario, la
letra X representard un continuo con métrica d.
Consideraremos los siguientes hiperespacios de un continuo X:

2X ={AC X : Aescerradoy A # 0},
C(X)={A€2¥: A es conexo}.

Al conjunto 2% lo dotamos con la métrica de Hausdorff.
Para definir la métrica Hausdorff, primero consideremos € > 0y A € 2X.
Sea

N(e,A) = {z € X : existe a € A tal que d(z,a) < ¢},
a este conjunto se le llama, la nube del conjunto A de radio €. Ahora, definimos

H :2X x 2%¥ — R como
H(A,B)=inf{e¢>0: AC N(¢,B)y BC N(¢,A)}.

Una demostraciéon de que H es una métrica para 2% puede verse en [25,
Teorema 0.2, p. 2]. De modo que 2% es un espacio métrico. Mds atin, 2% es
un continuo (ver [25, Teoremas 0.8 y 1.9, p. 7y 63]). Al espacio (2%, H) se
le llama el hiperespacio de los subconjuntos cerrados del continuo X.

Dado que C (X) es un subconjunto de 2%, C'(X) es un espacio métrico,
ademds es compacto (ver [25, Teorema 0.8, p. 7]) y conexo (ver [25, Teorema
1.12, p. 65]). De manera que también C'(X) es un continuo.

Al espacio (C'(X), H) se le llama el hiperespacio de los subcontinuos del
continuo X.

El siguiente lema, presenta una propiedad importante que satisface la
métrica de Hausdorff. Muestra una relaciéon existente entre la distancia de
dos elementos en 2% y las nubes de estos mismos.

Lema 1.2.1. Sean A, B € 2% y e > 0. Entonces
H(A,B) <esiysdlosi AC N(,B) yBC N(eg, A).
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Demostracién. Sean e > 0y A, B € 2%, Supongamos que H(A, B) < .
Dado que H(A,B) =inf {§ >0: AC N(6,B) y B C N(6,A)}, existe 6y €
{§>0: AC N(§,B)y B C N(6,A)} tal que §y < £. Entonces A C N (do, B)
y B C N (g, A). Como 6y < &, N (09, A) C N (e,A) y N (60, B) C N (¢, B).
Asique A C N(e,B) y B C N(g, A).

Ahora supongamos que A C N(e,B)y B C N(g,A). Sea S = {N (4, A) :
0 < § < e}. Notemos que los elementos de S son subconjuntos abiertos de
X. Afirmamos que S es una cubierta de B. Para ver esto, sea b € B. Como
B C N(g, A), existe a € A tal que d(a,b) < e. Sea d € (d(a,b), ). Entonces
b€ N(J,A). Porlo que S es una cubierta abierta de B. Como B es compacto,

existen 01, 09, ..., 0, tales que B C Lnj N(d;, A). Sea &' = méx{dy,do, ..., 0}
i=1

Entonces B C N(§', A) y 0 < ¢’ < e. Con un procedimiento andlogo, podemos
encontrar un §” > 0 tal que A C N(§",B) y 0" < e. Sea & = méx{d’,0"}.
Entonces A C N(¢/,B), BC N(¢/,A) y 0 < &’ < e. De modo que H(A, B) <
g<e

Lema 1.2.2. Sean X wun continuo con métrica d y A € C (X). Entonces
D={BeC(X):BCAyyF={BeC(X): BNA#0D} son cerrados en
C(X).

Demostracién. Dado que A € C' (X), D = C (A). De manera que D es
compacto. Como C'(X) es un espacio de Hausdorff, D es cerrado en C' (X).

Para mostrar que F es cerrado en C' (X), probaremos que C(X) — F
es abierto en C (X). Sea F € C'(X) — F. Entonces F'N A = (). Dado que
Ay F son compactos y no vacios, ¢ = inf {d(a,b):a€ Aybe F} > 0.
Sea B € B. (F). Entonces H (F,B) < . Por el Lema 1.2.1, B C N (¢, F).
Supongamos que BN A # () y sea by € BN A. Como by € By BC N (¢, F),
existe z € F' tal que d (by, ) < e. Esto contradice la definicién de e, pues
bo € Ay x € F. De manera que BN A = (). Esto demuestra que B. (F') C
C(X)—F. Asi, C (X)—F es abierto en X. Por tanto F es cerrado en C' (X).
|
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1.2.2. Convergencia de sucesiones.

Proposicién 1.2.3. Sean X un continuo, ag € X y {A,} ~, una sucesion
de elementos de 2% tal que A = 1im A,,, para algin A € 2%X. Entonces ag € A
si y solo si existe una sucesion {a,},-, de X tal que ag = lima,, y, para cada
neN,a, €A,

Demostracién. (Necesidad). Sea ag € A. Consideremos la funcion h :
X — [0,00), definida por h (z) = d (ag, z). Dadan € N, como A,, es compacto
y h es una funcién continua existe a, € A, tal que h (a,) < h(a), para todo
a € A,. De esta manera obtenemos una sucesion {a,}.., de X tal que, para
cadan €N, a, € A,.

Mostraremos que ag = lima,,. Sea ¢ > 0. Dado que A = lim A,,, existe
N € N tal que, para todan > N, H (A, A,) < e. Sean > N. Por el Lema
1.2.1, AC N (g, A,). Como ag € A, existe a € A, tal que h(a) = d(ag,a) <
e. Como h (a,) < h(a), tenemos que h (a,) < €, es decir, d(ag, a,) < €. Esto
demuestra que para todo n > N, d (ag, a,) < . De manera que ag = lim a,,.
Esto termina la prueba de la necesidad.

(Suficiencia). Sean ag € X y {a,}, -, una sucesiéon de X tal que ag =
lim a,, y, para cadan € N, a,, € A,.. Probaremos que ayg € A. Supongamos que
agp ¢ A. Como A es compacto, inf {d(ag,a):a € A} = d(ag, A) > 0. Dado
que ap = lim a,,, existe N € N tal que, para cada n > N, d(a,, ay) < Cl(a%"”.

Por otra parte, como A = lim A, existe M € N tal que, para cada

n > M, H(A,,A) < M. Sea n > max{N,M}. Por el Lema 1.2.1,

A, CN (M,A). Como a,, € A, existe a € A tal que d(a,,a) < d(ag,A)

2 2
Ademsds, dado que n > N, d(a,,ag) < d(a+"4). Asi, d(a,ap) < d(a,a,) +

d(an,ag) < d(“g’A) + d(ag’A) = d(ap,A), lo cual es una contradiccién. Esto
prueba que ag € A y termina la prueba de la suficiencia de la proposicién. B

En el desarrollo de este trabajo, utilizaremos constantemente la siguiente
propiedad, la cual es satisfecha por las sucesiones en 2¥.

Lema 1.2.4. Sea X un continuo. Si {A,},—, y {Bn},—, son sucesiones en
2X tales que A =1im A,, y B = lim B,,, para algunos A, B € 2%, entonces

a) si, para cadan € N, A, C B,, entonces A C B.
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b) si, para cadan € N, A, N B, # (), entonces AN B # ().
¢) AUB =1im A, U B,.

Demostracién. Para ver a), sea a € A. Mostraremos que a € B. Por
la Proposicién 1.2.3, existe una sucesién {a,} -, en X tal que a = lima,, y,
para cada n € N, a,, € A,. Como, para toda n € N, A, C B,, para cada
n € N, a, € B,. Asi que, para cada n € N, a,, € B,, y ademés a = lima,,.
Entonces por la Proposicién 1.2.3, a € B. Esto prueba que A C B.

Prueba de b). Para cadan € N, sea z,, € A,NB,. De manera que tenemos
una sucesion {x,} -, en X. Dado que X es compacto, podemos suponer que
existe x € X tal que x = lim x,,. Por la Proposicién 1.2.3, x € AN B.

Demostracién de c).Sea € > 0, entonces existe M € N, tal que sin > M,
entonces H (A, A,) < ey H(B,B,) < e. Por el Lema 1.2.1, para cada
n>M,A, CN( A)yB, CN (e B). Asi que, paracadan > M, A,UB, C
N(e,A)UN (e, B). Pero N (¢, A)UN (e, B) = N (¢, AU B). Por tanto, para
cadan > M, A,UB, C N(¢,AUB).

Andlogamente se prueba que, para cadan > M, AUB C N (¢, 4, U B,).
Por el Lema 1.2.1, para cadan > M, H (AU B, A, U B,) < €. Esto demues-
traque AUB=1mA,UB,. 1

Sea {A,}.7, una sucesién de elementos de 2. Definimos el lémite inferior
de la sucesién {4,} 7 como:

lim infA, = {z € X : para todo € > 0, B.(z) N A, # 0 para toda n salvo
una cantidad finita}.

Y el limite superior como

lim supA,, = {z € X : para todo ¢ > 0, B.(xz) N A,, # () para una cantidad
infinita de nimeros n}.

La siguiente proposicién establece una relacién, entre esta convergencia
de sucesién en el hiperespacio 2% y los conjuntos lim infA,, y lim supA4,, .

Proposicién 1.2.5. [25, Teorema 0.7, p. 14]. Sean X un continuo y {A,}. -,
C 2X. Entonces la sucesion {A,},, converge a A € 2% si y sdlo si lim
infA, = A =lim supA,.
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1.2.3. Arcos ordenados en 2% y C'(X)

La existencia de arcos ordenados en los hiperespacios 2% y C' (X), es de
gran ayuda para probar algunas de sus propiedades. En esta parte definiremos
este tipo de arcos y mostraremos algunas de sus propiedades.

Un arco ordenado en 2% es un subcontinuo no degenerado, o, de 2% tal
que si A, B € a, entonces A C B o B C A. Si « es un arco ordenado en 2%
y « estd contenido en C' (X ), entonces diremos que « es un arco ordenado en
C (X). Por [25, Lema 1.3, p. 57, los arcos ordenados en 2% son homeomorfos
a I. La siguiente proposicién establece cudndo un subconjunto de 2% es un
arco ordenado.

Ademas.

Proposicién 1.2.6. (/25, Lema 1.5, p. 58]) Si o es un arco ordenado en
2% entonces Na € a yJa € a.

Teorema 1.2.7. (25, Teorema 1.6, p. 59]) Si « es un arco ordenado en 2%,
entonces los dos puntos extremos de o son (o y |Ja.

De manera que si a es un arco ordenado en 2%, diremos que « es un
arco ordenado de ()« a |J «. El siguiente resultado, establece una condicién
necesaria y suficiente para que exista un arco ordenado entre dos elementos

de 2¥.

Proposicién 1.2.8. (/25, Teorema 1.8, p. 59]) Si X es un continuo y A,
B € 2%, entonces existe un arco ordenado de A a B en 2 si y sdlo si A G B
y cada componente de B intersecta a A .

Proposicién 1.2.9. (/25, Lema 1.11, p. 64]) Si o es un arco ordenado en
2% tal que N € C (X), entonces a C C'(X).

Usando las proposiciones anteriores es sencillo probar el siguiente teore-
ma.
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Teorema 1.2.10. Si X es un continuo y A, B € C (X), entonces eziste un
arco ordenado de A a B en C (X) si y sélo si A & B.

Lema 1.2.11. Sean X un continuo, {a,} ~ una sucesion de arcos ordena-
dos y g C 2% tal que oy = lim cv,,. Supongamos que aq es un subconjunto

no degenerado de 2. Entonces oy es un arco ordenado.

Demostracién. Notemos que cada a, es un subcontinuo de 2%, por lo
que a,, es un elemento de C' (2X ) Como 2% es, por sf mismo, un continuo,
tiene sentido hablar de la métrica de Hausdorft para C (2X ), que a su vez
estd inducida por la métrica de Hausdorff de 2% . Esto le da sentido al sfmbolo
ap = lim a,. Y, de hecho, como C (2X ) es compacto, oy € C (2X ), de manera
que ap también es un subcontinuo de 2¥.

Como «aq es no degenerado, por definicién, para demostrar que g es un
arco ordenado, basta con probar que, para cualesquiera A, B € ag, A C B o
B cC A.

Sean A, B € ay. Dado que ag = lim «,,, por la Proposicién 1.2.3, existen
dos sucesiones {A,}>2 | v {B,} 2, en 2% tales que A =1im A,,, B =1lim B,
y, para cada n € N, A,,, B, € a,,.

Como, para cada n € N, «,, es un arco ordenado, tenemos que A, C B,
o B, C A,. Supongamos, sin perder generalidad, que existen subsucesiones
{An, ey ABn, ey de {An} 2, {Bn},—, respectivamente, tales que, para
cada k € N, 4, C B,,. Asi que A =1limA,, y B = lim B,,,. Como, para
cada k € N, A, C B,,, por el inciso a) de Lema 1.2.4, AC B. R

En el siguiente corolario, H representard a 2% o C' (X).

Corolario 1.2.12. Sean X un continuo, {A,} ", una sucesion de H—{X}
tal que Ay = lim A,,, para algin Ay € H—{X} y, para cada n € N, sea «,,
un arco ordenado de A, a X en H. Supongamos que existe un subconjunto
no degenerado y cerrado ag en 2™ tal que ap = lim ov,. Entonces o es un
arco ordenado de Ay a X.

Demostracién. Por el Lema 1.2.11, o es un arco ordenado. De manera
que sélo debemos mostrar que

AgzmaoyX:UOéo.
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Primero veamos que Ay =[] ap. Como Ay = lim A,,, ap = lim «,, y, para
cadan € N, A,, € a,,, tenemos que Ay € ap. De manera que [ ag C Ap.

Ahora, sea B € «agp. Dado que a9 = lim «v,,, por la Proposicién 1.2.3, existe
una sucesion {B,} -, tal que B = lim B,, y, para cada n € N, B,, € a,. Por
tanto, para cada n € N, A, C B,,. Entonces, por el Lema 1.2.4, Ay C B. De
manera que Ag C [) ap. Por tanto Ag = () ayp.

Ahora probaremos que X = (J«p. Claramente | Jap C X. Ademds, para
cadan € N, X € a,,. Asi que X € . De aqui X C |J ap. Esto muestra que
X = J g y termina la prueba del corolario. Bl

Sean X un continuo y A, B € C' (X), decimos que [ es una trayectoria
ordenada de A a B en C(X),si § = {B}, en el casoen que A = B o [ es
un arco ordenado de A a Ben C (X), si A # B.

Proposicién 1.2.13. Sean X un continuo y A, B € C'(X) tales que A C B.
Entonces eziste una trayectoria ordenada B de A a B en C' (X).

Demostracién. En el caso en que A = B, consideramos 5 = {A}.

Si A # B, dado que A C B, por el Teorema 1.2.10, existe un arco
ordenado 3 de A a B en C'(X). Por tanto, existe una trayectoria ordenada
deAaBenC(X) R

Proposicién 1.2.14. Sean X un continuo, A, B € C (X) y « una trayec-
toria ordenada de A a B en C(X). Entonces existe una funcidn continua
h:[0,1] — « tal que h(0) = A y h (1) = B.

Demostracién. En el caso en que A = B, definimos 4 : [0, 1] — a por
h(t) = A. Supongamos que A # B. Entonces a es un arco ordenado de A
a B en C(X). Por el Lema 1.3 de [25, p. 56|, existe una funcién continua
h :10,1] — « tal que h(0) = Ay h(b) = B. Esto termina la prueba de la
proposiciéon. B
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1.2.4. Funciones de Whitney

Si X es un continuo, una funcién continua p : 2% — [0, 00), es una funcidn
de Whitney para 2% si satisface las siguientes condiciones:

1. paratodoz € X, u({z}) =0,

2. si A estd contenido propiamente en B, entonces p (A) < u (B).

En [25, (0.50.1) y (0.50.2), pp. 25 y 26, respectivamente] se presentan
ejemplos de funciones de Whitney para 2%, donde X es un continuo cualquiera.

Cuando hablamos de una funcién de Whitney para C'(X) simplemente
estaremos refiriéndonos a una funcién continua de C' (X)) en [0, 00) que satis-
face las condiciones 1 y 2. Entonces la restriccién de cada funcién de Whitney
de 2% a C (X) es una funcién de Whitney para C (X).

Dado que 2% y C' (X) son compactos, la imagen de ellos bajo una funcién
de Whitney es un conjunto compacto de [0, 00). Lo que es mds, la condicién
2 asegura que el méximo de una funcién de Whitney siempre se alcanza en
el elemento X de 2% (o de C (X)), segtin en donde estemos contemplando a
la funcién). Cuando X es no degenerado (es decir, cuando X tiene méds de
un punto), las condiciones 1 y 2 garantizan que p (X) > 0, asi que podemos
tomar la funcién —£~ : 2¥ — [0,1] (o con dominio C (X), segiin sea el

m(X)
caso), definida por es] (A) = %. Observemos que esta nueva funcién

sigue cumpliendo las propiedades 1 y 2 pero ahora tiene dos propiedades
adicionales, a saber, su imagen esta contenida en el intervalo [0, 1] y p (X) =
1. Asi que cuando hablemos de funciones de Whitney supondremos que X es
no degenerado y le pediremos la propiedad adicional:

3. p(X)=1.

1.3. Conexidad

En esta seccién presentamos algunos resultados que seran de gran ayuda
en demostraciones posteriores.
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Teorema 1.3.1. ([13, Teorema 1.53 inciso 5, p. 55]) Sean Z un espacio
topoldgico conexo y A un subconjunto conexo de Z. Si My y My es una
separacion de Z — A, entonces AU My y AU M, son conexos.

Proposicién 1.3.2. Sean Z un espacio topoldgico conexo yp € Z. Si Y1 y
Yy son subconjuntos cerrados de Z tales que Z = Y1 UYs y Y1 NYy = {p},
entonces Y1 y Ya son conexos. Ademds, si C' es un subconjunto conexo de Z,
entonces CNYy y CNYs son conexos y si CNYy # 0 y CNYsy # D, entonces
peC.

Demostracién. Haremos la demostracién por casos:

Caso 1. Y; = {p}.

En este caso Z = Y5, pues Z =Y, UYs y p € Ys. Por tanto Y; y Ys son
CONEXos.

Sea C' un subconjunto conexo de Z. Entonces CNY; = {p} o CNY; = 0,
en ambas situaciones se cumple que CNYj esconexoy CNYo =CNZ =C
es conexo. Pero si CNY; # 0y CNYy # (), entonces CNY; = {p} y por
tanto p € C.

De manera que si Y; = {p}, la conclusién es cierta.

Andlogamente, si Y, = {p}, la conclusién también es cierta.

Caso 2. {p} # Y1y {p} # Ya.

En este caso se cumple que Yy —{p} # 0y Yo — {p} # 0, ademds Y, — {p}
y Yo — {p} son subconjuntos cerrados de Z — {p}, pues Y] y Y5 son cerrados
en Zy Z—{p}=(Y1—{p})U(Ya — {p}) es una separacién de Z — {p}. Por
el Teorema 1.3.1,Y; = (Y1 — {p}) U{p} v Yo = (Y2 — {p}) U{p} son conexos.

Sea C' un subconjunto conexo de Z. Mostraremos que C NY; y C N Y,
SON CONexos.

Subcaso 2.1. Supongamos que C' C Y.

En este caso C'= C'NY; y por tanto C' N Y] es conexo.

Ahora, dado que CNY; C Y1 NY, = {p}, tenemos que CNYs = 0 o
C'NY, = {p} y en ambas situaciones se cumple que C'N Y3 es conexo.

Subcaso 2.2. Supongamos que C' € Y].
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Si C C Ys, procedemos como en el parrafo anterior.

Ahora, si C' ¢ Y, entonces CNY; — {p} # 0. Como C ¢ Y] tenemos que
CNYs—{p} #0.Dadoque CNY; —{p} #0y C—{p} = (CNYi —{pHhU
(C'NYz—{p}) es una separacién de C' — {p}. Como C' es conexo, C' no tiene
separacion, asi que C' # C — {p}, por lo que p € C, por el Teorema 1.3.1,
CnYi=(CnYr—{pHu{p} yCNYy=(CNYy—{p})U{p} son conexos.
Esto termina la prueba del subcaso 2.2.

Ahora supongamos que C NY; # () y C NYz # (. Demostraremos que
p € C. Dado que Y] y Y3 son cerrados en Z, C = (CNY;) U (CNYs),
CNY1#0,CNYy# 0y C es conexo, tenemos que (C NY;)N(C NYy) # 0.
Pero ) #(CNY;)N(CNYy) CYiNYy, ={p}, por tantop e C. A

Para finalizar esta seccién, citaremos el teorema de los golpes en la fron-
tera.

Teorema 1.3.3. (/27, Teorema 5.6, p. 74]) Sean X un continuo y E un
subconjunto propio y no vacio de X. Si K es una componente de E, entonces
ClL(K)NFr(E) # (.

1.4. Unicoherencia y propiedad b)

Decimos que un espacio topoldgico conexo Z es unicoherente, si siempre
que Z = AU B, donde A y B son subconjuntos conexos y cerrados en Z, se
tiene que AN B es conexo.

Denotaremos por S* a la circunferencia de radio uno centrada en el ori-
gen del plano y exp denotard la funcién continua exp : R — S! definida
por exp (t) = (cos(27t),sen (27t)). Recordemos que al plano lo podemos
identificar con los nimeros complejos, asi que si z € S!, escribiremos indis-
tintamente z = (cos (27t),sen (2nt)) y z = cos (27t) + isen(27t). Sean Z
un espacio topoldgico conexo y f : Z — S* una funcién continua, decimos
que f tiene un levantamiento, si existe una funcién continua h : 7 — R tal
que expoh = f, llamaremos a h levantamiento de f. Un espacio topolégico
conexo, Z, tiene la propiedad b), si, toda funcién continua f : Z — S* tiene
un levantamiento.
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Ahora, demostraremos algunos resultados acerca de la propiedad b).

Proposicion 1.4.1. Sean Z y Y espacios topoldgicos conexos. Si Z es home-
omorfo a'Y y Z tiene la propiedad b), entonces Y tiene la propiedad b).

Demostracién. Sean f : Y — S! una funcién continua y h: Z — Y un
homeomorfismo. Dado que Z tiene la propiedad b), existe un levantamiento
g : Z — R de la funcién continua f o h. Definimos ¢’ : Y — R por ¢ (y) =
(goh™1) (y). Como g y h™! son continuas, ¢’ es continua, adema4s

(expog’) (y) = (expo(goh™))(y)

((expog) o h™1) (y)
((foh)oh™)(y)
= f(y).

De manera que ¢’ es un levantamiento de f. Por tanto Y tiene la propiedad
b). &

Teorema 1.4.2. Sean Z un espacio topoldgico conexo, f : Z — S' continua
y hi, ho : Z — R dos levantamientos de f. Si existe zg € Z tal que hy (zo) =
ho (z0), entonces hy = hs.

Demostracién. Para cada z € 7,

exp ohy (2) = cos (2mhy (2)) + isen (2mhy (2)) = ei1(2)

exp ohy (2) = cos (2mhy (2)) + isen (2whsy (2)) = e2(2),

Como hy y hy son levantamientos de f, para cada z € Z, e () = f () =
e2(?) De manera que, para cada z € Z, ;Z—;Ez; = 1. Por tanto, para cada
z € Z, em=h)(z) = 1. De esto, para todo z € Z, (hy — hy) () € Z. Como
Z es conexo y los tnicos subconjuntos conexos de Z son los conjuntos de un
solo punto, h; — hy es constante. Dado que hy (z9) = ho(29), tenemos que

]’Ll :hg. .
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Lema 1.4.3. Sean W un espacio topoldgico con la propiedad b), f : W — S*
una funcion continua, wg € W y ty € R tales que exp (to) = f (wo). Entonces
existe un levantamiento de f h: W — R tal que h (wg) = to.

Demostracién. Dado que W tiene la propiedad b), existe g : W — R
tal que expog = f. Asf que, (expog) (wo) = f (wo) = exp (to). Entonces

(exp og) (wo) = cos (27g (wp)) + isen (2mg (wy)) = €9(+0)

exp (to) = cos (27ty) + isen (27ty) = e'o.

De manera que e0 = f (ty) = €90, Asi que e!(to=9(w0)) — e;zi(tfo) = 1. Por

tanto to — g (wg) = ko € Z. Definimos h : W — R por h (w) = g (w) + ko.
Claramente h es continua, h (wg) = g (wo) + ko = to y ademds, para cada
we W,

(expoh) (w) = exp (h(w))

= exp (g (w) + ko)
= (cos (27 (g (w) + ko)) , sen (27 (g (w) + ko)))
= (cos (2mg (w) + 27ky) , sen (2mg (w) + 27ky))
= (cos (2mg (w)) , sen (2mg (w)))
— (expog) (w)
(). m

Lema 1.4.4. Sean W un espacio topoldgico y Zy, Za subconjuntos cerrados
de W que tienen la propiedad b). Si Zy N Zy es conexo, entonces Zy U Zy tiene
la propiedad b).

Demostracion.

Sea f : Z; U Zy — S' una funcién continua.

Caso 1. Z, N Zy # 0.

Sean xg € Z1NZy y tg € R, fijos, tales que exp (tg) = f (z0). Dado que Z; y
Zs tienen la propiedad b), por el Lema 1.4.3, existen dos funciones continuas
hi : Z1 — Ry hy : Zy — R, tales que f|z, = expohy, f|z, = expohy y
hi (zo) = tg = hs (xg). Definimos h : Z; U Zy — R por



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

. hl (Z), siz € Zl,
h(z)—{ he (2), sz € Zs.

Dado que hi|z,nz, ¥ halznz, son levantamientos de f|z,nz,, Z1 N Zy es
conexo y hy (z9) = hg (xg), por el Teorema 1.4.2, hi|z,nz, = ha|z,nz,- De
manera que h estd bien definida y, por la Proposicién 1.1.1, A es continua.
Msds atin, f = exp oh. Esto termina la prueba del Caso 1.

Caso 2. Z,NZy = ().

Dado que Z; y Z, tienen la propiedad b), existen dos funciones continuas
hi:Zy — Ry hy : Zy — R tales que expohy = f|z, y expohs = f|z,.
Definimos h : Z; U Z; — R, por

. hl (Z), sizé€ Zl,
h(z)—{ he (2), sz € Zs.

Dado que Z; y Z5 son subconjuntos cerrados de Wy Z, N Zy, = 0, h es
continua y claramente exp oh = f. Esto termina la prueba del Caso 2. B

Sean Z, Y espacios topoldgicos y f, g funciones continuas de Z a Y.
Decimos que f es homotdpica a g, si existe una funcién continua F' : Z X
[0,1] — Y tal que, para todo z € Z, F (2,0) = f(2) y F(z,1) = g(z2). El
siguiente resultado fue probado por S. Mardesi¢ en [22].

Teorema 1.4.5. (/22, Lema 5, p. 39]) Sean Z un espacio topoldgico y f :
7 — S' una funcion continua. Entonces f tiene un levantamiento si y sélo
si f es homotdpica a una funcion constante.

Sean Z un espacio topoldgicoy Y C Z. Una retraccion de Z en Y, es una
funcién continua r : Z — Y tal que, para today € Y, r (y) = y. Decimos que
Y es un retracto por deformacion de Z, si existen una retraccién r : Z — Y
y una funcién continua F : Z x [0,1] — Z, tales que, para todo z € Z,
F(z,0) = 2z, y F(z,1) = r(2). Un espacio topoldgico Z es contraible si
existe p € Z tal que {p} es un retracto por deformacién de Z.
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Teorema 1.4.6. Sean Z un espacio topoldgico y 'Y un retracto por deforma-
cion de Z. Entonces Z tiene la propiedad b) si y sdlo si'Y tiene la propiedad

b).

Demostracion. Dado que Y es un retracto por deformacién de Z, existen
una retraccién r : Z — Y y una funcién continua F': Z x [0,1] — Z, tales
que, para cada z € Z, F'(2,0) =z y F(z,1) =7 (2).

(Necesidad). Sea f : Y — S! una funcién continua. Dado que Z tiene la
propiedad b), existe un levantamiento h : Z — R de f or . Consideremos
hly : Y — R. Dado y € Y, tenemos que expohly (y) = for(y) = f (y), pues
r (y) = y. Esto demuestra que h|y es un levantamiento de f. De manera que
Y tiene la propiedad b).

(Suficiencia). Consideremos una funcién continua f : Z — S*. Probare-
mos que f es homotépica a una constante. Dado que Y tiene la propiedad
b), por el Teorema 1.4.5, f|y es homotdpica a una constante. De manera que
existen sy € S' y una funcién continua, H : Y x [0,1] — S tales que, para
caday €Y, H (y,0) = fly (y) y H (y,1) = sg. Definimos H; : Z x[0,1] — S!
por

[ F(F(2,2t), sitel0,1],
Hl(z’t)_{ H(r(z),2t—1), site[4,1].

Como f (F(z,1)) = f(r(2)) y H(r(2),0) = f (r(z)), para toda z € Z,
tenemos que H; es continua. Ademads, para cada z € Z,

Hy(2,0) = f(F(2,0) = f(2),

Hy(z,1)=H(r(2),1) = so.

De manera que f es homotdpica a una constante. Por el Teorema 1.4.5,
f tiene un levantamiento. Esto prueba que Z tiene la propiedad b). B

Corolario 1.4.7. Sea Z un espacio topoldgico. Si Z es contraible entonces
Z tiene la propiedad b).
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Demostracién. Si Z es contraible, existe p € Z, tal que {p} es un
retracto por deformacién de Z. Dado que {p} tiene la propiedad b), por el
Teorema 1.4.6, Z tiene la propiedad b). B

Dado que para cada n € N, I" es contraible, tenemos que:

Corolario 1.4.8. Sin € N, entonces I"™ tiene la propiedad b).

Para cada n € N Sn denotaré la esfera unitaria de dimensién n, es decir

Corolario 1.4.9. Sin € N yn > 2, entonces S™ tiene la propiedad b).

Demostracién. Denotemos por

M1 = {(1231, ...,l’n+1) - RnJrl : l’% + ... —|—jS+1 =1 y 21 Z 0}’

M2 = {(1231, ...,l’n+1) c R l’% + ... —|—jS+1 =1 y 21 < 0}
Sea
M = {(:zzg,...,an) eER™: 22+ ... +:z:i+1 < 1}.

Definimos h : My — M por h(xy,x2,...,Tn41) = (22,...,2,41). Clara-
mente h es continua y ademds g : M — M; definida por g (z3, ..., Tpy1) =

(\/1 — (34 ...+ 224), 20, s xn+1> es su funcién inversa, la cual también
es continua. De manera que h es un homeomorfismo. Asi que M; es homeo-
morfo a M.

De manera andloga se prueba que Ms es homeomorfo a M.

Ya que la funcién H : M x [0,1] — M dada por H ((xg,...,Tp41),t) =
(1 —t)(xg,...,2p41) nos lleva a que M es contraible, por el Corolario 1.4.7,
M y M, tienen la propiedad b). Dado que S™! es conexo y MyN M,y = S™ 1
por el Lema 1.4.4, S™ tiene la propiedad b). B
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Lema 1.4.10. St M es una celda de dimension mayor o igual a tres yp € M,
entonces M — {p} tiene la propiedad b).

Demostracién. Sea n la dimensién de M. Supongamos que M = [—1,1]".
Sip € Frga (M), entonces la funcién F : (M — {p}) x [0,1] — M — {p}
definida por F'(q,t) = tq es continua y ademds, para cada ¢ € M — {p},
F(q,1) = q, F(q,0) = 0, donde 0 = (0,0,...,0) € M. De manera que
M — {p} es contraible. Por el Corolario 1.4.7, M — {p} tiene la propiedad b).

Ahora, si p € intg. (M), para cada ¢ € M — {p}, denotamos por 7, el
punto de interseccién de F'r (M) y el segmento de recta que inicia en p y pasa
por el punto ¢. Definimos r : M —{p} — Fr (M) por r (¢) = r,. Claramente r
es una retracciéon de M —{p} en F'r (M). Definimos H : (M — {p}) x[0,1] —
M —{p} por H (q,t) = (1 — t) g+tr,. Notemos que H es continua y ademsds,
para cada g € M — {p}, H(q,0) =qy H(¢q,1) =1, =r(q). De manera que
Fr (M) es un retracto por deformacién de M — {p}. Dado que Fr (M) es
homeomorfo a la esfera S"' y n > 3, por el Colorario 1.4.9, F'r (M) tiene la
propiedad b). Asi, por el Teorema 1.4.6, M — {p} tiene la propiedad b). B

Los siguientes resultados establecen la relacién entre ser unicoherente y
tener la propiedad b).

Teorema 1.4.11. Sea Z un espacio topoldgico normal. Si Z tiene la propiedad
b), entonces Z es unicoherente.

Demostracién. Supongamos que Z no es unicoherente. Entonces existen
dos subconjuntos cerrados y conexos Ay B talesque Z = AUBy ANB
no es conexo. Sean Fi} y F, subconjuntos cerrados no vacios de Z tales que
ANB = FiUF,y FiNF, = (. Como Z es un espacio normal, por el Teorema
1.1.4, existe una funcién continua f : Z — [0,1] tal que f(F}) = {0} y
f (k) = %

Definimos ¢ : Z — S* por

| exp(f(z2), sizeA,
9(2) = { exp(—f(2)), sizeB.
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Dado que g es continua en los conjuntos A y B, los cuales son cerrados en
Z, para ver que g es continua en Z basta mostrar, por la Proposiciéon 1.1.1,
que, paracada z € ANB, exp (f (z)) = exp(—f (2)). Seaz € ANB = F1UF,.
Entonces z € F} 0 z € Fy. En el caso en que z € F}, tenemos que f (z) = 0.
Entonces f (z) = —f (2) y por tanto exp (f (z)) = exp (—f (2)).

Por otro lado, en el caso en que z € Fy, tenemos que f (z) = % De manera
que exp (f (2)) = (cos (m),sen (7)) = (—1,0). Por otra parte, exp (—f (2)) =
(cos (—m),sen(—m)) = (—1,0). Por tanto exp (f (z)) = exp(—f (z)). Esto
demuestra que la funcién ¢ es continua en Z.

Dado que Z tiene la propiedad b), existe una funcién continua h : Z7 — R
tal que exp oh = g. Sea L = exp (h (A) N h(B)). Dado que A y B son conexos,
h(A) y h(B) son subconjuntos conexos de R, por tanto h(A) N h(B) es
conexo. Por tanto, como exp es una funcién continua, L es conexo.

Mostraremos que L = {(1,0),(—1,0)} y con ello obtendremos una con-
tradiccién con el hecho de que L es conexo.

Notemos que

exp(h(ANB)) Cexp(h(A)Nh(B)) =L Cexp(h(A)) Nexp (h(B)).
Dado que h es un levantamiento de g,

exp (h (AN B)) =g (AN B),
exp (h(A)) = g (4)

exp (h(B)) = g(B).
De manera que
g(AnB)C LCg(A)nNg(B).

Pero

=g (F1)Ug(Fy)
exp (f (F1)) Uexp
= exp ({0}) Uexp ({
_{(170)7( ) )}

g(ANB) =g(FUF)
g(
1)

(f (F2))
2))
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Por otro lado, notemos que {(1,0),(—1,0)} C g(A)Ng(B). Ademds, si x €
g (A)Ng(B), entonces existen a € Ay b € B tales que g (a) = exp (f (a)) =

x = exp (—f (b)). Entonces ei’;rz(f](f(lg))) = 1. De manera que f (a) + f (b) €
Pero [ (a), f(b) € [0, },portantOf(a)IOIf()Of()I —f()
Asf que = = exp(f(a)) = (1,0) o z = exp(f(3)) = (—1,0). Entonces
z € {(1,0),(-1,0)}. Esto demuestra que g(A)Ng(B) ={(1,0),(-1,0)}.
Como g (A ﬂB) CLCcg(ANng(B)ygAnB)={(1,0),(— 1,0)} =

g(A)Ng(B), L=1{(1,0),(—1,0)}. De manera que L no es conexo. Lo cual
es una contradiccién pues ya habiamos establecido que L es conexo.
Por tanto Z es unicoherente. B

Tener la propiedad b) y ser unicoherente son equivalentes si el espacio es
conexo, normal, 77 y localmente conexo, es decir:

Teorema 1.4.12. (/9, Teorema 3]) Sea Z un espacio topoldgico normal,
T y localmento conexo. Entonces Z es unicoherente si y sélo si Z tiene la
propiedad b).

Sam. B. Nadler, Jr. prob¢ el siguiente resultado.

Teorema 1.4.13. (/25, Corolario 1.176, p. 178]) Para cualquier continuo
X, 2% y C(X) tienen la propiedad (b) y entonces son unicoherentes.

Este resultado serd obtenido en este trabajo como corolario del Teorema

2.2.2. La prueba que ofrecemos aqui es diferente a la hecha por Sam. B.
Nadler, Jr.

Proposicion 1.4.14. Sean Z un espacio topoldgico normal y conexo con la
propiedad b), p € Z y W una vecindad de p en Z tal que W — {p} tiene
la propiedad b). Si eziste una vecindad U de p tal que Fr (U) es conezxa y
ClL(U) Cc W, entonces Z — {p} tiene la propiedad b).

Demostracién. Sea f : Z — {p} — S una funcién continua. Dado que
W —{p} tiene la propiedad b), existe una funcién continua h : W —{p} — R
tal que expoh = flw_g. Dado que Fr(U) es cerrado en Z y Z es un
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espacio topolégico normal, por el Teorema 1.1.4, existe una funcién continua
W : Z — Rtal que V| gy = h|rr@)- Sea 2o € Fr (U). Definimos f': Z — S*
por

RN VA COR sixz e Z—int(U),
d (x)_{ (expol’) (z), sizeClL(U).

Dado que (Z —int (U)) N ClL(U) = Fr(U) y, para cada x € Fr(U),
(expoh') (x) = (expoh) (x) = f (x), pues expoh = f|w_gp, obtenemos que
f" es continua. Dado que Z tiene la propiedad b), existe una funcién continua,
hy: Z — R, tal que expohy = f"y hy (20) = h(20). Definimos hy : Z—{p} —
R por

hi(z), sizeZ—int(U),
ha () = { h(z), sizeCLU)-{p}.

Dado que hi| gy ¥ | pr(vy son levantamientos de f|pruy, b1 (20) = b (20)
y Fr (U) es conexo, por el Teorema 1.4.2, hy|py(ry = h|pr@). De manera que
ho es continua y claramente exp ohy = f. Esto prueba que Z — {p} tiene la
propiedad b). B

Proposicién 1.4.15. Sea Z un continuo localmente conexo y unicoherente
y sea p € Z tal que p no es punto de corte de Z, entonces p tiene una base
de vecindades con frontera conexa.

Demostracién. Sea W un abierto de Z tal que p € W. Probaremos que
existe un abierto U de Z tal que p € U C W'y Fr (U) es conexa.

Dado que Z es un continuo localmente conexo, para cada elemento ¢ de
Z — W, existe un abierto conexo U, de X tal que ¢ € U, y p ¢ CIL(U,).
Ast, {U,: q € Z— W} es una cubierta abierta de Z — W. Como Z — W es
compacto, existen n € Ny g1, qo, ..., ¢, € Z — W tales que
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Sea W' = Z —J Cl(Uy,). Notemos que W’ es abierto, W Cc Wy Z—-W’
i=1

tiene un nidmero finito de componentes. Sean K, Ko, ..., K,, las componentes
conexas de Z — W’. Dado que, para cada i € {1,...,m}, K; es cerrado en
Z—W'"y Z —W'es cerrado en Z, tenemos que, para cada i € {1,...,m}, K;
es cerrado en Z.

Como p no es punto de corte de Z, Z — {p} es conexo. Asi, Z — {p}
es abierto y conexo en Z. Dado que Z es un continuo localmente conexo,
Z — {p} es conexo por arcos (ver [27, Teorema 8.26, p. 132]). Sean k; € K,
ke € K, ..., k, € K,,,. Como

Z—W/:L_JIKZCZ—{]?},

para cada 1 < i < m — 1, existe un arco «; en Z — {p} con puntos extremos
k; v kiy+1. De manera que

v (G (Un)

es conexo. Ademds Y es cerrado en Z.

Sea U la componente de Z — Y tal que p € U. Dado que Z es localmente
conexo y Z —Y es abierto en Z, U es abierto en Z. Mostraremos que F'r (U)
€s conexo.

Como U es conexo, pues es una componente de Z — Y, Cl (U) es conexo.

Ahora probaremos que Z — U es conexo. Sea F' una componente de Z —Y,
distinta de U, entonces F' C Z —U, ademés CI (F') es conexo. Por el Teorema
1.3.3,Cl(F)NFr(Z-Y)#0.Dadoque Fr (Z —-Y)=Fr(Y)CY,puesY
es cerrado, tenemos que Cl (F)NY # (). Ademds, como Z — U es cerrado en
XyFCZ-U,CI(F)C Z—-U.Notemos que Z—U =Y U < U C’Z(F)),

FED
donde D = {F C Z: F es un componente de Z — Y} — {U}. Ademés Y es

conexo y para cada F' € D, Cl (F) es conexoy Cl (F)NY # (). Esto demuestra
que Z — U es conexo.
Asi, Cl1(U) y Z — U son cerrados conexos de Z tales que Z = Cl(U) U
(Z —=U). Como Z es unicoherente, C1(U)N(Z — U) = Fr (U) es conexo.
Falta probar que U C W. Dado que
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Z-W'=JK;

1=1

v (b))

tenemos que Z — W’ C Y. Entonces Z —Y C W'. Por tanto U ¢ W' C W.
Esto termina la prueba de la proposicién. B

Lema 1.4.16. Sean X un continuo, Ay € 2% —{X} y {A,} 7, un sucesion
en 2X —{ X} tales que Ay = lim A,,. Para cadan € NU{0}, sea a,, es un arco
ordenado de A, a X y ag = lim v, (ver Corolario 1.2.12). Sean f : A — St,

donde A= |J an, una funcién continua, to € exp ' (f (X)) y, para cada
neNU{0}

n € NU{0}, h, : o, — R un levantamiento de f|,, tal que h, (X) = ty.
Entonces hq (Ag) = lim h,, (A,).

Demostracién. Sea p : 2%¥ — [0, 1] una funcién de Whitney. Para cada
n € NU {0}, denotemos por p,, a la funcion pla,, : @, — p (o).

Afirmacién 1. Para cada n € NU {0}, y,, es un homeomorfismo.

Sean € NU{0}. Dado que «;, es compacto, R es un espacio de Hausdorff
vy [, €s continua, para probar que p, es un homeomorfismo, sélo tenemos
que mostrar que p,, es continua y biyectiva. Dado que p es continua, p,, es
continua.

Claramente p,, es una funcién suprayectiva.

Sean A, B € a,,, con A # B. Dado que «,, es un arco ordenado, podemos
suponer que A C B. Asi, u(A) < pu(B). De manera que p,, (A) # u, (B).
Por tanto p,, es inyectiva. Asf que p,, es un homeomorfismo.

Para cada n € N U {0}, consideremos la funcién f, : [0,1] — [ (Ay), 1]
definida por f, (t) = (u,, (A,) — 1) ¢t + 1. Claramente, para cada n € NU{0},
fn es un homeomorfismo.

Para cada ¢ € N, sea L; el segmento convexo, contenido en el plano
Euclidiano R?, que une a (0,0) y (1,1). Sean Ly = [0,1] x {0} y Y = | L;.

i=0

Denotemos por v al punto (0, 0).
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Para cadan € NU{0}, definimos la funcién p,, : L,, — [0, 1] por p, (z,y) =
x. Notemos que, para cada n € NU{0}, p, es un homeomorfismo.

Como, para cada n € NU {0}, u,,, fn ¥ pn son homeomorfismos, al con-
siderar la funcién g, = (i,,)"" o f, o p, obtenemos un homeomorfismo entre
L,y a,.

Definimos la funcién g : Y — A por g (z,y) = gn (x,y), si (z,y) € Ly,
donde n € NU {0}. Sea n € NU {0}, entonces

In (V)

Ya que (0,0) es el tinico punto comin que pueden tener dos conjuntos
L,,, obtenemos que ¢ esta bien definida.

Afirmacién 2. g es continua.

Para probar esto, consideremos una sucesién {(zx, yx)},o, en Y tal que
(%0, yo) = lim (2, y ), para algin (zg,y0) € Y.

En el caso en que (zo,yo) € L, — {v}, para algin m € N, como L,, — {v}
es abierto en Y, tenemos que existe M € N, tal que si k > M, entonces
(g, Yx) € Ly —{v}. De manera que {(xy, yx) : k > M} es una sucesion en Ly,
que converge a (g, yo). Dado que g,, es continua tenemos que g, (zo, o) =
lm g, (k, Y)- Asl, g (2o, yo0) = lim g (z, yr)-

Ahora, cuando (z¢,y0) € Lo, si existe una subsucesién {(zx,, yx,)}-, de
{(zk,yk) } ooy, contenida en Ly, por un razonamiento andlogo al anterior,
podemos concluir que g (2o, yo) = Um g (xx,, Yx, )-

De manera que el caso interesante es cuando (g, 39) € Lo y existe M € N
tal que si k > M, entonces (xx, yx) ¢ Lo.

Consideremos la subsucesion {(zar+s, Ynrts) toeq de {(Tr, Yx) } oy ¥, Para
cada s € N, sea n; € N tal que (zpr45, Ynrys) € L, -

Ahora, supongamos que existe B € A, tal que B = lim g (xarvs, Ynris)-
Por la Proposicién 1.1.3, para probar la continuidad de g en (xg,7o) basta
mostrar que B = g (zo, Yo)-
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Como {a,, }oo, es una subsucesién de {a,} —, y ap = limay,, ay =
lim «v,,,. Dado que, para cada s € N, g (X145, Yrrss) € Qn,,

B = ng (*TM+svyM+s)

y a = lim o, tenemos que B € «y.
Por otra parte, como (z, o) € Lo, tenemos que g (o, yo) € .
Dado que g (zo,y0), B € ap y g es un arco ordenado, se cumple que

g (x0,y0) C B o B C g(wo, o).
Pero,

(9 (%0, 90)) = (9o (o, Y0))
1 (1o © foopo) (x0,%0))
fo (po (%0, v0))
Jo (CUO)
= (u(Ao) — 1) a0 + 1.

Por otro lado, dado que {A,,};-; es un subsucesién de {A,} ~, y Ao =
lim A,,, tenemos que Ag = lim A,,,, ademds B = lim g (Tp4s, Ynras) Y [ €8
continua. Asi que,

p(B) =1lmpu(g(Tarys Ynres))
= lim p (gns ('TMJFS’ yM+S))
= lim p (,u;sl 0 fu, Opns) (Tpr4s, YMts)
= lm f,,, (P, (Trr4s: Ynits))
= lm fo, (Tar+s)
=lm ((u(A,,) — 1) zares + 1)
— (I Ay,) — 1) (Hm ) + 1
= (1 (Ao) =)o + 1.

De manera que p (B) = (g (2o, Y0)). Como B C g (0, y0) 0 g (2o, %0) C
B, podemos concluir que B = g (zg, yo). Esto prueba la continuidad de g en
el caso en que (zg,yo) € Lo y con ello hemos terminado la demostracién de
la afirmacién.

Dado que Y es contraible, por el Corolario 1.4.7, Y tiene la propiedad b).
Como, fog:Y — S! es una funcién continua, existe una funcién continua,
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[:Y — R, tal que fog = expol, ademés, como g (v) = Xy f (g (v)) = f(X),
podemos pedir que [ (v) =ty (ver Lema 1.4.3).

Notemos que, para cada n € NU{0}, l|,, es un levantamiento de fog|. ,
tal que l|1, (v) = to.

Por otro lado, dada n € NU {0}, por la definicién de g,

expo (h,0g)|r, =expo(hyogn)
= (exp ohy,) ° gn
= f|an © gn
= (fo9)|L.-

Ahora, recordemos que v = (0,0) y g (v) = X. Asi,

(hn 0 g) |2, (v) = hn (X)
— to.

De manera que, para cadan € NU{0}, [|., v h,0g]|L, son levantamientos
de foglr, v ademés satisfacen que l|, (v) = hnog|L, (v). Asi, por el Teorema
1.4.2, para cada n € NU{0}, |1, = hn o gL,

Ahora, sean gy = (1,0) y, para cada n € N, ¢, = (1,1). Notemos que,
para cada n € NU{0},

1(gn) = (hnoglL,) ()

= I, (gn (qn))

= hy, ((/’l’r_zl o fn Opn) (Qn))
=Py (it (1 (An) = 1)1+ 1))
=l (1 (1 (An)))

= hp (Ay).

Dado que ¢y = lim g, por la continuidad de [, se cample, [ (qo) = lim (g,,).
Asi, ho (An,) = lim A, (A,). Esto termina la demostracion del lema. H



Capitulo 2

Resultados generales

2.1. Introduccién

Sean Z un espacio topoldgico unicoherente y z € Z. Decimos que z agujera
a Z si Z —{z} no es unicoherente. Un arco libre en X, es un arco pq, donde
py ¢ son los puntos extremos, tal que pg — {p, ¢} es abierto en X.

Sam B. Nadler Jr. probé que, para cualquier continuo X, los hiperespa-
cios C'(X) y 2% son unicoherentes (ver [25, Corolario 1.176, p. 178]). Los
problemas en los que estamos interesados son: ;Cudles elementos de C' (X)
lo agujeran? y ;cudles elementos de 2% lo agujeran?

En este capitulo mostraremos que:

1. Si X esun continuo y x € X, entonces {r} no agujera a C' (X) ni a 2%
(Teorema 2.2.3).

2. Si X es un continuo localmente conexo no homeomorfo a S*, entonces
X no agujera a C' (X) (Teorema 2.3.6).

3. Si X es un continuo y pq es un arco libre en X, tal que p, ¢ ¢ int (pq),
entonces pq agujera a C' (X) (Teorema 2.4.2).

4. Si X es un continuo y pq es un arco libre en X, tal que p ¢ int (pq),
pero ¢q € int (pq), entonces pg no agujera a C'(X) (Teorema 2.4.5).

32
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5. Si X es un continuo, S es una curva cerrada simple contenida en X
y p € X son tales que S — {p} es abierto en X, entonces S agujera a
C(X).

Si uno observa las afirmaciones 3 y 4 notard que faltarfa considerar el
caso en que pq es un arco libre y p, ¢ € int (pq). Lo que ocurre aqui es que
int (pq) = pq. De manera que pq es cerrado y abierto en X, pero X es conexo,
entonces X = pq. Por el Teorema 2.3.6, pg no agujera a C' (X).

Combinando este péarrafo con las afirmaciones 3 y 4 hemos analizado todas
las posibilidades para un arco libre y sabemos exactamente cuando tal arco
agujera a C' (X).

2.2. Los singulares

En esta seccién, H denotars a 2% o a C (X). Diremos que un subconjunto
KC de H es cerrado bajo arcos ordenados si X € Ky dados A € K—{X}y
un arco ordenado « de A a X se tiene que o C K.

Lema 2.2.1. Sean X un continuo, K C H un subconjunto cerrado bajo
arcos ordenados y A € K — {X}. Dada una funcién continua f : K — S*,
supongamos que o, 3, son arcos ordenados de A a X. Si hy y hg son los

levantamientos de flo y f|s, respectivamente, tales que h, (X) = hg(X),
entonces hq (A) = hg (A).

Demostracién. Definimos b : a x 3 — S* por h(C,D) = f(CUD).
Notemos que h estd bien definida, pues {C U D : C € a 'y D € [} es un arco
ordenado de A a X y por tanto CUD € K, para cualesquiera C' € ay D € 3.

Afirmacién 1. h es continua.
Para probar esta arfimacién consideremos una sucesién {(C,, D,)}o,
en a x [ tal que (Cy, Dy) = lim (C,,, D,,), para algin (Cy, Dy) € a X .

Probaremos que f (Co U Dy) = lim f (C,, U D,,).
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Como (Cy, Dy) = lim (C,,, D,,), Co = lim C,, y Dy = lim D,,. Por el in-
ciso ¢) del Lema 1.2.4, Cy U Dy = limC,, U D,,. Dado que f es continua,
f(CoU Dy) =lim f (C, U D,,). Esto termina la prueba de la afirmacién 1.

Sea tg = h, (X) . Dado que a x 3 es homeomorfo a [0, 1]2, el cual tiene la
propiedad b), existe una funcién continua, g : a« x 8 — R, tal que h = exp og
y como h (X, X) = f(X) podemos pedir que g (X, X) = t,.

Afirmacién 2. g (a x {X}) = {to} = g {X} x ).

Dado que, para cada C' € «a, h(C,X) = f(CUX) = f(X), tenemos
que hlqx{x} es la funcién constante f (X). Dado que o x {X} es conexo y
Glax{x} es un levantamiento de h|qox{x}, tenemos que glox{x} es constante.
Como g (X, X) = to, tenemos que, para cada C' € «, g (C, X) = t.

Anidlogamente g|{x}xs es la funcién constante ty.

Ahora, notemos que g\ax{ 4y es un levantamiento de h|ax{ 4y- La funcién
ko : a x {A} — R, definida por k, (C, A) = h, (C), también es un levan-
tamiento de h|qxgay, pues si (C, A) € o x {A}, entonces

(expoka) ((C,A)) = exp (ha (C))
= f|a (C
=f(0).

como A C C, tenemos que

f(C) =f(CuUA)
= h(C, A)
= hlaxqay ((C, 4)).

De manera que k, y g|ax{ 4y son dos levantamientos de h\ax{ 4y~ Por otra
parte ko (X, A) = ho (X) = to y por la Afirmacién 2, glaxqay (X, A) =
g (X, A) =to. Asi, por el Teorema 1.4.1, ks = glax{a}-

Anélogamente, si definimos kg : {A} x § — R por ks ((A, D)) = hs (D),
tenemos que gliayxg = kgs.

Ahora,
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ho (A) =ko (A A)
= g|oz><{A} (A>A)
=49 (A> A)
= gl{arxp ((4, 4))
=kg (A, A)
= hg (A).

Esto termina la prueba del lema. l

Teorema 2.2.2. Sean X un continuo y KC un subconjunto de H cerrado bajo
arcos ordenados. Entonces IC tiene la propiedad b).

Demostracién. En el caso en que K = {X}, claramente K tiene la
propiedad b). Ahora supongamos que {X} ¢ K, consideremos una funcién
continua, f : K — S!, debemos probar que existe una funcién continua,
h: K — R, tal que f = expoh.

Fijamos o € R tal que exp (¢o) = f (X).

Dada A € K— {X}, fijamos un arco ordenado a4 de A a X. Por hipétesis
oy C K.

Dado que a4 es un arco, por el Corolario 1.4.6, a4 tiene la propiedad b).
Asi, por el Lema 1.4.2, existe una funcién continua, hy : ax — R, tal que
flas =expohay ha(X) = to.

Definimos h : K — R por

h(A):{to, siA=X.

Probaremos que:
i) h esta bien definida,
ii) h es continua y
ii1) f = expoh.

Por el Lema 2.2.1, el valor de h4 (A) no depende del arco ordenado que
se considere. Asi que h estd bien definida.

Ahora mostraremos que i) es cierta. Primero veamos que h es continua en
X.Seae>0yneRtalque 0 <n <ey2n< 1. Notemos que exp |j,—n to-+1]
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es un homeomorfismo entre [ty — 1, to + 1] y exp ([to — 1, to + 7]) v existe § >
0 tal que

f(Bs (X)) Cexp((to—n,to+n)).

Entonces

—1
h, = ((exp |[t0_777t0+77]) o f‘Bg(X)):

es un levantamiento de f|p,(x). Sea A € Bs (X). Dado que, para cada B €
as, AC By H(A,X) <, tenemos que H (B, X) < . Asi, ay C Bs(X).
De manera que /|, es un levantamiento de f|,,. Dado que /|, (X) =to =
ha (X), por el Teorema 1.4.1, /|, = ha. Por tanto ha (A) € [to — n,to + 1] C
(to — &,tg + ). Esto prueba que h es continua en X.

Sea A,, € K—{X}, mostraremos que h es continua en A,,. Sea {A,}~
una sucesién en K—{X}, tal que A,, = limA,. Dado que H y R son
meétricos, para probar la continuidad de h en A,,,, por la Proposicién 1.1.2,
basta mostrar que existe una subsucesion {4, },-, de {A4,} -, tal que
h(Apy,) =lmh(A,,).

Para cada n € N, sea «, un arco ordenado de A, a X en H. Dado
que {a,} 2, es una sucesion en C (H) y C (H) es compacto, existen una
subsucesion {a,, too, de {an}oe | v oy, € 27 tales que ay,, = lim vy, .

Dado que X, A,, € au,, 0, s no degenerado. De manera que, por el
Corolario 1.2.12, o, es un arco ordenado de A,, a X. Denotemos por A el
conjunto  |J  ay,.

keNU{0}

Sea k € NU{0}. Como a,, es un arco ordenado, por el Corolario 1.4.6,
,, tiene la propiedad b). Por el Lema 1.4.2 existe un levantamiento h
oy, — Rde fla,, tal que hq, (X)=t.

Dado que {A,, },, es un subsucesién de {A, },—, v A,, =lim A4,, 4,, =
lim A,,,. Para cada £ € NU {0}, a,, es un arco ordenado de 4,, a X,
Qne = limay,,, fla: A — S! es un funcién continua y, para cada k € N,
hay, * n, — R es un levantamiento de f|, tal que hq, (X) =ty = f(X).
Por el Lema 1.4.15, ha,, (Ay,) = lim hq,, (An,).

ank .

k
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Por el Lema 2.2.1, para cada k € NU {0}, hq, (An,) = ha, (A,,) =
h(A,,). Por tanto h (A,,) = limh (A,,). Esto prueba la continuidad de h en
Ap.

Por la definicién de h, tenemos que expoh = f. Asi que K tiene la
propiedad b). B

Notemos que por el Teorema 2.2.2, podemos concluir que 2% y C (X)
tienen la propiedad b). Este hecho fue probado, de forma distinta, por Sam
B. Nadler, Jr. (ver [25, Corolario 1.76, p. 178]).

Teorema 2.2.3. Sean X un continuo y x € X. Entonces {x} no agujera a
C (X) ni a2¥.

Demostracién. Consideremos que H = 2% y K =H — {{z}}. Clara-
mente X € K. Sean A € K y o un arco ordenado de A a X en H. Si {z} € «,
entonces ) # A C {z}. De manera que A = {z}, lo cual es una contradiccion.
Por tanto o« C K. Asi que K es cerrado bajo arcos ordenados, por el Lema
2.2.2, K = 2% — {{z}} tiene la propiedad b). Por el Teorema 1.4.10, {z} no
agujera a 2°%.

Analogamente se prueba que {z} no agujera a C'(X). R

Sea Z un espacio topolégico. Decimos que Z es totalmente disconexo si
las componentes conexas de Z son conjuntos de un solo punto.

Teorema 2.2.4. Sea X un continuo y A € 2%. Si A es totalmente disconezo,
entonces A no agujera a 2%.

Demostracién. Probaremos que 2% — { A} tiene la propiedad b). Por el
Lema 2.2.2, sélo tenemos que demostrar que 2% — {A} es cerrado bajo arcos
ordenados. Sean B € 2% — {A} y  un arco ordenado de B a X. Si A € 3,
entonces {C': B C C' C A} es un arco ordenado de B a A. Por el Teorema
1.8 de [25, p. 59], B C Ay cada componente conexa de A intersecta a B. Sea
a € A. Como A es totalmente disconexo, {a} es una componente conexa de
A. De manera que {a}NB # (. Por tanto a € B. Esto prueba que A C B. Ast
que A = B, lo cual es una contradiccién. De manera que 3 C 2% —{A}. Esto
9X

demuestra que 2% — {A} es cerrado bajo arcos ordenados. Por el Teorema
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2.2.2, 2% — { A} tiene la propiedad b) y por el Teorema 1.4.10, 2% — {A} es
unicoherente. Asf que A no agujera a 2%. B

2.3. El total

2.3.1. Introduccion

Sabemos que C' (S') es homeomorfo al disco
D={(z,y) e R*: 2+ ¢y* < 1}

(ver [19, Ejemplo 5.2, p. 35]), donde S* est4 representado por el punto (0,0)
de D. Por tanto S* agujera a C (S1). ;Existird un continuo X, distinto de
S1, tal que X agujera a C'(X)? La respuesta a esta pregunta es si, ya que
si Y es el circulo de Varsovia, entonces Y agujera a C (Y') (ver [19, Ejercicio
7.8, p. 62]). Pero si hacemos menos general la pregunta, es decir, ;existird un
continuo localmente conexo X, distinto de S, tal que X agujera a C' (X)? La
respuesta a esta pregunta es no y la demostracién la haremos en la presente
seccién. Asi que podemos concluir que si X es un continuo localmente conexo,
entonces X agujera a C' (X) si y sélo si X = St

2.3.2. Meétrica convexa

En esta subseccién presentaremos la definicién de métrica convexa y al-
gunos resultados acerca de las propiedades de un continuo con métrica con-
vexa.

Sea Z un espacio métrico, con métrica d, zg € Z y € > 0. Denotaremos
por C%(zy) al conjunto {z € Z : d (2, 2) < e}.

Una métrica p para un conjunto S es convera si para cualesquiera z,
y €5, existe z € S tal que p (z,2) = p(y,2) = 5p(z,y).

Teorema 2.3.1. (/26, Teorema 2.8, p. 169]) Sea X un continuo con métrica
conveza p. Entonces, para cualesquiera € >0 ya € X, Cl(B?(a)) = C? (a).
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Sea X un continuo, con métrica d. Definimos la funcién Ky : [0, 00)x2% —
2% por K, (t,A) = U C&(a).

a€A

Proposicién 2.3.2. St X es un continuo con métrica d, entonces K, estd
bien definida.

Demostracién. Sea (t, A) € [0,00) x 2%. Mostraremos que K (t, A) €
2%, Dado que A € 2%, A # (. Como A C K4(t,A), K;(t,A) # (. Sean
{xn}2, un sucesion en K, (t, A) y zo € X tales que x¢ = lim z,,. Probaremos
que xg € K;(t,A). Para cada n € N, existe a, € A tal que d(a,,z,) < t.
Como A es compacto, podemos suponer que existe ag € A tal que ag = lim a,,.
Asi que, d(ag, z9) = limd (a,, z,) < t. De manera que xy € K4 (t,A). Por
tanto Ky (¢, A) € 2X. W

Teorema 2.3.3. ([26, Corolario 3.4, p. 172]) Si X es un continuo con métri-
ca convexa p, entonces KK, es una funcion continua.

Decimos que un continuo X admite una métrica convezxa p, si p es una
métrica convexa para X y la topologia original de X es la misma que la
topologia de X generada por p. En [23] K. Menger probé que si un continuo
X admite una métrica convexa, entonces X es localmente conexo. Menger
(ver [23]) pregunté si el regreso era cierto, es decir, jsi un continuo X es lo-
calmente conexo, entonces X admite una métrica convexa? Trabajando inde-
pendientemente, Bing y Moise dieron una respuesta afirmativa a la pregunta
de Menger, pues probaron que: cada continuo localmente conexo admite una
métrica convexa (ver [2], [24]).

Lema 2.3.4. Sea X un continuo localmente conexo con métrica conveza p.
Entonces, para cualesquiera A € C'(X) yt € [0,00), K, (A,t) € C(X).

Demostracién. Por la Proposicién 2.3.2, para cualesquiera A € C (X)
yt € [0,00), K,(t,A) € 2. Sean A € C'(X) y t € [0,00), mostraremos
que K, (t,A) € C'(X). Probaremos que para cada v € K, (t,A), existe un
subconjunto conexo v de X tal que z € v C K,(t,A) y yN A # (. Sea
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z € K,(t, A). Entonces existe a € A tal que = € Cf (a). Si = a, hacemos
~v = {a}. En el caso en que = # a, por el Teorema 2.7 de [26, p. 169], existe un
arco v C X isométrico al intervalo [0, p (z,a)] tal que = y a son sus puntos
extremos. De manera que para cada y € v, p(a,y) < p(a,z). Por tanto
v C Cf(a) C K,(t,A). Ademds a € v N A. Asi que 7 es un subconjunto
conexo de X tal que x € v C K, (t,A) y yN A # (. Esto prueba que, para
cada t € [0,00), K, (t,A) € C(X). A

Lema 2.3.5. Sean X un continuo localmente conexo, p: C (X) — [0, 1] una
funcion de Whitney para C (X) y to € (0,1). Entonces u=* (to) es un retracto
por deformacion de p=* ([0, to)]).

Demostracién. Dado que X es un continuo localmente conexo, X ad-
mite una métrica convexa p (ver [2], [24]). Por el Teorema 2.3.3, K, es
continua y por el Lema 2.3.4, para cualesquiera A € C' (X) y t € [0,00),
K,(At) e C(X).

Sea s = sup{p(z,y) : z,y € X}. Como X es compacto s estd bien defini-
da, s € Ry, para cada A € C(X), K,(s,A) = X. Dado A € pu([0,0)),
consideramos la funcién h : [0,s] — C (X) definida por A (t) = K, (t, A). Ya
que, para cada t € [0,00), K, (t,A) € C (X), h estd bien definida y como K,
es continua, h es continua. De manera que po h : [0,s] — [0, 1] es también
continua. Dado que (o h) (0) = p(A) <tg<1=p(X)= (uoh)(s),porel
Teorema del Valor Intermedio existe | € [0, s] tal que (uo h) (1) = to. Deno-
tamos por t4 = inf {{ € [0,s] : (o h)(l) =ty}. Dado que po h es continua,
(K, (t4, A)) = to

Afirmacién 1. Si para algin ¢ € R, se satisface que p (K, (ta,A)) <
p (K, (t,A)), entonces t > ty.

Dado que f10 hljy : [0,¢] — [0, 1] es una funcién continua y

p(A) = (noh)(0) <to=p(K,(ta, A) < p(K, ([, A) = (o h) (1),

por el Teorema del Valor Intermedio, existe [ € [0,¢] tal que (po h) (1) = to,
por tanto t4 <1 <t.

Definimos la funcién A : p=t ([0, 40]) — [0, s] por A (A) = ta.
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Afirmacién 2. )\ es continua.

Sea e > 0. Si H(A,B) < &, entonces K, (ta,4) C K, (ta+5,B) y
K,(tp,B) C K, (ts + 5, A). Como to = 1 (K, (tA,A 1(K, (ta+35.B))
vy to = u(K, (s, B)) < p(K,(tsg+5,4)), tenemos que 4 (K, (ta, )) =
tg < ,u(Kp (tB+ %,A)) yto=pu(K,(s B)) <pu (Kp (tA + 2,B)). Por la
Afirmacién 1, tg + 5 > ta y ta + 5 > tp. De manera que |ty —tp| < § <e.
Esto termina la prueba de la afirmacion.

Definimos 7 : p~* ([0, %0]) — p~* (to) por 7 (A) = K, (ta, A).

Afirmacién 3. r es una retraccion.

Sean {A,} 7, una sucesién en pu~*([0,%0]) y Ao € p ' ([0, %)) tales que
Ap = lim A,,. Dado que A es continua, t4, = limt,,. Por tanto (t4,, Ag) =
lim (t4,,, A,). Dado que K, es continua,

r(Aog) = K, (ta,, Ao) =lim K, (ta,, A,) =limr (A,).

Esto demuestra que r es continua.

Ahora, sea A € p ! (tp). Como K, (0,A) = A, 1 (K, (0,A)) = p(A) = to.
De manera que t4 = 0. Entonces r (A4) = K, (0, A) = A. Esto demuestra que
T|u-1(t9) = 1du-1(1,) y termina la prueba de la afirmacion 3.

Ahora definimos H : [0,1] x p7'([0,%0]) — p=*([0,%0]) por H (I, A) =
K, (1 ta, A).

Afirmacién 4. H es continua.

Sean {(l,, A,)}.~, una sucesién en [0, 1] x p~* ([0, %0]) v (lo, Ao) € [0,1] X
=t ([0,20]) tales que (ly, Ag) = lim (I, A,). Entonces Iy = liml, y Ay =
lim A,,. Dado que A es continua t4, = limty4,. Asi, lo - t4, = lim1, - t4,. Por
tanto (lp - ta,, Ao) =lm (I, - ta,,A,). Como K, es continua

H (l(], A(]) = Kp (lo . tAO,A()) = lim Kp (ln . tAnaAn) =1limHA (lnaAn)
Esto prueba que H es continua.

Ademds H (0,A) = K,(0,A) = Ay H(1,A) = K, (ta,A) = r (A). Por
tanto ! (tg) es un retracto por deformacion de p= ([0, #o]). B
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2.3.3. Teorema

Teorema 2.3.6. Sea X un continuo locamente conero que no es una curva
cerrada simple. Entonces X no agujera a C (X).

Demostracién. Probaremos que C' (X)—{ X} tiene la propiedad b). Para
ello consideremos una funcién continua f : C' (X)—{X} — S'. Mostraremos
que f tiene un levantamiento. Fijamos puntos xqg € X y ty € R tales que
exp (to) = f ({o})-

Sea p : C'(X) — [0,1], una funcién de Whitney para C' (X). Como X
no es una curva cerrada simple, por el Teorema D de [15], u~! (¢) es unico-
herente, para cada 0 < ¢ < 1. Mds atin, dado que la conexidad local es una
propiedad de Whitney (ver [25, Teorema 14.9, p. 408]), se cumple que, p~* (t)
es localmente conexo y por el Teorema 1.4.11, u~1 (¢) tiene la propiedad b),
para cada 0 < t < 1.

Por el Lema 2.3.5, 1! () es un retracto por deformacién de p~* ([0, ]).
Dado que, para cada t € (0,1), u~ ! (¢) tiene la propiedad b), por el Teorema
1.4.5, para cada t € (0,1), ' ([0,¢]) tiene la propiedad b).

Para cadan € N—{1},sean t, = 1— 2 y f, = f|,~1(os.))- Para cadan €
N— {1}, sea h,, : =1 ([0, %,]) — R el levantamiento de f,, tal que h,, ({xo}) =
to.

Notemos que, si n € N— {1}, entonces hy41],-1(j0,1,) € un levantamien-
to de f, que también satisface que hpyi1|,-1(0.]) ({20}) = to. Asi, por el

Teorema 1.4.1, hyi1|,-1(04,)) = hn- De esto, tenemos que
he U p ' ([0.6]) - R,
n=2

definida por

estd bien definida.

Afirmacion 1. h es continua.
Notemos que |J =t ([0,¢,]) = p~([0,1)). Dada A € p~*([0,1)) existe
n=2
m € N — {1} tal que p (A) < t,,. Asf que ' ([0,%,,)) es una vecindad de A
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tal que h es continua en ella (pues conincide con h,,). Por tanto h es continua
en A. Por tanto h es continua.

Ms4s aun, si A € p~'([0,1)), entonces existe n € N— {1} tal que A €
w1 ([0,,]). De manera que

(expoh) (A) = exp (h(A))
= exp (hy (A))
= Jfn (A)
= f(A).

Dado que ! ([0,1)) = C' (X) — {X}, concluimos que h es un levantamiento
para f. Asi, C'(X) — {X} tiene la propiedad b). Por tanto X no agujera a
C(X). |

2.4. Arcos libres

Lema 2.4.1. Sea pq un arco libre en X tal que p, q ¢ int (pq). Entonces o
bien.

a) X = CUpq, donde C es un subcontinuo no degenerado de X tal que
Cnint(pg) =0 yp, g€ C;o

b) X =Y, UYsUpq donde Y1 y Yy son subcontinuos no degenerados de
X tales que, Y1 Nint (pg) = 0 = Yo Nint(pq), YiNYo =0, pe Yy y
q €Y.

Demostracién. En el caso en que X —int (pq) = C' es conexo. Entonces
p, q € C, C es un subcontinuo no degenerado de X y X = C U pq.

Si X —int (pq) es disconexo, existen Y] y Y, subconjuntos cerrados de X
tales que X —int (pg) = Y1UY2, Y1 # 0 # Yoy YiNYs = 0. Si YiN{p,q} =0,
entonces Yy Npg = 0 y X = Y; U (Yo Upq) serfa una separacién de X, de
manera que X no serfa conexo. Se sigue de aqui que p € Y; y q € Y.
Supongamos que Y; = A U B es una separaciéon de Y;. Entonces p € A o
p € B, digamos que p € B. Entonces AU (B U pq U Y3) es una separacién de



44 CAPITULO 2. RESULTADOS GENERALES

X, lo cual es una contradiccién. Asi que, Y] es conexo y andlogamente Y5 es
CONExo.

Dado que ¢ € Yoy Y1 NY, =0, g ¢ Y;. Como X es un espacio regular,
existe £ > 0 tal que B (¢)NY; = 0. Pero ¢ ¢ int (pq), entonces B (¢) € pq. De
manera que existe r € B, (z)—pq. Dado que X = Y;UY5Upq y B- (¢)NY; = 0,
x € Y5, Por tanto Y, es no degenerado. Andlogamente se demuestra que Y
es no degenerado. Asi que Y; y Y5 son dos subcontinuos no degenerados de
X tales que X =Y, UY>Upgq, YiNint (pg) =0 = Yo Nint (pg), Y1 NYy =0,
peEYiygeY..

Teorema 2.4.2. Sean X un continuo y pq un arco libre en X. Si p y q no
son puntos interiores del arco pq, entonces pq agujera a C' (X).

Demostracién. Denotemos por Y al conjunto X —int (pq) . Dado que pq
es arco libre y p y ¢ no son puntos interiores del arco, tenemos que int (pq) =
pq—1{p,q}. Ast que Y = (X —pq) U{p, q}.

Para probar que pq agujera a C' (X)), necesitamos demostrar que existen
dos subconjuntos conexos y cerrados Dy Ben C (X)—{pq}, tales que C' (X)—
{pq} = DUB y DN B no es conexo.

Sean

A={AeC(X):ACpq}

F={BeC(X):BNY #0}.

Definimos D = AN (C(X) —{pq}) y B=F N (C(X) —{pq}). Por el
Lema 1.2.2, Ay F son cerrados en C (X). Entonces D y B son cerrados en
C(X) — {pq}. Notemos que D es homeomorfo a C (pq) — {pq}. Dado que
C (pq) es una 2-celda (ver [18, ejemplo 3.1, p. 29]), tenemos que D es conexo.

Ahora mostraremos que B es conexo. Para ello, demostraremos que, para
todo elemento B de B, existe un conjunto conexo, «, tal que « C By B,
X € a. Sea B € B. Si B = X, consideramos el conjunto o = {X}. Ahora
supongamos que B # X, haremos la demostracién por casos.



2.4. ARCOS LIBRES 45

Caso 1. B € pq.

Por el Teorema 1.2.10, existe un arco ordenado, o, de B a X en C (X).
Sea C' € o, como B C C'y BNY # (), tenemos que C NY # (). Entonces,
para cada C' € o, C € F.

Dado que B € pq, pg ¢ «. Asf que o C B. Esto termina la prueba del
caso 1, pues « es homeomorfo a I (ver [25, Lema 1.3, p. 57]), por tanto « es
conexo y ademds B, X € a.

Caso 2. B C pq.

Como (B — {p,q})NY = 0, se cumple que (B — {p, q}) C int (pg). Como
BeC(X)—{pg} y BNY # (), se cumple que B = pr, para algin r € pgq,
con r # q o B =tq, para algin t € pq, con t # p.

Supongamos primero que B = pr, para algin r € pg — {q}. Por el Lema
2.4.1, tenemos que:

a) X = C'Upgq, donde C' es un subcontinuo no degenerado de X tal que
Cnint(pg) =0yp, g€C;o

b) X =Y;UY;Upq donde Y] y Y3 son subcontinuos no degenerados de X
tales que, Yy Nint (pg) = 0 = YoNint (pq), YINYo=0,pe Y1 yq € Ys.

En el caso que se satisface el inciso a), tenemos que B U C' € C(X)
y BUC ¢ pq. Por el Caso 1, existe un arco ordenado o de BUC a X
contenido en B. Como p € C, por el Teorema 1.2.10, existe un arco ordenado
B de {p} a C en C(X). Definimos 3 = {BUD : D € 3}. Entonces 3’ es
un arco ordenado de B a BUC'y, para cada D € §, (BUD)Npg = By
p€ BUD. Por tanto pg ¢ 8’y 8/ C B. Dado que BUC € anf, /U« es
un subconjunto conexo de B y ademds B € ' U a.

Por otro lado si se satisface b), se cumple que YiUB € C' (X) y Y,UC € pq.
Por el Caso 1, existe un arco ordenado a de Y;UB a X contenido en B. Como
p € Y7, por el Teorema 1.2.10, existe un arco ordenado 5 de {p} a Y; en C' (X).
Definimos ' = {BU D : D € 3}. Entonces 3’ es un arco ordenado de B a
YiUBy, paracada D € 3, (BUD)Npg= Bypée BUD. Por tanto pq ¢ 3’
y 8/ € B. Dado que Y UB € an 3, 8’ Ua es un subconjunto conexo de B
y ademds B € 3/ U a. Esto termina la prueba del Caso 2. B
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Por los Casos 1 y 2 podemos concluir que B es conexo.

Sean Hy = {pr Cpg:repqg—{qt} y Ha = {tq Cpq:te€pq—{p}}.
Ahora probaremos que

DNB="HyUH,.

Claramente H; U Hy C D N B. Ahora consideremos A € DN B. Como
A€ D, AC pqg. Ademds, A € B, por tanto ANY # (). De esto A = pr, para
algin r € pg — {q}; 0 A = tq, para algin t € pqg — {p}. Asi que A € H; UHs.
Esto prueba que DN B = H; U Ha.

Miés atin, como pq es no degenerado, se cumple que H; # 0 y Hy # 0.
Ademsds, H; y Hs son cerrados en C (X) — {pq}, pues Cl (H1) = Hi U {pq}
y Cl (Hz) = Hz U {pq}.

De manera que H; y Hs es una separacién de D N B. Esto demuestra que
C(X) — {pg} no es unicoherente. Por tanto pq agujera a C' (X). B

Lema 2.4.3. Sean X un continuo, p € X y Yy, Yo € C (X) tales que X =
YUY, y Vi NY, = {p}. Denotemos por H={AeC(X): ANY; #0}.
Definimos I' : H — C (Y1) por I' (A) = ANY;. Entonces I' estd bien definida
Y es continua.

Demostracién. Por la Proposicion 1.3.2, I' esta bien definida.

Para mostrar que I es continua consideremos una sucesion {4, } >  en H,
tal que Ag = lim A,,, para algiin Ag € H y supongamos que existe B € C' (Y7)
tal que B =1limI" (A,). Probaremos que I' (4g) = B.

Veamos que B C I'(Ap). Sea z € B. Como B = limI'(A,), por la
Proposicién 1.2.3, existe una sucesiéon {x,} -, en Y] tal que z = limz, y,
para cada n € N, x,, € I'(4,,). Como I' (4,)) = A, NY], para cada n € N,
T, € Ap. Asi, z € Ag. De manera que x € AgNYj, puesz € By B € C (V7).
Por tanto z € I' (Ay). Esto prueba que B C I' (Ay).

Ahora, sea x € I' (Ap) . Entonces = € Ag N Y].

Caso 1. x # p.
Dado que = € Ay, por la Proposicién 1.2.3, existe una sucesion {z,} -,
tal que zo = limz,, y, para cadan € N, z,, € A,,.
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Sea U = X —Y;. Notemos que U C Y; y U es abierto en X. Como x € U
y x = limz,, existe M € N, tal que x,, € U, para cada n > M. De manera
que, para cadan > M, x, € UNA, C Y1 N A, =T'(A,). De manera que
{xn}.>,; s una sucesién que converge a z, {I' (A4,)} - ,, es una sucesion que
converge a By, para cadan > M, x, € T' (A4,). Entonces, por la Proposicién
1.2.3, concluimos que x € B.

Caso 2. v =p.

Como A, € H, para cadan € N, o bien p € A, o A, C Y;. Asi que se
cumple alguna de las dos posibilidades para una infinidad de n’s. Si p € A,,,
para una infinidad de n’s, p € I' (4,,), por tanto p € B. Si A,, C Y; para una
infinidad de n’s entonces existe una subsucesién de {Anj }jil de {A,} 7 tal
que A,;, C Y;. De manera que A,, = I’ (An].) yp € limA, = limA,, =
lim I (An].) = B.

Por los casos 1 y 2, podemos concluir que I' (A4y) C B.
De manera que I' (4g) = B. Por tanto I es continua. B

Lema 2.4.4. Sean X un continuo, p € X, y Y1, Yo elementos de C (X) tales
que Y1 y Ya son no degenerados, X = Y1 UY, y Y1 NYs = {p}. Entonces
existe una funcion de Whitney p = C (X) — [0,00) tal que pu (Y1) < p(Y2) y
pt (1 (Y1) — {Y1} es conexo.

Demostracién. Definimos w : {Y;, Y2} — [0,1] por w (V1) = 3 yw (Y2) =
3. Por (19, Teorema 23.3, p. 206], existe una funcién de Whitney p : C' (X) —
[0, 1] tal que plryyvp) = w y p(X) = 1. De manera que (Y1) < p(Y2).

Probaremos que p~ (1 (Y1) — {Y1} = p (3) — {Y1} es conexo. Dado
que fi|o(y,) es una funcién de Whitney para C' (Y2), (,u\c%))*l (1) es conexo
(ver [19, Teorema 19.9, p. 160]). Sea B € p~'(3) — {Y1}. Entonces B ¢
Y1. Sea ¢ € B — Y;. Entonces g € Y,. Por [18, Lema 8.1, p. 109], existe
C e (,u\c(yz))_l (%) tal que ¢ € C. Por [19, Lema 14.8.1, p. 405] existe una
trayectoria, g : [0,1] — p* (3) tal que g (0) = B, g(1) = C vy, para cada
t €(0,1], ¢ € g(t). De manera que g ([0,1]) C p~' (1) — {Y1}. Esto prueba
que, cada B € p* (3) — {Y1} se puede conectar, por un conexo, con un
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elemento C' € (M\C(Y2))_1 (%) y €cOmo (/L|0(y2))_1 (%) es conexo, concluimos
que 1171 (3) — {1} es conexo. B

Teorema 2.4.5. Sean X un continuo y pq un arco libre en X tales que
p & int (pq) y q € int (pq). Entonces C (X) — {pq} tiene la propiedad b) y en
consecuencia pq no agujera a C (X).

Demostracién. Mostraremos que C' (X) — {pq} tiene la propiedad b).
Para ello, sea f : C (X) —{pg} — S*, una funcién continua. Probaremos que
existe una funcién continua g : C'(X) — {pq} — R tal que f = exp og.

Denotemos por Y al conjunto X — int (pq). Dado que p ¢ int (pq), q €
int (pq) y pq es un arco libre en X, se cumple que Y = (X — pq) U {p}. De
manera que Y N pg = {p}. Por la Proposicién 1.3.2, Y es conexo.

Elegimos una sucesién {y,} ., en pg, tal que ¢ = limy, y, para cada
n €N, py, & pyn+1. Para cada n € N, definimos Y,, =Y U py,,. Notemos que
Y, C Y.

Por el Lema 2.4.4, existe una funcién de Whitney p : C'(X) — [0, 1]
tal que p! (1 (pq)) — {pq} es conexo. Sea ty, € [0,1] tal que u(pq) = to.
Ahora, f; denotard a la funcién f|,-1(j1])—{pe} ¥ fo denotard a la funcién
Fli=1((0,t0]) fpg}- Mostraremos que existen funciones continuas

g1 (' ([to, 1]) — {pa}) = Ry g2 : (w " ([0, %)) — {pq}) — R,

tales que fi = expogi, fo = expPogs ¥ 91lu1(t0)—fpgt = 92|u—1(t0)—{pa}-
Primero, probaremos la existencia de g,. Para ello, para cada n € N, sea

Z, =C(Y,)U(C(pq) — {pq})-

Afirmacién 2. Para cada n € N, Z, tiene la propiedad b).

Por [25, Corolario 1.176, p. 178] o por el Teorema 2.2.2, C (Y,,) tiene la
propiedad b).

Por otra parte, por el Teorema 2.3.6, C' (pq) — {pq} tiene la propiedad b).

Dado que C (Y,,)N(C (pq) — {pq}) = C (py,) es un conjunto conexo, (por
el Lema 1.4.3) concluimos que Z, tiene la propiedad b). Esto termina la
prueba de la Afirmacion 2.
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Por la Afirmaciéon 2, existe una funcién continua h; : Z; — R tal que
flz, = expohy.

Para cada n € N— {1}, existe una funcién continua, h,, : Z, — R, tal que
f|z, = expoh,, y por el Teorema 1.4.1, h,, es tnica al pedirle que h; (V) =
hn (Y).

Como Z,, C 2,41, se cumple que h, 1|z, es un levantamiento para f|z,.
Por la unicidad de h,,, tenemos que h,, = h,11|z,. De manera que la funcién

h:U Z,—R,

neN

definida por

est4d bien definida.

Afirmacién 3. h es continua.
Para probar esto, consideremos una sucesiéon {Ax},-, en |J Z,, tal que
neN
Ap = lim Ay, para algin Ay € |J Z,. Analizaremos los siguientes casos.
neN

Caso 1. Paracada k € N, A, C Y.

En este caso, para cada k € N, A, € C'(Y) C C (Y1) y ademds, como
Ap = lim Ay, tenemos que Ay € C (Y7). Dado que hy es continua y C (Y1) C
Z4, tenemos que hy (Ag) = lim hy (Ag). Asi que h (Ap) = lim A (Ag).

Caso 2. Para cada k € N, A, C pq

En este caso, para cada k € N, Ay € C(pq) — {pq}. Ademds, como
Ap =1im Ay, y Ag # pq tenemos Ay € C (pq) —{pq}. Dado que h; es continua
y C (pq) —{pq} C 21, tenemos que hy (Ag) = lim hy (Ax). Por tanto h (Ay) =
lfm h (Ay).

Caso 3. Paracada k € N, A, Y y A, € pg.

Para cada k € N, por la Proposicién 1.3.2, p € Ag. Por la Proposicién
1.2.3, p € Ag. Asi, AgNpg # (). Por el Lema 2.4.3, podemos afirmar que
Ao Npg =lim A N pg.
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Dado que Ay € |J Z,, existe ng € N tal que Ay € Z,,,. Asi, Ay € C (Yy,)
neN
o Ag € C(pq) — {pq}. Las dos posibilidades implican que Ay N pg & pg. En

el primer caso ¢ ¢ Ay y en el segundo, si ¢ € Ao, entonces p, ¢ € Ag y
Ap € C (pq), de manera que Ay = pgq, lo cual es absurdo. Por tanto en ambos
casos q ¢ Ay.

Ademés ¢ = limy, y por tanto pq = lim py,. Asi que existe m € N tal
que Ao N pq & PYm-

Como p € Aoy q ¢ AgNpq, existe r € pg — {q} tal que Ao Npg = pr. De
manera que pr & pym, v pr N yn,q = (. Consideremos

e =1nf {d(a,b):a €prybée€ yng},

entonces € > 0. Ademds, N (g, pr) N pqg C pym.

Dado que pr = Ag Npg = lim A, N pqg existe N € N tal que si £ > N,
entonces H (A Npq,pr) < e. Sea k > N, entonces A, Npg C N (g,pr) N pg.
Como N (g,pr) N pq C pym, tenemos que, para cada k > N, Ax N\ pq C pym.
De manera que, Ay C Y, y por tanto Ay, € C (Y;,). Asi que {4y}, €s una
subsucesion de { Ay}, ,, contenida en Z,,. Dado que h,, es continua, tenemos
que hy, (Ag) = lim h,,, (Ag). Por tanto h (Ap) = lim h (Ag).

Ya que las condiciones: a) A, C Y, b) Ay, Cpgyc) Ay €Y vy Ax € pg
abarcan todas las posibilidades, tenemos que, para alguna de las tres condi-
ciones a), b) o ¢), hay una infinidad de nimeros k que la satisfacen. Podemos
entonces extraer una subsucesion {4y, } -, de {A;} 7, que satisface a), b)
o0 ¢) y, como hemos visto, esto implica que h (Ag) = lim h (Ay,,). Por tanto h
es continua. Esto termina la prueba de la afirmacién 3.

Observemos que f| ) z, = expoh
neN

Afirmacioén 4. =1 ([0,4)) — {pq} € U Z..
neN
Sea A € 1 ([0, 0)) —{pq}. Entonces 11 (A) < to. En el caso en que A C pq
0 ACY, tenemos que A€ 2 C | Z,.
neN
Ahora supongamos que A € pgy A € Y. Notemos que pg € A, pues

w(pg) > p(A). Ademéds p € Ay ¢ ¢ A. Entonces ANpqg & pg. Sea m € N
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tal que ANpq C pyy,. Entonces A € C'(Y;,,) C Z,, C |J Z,.. Esto termina la
neN
prueba de la afirmacién 4.

De manera que al definir go = h|,-1((0.4])— {pqg}» ODtenemos un levantamien-
to de fs.

Fijamos un elemento B € p~' ([0, t0]) — {pq}, tal que u (B) = t. Veamos
que p ! ([to, 1])—{pq} es cerrado bajo arcos ordenados. Sean C' € ! ([to, 1])—
{pq} v a un arco ordenado de C' a X. Claramente, para cada D € «,
D € ut([to,1]). Si pg € a y C C pq. Entonces to < 1 (C) < u(pq) = to.
Como 4 es una funcién de Whitney, C' C pg, C' = pq, lo cual es una
contradiccién. De manera que o C p~ ! ([to,1]) — {pq}. Esto prueba que
=t ([to, 1]) — {pq} es cerrado bajo arcos ordenados. Por el Teorema 2.2.2,
=t ([to, 1]) — {pq} tiene la propiedad b). Entonces existe una funcién con-

tinua, g1 : (=t ([to, 1]) — {pq}) — R, tal que fo = expog; y g1 (B) = g2 (B).
Notemos que al pedirle la condicién de que g1 (B) = g2 (B), por el Teorema
1.4.1, g1 es tnica.

Ahora, dado que

(1= ([0, to]) = {pa}) N (™" ([to, 1)) — {pa}) = u~" (to) — {pa},

el cual, por la eleccién de p es conexo. Ademéds

91|ml(to)—{pq} y gz\ufl(to)—{pq}v

son dos levantamientos de
Flu=1t0)—{pa
que satisfacen que
gl‘u”(to)—{pq} (B) = 92|M’1(to)—{pq} (B),

por el Teorema 1.4.1, tenemos que

91l u=1(t0)—{pa} = 9201 (t0)—{pa}-

Asi, al definir g : C'(X) — {pq} — R, por
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92 (A), si Aep ' ([0,t0]) — {pq},

g(A) = { g (A), st Aep(fto,1]) — {pqg};

obtenemos un levantamiento de f.
Esto demuestra que C (X) — {pq} tiene la propiedad b) y por tanto pq
no agujera a C' (X). &

2.5. Curvas cerradas simples

Sea S una curva cerrada simple contenida en X. Denotaremos por m la
funcién continua m : C'(S) — {S} — S definida por las condiciones: si B
es un arco, m (B) es el punto de B que lo divide en dos subarcos de igual
longitud o, si B = {y}, para algin punto y € S, m(B) = y.

Teorema 2.5.1. Sean X un continuo, S una curva cerrada simple contenida
en X yp €S tal que S — {p} es abierto en X. Entonces S agujera a C (X).

Demostracién. Si p € int (S) entonces S es cerrado y abierto en X, asf
que S = X.Y como es facil ver que C (S) — {S} no es unicoherente (pues es
homeomorfo a un disco sin su centro, ver [19, Ejemplo 5.2, p. 35]) tenemos
que S agujera a C' (X). Por tanto, supondremos que p ¢ int (S). Mostraremos
que C' (X)) —{S} no es unicoherente. Sea ¢ el antipoda de p, fijamos un punto
p1 € S—{p,q} y llamamos ¢; al antipoda de p;. Denotemos por p;q; el arco,
contenido en S, que une a p; con ¢; y que contiene a ¢q. Sea Y = X —int (.9).
Dado que S — {p} es abierto en X y p ¢ int(5), int(S) = S — {p} y
Y = (X = S)U{p}. Asi, Y NS = {p}. Por la Proposicién 1.3.2, Y es conexo.
De manera que Y € C' (X). Definimos,

G={CeC(S)—{S}:m(C) epma},

G =C(YV)U{C € C(5) —{S}:m(C) € S—int (prq)} U
{CeC(X)-{S}:peC}.
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Afirmacién 1. G; es conexo y cerrado en C (X) — {S}.
Dado que p1q; es cerrado en X y la funcién m es continua,

{CeC(X):CcSym(C)€pat,
es cerrado en C' (X). Como
G ={CeC(X):CcSym(C)emn}n(C(X)-{S5}),

Gy es cerrado en C'(X) — {S}.

Ahora veamos que G; es conexo. Notemos que F = {{z}:x € p1q1} es
homeomorfo a p;q;. Asi, F es conexo. Si A € Gy, entonces A es un subcontinuo
propio de S tal que m (A) € p1q;. Claramente existe un arco ordenado « de
{m(A)} a Aen C (S) tal que, para cada B € a, m (B) = m (A). De manera
que a cada elemento de Gy, lo podemos conectar, mediante un arco ordenado,
a un elemento de F y como éste es conexo, podemos concluir que G; es conexo.
Esto termina la demostracion de la Afirmacién 1.

Afirmacién 2. G, es conexo y cerrado en C (X) — {S}.
Por un razonamiento andlogo al realizado en la Afirmacién 1, podemos
concluir que,

A={CeC(S)—{S} :m(C)e S —int(prqr)},
es conexo y cerrado en C' (X) — {S}.
Dado que Y es un continuo, C' (Y') es conexo y cerrado en C (X). Dado

que S ¢ C(Y), C(Y) es cerrado en C (X) — {S}.

Claramente,
{CeC(X):peC},
es cerrado en C' (X). Observando que,

B={CecC(X)-{S}:peC}y={CecC(X):pecC}Nn(C(X)-{S}),



o4 CAPITULO 2. RESULTADOS GENERALES

concluimos que B es cerrado en C' (X) — {S}.

Ahora veamos que B es conexo. Sea A € B— {p}. Mostraremos que A
puede ser conectado con {p}, mediante un arco en B.

Caso 1. AG S.

Sea a un arco ordenado de {p} a A en C (X). Claramente, si C' € «,
entonces {p} C C C A & S. De manera que « C B. Asi, A se puede conectar
a {p} en B, mediante un arco.

Caso 2. AZS.

Por la Proposicién 1.3.2, ANY € C'(Y). Ademds, como A € S, ANY es
no degenerado. Sea o un arco ordenado de {p} a ANY en C (V). Notemos que
a CB.Si ANY = A, ya habriamos conectado a {p} con A en B, mediante
un arco. Por otra parte, si A ¢ Y, existe un arco ordenado /5 de {p} a ANS
en C'(X). Claramente {C' U (ANY): C € §} es un subconjunto conexo de
C(X) que contiene a ANY y a A. Ademas, {CU(ANY):C e} C B,
pues ANY es no degenerado y por tanto, para cada C' € 5, CU(ANY) # S.
De manera que a U {CU(ANY):C € f}, es un subconjunto conexo de B
que contiene a {p} y a A.

De los Casos 1 y 2 podemos concluir que B es conexo.

De manera que C' (Y), A y B son conexos y cerrados en C' (X) — {S}.
Asi; Gy es cerrado en C' (X) — {S}. Como Y € C(Y)NBy {p} € ANB, Gy
es conexo. Esto termina la prueba de la Afirmacién 2.

Claramente C' (X) — {S} = G1 UG,. Denotemos por p1q y qq; los subarcos
de p1g1 que unen a p; con ¢ y a ¢ con ¢, respectivamente.
Sean H; el conjunto:

{AeC(X)—{S}:AcSymA) =pmtu{AeB: AcCSym(A) € pyq},
y ‘Hs el conjunto:
{AeC(X)—{S}:AcCcSym(A)=qlu{AeB:AcCSym(A) €qq}.

Afirmacion 3. H; y Hs es una separacion de G; N Go.
Dado que m es una funcién continua en C'(S) — {S} y {p1}, {a1}, pig y
qq, son conjuntos cerrados de S, tenemos que los conjuntos
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{AeC(X)—{S}:AcCcSym(A) =pm},{AeB:ACSym(A) € pq},
{AeC(X)—{S}:AcSymA) =q}y{AdeB:AcCSym(A) €qq}

son cerrados en C' (X)—{S}. Por tanto H; y Ha son cerrados en C' (X)—{S}.
Como {p1} € H1 y {1} € Ha, H1 # Dy Ha # 0.
Ahora veamos que H; N Hy = (. Dado que p; # ¢i, pues son antipodas,
tenemos que

{AeC(X)—{S}:ACcSym(A) =p}N
{AceC(X)—{S}:ACSym(A)=q}=0.

Como p1 € qq1 y @1 ¢ 114,

{AeC(X)—{S}:AcCcSym(A) = l}ﬂ
{AeB:ACSym(A) €qqn} =

{AeC(X)—{S}:ACcSym(A)=q}n
{AeB:AcCSym(A) e€pgq}t=0.

Supongamos que existe un elemento
Ape{AeB:ACSym(A)emgtn{AeB: ACSym(A)€qqn}.

Entonces Ay € B, Ay C Sy m(Ay) € prgNqqr = {q}. Dado que A, € B,
p € Ag. Entonces Ay es un subcontinuo propio de S que contiene a p y
m (Ap) = q. Esto es una contradiccién pues ¢ es el antipoda de p y no existe
ningin subarco de S que contenga a p y que tenga como punto medio a q.
Esto demuestra que

{AeB:AcSym(A)epgin{AeB:ACSym(A) €qqu}=0.

De lo anterior podemos concluir que H; N Hy = (.
Para terminar la prueba de la afirmacién, mostraremos que G; N Gy =
H; U H,. Claramente
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{AeC(X)—{S}:AcCcSym(A) =m}C
{CeC(X)—{S}:CcSym(C)epmn} =G

{AeC(X)—{S}:AcCcSym(A) =m}C
{CeC(X)={S}:CCcSym(C)eS—int(piqn)}
ng.

Esto prueba que {A € C(X)—{S}: ACSym(A4) =p1} CG NG
Notemos que

{AeB:AcSym(A) €pq}C
{CeC(X)-{S}:CcSym(C)€paq} =G,

y
{AeB:ACSym(A)epqtCcB={CeC(X)—{S}:pe S} CG,.

Ast, {AeB:AcC Sym(A) € pig} C G NG,.
Por tanto

Hi={AeC(X)—{S}:ACSym(A)=p}U
{AeB:ACSym(A) € piq} CGiNGs.

Anélogamente se prueba que Hy C G; N Go. De manera que H; U Hy C
G1 N Ga.

Sea A € GiNGy. Dado que A € G;, A C Sy m(A) € pigz. Como

m(A) € pia y p € P A # {p}. De manera que A € Sy A # {p}. Por
tanto A¢ C(Y). Como AecGyy A¢ C(Y),

Ac{CeC(X)={S}:CcSym(C)e S —int(prq)}U
{CeC(X)-{S}:peC}.

En el caso en que

Ac{CeC(X)={S}:CcSym(C)eS—int(pmq)},
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tenemos que m (A) € p1g1 N (S —int (p1¢1)) = {p1, ¢1}- De manera que

Aec{AeC(X)—{S}:AcCcSym(A) =p}U
{AEC(X)—{S}:ACSY'TTL(A):ql}CH1UH2.

En el caso de que A € {C € C(X)—{S}:pe C} =B, entonces A € B,
ACSym(A) € prqg1 = p1qU qqy. Por tanto

Ac{AeB:ACcSym(A) epqtu{AecB:ACSym(A) €qq} C
Hi U Hs.

Esto demuestra que G; NGy C 'Hy UHy y por tanto podemos concluir que
G1 NGy = Hi U Hs.

Asi que ‘H; y Hs es una separacién de G; N Gy. De manera que G; N Gy
no es conexo. Esto prueba que C' (X) — {S} no es unicoherente. Por tanto S
agujera a C'(X). B



Capitulo 3

Continuos localmente conexos

3.1. Introduccion

Decimos que un continuo X es localmente conexo si para cualesquiera
p € X y U subconjunto abierto de X tales que p € U, existe un subconjunto
abierto y conexo V' de X tal que p € V C U. En este capitulo mostraremos
los siguientes resultados.

1. Si X es un continuo localmente conexo y A es un subcontinuo local-
mente conexo de X que no es arco libre ni una curva cerrada simple,
entonces A no agujera a C' (X).

2. Si X es un continuo localmente conexo y S es una curva cerrada simple
contenida propiamente en X, entonces S agujera a C' (X) si y sélo si S
es una curva cerrada simple libre.

3. Si X es un continuo localmente conexo y A es un subcontinuo de X,
no localmente conexo, entonces A no agujera a C' (X)

Con ayuda de estos resultados y los presentados en el Capitulo 2, en lo
referente a curvas cerradas simples y arcos libres obtenemos una clasificacion
completa de los subcontinuos que agujeran al hiperespacio de subcontinuos
de un continuo localmente conexo. Dicha caracterizacién dice lo siguiente.

58
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4. Si X esun continuo localmente conexoy A € C' (X)), entonces A agujera
a C' (X) siysolosi A es una curva cerrada simple y libre en X o A es
un arco libre con extremos p, ¢ tales que p, g ¢ int (pq).

En la segunda seccién de este capitulo presentaremos la prueba del primero
de los dos resultados mencionados. En la tercera seccién, presentaremos un
resultado sobre una gréfica finita en particular, que nos serd de gran ayuda
para probar el segundo resultado, que presentaremos en la cuarta seccién del
capitulo. En la seccién quinta de este capitulo presentaremos la prueba de
del tercer resultado y finalmente en la sexta y tltima seccién del capitulo
probaremos el cuarto resultado.

3.2. Subcontinuos localmente conexos

3.2.1. Resultados auxiliares

Lema 3.2.1. Sean X un continuo localmente conexo y Ay € C(X). En-
tonces, para cada A € C (X) tenemos que A € Frexy (C(Ao)) si y solo si
A C Ag yAﬁFT)((AQ) #@

(Necesidad). Sea A € Frex) (C(Ap)). Dado que Fregxy (C(Ag)) C
C' (Ap), pues C (Ap) es cerrado en C’ (X), tenemos que A C Aj.

Supongamos que AN Frx (Ag) = (). Entonces A C intx (Ag).

Siinty (Ag) = X, entonces Ag = X, C'(Ay) =C(X) y

A€ Frox) (C(Ay)) = Frew (C (X)) =0,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto X — intx (Ap) es no vacio. Como este
conjunto es compacto y A también lo es, el nimero

e=min{d(a,z):a € Ay x ¢ intx (Ay)}

estd bien definido y es positivo. Notemos que N (g, A) C intx (Ap). Sea
B € C(X) tal que H(A,B) < €. Entonces B C N (e, A) C intx (Ap),
asi que B € C(A). Esto implica que A € intc(x) (C (Ap)) lo cual es una
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contradiccién, pues A € Fre(x) (C (Ag)). Por tanto AN Fry (Ag) # (. Esto
termina la prueba de la necesidad.

(Suficiencia). Sea A € C' (X) tal que A C Agy ANFrx (Ag) # 0. Probare-
mos que A € Freoxy (C (Ap)). Sean ag € AN Frx (Ag) y € > 0. Claramente
A€ B.(A)NC(Ap), de manera que para probar que A € Frex) (C (Ay))
basta mostrar que B. (4) N (C(X)— C(Ag)) # 0. Sea Vy la componente
de B: (ag) que contiene a ap. Entonces por [28, Teorema 27.9, p. 200], V;
es abierto en X. Como ag € Frx (Ap), existe yg € (X — Ag) N Vp. Sea
B = AU Clx (Vp). Notemos que B es cerrado. Dado que A y Clx (Vp) son
conexos y ag € AN Clx (Vy), B es conexo. De manera que B € C (X).
Como A C B, A C N (e,B). Por otra parte, ya que Clx (Vo) C B:(ap),
B=AUCIx (Vo) C U B:(a) = N (e, A). Por el Lema 1.2.1, H (A, B) < e.

acA

Ademds, como yy € B — Ay, B ¢ Ay, por tanto B € C (X) — C (Ap). Asi
que B. (A) N (C(X) —C(Ap)) # 0. Esto demuestra que para todo € > 0 se
cumple que B. (A)NC (Ap) # 0Dy B (A)N(C(X) — C (Ag)) # 0. Por tanto
A€ Freoxy (C (Ap)). Esto termina la prueba del la suficiencia. B

Proposicién 3.2.2. Sean X un continuo localmente conexo y Ay un subcon-
tinuo localmente conexo de X que no es un arco libre. Entonces
Frog (C(Ao)) — { Ao}

€s conexa.

Demostracién. Denotemos por D al conjunto Fre(x) (C (Ag)) — { Ao}

Mostraremos que cualesquiera dos elementos A; y As de D se pueden
conectar por una trayectoria en D.

Sean A;, Ay € D. Por el Lema 3.2.1, existen a; € Ay N Fry (Ag) y
as € Ay N Fry (Ag).

Caso 1. a; = a».

Por la Proposicién 1.2.14, existen dos funciones continuas h; : [0,1] —
C(X)y he:[0,1] — C(X) tales que hy (0) = {a1}, h1 (1) = Ay, ha(0) =
{a1}, ha (1) = Ay y, para cualesquiera s, ¢ € [0, 1] que cumplen s < ¢, se tiene
que hy (s) C hy (t) y ha(s) C hs (t). Notemos que, para cada t € [0,1], a1 €
hy (t) y a1 € hy (t). De manera que, para cada t € [0,1], hy (£)NFrx (Ag) # 0
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y ha (t) N Frx (Ag) # 0. Ademés A; y Ay son subconjuntos propios de Ay,
de manera que, para cada t € [0, 1], hy () y hs (t) son subconjuntos propios
de Ag. Por tanto, por el Lema 3.2.1, para cada t € [0,1], hy (t), ha (t) € D.
Definimos 7 : [0,1] — D por

hy(1—2t), sitel0,3
1) = ’ )9
7 () {h2(2t—1), site il

E
].

Por el Lema 1.1.1, v es continua y ademds v (0) = h; (0) = Ay y v (1) =
he (1) = Ay. Asi que v es una trayectoria de A; a As en D.

Caso 2. a1 # as.

Dado que Aj es localmente conexo, por el Teorema 8.23 de [27, p. 130],
Ag es conexo por arcos. Entonces existe una funcién continua e inyectiva
h :[0,1] — A tal que h(0) = a; y h(1) = as. Notemos que h([0,1]) €
C (Ap) y ademds ay, as € Frx (Ag) N h([0,1]), asi que, por el Lema 3.2.1,
h ([0, 1]) € FT’C(X) (C (AO))

Subcaso 2.1. h([0,1]) # Ap.

Dado que a; € A;NA([0,1])NEFrx (Ag) y ag € AN A ([0,1]) N Frx (Ap),
por el Caso 1, aplicado a A; con h ([0,1]) y a Az con h ([0, 1]), existen dos
trayectorias v, : [0,1] = Dy 75 : [0,1] — D tales que v, (0) = Ay, v, (1) =
h([0,1]), 75 (0) = As ¥y 75 (1) = h (][0, 1]). Definimos ~ : [0,1] — D por,

'
].

2t), site o1
V(t): ’71( )_ ] [12
v, (2-2t), site 3,1

Y obtenemos una trayectoria de A; a As en D.

Subcaso 2.2. h[0,1] = A,.

En este caso Ag es un arco con extremos h (0) y h (1), pero Ay no es un
arco libre, asi que Ag—{h (0),h (1)} no es abierto en X, por tanto existe yo €
Ao —{h(0),h (1)} tal que yo & int (Ao — {h(0),h(1)}). St yo € intx (Ao),
entonces el conjunto U = intx (Ag) — {h(0),h (1)} es abierto en X, estd
contenido en Ag—{h (0),h (1)} y tiene a yo. Esto implica que yo € intx (Ag)—
{h(0),h (1)} lo cual es un absurdo. Por tanto yo ¢ intx (Ap). Consideremos
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los subarcos h (0) yo ¥ yoh (1) de h ([0, 1]). Notemos que yo € h (0) yoNyoh (1)N
Frx (Ao) y ademés h (0) yo, yoh (1) € C' (Ap), por tanto, por el Lema 3.2.1,
h(0) yo, Yoh (1) € Frexy (C (Ap)). Entonces, como yo € h (0) yo Nyoh (1) N
Frx (Ap), por el Caso 1, aplicado a h (0) yo y yoh (1), existe una trayectoria
71 10,1 — D tal que v, (0) = A (0) yo ¥ 71 (1) = yoh (1).

Por otra parte, dado que a3 = h(0) € Ay Nh(0)yo N Frx (Ag) y as =
h(1) € AsNyoh (1)NFrx (Ap), por el Caso 1, aplicado a A; con h (0) yo y & Az
con yoh (1), tenemos que existen trayectorias v, : [0,1] — Dy v5:[0,1] — D
tales que 7, (0) = A1, 75 (1) = 1 (0) yo, 75 (0) = yoh (1) y 75 (1) = A».

Definimos v : [0,1] — D por,

vy (3t), site 03],
y(t) =49 n@Bt=1), site|35],
75 (3t —2), sitE[%,l},

y obtenemos una trayectoria de A; a As en D. Esto termina la prueba del
subcaso 2.2 y con ello la prueba de la proposicion. Bl

Recordemos que una métrica p para un conjunto S es convera si para
cualesquiera x, y € S, existe z € S tal que p(z,2) = p(y,2) = %p (z,y). Sea
X un continuo con métrica d. La funcién K, : [0,00) x 2% — 2% definida
por K4(t,A) = |J C?(a), donde C¢ (a) = {x € X : d(x,a) <t} es continua

acA
si d es convexa (ver Teorema 2.3.3). También recordemos que Bing y Moise

probaron que cada continuo localmente conexo admite una métrica convexa,
es decir, demostraron que para cada continuo localmente conexo X existe
una métrica convexa p para X tal que la topologia original de X es la misma
que la topologia de X generada por p (ver [2] o [24]).

Lema 3.2.3. Sean X un continuo localmente conexo con métrica convexa p
y Ay un subcontinuo propio de X.

a) Si By € C (X)—{X}, entonces a = {K, (t,B) : t € [0,00)} es un arco
ordenado de By a X en C(X); mds aiin, si By € Frex) (C (Ap)), entonces
a satisface que C (Ag) N v = {By}.

b) Si By € Freox) (C(Ao)) y {Bn},—, es una sucesion en C(X) tal que
By = lim B,,, entonces existe una subsucesion { By}, de {B,} - tal que
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By =lm 3, , donde, By = {K,(t,By) : t € [0,00)} y, para cada k €N, 3, =
{K,(t,B,,) :t€[0,00)}. Mds atn, si {B,:n €N} C Frex) (C(Ao)), se
cumple que, para cada k € N, 5, NC (Ag) = {By, }.

Demostracién de a). Por el Lema 2.3.4, para cada t € [0, 00),
K, (Bo,t) € C(X).

Dado que X es compacto, existe 79 € (0, 00) tal que, para cualesquiera z,
y € X, p(z,y) <rg. Porel Teorema 2.3.3, K, es continua y ya que ¢t; < 5 im-
plica que K, (By,t1) C K,(By,t2), entonces a = {K, (t,By) : t € [0,00)} =
{K,(t,By) :t €[0,79]} es un arco ordenado de By = K,(0,By) a X =
K, (19, Bp) en C'(X).

Para concluir la prueba del inciso a), supongamos que
By € Frex) (C(Ao)),
y demostraremos la siguente afirmacion.

Afirmacién 1. a N C (Ay) = {By}.

Claramente By € aNC (Ap). Sea A € anNC (Ap), como A es un elemento
de o, existe ty € [0, 00) tal que A = Ky (to, By). Supongamos que t, > 0. Dado
que By € Frex) (C (Ap)), por el Lema 3.2.1, By C Agy BoN Frx (Ag) # 0.
Sea by € By N Frx (Ap), entonces By (by) C Kq4(to, Bo) = Ay Bi (bo) N
(X — Ap) # 0 y por tanto AN (X — Ag) = Ky (to, Bo) N (X — Ag) # 0, lo
cual contradice que A € C(Ap). Esto prueba que ¢y no es mayor que cero,
por tanto to = 0. Asi que A = By. Esto termina la prueba de la Afirmacion
1 y con ello concluimos la demostracién del inciso a).

Demostracién de b). Para cada n € NU {0}, sea
B, ={Ka(t,B,):t€[0,00)}.

Por el inciso a), para cada n € NU{0}, 3, es un arco ordenado de B,, a X
en C'(X). Dado que {f,} -, es una sucesién en C' (C' (X)) y C(C (X)) es
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compacto, existen 3 € C (C (X)) y una subsucesién {ﬁnk}:il de {5,}.2,
tales que §' = lim f3,,, .

Afirmacién 2. ' = 3,.

Haremos la prueba por medio de contenciones. Sea C' € /3. Dado que
B = lim B, por la Proposicién 1.2.3, existe una sucesién {Cr}o2, tal que
C =1lim Cy y, para cada k € N, C} € 3, . De manera que, para cada k € N,
existe t; € [0,00), tal que Cy = Ky (tg, By,). Como {{;},-, es una sucesién
en [0, diam (X)], donde diam (X) = sup{d (z,y) : z,y € X}, existen ty y una
subsucesion {ty, }/2, de {t;};2, tales que to = limt;, y ya que By = lim B,,, ,

(to, Bp) = lim (tkl,Bnkl) Como la funcién K, es continua (ver Teorema

2.3.3), K (to, Bo) = lim K (tkl, Bnkl) — lfmC},, pero C = m Gy, y C (X)
es un espacio de Hausdorff, por tanto C' = K, (to, By). Esto demuestra que
C € B, y por tanto concluimos que 3’ C f3,.

Sea C' € f3,, entonces existe ty € [0,00) tal que C' = K, (to, By). Para
cada k € N, sea Cy = K, (ty, By,). Como K, es una funcién continua y
(to, Bo) = lim (to, By, ), tenemos que C' = im C}, = lim K (to, B,, ). Por la
Proposicién 1.2.3, C' € f'. Esto prueba que 3, C 3. Por tanto 3’ = 3.

Asf que existe una subsucesion {ﬁnk}zozl de {3, },—, tal que fy = lim 3, ,
donde, para cada k € N, 3, es un arco ordenado de B, a X.

En el caso en que {B,},—, C Frex) (C (Ap)), por el inciso a), tenemos
que, para cada k € N, 5, NC (Ag) = {B,, }. Esto termina la demostracién
del inciso b) y con ello terminamos la prueba del lema. B

Teorema 3.2.4. Sean X un continuo localmente conexo, Ay € C' (X)—{X}
y Co € Freex) (C(Ag)). Entonces Cloxy (C(X) — C (Ag)) — {Co} tiene la
propiedad b).

Demostracion. Sean

D = Clex) (C(X) — C (Ag)) — {Co},
C=C(X)-C(A)
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F = Freo) (C(Ag)) —{Co}-

Notemos que D =C U F.

Ahora bien X € C y si a es un arco ordenado en C'(X) de A € C a X,
entonces a C C. Por el Teorema 2.2.2, C tiene la propiedad b).

Sea f : D — S! una funcién continua, probaremos que existe una funcién
continua, h : D — R, tal que f = expoh.

Fijamos ty € R tal que exp (tg) = f (X).

Por el Lema 1.4.2, existe una funcién continua h; : C — R tal que
expohy = fle vy h1 (X) = to.

Dado que X es localmente conexo, X admite una métrica convexa p (ver
[2] 0 [24]). De manera que, por el inciso a) del Lema 3.2.3, para cada A € F,
ag ={K(t,A):te[0,00)} es un arco ordenado de A a X en C'(X) tal que
asNC(Ay) ={A}. Notemos que {A} CasNF C asnNC(Ay) = {A}, por
tanto as NF = {A}, asi que Cy ¢ a4. Ademds, ay —{A} C C(X)—C (Ay).
Por tanto ay C CUF = D. Dado que a4 es un arco, por el Corolario 1.4.6,
a4 tiene la propiedad b). Asi que, por el Lema 1.4.2, existe una funcién
continua, hg : ag — R, tal que f|,, = expoha y ha(X) = to.

Definimos h : D — R por

o hA(A), SiAEf,
h(A)_{ hi(A), siAecC.

Claramente h estd bien definida. Probaremos que:
i) h es continua y
ii) [ = exp oh.

i). Como C (X)—C (Ap) es abierto en C' (X), C es abierto en D. Ademés
hle = hilc es continua, de manera que h es continua en todos los elementos
de C.

Ahora consideremos By € F, mostraremos que h es continua en By. Sea
{B,},>, unasucesioén en D tal que By = lim B,,. Dado que D y R son espacios
métricos, para probar la continuidad en By, basta demostrar que existe una
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subsucesién {B,, },-, de {B,} -, tal que h(By) = limh (B,,) (Proposicién
1.1.2).
Recordemos que la funcién K, es continua.

Caso 1. {B,,:n e N} C C.

Dado que ag = { K, (By,t) : t € [0,00)} es un arco ordenado de By a X tal
que apgNC (Ap) = { By} (ver inciso a) del Lema 3.2.3), tenemos que CNay =
{K,(By,t) :t € (0,00)}, por tanto C N o es conexo. Como C y «p tienen
la propiedad b) (ver Teorema 2.2.2, Corolario 1.4.6, repectivamente), por el
Lema 1.4.3, CUqy tiene la propiedad b). Por el Lema 1.4.2, existe una funcién
continua b’ : C U ap — R, tal que expoh’ = f|cua, v ademds h' (X) = to.
Notemos que /|, y I'|c son levantamientos para f|., v f|c, respectivamente,
y ademds h/|a, (X) = to = hp, (X) y W|c (X) = to = hy (X), entonces, por
el Teorema 1.4.1, h'|,, = hp, ¥ W'|c = hi. Asi que I/ = h|cua,. Por tanto, ya
que 1’ es continua, {B,} -, C Cy By =lim B,

h(Bo) = hlcuay (Bo)
= h' (By)
- nimooh‘CUao (Bn)
= ™ 1(B,).

n—oo

Esto demuestra que h (By) =limh (B,), si {B, :n € N} C C.

Caso 2. {B,:n e N} C F.

Por el inciso b) del Lema 3.2.3, existe una subsucesién {B,, },-, de
{Bn},2; tal que, 8,, = limf, , donde, 8, = {K,(t,Bo):t€[0,00)} ¥,
para cada k € NU{0}, 8, = {K,(t,B,,) :t €[0,00)}. Como By = lim B,, y
{By, } =, es unasubsucesién de { B}~ ;, By = lim B,,, . Ademds, f| | B,

n=1’
kENU{0}
U 8, —9S ! es una funcién continua, para cada k € N, f3,,,, €8 un arco or-
keNU{0}
denado de B,,, a X y 3, es un arco ordenado de By a X, 3, = lim f3, , hp,

es un levantamiento de f| Brg tal que hp, (By) = to y, para cada k € N,
hg,, es un levantamiento de f]| s, tal que hp, (X) = to. Por el Lema
1.4.15, hp, (By) = limhp,, (B, )- Dado que, By € F, para cada k € N,

ng?
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B,, € F y por definicién de h, hp, (By) = h(By) y, para cada k € N,
h(By,) = hg,, (Bn,). Por tanto h (By) = lim h (B, ).

De manera que h es continua en By.
Claramente, para cada A € D, f (A) = exp oh (A). Esto termina le prueba
del teorema. H

3.2.2. Resultado principal

Tenemos todos los resultados necesarios para probar el teorema principal
de esta seccién.

Teorema 3.2.5. Sean X un continuo localmente conexo y Ag un subcontinuo
propio localmente conexo de X que no es una curva cerrada simple ni un arco
libre. Entonces Ay no agujera a C (X).

Demostraciéon. Dado que Aj no es una curva cerrada simple, por el Teo-
rema 2.3.6, Ay no agujera a C' (Ay), por tanto C' (Ag) —{ Ao} es unicoherente.
Por el Teorema 1.92 de [25, p. 134], C (Ap) es localmente conexo, ya que Ay
es localmente conexo. De manera que C (Ag) — {Ao} es localmente conexo.
Entonces, por el Teorema 1.4.11, C'(Ap) — { Ao} tiene la propiedad b).

Ya que Ay es un subcontinuo propio de X, Fry (A4g) # (), ademés

F'T’X (Ao) C Ao,

por tanto Ag N Fry (Ag) # 0. Por el Lema 3.2.1, Ag € Freex) (C (Ag)). Asi
que, por el Teorema 3.2.4,

Clow) (C(X) = O (Ao) — {Ao}

tiene la propiedad b).
Como

(C (Ag) = {Ao}) N (Clex) (C(X) — C (Ag)) — {Ao}) =
Frex) (C(Ao)) — {Ao},

y, por el Lema 3.2.2, Fre(x) (C (Ag)) — {Ao} es conexa, concluimos que
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(C(Ao) = {Ao}) N (Clex) (C(X) = C (Ag)) — {Ad})
es conexo. Por el Lema 1.4.3,
C(X) = {Ao} = (C(Ag) = {A}) U (Clecx) (C(X) = C(Ag)) — {Ao}),
tiene la propiedad b). Por el Teorema 1.4.10,
C (X) - {AO}v

es unicoherente y por tanto Ay no agujera a C' (X). Esto termina la prueba
del teorema. H

3.3. Graficas finitas

3.3.1. Introduccién

Una grifica finita es un continuo que puede expresarse como una unién
finita de arcos de manera que la interseccién de cada par de esos arcos es un
conjunto finito (el vacio se considera como un conjunto finito). El propésito
de esta seccién es mostrar que si GGy es la siguiente gréfica finita,

Jl J2

L,

entonces S = L; U Ly no agujera a C (Gy). Las aristas de G son Jy, Jo, Ly
y Ly. Notemos que cada arista de GGy puede ser identificada con el intervalo
[0, 1]. Considerando esto, podemos pensar que G tiene una métrica d de tal
manera que todas sus aristas tienen longitud de arco 1 y que la métrica se
comporta como la longitud de arco.

En este capitulo, si a,b € Gy, ab representard una trayectoria de a a b
contenida en Gj.
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3.3.2. S no agujera a C(Gy)

Definimos los siguientes conjuntos:

M ({u}) = {ua; Uuby Uuby : a3 € Jy, by € Ly, by € Ly y uay C Jy,
uby C Ly, uby C Lo},
M ({v}) = {vag Uvby Uvbs : ay € Jo, by € Ly, by € Ly y vag C Ja, vby C Ly,
vby C LQ},
M (Ly) = {L1 Uua; Uvag Uuby Uvcy : ay € Jy, ag € Jo, by, co € Loy y
uay C Jy, uag C Jo, uby Uvey C Lo}

M (Lg) = {L2 Uua; Uvay Uuby Uvey @ ag € Ji, as € JQ, bl,Cl € L y
uay C Ji, uag C Jo, uby Uvey C Ly}

Por el Lema 5.2 de [4, p. 271] M ({u}) y M ({v}) son 3-celdas, M (L)
y M (L3) son 4-celdas y por [4, Teorema 5.4, p. 272] tenemos que,

C(Go) =
M{u}p) UM ({v}) UM (L) UM (L) UC (J1) UC (Jo) UC (L) UC (La).

Claramente S € M ({u}) "M ({v}) "M (L) " M (Ls).
Proposicién 3.3.1. S no agujera a C (Gy).

Demostracién. Dado que M ({u}) es una 3-celda, M (L;) es una 4-celda
y S eM({u})NM(Ly), por el Lema 1.4.9, M ({u}) —{S} y M (L;) —{S}
tienen la propiedad b). Notemos que
M ({u}) N M(Ly) =D,
donde

D= {Ll Uuay Uubs @ ay € Ji, by € Loy y ua; C Jl, uby C Lg},
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Claramente D es una 2-celda, de manera que D — {S} es conexo, por tanto
M ({u})NM (L1)—{S} es conexo. Por el Lema 1.4.3 M ({u})UM (L;)—{S}
tiene la propiedad b).

Andlogamente se puede probar que M ({u}) U M (Ly) — {S} tiene la
propiedad b).

Notemos que M (L;)NM (Ls) es una 2-celda, por tanto M (L;)NM (Ly)—
{S} es conexo.

Claramente

SUJ; € M ({u}) N M (L) N M (L) — {S}.
Como M ({u}) — {S} y M (L) N M (Ls) — {S} son conexos y
(M ({u}) N M (L) "M (Ly)] = {S} # 0,
entonces
(M ({u}) UM (L) "M (Le))] = {5}

€s conexo.
Dado que

(M {u}) UM (L) = {5} N (M ({u}) UM (L2) — {5}) =
(M ({u}) UM (L) N M(L2))] — {5},

tenemos que
(M ({u}) UM (Ly) = {S}) N (M ({u}) UM (L2) — {5}),

es conexo. Por el Lema 1.4.3, M ({u}) UM (L1) UM (Lg) — {S} tiene la
propiedad b).

Dado que
M ({v}) N M (L) =
{L1 Uvas Uvcy :ag € Jo, ¢3 € Ly y vag C Jo, veg C Lo},
M({v}) N M (L) =

{LyUwvas Uvey :ag € Jo, ¢1 € Ly y vag C Jo, vey C Ly},
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y
M ({u}) "M ({v}) = {5},
tenemos que M ({v})NM (L;) y M ({v})NM (Ls) son 2-celdas y por tanto
MHvH) N M (L) —{S} y M ({v}) "M (L;) — {S} son conexos. Notemos
que M ({u}) "M ({v}) — {S} = 0. Ademés
SUJy € [(M{v}) "M (L)) N (M ({v}) N M (L2))] — {S}.

De manera que,

(M ({v}) "M (L)) U (M ({v}) N M (L))] — {5},
es conexo. Como M ({u}) N M ({v}) — {S} = 0 tenemos que
(M ({v}) "M (L1)) U (M ({v}) N M (L2)) UM ({u}) N M ({v}))] = {5},
es conexo, por tanto

(M ({u}) UM (L) UM (L2)) N M ({v})] = {S},
es conexo. Dado que (M ({u}) UM (L1) UM (Ls)) —{S} y M ({v}) —{S}
tienen la propiedad b), por el Lema 1.4.3,

(M ({u}) UM (L) UM (Ly) UM ({v})) — {5},
tiene la propiedad b).
Dado que
S €C(Go) —[C(J)UC(J)UC (L) UC(Ly)] C
M ({u}) UM ({v}) UM (L1) UM (L),
M{u}) UM {v}) UM (L)) UM(Ly) es una vecindad cerrada de S en
C (Go).
Como C'(Gy) no tiene puntos de corte (ver [18, Ejercicicio 6.4, p. 98]) y

C' (Gp) es localmente conexo (ver [25, Teorema 1.92; p. 134]) y unicoherente

(ver [19, Teorema 19.8, p. 159] o Teorema 2.2.2), por la Proposicién 1.4.14,
existe una vecindad U de S con frontera conexa tal que

SeuUcClU)yc M{{u}) UM ({v}) UM (L) UM (Lsg).

Por la Proposicién 1.4.13, C' (Gp) —{S} tiene la propiedad b). De manera
que C (Go) — {S} es unicoherente. Asi que S no agujera a C' (Gy). B
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3.4. Curvas cerradas simples en continuos lo-
calmente conexos

3.4.1. Introduccién

Sean X un continuo y S una curva cerrada simple contenida en X, diremos
que S es una curva cerrada simple libre en X, si existe p € S tal que p ¢
int (S) y S—{p} es un subconjunto abierto de X. El objetivo de esta seccién
es probar que si X es un continuo localmente conexo y S es una curva simple
contenida propiamente en X, entonces S agujera a C' (X) si y sélo si S es
una curva cerrada libre en X.

Nuevamente, en toda esta seccion, Gy representard la siguiente gréfica
finita.

Jl J2

L,

Figura 2: Gréfica G

La idea de la prueba es la siguiente: por el Teorema 2.5.1, sabemos que
en cualquier continuo X, si S es una curva cerrada simple libre contenida
en X, entonces S agujera a C'(X). Asi que, para lograr el objetivo de esta
seccién, s6lo nos falta probar lo siguiente: si X es un continuo localmente
conexo y S es una curva cerrada simple contenida propiamente en X que
no es una curva cerrada simple libre, entonces S no agujera a C' (X). Para
ello, mostraremos que si X es un continuo localmente conexo y contiene una
curva cerrada simple S, que no es una curva cerrada simple libre, entonces
X contiene un subcontinuo homeomorfo a G tal que S C Gy (ver Figura 2).
Por el Teorema 3.4.3, S no agujera a C' (Gy), entonces C (Gg) — {S} tiene la
propiedad b). También probaremos que Cl(C (X) — C (Gy)) — {S} tiene la
propiedad b) y que el conjunto
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(CL(C(X) = C(Go)) —{S}) N (C(Go) = {S}) = Freex (C(Go)) — {S}

es conexo, entonces por el Lema 1.4.3, concluiremos que C' (X) — {S} tiene
la propiedad b) y por tanto S no agujera a C (X).

3.4.2. Resultados auxiliares

Lema 3.4.1. Sean X un continuo localmente conexo y S una curva cerrada
simple contenida propiamente en X que no es una curva cerrada simple libre.
Entonces X contiene un subcontinuo homeomorfo a Gy tal que S C Gy.

Demostracién. Notemos que si int (S) = S, entonces S es cerrado y
abierto en X, dado que X es conexo y S # ), S = X, lo cual contradice el
hecho de que S estd contenida propiamente en X . De manera que int (S) & S.
Si S—int (S) = {q}, paraalgin q € S, entonces S es una curva cerrada simple
libre en X, lo cual es una contradicién con la hipétesis. Por tanto, S —int (.S)
es no degenerado. Sean ¢y, ¢ € S — int (S), con q; # qo. Sea ¢ > 0 tal que
e < d(q,q2) y, para cada i € {1,2}, sea K; la componente de B. (g;) que
contiene a ¢;. Dado que X es localmente conexo, K; es abierto en X (ver [28,
Teorema 27.9, p. 200]), entonces K; N (X — S) # 0, pues ¢; ¢ int (S). Sea
pi € K;N(X — S). Dado que K es conexo y abierto en X, por el Teorema 8.26
de [27, p. 132], K; es conexo por arcos, de manera que existe un arco p;g; con
puntos extremos p; y ¢; contenido en K;. Sea f; : [0,1] — p;q; una biyeccién
continua tal que f; (0) =p; y fi (1) = ¢; y seat; = inf {t € [0,1] : f; (t) € S},
claramente t; existe pues 1 € {t € [0,1] : f; (t) € S} C [0, 1] y ademds, como
S es cerrado en X, tenemos que f (¢;) € S. Notemos que f; ([0, t;]) es un arco,
ya que p;, f(t:) € fi ([0,4:]) y pi # fi (ti), pues p; & S'y fi (t:) € S, ademds,
por la definicién de ¢;, f; ([0,¢]) NS = {f; (t;)}. Como f; ([0,t1]) € K; C
B: (1), f2([0,t2]) C K> C B:(g2) y € < d(q1,q2), f1([0,t1]) N f2 ([0, 22]) = 0.

Definimos Y = f; ([0,#1]) U S U f ([0, t2]), entonces Y es un subcontinuo
de X que es la unién de una curva cerrada simple .S con dos arcos f; ([0, ¢1])
y f2([0>t2]) tales que SN fl ([0>t1]) = {f (tl)}7 SN f2([0>t2]) = {f (tZ)}
y f1([0,t1]) N f2([0,25]) = 0. De manera que Y es homeomorfo a Gy, esto
termina la prueba del lema. l
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Lema 3.4.2. Sean X un continuo localmente conexo, S una curva cerrada
sitmple contenida proptamente en X que no es una curva cerrada simple libre.
Sea Gy C X como en el Lema 3.4.1. Entonces Frexy (C(Go)) — {S} es

conexa.

Demostracién. En el caso en que S ¢ Frecx) (C(Go)), como C(Gy)
y ClL(C(X)—C(Gyp)) son cerrados conexos de C( ) tales que C(X) =
C(Go) UCI(C(X)—C(Gy)) y C(X) es unicoherente (ver [19, Teorema
19.8, p. 159] o Teorema 2.3.3]) tenemos que C' (Go) NCL(C (X) — C (Gp)) =
Frexy (C(Go)) es conexa y como S ¢ Froex) (C(Go)), Freox (C(Go)) —
{S} = Frex) (C(Go)) es conexa.

Supongamos ahora que S € Frex) (C(Gp)). En este caso mostraremos
que si A € Frex) (C(Go)) —{S}, entonces existe un subconjunto conexo de
Freo (C(Go))— {S} que contiene a Ay Go. Sea Ay € Frex) (C (Go))—{S}.
Por el Lema 3.2.1, tenemos que A; C Gy A1 N Frx (Gy) # (. Sea a; €
Ay N Frx (Gop). Analizaremos los siguientes casos.

Caso 1. A; ¢ S.

Subcaso 1.1. u € A;.

Sea o un arco ordenado en C'(Gy) de {u} a J;. Entonces

6:{A1UDZDEOZ}

es un arco ordenado de A; a A;U.J; contenido en C' (Gy). Ademds, como, para
cada D € «, (A UD)NS = A; y estamos en el caso en que A; & S, tenemos
que S ¢ . Sea D € «. Dado que a; € Ay UD C Gy, por el Lema 3.2.1,
A1 UD € Freexy (C(Go)). De manera que 5 es un subconjunto conexo de
Freox (C(Go)) —{S} que contiene a A; y a A;UJ;. Sea o un arco ordenado
de A; U J; a Gg en C (Gy). Dado que a; € C C Gy, para todo C' € o/, por el
Lema 3.2.1, o/ C Freex) (C(Go)). Ademds S ¢ o, pues J; € S. De manera
que Ay, Go € BUA C Freex) (C(Go)) — {S}y BU es conexo.

Subcaso 1.2. v € A;.
Con un procedimiento andlogo al que se hizé en el caso anterior podemos

encontrar un subconjunto conexo de Fre(x) (C (Go)) — {S} que contenga a
Ay y a Gy.
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Subcaso 1.3. u, v ¢ A;.

En este caso se cumple que A; C Ly o A; C Ly (ver Figura 2). Podemos
suponer que A; C L;. Consideromos el arco a;u que tiene por extremos a
a; y u 'y estd contenido en L;. Sea « un arco ordenado en C'(L;) de {a;1} a
aju. Entonces f = {A; UC : C' € a} es un arco ordenado de A; a A; U aju.
Sea D € 3. Entonces a; € D C Gy. Por el Lema 3.2.1, D € Frex) (C (Go)),
ademds S ¢ (. Por tanto 5 C Frex) (C(Go)) — {S}. Por el Caso 1, existe
un subconjunto conexo o de Fre(x) (C(Go)) — {S} que contiene a A; Uaju
y Go. Asf que, B U ' es un subconjunto conexo de Fre(x) (C(Go)) — {S}
que contiene a A; y Gy.

Por los Subcasos 1.1, 1.2 y 1.3, podemos concluir que si A; & S existe un
subconjunto conexo de Frecx) (C' (Go)) — {S} que contiene a A; y Go.

Caso 2. A; ¢ S.
Sea « un arco ordenado en C' (Gp) de A; a Gy. Notemos que S ¢ a.
Dado que, para cada C' € «, a3 € Ay C C C Gy, por el Lema 3.2.1,

C € Free (C(Go)) — {S}. De manera que a es un subconjunto conexo
de Froxy (C(Go)) — {S} que contiene a Ay y Go.

Ast que Freexy (C(Go)) — {S} es conexo. B

3.4.3. Resultado principal

Teorema 3.4.3. Sean X un continuo localmente conexo y S una curva cerra-
da simple contenida propiamente en X. Si S no es una curva cerrada simple
libre en X, entonces S no agujera a C (X).

Demostracion. Por el Lema 3.4.1, existe un subcontinuo Y de X que es
homeomorfo a G tal que S C Y. Podemos suponer, sin perder generalidad,
que S C Gy C X. Por los Teoremas 3.3.1 y 3.2.4, C'(Gy) — {S} tiene la
propiedad b) y C1(C (X) — C (Gy)) —{S} tiene la propiedad b). Por el Lema
3.4.2,

Fre) (C(Go)) — {5} = (C(Go) = {5} N (CL(C (X) = C(Go)) — {5}),

es conexa. De manera que por el Lema 1.4.3,
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C(X) = {S} = (C(Go) = {S}H U (CI(C(X) = C(Go)) — {5}),

tiene la propiedad b). Por el Teorema 1.4.10, C'(X) — {S} es unicoherente y
por tanto S no agujera a C' (X). B

Para finalizar esta seccién presentamos el resultado principal.

Teorema 3.4.4. Sean X un continuo localmente conexo y S una curva cer-
rada simple contenida propiamente en X. Entonces S agujera a C' (X) si y
solo si S es una curva cerrada simple libre.

Demostracién. (Necesidad). Si S no es una curva cerrada libre, por el
Teorema 3.4.3, S no agujera a C' (X). Por tanto si S agujera a C'(X), S es
una curva cerrada simple libre.

(Suficiencia). Si S es una curva cerrada simple libre, por el Teorema 2.5.1,
S agujera a C' (X). Esto termina la prueba del teorema. l

3.5. Subcontinuos no localmente conexos

3.5.1. Introduccién

En esta seccién probaremos que si X es un continuo localmente conexo
y si A es un subcontinuo no localmente conexo de X, entonces A no agujera
a C'(X). Con este resultado obtenemos una clasificacién completa de los
subcontinuos de un espacio localmente conexo que agujeran a su hiperespacio
de subcontinuos; dicha clasificacién serd presentada en la siguiente seccién.

Si X es un continuo localmente conexo y A € C' (X) es tal que A no es
localmente conexo, denotaremos por

F(A)={a € A: Ano es localmente conexo en a}.
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3.5.2. Resultados auxiliares

Lema 3.5.1. Sean X un continuo localmente conexo con métrica convexa d,
A € C(X) no localmente conexo, B € C'(X) y so € [0,00) tales que B C A
y Kq(so, B)yNF (A) # (. Entonces K, (t, B) # A, para toda t € (sg,00).

Demostracién. Sea t € (sg,00). Mostraremos que existe = € Ky (t, B)
tal que = ¢ A. Dado que t > sg, € =t — sg > 0. Por hipétesis K, (so, B) N
F(A) #0. Sea ag € K4 (so, B) N F (A). Como A no es localmente conexo en
ag, por el Lema 77, existe N € N, tal que para cualquiera nimero natural

n > N y cualquier abierto V en A tal que ag € V' C Bi(ag) N A, V es

disconexo. Sea ny > N tal que n—lo < €. Dado que X es localmente conexo,

existe un abierto conexo W de X tal que ap € W C B1 (ap). Entonces WNA
70
es abierto en A, comong > Ny WNAC B (ag) NA, WN A es disconexo.

nQ

De manera que W ¢ A, por tanto existe x € W — A. Como W C B (ao),
70

d(x,a9) < n—lo Dado que ag € Ky (so, B), existe b € B tal que d (ag,b) < sq.
Entonces

d(b,x) < d(b,ap)+d(ag,x)
< S+ nlo
< Sy+¢
so+ (t — s0)
t.

De manera que z € Ky (t,B) yx ¢ A. R

Lema 3.5.2. Sean X un continuo localmente conexo con métrica convexa
d, ap, bp € X y {an} . {bn} ., sucesiones en X tales que ay = lima,, y
bo = lim b,, y que ademds satisfacen que, para cadan € NU{0}, a,, # b,. Para
cadan € N, denotemos por a,b, un arco de a,, a b, isométrico a [0, d (a,,b,)].
Si la sucesion de arcos {anby,} -, converge a B, donde B € C (X), entonces
B es un arco de ag a by isométrico a [0, d (ag, by)].

Demostracién. Dado que, para cada n € N, a,, b, € a,b, y ademaés
B =limay,b, y ag = lima,, by = limb,,, por el Lema 1.2.3, ag, by € B.
Sean zg, 1o € B tales que d (ag, 20) = d (ag, Yo)-
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Afirmacion 1. zy = .

Por el Lema 1.2.3, existen dos sucesiones {z,} -, v {yn} -, tales que
20 = limz,, yo = limy, y, para cada n € N, z,, ¥, € a,b,. Como, para
cada n € N, a,b, es isométrico a [0,d (an,b,)] Y 2Zn, Yn € anby,, se cumple
que d(ap, 2n) < d(an,yn) 0 d(an,yn) < d(an,z,). Supongamos, sin perder
generalidad, que, para cada n € N, d(a,, z,) < d(an,y,). Dado que a,b, es
isométrico a [0,d (an,by)], d(2n,yn) = d(an,yn) — d (an, 2,). Como d es una
funcién continua,

d<z07y0) = nli,mood(znvyn)
= (d (0, ) — d (an, 20)
= nimood(anayn) - nl;mood(a'na Zn)
= d (a0, yo) — d(ao, o)

pues, (a'Oa yO) = lim (anayn)7 (aﬂa ZO) = lim (a'n> Zn) y d(a()?yﬂ) = d(aﬂa ZO)-
Dado que d es una métrica y d (zo,%0) = 0, 20 = yo. Esto termina la prueba
de la Afirmacion 1.

Sea z € B. Como B = lima,b,, por el Lema 1.2.3, existe una sucesién
{zn}2, en X tal que z = limz, y, para cada n € N, z, € a,b,. Como,
para cada n € N, a,b,, es isométrico a [0,d (an,b,)] ¥ 2n € anbn, d(an, 2,) <
d (ay,by,). Por la continuidad de d, d (ag, z) = limd (ay,, z,) < limd (ay,b,) =
d (ag, bo). Esto prueba que, para cualquier z € B, d (ag, z) < d(ag, bp)-

Definimos h : B — [0,d (ag, bo)] por h(b) = d(ap,b). Claramente h es
una funcién continua y ademds por la Afirmacién 1, h es inyectiva. Asi que
h es un encaje. Como h(B) es un subcontinuo de [0, d (ag,bo)] tal que 0,
d (ag,by) € h(B), pues ag, by € B, tenemos que h(B) = [0,d (ag, by)]. Por
tanto B es una arco de ag a by, isométrico a [0,d (ag, bp)]. Esto termina la
demostracion del lema.

Sea Z un espacio topoldgicoy z € Z. Decimos que Z es conexo en pequerno
en z, si para cualquier abierto V' de Z tal que z € V, existe un subconjunto
conexo A de V tal que z € int (A). Un espacio topolégico es conexo en pe-
queno si es conexo en pequeno en cada uno de sus elementos. Por el Teorema
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27.6 de [28, p. 201], la propiedad de ser localmente conexo es equivalente a
conexidad en pequeno.

Lema 3.5.3. Sean X un continuo localmente conexo con métrica covexa d,
A un subcontinuo de X, ty € (0,00) y B un subcontinuo de A tales que
K4 (to, B) = A y, para todo s € [0,tg), A es localmente conexo en cada punto
de K4 (s, B). Entonces A es localmente conexo.

Demostracién. Mostraremos que A es conexo en pequeno en cada uno
de sus elementos. Sea ay € A. En el caso en que ay € B = K (0, B), por
hipétesis, A es localmente conexo en ag y por tanto A es conexo en pequeno
en ag.

Supongamos que ag ¢ B. Sean V un abierto de A y ¢ > 0 tales que
ag € V, B.(ag) N A C V y B.(ag) N B = . Sea Cy la componente de
B: (ag) N A que contiene a ag. Supongamos que ag ¢ ints (Cp). Entonces,
para cada n € N, existe a,, € Bz (ag) N (A — Cp). Notemos que ag = lima,, y,
para cadan € N, a, ¢ By a, € A= K4 (to, B), por tanto, existe b, € B tal
que d (an, b,) < to y, por el Teorema 2.3.2 de [26, p. 169], existe un arco a,b,
en X isométrico a [0, d (a,, b,)]. Dado que B es compacto, podemos suponer
que existe by € B tal que by = limb,. Como, para cada n € N, a,b, es
isométrico a [0,d (an, b,)] y d(an, by) < to, anb, C K4 (to, B) = A. Dado que
C (A) es compacto y {a,b,}.-, es una sucesién en C (A), podemos suponer
que existe By € C (A) tal que By = lim a,b,,. Por el Lema 3.5.2, By es un arco
de ag a by isométrico a [0, d (ag, by)|. Dado que d (ag, by) = limd (a,, b,) y, para
cada n € N, d(ay,b,) < ty, se cumple que d (by, ag) < to. Si d(bg,ap) < to,
entonces ag € Ky (d (b, ag) , B). Por hipétesis, A es localmente conexo en ag,
por tanto A es conexo en pequeno en ag.

Analicemos el caso en que d (by, ag) = to.

Dado que Cj es la componente B: (ag) N A que contiene a ag, ag € By C A
y By es isométrico al arco [0, d (ao, by)] = [0, to], tenemos que CyN By = By, si
to < £; 0 CoN By es un subarco de By isométrico al arco [0, ¢), si € < g. Sean
No € N={1,2,3} y xg € Cy N By tales que 7 <toy d (ag, xo) = L Como
zg € Byy By = limay,b,, existe una sucesién {z, } -, en A tal que o = limxz,,
y, para cada n € N, z, € a,b,. Dado que zy = limz,, ap = lima, y
d (xg,a0) = limd (x,,a,), existe N € N tal que, paracadan > N, d (z,,xg) <
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7 d(an,a0) < 5 v |d(20,a0) — d(2n,a,)| < 5. Sea ng > N. Por el
Teorema 2.3.2 de [26, p. 169], existe un arco z,,zq isométrico a [0, d (z,,, o)].

Consideremos el subarco @y, an, de byyay,, isométrico a [0, d (Tn,, an,)]-

Afirmacion 1. z,,2o U z,,a,, C B: (ag) N A.

Como x,,,a,, C b”o an, C A, tenemos que x,,a,, C A.

Probaremos que z,,z9 C A. Sea x € x,,7¢. Como z,,7¢ es isométrico a
[0, d (zny,0)], tenemos que d (zo, ) < d (20, 2n,) < &, pues ng > N. Dado
que d (b, xo) = d(bg,ap) — d(ag, o) = to — d(ag,xq), pues d(ag,by) = to.
Como d (ag, zg) = ;. tenemos que d (bg, o) = to — - Asi que,

d(bo,l’) S d(b0,$0) +d($0,l’)
<t0_Nio+Nio

== to.

Esto muestra que = € K (t, B) = A. Por tanto zox,, C A.

Para terminar la prueba de la afirmacién probaremos que x,,,20 C B (ag)
Y Tpgng C Be (ag). Sea x € xp,xo. Como x,, 2o es isométrico a [0, d (24, To)]
Yy d(Tny, To) < 3=, se cumple que d (2o, 2) < d(Tny,20) < 7. Recordemos
que d (ag, zo) = %-. Entonces

d(ag,x) < d(ag,x0) + d (0, 7)
<n TN
< e

pues Ny > 4. Asi que = € B. (ag). Esto muestra que x,,xo C B: (ag).

Sea y € Tp,an,. Dado que ng > N, |d (an,, Tr,) —d (ag, o) | < Nio, ademas,
d(ao,x0) = 7. Por tanto 0 < d(any, Tn,) < JQV—Z Como Y € Tpylng, ¥ Tngling
es isométrico a [0,d (xp,, an,)], se cumple que d(y,a,,) < ]%,—‘Z Dado que
d(ap,,a9) < NLO, pues ng > N

d(ag,y) < d(ag,an,)+ d(ang,y)
<t sz_i
<e
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pues Ny > 4. De manera que y € B. (ag). Esto prueba que x,,a,, C B: (ag).
Por tanto x,,x0 U Tp,an, C Be (ag) N A. Esto termina la demostracién de
la Afirmacién 3.

Como xg € Cy, TpyToUZy,ap, €s un subconjunto conexo en B; (ag)NA que
contiene a a,, y o y Cy es una componente conexa de B, (ao) N A, tenemos
qQue TpyTo U Tpyan, C Cpy. Por tanto a,, € Cp, lo cual es contradiccién, pues
an, € A — Cy. De manera que, para cada a € A, A es conexo en pequeno en
a. Por el Teorema 27.6 de [28, p. 201], A es localmente conexo. B

3.5.3. Teorema

Teorema 3.5.4. Sean X un continuo localmente conexo y A un subcontinuo
de X no localmente conexo. Entonces A no agujera a C' (X).

Demostracién. Probaremos que C' (X) — {A} tiene la propiedad b). Sea
f:C(X)—{A} — S! una funcién continua. Fijamos to € exp™* (f (X)).

Dado que X es un continuo localmente conexo, X admite una métrica
convexa p (ver [2], [24]). Por el Teorema 2.3.3, K, es continua. Por el Lema
2.3.4, para cualesquiera B € C'(X) y t € [0,00), K, (t,B) € C (X).

Para cada B € C'(X) — {A, X}, por el inciso a) del Lema 3.2.3, ap =
{K,(t,B) :t €[0,00)} es un arco ordenado de B a X en C (X).

Supongamos que existen By € C(X) — {A} y ty € [0,00) tales que
K, (to, By) = A. Claramente t; > 0y By C A. Ademds, A no es localmente
conexo y si existe so € [0,t) tal que, K, (so, Bo) N F'(A) # 0, por el Lema
3.5.1, para toda t € (sg,00) K, (t,By) # A, lo cual es una contradiccién,
pues ty € (s9,00) y K, (to, By) = A, asf que A es localmente conexo en cada
punto de K, (s, By), para toda s € [0,t). Por el Lema 3.5.3, A es localmente
conexo, lo cual es una contradiccién. Asi que, para cada B € C'(X) — {A},
A ¢ ap. De manera que, para cada B € C'(X) — {A}, ap C C(X) — {A}.
Dado que ap es un arco, por el Corolario 1.4.6, ap tiene la propiedad b).
Asi, por el Lema 1.4.2, existe una funcién continua, hg : agp — R, tal que
flap =expohp y hp (X) = to.

Definimos h : C'(X) — {A} — R por
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o hB<B)7 SIB%Xa
h(B)_{ to, siB=X.

Afirmacién 1. h es continua.

Primero veamos que h es continua en X. Sea € > 0. Entonces existe n > 0
tal que [to —n,t0 + 1] C (to — €, to +€) y 2n < 1. Notemos que exp |(1y—n.t0-+1]
es un homeomorfismo entre [tg — 1, %o + 1] y exp ([to — 1, to + 71]) y existe § >
0 tal que

f(Bs (X)) Cexp((to —n,to +1)).

Entonces

—1
h/ = ((eXp |[t07777t0+77]) o f‘Bg(X)))

es un levantamiento de f|p,(x). Sea B € B;(X). Dado que, para cada C' €
ag, BC Cy H(B,X) < d, tenemos que H (C, X) < 6. Asi, ap C B (X).
De manera que h'|,, es un levantamiento de f|,,. Dado que /|, , (X) =
to = hp (X), por el Teorema 1.4.1, A'|,, = hp. Por tanto

hB(B) € [to—ﬂ,to-F??] C (to-E,to-FE).

Esto prueba que h es continua en X.

Sean B,,, € C'(X) —{A, X}y {B,} -, una sucesién en C' (X) — {A, X}
tales que By = lim B,,. Dado que C'(X) —{A} y R son métricos, para probar
la continuidad de h en B,,, por la Proposicién 1.1.2, basta mostrar que
existe una subsucesién {B,, },., de {B,} -, tal que h(B,,) = limh(B,,).
Dado que {ag, }.-; es una sucesién en C' (C (X)) y C (C (X)) es compacto,
existen una subsucesion {ap, }Zo:l de {ap,}.~, vy B € C(C(X)) tales que
B =limag,, .

Afirmacién 2. B=ag,, .

Haremos la prueba por contenciones. Sea C' € BB. Dado que B = limap,
por la Proposicién 1.2.3, existe una sucesion {Cy},-; tal que C' = lim Cj, y,
para cada k € N, C), € ap, . Por tanto, para cada k € N, existe ¢; € [0, 00),
tal que Cy = K, (ty, By, ). Como {t;},-, es una sucesién en [0, diam (X)],
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donde diam (X) = sup{d(x,y): z,y € X}, existen ¢, y una subsucesion
{ti, },2, de {ty},—, tales que ty = limty,. Dado que ¢ty = limt,, y By =

lim By, (to, Bp) = lim (tkankl)- Como la funcién K, es continua (ver

2.3.3), K, (ty, By) = lim K, (tkl, Bnkl> — 1fm Cy,, pero C' = limCy, y C (X)
es un espacio de Hausdorff, por tanto C' = K (to, By). Esto demuestra que
C € ap,, y por tanto concluimos que B C agp,, .

Sea C' € ap, , entonces existe tg € [0,00) tal que C' = K, (to, By). Para
cada k € N, sea Cy, = K (to, By, ). Notemos que, para cada k € N, C}, € aB,,
y ademads, como K, es una funcién continua (ver Teorema 2.3.3) y (to, By) =
lim (to, By, ), pues By = lim B, , tenemos que C' = lim C}, = lim K, (to, By, ).
Por la Proposicién 1.2.3 C' € B. Esto prueba que ap, C B. Por tanto
B = ap,, . Esto termina la prueba de la Afirmacién 2.

Asi que {B,,, } -, es una sucesion tal que h (B,,) = limh (B,,), {ap, }—,
es una sucesion ap, = limap, , donde, para cada n € NU {0}, ap, es un

arco ordenado de By, a X, f| y a,, @ U an, — S’ es una funcién
keNU{0} keNU{0}
continua y, para cada k € NU{0}, hp, esun levantamiento de f|,,, tal que

hg,, (X) = to. Por tanto por el Lema 1.4.15, hp, (B,,) = limhp, (By,,).
Dado que, para cada k € NU{0}, h (B) = hp, (By,), h(By,) = limh (By,).
Esto prueba la continuidad de h en B,,, y con ello terminamos la prueba de
la Afirmacién 1.

Claramente exp oh = f. Esto demuestra que C' (X)—{ A} tiene la propiedad
b) y por el Teorema 1.4.11 C'(X) — {A} es unicoherente y por tanto A no
agujera a C'(X). B

3.6. Clasificaciéon

Teorema 3.6.1. Sean X un continuo localmente conexo y A un subcontinuo
de X. Entonces A agujera a C' (X)) si y sdlo si A es una curva cerrada simple
libre en X o A es un arco libre con extremos p,q tales que p,q & int (pq).

Demostracién. (Necesidad). Sea
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A={B e C(X): B es un arco libre con extremos py q y p,q ¢ int (B)}.

Supongamos que A ¢ Ay que A no es una curva cerrada simple libre.
Entonces A tiene las siguientes posiblidades: A = X, A = {z}, para algin
x € X, A no es localmente conexo, A es localmente conexo y no es una curva
cerrada simple ni un arco libre, A es una curva cerrada simple no libre o A
es un arco libre con extremos py y qo, pero py € int (A) o gy € int (A).

Si A = X, por el Teorema 2.3.6, A no agujera a C' (X).

Si A = {x}, para algin = € X, por el Teorema 2.2.3, A no agujera a
C(X).

En el caso en que A no es localmente conexo, por el Teorema 3.5.4, A no
agujera a C' (X).

En el caso en que A es localmente conexo y A no es una curva cerrada
simple ni un arco libre, por el Teorema 3.2.5, A no agujera a C' (X).

Si A es una curva cerrada simple en X, dado que estamos suponiendo que
A no es una curva cerrada simple libre, por el Teorema 3.4.3, A no agujera
aC(X).

Finalmente, si A es un arco libre con extremos py y o, como A ¢ A,
tenemos que py € int (A) o qo € int (A). En el caso en que py, qo € int (A),
entonces A es cerrado y abierto en X. Como X es conexoy A # (), A =X,
por el Teorema 2.3.6, A no agujera a C' (X). En el caso en que pg € int (A) y
qgo ¢ int (A) o qo € int (A) y po ¢ int (A), por el Teorema 2.4.5 A no agujera
a C' (X). Esto termina la prueba de la necesidad.

(Suficiencia). Si A es un arco libre con extremos p y ¢ tales que p,q ¢
int (A), por el Teorema 2.4.2, A agujera a C'(X). En el caso en que A es una
curva cerrada simple libre en X, por el Teorema 2.5.1, A agujera a C' (X). R



Capitulo 4

Abanicos suaves

4.1. Introducciéon

El objetivo de este capitulo es establecer una clasificacién de los subcon-
tinuos de un abanico suave que agujeran a su hiperespacio de subcontinuos.
Para ello iniciaremos presentando algunas definiciones y estableceremos la
notacién que utilizaremos a lo largo del capitulo, posteriormente, en la sec-
cion de resultados auxiliares, presentaremos y probaremos los lemas que nos
seran de gran ayuda para la demostracion de los teoremas principales de este
capitulo, los cuales serdan presentados en la tercera seccién, y en la cuarta y
iltima probaremos el teorema que establece la clasificacion de los subconti-
nuos de un abanico suave que agujera a su hiperespacio de subcontinuos.

Un continuo X es hereditariamente unicoherente, si para todo A € C (X),
A es unicoherente o, equivalentemente, para cualesquiera A, B € C' (X) se
cumple que A N B es conexo. Un dendroide es un continuo arco conexo
hereditariamente unicoherente. Un abanico es un dendroide que tiene sélo un
punto de ramificacién, a dicho punto de ramificacién le llamaremos vértice.
Una clase especial de los abanicos son los abanicos suaves los cuales se definen
de la siguiente manera: un abanico X con vértice vy se le llama abanico suave
si, para cada sucesion {z,} -, que converge a un punto zo € X, se tiene que
la sucesién de arcos {v Xxn}zo:l en C (X) converge al arco vyzy. C. Eberhart
en [7] probé que todo abanico suave es homeomorfo a un subcontinuo del
abanico de Cantor (el cono sobre el conjunto de Cantor).

85
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En todo este capitulo A representara un conjunto infinito de indices y
X denotard un abanico suave con vértice vy y con conjunto de puntos fi-
nales £ (X) = {e;:i € A}. Dado que X se puede encajar en el abanico
de Cantor (ver [7]), podemos considerar que X se encaja de tal forma que
vx = (0,0) € R? y, para cada ¢; € E(X), el arco vxe; en X es un seg-
mento convexo en R2?. Dado que X se puede encajar en R? siz € X y
t € [0, 1], entonces tiene sentido la expresion tz. La letra d representara la
métrica de X, heredada de la métrica usual de R?. Si a, b € vxe;, donde
e; € E(X), ab = [a,b] denotars el arco de X que tiene por extremos a a
y by satisface que d(vx,a) < d(vx,b), C ({vx},X) representard al con-
junto {A € C'(X) :vx € A}, el conjunto {vxx : x € X} serd denotado por

NI[C(X)] y T|C(X)] denotard el conjunto |J C (vxe;). El cubo de Hilbert
i€A
lo denotaremos por la letra Q).

4.2. Resultados auxiliares

Proposicién 4.2.1. X es homeomorfo a N [C (X)] y T[C (X)] es un sub-
conjunto cerrado de C'(X).

Demostracién. Probaremos que I' : X — N [C'(X)] definida por I" (z) =
vxZ es un homeomorfismo. Sea {:Un}zo:l una sucesién de X tal que xzg =
limz,, para algin xo € X. Dado que X es un abanico suave, vxry =
limvyx,. Por tanto I' es continua. Claramente I' es biyectiva. Como X es
compacto y N [C'(X)] es un espacio de Hausdorff (pues es un subconjunto
de C' (X), el cual es métrico), concluimos que I' es un homeomorfismo. Esto
demuestra que X es homeomorfo a N [C' (X)].

Sea {pngn} -, un sucesién de T'[C (X)] tal que Ay = limp,q,, para al-
gin Ay € C (X). Mostraremos que Ay € T [C (X)]. Dado que {pngn}.—; C

T[C(X)] = U C(vxe;), para cada n € N, existe i,, € A tal que p,g, C
i€A

. ., o)
vyxe; . Como X es compacto, existen o € X y una subsucesién {eink} 1
de {e;,} -, tales que zp = lim ei, » ademds, dado que X = [(J wxe,

6i€E(X)
existe e;, € F(X) tal que xy € vxe;,. Dado que X es un abanico suave,
UxTo = lim Ux€i, - Como, para cada k € N, p,, q,, C Ux€;,, , POr el Lema
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1.2.4, Ay C vxmg C vxe4, por tanto Ay € C(vxe;,) C T[C(X)]. Esto
prueba que 7' [C' (X)] es un subconjunto cerrado de C'(X). B

El siguiente Teorema fue probado por C. Eberhart y S. B. Nadler, Jr.

Teorema 4.2.2. ([8, Teorema 3.1, p. 282]) Sea X un abanico suave con
vértice vyx. Entonces,

1. C(X)=C{vx},X)UT[C(X).
2. C({vx},X)NT[C(X)] = N[C(X)].

3. Si E(X) tiene un nimero infinito de elementos (respectivamente, e-
zactamente n, 2 < n < o00), entonces C ({vx},X) es homeomorfo a Q
(respectivamente, C' ({vx},X) es homeomorfo a una n-celda).

4. T[C(X)] es homeomorfo a (X x [0,1]) / ({vx} x [0,1]), el espacio co-
ciente obtenido de X x [0,1] al identificar al conjunto {vx} x [0,1] a
un punto.

Lema 4.2.3. Sean X un abanico suave con vértice vy y E (X) el conjunto de
puntos finales de X. Si ab es un arco contenido en vxe;,, donde e;, € E (X)
y ¢ es un elemento de ab—{a, b} tal que c ¢ int (ab), entonces ¢ & int (vxe;,).
Ademds, siint (ab) =0, b ¢ int (vxe;,).

Demostraciéon. Recordemos que la letra d representa la métrica de X,
heredada de la métrica usual de R2.

Supongamos que ¢ € int (UX%), entonces existe un ¢ > 0 tal que ¢ €
B. (¢) C vxe;,. Sea ¢ = min{e,d(c,b),d(c,a)}. Entonces By (¢) C vxe;,.
Sea z € B (¢) C vxe;,. Como z € vxe;, = vxaUabUbe;,, z € vxa, z € ab
o z € be;,. En el caso en que z € wvxa, dado que vxe;, es un segmento
convexo de R? y d es la métrica usual de R?, restringida a X, d(z,¢) =
d(z,a)+d(a,c). Dado que d (z,¢) < &' < d(a,c),d(z,¢) =d(z,a)+d(a,c) <
d(a,c). Entonces d(z,a) < 0, lo cual es una contradiccién, por tanto z ¢
vxa. Andlogamente se demuestra que z ¢ be;,. De manera que z € ab. Esto
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demuestra que B (¢) C ab. Asi que ¢ € int (ab), lo cual es una contradiccion
pues ¢ ¢ int (ab). Por tanto ¢ ¢ int (vxe;,).

Ahora supongamos que int (ab) = (). Mostraremos que b ¢ int (vxe;,).
Supongamos que b € int (vxe;,). Entonces existe ¢ > 0 tal que b € B. (b) C
vxe;,- Dado que vye;, es un segmento convexo de R? y ab C vxe;,, abnN
B. (b)—{b,a} # 0. Sean z € abNB: (b)—{b,a} y § > 0tal que Bs (z) C B: (b).
Entonces z € int (vxe;,) v z € ab — {a, b}. Por la primera parte z € int (ab)
lo cual es absurdo. Por tanto b ¢ int (vxe;,). B

Lema 4.2.4. Sean X wun continuo y pq un arco X con extremos p y q.
Entonces pq es un arco libre en X si y sdlo si, para cada ¢ € pqg — {p,q},
c € int (pq).

Demostracién. (Necesidad) Supongamos que pg es un arco libre. En-
tonces pq — {p, q} es abierto en X. Sea ¢ € pg — {p, q}. Dado que pq — {p, ¢}
es abierto en X y ¢ € pg — {p,q} C pq, concluimos que ¢ € int (pq). Esto
termina la prueba de la necesidad.

(Suficiencia) Supongamos que, para cada ¢ € pg — {p,q}, ¢ € int (pq).
Probaremos que pg — {p,q} es abierto en X. Sea xzy € pq — {p,q}. Por
hipétesis, zg € int (pq), entonces existe € > 0 tal que B. (xg) C pq. Sea &’ =
min {d (zo,p) ,d (z9,q),e}. Claramente B. (x¢) C B: (z9) C pq y ademds p,
q ¢ B. (). Por tanto B.s (x¢) C pq — {pq}. Esto demuestra que pq — {pq}
es abierto en X y por tanto pg es un arco libre en X. l

Lema 4.2.5. Sean X un abanico suave con vérticevy y E (X) = {e; :i € A}
el conjunto de puntos finales de X . Si ab es un arco contenido en vxe;,, donde
ei, € E(X). Entonces,

1. Siint(ab) = 0, existe una sucesion {x,} -, de X tal que, vxb =
limvxz, y, para cada n € N, x,, & vxe,,.

2. Sie;, ¢ ab eint (ab) # 0, entonces be;, es un arco libre en X.

Demostracién de 1. Como int (ab) = 0, b ¢ int (ab). Por la segunda
parte del Lema 4.2.3, b ¢ int (vxe;,). Entonces existe una sucesion {x,} -,
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en X — vxe;,, tal que b = limz,,. Dado que X es un abanico suave, vxb =
limvyxx,. Esto termina la prueba del inciso 1.

Demostracién de 2. Supongamos que be;, no es un arco libre en X.
Entonces, por el Lema 4.2.4, existe yo € be;, — {b, e;, } tal que yo & int (be;, ).
Por el Lema 4.2.3, yo ¢ int (vxe;,). Por tanto existe una sucesién {y,}. -,
de X — {vxe;} tal que yop = limy,,. Como X es un abanico suave, vxyy =
lim vxy,. Dado que yy € be;, —{b, e;, }, ab C vxb C vxyo. Dado que int (ab) #
(), podemos elegir un elemento z € int (ab) C ab. Por el Lema 1.2.3, existe una
sucesion {z,}. -, de X tal que z = limz, y, para cada n € N, z,, € vxy,.
Dado que vy es el vértice del abanico, vx ¢ int(ab). Asi que 2y # vx.
Sea ¢ > 0 tal que vx ¢ B:(20) y B:(20) C ab. Como zy = lim z,, existe
N € N, tal que, para cada n > N, z, € B.(z). Sea ny > N. Entonces
Zne € B:(20) C ab C vxe;,, PEro zp, € UxYn,- Asi que z,, € vxe;, NVxYp.
Dado que X es un abanico y y, € X — {vxe;, }, vxei, Nvxy, = {vx}. Por
tanto z,, = vy, lo cual es una contradiccion pues vy ¢ B: (20) ¥ 2n, € B- (20).
De manera que para cada yo € be;, — {b,e;,}, yo € int (be;,). Por el Lema
4.2.4, be;, es un arco libre en X. Esto termina la prueba del inciso 2 y con
ello la demostracién del lema. B

Lema 4.2.6. Sea q € Q). Entonces Q — {q} tiene la propiedad b).

Demostracién. Consideremos que @ = [] [0, 1],. Por el Teorema 11.9.1
ieN
de [19, p. 93], existe un homeomorfismo g : @ — @ tal que g (¢) = (1,1,1,...).
Asi que Q—{q} es homeomorfo a @—{(1,1,1,...)}. Dado que @—{(1,1,1,...)}
es contraible, por el Corolario 1.4.6, @ — {(1,1,1,...)} tiene la propiedad b).
Por tanto @ — {¢} tiene la propiedad b). B

4.3. Resultados principales

Teorema 4.3.1. Sean X un abanico suave. Si A es subcontinuo de X tal que
vx € Ay, para todo ¢; € E(X), AL vxe;, entonces A no agujera a C (X).
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Demostracién. Por el inciso 3 del Teorema 4.2.2, () es homeomorfo a
C ({vx},X). Recordemos que T'[C (X)] = | C(vxe;)) y h: X x[0,1] —
T (C (X)) definida por h (z,t) = [tz,z], es uIZ1€aAfuncién continua y suprayec-
tiva (ver la prueba del inciso 4 del Teorema 3.1 de [8, p. 282]).

Consideramos la funcion H : (C'(X) — {A}) x [0,1] — C(X) — {A}
definida por

B, SiBEC({Ux},X),

H(B.1) = { [(t — Dtox,x], siB=[tox,z] € T[C(X)].

Sea (B,t) € (C(X)—{A}) x[0,1]. En el caso en que B € C ({vx}, X), se
cumple que H (B,t) = B # A. Si B € T[C (X)], tenemos que H (B,t) €
T [C (X)]. Por hipétesis, para todo e¢; € E(X), A € vxe;, por tanto A ¢
T[C(X)]. Asi que, H (B,t) # A, si B € T[C (X)]. Por tanto H estd bien
definida. Como H es continua y, para cada B € C (X) — {A}, H (B,0) = B
y H(B,1) € C({vx},X), tenemos que C ({vx},X) — {A} es un retracto
por deformacién de C' (X) — {A}. Por el inciso 3 del Teorema 4.2.2 y el
Lema 4.2.6, se cumple que C ({vx},X) — {A}, tiene la propiedad b). Por el
Teorema 1.4.5, C' (X) — {A} tiene la propiedad b) y por el Teorema 1.4.10,
C'(X) — {A} es unicoherente. Por tanto A no agujera a C' (X). H

Sea A € C(X). Decimos que A es un arco simple si A es un arco y
satisface que:

1. ANE(X)=0;y
2. existe una sucesién {4,} 7, en C (X) con las siguientes propiedades:

a) A=IlimA,,

S

para cada n € N, vx ¢ A,,
para cada n € N, int (4,) #0Dy
para cadan € N, AN A, # 0.

o

)
)
)
)

d
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Teorema 4.3.2. Sea X un abanico suave. Si A € C(X) es un arco simple,
entonces A agujera a C (X).

Demostracién. Sean a, b € X tales que a y b son los extremos de A.
Dado que A es un arco simple, tiene las siguientes propiedades:

1. ANEX)=0;y
2. existe una sucesién {A,} en C'(X) con las siguientes propiedades:

a) A=IlimA,,

S

)
) paracadan € N, vy ¢ A,,

) paracadan € N, int(A,) #0y
) paracadan €N, ANA, # 0.

o

d

Afirmacién 1. Existe i € A tal que A C vxe,,.

Por la Proposicién 4.2.1, T [C (X)] es compacto. Ya que, para cadan € N,
vx ¢ A,, tenemos que cada A, pertenece a T [C'(X)] (Teorema 4.2.2), asi
que A € T [C (X)]. Por tanto, existe iy € A tal que A C vxe,,.

Sea e;, € F (X) tal que A = ab C ve;,. Entonces ab € C (ve;,). Recorde-
mos que T'[C'(X)] = |J C (vxe;) y h: X x[0,1] = T (C (X)) definida por
h(xz,t) = [tx,x], es uLGaAfuncién continua y suprayectiva (ver la prueba del
inciso 4 del Teorema 3.1 de [8, p. 282]). Asi que, existe (x¢,ty) € X x [0, 1] tal
que h (zo,tg) = ab, por tanto ab = [tozo, zo]. Notemos que b = g y toro = a.
Asi que ab lo podemos escribir como axy.

Afirmacién 2. xqe;, es un arco libre en X.

Sea n € N. Dado que vy ¢ A, € C(X)y C(X) = C({vx},X)U
T[C(X)], A, € T[C(X)]. Como ANA, # 0y A C vey, Ay C ve;,. Sean
ap, b, € ve;, tales que A, = a,b,.

Dividiremos la demostraciéon de la Afirmacién 2 en casos.

Caso 1. Existe ng € N tal que b,, € vxwo.
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Por hipétesis int (a,,bn,) # 0 y ademds e;, & anybn,, por tanto by, e;, es
un arco libre (ver inciso 2 del Lema 4.2.5). Dado que zge;, C by,€i,, tenemos
que zpe;, es un arco libre de X.

Caso 2. Para toda n € N, b, € zpe;, — {20}

Como axg = lima,b,, xg = limb,,. Por hipétesis axy no contiene puntos
finales de X, entonces e;, ¢ axg y por tanto d (zo,e;) > 0. Dado que xy =
limb,, existe N € N, tal que si n > N, d(z9,b,) < d (g, €;,). Por hipétesis,
para cada n > N, int (A,) # (0 y por el inciso 2 del Lema 4.2.5, tenemos
que bpe;, es un arco libre en X. Sea y € xpe;, — {xg, €;,}. Como xy = limb,,,
existe N’ € N tal que, para cada n > N’ d(xo,b,) < d(xo,y). Sea ng >
méx { N, N'}. Dado que ve;, es un segmento convexo de R?, b, y € Toe;, —
{0, €} v d(20,br,) < d(x0,Y), Y € bpyeiy — {bny, €, }- Como by, e;, €s un
arco libre (ver inciso 2 del Lema 4.2.5), by, €;, — {bng. €, } €s abierto en X. Asi
que y € bygiy — {bng, €ip} C To€iy — {T0s €ig Y Uiy — {bng, €4} €5 abierto
en X, por tanto xoe;, — {xo, €;,} es abierto en X. Esto demuestra que xge;,
es un arco libre de X. Esto termina la demostracién del Caso 2 y con ello
terminamos la prueba de la Afirmacién 2.

Por la Afirmacién 2, zge;, es un arco libre de X. Como vxe;, = vxaUabU
Ty, To ¢ int (zoe;,). Supongamos que e;, ¢ int (roe;,). Entonces existe una
sucesion en X {y,,} -_; tal que e;, = limy,, y, para cada m € N, y,,, ¢ zoe;,.
Como vye;, = vxa U abU zge;,, d(xpe;y) > 0y e, = limy,,, podemos
suponer que, para cadam € N, y,,, ¢ vxe;,. Dado que X es un abanico suave,
vx €, = limuxym,. Sea zy € xoe;, —{To, €;,} C vxe;,. Por el Lema 1.2.3, existe
una sucesién {zm}f,j:l tal que, zp = lim z,, y, para cada m € N, z,,, € UVxYm-
Como zpe;, es un arco libre y 2y € zoe;, — {0, €;,}, existe M € N tal que,
para cada m > M, z,, € xoe;, — {T0,€iy} C vxe;,. Sea mg > M. Entonces
Zme € Vx€iy NVxYm = {Ux}, esto es un absurdo, pues vx ¢ xpe;, — {xo, € }-
De manera que e;, € int (zge;,). Por tanto int (zoe;,) = xoei, — {To0}-

Definimos

A= (C({ux}, X)Uh (X —int (zoe;,)) x [0,1])) — {ab},
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B = h(zoe;, x [0,1]) — {ab}.
Notemos que h ((X — int (zoe;,)) x [0,1]) — {ab} y B son homeomorfos a

[((X —int (zoes,)) x [0,1])] / ({vx} x [0,1]) = {(z0,t0) }

zoei, X [0,1] — {(xo,t0)},

respectivamente, ademds, dado que int (zoe;,) = xoe;, — {0},

X —int (zoey,) = (X — moey,) U {x0},
es conexo. Por tanto

[((X —int (zoei)) x [0, 1])] / ({vx} x [0, 1)) = { (20, o)},

es conexo y cerrado en

X [0,1]/ ({ux} > [0, 1)) = { (w0, %0) }-
Claramente zge;, X [0,1] — {(x0,%0)} es conexo y cerrado en

X [0,1]/ ({ux} > [0, 1)) = { (w0, %0) }-

De manera que A y B son conexos y cerrados en C (X) — {ab} y C'(X) —
{ab} = AU B. Como

ANB = h(({xo} x [0,1]) = {(zo, t0)}) U h (zoei, x {0})
y considerando

Fi = (h(({zo} x [0,%0]) — {(w0,0)})) U h (z0ei, x {0})

Fr=h(({wo} x [to,1]) — {(x0,%0)})
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obtenemos una separacion de AN B, entonces AN B no es conexo. Por tanto
C(X) — {ab} no es unicoherente. Asi que A = ab agujera a C' (X). Esto
termina la demostracién de teorema. H

Teorema 4.3.3. Sean X un abanico suave con vértice vx, e;; € E(X) y
a € vxe;, —{e;, }. Entonces ae;, no agujera a C (X).

Demostracion. Consideremos la siguiente funcién continua F' : X X
[0,1] — X dada por E (X) =tz (z € R% t € [0, 1], tx significa multiplicar el
vector x por el escalar t). Sea G : (C (X) — {ae;,}) — C(X) — {ae;, } dada
por G(A,t) ={tae X :a € A}.

Afirmacién 1. GG estd bien definida.

Primero mostraremos que, para cada (A,t) € (C(X) — {ae;,}) x [0,1],
G (A,t) € C(X). Como A es cerrado en X, tenemos que G (A, t) es cerrado
en X. Supongamos que existe (Ao, tg) € (C(X) — {ae;,}) x [0,1] tal que
G (Ap, tp) no es conexo. Entonces existe dos subconjuntos cerrados ajenos no
vacios F1, Ey de X tales que G (Ag,ty) = F1 U FEs. Sean

Ei:{IEAO:t()SCEEl},

Eé:{l'EAOIto.fCGEQ}.

Como F; # 0 # Es», B # () # Eb. Si x € E] N E}, entonces tox € Ey N Eoy,
lo cual es un absurdo, por tanto E] N E) = (). Sea x € Ay. Entonces tox €
G (Ao, to) = E1 U Es. Asi que € E} U E). De manera que Ay = E| U E}.
Por tanto Ag es disconexo, lo cual también es un contradiccién. Asi que, para
todo (A,t) € (C(X) —{aei}) x [0,1], G (A,t) € C(X).

Supongamos que existe,
(A0>t0) S (C (X) - {aeio}) X [0> 1]

tal que G (Ag,to) = ae;,. Entonces existe © € Ay tal que tgz = e;,, pero e;,
es punto final de X, por tanto ¢y = 1. De manera que Ay = G (Ap, 1) = ae;,,
lo cual es una contradiccién. De manera que G estd bien definida.
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Afirmacién 2. G es continua.

Definimos G’ : C' (X)x[0,1] — C (X) definida por G’ (A,t) = {ta : a € A}.
Probaremos que G’ es continua.

Sean {(A,,t,)} -, una sucesion en C (X) x [0,1] y (Ao, %) € C(X) X
[0,1] tales que (Ao, tg) = lim (A, t,). Entonces Ag = lim A,, y to = lim#,.
Supongamos que existe B € C(X) — {ae;,} tal que B = lim G’ (A, t,).
Mostraremos que B = G’ (Ag, to). Sea b € B. Por el Lema 1.2.3, existe una
sucesion {b,} -, de X tal que b =limb, y, para cadan € N, b, € G' (A,,1,).
De manera que, para cada n € N, existe a,, € A, tal que b,, = t,a,,. Dado que
X es compacto podemos suponer que existe ag € X tal que a9 = lima,,. Por
el Lema 1.2.3, ag € Ay, ademds, por la continuidad de F', tgag = limt,a,.
Como X es un espacio de Hausdorff, b = tgag € G’ (Ao, to)-

Sea toag € G' (Ao, o). Entonces ag € Ag = lim A,,. Por el Lema 1.2.3,
existe una sucesion {a,} -, en X tal que a9 = lima, y, para cada n € N,
a, € A,. Como F' es continua y (ao,to) = lim (an, t,), teag = limt,a,. Dado
que B =1im G’ (A,,t,), para cada n € N, t,a, € G' (A, 1), toag = limt,a,
y por el Lema 1.2.3, tgap € B.

Por tanto B = G’ (Ay, to). Por el Lema 1.1.3, G’ es continua. Como G =
G’\<C(X)7{aei0})x[0,1], G es continua.

Dado que, para cada A € C' (X)—{ae; }, G(A,1) = Ay G(A,0) =vx =
(0,0), tenemos que G es una contraccién de C' (X) — {ae;, }. De manera que
C (X) — {ae;, } es contraible. Por el Corolario 1.4.6, C (X) — {ae;, } tiene la
propiedad b). Asi que C' (X) — {ae;,} es unicoherente (ver Teorema 1.4.10).
Asi que ae;, no agujera a C' (X)), esto termina la prueba del teorema. W

Teorema 4.3.4. Sean X un abanico suave y e;; € E(X) y ab € C (vxe;,)
tal que e;, & ab y be;, no es un arco libre de X. Entonces ab no agujera a

C(X).

Demostracién. Recordemos que T'[C'(X)] = U C(vxe;) vy h @ X X
ieA

[0,1] — T(C (X)) definida por h(x,t) = [tz,z], es una funcién continua

y suprayectiva (ver la prueba del inciso 4 del Teorema 3.1 de [8, p. 282],

donde [tz, ] representa el arco tzx, el cual une a tx con x en X, cambiamos
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la notacién, para los arcos, en esta parte para evitar confusiones. Asi que,
existe (xg,tp) € X x [0,1] tal que h(xo,ty) = ab, por tanto ab = [toxo, Zo).
Notemos que toxg =a y b = xp.

Afirmacién 1. X — {x} es conexo.

Como zpe;, no es un arco libre de X, por el Lema 4.2.4, existe 2z €
zoe;, — {xo, €5} tal que zg & int (zoe;,). Por el Lema 4.2.3, 2o ¢ int (vxe;,).
Entonces, existe una sucesién {zl}fil en X — vxe;,, tal que zp = limz;.
Dado que X es un abanico suave, vxzy = limwvyxz;. Para cada [ € N, sea
e, € F(X), tal que vxz Cog)xeil. Dado que X es compacto existen y; €

X y una subsucesién {ei >

/ ’
" }k_l de {e;},_, tal que yp = lime;, . Como X
es un abanico suave, vxy, = lim vxe;, . Notemos que, para cada k € N,

vxz, C Uxe€; , UxZ) = limoyz, v uxyy, = h'mvxeilk. Por el Lema 1.2.4,

Ik
vxzo C vxyh. Dado que vxe;, = vxzo U zoe;, es un segmento convexo de R?
y 20 € Zo€, VxTo C vUxzo, ademds xy # 2o, por tanto vxxy & vxzp. Por
/
tanto vxxro & VxYp-
Sean

Y1 = [(U {vxeilk ke N}) U vag] —{z0}

Yo =U {Uxeilk ke N}.
Notemos que Y, es conexo, y por tanto
Cl(Yy) = [(U {vXeilk ke N}) vayo}

es conexo. Dado que Y, C Y] C Cl(Y3), Y] es conexo. Ademas Y N ype;, =
{yo}, por tanto Y; Uype;, es conexo. Sea

Yy = Ufvxei i€ A— ({i :m e NU{0}})}.

Claramente Y3 es conexo y ademds Y3 N (Y7 U yoe;,) = {vx}, por tanto X —
{z0} = Y1 Uype;, UY3 es conexo. Esto termina la prueba de la Afirmacion 1.

Consideremos los siguientes conjuntos:
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A=h(X x [to, 1] — {(z0,t0)}),

B =h(X x[0,t)] — {(zo,t0)})-
Entonces
AN B =h(X x{to} — {(zo,t0)})-

Asi que AN B es homeomorfo a X — {zo}.

Definimos H : Ax [0,1] — A por H (h(x,t),s) = h(xz,t+ (1 —1)s). Da-
do que H es continua y, para cada h(x,t) € A, H (h(z,t),0) = h(z,1),
H (h(z,t),1) = h(x,1), se cample que h (X x {1}) es un retracto por de-
formacion de A. Como h (X x {1}) es contraible (pues X es contraible), por
el Corolario 1.4.6, h (X x {1}) tiene la propiedad b). Por el Teorema 1.4.5,
A tiene la propiedad b).

Caso 1. tg = 0.

En este caso tenemos que A =T [C' (X)] — {ab} y ab = [tozo, 0] = vx 0,
por tanto vxzg € N (C (X)) C C({vx},X). Por el inciso 3 del Teorema
4.2.2, C ({vx},X) es un cubo de Hilbert y por el Lema 4.2.6, C' ({vx},X)—
{ab} tiene la propiedad b). Como

AN (C({ux}, X) = {ab}) = N (C (X)) — {ab},

N (C(X))—{ab} es homeomorfo a h (X x {0} — {(x0,0)}) y por tanto a X —
{z0}, se cumple que ANN (C ({vx},X) — {ab}) es conexo (ver Afirmacién
2). Por el Lema 1.4.3, C(X) — {ab} = AU(C ({vx},X) — {ab}) tiene la
propiedad b). Esto termina la prueba del Caso 1.

Caso 2.ty > 0.

Anglogamente de como se demostré que h (X x {1}) es un retracto por
deformacién de A se prueba que h (X x {0}) es un retracto por deformacién
de B. Como h (X x {0}) es contraible, por el Corolario 1.4.6, h (X x {0})
tiene la propiedad b). Por el Teorema 1.4.5, que B tiene la propiedad b).
Ademds h (X x {0}) es homeomorfo a N (C (X)). Como



98 CAPITULO 4. ABANICOS SUAVES

N(C(X)) c C({vx}, X),

C ({vx},X) es un retracto por deformacién de C' ({vx}, X)UB. Por el inciso
3 del Teorema 4.2.2, C' ({vx}, X) es homeomorfo a un cubo de Hilbert, por
tanto, C' ({vx}, X) tiene la propiedad b). Asi que C' ({vx}, X) U B tiene la
propiedad b). Como

(CHvx},X)UuB)NA=BNA

y BN A es homeomorfo a X — {zg}, pues BNA = h (X x {to} — {(x0,t0)}),
por la Afirmacién 1 (C ({vx},X)UB)N.A = BnN.A es conexo. Asi que, por
el Lema 1.4.3, C'(X) — {ab} = C ({vx},X) UBU A tiene la propiedad b).
Esto termina la prueba del Caso 2.

Por los Casos 1y 2, podemos concluir que C' (X)) —{ab} tiene la propiedad
b). Por el Teorema 1.4.10, C' (X) — {ab} es unicoherente y por tanto ab no
agujera a C' (X). Esto termina la demostracién del teorema. H

4.4. Clasificacion

Teorema 4.4.1. Sean X un abanico suave con vértice vx y A € C(X).
Entonces A agujera a C (X) si y sdlo si A es un arco simple.

Demostracién. (Necesidad) Sea A € C'(X). Entonces A satisface una de
las siguientes afirmaciones: A es un singular, A no estd contenido en ningun
arco vxe;, donde e; € F'(X) o A esta contenido en algin arco vxe;,, donde
e, € E(X).

Dado que A agujera a C (X)), por los Teoremas 2.2.3 y 4.3.1, A no es un
singular y existe ¢;, € E (X) tal que A € ve;,. Por tanto A € T [C (X)]. De
manera que A es un arco pq. En este caso tenemos las siguientes posibilidades:
a) ¢ = €;; b) ¢ # e, ¥ qei, no es un arco libre de X;y ¢) g # e, v qe;, €s
un arco libre en X. Por los Teoremas 4.3.3 y 4.3.4, tenemos que los incisos
a) y b) no suceden, por tanto A satisface las condiciones del inciso c¢). Sean
{a,},2, una sucesién de pg — {p,q} y {bn}, -, una sucesién de ge;, — {q},
tales que p = lima,, y ¢ = lim b,,. Entonces pq = lim a,,b,, y, para cadan € N,
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vx & anbn, pg N ayb, # 0, pues a, € pgNa,b, y int (a,b,) # 0, ya que gb,
es un subarco del arco libre ge;, y por tanto gb,, es un arco libre. De manera
que A es un arco que no contiene puntos finales de X y existe una sucesion
{A,}7 tal que A =1lim A, y, para cadan € N, int (A,) # 0, vx ¢ A,y
AN A, # 0. Por tanto A es un arco simple.

(Suficiencia) Si A es un arco simple tenemos queA no contiene puntos
finales de X y existe una sucesién {4, } -, tal que A =1lim A4, y, para cada
neN,int(A,) #0,vx ¢ A,y AN A, # (). Entonces, por el Teorema 4.3.2,
A agujera a C' (X). R



Capitulo 5

Productos simétricos

5.1. Introduccion

Dado un continuo X y un nimero natural n € N, el n-ésimo producto
simétrico F,, (X) es el espacio {A € 2% : A tiene a lo méas n elementos}.

El objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente resultado: Sea X un
arbol. Entonces A € I, (X) agujera a Fy (X) si y s6lo si A = {p}, donde p
es un punto de ramificaciéon de X o A = {p, ¢}, donde p # ¢ y p,q no son
puntos finales de X.

Un drbol es una gréfica finita que no contiene curvas cerradas simples.
Sea G una gréfica finita. SiY C G y Y es no degenerado, conexo y cerrado
en X, diremos que Y es un subdrbol de X. Notemos que no se estd pidiendo
que Y sea union de aristas de G. Decimos que p € G, es un punto de corte
de G, si G — {p} no es conexo y p es punto final de G si G — {p} es conexo.
Dado un punto p en G, definimos su orden como el nmimero natural n tal
que p tiene una vecindad cerrada homeomorfa a un n-odo, de manera que el
vértice del n-odo se corresponda con p, aqui daremos la posibilidad de que el
orden sea 1 6 2, para el caso en que sea 2, estaremos entendiendo que p tiene
una vecindad que es un arco pero p no queda en la orilla de éste, y para el
caso en que el orden sea 1, estaremos entendiendo que p tiene una vecindad
que es un arco y que p estd en la orilla de él. Notemos que los puntos de
orden 1 son los puntos finales de X. A los puntos de orden mayor o igual
que 3 se les llama puntos de ramificacion de G, al conjunto de estos puntos

100
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lo denotaremos por R (G). Notemos que sélo puede haber un nimero finito
de puntos finales de G y también hay sélo un nimero finito de puntos de
ramificacién de G.

En general no es cierto que, para todo continuo X, F5 (X) sea unicoher-
ente (ver [3]), pero, Ganea probé6 que, F,, (X) es unicoherente, para toda n,
si X es un espacio de Hausdorff, conexo, localmente conexo y unicoherente
(ver [11]). En particular, si X es un drbol, F, (X) es unicoherente.

5.2. Resultados auxiliares

Lema 5.2.1. Sean X un drbol, p un punto de corte de X, k € N y Cy,...,Cy
las componentes conexas de X — {p}. Entonces, para cada i € {1,...,k},
C; U{p} es un subdrbol de X y ademds p es un punto final de C; U {p}.

Demostraciéon. Dado que X es localmente conexo, cada C; es abierto, asi

que, paracadai € {1,...,k} C;y U C} es una separacion de X —{p},
je{lv'“vk}f{i}
por el Teorema 1.3.1, C;U{p} es conexo. Ademas C;U{p} = X — U C;
j€{17...7k}—{i}
es cerrado.

De manera que C; U {p} es un subcontinuo de X. Ademds C; U {p} no es
degenerado, pues C; # (). Asi que C; U {p} es un subdrbol de X.

Dado que C; es conexo, p es un punto final de C; U {p}. Esto termina la
demostracion del lema. B

Lema 5.2.2. Sean X wun drbol y p,q puntos distintos de X, tales que p y
q son puntos de corte de X. Entonces existen, k,s € N, donde s < k, y

k
Ky, ..., Ky subdrboles de X tales que X = |J K;, p y q¢ € son puntos finales
=1

de K1, para cada i € {2,...,s}, p es punto j_inal de K; yq ¢ K; y, para cada
i€{s+1,..k}, q es punto final de K; yp ¢ K;.

Demostracién. Dado que p es punto de corte de X, por el Lema 5.2.1,
sis € N,y C,...,Cs son todas las componentes de X — {p}, entonces, para
cada i € {1,...,s}, C; U {p} es un subdrbol de X y p es punto final de
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C; U{p}. Dado que q # p, existe i € {1, ..., s} tal que ¢ € C;, supongamos, si
perder generalidad, que, ¢ € C;. Para cada i € {2, ..., s}, sea K; = C; U {p}.
Claramente, para cada i € {2, ..., s}, ¢ ¢ K.

Como, paracadai € {2,...,s}, K;N(Cy U {p}) = {p}, tenemos que ¢ no es
punto final de C; U{p}, pues de serlo, g seria punto final de X. De manera que
q es punto de corte de C; U{p}. Por el Lema 5.2.1, aplicado a ¢ y C; U{p}, si
j € Ny Dy, ..., Dj son las componentes de C; U{p} —{q¢}, entonces, para cada
ie€{l,....,7}, D;U{q} es un subdrbol de C1U{p} y ¢ es punto final de D;U{q}.
Podemos suponer que p € D;. Sean K; = D, U{q} y, para cadai € {2,...,j},
Kqiio1 = D;U{q}. Asi que, para cada i € {1, ..., k}, K; es un subérbol de X,
p 'y ¢ son puntos finales de K y, para cada i € {2, ..., s}, p es punto final de
K;yq¢ K; y, paracada i € {s+1,...,k}, ¢ es punto final de K yp¢ K.
Claramente X = (C; U {p}) U <LSJ Ki) y CiU{p} =K U < U K). Por

=2

1=s+1

k
tanto X = |J K;. Esto termina la prueba del lema. B
i=1

Lema 5.2.3. Sean X un drbol, ko € R tal que kg >0 y h: X x [0,ko] — X
una funcion continua. Entonces la funcion H : Fy (X) x [0, ko] — F5(X)
definida por H ({z,y},t) = {h(z,t),h(y,t)} es continua.

Demostracién. Sean {({z,, yn},ts)} -, una sucesion en Fy (X) X [0, ko]
y ({zo, 90}, to) € F2 (X) x [0, ko] tales que ({zo,yo},to) = Hm ({zn, yn} , tn)-
Entonces {zo,y} = lim{x,,y,} v to = limt,. Sea B € F;(X) tal que
B = lim{h (z,,t,),h (yn,tn)}. Por la Proposicién 1.1.3, basta probar que
B = {h(xg,to),h(y0,t0)} para concluir que H es continua.

Por la Proposicién 1.2.3, para x¢ y yo existen dos sucesiones {z,} -, y
{wn};'ozl de X tales que zy = lim z,, yo = limw, y, para cada n € N, z,,

€ {xn,yn}. Dado que h es continua, h (xg,to) = imh (2., t,) v b (y0,t0) =

hmh(wn, n)- Sean € N. Como z,, w, € {xn,yn}, h(zn,tn), h(wn,t,) €
{h(zp,tn), h (Yn,tn)}. Por la Proposicién 1.2.3, h(xg,ty) = lUmh (z,,t, ),
h(yo,to) = lUmh (wy,,t,) son elementos de lim {h (z,,t,),h (Yo, tn)} =
Por tanto {h (xg, o), h (yo,t0)} C B.

Sea b € B. Por la Proposicién 1.2.3, existe una sucesién {b,} -, de X tal
que b = limb,, y, para cadan € N, b, € {h(x,,t,), h (Yn, t)}. De manera que
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existe una subsucesion {b,, },-, de {b,},-, tal que, para cada k € N, b,, =
h(xp,,tn,) o, para cada k € N, b,, = h (Yn,,tn,). Supongamos que, para
cada k € N, b,, = h(zp,,t,,). Como {z,, },-, es una sucesién de X y X es
compacto, podemos suponer que existe ay € X tal que ap = lim z,,, . Dado que
{{zn,, Yn, } 1oy €s una subsucesion de {{zn, yn} ooy ¥ {0, v0} = Hm {z,, yn },
{z0,y0} = lim{z,,,yn, }. Por la Proposicién 1.2.3, ag € {zo,yo}. Entonces
h(ag,to) € {h(xo,t0),h(yo,t0)} y ademéds h (ag,to) = Umh (xp,,t,,), pues
h es continua, ap = limz,, y tp = limt,,. Dado que, para cada k € N,
bn, = h(Tn,,tn,) y b = limb,, b = limh (z,,,t, ). Como F;(X) es un
espacio de Hausdorff, b = h (ag, to). De manera que b € {h (zo, o), h (y0,%0)}-
Por tanto B C {h (zo,t0) , h (Yo, o)}

Asi que B = {h (zo,10),h (yo,t0)} y por la Proposicién 1.1.3, concluimos
que H es continua. Esto termina la prueba del lema. B

Lema 5.2.4. Sean X un drbol, p € X, Ky, Ky subdrboles de X tales que
Ky N Ky = {p}, ko € R tal que kg > 0 y hy : K1 x [0,ko] — Ky, hs :
K5 % [0, ko] — K funciones continuas. Entonces la funcion H : D x [0, ko] —
D, definida por H ({x,y},t) = {hi(x,t),hy (y,t)} es continua, donde D =
Hzr,yl e iR (X) :x € Ky yy € Ky}

Demostracién. Consideremos las siguientes funciones,
h: Ky x Ky — D,
definida por h (z,y) = {z,y} y
g: D x[0,ko] = Ky X Ko,

definida como sigue, si {z,y} € D—{{p}} con z € K; y y € K>, entonces
gz, yt 1) = (h(2,1),ha (y, 1)) ¥y g({p} 1) = (b1 (p,t) 2 (p,1)). Clara-
mente h es continua y dado que cada funcién coordenada de g es continua,
g es continua. Asf que, H = h o g es continua. Esto termina la prueba del
lema.

De aqui en adelante, si X es un drbol y K;, K5 son subdrboles de X,
(K1, K3) representard el conjunto {{z,y} € F»(X):2 € K; yy € K}. En
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el caso en que = € K; N Ky, tenemos que {z} = {z,z} € (K, K3). Notemos
que en el caso en que K7 = Ko, (K7, Ks) = F5 (K;).

Lema 5.2.5. Sean X un drbol, K1, Ky subdrboles de X, py € K1 y ps € Ky
tales que, para cada i € {1,2}, p; es punto final de K;. Entonces (K1, Ks),
(K1, K3) — {{p1,p2}}, son conezos.

Demostraciéon. Dado que K; y K5 son conexos, por el Teorema 1.7
de [6, p. 109], K; x K; es conexo. Definimos h : K; x Ky — (Kj, K5)
por h(x,y) = {x,y}. Claramente h es continua y suprayectiva. Por tanto
(K1, K3) es conexo.

Como, para cada i € {1,2}, p; es punto final de K;, para cada i € {1,2},
K;—{p:} es conexo. Asi que, por el Teorema 1.7 de [6, p. 109], (K1 — {p1}) x
(K5 — {p2}) es conexo. Claramente (K7 — {p1}) X (K3 — {p2}) C K1 X K5 —
{(p1,p2) , (p2,p1)}. Notemos que Clx (K; — {p;}) = K;, para cada i € {1,2}.
De manera que Clyyxx (K1 —{p1}) x (K2 —{p2})) = Clx (K1 — {p1}) %
Clx (K3 — {p2}) = K; x Kj. Por tanto K1 x Ky — {(p1,p2), (p2,p1)} es un
subconjunto intermedio entre un conexo y su cerradura. Asi que este conjunto
es conexo.

Como

h (K1 x Ky —{(p1,p2) , (p2.11)}) =
He,yte (X))o e Khyy e Ko} — {{p1,p2}} y

h es continua y suprayectiva,

H{z,ye B (X):xe Ky yy € Ko} — {{p1,p2}},
es conexo. Esto termina la demostracién del lema. B

Sean Y un continuo y p € Y. Entonces Y es arco-suave en p si existe una
funcién continua o : Y — C (V') que satisface:

a) o (p) = {p}-

b) Para cada y € Y — {p}, @ (y) es un arco de p a x.

c) Siz € aly), entonces a (2) C a(y).
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Sean X un arbol y py € X. Por el Teorema 1-2-E de [10, p. 549], X es
arco-suave en pg. Entonces, por el Teorema 1-4-A de [10, p. 551] X admite
una métrica radialmente convexa en pg, esto significa que, para cualesquiera
x,y € X yx € poy, se cumple que d (po,y) = d (po, ) + d (x,y). Observemos
que si z,z,y € X tales que x,y € poz y d(po,z) = d(po,y) tenemos que
x =y, pues r € poy C poz 0 Yy € poxr C poz y como d es una métrica
radialmente convexa en py, en el primer caso d(pg,y) = d (po,z) + d (z,y) y
en el segundo d (po,z) = d(po,y) + d(x,y), de ambos casos obtenemos que
d (z,y) = 0. De manera que, para cualesquiera y € X — {po} y t < d(po,y),
existe un tnico z € ppy tal que d (po, 2) = t.

Supongamos que sup {d (po,z) : * € X} = ko.

Definimos hg : X x [0, ko] — X por.

hd (.T, t) =

x, si d(po,z) < ko —t,
El vinico y € zpg tal que d (po,y) = ko — t, si d(po,x) > ko — t.

Proposicion 5.2.6. La funcion hy tiene las siguientes propiedades:

1. hg es continua.
2. Para cada x € X, hg(x,0) = z.
3. Para cada v € X, hy(z, ko) = po-

4. Siq esun punto final de X y q # po, para cualquier (x,t) € X x [0, ko),
con x 7& 4q; hd ('Tut) % q.

[e.o]

Demostracién. Para demostrar 1, sean (zo, %) € X x[0, ko] y {(zn, tn)},—;

una sucesién de X x [0, ko] tales que (zo,to) = lim (z,,, t,,).

Caso 1.1. Para cada n € N, d(pg, x,) < ko — ty.

Por la continuidad de d y dado que x¢y = limx,, y ty = limt,,, tenemos
que d (po, xo) < ko — to. Asi que, hy (zo,t0) = xo = limx,, = lim hy (2, t,,).

Casol.2. Para cada n € N, d(pg, x,,) > ko — t,.
Por la continuidad de d y dado que x¢y = limx,, y ty = limt,, tenemos
que d(po,zo) > ko — to. Sean n € Ny y, € pox, tales que d(po,yn) =
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ko — t,. Dado que X es compacto, supongamos existe yo € X tal que yy =
lim y,,. Por el Teorema 8 de [20, p. 116], X es suave en pg, por tanto poxy =
lim poz,,. Por la Proposicién 1.2.3, yo € poxg. Como ko — to = lim (ko — t,,) =
lim d (po, yn) = d (po, yo). De manera que yo € pozo y d (po,yo) = ko — to. Por
tanto hg (xo, to) = yo = limy,, = lim hy (x,, t,).

Ya que las condiciones: a) d (po,z,) < ko —t, y b) d(po,z,) > ko —
t,, abarcan todas las posibilidades, tenemos que, para alguna de las dos
condiciones a) o b) hay una infinidad de nimeros n que la satisfacen. Podemos
entonces extraer una subsucesion {(z,,,tn, )}, de {(zn,tn)} que satisface
a) o b) y como hemos visto, esto implica que hg (zo, to) = lm hg (T, , tn,)-
Por tanto hy es continua (ver Lema 1.1.2).

Dado que, para cada x € X, d(po,z) < ko, entonces, por definicién
hq (x,0) = x. Esto prueba 2.

Para la prueba de 3, dado que, para cada = € X, d(py,z) > 0, por
definicién de hg, hq (x, ko) es el tnico punto y € xpg tal que d (pg,y) = 0. Asi
que y = po, pues d es métrica. Esto termina la prueba de 2.

Para la prueba de 4, sea ¢ un punto final de X y supongamos que existe
(x,t) € X x [0,ko], con = # q tal que hg(z,t) = q. Dado que =z # q,
d(po,z) > ko —t 'y q € xpg. Asi que ¢ pertenece al arco zpy y como x # ¢
y, por hipétesis, pg # ¢, tenemos que g no es punto terminal de X, lo cual
es una contradiccién. De manera que, para cada (z,t) € (X — {q}) x [0, ko],

hd (l‘,t) 7é q. u

5.3. Resultados principales

Teorema 5.3.1. Sean X un drbol y p un punto de ramificacion de X. En-
tonces {p} agujera a Fy (X).

Demostracién. Sean C4, Cs,..., Cy las componentes de X — {p}. Dado
que p es un punto de ramificacién de X y X es un arbol, £ > 3. Para cada
i € {1,...,k}, denotaremos por K; al conjunto C; U {p}. Notemos que, para
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cada i, j € {1,...,k}, coni # j, K; N K; = {p}. Seai € {1,....k}. Por el
Lema 5.2.1, K; es un subdarbol de X.
Sean

Fi = (Fy (Ky) U Fy (K) UKL, Ks)) — {{p}}

y

Fo = ({{x,y} eER(X):xye€ LkJ K,} U <LkJ K;, K, UK2>) —{{p}}

=3 =3

Notemos que F; y Fa son cerrados en Iy (X) — {{p}}.

Por el Lema 5.2.5, Fy (K1) — {{p}}, F> (K>) — {{p}} v (K1, K3) — {{p}}
son conexos. Sean r € Ky — {p} y y € Ky — {p}. Entonces

{p,z} € (F2 (K1) N (K, Ka)) — {{p}}

{p,y} € (Fy (Ka) N (K1, Ka)) — {{p}}.

Asi que F; es conexo.
Por el Lema 5.2.5,

{wenenye Urf- 101

<:3 K, Ky U K2> - {{r}},

k
son conexos. Sea yo € |J K; — {p}. Como

=3

wanre ({ear e ) nye UK (U Kk URe) ) = (0],

=3 =3

concluimos que
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=3 =3

Fp= ({{:z:,y} eFR(X):zye LkJK} U <O Ki,K1UK2>) - {r}},

€S conexo.

Claramente F, U Fy C Fy (X) — {{p}}. Sea {z,y} € F»(X) — {{p}}.
k
Entonces z, y € X = |J K;. En el caso en que z, y € K; U K», tenemos que

i=1
{z,y} € F1. Six ¢ K; oy ¢ Ky, se cumple que {z,y} € F;. De manera que
F (X) —{{p}} € F1 UF,. Por tanto F»(X) — {{p}} = FLU Fo.
Como FiNFy = {{p,y} € F5(X):y e Ky UKy} —{{p}}, considerando

Gi={{p,y} € 2(X):y € K1} — {{p}}

Go={{p,y} € [2(X) :y € Ko} — {{p}}

obtenemos una separacion de F; N Fy, por tanto F; N Fy es disconexo. Esto
demuestra que Fy (X) — {{p}} no es unicoherente. Asi que {p} agujera a
F5 (X). Esto termina la prueba del teorema. l

Teorema 5.3.2. Sean X un drbol y p,q € X tales que p # q y p, ¢ no son
puntos finales de X. Entonces {p,q} agujera a F (X).

Demostracion. Por el Lema 5.2.2, existen k,s € N, con s < k, K1, ..., Kj
subdrboles de X tales que, p y ¢ son puntos finales de K;, para cada ¢ €
{2, ..., s}, p es punto final de K;, pero q ¢ K; y, para cadai € {s+ 1,...,k},
q es punto final de K;, pero p ¢ K.

Dado que p y ¢ no son puntos finales de X, tenemos que k£ > 3.

Definimos

F = g Fy (K;) — {{p, a}}-

= (u U <Ki,Kj>> ).

i=1 j=i+1
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Notemos que F; y F son cerrados en Fy (X)—{{p, ¢} }. Por el Lema 5.2.5,
para cada i € {1,....,k}, F5 (K;) — {{p,q}} es conexo. Dado que, para cada
i€{2,...,s} {p} € Fr(K1)NFy (K;)—{{p,q}} v, paracadai € {s +1,....,k},
{q} € F5 (K1) N F» (K;) — {{p, ¢} }, concluimos que F; es conexo.

Sea j € {2,...,k}. Si2 < j <s, como q es punto final de K; y p es punto
final de K, por el Lema 5.2.5, (K3, K;) — {{p,q}} es conexo. En el caso en
que s + 1 < j < k, tenemos que p es punto final de K; y ¢ es punto final de
K;. Por el Lema 5.2.5, (K7, K;) — {{p,q}} es conexo.

Sean i € {2,....,s} yj € {i+1,...,k}. Si j < s, tenemos que {p,q} ¢
(K;, Kj) y por el Lema 5.2.5, (K;, K;) = (K, K;) —{{p, ¢} } es conexo. En el
caso en que s + 1 < 5 < k, tenemos que p es punto final de K; y ¢ es punto
final de K, asi que, por el Lema 5.2.5, (K;, K;) — {{p,q}} es conexo.

Sean i € {s+1,...k—1} y j € {i+1,..,k}. Entonces p ¢ K; U Kj.
De manera que {p, ¢} ¢ (K;, K;). Por el Lema 5.2.5, (K;, K;) = (K;, K;) —
{{p,q}} es conexo.

De manera que podemos concluir que para cualesquiera i € {1,...,k — 1}
yij e {i+1,.. k}, (K, K;) — {{p,q}} es conexo. Como, para cada j €
{2,...s}, {p} € (K1, Kj) — {{p,q}} v, para cada j € {s+1,...k}, {q} €
(K1, K;) — {{p.q}},

U<K1, i) — UHp a}}

Jj=2

k

U (K1, Kj) — {{p,a}},

j=s+1

SO Conexos.

Sea s +1 < jo < k. Por el Lema 5.2.5, (K», K;,) — {{p,q}} es conexo.
Sean zg € Ko — {p} y yo € Kj, — {¢}. Entonces

{x0>Q} € ((KQ’ Kjo) N <K1>K2>) - {{pa (]}}

Py} € ((Ky, Kjy) N (K1, Kj)) — {{p, q}}-
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Asf que (K, Kj,) intersecta a las dos uniones que hemos mostrado que
son conexas, de manera que el conjunto

=

D:[<LI]<K1,K;)> (K3, K )] p 4t}

es conexo. Sean ig € {2,....k—1} y lyp € {ip+1,....,k}. En el caso en que
10 < sy lyg<s, tenemos que

{p} € ((Ki, Kip) N (K1, Ki,)) — {{p. a}}
(<KZO’ Klo) - {{pa C]}}) nD.

Sidg<syly>s+1,seayy € K, —{q}. Entonces

{p, o} € ((Kiy, Kip) 0 (K3, Kyp)) — {{p, q}}
(<K10’Klo> {{pa C]}}) nD.

Siig > s+ 1, tenemos que [y > s + 1. Entonces

{Q} € (< 107K10> <K17 >) {{p7 Q}}
((Klelo) {{p> (]}}) ND.

De manera que para cualesquiera i € {2,...k—1}, j € {i+1,....,k}
tenemos que

(<Ki07 Klo> - {{p, Q}}) nD 7£ 0.

Por tanto F;> es conexo.
Claramente Fy (X) = F; U Fo.
Sean iy € {1,...,k}, jo € {1,.... k= 1} y lp € {jo + 1, ..., k}. Entonces:
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(F2 (Kio) N <Kj07 Klo>)

([ {{p,x} e L (X):z €K, }, siip=1=jgylo<s,
Hg, 2} e [ (X):x € Ky}, stip=1=joyly>s+1
{{p}}, Sii0:1,1<j0§8—1yl0§8,
0, siip=1,1<jo<sylp>s+1,
{{q}}, siip=1,s+1<jgylop>s+1,
{p,x} e Fy(X) :x € Kiy}, si2<ig<s,ig=7Joylo<s,
0, si2<ig<s,ip=Joylo=>s+1,
_ ) n}}, si2<ig<s,igF jo<s—1yig#l<s,
) {prte R(X):x e K}, si2<ig<s, ig#jo<s—1yig=Il,
0, si2<ig<s,igFjo<s—1ylg>s+1
0, si2<ipg<s,s<jJoylo>s+1,
Hez}e K (X):x e K}, sis+1<ip,ig=Joylo>s+1,
0, sis+1<ip, jo<s—1yly<s,
0, sis+1<ip, jo<s—1yig#ly>s+1,
0, sis+1<ig, jo<s—1yiy=Il,
L {{q}}, sis+1<ip,s<jo#igylo>s+1.
Asi que

Fy (Ki) N Fo—{{p.q}} =
({p,r} € I (X) 12 € Ki } U{{q, 2} € Fy(X) 17 € Ky, }) — {{p,a} }-

Por tanto F; N F; es igual a.

(Utn) € 2000 € K} U o) € R(X) s € K) = ()}
={{pyte h(X):ye X}Uu{{gy} € F2(X):y € X}) = {{p,q}}

Definimos

Gi={{p,y} € (X):ye X} - {{p,q}}
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Gy ={{q,y} € R (X):y € X} — {{p,a}},

entonces G; y G, son una separacién de F1NF,, por tanto F1NF; es disconexo.
Esto demuestra que Fy(X) — {{p,q}} no es unicoherente. Asi que {p,q}
agujera a Fy (X). Esto termina la prueba del teorema. B

Teorema 5.3.3. Sean X un drbol y qo, q1 elementos de X (no necesa-
riamente diferentes) tales que qo es punto final de X. Entonces Fy (X) —
{{qo, 1 }} es contraible y, en consecuencia, tiene la propiedad b).

Demostracién. Mostraremos que Fy (X) — {{qo, ¢1}} es contraible.

Seapy € X—{qo, q1}. Por el Teorema 1-2-E de [10, p. 549], X es arco-suave
en pg. Entonces, por el Teorema 1-4-A de [10, p. 551] X admite una métrica
radialmente convexa en py. De manera que, para cualesquiera y € X — {po}
y t < d(po,y), existe un unico z € poy tal que d (pg, 2) = t.

Supongamos que 1 = sup{d (z,po) : € X} = d(po, qo). Definimos hy :
X x I — X por

hd (Sl],t) =
x, sid(po,z) <1—t,
El tnico y € zpg tal que d (po,y) =1 —1t, sid(po,z) >1—t.

Por la Proposicién 5.2.6, podemos afirmar que hy es un retracto por de-
formacién de X en {po}.

Afirmacién 1. Para cada (z,t) € (X — {q}) X I, qo # ha (x,1).

Dado que ¢y es punto terminal de X, por el inciso 4 de la Proposicién
5.2.6, para cada (z,t) € (X — {qo}) X1, qo # hq (x,t). Esto termina la prueba
de la Afirmacion 1.

Definimos H : (Fy (X) — {{q0, 1 }}) x I — F2(X) — {{qo, a1 }} por,
H ({z,y},t) = {ha(2,t) , ha (y,1)}.

Afirmacién 2. H estd bien definida.
Claramente, para cualquier
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({x’y} 1) € (Fy(X) — {{QOaCh}}) x 1,

tenemos que H ({z,y},t) € F5 (X).
Sea

{z,y},1) € (F2 (X) x {{q0, 1 }}) x I.

Entonces {z,y} # {qo,q:1}. Supongamos que H ({z,y},t) = {qo,¢1}. En-
tonces {hq(x,t),hq(y,t)} = {qo0,q1}. Supongamos que hy(z,t) = go. Por
la Afirmacién 1, x = ¢o. Si t = 0, por el inciso 3 de la Proposicién 5.2.6,
H ({z,y},t) = {x,y}, y entonces {z,y} = {qo, ¢1 }, contrario a la eleccién de
{z,y}. Por tanto t > 0. Como 1 = d (po, qo) = d (po, x) > 1 —t, por definicién
de hg tenemos que 1 — ¢t = d (po, hq (x,t)) = d (po, o) lo cual también es un
absurdo. Esto prueba que H ({z,y},t) # {qo,¢1} y termina la prueba de la
Afirmacién 2.

Afirmacién 3. H es continua.

Por el inciso 1 de la Proposicién 5.2.6, hy es continua. Por el Lema 5.2.3,
H': F5 (X) x I — Fy(X) definida por H' ({z,y},t) = {ha(z,t), ha(y,t)} es
continua. Como H = H'|p,(x)-{{g0,q1}}> cOncluimos que H es continua. Esto
termina la prueba de la Afirmacién 3.

Sea {z,y} € Fy (X) — {qo, 1} Entonces
H ({z,y},0) = {ha(2,0), ha (y,0)} = {z,y},
(ver inciso 2 de la Proposicién 5.2.6) y
H ({z,y}.1) = {ha(z,1), ha(y, 1)} = {po},

(ver inciso 3 de la Proposicién 5.2.6). De manera que H es una contraccién
de F5 (X)—{qo,q1}. Asi que F5 (X)—{qo,q1} es contraible y por el Corolario
1.4.6, F5 (X) — {qo, 1} tiene la propiedad b). B

Teorema 5.3.4. Sean X un drbol y p un elemento de X que no es un punto
de ramificacion. Entonces {p} no agujera a Fy (X).
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Demostracion.

Caso 1. p es punto final de X.

Por el Teorema 5.3.3, aplicado a {p, p}, F» (X)—{{p}} tiene la propiedad
b). Por el Teorema 1.4.10, F» (X) — {{p}} es unicoherente.

Caso 2. p no es punto final de X.

Entonces p es punto de corte de X. Dado que p no es punto de ramificacién
de X, X — {p} solo tiene dos componentes conexas, sean C; y Cs dichas
componentes conexas. Por el Lema 5.2.1, para cada i € {1,2}, K; = C;U{p}
es un subdrbol de X y p es punto final de K;. Por el Caso 1, para cada
i€{1,2}, F5(K;) — {{p}} tiene la propiedad b).

Sean i € {1,2} y ¢; € K; — {p}. Por el Teorema 1-2-E de [10, p. 549], K;
es arco-suave en ¢;. Entonces, por el Teorema 1-4-A de [10, p. 551] K; admite
una métrica radialmente convexa d; en ¢;. De manera que, para cualesquiera
ye K;—{q}yt<d(qg,vy), existe un unico z € q;y tal que d (¢;, z) = t.

Supongamos que 1 = sup{d (¢;, 2z) : z € K;}. Definimos h; : K; x [ — K;
por

2, sid(g,2z) <1-—t,
El dnico w € zq; tal que d (¢;,w) =1—1t, sid(g,z)>1—t.

hi (,1) :{

Afirmacién 1. (K, K3) — {{p}} es contraible.
Definimos H : ((Ki, Ks) — {{p}}) x I — (K1, K2) — {{p}} por

H ({z,w},t) ={hi (2,t), ha (w,t)}.

Primero veamos que H estd bien definida. Supongamos que existe

({Z>w} at) S (<K1>K2> - {{p}}) X I>

tal que H ({z,w},t) = {p}. Entonces {hy (2,t),hs (w,t)} = {p} lo cual
implica que hy (z,t) = p y hy (w,t) = p. Dado que p es punto final de K;
y Ko, por el inciso 4 de la Proposicién 5.2.6, 2 = p = w. De manera que
{z,w} = {p}, lo cual es una contradiccién. Esto demuestra que, para todo

({Z>w} at) S (<K1>K2> - {{p}}) X I:
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se cumple que H ({z,w},t) # {p} y por tanto H estd bien definida.
Por el Lema 5.2.3, H es continua.
Sea {z,y} € (Ky, K3) — {{p}}. Como

H({:c,y},O) = {hl (x70)7h2 (y,O)} = {.T,y},

(ver inciso 2 de la Proposicién 5.2.6) y

H({,y},1) = {h (2,1), b2 (y, 1)} = {1, @2},

(ver inciso 3 de la Proposicién 5.2.6). Tenemos que (K7, Ko) — {{p}} es
contraible. Por el Corolario 1.4.6, (K, Ks) — {{p}} tiene la propiedad b).
Esto termina la prueba de la Afirmacion 1.

Sea i € {1,2}. Dado que

(Fy (KG) N (K, Ka)) —{{p}} = {{p, v} 1y € Ko} — {{p}},

se cumple que (Fy (K;) N (K1, K3))—{{p}} es homeomorfo a K; —{p}, el cual
es conexo, por que p es punto final de K;. Por tanto (F (K;) N (K5, Ks)) —
{{p}} es conexo. Por el Lema 1.4.3, (F, (K;) U (K1, Ks)) — {{p}} tiene la
propiedad b).

Como

((Fa (K1) U (Kq, Ka)) N (Fy (K2) U (K, Ka))) — {{p}} = (K1, K2) — {{p}},

y por el Lema 5.2.5, (K3, Ks) — {{p}} es conexo, concluimos que

(Fy (K1) U Fy (Ky) U (Ky, Ka)) — {{p}} tiene la propiedad b) (ver Lema
1.4.3).

Dado que

Fy (X) = {{p}} = (F» (K1) U F5 (K2) U (K1, Ky)) — {{p}},

F> (X)—{{p}} tiene la propiedad b). Por el Teorema 1.4.10, F» (X) — {{p}}
es unicoherente. Esto termina la prueba del Caso 2.

De los Casos 1y 2, si p no es punto de ramificacién de X, Fy (X) — {p}
es unicoherente. Por tanto {p} no agujera a F, (X). B
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5.4. Clasificaciéon

Teorema 5.4.1. Sean X un drbol y {z,y} € 5 (X). Entonces {z,y} agujera
a Fy (X) siy sdlo six =1y yx es punto de ramificacion de X oy # = y x,
y no son puntos finales de X.

Demostracién. (Necesidad). Sea {z,y} € Fy(X). En el caso en que
r =y y y no es punto de ramificaciéon de X, por el Teorema 5.3.4, {x} no
agujera a Fy (X). Asi que x # y o x = y y y es punto de ramificacién de X.
En el caso en que = # y y alguno de ellos es punto final de X, por el Teorema
5.3.3, {x,y} no agujera a F, (X). Por tanto, en el caso en que x # y, y y «
no son puntos finales de X. Esto termina la prueba de la necesidad.

(Suficiencia). Si x = y y « es punto de ramificacién de X, por el Teorema
5.3.1, {z,y} agujera a I, (X).

Si z # y y x, y no son puntos finales de X, por el Teorema 5.3.2, {x,y}
agujera a Fy (X). Esto termina la prueba de la suficiencia y con ello la de-
mostracién del teorema. B
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