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Prefacio

El analisis de los conmutadores de transformaciones de Mobius ha sido obje-
to de importantes investigaciones, por ejemplo, para obtener cotas minimas
entre los ejes de dos transformaciones elipticas que generan un grupo discreto
cf. [3]. Los resultados de este articulo permiten también obtener cotas infe-
riores de volumenes de ciertos orbifolios hiperbdlicos de dimension tres. Estos
calculos, asi como los de los nudos y las variedades hiperbdlicas de dimensiéon
tres, han sido tema de muchas investigaciones en los afios recientes cf. [7].

El estudio de los productos de transformaciones de Mobius es relevante
por muchas razones, una de ellas es por su semejanza con el de los conmuta-
dores de dichas funciones, ya que como se muestra en [2] pp. 179-187, y en
esta tesis, se puede obtener una descripcién geométrica de unos y otros en
términos de haces de geodésicas.

Por otra parte, el andlisis de las regiones candnicas es de gran utilidad,
por ejemplo, para entender algunos aspectos de la estructura geométrica de
las superficies de Riemann, como son las geodésicas simples cerradas cf. [2]
pp. 324-325.

Esta tesis inicia con algunos resultados de los circulos isométricos, se prue-
ba que el circulo isométrico de una transformacién ¢ actuando en el disco
de Poincaré estd formado por los puntos que equidistan del origen y de la
preimagen de éste (Teorema 2.1.4). Se prueba también otro resultado que
describe que estos circulos se intersecan, son ajenos o paralelos conforme al
tipo de isometria (Teorema 2.1.6). Posteriormente, se estudian las regiones
candnicas; esencialmente la regién candnica de una isometria hiperbdlica g
consiste en los puntos que se mueven menos que una cantidad determinada
definida por la traza. Se prueba que estas regiones son invariantes bajo con-
jugacion (Teorema 2.2.1), también se demuestra que estdn determinadas por
las geodésicas que unen los puntos en la recta del infinito con sus iméagenes
(Proposiciones 2.2.3, 2.2.6, 2.2.9). Estos resultados parciales implican el re-
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sultado principal del capitulo 2 (Teorema 2.2.11) que establece que la regién
determina el tipo de isometria (junto con su inversa). Nétese que la regién
candnica proporciona una descripcion geométrica de cualquier isometria.

Los principales teoremas de esta tesis aparecen en el capitulo 3. Las técni-
cas usadas para probarlos involucran resultados que relacionan la traza con
el producto inversivo (Teorema 3.0.12), y con la longitud de traslacién de una
transformacién hiperbdlica. La clave principal es describir las isometrias como
composicién de dos reflexiones en geodésicas. El primer resultado (Teorema
3.0.18) describe una férmula de la traza del producto de dos funciones elipti-
cas. Esta descripcién permite saber de qué tipo es el producto, dependiendo
si los puntos fijos estan cerca o no, o si los angulos de rotaciéon son grandes o
pequenos. El segundo resultado (Teorema 3.0.20) describe el producto de dos
transformaciones hiperbdlicas con ejes disjuntos y, como en el caso anterior,
la formula de la traza del producto permite describir de qué tipo es éste, en
términos de la longitud de traslacién y la distancia entre los ejes. Ademés
se exhiben pruebas geométricas relacionadas con poligonos hiperbdlicos para
los resultados de los productos. La tesis termina con el andlisis del producto
de dos transformaciones hiperbdlicas cuyos ejes se intersecan; en este caso el
producto siempre es hiperbélico (Teorema 3.0.24) y el anédlisis involucra la
descripcion de una funcién hiperbdlica como composicion de dos funciones
elipticas de orden dos.



CApPiTULO 1

Preliminares

Comenzaremos la exposicién con una descripcion de algunos resultados y
definiciones que se usaran en el transcurso de este trabajo, como la definicion
de las transformaciones de Mobius complejas y los modelos de la geometria
hiperbélica plana H? y A. Enunciaremos varios resultados sin probarlos, las
demostraciones se pueden consultar, por ejemplo, en [2] o en [5].

Dados a,b,c,d, € C, tales que ad—bc # 0, se define una transformacién
de Mébius en el plano complejo extendido C, es decir, C U {oc}, como sigue

i) si ¢ #0,
( b
ij——d si z#00, z# —d/c,
T(z)=4q ¢ si z = 00,
c
[ o0 si z=—d/ec.
ii) ysi ¢=0,
b
az;— si z # o0,
T(z) =
00 si z = 00.

Es facil mostrar que toda transformacién de Mobius se puede definir con
una matriz de la forma
a b
(¢ 3



4 1.0. PRELIMINARES

a, b, c, deC, y ad—bc=1.

El grupo de estas matrices se denota por SL(2,C). El centro de este
grupo estd formado por las matrices +1d. Al cociente de SL(2,C) sobre su
centro +Id se le llama su proyectivizacion y a este grupo cociente, se le
denota PSL(2,C). Se sigue del primer teorema de isomorfismo de grupos
que este grupo es isomorfo al grupo de transformaciones de Mobius comple-
jas. En esta tesis identificaremos a las transformaciones de Mobius complejas
con los elementos de PSL(2,C).

Mediante la proyeccién estereografica podemos identificar C con la esfera
de Riemann

S?={z e R?| |z| =1}.
Usando la proyeccion estereografica se define la métrica cordal en R®
2|z —y|
VI+PYT+]R
2

VIt P

De esta manera las transformaciones de Mobius complejas, son funciones
continuas de C en C.

si x,y € R

de(x,y) =

si y = oo.

Una de las formas de clasificar las transformaciones de Mobius se obtiene
considerando sus puntos fijos en C.

Definicién 1 Sea T una transformacion de Mobius. Diremos que T es
parabolica si y solo si fija exactamente un punto en C.

Obsérvese que cualquier transformacion parabdlica es conjugada a una trasla-
cion.

Definicién 2 Sea T € PSL(2,C), conjugada a z — kz, k # 0,1, en-
tonces

i) A T sele llama eliptica, si |k| = 1;

ii) A T sele llama hiperbdlica, si k € RT;
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iii) A T se le llama lozodrémica, si |k| # 1, y k & R*.

Otra manera de clasificar las transformaciones de Mobius complejas, es a
partir de su traza.

Definicién 3 Sea T una transformacion de Mdbius

_az—i—b
e+ d

T(z)
se define el cuadrado de la traza como

(a+ d)*
ad — bc’

y se denota por X2.

Teorema 1.0.1 Sea T wuna transformacion de Mobius, T # Id y x? el
cuadrado de la traza de T'. Entonces

(i) T es parabdlica si y sélo si x> = 4;

(ii) T es eliptica si y sdlo si 0 < x? < 4;

(iii) T es hiperbdlica si y sdlo si 4 < x* < oo;
(iv) T es lozodrémica si y sélo si x> € RY.

Describimos ahora las transformaciones de Mobius que preservan el semi-
plano superior, H? = {z € C|Im(z) > 0}.

El modelo del semiplano es uno de los mas importantes del plano hiperbéli-
co y las transformaciones de Mobius que lo preservan son aquellas que estan
definidas por PSL(2,R), esto es, las transformaciones determinadas por las
matrices en

SL(Q,R):{((CZ Z)‘ ad—bc=1 y a,b, c,dGR}.

Otro modelo muy importante es el disco unitario, también llamado disco
de Poincaré, definido por

A={zeC|lz| <1}.
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Teorema 1.0.2 Sea S wuna transformacion de Mobius en PSL(2,C), en-
tonces S preserva el disco unitario A si y solo si es de la forma

S(z) = gzre la> = |c*=1 a,ceC.
cz+a

Denotaremos por M(A) al subgrupo de transformaciones de PSL(2,C)
que preservan A. Estas transformaciones son conformes en el disco unitario.
Para definir las métricas que usaremos en estos dos modelos, es necesario
introducir el concepto de densidad.

Definicién 4 Sea A una region en R"™, diremos que una densidad en A es
una funcion continua p: A+— RT.

Dada una densidad en una regiéon A y A una curva de clase C!' en
A se define la p — longitud de A como

L) = / Cu(A0) N (@) dr,

donde A\ :[a,b] — A. Esta definicién se extiende a curvas de clase C! por
tramos.

Definicion 5 Sea i una densidad en una region A, y 21, 2o dos puntos
en A; la distancia p,(z1, z2) se define como

pu(21, 22) =nf 1,(N),

donde el infimo es sobre todas las curvas \ de clase C'  por tramos que
unen zy con zs.

Cada distancia induce una métrica en A; en el caso de H? la métrica

esta dada por la densidad
1
V(z) =
)

Im(z

y se le llama métrica hiperbdlica.

El grupo PSL(2,R) acttia como grupo de isometrias en H? con la métrica
hiperbdlica y actia transitivamente en la familia de todas las circunferencias
y rectas ortogonales al eje real. Esto se sigue facilmente del hecho de que la
transformacion
z—1
z+ 1

Z
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transforma al circulo unitario en el eje imaginario, y es una funcién en
PSL(2,R). Las curvas que minimizan la distancia en H? son los circulos
o rectas que son ortogonales al eje real, también llamadas geodésicas.

Una férmula para calcular la distancia p entre dos puntos z y w € H? y
que sera util mas adelante es

a2
cosh p(z,w) =1+ |2 — vl

(1.1)

2ImzImw
En el caso del disco de Poincaré, la métrica estd definida por la densidad

2

o(w) = 1——|w|2

y las geodésicas son los circulos ortogonales a A o los diametros. La dis-

tancia hiperbdlica en el disco de Poincaré estda dada por la siguiente ecuacion

|2 —wf’
(1 =z = |wl?)

1
sinh? §p(z,w) =

Definiremos ahora algunos de los conceptos que se usaran en las paginas
siguientes.

Definicién 6 Llamaremos horociclo basado en un punto zo € I@, al circulo
en H? tangente en zy a la recta real, si zy es finito, y a cualquier recta en
H? paralela (y distinta) a la recta real, si zy = oc.

Definicién 7 Sean 2z y zo puntos distintos en R. Llamaremos hiperciclo
por z Y Zo a la interseccion de cualquier “circulo” por z, y z con HZ2.

Trabajaremos también con reflexiones en esferas y planos (principalmente
circulos y rectas). Denotaremos por x* a z/|z|?, si x € R, z # 0.
La ecuacion que define la esfera en R™, con centro en a y radio r se
define como
n
S(a,r)={zeR"| |z —a| =1},

usando el producto escalar en R", esta dada por

|z =2(z-a)+|al>—r*=0
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Definicion 8 Diremos que la reflexion (o inversion) en S(a,r) C R™ la
esfera de radio r centrado en a, esta dada por

a+r*(z—a), si z€ R,
w(z):{oo, st z=a,
a, $1 zZ = 0.

Los puntos de un hiperplano estan determinados por
Plat)={z eR"|z-a=t, a€R" a#0, t € R} U {oo},
y la ecuaciéon que lo define estéd dada por
—(x-a)+t=0.

Es conveniente (y asf lo haremos) tomar a la normal a unitaria. Denotaremos
a R"U{co} como R".

Definicién 9 Se define la reflexion (o inversion) en el plano P(b,t), como
la funcion ¢ : R" — R", dada por

00, St T = 00,

¢(x):{x—2[(x-a)—t]a*, si xeR",

donde |a| = 1.

Llamaremos “esferas” a esferas S(a,r) o planos P(b,t) en R", y las
denotaremos por . En el caso bidimensional, escribiremos “circulos” para
denotar circulos o rectas.

Definicién 10 Se define el grupo general de Mébius, denotado por GM(IEA@”),
actuando en R™, como el grupo que consiste de todas las funciones que son
una composicion finita de reflexiones en “esferas”.

Para el caso bidimensional estas funciones son homeomorfismos de la
esfera de Riemann en si misma y forman un grupo. Al subgrupo formado
por las funciones que son composiciones de un numero par de reflexiones lo
denotamos por M (R?), este grupo estd formado por las transformaciones
que preservan la orientacién. Usaremos también algunas consecuencias del
siguiente Teorema.
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Teorema 1.0.3 El grupo de las transformaciones de Mobius complejas es
precisamente el subgrupo de transformaciones en GM (R?) que preservan la
orientacion, es decir,

PSL(2,C) = M(R?).
Una demostracién de este teorema se puede consultar en [5] p. 70.

Corolario 1.0.4 Sea v € M(]@Z), tal que fija puntualmente un “circulo”
U, entonces 0 es la reflexion en U, o es la identidad.

Las reflexiones en geodésicas son isometrias hiperbdlicas, una prueba de
este hecho se puede consultar en [5] pp. 72-73. Otro resultado que usaremos
frecuentemente es el siguiente.

Teorema 1.0.5 Sea T una transformacion en PSL(2,C) no loxodrémica,
entonces T se puede expresar como 0901, donde o;, j = 1,2 son refle-
xiones en “circulos” Uy, Uy respectivamente. Mds aun

a) si T es parabdlica, entonces Uy y Us son tangentes y se intersecan en
el punto fijo de T;

b) si T es eliptica, entonces Uy y Uy se intersecan en los puntos fijos de
T.

)

c) si T es hiperbdlica, entonces Uy y Uy son ajenos.

Una prueba se puede encontrar en [5].

Dada una transformacion g € PSL(2,R) (o en M(A)), se define el haz
de geodésicas asociado a ¢, como sigue

L. si g es parabdlica, el haz consiste en las geodésicas que terminan en el
punto fijo de g en R o 0A,

2. si g es eliptica, el haz consiste en las geodésicas que pasan por el punto
fijo de g en H? o (A),

3. si g es hiperbdlica, el haz estara compuesto por las geodésicas que son
ortogonales al eje, donde el eje es la geodésica que une los puntos fijos
de g en H? o (A).
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Figura 1.1: Haz de geodésicas eliptico en H? y A.

Véase la Figura 1.1.

Dados z,w dos puntos en H?2, se define el bisector perpendicular o me-
diatriz hiperbdlica al segmento de geodésica [z, w], como la tinica geodésica
ortogonal a [z,w] que pasa por el punto medio hiperbdlico entre z y w.
Otra forma de caracterizarlo la exhibe el siguiente resultado.

Proposicion 1.0.6 El bisector perpendicular al segmento [z, w] z,w € H?,
consiste en los puntos en H? que equidistan hiperbdélicamente de z y w, es
decir,

{u e B | p(u, 2) = p(u,w)}.

Otro concepto importante que se usara en esta tesis es el producto inver-
sivo, este concepto esta relacionado con la conformalidad de dos “esferas”.
Notese que la ecuacion de una “esfera” puede escribirse como

aolz|* = 2(x - a) + apq =0,

donde a = (ay,aq,...,a,) y ag,a,+1 € R. Al vector en o' = (ag,a,a,.1) €
R"*2_ se le llama vector coeficiente y cumple la condicién

2 .
la|® > apany1;
este vector determina a Y salvo un multiplo escalar real.

Definicién 11 Sean X y X' dos “esferas” determinadas por los vectores
(ag, @, any1) y (bo,b,buy1). El producto inversivo denotado por (3,%'), se
define por

2a-b — agbpi1 — boGn1|
Z Z, _ ‘ 0Yn+1 0Un+1 ‘ 12
(%) = S0P~ aotnsn)V2 (BF — bobrn) 72 (12)
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A continuacién exhibimos algunas expresiones explicitas del producto inver-
sivo, un analisis més detallado se encuentra en [2] y en [1].

Si ¥ y ¥ son esferas, sin pérdida de generalidad se puede suponer que los
vectores coeficientes estdan dados por @’ = (1, a, |al*—7?) y ¥ = (1,b, |b]*—1?)
respectivamente, por lo que se sigue de (1.2) que

)Pt = fa—bp
(3,¥) = ot (1.3)

Si ¥ es una esfera y ¥’ es un plano, con vectores coeficientes dados por
a = (1,a,lal* —r?) y b = (0,b,2t), respectivamente, entonces se sigue de
la ecuacién (1.2) que

20-b—2t| |a-b—t|
Ez/ :’ —
(%,3) 2r|b | rlb|

en particular si |b| =1,

b—t]
sy - b —t]
(20 =122

Si X y ¥ son planos tales que sus vectores coeficientes estén dados por
a' = (0,a,2t), V' = (0,b,2s), respectivamente, se sigue de (1.2) que
_ 2a-b|  |a-Db]
2lallb] [al|b]

(3,5) — | cost],

si |a|=1]b| =1, entonces
(3, Y)Y =la-b|=|cosb|.

Finalmente, exhibimos algunas interpretaciones geométricas. Primero si
Y y ¥ son planos que se intersecan, entonces (X,%) = | cos@|, donde 6
es el angulo donde se intersecan las “esferas” en alguno de sus puntos, por
consiguiente (X,%') =0 <=0 =7/2, es decir, si ¥ y ¥’ son ortogonales.

Por otra parte si X es la esfera S(a,r) y ¥’ es un plano denotado por
P(b,t), entonces,

N0

donde 6 es la distancia de a a P(b,t). Finalmente si ¥ y ¥’ son paralelas
0 tangentes, entonces
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(2,5 =1. (1.5)

Las pruebas de estos hechos, se pueden consultar en [1]. Para este trabajo,
seran suficiente los resultados en R2.

En el capitulo 3 mencionaremos una interpretacion geométrica para el
caso en que los “circulos” ¥ y ¥’ no se intersecan, en términos de la métrica
hiperbdlica.

El siguiente teorema exhibe una propiedad fundamental del producto in-
versivo, la prueba se puede consultar en [1] y [2].

Teorema 1.0.7 Sean 3 y X' dos “esferas”, el producto inversivo (3,%') es

invariante bajo las transformaciones en el grupo general de Mdobius GM(I@")
FEs decir, si 1v € GM(R™), entonces

(X,%) = (¢(2),%(X)).



CAPITULO 2

Circulo isométrico y regiones
canodnicas

2.1. Circulo isométrico

Definicién 12 Sea
_az+ b

una transformacion en PSL(2,C) tal que no fija co. Se define el circulo
isométrico de g, denotado por I,, como

{zeC| g(x)] =1}

Para el caso en que ad—bc = 1, es facil verificar que el circulo isométrico

es realmente una circunferencia:
—d 1
z——|=—7.
c c|

I(g):{ZE(C

Esto se sigue de que

1
/ J—
9() (cz+d)?
Proposicion 2.1.1 Sea
(2) az+b
Z) =
g cz+d

una transformacion en PSL(2,C), tal que ad —bc =1 y ¢ # 0, entonces
g actia euclidianamente en 1.

13



14 2.1. CIRCULO ISOMETRICO

DEMOSTRACION. Sean z,w € I, entonces

laz+b  aw+b|  |(az+b)(cw +d) — (aw + b)(cz + d)
9(2) = g(w)| = cz+d cw—ird‘_ (cz+d)(cw + d)
= |azd 4+ bew — awd — bez| = |z — w).

U

Ademsds, I, es el unico circulo donde g actia euclidianamente, esto se
sigue ya que si g actua euclidianamente en otro circulo K, podemos tomar
z € K —1,, y una sucesién de puntos w, € K que convergen a z, se tendria

9(2) = 9(wn)

lim

Wn—2

=1

y |¢'(2)] =1, pero entonces z € I,.

El siguiente resultado es consecuencia de la regla de la cadena y describe
la accién geométrica de una transformacion con respecto al circulo isométrico,
una prueba detallada se puede consultar en [5] pp. 159-160.

L1 L2 M1 M2

SIS
<
I
NI

0

u

Figura 2.1: Traslaciones como composicién de reflexiones en geodésicas.

Teorema 2.1.2 Sea g € PSL(2,C), tal que no fija co. Entonces
(i) g(ly) = Iy,

(ii) g(Intly) = Ext(l,-1),

(iii) g(Extl,) = Int(I,-1).

El siguiente lema es muy importante para los resultados de este capitulo.



2. CIRCULO ISOMETRICO Y REGIONES CANONICAS 15

Lema 2.1.3 Sea g wuna transformacion en PSL(2,R) (o en M(A)) en-
tonces, g = o901, donde o; son las reflexiones en geodésicas Ly y Lo. Mds
atin, dado w € H? (0 en A) fijo, se puede suponer w € Ls.

DEMOSTRACION. Probaremos solamente la segunda parte; la demostracién
de la primera parte aparece en [5] pp. 78-79. Se exhibe tnicamente el caso
parabdlico, los demas son andlogos. Probamos primero el caso particular
g(z) =z+Db, beR. Sea w=wu+iv un punto en H?, M, la geodésica que
pasa por w e oo y M; la geodésica que pasa por u —b/2 e oo.

Ahora por la primer parte del lema, g = 0,07, donde oy, i = 1,2, son re-
flexiones en las geodésicas L, Lo, respectivamente, donde L; es la geodésica
que pasa por 0 e co y Ly la que pasa por b/2 e oo (cf. [3] pp. 78-79). (véase
la Figura 2.1)

Hay que probar que g = 77 donde 7; es la reflexion en M;, ¢ = 1,2,
respectivamente. Para mostrar esto, consideremos la traslacion

o(z) =z+u—0/2;

claramente
9=pgp " = poapt porph
de lo cual se sigue el resultado en este caso, ya que po;p
M;, es decir 7;, 1 = 1,2, en virtud del Corolario 1.0.4.
Para el caso general, sea g parabdlica con punto fijo zp ¥y w un punto en
H?, sea Ly la geodésica por zg y w y ¥ € PSL(2,R) tal que (z) = oo,
por ejemplo,

—1 es la reflexién en

-1

z) = :
V() = ——
Sea M, la geodésica que pasa por oo y ¥(w). Usando la primera parte,
tenemos que Ygiy~' = 771, donde T es la reflexién en M, (obsérvese que

W(Ly) = My ),y 7 es la reflexién en una geodésica por co. Por lo cual,

g = .

Finalmente, 1111, es la reflexién en =1 (My) = Ly y 7114, es la re-
flexion en ¢~'(M;) = Li, que es una geodésica por z,. Esto se sigue
nuevamente del Corolario 1.0.4 (véase la Figura 2.2).

Para el caso de g € M(A),w € A, se conjuga g a una traslacién usando
la funcién inversa de Cayley y la prueba es analoga. La funcién de Cayley
estd definida por z — j—;:, y transforma conformemente H? en A. O
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My, M,

(0
w A .,¢(w)

Ly

Figura 2.2: Transformacion parabdlica como composicion de dos reflexiones.

Obsérvese que bajo las hipétesis de la segunda parte del lema, la geodésica
L, esta univocamente determinada. Otra caracterizacion del circulo isométri-
co la establece el siguiente resultado.

Teorema 2.1.4 Si g es una isometria del plano hiperbolico A, entonces
I,AA = {2 | p(2,0) = p(z,67(0) )

DEMOSTRACION. Usando el Lema 2.1.3, podemos escribir a g como o0,
donde o; denota la reflexion en la geodésica L;, i = 1,2 y podemos suponer
que 0 € L,. Entonces oy es una isometria euclidiana, ya que cualquier
reflexion en una recta que pase por el origen es una transformacion ortogonal.
Se sigue entonces que ¢ actia euclidianamente en Ly, por consiguiente se
tiene I, N A = L.

Por otra parte como 03(0) = 0, entonces, g~ '(0) = 7102(0) = 0(0).
Por lo tanto, por la Proposicién 1.0.6 I, N A es el bisector perpendicular de

0y ¢ '(0), ya que como o, es una isometria hiperbdlica, se tiene que para
todo z € Li(= 1),

p(2,0) = p(a1(2),01(0)) = p(z,g7'(0)).

g

Definicién 13 Sea g una isometria en PSL(2,C) en el plano hiperbolico
(A o H?) y w cualquier punto en el plano hiperbdlico o en el circulo al
infinito, tal que g(w) # w. Si g = 0301, donde o; es la reflexion en la
geodésica L;, 1= 1,2, y w € Lo, entonces a Ly se le llama el w - circulo
isométrico de g y se denota por I (w).
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Notese que siempre existe dicho circulo, en virtud de la Proposicién 2.1.1.

Obsérvese que si w = 0 (g € M(A)), 1,(0) es el circulo isométrico.
La siguiente proposicion muestra que el w - circulo isométrico tiene cierta
propiedad de invariabilidad bajo conjugacion.

Ig—l = O'Q(Ll)

Lo

Figura 2.3: Circulos isométricos de una transformacién eliptica y su inversa.

Proposicién 2.1.5 Sea g € PSL(2,C) una isometria en el plano hiperbdli-
co (A oH?) y w un punto en dicho plano, tal que g(w) # w, entonces

Ingn—1(hw) = h(Iy(w)),
donde h es una isometria conforme.

DEMOSTRACION. Sea g = 0501, donde o; son reflexiones en las geodésicas
L;yi=1,2, vy w € Ly, entonces L; es el w - circulo isométrico de g, ahora

hgh™' = (hagh_l)(halh_l)

y se tiene que hosh™! es la reflexién en h(Ly) y hoih™' es la reflexion
en h(Ly) en virtud del Corolario 1.0.4. Finalmente, como h(w) € h(Ls),
tenemos que el h(w) - circulo isométrico para hgh™' es h(L;), que es lo que

se queria probar.
O

Notemos ahora que si g € M(A), entonces g actia simétricamente con
respecto al circulo unitario (A ), por lo que w puede ser cualquier punto del
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plano extendido; se puede definir de manera analoga el w - circulo isométrico;
se tiene

I

) =1+ )

Esto se sigue ya que w y 1/w son puntos inversos con respecto a A, y por
consiguiente el “circulo” que contiene a la Unica geodésica que pasa por w
en el haz de geodésicas determinadas por ¢, pasa por 1/w (cf. [2] p. 32). En
particular podemos observar que 1,(0) = I,(c0).

Lo

Figura 2.4: Circulos isométricos de una transformacién eliptica y su inversa

en PSL(2,R).

Teorema 2.1.6 Sea g una isometria hiperbdlica en H? (o0 en M(A)); g es
eliptica, parabdlica o hiperbolica de acuerdo a que I, e I, se intersequen,
sean paralelas o sean ajenas, respectivamente.

DEMOSTRACION. Probaremos primero la necesidad tomando casos.

(i) Caso eliptico. Si g es una transformacién eliptica en M (A), se sigue del
Teorema 1.0.5 que g = 0901, donde o; son reflexiones en las geodesicas
L;, 1=1,2, yse cumple que L; N Ly # &. Aplicando el Lema 2.1.3,
podemos suponer que 0 € Ly, se sigue entonces que I, = Ly, ya que
g actua euclidianamente en L;. Se afirma que

UQ(Ll) = Igfl.

Para probar esto se escribe ¢! = 03(030103); ahora, (030103) es la
reflexién en oy(L;) por el Corolario 1.0.4. Y como o9 es una isometria
euclidiana, se sigue la afirmacién, ya que ¢~' actda euclidianamente
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en oy(L1). Finalmente, como L; y o5(L;) claramente se intersecan,
se sigue este caso (Véase la Figura 2.3).

Si g € PSL(2,R), de manera anéloga al caso en A, usamos el Teore-
ma 1.0.5, entonces g = 0907, donde o; son reflexiones en las geodesi-
cas L;, i =1,2, y Ly N Ly # @. Aplicando el Lema 2.1.3, podemos
suponer que Ly sea ortogonal al eje real, se sigue que I, = L;. Una
afirmacién andloga a la anterior prueba que o5(L;) = I,-1 y podemos
concluir que I,-1 e I, se intersecan (véase la Figura 2.4).

UQ(Ll)

kS)
h

=

Il
~

Lo

Figura 2.5: Circulos isométricos de una transformacion parabdlica y su in-
Versa.

(ii) Caso parabdlico. Sea g parabdlica en M(A), usando el Teorema 1.0.5 se
tiene, g = 0901, donde o; son reflexiones en las geodesicas L;, i = 1,2,
y se cumple que L; es paralela a L,. Nuevamente podemos suponer
que 0 € Lo, por el Lema 2.1.3, como en el caso anterior I, = L,
también, de manera andloga al caso eliptico se tiene

UQ(Ll) = Igfl.

Por lo tanto, como L; es paralela a Ly, I, es paralela a [,-1 (véase
la Figura 2.5).

Para el caso en que g € PSL(2,R), la prueba es andloga al caso
eliptico (véase la Figura 2.6).

(iii) Caso hiperbdlico. Si ¢ es hiperbdlica en M(A), usando el Teorema
1.0.5, se tiene g = 0907, donde o; son reflexiones en las geodesicas



20 2.1. CIRCULO ISOMETRICO

L,

o2(Lq) 14

w
Figura 2.6: Circulos isométricos de una transformacién parabdlica y su in-

versa en PSL(2,R).

Ly, i =12, vy Ly N Ly = &. De nuevo usando el Lema 2.1.3 se
puede suponer que 0 € Ly y se sigue que L; = I;. Como en los casos

anteriores 09(Ly) = I,-1, y se concluye que I, N I,-1 = & (véase la
Figura 2.7).
O'Q(Ll)
Ly
Lo

Figura 2.7: Circulos isométricos de una transformacion hiperbdlica y su in-
versa.

Para la prueba en H?, sea M el eje de g v Ly la geodésica que es
ortogonal a M y a la recta real, como en los casos anteriores, usamos
el Teorema 1.0.5 y escribimos g = o907, donde o; son reflexiones en
las geodesicas L;, 1 = 1,2, y L; N Ly = &, procedemos de manera
analoga a los deméds casos y concluimos que [, N ;-1 = @& (véase la
Figura 2.8).
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Lo

02(L1m //_\Ll

Figura 2.8: Circulos isométricos de una transformacién hiperbdlica y su in-
versa en PSL(2,R).

Probaremos ahora la suficiencia.
Si I, N I,-1 # @, se sigue de (ii) y (iii) que g es eliptica, etcétera.

2.2. Regiones candnicas

La region candnica de una isometria conforme g del plano hiperbdlico se
encuentra determinada por {g, g7'} y determina esta pareja de transforma-
ciones, es decir, estd intimamente ligada a la accién geométrica de ¢. In-
tuitivamente es el lugar de los puntos en el plano hiperbdlico, que se mueven
menos que una cantidad fija determinada por la traza.

Definicion 14 Sea g una isometria conforme distinta de la identidad, y que
no es eliptica de orden dos. La region canonica X, estd definida por

Sy = {z] senh $p(z, g(2)) < 3|tr(g)]}. (2.1)

)
Si g es de orden dos con punto fijo v, entonces ¥, = {v}.

Notese que si g es de orden dos trg = 0, por lo que no se puede aplicar
la definicién dada por la ecuacién (2.1).
Obsérvese que ¥, y X,-1 describen la misma regién, ya que

p(z,9(2)=p(g7"(2), 97 (9(2))) =p(g"(2), 2)

y como |[tr(g)|=|tr(g™')], se sigue que X, =3 ,1.
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A continuaciéon mencionamos algunas de las propiedades de las regiones
canonicas.

Teorema 2.2.1 Sea g una isometria conforme en el plano hiperbélico, en-
tonces X, es invariante bajo conjugacion, en el sentido de que si h es otra
isometria conforme, se tiene

Ehon-1 = h(E,).

DEMOSTRACION. Denotamos por P al plano hiperbdlico, es decir, P = A
o P =MH?. Sea h una isometria conforme, entonces

h(D,) = {h(z)

- {n
_ {w

donde, z = h~H(w).
Las igualdades anteriores se deben a que la traza es invariante bajo con-
jugacion (cf. [5] p. 37) y a que g y h son isometrias hiperbdlicas.

senh %p(z, g9(2)) < % [tr(g)] }

senh (=) ol2) <  lrthh ™}

1 1
senh §p(w, hgh™t(w)) < 3 \tr(hgh_1)|} = Ypgh-1,

g

z 9(2)

Figura 2.9: Regién candnica de una traslacion.

Probaremos que la region candnica >, se puede construir de la siguiente
manera. Si g no es de orden dos, entonces para cada z en el circulo al
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infinito, sea L, la geodésica que une z con ¢(z). Si P denota al plano
hiperbélico, se probara que

Sy = P—|JL..

Para esto necesitamos primero un Lema. Escribimos LY para L..

Lema 2.2.2 Sea B, = P —J, LY, entonces B es invariante bajo conju-
gacion; es decir, si h es una isometria conforme, entonces

h(Bg) = Bpgn-1.

DEMOSTRACION. Sea
_ g
A, =L,
z

es decir A, es el complemento de B,. Probaremos primero la invariabilidad
de A,, esto es, hay que probar que

h(Ag) — Ahgh—l .

— g
Como A, =J, LY, entonces

WAy — (U Lz) _Uniz)

h(z) w

dado que hgh™'(h(z2)) = hg(z), donde h(z) =w.
Finalmente, B, también es invariante bajo conjugacion, ya que como h
es biyectiva.

h(Bg) = h(P - Ag) = h(P n (Ag)c>
= h(P) N h((Ag)°) = PN (h(A)g)°
=PnN (Ahghq)c =P - Ahghfl = Bhghfl.
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2

(07

Figura 2.10: Region canénica de una tranformacién parabdlica

Proposicién 2.2.3 Sea g una transformacion parabdlica, entonces

Sy = P—|JL..

DEMOSTRACION. Hemos visto que ¥, y P —J, L., son invariantes bajo
conjugacion, por consiguiente basta probar la proposicién para las trasla-
ciones. Consideremos el caso en que ¢(z) =z +1, g € PSL(2,R), tenemos
por el Teorema 1.0.1, que si g es parabdlica, entonces |tr(g)| = 2.

Es facil probar, usando (1.1) que se cumple la siguiente igualdad,

1 _ |z —g(2)]
senb 3 205 90D = S ] Tmfg ()2

cf. [2] pp. 130-131. Por consiguiente, z € ¥, si y sélo si

1 1
— < = |t =1
esto es,

Zg:{zEH2

1
I > — 5.
mz 2}

Falta probar que

1
Imz< — 5.
mz_2}

ULZ:{ze]HF

Claramente el miembro izquierdo esta contenido en el derecho. Ahora, sea
w € H? w = xo +iyo, tal que yo < 1/2 ( si yo = 1/2, w € |, L),
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tomando primero la geodésica por w, con centro euclidiano en xy, y poste-
riormente las geodésicas por w, con centro euclidiano x, z € R, z > . Por
continuidad una de estas geodésicas tiene radio 1/2 (véase la Figura 2.9).

g

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de la Proposicién al con-
jugar.

Corolario 2.2.4 La region candnica de una funcion parabdlica con punto
fijo a # o0, es el disco tangente en «, a la recta real, llamado horodisco;
Yy si o = 00, la region canonica de la funcion estd dada por el conjunto
{z | Imz >y}, donde yo >0 (véase las Figuras 2.9 y 2.10).

% -7
% Pt
/ e
/ -
% (3,—
S
Pl

T 0

Figura 2.11: senh b = senh ¢ sin 3.

Para el caso eliptico, usaremos el siguiente resultado de trigonometria
hiperbdlica (basado en el teorema de Pitagoras hiperbdlico, cf. [2] Teorema
7.11.2), que es valido para cualquier tridangulo con dngulos «, 3, 7/2 y lados
a,b,c, como en la Figura 2.11,

senh b = senh ¢ sin f3. (2.2)

También, aplicaremos la propiedad de paralelismo para 7' un tridngulo con
angulos «,0,7/2 (o # 0).

Teorema 2.2.5 Para cualquier tridngulo con dngulos «,0,7/2 (a # 0), se
tienen las siquientes iqualdades

cosh b sen a = 1; (2.3)
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senh b tan a = 1; (2.4)
tanh b sec a = 1. (2.5)

donde b es el lado finito del tridngulo.

T

i b
o
\»Z

Ao

0

Figura 2.12: Propiedad de paralelismo.
DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, trabajaremos en H? y asumire-
mos que los vértices son
Uc:ia Vp = OQ, Vg = %,
donde z = z + 4y, por lo que 2% + y? = 1. La primera igualdad se sigue
usando (1.1) y y = sen «a, entonces

2 22 1 1 1
Coshb:1+x+y y+ = - =
2y Y sen a,

por lo que se sigue (2.3). Demostraremos ahora la equivalencia de (2.4) con
(2.5). Notemos que

hb
tanh b sec o« = sen sec = 1 <= senh bsec @« = cosh b
cosh b
1 1
<= senh b = <= senh b tan o« = 1.
CcoS o sen o

Solo falta checar que (2.4) y (2.5) son equivalentes con (2.3), para esto

observemos que
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senh b tan o = tanh b sec «

de donde
senh b tan o

tanh b sec «

y finalmente
cosh b sec a = 1.

Por lo que las tres igualdades son equivalentes (véase la Figura 2.12).
O

Figura 2.13: Prueba de la Proposicién 2.2.6.

Proposicion 2.2.6 Sea g una transformacion eliptica, entonces
Sy = P—|JL..

DEMOSTRACION. Al igual que en el caso parabdlico, basta probar el caso
candnico, es decir, el caso g(z) = €2z, g € M(A), donde 0 < 6 < 7 (si
6 > 7, se puede tomar g !).

Sea z € A. Observemos que el tridngulo formado por los vértices 0, z, g(z)
tiene en 0 el angulo de rotacion de g. Ademds, ¢ el dngulo en z y g(z)
es el mismo, ya que si tomamos el bisector perpendicular al segmento de
geodésica [z, g(z)], éste pasa por 0 ( ya que 0 equidista de z y g¢(z), en
virtud de la Proposicién 1.0.6 ), y la reflexién sobre el bisector es conforme.
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El bisector forma dos tridngulos rectdangulos con dngulos 6/2 en 0, ¢
en z y m/2 en w, el punto medio de [z, g(z)], por lo que usando (2.2),
aplicado al triangulo con vértices 0,z y w; tenemos

senh (% oz, g(z))) — senh p(2,0) sin <g> (2.6)

véase la Figura 2.13.

Figura 2.14: Geodésicas tangentes a la region candnica de una rotacion.

Por otro lado, una matriz asociada a g en SL(2,C) es
€i9/2 0
( 0 e—i9/2>7

5 Ltr(o) | = | cos(0/2) | (2.7)

Por consiguiente, de (2.6), (2.7) y de la definicién de X, se sigue que

5= {:
_ {z
_ {Z

por lo que se tiene

senh p(z,0)sen(6/2) < ‘005(0/2>‘ }

senh p(z,0) [sen(6/2)] 1 }

[eos(0/2)] =

senh p(z,0) tan(0/2) < 1 }
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Falta probar
Se=P - JL..

Para esto, dada z € 0A, consideremos el tridngulo formado por z, 0 y w
donde w es el punto més cercano al origen en L, (véase la Figura 2.14).

Ahora, es claro que al rotar z todos los puntos correspondientes w estan
en un mismo circulo, con centro en el origen. Usando la propiedad (2.4), que
en nuestro caso esta dada por

tan(f/2) senh p(0,w) = 1,

se sigue que

{u‘ tan(6/2) senh p(0,u) < 1} C P — ULZ‘

Figura 2.15: Las geodésicas [z, g(z)] cubren A —X,.

Finalmente, falta probar que
P — ULZ C {u| tan(6/2) senh p(0,u) < 1 }

Basta mostrar que si u esta en el complemento del disco D(0,7) en A,
donde tan(f/2) senhr =1, entonces u € |J, L..
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Esta afirmacién intuitivamente es evidente, sin embargo incluimos una
demostracion formal. Podemos considerar la geodésica que pasa por 0 y u
y prolongarla hasta encontrar el centro del circulo euclidiano v, fuera de
A que contiene la geodésica L. que une z y g¢(z). Por Pitdgoras, tenemos
1+ 17y = |v|*>, donde ry es el radio del circulo euclidiano. Podemos ver
claramente que |u —v| < 7.

Rotando el centro v y manteniendo los radios euclidianos 7y, se ob-
tienen claramente todos los circulos ortogonales a A que contienen a las
geodésicas L,. Por continuidad, para alguna ¢, se tiene que el circulo con
centro en e¥v y radio 79, pasa por u ya que |e™v —u| > ry (véase la
Figura 2.15).

0

En analogia con el caso parabdlico, al conjugar tenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 2.2.7 La region canonica generada por una transformacion elipti-
ca con punto fijo «, es un “disco” con centro hiperbélico en o (véase la
Figura 2.16).

Qe

Figura 2.16: Region candnica de una transformacion eliptica.

Para probar el caso hiperbdlico, primero necesitamos introducir algunas
ideas sobre las isometrias hiperbdlicas. Se define el eje de una transformacion
hiperbdlica ¢ como la geodésica que une los puntos fijos de g. Definimos
ahora la longitud de traslacion T, de una isometria hiperbdlica g como

T =if p(z g(2)),
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donde el infimo se toma sobre todos los puntos z € H?. Nétese que T es
invariante bajo conjugaciones, ya que si ¢ es una isometria, se tiene

inf p(z, 9(2)) =Mf p(e(2), vg(2))

=inf p(pp™(w), pge (w)),

donde ¢(z) = w. Resulta que T > 0. Para probar esto podemos conjugar
g en PSL(2,R) a h(z) =kz, k> 1.
Usando la férmula de la distancia (1.1), se sigue facilmente que

b 1 (2. w) |z — w|
senh [ = p(z,w) | =
o % 2(Imz Imw)Y/?’
por lo cual
1 |z — h(z)]
h{-= h =
ven (2 Pz, (z))) 2(Im z Im h(z))'/?
2|1 = K| S k—1
2vk  — 2Vk
y la igualdad se cumple en z = iy, por lo cual inf, p(z, kz) se alcanza en el
eje.
Notese que se tiene

> 0,

senh (1 T) = E;
2 2Vk
Ty, = p(ti, tki) = p(i, ki) = log k.

donde T} es la longitud de traslacion de h.
Se cumple también que la traza determina la longitud de traslacién T,

ya que como
1 1
cosh? (5 T) = 1 + senh? (5 T)

(k—12% (k+1)? 1 1\* 1, ,
R T :z(@+ﬁ):z‘”<’”

mas aun,

se tiene
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Usaremos también la siguiente propiedad relacionada con el paralelismo:

1
cos@’

cosh p(z, A) = (2.9)

donde A es el eje imaginario positivo y € es el angulo descrito en la Figura
2.17. La prueba se sigue facilmente de (1.1), ya que
|z + iy — it |?

h it) =1
cosh p(z, it) + ot

_ 2t a?+(y—t)?

2yt
ok ey iy L U N
N 2yt 2y \t |z|) Ty
y si t = |z| tenemos la igualdad. Por lo que cosh p(z,iz) = % = . (véase

la Figura 2.17).

iz

0

Figura 2.17: cosh p(z, A) cosf = 1.

Estas ideas tienen como consecuencia el siguiente resultado. Los detalles
se pueden consultar en [2] p.p. 174-175 y en [§].

Teorema 2.2.8 Sea g una isometria conforme hiperbolica del plano hiperboli-
co, con eje A y longitud de traslacion T; entonces

senh (% p(z,g(z))> _ cosh p(z, A) senh (% T).
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A M,
2.
kw
w
M. 4
_ AN 0
0 DNELLE Hiktl) k

Figura 2.18: Regién candnica de una homotecia.

Proposicién 2.2.9 Sea g una transformacion hiperbolica; entonces
Sy = P—JL..
z

DEMOSTRACION. Andlogamente a los casos anteriores, basta probar el caso
canénico, es decir, g(z) = kz, k > 1,y g € H2 Denotamos por A al eje
imaginario positivo. Usando el Teorema 2.2.8 y la igualdad (2.8), tenemos
que la regién candnica esta dada por

5, - { = ot et st (1) < o (7))
cosh p(z, A) < M} (2.10)

g = { © senh (T/2)

Para probar el resultado, primero hacemos unas observaciones.

Observacion 1. Los circulos que determinan a las geodésicas por t y kt,
donde t € RY, son todos tangentes a dos semirectas por el origen.

Para probar esto, tomemos la geodésica que pasa por 1 y k. Sea M;
la semirecta por el origen tangente a esta geodésica (véase la Figura 2.18);
llamamos w al punto de tangencia de M; con dicha geodésica. Al aplicar
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la homotecia s — st, el circulo por 1,w,k va a otro circulo por t,tw, kt y
claramente, éste contiene a la geodésica por t y kt. Como esto es valido para
cualquier t, se sigue la observacion (véase la Figura 2.18). El razonamiento
es analogo para M.
Observacion 2. LT/ )
cosh(T/2) _ 1 (2.11)
senh(7/2)  cosé
donde 6 es el dngulo determinado por My, My con A.
Para probar esto, ndtese que 6 es también el angulo formado en (k+1)/2
como en la Figura 2.18. Ahora, como el radio del circulo por 1 y k es
(k—1)/2 y T =logk, tenemos

= %

1 Bl k+1 el 41
cosfh %1 k=1 T -1

T eT/2

el/? (el/2 +e7T/2\  cosh(T/2)
eT/2 —e=T/2 )~ senh(T/2)’

Observacion 3. St z € My U M,y, se cumple

1

cosh p(z, A) = p—t

Esto se sigue de (2.9). Por consiguiente, la observacién 2 y (2.10) implican

que
1
¥, = h A) <
’ { cosh p(z, 4) 9}

es decir, la region candnica estd dada precisamente por la Figura 2.18, en
virtud de la Observacién 3.
Ahora tomemos u € Y ; entonces

cosh p(u, A) < (2.12)

cosf’

de donde se sigue claramente de la Observacién 1 que ¥, C P —J, L..
Para probar la otra contencién, notemos primero que

P—|JL.cxy = (5,) clJL..
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0 T

Figura 2.19: Producto inversivo de ¥, y M.

Una forma de probar la contencién usa técnicas elementales de geometria
analitica. Alternativamente, podemos considerar u € (Zg)c, donde el punto
u = xo + Yo, To > 0 (el otro caso es andlogo) y probar que existe una
geodésica que contiene a u y que es tangente a la semirecta M;. Para esto,
consideremos la familia de geodésicas que pasa por u y usemos el producto
inversivo. Denotamos por 3, a los circulos que contienen a las geodésicas
que pasan por u, donde z es el centro euclidiano de los circulos ., 7, su
radio euclidiano y ¢, la distancia de x a M;. El producto inversivo de >,
y M, esta dado por (1.4), es decir,

0.
e 1,
Til?

el circulo no intersecta a My, y si
0.
=<1,
Tz

el circulo intersecta a M, por lo tanto, por continuidad, haciendo x — 0,
existe una geodésica para la cual se cumple que
Oz

T
Ty

Y

la cual es tangente a M; y pasa por u (véase la Figura 2.19). O
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Anélogamente a los otros casos, al conjugar tenemos el siguiente resulta-

do.

Corolario 2.2.10 La region candnica generada por una transformacion hiperboli-
ca g, estd dada por una region hiperciclica, alrededor del eje de g.

(véase la Figura 2.20)

Figura 2.20: Regién canoénica de una transformacion hiperbélica.

Teorema 2.2.11 Sea g wuna isometria conforme en el plano hiperbdlico;
entonces, X, determina el par {g,g7'}, es decir, ¥, = X, si y sdlo si
h=g o h=g '

DEMOSTRACION. La suficiencia ya se probd. Para probar la necesidad, recorde-

mos que la regién candnica es invariante bajo conjugacion, en el sentido del
Teorema 2.2.1, por lo que sélo hay que considerar los casos candnicos.

2

g:h_l a a g:h

z—kq z z+ky

Figura 2.21: La region candnica determina la transformacion, caso parabélico.
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(i) Si g es una traslaciéon g(z) = z+ k;, entonces la regién canénica X, es
un horociclo con co como su punto fijo, ahora claramente h también
es una traslacién, ya que X, = Xj,. Entonces si h(z) = z+k,, tenemos
k1 = ke 6 ki = —ko, (debido a que las geodésicas que determinan la
regién canénica tiene la misma altura) por lo cual g =h o g = h™%.
Véase la Figura 2.21.

Figura 2.22: La regién canoénica determina la transformacion, caso eliptico.

(ii) Si g es una rotacién g(z) = ez, la regién canénica es un circulo con
centro en el origen. De nuevo, como ¥, = ¥, entonces, h(z) = ez,
porloque 01 =6y 6 6 = —0,, yaquesi z € A, la geodésica [z, h(2)]
debe ser tangente a 0¥, = 9%. Por lo cual g =h 6 g = h~'. Véase
la Figura 2.22.

kz

ENIENS
I3

Figura 2.23: La regién canénica determina la transformacion, caso hiperboli-
co.
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(iii) Por ultimo, si g es una homotecia g = k;z, la regién candnica es un
hiperciclo determinado por 0 e co. Una vez més, como X, = 3, h(z)
es una homotecia h(z) = koz, por lo que ky = ko 0 ky = —ko, ya que
las geodésicas [z, h(z)] son tangentes a la regién candnica; con esto
podemos concluir que g = h o g = h~!. Véase la Figura 2.23.

g

Por ultimo observemos que Y, puede ser construida a partir de los puntos
fijos de g y un par [z,¢9(z)], en el circulo al infinito. Esto es claro para el
caso canonico y el caso general se sigue por conjugacion. Notese también que
0¥, estd formada por una o dos curvas de la familia de curvas ortogonales
al haz de geodésicas asociado a g.



CAPITULO 3

La geometria del producto de
isometrias

Discutiremos en esta seccion los productos de isometrias conformes en el
plano hiperbdlico. Para esto se usara la descripcién de una isometria como
reflexion en dos geodésicas. La posicién relativa de las geodésicas determina
la naturaleza de la isometria.

Teorema 3.0.12 Sean Lq, Ly dos geodésicas distintas o; la reflexion en
cada L;, i = 1,2, y g = o0102. Entonces, el producto inversivo (Li,Ls)
satisface

(L1, La) = 5 [tr(g) |-

Antes de probar el teorema, demostramos unos lemas que establecen re-
sultados reciprocos al Teorema 1.0.5 y también un resultado que proporciona
una interpretacion geométrica del producto inversivo en términos de la métri-
ca hiperbdlica.

Lema 3.0.13 Sea g una isometria en el plano hiperbdlico de la forma oy04,
donde o; es la reflexion en la geodésica L;, i = 1,2, con Li, Ly paralelas;
entonces g es parabdlica.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad trabajamos en H2. Sea 1) una
transformacién en PSL(2,R), de tal forma que 1(z)) = oo donde z, es el
punto de tangencia de Ly y Ls. De esta forma, tenemos

Vgt =z 4+t, tER,

por lo cual g es parabdlica.

39
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Lema 3.0.14 Sea g una isometria en el plano hiperbdlico de la forma o904,
donde o; es la reflexion en la geodésica L;, i =1,2, y LiNLy # 0; entonces
g es eliptica.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos trabajar en A. Sea
20 € A, {20} = L1 N Ly. Podemos suponer que zy = 0 (conjugando con una
transformacion en M(A)) y es facil probar que g es una rotacion.

O

Lema 3.0.15 Sea g una isometria en la cerradura del plano hiperbdlico de
la forma o901, donde o; es la reflexion en la geodésica L;, i = 1,2, con
Ly, Ly ajenas, entonces g es hiperbolica.

DEMOSTRACION. Sean L;, Ly dos geodésicas ajenas en H2. Entonces, existe
Y € PSL(2,R), tal que manda L; en la geodésica |z| = 1 y Ly en la
geodésica |z| =k, k € R*. Para hacer esto, se toma la transformacién que
envia L la ortogonal comin a L; y Ly en el semieje imaginario positivo y
posteriormente, si es necesario, una homotecia. Ahora se tiene que

p(2) = Yo~ oy~ (2) = Kz,

que es una homotecia, por lo cual ¢ es hiperbdlica.
O

Teorema 3.0.16 El producto inversivo de dos “circulos” Ly, Lo que no se
intersecan esta dado por

(L1, L) = cosh p(Ly, Ly).

DEMOSTRACION. Sean Li, Ly dos circulos de tal forma que LiNLy = () y sea
A el circulo ortogonal a cada uno de estos. Tomemos ¢ una transformacién
en PSL(2,R), tal que ¢(A) =1, donde I es el eje imaginario positivo, por
lo que p(Li) = Cy = {2 ||zl = r} ¥ (L) = Co = { 2| 2] = R}, y se puede
suponer que R > 1.

De la definicién del producto inversivo (1.3), tenemos

(L), plL)) = "

>+ R+ 2rR — 2rR
2rR
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lir iR |*
2rR
= cosh p(o(L1), ¢(L2)).

La ultima igualdad se sigue de que la distancia entre dos geodésicas disjun-
tas se alcanza a lo largo de su ortogonal comun cf. [2] p. 166. Finalmente, el
producto inversivo y la distancia hiperbdlica son invariantes bajo transfor-
maciones de Mébius (cf. Teorema 1.0.7), por lo cual

=1+ = cosh p(ir,iR)

(L1, La) = (p(L1), ¢(La)) = cosh p(p(L1),p(Lz)) = cosh p(Ly, L)

de donde se sigue el resultado.

g

DEMOSTRACION. [Del Teorema 3.0.12] Probamos este resultado por casos.
Si Ly, Ly son paralelas, entonces por el Lema 3.0.13, g es parabdlica, por
lo que |[tr(g)| =2 y ademds, como se mencioné en los preliminares

(Ll, Lg) - 1

Si Ly, Ly se intersecan con un angulo 0, 0 < 6 < 7/2, entonces por el
Lema 3.0.14, g es eliptica. Ahora recordemos del capitulo de preliminares
que

(Ll, LQ) = COS 0,

donde @ es el angulo de interseccién de L; y Ls. Ahora, usando el Teorema
1.0.5 se puede suponer que ¢ es una rotacién, por lo que

i0
|tr(g)| = tr <60 629) = 2cos 0,

ya que el dangulo de rotacion es 26.
Si Ly, Ly son disjuntas, entonces por el Lema 3.0.15, g es hiperbdlica.
Se probd que

%T = p(Ll,Lg), (31)

donde T es la longitud de traslacién. Ahora, por el Teorema 3.0.16, tenemos

(Ll, LQ) = cosh p(Ll, Lg),
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por lo que usando (2.8) y (3.1) se tiene
(L1, Ls) = cosh 3T =1 | tr(g)|.

g

Dadas dos isometrias ¢ = 0109 y h = 0304, donde o; es la reflexion en
la geodésica L;, i =1,...,4, se puede tomar en algunos casos L, = L = Ls,
donde Lo pertenece al haz de geodésicas asociado a g y L3 pertenece al
haz de geodésicas asociado a h. Por lo que o9 = 03, y se tiene

gh = (0102)(0304) = (0104).

20

Figura 3.1: Haces de geodésicas asociados a una transformacion eliptica y
una parabdlica.

Es facil ver que siempre existe L cuando una de las transformaciones es
parabdlica o eliptica (véanse las Figuras 3.1 y 3.2). Para el caso en que tanto
g como h son isometrias hiperbdlicas, esta propiedad no necesariamente se
cumple.

Proposiciéon 3.0.17 Sean g y h dos isometrias hiperbolicas tales que sus
ejes se intersecan o son paralelos; entonces, los haces de geodésicas definidos
por g y h son ajenos.

DEMOSTRACION. Sean A, y Aj, los ejes de las isometrias g y h, donde
A, N A, # 0, o son paralelos. Supongamos que existe L una geodésica,
ortogonal tanto a A, como a Aj, entonces, la suma interna de los angulos
del tridngulo formado por L, A; y A, estd dada por
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7r+7r+ S
—+—-—4a>mw
2 2 -

lo que contradice que la suma de los angulos internos de un tridngulo sea

menor a 7, por lo que dicha geodésica no existe (cf. [2] p.p. 150,151).
O

Ah,

Figura 3.2: Haces de geodésicas asociados a una transformacién parabdlica y
una hiperbdlica.

Bajo la notaciéon previa a la Proposicion 3.0.17 y usando el Teorema

3.0.12, tenemos
‘t']"(gh) ’ = 2(L1, L4)

Los siguientes teoremas, proporcionan informacién sobre los productos
de isometrias, tomando en cuenta la posicion relativa de L; y Ly, y nos
permite conocer la naturaleza del producto.

Teorema 3.0.18 Sean g,h isometrias elipticas, donde g es una rotacion
de dngulo 20 alrededor de u y h wuna rotacion de dngulo 2¢ alrededor de v.
Se supone también que g y h son rotaciones en el mismo sentido, u # v,
y 0,0 € (0,m), entonces

1 |tr(gh)| = cosh p(u,v) senf sen ¢ — cos @ cos ¢.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, es posible suponer que g y
h son transformaciones en PSL(2,R) y wu,v estdn en el eje imaginario
positivo, que denotamos por L. Usando el Lema 2.1.3, se puede escribir
g = 0109, h = 0304, donde o; es la reflexion en la geodésica L;, i =1, ..., 4,
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y Lo = L = L3. Usaremos la misma notacién para las geodésicas que para
los circulos que las contienen.

Deduciremos las ecuaciones de Lq, Ly a partir del circulo que las origina
(véase la Figura 3.3). Encontramos primero la ecuacién para Lj.

L
/—\”U' 13
4

<
h

s

0

Figura 3.3: Prueba del Teorema 3.0.18.

Notemos que los centros de los circulos no pueden ambos tener el mismo
signo, ya que las rotaciones de las isometrias se suponen en el mismo sentido.
Sea xg el centro del circulo que contiene a L; (suponemos z > 0, de otra
manera, podemos conjugar con z — —1/z para llegar a esto). Por Pitagoras
tenemos

(v —0)* +9° = 28 + 57,

donde u = is. Podemos observar que

x
cot § =2
s

xo = scot 0, (3.2)

donde 0 < 0 < 7 (véase la Figura 3.4), por lo que

(z — scot0) + y* = s* cot? 0 + s

22 + 9% — 2sxcot — 5% = 0.
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La ecuacion del circulo por L, se encuentra de forma similar; la tnica
diferencia es el signo del centro de la geodésica, es decir,

r1 = —tcot ¢ (3.3)

donde v =it y 0 < ¢ <7 (véase la Figura 3.5). De esta forma la ecuacién
esta dada por

2 +y® 4+ 2wtcot ¢ — 2 = 0.

L

L,

0

0 Zo
Figura 3.4: Centro de la geodésica L.

Para encontrar el producto inversivo (Li, L), notemos que el radio de
L, esta dado por

20 1
(TL1)2 :52C0t28+52:52(&+1) :82( )

sen? 0 sen? 0

y analogamente el de L4, estd dado por

1
(rLzL)Q = t2 (Sen2 ¢>7

usando los radios, los centros (3.2), (3.3) y la definicién del producto inversivo
(1.3), tenemos que

52 2 2
+ = — | scotf +tcoto|
(L1, L4) = ’ wen’d Sen2¢2 B i
sen @ sen ¢
senfsen¢ | s> N t2 cos  cosg |?
B 2st sen?f  sen? ¢ senf  sen¢
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senfsen¢ | 2 N t? cos 6 —|—tCOS¢ 2
N 2st sen?f  sen? ¢ sen 0 sen ¢

senfseng | s ,cos? 0 t? 5 COS? ¢ cos ) cos ¢
pr— —_— —_— — S —
2st sen? ¢ sen? 0 sen? ¢ sen? ¢ sen f# sen ¢

senfseng | 5 cos ) cos ¢

= P2t ————

2st sen f sen ¢

0
= W(sz—kt?)—cosé’cosqﬁ‘
s

1
= ‘ —<f+£) sen@send)—cochosqﬁ‘.
2\t s

Ahora, sabemos que p (u,v) = log (f), por lo que

w1 S elog§+6_log~% 1 t+s
cos og—- | =————— = -+ -
&% 2 o\s 1)

y se sigue el teorema, en virtud del Teorema 3.0.12.

O
é L
v
%\
Ly
¢
T 0

Figura 3.5: Centro de la geodésica Lj.

Notese que la férmula del teorema muestra que en el caso en que los
angulos 6 y ¢ se acerquen a /2, las geodésicas L; y L4 se acercardn a
semicirculos ortogonales al eje imaginario y el producto gh se aproximara a
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ser hiperbdlico, de igual forma, si la distancia p(u,v) es muy grande. Esto
se puede intuir también graficamente.

Corolario 3.0.19 Bajo las hipotesis del Teorema 3.0.18, el producto gh es
parabolico si y solo si

1 4 cos@ cos ¢

cosh p(u, v) = sen f sen ¢

DEMOSTRACION. El producto gh es parabdlico si y sélo si |tr(gh)| =2, y

esto se cumple si y sélo si

1 = cosh p(u,v) senf sen ¢ — cosé cos ¢,

1+ cosf cos ¢
sen f sen ¢

= cosh p(u,v).

g

Esta ultima férmula coincide con un resultado de trigonometria hiperboli-
ca, que relaciona los angulos de un triangulo con uno de sus lados, es decir,
para cualquier tridngulo en H? con dngulos «, 3,0 se tiene la siguiente
relacién (véase la Figura 3.6)

1+ cosa cos 3

coshc =
sen « sen (3

cf. [2] p. 146.

0
Figura 3.6: Tridngulo con angulos «, 3, 0.

Discutiremos ahora los casos del producto gh donde g y h son isometrias
hiperbdélicas.
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Ah Ah

a) b)

Figura 3.7:a) e =—1 b)e =1

Teorema 3.0.20 Sean g y h dos transformaciones hiperbélicas con longi-
tudes de traslacion T,,T}, y ejes disjuntos A,, Ay, entonces

L|tr(gh)| = | cosh p(Ag, Ay) senh (3T,) senh (373,)+ € cosh (3T;) cosh (37)]

donde € = %1, dependiendo de las direcciones relativas de g y h, conforme
a la Figura 3.7.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, suponemos que el eje imagi-
nario es la ortogonal comtin a A, y Aj;. Usaremos la terminologia previa a
la Proposicion 3.0.17, esto es, el eje imaginario se denota por Ly = L = Lj
y podemos tomar

gh = (0403)(0901) = 0407.

Ahora se sigue del Teorema 3.0.12 que

5 [tr(gh)| = (Ls, Ln).

Analizaremos primero el caso ¢ = —1, es decir, la direccién de las trans-
formaciones g y h es distinta, por lo que los centros de los circulos que
determinan las geodésicas L, y L4 son, sin pérdida de generalidad, posi-
tivos (véase la Figura 3.8). Si A, y A, estan dados por ecuaciones de la
forma |z| =1t y por |z| = s, respectivamente, entonces tenemos que

t
sen § = —,
x

donde x; es el centro del circulo que contiene a la geodésica Ly, por lo que
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t
sen 6
Para obtener el radio de L; que denotamos por r;, notemos que

tan 0 = —,

por lo que

Figura 3.8: Prueba del Teorema 3.0.20.

Usando (3.5) se obtiene la ecuacién del circulo que contiene a L

t
tan 6’

|z — x| =

y en virtud de (3.4), se tiene

desarrollando, obtenemos

,  2xt t? t2
- Yy - = Oa
sen 6 sen? 0 tan? 0

2xt 1 1
® + y? — ° +t2< ):0,

sen? §  tan? @

49
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como
1 11 00829_1—00329_1

sen2 §  tan? 6  sen2f  sen26  sen2f

entonces
2xt
2 2 2
- 2 =0
(@ +v7) sen 60 +
y
(2% + y®) sen 6 — 2zt + t*sen § = 0. (3.6)

Aplicando la propiedad de paralelismo (2.5) a nuestro caso, tenemos
tanh (3 7) sec (/2 —6) = 1,
llamamos ¢ = 7/2 — 6, entonces

1
tanh (17}) = — = cos ¢,

tanh (% Th) = sen 0.
Sustituyendo en (3.6), tenemos

tanh (17},) (#* +¢°) — 22t + ¢* tanh (1 73,) = 0. (3.7)

Aplicando el mismo razonamiento para la ecuacién que define Ly, se
obtiene

52 2 52
T — + y2 =
( sen qb) tan? ¢’
de donde
tanh (17;) (* +y*) — 2zs + s tanh (37,) = 0. (3.8)

Para determinar el producto inversivo (Li,L4), usamos la definicién
(1.2), que involucra al vector de coeficientes de las ecuaciones (3.7) y (3.8).
Los coeficientes de cada ecuacion estan dados por

(tanh %TQ,S,O, s* tanh %Tg),
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para la ecuacion de Ly, y

(tanh %Th,t,O,t2 tanh %Th)

para la ecuacion de L;. Sustituyendo cada uno de estos coeficientes en la
definicién (1.2), tenemos que (Lq, Ly) es igual a

| 2(ts) — s* tanh 1T}, tanh 1T, — ¢* tanh 1 T, tanh 17}, |

(3.9)

2(12 — 2 tanh? 1 T,)"* (2 — 52 tank® 1 T,)"*
notamos que el factor del denominador
t2(1 — tanh? % Tg),
se puede reescribir como
senh? 1 T,
1 — tanh? %Tg =1- 2—39
cosh” 5 T}
_ cosh? %Tg — senh? %Tg _ 1
cosh? %Tg cosh? %Tg'

Sustituyendo esta ultima igualdad en (3.9), tenemos

‘ 2st — (s* + t*)(tanh § T}, tanh 1 T,)

) < 12 1/2 52 1/2
cosh? % T, cosh? % Ty,

| 2st — (s® 4+ t*) (tanh § T}, tanh 1 T) |
2st ’

_ 1 1
= cosh 5 T} cosh ;T

sabemos que s,t > 0 y cosh z > 1, para toda x, por lo que esta tultima

expresion es igual a

52 4+ 12
2st

cosh $ Tycosh 73, | 1 — (tanh 1T}, tanh 1 T}) ‘

s 4+ ¢2
2st

= | cosh 1 T, cosh 1 T}, — (senh 1 T, senh 3 T},) |. (3.10)
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Como

s% 4+ 2 1 /s t
2st 2

" + —) = cosh p(is,it) = cosh p(Ay, Ap),
s

aplicando el Teorema 3.0.12, se sigue de (3.8) y (3.9) el resultado.
Para el caso ¢ = 1, podemos modificar la Figura 3.8, de tal forma que L,
y L4 se encuentren en lados opuestos con respecto a L, y la demostracion

se sigue de manera analoga al caso ¢ = —1 (véase Figura 3.9).
O

Figura 3.9: Prueba del Teorema 3.0.20, caso ¢ = 1.

Corolario 3.0.21 Bajo la hipotesis del Teorema 3.0.20, si las direcciones
relativas de g,h son tales que ¢ = 1 (véase la Figura 3.7), entonces el
producto gh es hiperbdlico.

DEMOSTRACION. Como cosh (z) > 1, para todo = € R, y senh (z) > 0,
para todo x € R, se tiene

| cosh p(A,, Ap) senh (%Tg) senh (%Th) + cosh (%Tg) cosh (%Th) | > 1,
y usando el Teorema 3.0.20, tenemos
| tr(gh)| > 2,

por lo que gh es una transformacion hiperbdlica.



3. LA GEOMETRIA DEL PRODUCTO DE ISOMETRIAS 53

a1

Figura 3.10: Cuadrildtero de Lambert.

Corolario 3.0.22 Sean g, h isometrias hiperbolicas con ejes Ay, Ay disjun-
tos y con la misma longitud de traslacion T, supongamos también que los
productos gh y gh™ no son elipticos, entonces

senh £ p(Ay, Ay) senh 3T > 1.

DEMOSTRACION. Analizaremos primero el caso ¢ = —1. Como tanto g
como h son hiperbdlicas y su longitud de traslacion T, = T" = T}, es la
misma, entonces de la férmula del Teorema 3.0.20, tenemos

Lltr(gh)| = | cosh p(Ag, Ay) senh® 1T — cosh? 17|,
usando la identidad de trigonometria hiperbdlica
cosh (2z) = cosh® x + senh® x = 1 + 2senh” z,
tenemos
Lltr(gh)| = | (2 senh? [ p(Ag, Ap)] + 1) senh? T — (1 + senh® 37) |,
= |2 senh” [1p(A,, Ap)] senh® 21T — 1 .
Ahora por hipétesis % ! tr(gh) ‘ > 1, por lo que si
1 — 2 senh® 1 p(Ay, Ap) senh® 1T > 1,

se tendria
— 2 senh? (A, Ay) >0,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto

2 senh” 1 p(A,, A;) senh® 37 — 1 > 1.
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Para el caso en que € = 1, se puede sustituir A por h~! y proceder de
manera idéntica.

i

Figura 3.11: Pentagono hiperbélico.

Otra prueba de este corolario se puede deducir de la trigonometria hiperbo-
lica de pentagonos, para esto usamos el cuadrilatero de Lambert.

A un cuadrilatero hiperbdlico formado por tres angulos rectos y el cuarto,
¢, estéd definidoen 0 < ¢ < 7/2 se le llama de Lambert y cumple la siguiente
igualdad (véase la Figura 3.10).

senh a; senh ay = cos ¢. (3.11)

También se usara la siguiente relacion del pentdgono hiperbélico, ilustrada
en la Figura 3.11, donde ¢ = 7/2,

senh a senh b = cosh d (3.12)

Las pruebas de estos resultados se pueden consultar en [2] p.p. 156-160, y
con mas detalle en [1].

Sin pérdida de generalidad trabajamos en A, probamos como antes el
caso € = —1 y suponemos como en los casos anteriores que Lo = L = L3 es
la geodésica ortogonal a los ejes Ay, Aj, v estd dada por el didmetro (—1,1),
y ademds, el punto medio entre A, y A es el origen (véase la Figura 3.12).

Trabajamos en el semiplano inferior de A, por lo cual la transformacién
h se escribe como o304, donde o;, © = 3,4, es la reflexién en las geodésicas
L;, y L4 esta en el semiplano inferior. Haciendo el producto

gh = (01 09)(0304) = 01 04,
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L, L,

Figura 3.12: Prueba del Teorema 3.0.20.

y usando que éste no es eliptico, se tiene que L; N Ly = (), y hay dos casos
(véanse las Figuras 3.12, 3.13).

Figura 3.13: Prueba del Teorema 3.0.20.

En el caso en que el producto gh sea hiperbdlico, se genera un hexagono
hiperbdlico, por lo que usando la identidad (3.12), tenemos

senh 1T senh 1p(Ag, Ay) = cosh 5 p(L1, L),
como en la Figura 3.14, por lo que
senh £p(Ay, Ap) senh 3T > 1,

y se cumple el corolario.
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%p(Ag, Ah)

%p(lq, L4)

Figura 3.14: Pentagono hiperbdlico.

Para el caso en que el producto gh sea parabdlico, usamos (3.11) y obte-

nemos,
senh 17" senh 1p(Ay, Ap) = cos 0 = 1,

por lo que también se cumple el corolario (véase la Figura 3.15).

%p(Agv Ah)

Figura 3.15: Cuadrilatero hiperbdlico.

En la construccién anterior se observa que si la longitud de traslaciéon T'
es muy grande, el producto gh es hiperbodlico; es decir, las geodésicas L; y
L, no se intersecan. En cambio, si T' es pequena, el producto sera eliptico,
es decir, ocurre que L; N Ly # 0, por lo que, por continuidad (al variar el
haz de geodésicas), existe una longitud 77, de tal forma que

senh 1 p(Ay, Ap) senh 377 = 1.

Por ultimo consideramos el caso en que los ejes A,, A, asociados a las
transformaciones g y h respectivamente, se intersecan. Para demostrar este
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caso se usard una expresion alterna de las isometrias hiperbodlicas y la ley de
cosenos hiperbdlicos.

Teorema 3.0.23 Sea g una isometria, entonces g es hiperbolica si y solo
st se puede expresar como
€2€1,

donde €;, i = 1,2 son transformaciones elipticas de orden dos con puntos
fijos v1,v9 en el eje de g. Mas aun, uno de los puntos se puede tomar de
manera arbitraria.

Una prueba se puede consultar en [8] p.p. 70-72.

Laley del coseno de un triangulo con lados finitos a, b, ¢ y angulos «, 3,7,
esta dada por

cosh ¢ = cosh a cosh b — senh a senh b cos 7. (3.13)
La demostracién aparece en [2] p.p. 148-150. Véase la Figura 3.16.

Figura 3.16: Regla del Coseno.

Teorema 3.0.24 Sean g y h, isometrias hiperbolicas tales que sus ejes
Ag, Ay, se intersecan en un punto v. Supdngase también que el dngulo entre
los semirayos desde v a los puntos fijos atractores de g y de h, es 6 donde
0 < 8 <7, entonces el producto gh, es hiperbolico y

2 |tr(gh)| = cosh (3T,) cosh (37),) + senh (37,) senh (37},) cos 6.
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Figura 3.17: Prueba del Teorema 3.0.24.

DEMOSTRACION. Usando el 3.0.23 se puede suponer que g = £4¢3 donde
€4, €3 son transformaciones elipticas de orden dos con puntos fijos wvy,vs
respectivamente; y h = e5e; donde €5, €1, son transformaciones elipticas
de orden dos con puntos fijos wvs,v; respectivamente. Se puede suponer que
vy = v3 = v. Obsérvese que v1,v2 € A, y vs,v4 € Aj,. Notemos que

h(vi) = e2e1(v1) = e2(v1),
por lo que la longitud de traslacion de h estda dada por
T, = p(vr,v),
véase la Figura 3.17. También
g(v) = esesz(v) = ea(v),

y la longitud de traslacion de ¢ esta dada por

DO [

Tg = P('U, U4)‘

Tomando L, la geodésica por vy y wv4, tenemos que el producto gh es de
la forma
EQ4E3E2E1 = €4€1

que es hiperbdlico, al ser composicién de dos transformaciones elipticas de
orden dos. Ademas gh fija los extremos de L y

%Tgh = p(vlv U4)7
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entonces
cosh 3Ty, = cosh p(vy, vy).

Ahora, usando (2.8)
21 tr(gh) | = cosh 3T, = cosh p(vy, vs).
Finalmente usando la ley de cosenos (3.13), tenemos
cosh p(vi,vs) = cosh 3T}, cosh 1T, — senh 37}, senh 17} cos (m — 0)

= cosh %Th cosh %Tg + senh %Th senh %Tg cos 0,

que es lo que se queria demostrar.
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