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Introduccion

El objetivo de este trabajo (ademds, claro estd, de obtener el grado
de Doctor) es presentar nuevas condiciones suficientes mds débiles que las
existentes, para asegurar cuando una digrafica finita o infinita puede tener
nucleo o no. Si usted esta leyendo esta tesis es muy probable que conozca el
concepto de nicleo y esa haya sido una de las razones para que se encuentre
entre sus manos, pero también cabe la posibilidad de que no sea asi y que la
motivacion que lo ha llevado a leer este trabajo es para conocer qué es y para
qué sirve un nucleo. Asi que permitame introducir brevemente la definicién
de un nicleo: Un nicleo de D es un conjunto independiente y absorbente

de vértices de D.

El concepto de ntcleo de una digréfica fue introducido por J. Von Neu-
mann y Morgenstern [32] en el contexto de la Teorfa de Juegos, para ser
mas precisos en juegos de cooperacién entre n personas: Supongamos que n
personas, denotados por 1, 2,...,n tienen que discutir la seleccién de un solo
punto o elemento del conjunto X, llamado el conjunto de las situaciones.
Si el jugador i prefiere la situacién a a la situacién b, escribiremos a >* b.
Las preferencias individuales podrian no ser compatibles y recordemos que
se estd haciendo una eleccién de grupo, asi que la preferencia individual no
serd tomada en cuenta. La preferencia undanime de una situacién seria la me-
jor solucién, pero esto rara vez sucederia. Asi que serd necesario introducir el
concepto de preferencia efectiva. La situacién a se dice que es efectivamente
preferida a b, si existe un grupo dentro de las n personas que prefieren a a b

y ellas juntas son capaces de imponer la preferencia de a sobre b. Nétese que
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VIII Introduccion

la preferencia efectiva no es transitiva. Ahora consideremos la digrafica D,
con X como el conjunto de vértices de D y donde N~ (z) denota el conjunto
de las situaciones efectivamente preferidas a x, i.e. ab es una flecha de D si
b es efectivamente preferida sobre a. Si la digréfica D tiene un nicleo S, la
seleccién serd confinada a los elementos de S. Ya que S es independiente,
ninguna situacién de S es efectivamente preferida a otra de S. Y por ser
absorbente, para cada situacién x ¢ S, existird una situacién en S que es
efectivamente preferida a x, asi que x puede ser inmediatamente descartado.

Von Neumann y Morgenstern llamaban a S solucidn.

Ahora consideremos una teoria, es decir, un conjunto de proposiciones
a, b, c, ... que representaremos con vértices; anada una flecha ab si la proposi-
cién b implica la proposicién a. Podemos observar que la digréafica resultante
es transitiva. Una base de axiomas de la teoria es un conjunto B de propo-

siciones que llamaremos axiomas, tal que:

1. Cada proposicién que no esta en B se sigue de alguno de los axiomas

(que estén en B).

2. Ningun axioma se sigue de otro axioma.

El conjunto B de axiomas es un ntcleo de nuestra digréfica.

Posteriormente se han encontrado muchas aplicaciones:

1. En juegos tipo Nim [3]: dados los jugadores A y B y una digrafica D,
podemos definir el siguiente juego: se fija un punto inicial zq, el juga-
dor A selecciona un vértice x1 entre el conjunto de vértices a los que les
llega una flecha desde ¢ (la exvecindad de g, denotada por Nt (x)),
el jugador B selecciona cualquier vértice z2 en N1 (z1) y asi suce-
sivamente. Pierde el primer jugador que no puede elegir un vértice.
Podemos observar facilmente que si la digrafica tiene un nicleo, en-

tonces el jugador que escoge un elemento en el nicleo no pierde.

2. En légica [2, 1]
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3. Y recientemente en complejidad computacional, inteligencia artificial,
combinatoria y teorfa de cédigos [13, 12, 27, 28, 29].

Aplicaciones importantes de niicleos en Teoria de Juegos se pueden encontrar
en [13] y en [29].

Una digrafica D es llamada nicleo perfecta si cada subdigrafica inducida
de D tiene niicleo. D es una digrafica nicleo imperfecta critica si D no tiene
nicleo pero cada subdigréafica inducida propia de D si tiene nucleo. Este
concepto fue motivado por la famosa conjetura de las gréficas perfectas,
debida a Berge (una gréfica es perfecta si y s6lo si no contiene un ciclo de
longitud impar inducido de orden mayor o igual a 5, ni su complemento). Una
orientacion de un grdfica G = (V, E) es una digrafica D = (V, A) obtenida
de orientar cada arista de GG, en una o dos direcciones. Una orientacién
de una gréafica G es llamada clan aciclica si cada clan C' de G tiene un
nucleo. Una grafica es llamada nicleo soluble si cada una de sus orientaciones
clan aciclica tiene ntcleo. Las gréfica nicleo soluble fueron consideradas por
Berge y Duchet [4], quienes conjeturaron que las gréficas nticleo solubles y

las gréficas perfectas son la misma familia.

La existencia de ntcleos en digraficas ha sido el tema de mas de 80
articulos. Notemos que algunas digraficas no tienen nicleo, algunas tienen

varios nucleos y otras tienen un tnico nicleo, (Fig. 1).

AT 4

Figura 1. a) no hay nicleo, b) hay 2 nicleos y ¢) hay tinico niicleo.

Algoritmos para construir todos los ntcleos de una digrafica D han
sido presentados por Roy en [37] y Rundeanu en [38]. Aparte de éstos,

existen muy pocos resultados algoritmicos concernientes a nucleos. En [6]
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Chvatal probé que el problema de decidir si una digréafica tiene nicleo es
NP-completo. Posteriormente Fraenkel [12] demostré que el problema de de-
cidir si una digréfica tiene nicleo es NP-completo, ain para digraficas planas
D con restricciones de grado df(z) < 2, dp(z) < 2 y d(z) < 3 para todo
vértice x. Con esto se observa que ain en digraficas relativamente sencillas

es dificil saber si tiene ntucleo o no.

Uno de los resultados fundamentales dado por Berge en [2], es el siguien-

te:

Teorema 1 S5iS es un nicleo de una digrdfica D, entonces S es un conjunto

independiente maximal y absorbente minimal.

Uno de los problemas que ha despertado un particular interés es el de
establecer condiciones suficientes para que exista un ntcleo en una digrafica.
El siguiente teorema debido a Berge da una condicién necesaria y suficiente
para que un conjunto S C V(D) sea nicleo de D. Recordemos que la funcidn
caracteristica ¢pg(z) de S estd definida por ¢pg(z) =1,sixz € S'y ¢pgs(x) =0,
siz ¢ S. Si NT(x) =0, definimos méx,c n+ (1) {ps(y)} = 0.

Teorema 2 (Berge, [3]) Un conjunto S C V(D) es nicleo de la digrdfi-
ca D si y sélo si su funcion caracteristica ¢g(x) satisface ¢pg(z) = 1 —
max{os(y) |y € NT(2)}.

Nétese que podemos cambiar la pregunta anterior a una mas general,
la de establecer condiciones suficientes para que una digafica sea nicleo
perfecta. Una propiedad P es hereditaria si para cualquier digrafica D que
cumple la propiedad P, cada subdigrafica inducida de D también cumple
la propiedad P. Propiedades como la transitividad, el ser aciclica y el ser
simétrica son hereditarias. Asi que para mostrar que una digrafica D con
una propiedad P hereditaria es ntucleo perfecta, es suficiente probar que D
tiene nicleo. Usando esta idea los siguientes resultados clasicos pueden ser

obtenidos:

1. Una digrafica simétrica es nicleo perfecta. [2]
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2. Una digréfica transitiva es ntcleo perfecta y todos los niicleos tienen

la misma cardinalidad. (Konig, [24])

3. Una digrafica sin ciclos dirigidos es nicleo perfecta y su ntcleo es

tnico. (Von Neumann, [32])

4. Una digrafica sin ciclos dirigidos de longitud impar es nicleo perfecta.
(Richardson, [34])

El principal resultado de este trabajo (Capitulo 1) y del cual se derivan
los demas contenidos aqui, es probar que digraficas que cumplen con una
propiedad en particular (la cual denotamos por P(ap,,<)) tienen ntcleo
y observar que esta propiedad sea hereditaria para asi obtener digraficas

nucleo perfectas.

Cabe mencionar que muchas extensiones del Teorema de Richardson han
sido encontradas. Una importante, ya que ha sido estudiada y generalizada,
es la de Duchet [8].

Teorema 3 Si D es una digrdfica tal que cada ciclo dirigido de longitud

mmpar tiene al menos una flecha simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Otros resultados similares se muestran a continuacion:

1. Si cada ciclo dirigido de longitud impar (z1,z2,...,Zokt1, 1) €n una
digréfica D tiene dos pseudodiagonales del tipo (x;, i+2), (Tit1, Tit+3),

entonces D es nucleo perfecta. (Duchet, [7]).

2. Si cada ciclo dirigido de longitud impar en una digrafica D tiene al
menos dos pseudodiagonales con polos consecutivos, entonces D es

ntcleo perfecta. (Galeana-Sénchez y Neumann-Lara, [19]).

Sin embargo, es falso que una digréfica D tal que todos sus ciclos dirigidos
de longitud impar tienen dos pseudodiagonales es niicleo perfecta (Galeana-
Séanchez, [14]).
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Inspirados en los resultados anteriores, en el Capitulo 2, presentamos teo-
remas que nos dicen cémo es la estructura de las digraficas nicleo perfectas
en términos también de ciclos dirigidos de longitud impar y sus pseudodia-

gonales.

Otros resultados ya existentes que se destacan son:

1. La unién de dos digréificas transitivas es nicleo perfecta. (Sands, Sauer,
Woodrow, [39])

2. Una digréafica quasitransitiva, tal que cada clan tiene nicleo, es ntcleo

perfecta. [5]
3. Digréficas pretransitivas derecha o izquierda son ntcleo perfectas. [8]

4. Digréficas localmente semicompletas son niicleo perfectas siempre que

cada clan tenga ntcleo. [5]

Como consecuencia de nuestro principal resultado que se muestra en
el Capitulo 1 y siguiendo la linea de los resultados anteriores, se obtuvie-
ron condiciones para asegurar cuando uniones entre digraficas transitivas,
asimétricamente transitivas, pretransitivas derechas e izquierdas y simétricas

pueden dar como resultado digraficas nicleo perfectas (Capitulo 3).

Otros resultados relacionados con nicleos son los publicados por Ri-
chardson [35, 36], Duchet y Meyniel [10], Duchet [8, 9], Galeana-Sénchez
[14], asi como Galeana-Sanchez y Neumann-Lara [19, 20]. Estos han dado

lugar al desarrollo de muchos resultados mas.

Aunque no todas las digraficas tienen ntcleos, se ha demostrado que
casi todas las digrdficas tienen uno. Sea D(n,p) una digrifica aleatoria de
n vértices, donde cada flecha dirigida xy tiene probabilidad p de estar en la

digréfica. Ferndndez de la Vega [11] estableci6 el siguiente resultado:

Teorema 4 Sea p fijo, 0 < p < 1. La probabilidad de que una digrdfica

aleatoria D(n,p) posea un nicleo tiende a 1 cuando n — oo.
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Tomescu en [40] noté el mismo resultado. Mostré que casi todas las

digraficas D de orden n contienen ntcleos K, tal que
log(n) — log(log(n)) — 1.43 < |K| < log(n) — log(log(n)) + 2.11
y el nimero de niicleos, K (D), de D satisface que

n0913+0) < K(D) < n'*t9M | cuando n — oo.

También se han desarrollado generalizaciones del concepto de nicleo
como las de semintcleo y semintcleo médulo F', lo cual ha llevado a obtener
condiciones mé&s débiles pero suficientes para la existencia de nucleo en una

digrafica.

Neumann-Lara en [33], introduce el concepto de semintcleo y establece
condiciones suficientes para que una digrafica sea nucleo perfecta. Un se-
mintcleo S de una digrafica es un conjunto de vértices independiente tal

que si existe una (S, u)-flecha en D, entonces existe una (u, S)-flecha en D.

Teorema 5 (Neumann-Lara, [33]) Todas las subdigrdficas inducidas de

una digrdfica tienen seminicleo si y solo si la digrdfica es nicleo perfecta.

Més adelante en [15], Galeana-Sdnchez introduce el concepto de se-
mintcleo médulo F; un seminicleo modulo F, S, de una digrafica D, con
F un conjunto de flechas de D, es un conjunto de vértices independiente tal
que si existe una (S, u)-flecha en el complemento de F', entonces existe una
(u, S)-flecha en D. Galeana-Sdnchez también da condiciones suficientes para

que una digrafica sea nicleo perfecta:

Teorema 6 (Galeana-Sanchez, [15]) Sean D una digrdfica finita y Dy
una subdigrdfica asimétricamente transitiva de D, tal que cada subdigrdfica
inducida de D tiene seminicleo mddulo A(D1). Si D es una digrdfica Op, -
libre, esto es, que no contiene como subdigrdfica inducida a ningun elemento
de la familia Bp, (Fig. 2; las flechas etiquetadas con 1 estdn en D1, las
etiquetadas con 2 no estdn en Dy y las que no tienen etiqueta pueden estar

o no en Dy), entonces D es nicleo perfecta.
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De hecho los dos teoremas anteriores son la motivacién de nuestro re-
sultado principal (Capitulo 1). En esta tesis se puede encontrar un teorema
que da condiciones suficientes del tipo de los Teoremas 5 y 6 para saber
cuando una digrafica finita o infinita es nucleo perfecta, pero en términos de

semintcleos médulo F'.

Chvatal y Berge conjeturaron que si D tiene nicleo, entonces la digrafica
D=1, que resulta de voltear todas las flechas de D es nicleo perfecta. Un
contraejemplo fue encontrado por Duchet y Meyniel [10]. Del mismo modo
Kwasnik [26, 25] y Marcu [30, 31] obtuvieron resultados concernientes a

digraficas fuertemente conexas, los cuales son generalizaciones del Teorema
de Richardson.

Ya que no toda digrafica tiene niicleo es también interesante preguntarse

acerca de las digraficas sin nicleos, como las niicleo imperfectas criticas. El
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siguiente resultado es un resultado muy interesante que envuelve digraficas

nicleo imperfectas criticas y digréficas fuertemente conexas:

Teorema 7 (Duchet, [7]) Una digrdfica nicleo imperfecta critica es fuer-

temente conexa.

Construcciones de digraficas nicleo imperfectas criticas pueden ser en-
contradas en [10, 20, 21]. Después del surgimiento de la nicleo perfeccion
de las digraficas, muchos graficélogos han hecho contribuciones significantes.
Entre ellos se encuentran Galeana-Séanchez y Neumann-Lara. Ellos definie-
ron una R-digrdfica como aquella que cada subdigréfica inducida no vacia
tiene semintcleo no vacio. Esta definicién es equivalente a la de nicleo per-

fecta.

En [20], estos dos autores investigaron otras condiciones suficientes para
que una digréafica sea nucleo perfecta. Ellos mostraron que la parte asimétri-
ca de una digréfica nicleo imperfecta critica D, Asim(D), es fuertemente
conexa.A continuacién presentamos algunos de sus resultados, reemplazan-
do el término R-digréafica por el de nicleo perfecta. Estos resultados proveen
evidencias de que usando composiciones ordinarias de graficas, la familia de

las ntcleo perfectas puede ser extendida.

Teorema 8 Si V(D) tienen una biparticion {V1,Va} tal que cada (V1,Va)-
flecha es simétrica y D[V1] y D[Va] son nicleo perfectas, entonces D es

niucleo perfecta.

Teorema 9 Una digrdfica es nicleo perfecta si y sélo si para cada compo-

nente fuertemente conexa o de Asim(D), D[V («/)] es nicleo perfecta.

Corolario 10 Si para cada componente fuertemente conexa o de Asim(D),

D[V ()] es bipartita, entonces D es nicleo perfecta.

Teorema 11 (Jacob, [23]) Sean D1, Do y D digrdficas tal que V(D1) N
V(D3) = {v} y D = D1 U Dy. Entonces D es nicleo perfecta si y sdlo si D;

y Do son nicleo perfectas.
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En fin, se ha hecho mucho en el tema de ntcleos en digraficas y nuestra
aportacion mas importante dentro de éste es el de dar condiciones mas
débiles de las existentes hasta ahora y que también pueden ser aplicadas
a digraficas infinitas. Asi que en el primer capitulo encontrard el principal
resultado que se menciona anteriormente, del tipo de los obtenidos por V.
Neumann-Lara [33] y H. Galeana-Sanchez [15], pero también visto desde una
perspectiva mucho mas general y en algunas derivaciones de este resultado
verificaremos que las hipotésis pedidas sean justas, (los resultados obtenidos

en este capitulo se incluyeron en los articulos de investigacién [16] y [17].)

En el segundo capitulo trateremos sobre la estructura que tienen las
digraficas nucleo perfectas y las nicleo imperfectas criticas. En las primeras
digraficas, los resultados que se obtuvieron aunque son mas débiles que los
existentes a la fecha no pueden ser aplicados a digraficas infinitas y en el
caso de las segundas si se pueden aplicar a digrédficas infinitas, aunque hasta
el momento no se conocen si existen tales digraficas. Con el material de este

capitulo se escribié el articulo [18].

Y por tultimo, Capitulo 3, damos una recopilacién de consecuencias (nue-

vas y ya conocidas) que se derivan del resultado principal.

Asi que sélo me resta desearles una deliciosa travesia a través de los
nicleos y semintcleos. Solo les pido un poco de paciencia, pues muchas de
las veces las demostraciones han sido divididas en casos y subcasos (jy a
veces subsubcasos!), pero tanto en esas como en otras demostraciones sin
casos, he intentado ir describiendo paso por paso lo que se va demostrando,
buscando llevarlos asi un poco de la mano para evitar que queden perdidos

y tristes de no poder seguir la demostraciéon. Espero haberlo logrado.
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En esta parte de la tesis presento los conceptos y notaciones que em-
plearemos a lo largo del trabajo, asi como también resultados béasicos sobre
nicleos. En algunos casos, ciertas definiciones se daran justo antes de ser

utilizadas, por lo que no se encuentran en este capitulo.

0.1. Digraficas

Definicién 0.1 Una digrdfica D es una pareja (V(D), A(D)) donde V(D)
es un conjunto no vacio y A(D) C (V(D)xV(D)). Los elementos de V(D)
son los vértices de D y los de A(D) son las flechas. FEl orden de una
digrdfica es la cardinalidad del conjunto de véritces. Decimos que la digrdfica
es finita o infinita si tiene orden finito o infinito, respectivamente. En toda
la tesis se consideran digrdficas infinitas, a menos que se diga lo contrario,

y sin flechas de la forma (v,v), las cuales son llamadas lazos.

Cuando se sabe que v (resp. f) hace referencia a un vértice (resp. una
flecha) v € D (resp. f € D) denotard de manera més simple que v € V(D)
(resp. f € A(D)). También escribiremos la flecha uv en vez de (u,v).

Si f =wvjvy € A(D), diremos que f va de v1 a ve, que f sale de vy 6 que f
llega a vg, también diremos que v; y vy son los extremos de f y que vy (resp.
v2) es el punto incial (resp. final). Dos flechas son adyacentes si tienen un
extremo comun. Si ademds v; € Sy y vy € So, con S1,52 C V (D), se dird que

f es una (v1, S2)-flecha, (S1,v2)-flecha, (S1,S2)-flecha o simplemente una

1
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(v1,v2)-flecha.

Definicién 0.2 Una flecha vive € A(D) es llamada asimétrica, (resp.

simétrica) si vovy ¢ A(D) (resp. vov1 € A(D)).

Definicién 0.3 Dada una digrdfica D y u € V(D), definimos la exvecin-
dad de u como I't(u) = {v € V(D) | wv € A(D)} y la invecindad de
u como ' (u) = {v € V(D) | vu € A(D)}. Sea B C V(D), definimos
por I'T(B) = {v € V(D)| existe una (B, v)-flecha} a la exvecindad de B
y por I'7(B) = {v € V(D)| eziste una (v, B)-flecha} a la invecindad de
B. Denotemos por 6t (u) = [T (u)] y 6 (u) = [T (u)|; a 6T (u) y 6~ (u)
le llamaremos exgrado e ingrado de u, respectivamente, y grado de u a
8(u) = 6T (u)+ 8 (u). También denotamos por F, = {f € A(D)| existe v €
V(D) tal que f = w} y F, = {f € A(D)| existe v € V(D) tal que f =

vu}.

Definicién 0.4 Sea D una digrdfica. Decimos que H = (V(H), A(H)) es
una subdigrdfica de D, H C, si ) # V(H) C V(D) y A(D) C A(D).
Si A C V(D), definimos la subdigrdfica de D inducida por A como la
digrafica que tiene como conjunto de vértices a A y como conjunto de flechas
a todas las flechas de D que tienen ambos extremos en A, es decir, todas las
(A, A)-flechas. Denotamos por D[A] a la subdigrdfica de D inducida por A.
Si B C A(D), definimos la subdigrdfica de D inducida por B como la
digrdfica que tiene como vértices a los extemos de las flechas en B y como
conjunto de flechas a B. Llamaremos una subdigrdfica inducida de D a la
subdigrdfica H de D, tal que si u,v € H, entonces uv € A(H) si y sdlo si
wv € A(D) y se denotard por H C* D.

Definicién 0.5 S es una subdigrdfica generadora de D, si S es una
subdigrdfica de D y V(S) = V(D).

Definicion 0.6 Sea H una familia finita de digrdificas. Una H-subdigrdfica
de una digrdfica D es una subdigrdfica inducida de D isomorfa a un miembro

de H. Una digrifica es H-libre si no contiene ninguna H-subdigrdfica.
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Definicién 0.7 La parte asimétrica de D (resp. parte simétrica de
D), que serd denotada por Asim(D) (resp. Sim(D)), es la subdigrdfica ge-
neradora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas (resp. simétricas)
de D.

Definiciéon 0.8 Decimos que una digrdfica D es una digrdfica simétri-
ca (resp. digrdfica asimétrica) si todas sus flechas son simétricas (resp.

asimétricas).

Definicion 0.9 Sea D una digrifica. Si uv,vw € D implica que uw € D,
entonces decimos que D es una digrdfica transitiva. Si uv,vw € Asim(D)
implica que uw € Asim(D), entonces D serd llamada asimétricamente

transitiva.

Definicion 0.10 Sean D una digrdfica y H una subdigrdfica de D. Defi-
niremos a la flecha uv como una pseudodiagonal de la digrdfica H en D
siu,v € V(H) yuwv € A(D) \ A(H). Sean A,B C V(H), si la flecha uv
es una pseudodiagonal de H, con uw € A y v € B, llamaremos a uv una

(A, B)-pseudodiagonal.

Definicion 0.11 Un camino C en una digrdfica D es una sucesion de
vértices (ug,u1,ua, - .., uy) tal que para cada i € {0,1,2,...,n — 1} se tie-
ne que uiuir1 € A(D) 6 uip1u; € A(D). En este caso decimos que es un
(u1,upn)-camino de D. Decimos que n es la longitud de C y la denotamos

por [(C). Una trayectoria de D es un camino (ug,u1,us,...,u,) tal que

i #uj siiF£ .

Sea C' = (ug,u1,ug,...,u,) un camino en una digrafica D. Si 0 < i <
J < n denotamos por (u;, C,u;) al (u;, uj)-camino contenido en C, es decir,

(ui, Coug) = (Ws, Wig1, Wig2, - - - Uj1, Uyj)

Definiciéon 0.12 Un camino cerrado en una digrdfica D es un camino

(up, U1, ug, ..., Uy), tal que ug = uy,. Un ciclo de D es un camino cerrado

(w0, w1, U2, ..., Un,up) tal que u; # uj sii # j.
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Definiciéon 0.13 Un camino dirigido en una digrdfica D es un camino
(uo, w1, U2, ..., up), tal que para cada i € {0,1,2,...,n — 1} se tiene que
wiui+1 € A(D). Una trayectoria dirigida en D es un camino dirigido que
ademds es una trayectoria. Si la trayectoria dirigida inicia en un vértice ug
es de longitud infinita, es decir, es de la forma (ug, u1,us, . ..) y uiu; € A(D),
con i < j, entonces decimos que es una trayectoria infinita exterior.
Sea T = (wpy, wy,ws, ..., w,) una (A, B)-trayectoria, esto es, que wy € A y

wy, € B. Decimos que T es directa st T N B = {wy}.

Definiciéon 0.14 Un camino dirigido cerrado en una digrdfica D es un
camino dirigido que ademds es un camino cerrado. Un ciclo dirigido en D
es un camino dirigido cerrado que ademds es un ciclo. Denotamos por Cy,

al ciclo dirigido de orden n.

Definicion 0.15 Una digrdfica D es una digrdfica bipartita si existe una
biparticion {X,Y} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene

un extremo en X y otro en Y.

Definiciéon 0.16 Una digrdfica D es conexa o débilmente conexa si
existe una trayectoria (no necesariamente dirigida) entre cualesquiera dos
vértices de D y fuertemente conexa si existe una trayectoria dirigida entre

cualesquierea dos vértices de D.

0.2. Operaciones entre digraficas

Para simplificar la escritura a lo largo de la tesis nos ayudaremos con el
signo —, como sigue:

Sea v un vértice en la digrafica D. D—v denotard la subdigrafica inducida
por V(D) \ {v}. Si A C V(D), entonces D — A es la subdigréfica inducida
por V(D — A) = V(D) \ A. Si B C A(D), entonces D — B es la digrafica
que tiene como conjunto de vértices al V(D) y como conjunto de flechas
A(D)\ B.
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Si Dy C D, entonces D — Dy es la subdigréfica de D, D — A(Dy).

Definicién 0.17 ([20]) Sean D1, D digrdficas, v € V(D;) y u; € V(D;),

1 =1,2. Supdngase que
V(D1) NV(Dy) = {v},

UV € Szm(Dz) Y H, =D, — {uiv,vui},i =1,2.

Entonces definimos D1 © Ds de la siguiente manera:
V(D1 C) Dg) = V(Dl) U V(DQ) Y

A(Dl © Dg) = A(Hl) U A(HQ) U {U1U2, UQU1}.

Uy Uz

Figura 0.1. D; © Ds.

En esta primera operacion D1 © Do, lo que se hace es pegar a las dos
digraficas, D1 y Do, en el vértice v, quitar a cada digréfica las flechas

vug, uv, i = 1,2 y agregarle las flechas ujus y uguy (Fig. 0.1).

Definicién 0.18 ([20]) Si f = uwv € A(D),D(f/P,) denotard la digrdfica
D' tal que D' = (D — f)U P,(u,v), donde P,(u,v) es una (u,v)-trayectoria
dirigida de longitud n — 1, que satisface que V (P, (u,v) N V(D)) = {u,v}.
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Figura 0.2. D(f/P,).

En la segunda operacién se reemplaza una flecha wv por una (u,v)-

trayectoria de longitud n — 1 (Fig. 0.2).

Definicién 0.19 ([21]) Sean D wuna digrdfica y U,UT, U~ conjuntos de
vértices con la misma cardinalidad, tales que U C V(D) y V(D), U, U™
son disjuntos. Denotaremos por u" (resp. u™) el vértice en UT (resp. U™),
el cual corresponde a u € U, para alguna biyeccion fija desde U a U™ (resp.

U a U™). Definimos la digrdfica Dy como sigue:
= V(Do) = (V(D)\U)uUTUU",

» A(Dy) = ADV(D)\U)U{zu" |zu€ A(D) yz¢ UuecUtU{utz|
uz € AD),u e U yz g Uru{utu" | v € AD) yu',u’ € U}).

y denotamos a 3 = {By, | u € U} como un conjunto de trayectorias dirigidas
disjuntas en vértices donde cada (3, es una (u™,u™)-trayectoria dirigida de
longitud par y V(B,) NV (Do) = {u~,u"}, entonces definimos la digrdfica

s(D), como

V(s(D)) = V(Do) U |J V(B.),  A(s(D)) = A(Do) U | A(Bu)-

uelU uelU
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U3 Uz

/

us V2

D s(D)

Figura 0.3. 5(D), con U = {uy,u2,u3}. De u; a uj hay una trayectoria dirigida
de longitud par.

En esta tltima operacién un vértice u se parte en dos vértices, ut y u~,
las flechas que le llegaban a u ahora le llegan a u~ y las flechas que le salian
a u ahora salen de u™ y se afiade una trayectoria dirigida de longitud par
de u~ a ut (Fig. 0.3).

0.3. Ncleos
Definicién 0.20 Sean D una digrdfica e I C V(D). Se dice que I es inde-

pendiente si para cualesquiera dos vértices x,y € I, zvy,yx ¢ A(D). Y se

le llama absorbente si para cada x € V(D) \ I eziste una (z,I)-flecha.

Definicién 0.21 (Von Neumann, Morgenstern, [32]) Sean D una di-
graficay S C V(D). S es un nicleo de D si S es independiente y absorbente.

Berge probé lo siguiente:

Proposicién 0.22 (Berge, [3]) Un nicleo es independiente mazimal y ab-

sorbente minimal.



8 Preliminares

Definicién 0.23 (Neumann-Lara, [33]) Sean D una digrifica y S C

V(D). S es un semindcleo, si satisface lo siguiente:

1. § es independiente y

2. Si existe una (S, z)-flecha, con x € V(D) \ S, entonces existe una
(x, S)-flecha.

Definicién 0.24 (Galeana-Sanchez, [15]) Sean D una digrdfica y F un
subconjunto de A(D). S C V(D) es un seminicleo mddulo F, si se sa-

tisface lo siguiente:

1. S es independiente y

2. Si existe una (S,x)-flecha en A(D)\ F, con x € V(D) \ S, entonces

existe una (x,S)-flecha en D.

Se puede observar que un nucleo de una digrafica D es seminicleo de
la digrafica, porque todos los vértices fuera del nicleo son absorbidos, en
particular aquellos a los que les llega una flecha desde el nicleo. También se
puede observar que un semintcleo de D es también semintcleo médulo F' de
D, con F cualquier conjunto de flechas, porque a todos los vértices fuera del
semintcleo que les llega una flecha desde el semintcleo, en particular a los
que les llega una flecha que no estd en F', son absorbidos por el seminiticleo.
El conjunto de flechas F' son precisamente las flechas que estorban para
que el seminticleo médulo F' sea un semintcleo, pues sus vértices finales
son precisamente los que no sabemos si son absorbidos o no. Asi que si se
remueven las flechas de F' en D, los semintcleos moédulo F' son seminticleos

de la nueva digrafica.

Definiciéon 0.25 Diremos que una digrdfica D es nicleo perfecta, si toda

subdigrdfica inducida de D posee un nicleo.

Neumann-Lara demostré el siguiente teorema, dando asi otra definicién

de digrafica ntcleo perfecta:
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Teorema 0.26 ([33]) D es nicleo perfecta si y sélo si cada subdigrdfica

inducida de D tiene un seminicleo no vacio.

Definicion 0.27 Una digrdfica D es nicleo imperfecta critica si cada

subdigrdfica inducida propia de D tiene un nicleo, pero D no tiene nicleo.

Teorema 0.28 ([20]) Si D1 y Do son dos digrdficas nicleo imperfectas

criticas, entonces la digrdfica D1 © Dy nicleo imperfecta critica.

Teorema 0.29 ([20]) Si D es una digrdfica nicleo imperfecta critica y n

es par, entonces D(f/P,) es nicleo imperfecta critica.

Teorema 0.30 ([21]) Si D es niicleo imperfecta critica, entonces s(D) tam-

bién es nicleo tmperfecta critica.

Teorema 0.31 ([19]) Si cada ciclo dirigido de la digrdfica D tiene una
flecha simétrica, es decir, si no hay ciclos dirigidos en la parte asimétrica,

entonces D es micleo perfecta.

_
Denotaremos por C(j1,72,73,---,Jk) & la digrifica con conjunto de

vértices V(E?n(jl,jg,j;;, cooydk)) = {0,1,...,n — 1} y conjunto de flechas
—
A(C 1 (J1, 52,535 - - 5 Jk)) = {(u,v) | v —u = js(mod n),s =1,2,...,k}. [20]

Teorema 0.32 ([20]) Las digrdficas 5}”(1, 2,3,...,1%),-2,-3,...,—1%])

son digrdficas nicleo imperfectas criticas para n > 4.

0.4. Ordenes parciales

Definicién 0.33 Un conjunto parcialmente ordenado, (A, R), es un

conjunto A con una relacion de orden R que cumple:

Reflexividad. (a,a) € R, para toda a € A.

Antisimetria. Si {(a,b),(b,a)} C R, entonces a = b.
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Transitividad. Si {(a,b), (b,c)} C R, entonces (a,c) € R.

Si tenemos un subconjunto B de un conjunto parcialmente ordenado A,
se puede observar que B es también un conjunto parcialmente ordenado con

el mismo orden parcial.

Definicién 0.34 Sea A un conjunto parcialmente ordenado con la relacion
< yBCA. x€ B es un elemento maximal de B si no existe y € B tal
quez <y yx #y. Una cota superior de B es un elemento z € A, tal que
x < z para todo x € B. Una cadena C de A es un conjunto de elementos

de A, tal que si a,b € C, entonces a < b ¢ b < a.

Lema 0.35 (Lema de Zorn) Sea A un conjunto no vacio con un orden
parcial R. Si toda cadena C tiene cota superior, entonces A tiene un ele-

mento mazximal bajo el orden R.

Proposicién 0.36 Sea (A, R) un conjunto parcialmente ordenado. Si toda
cadena tiene cota superior, entonces para todo a € A existe b € A maximal
tal que (a,b) € R.

Demostraciéon. Sea a € A. Supongamos que a es elemento maximal de
(A, R), entonces tenemos que (a, a) € R, pues R es reflexiva y asi concluimos.
Sia no es elemento maximal, sea Q = {z € A | (a,z) € R}. Sea C una cadena
de Q C A, por lo tanto tiene cota superior z € A, es decir, (b, z) € R, para
toda b € C C Q. Por el Lema de Zorn 0.35 sabemos que ) tiene elemento

maximal z*.
z* es elemento maximal de A, de lo contrario w € A, tal que (z*, k) € R.
Pero como z* € €, se tiene que (a,z*) € R. Por lo tanto (a,k) € R, lo que

implica que k € €, esto contradice la maximalidad de z*.



Capitulo 1

Nuevas condiciones
suficientes para la existencia

de nucleos

Dentro de la teoria de ntcleos, uno de los problemas principales es poder
caracterizar digraficas que son nicleo perfectas. En 1971 V. Neumann-Lara,
[33], ofrecié condiciones suficientes para determinar cudndo una digrifica
era nucleo perfecta en términos de seminticleos, un concepto mas débil que
nucleo. Este resultado ha sido la base para otros més, como por ejemplo
[15]. En[15], H. Galeana-Sénchez definié el concepto de seminicleo mddulo
F, similar a los de nticleo y semintcleo, pero aiin més débil y dio condiciones
suficientes para decidir cudndo una digrafica finita es nicleo perfecta en

términos de seminucleo médulo F'.

En este capitulo se generaliza el resultado de H. Galeana-Sanchez para
digréficas infinitas y se obtiene asf también un teorema base (Teo. 1.15) con

condiciones suficientes mas débiles que las dadas en [15, 33].

11
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1.1. Definiciones y notaciones

Si D1 es una subdigréfica de D denotaremos de aqui en adelante por Dy
a la subdigrafica de D, D — D;. Escribiremos u LN (resp. u R v) para
denotar que wv € A(D;) (resp. wv ¢ A(D;)), i = 1,2. Diremos que una
flecha simétrica uv es del tipo i/j, si u NS vy v J, 4. Denotamos por Bp, a
la familia de digraficas {A1, Az, A3, A7, A11, A1a, A13, A1a} (Fig. 1.1) y por
T'p, a Bp, U{A4, As, Ag, As, Ag, A0, A1, A197} (Fig. 1.2).

1
VRN VRN
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) [ ) o [ ] [ ] [ ] [ ]
9 9 1 2 2 1 9 1 1
Ay Ag Az
[ ] ®, [ ]
1
1/ %A 2/ 1 2/ 1
1 P P
1 ) \_1/
A7 An Ao
@ [ ]
2/ 1 2/ 1
o —> o ——>
AN 2
1 2
Ajg Ay

Figura 1.1. Familia Gp, .

Nétese que Bp, C I'p, y que las flechas estan etiquetadas con 1, 2 6 no

lo estan.

Observacion 1.1 Sean D una digrdfica y D1 subdigrdfica asimétricamente

transitiva de D. Mads adelante se trabajard con digrdficas D, Bp, 6 I'p,-
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N N\
.T».T».T». .T».?.T». .T.T».T».

2 2
Ay Ay
[ ] o o [ ]
ANANANA
o —> o —> o —> o ———>
9 9 1 9
1 1 2
A A1 A3 Agy

Figura 1.2. Familia I'p,.
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libre (véase la Definicion 0.6). Las flechas etiquetadas con 1 se encuentran
contenidas en la digrdfica D1, aquellas etiquetadas con 2 en la digrifica

Dy =D — Dy y las que no estan etiquetadas pueden estar en D1 6 Ds.

Notacién 1.2 Sean D una digrdfica, D1 una subdigrdfica de D y S un
subconjunto del conjunto de vértices de D. Entonces definimos el siguiente

conjunto:
Bs={veV(D)\ S| no existe una (v,S)-flecha en D}
y definimos TSS’ como:
TS = {v e S| no existe una (v, S")-flecha en Dy con S' un seminiicleo

mddulo A(D1) de Bg}.

Denotaremos por ap, el conjunto de todos los seminicleos no vacios
médulo A(D1), con Dy C D.

Definicion 1.3 Decimos que una digrdfica D cumple la Propiedad
P(ap,, <), si existe una subdigrdfica, D1, de D tal que se satisface las si-

guientes condiciones:

i) Existe un orden parcial, <, en el conjunto de conjuntos independientes

de vértices de D.

i1) El conjunto de seminicleos mddulo A(D1), ap,, con el orden parcial

<p, tiene un elemento mazimal.

iii) Si S € ap,, pero no es nicleo, es decir, Bs # 0 y S’ un seminicleo
no vacio médulo A(Dy) de D[Bs], entonces TS US' es un seminiicleo
no vacio médulo A(Dy) de D y TS US' > 8.

iv) Si Sy € ap, es mazimal, entonces para cada S < Sy, S C SoUT' ™ (Sp).

Definiciéon 1.4 Sean D una digrdfica, D1 una subdigrdfica de D y A, B C

V(D). Definimos la relacion <p, en el conjunto de subconjuntos de V(D) de
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la siguiente manera: A <p, B si y sdlo si para cada a € A existe b € B, tal
quea =56 (a L yb ER a). Obsérvese que para este orden en particular se
usa el simbolo =p,. Cuando se haga referencia a cualquier orden en general

se usard el simbolo <.

Lema 1.5 Sea D una digrafica. Si D1 es una subdigrdfica asimétricamente

transitiva de D, entonces (ap,, <p,) es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostracion.

i) Reflexividad. S <p, S pues S C S y entonces para cada a € S, existe
b=acs.

ii) Antisimetria. Supongamos que S <p, §'y S’ <p, S. Probaremos que
S = §’, para esto demostraremos que S C S’ y §/ C S. Sea s € S,
entonces existe s’ € S’ tal que (a) s = s’ 6 (b) s Lsys & s
(a) implica que s € S’. Si sucede (b) como S’ <p, S, entonces existe
s € S tal que (¢) & =" 6 (d) ¢ L 8"y s" & . Obsérvese que
s # §" porque s RN (b) y (c) implican que s RN que contradice
que S es independiente (S € ap,) pues {s,s”"} C S. Si sucede (d),
entonces se tiene que s Ly y s Lo pero s” BN y s EN y como
D1 es asimétricamente transitiva se tiene que s RN , lo que contradice
que S es independiente, obsérvese que {s,s”} C S (Fig. 1.3), por lo

tanto S C S’. De manera andloga se tiene que S’ C S.

iii) Transitividad. Supongamos que S1 <p, S2 v S2 =p, S3. Probaremos
que S1 <Xp, S3. Sea s1 € 51, como S; =p, S92 existe sy € Sy tal que
(a) s1 =52 6 (b) s1 4 S92y So ER 51y como Sp =p, S3 existe s3 € S3
tal que (¢) s2 = s3 6 (d) so L s v S3 % s5. Si sucede (a) concluimos,
pues tenemos que s; = Sz 0 S1 L S3 Y S3 BN s1. Si ocurre (b) puede
pasar que se cumpla (c) é que se cumpla (d). Si sucede (b) y (c) se
cumple que s1 4 83y 83 =N $1 por ser s3 = s3. Si sucede (b) y (d),
como D, es asimétricamente trasitiva, se tiene que s; ER S3y S3 ER s1.
Por lo tanto S; <p, S3 (Fig. 1.4).
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Figura 1.3. Las flechas continuas con etiqueta 1 estan en D; y las flechas punteadas

con etiqueta 1 no estan en D;.

Figura 1.4. Las flechas continuas con etiqueta 1 estdn en D; y las flechas punteadas

con etiqueta 1 no estan en D;.

Definicion 1.6 Sean D wuna digrdfica y D1 una subdigrdfica de D. De-
finimos la relacion Sp, entre los subconjuntos de V(D) como sigue: sea
A,B C V(D), decimos que A <p, B si y solo si para cada a € A existe
b e B tal que (a) a=1b 6 (b) aibybag_fA(D).
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1 1
1
2

Figura 1.5. A;5.

Lema 1.7 Sea D una digrdfica. Si D1 es una subdigrdfica asimétricamente
transitiva de D, tal que D sea {Ai5}-libre (Fig. 1.5), entonces Sp, es un

orden parcial en el conjunto de los independientes de V(D).

Demostracion.

1. Reflexividad. S <p, S, ya que S C S.

2. Antisimetria. Supongamos que S <p, S’y S’ <p, S. Sea s € S,
asf que existe s’ € ' tal que (a) s = s’ 6 (b) s = s’ y s's & A(D).
(a) implica que s € 5. Y si sucede (b) (recuérdese que S" Sp, 5),
entonces existe s” € S tal que (c) s’ = s 6 (d) s’ = s" y s’ ¢ A(D).
(b) y (¢) implican que s Lo que contradice la independencia de S,
ya que s,s” € S. Si se tiene (b) y (d), entonces s L y s RN
y §"s',s's ¢ A(D) y por ser Dy asimétricamente transitiva, tenemos
que s L s o que contradice la independencia de S, recordemos que
s,s" € S (Fig. 1.6), por lo tanto S C S’. Andlogamente se tiene que
S'cS.

3. Transitividad. Supongamos que S1 Sp, S2 y S2 Sp, S3. Sea s1 € 51,
como S Sp, Sa, existe sg € Sy tal que (a) s1 = s2 6 (b) s1 4 S92y
sas1 € A(D) y ya que Sy Sp, Ss, existe s3 € S3 tal que (c) so = s3
6 (d) s2 L sy y s3s2 ¢ A(D). Si tenemos (a), entonces s; = s3

651 5 s3 y s3s1 ¢ A(D). Si se tiene (b) y (c), entonces s; L s
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Figura 1.6. Las flechas continuas con etiqueta 1 estan en D; y las flechas punteadas

no estan en D, es decir, no estdn ni en D1, ni en Ds.

y s3s1 ¢ A(D). Si se cumple (b) y (d), entonces se tiene que 3 L o5
V 83 =N s1 por ser Dy asimétricamente transitiva y més adn sg N s1,
pues de lo contrario D[{s1, s, s3}] = Ajs, lo que contradice la hipdtesis
de que D es Ajs-libre, por lo tanto S1 <p, Ss (Fig. 1.7).

Figura 1.7. Las flechas continuas con etiqueta 1 estdn en D; y las flechas punteadas

no estan en D, es decir, no estdn ni en D1, ni en Ds.
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Definicion 1.8 Sean D una digrdfica y D1 una subdigrifica de D. Llama-
remos por H(k,D1), k = 4,5,6,8,9,10,10',10”, a la subdigrdfica de D que

satisface lo siguiente:

V(H(k,D1)) = {t}U{s],ss s5...tU{z1,22,23...}

donde

t & {s],s5,85,...t U{x1, 2, 23...},

{81,585, s3,...} N{z1,20,23...} =0

D[{ST’t’ L, S;‘k—i-l}] = A€ 1—‘D1 \ﬁD1

Donde las flechas etiquetadas con 1 (resp. 2) se encuentran contenidas en
la digrdfica Dy (resp. Dy = D — Dy), las que no estdn etiquetadas pueden
estar en Dy 6 Dy y (s],t,4, 87 1) es la trayectoria de longitud mdzima de

Ay, (véase ejemplos en Fig. 1.8) y con las siguientes propiedades:

{s7,s5,8%,...} es independiente en D.
= 2;57 ¢ A(D), coni > j.

w sfxj ¢ A(D), coni < j.

w ts7 ¢ A(D).

v ;x5 & Asim(Dy), coni > j.

w sixj ¢ Asim(Dn), coni > j.

Llamaremos a {s},t,z;, 57,1} lai-ésima rama de H(k,D1) y a {z;, s}, }

la i-ésima subrama de H(k, D).
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Figura 1.8. Ejemplos de H(k, D;), con k = 6,8,9,10.

1.2. Digraficas nicleo perfectas

Teorema 1.9 Sea D una digrdfica. Si Dy es una subdigrdfica de D tal que
se satisface (i)-(ii7) de la Propiedad P(ap,,<) y cada subdigrdfica inducida

de D tiene seminicleo no vacio mddulo A(D1), entonces D tiene nicleo.

Demostracion.

Supongamos por contradiccién que D no tiene nticleo. Sea Sy un elemen-
to maximal de (ap, <), entonces, como D no tiene nicleo, Bg, # 0, asi que
la subdigréfica inducida por Bg, tiene un seminicleo, S’, no vacio médulo
A(Dy). Como D cumple (i%i) de la Propiedad P(ap, <) se tiene que Tg, U S’
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es un semintcleo no vacio médulo A(Dq) y T, U S’ > S, que contradice la

maximalidad de S.

Lema 1.10 Sean D una digrdfica y D1 una subdigrdfica asimétricamente
transitiva de D. Si D no tiene trayectorias infinitas exteriores en Asim(D;)
y X = (v1,v2,v3,...) es una sucesion infinita de vértices de D, enton-
ces existe una subsucesion infinita Y = (vi,, iy, Vi, ...) tal que vi;v;, ¢

A(Asim(D)) N A(Dy), para cualquier ij, iy, con ij < iy.

Demostracion.

Se demostrard primero que existe iy € N tal que v;,v; ¢ A(Asim(D)) N
A(D1), para cada j, con i1 < j. Supéngase por contradiccién que para cada
i € N, existe j, tal que j > iy vjv; € A(Asim(D)) N A(D1). Sea v, € X,
entonces existe v;, € X, tal que v v, € A(Asim(D)) N A(D1). Luego existe
v, € X, tal que vy, v, € A(Asim(D))NA(D1). Asi sucesivamente obtenemos
una sucesion (vy,, vy, Uiy, - - -)-

Afirmamos que vy, 4 v, Y v ER v, para toda l; < l;. Fijemos i y
haremos la demostracién por induccién sobre j.

Si j = i+ 1, entonces la afirmacién se sigue de que (v, vy, viy,...) €
A(Asim(D)) N A(D1). Supongamos que vy, 4 v, v L, - v, cont > i+ 1.
Por demostrar que v, 4 Vi1 Y VUl =N vy,. Sabemos que vy, 4 Ulyyr Y
Viyiy ER v, y como D1 es asimétricamente transitiva, tenemos que vy, 4 (A
Y Ulyyy ER vy,

Ahora probaremos que la sucesién (v, vy, vi,,...) €s una trayectoria.
Supongamos lo contrario, que existe vy, tal que v;; = vy,, con l; < l;, tenemos
que vy, -1 5 v; = vy,. Obsérvese que lj # l; + 1, ya que recordemos que
nuestras digraficas no tienen lazos, por lo cual podemos suponer que [; <

., . 1 1
l; — 1 y por la afirmacién anterior v, = v, U—1 Y V-1 e v = U,

7

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto la sucesién (vy,, vy, v, -..) €S

una trayectoria, pero esto contradice la hipdtesis de que no hay trayectorias
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infinitas exteriores contenidas en Asim(D;). Por lo tanto existe un vértice
v, € X tal que para cada j > ki, v, v; ¢ A(Asim(D)) N A(Dy).

Ahora tomemos la sucesién infinita de vértices Xg, = {Vky+1, V42, - - - }-
Anélogamente a como se encontré en la sucesién X el vértice vy, , tal que para
cada j > ki, v, vj; ¢ A(Asim(D))NA(D;), podemos encontrar en la sucesion
X, , un vértice vy, tal que para cada j > ko, vg,v; ¢ A(Asim(D)) N A(Dy).
Sea Xp, = {Vky+1,Vky+2, - - .}. De manera andloga, encontramos un vértice
U, € Xy, tal que para cada j > k3, vg,v; ¢ A(Asim(D)) N A(Dy). Si con-
tinuamos de esta manera obtenemos una subsucesién Y = (vg, , Vg, , Vks, - - )

con las propiedades requeridas.

Teorema 1.11 Sea D una digrdfica Bp,-libre (Fig. 1.1), con D1 una sub-
digrdfica asimétricamente transitiva de D, sin trayectorias infinitas exte-
riores en Asim(D1) y ap, # 0. Si cada subdigrdfica de D isomorfa a
H(k,D1), para alguna k € {4,5,6,8,9, 10,10',10"} tiene una pseudodiago-
nal en A(Asim(D)) N A(Dy), entonces D satisface la Propiedad P(ap,,<).

Demostracion. Antes de comenzar, daremos un esquema de la demostra-
cién el cual nos servird como un pequeno mapa y poder localizarnos en

qué punto de la prueba nos encontramos.

Para demostrar que se cumple la Propiedad P(ap,,<) hay que probar

lo siguiente:
i) Existe un orden parcial.

ii) El conjunto parcialmente ordenado tiene un elemento maximal. Para
esto usaremos el Lema de Zorn: tomamos una cadena C' no vacia y
demostraremos que tiene una cota superior S*, es decir, probaremos

que:

I) S* > S, para toda S € C. Para probar esto se usa la hipétesis de

que no hay trayectorias infinitas exteriores en Asim(D;).
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IT) S* 0.
III) S* € ap,.
a) S* es independiente.
b) Si existe una (S*,t)-flecha en Dy, con ¢ € V(D) \ S*, en-
tonces existe una (t,5*)-flecha en D. En esta parte de la
demostracién se usan las hipétesis de que D es f(Bp,-libre y

que cada subdigréfica H(k, D;) tiene una pseudodiagonal en
A(Asim(D)) N A(Dy).

iii) Si S € ap, es un elemento maximal pero no nucleo, entonces Tg, us’
es un seminucleo médulo A(D;) de Dy Tg/ us > Ss.

I) Té?, us’' e Qap, -

a) T§ U S’ es independiente.

b) Si existe una (T US’, t)-flecha en Dy, cont € V(D)\T5 US’,
entonces existe una (¢, TS’US’ )-flecha en D. Aqui nuevamente
verificamos que D es f3p,-libre.

m 75'us > S.
1) 75 U S #S.

iv) Si Sy € ap, es maximal, entonces para cada S < Sp, S C SoUT' ™ (Sy).

Ahora si, iniciemos la demostracién del Teorema 1.11:

i) Por el Lema 1.5 sabemos que ap, con el orden <p, es un conjunto

parcialmente ordenado.

ii) El conjunto parcialmente ordenado (ap,, <p,) tiene un elemento ma-
ximal. Para esto probaremos que toda cadena en (ap,, =<p,) tiene cota
superior y por el Lema de Zorn sabemos que tiene un elemento maxi-
mal. Basta probarlo para cadenas no vacias, ya que la cadena vacia es

acotada por cualquier elemento de ap, .
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Sea C una cadena de ap,. Demostraremos que existe S* € ap, tal

que para toda 1" € C, se cumple que T' <p, S*.

Definimos

S*={se U U | existe S € C tal que s € Sy para toda T € C
veC
con S <Xp, T se tiene que s € T'}

I) S <p, S* para toda S € C.

Sea S € C. Probaremos que para cada s € S existe un s* € §*, tal

que sucede (a) s =s* 6 (b) s L g y s* NP (Fig 1.9).

Figura 1.9. La flecha continua etiquetada con 1 representa una flecha que esta en
Dy, aquella etiquetada con 2 estd en D y la flecha punteada no estd en D, es decir,

ni en Dy, ni en Ds.

Sea s € S. Si s € S*, se cumple (a).

Si s ¢ S* se sigue de la definicién de S* que existe S; € C, tal que
S =<p, S1y s ¢ S1, entonces existe s1 € S1, tal que s 4 S$1Y S1 =N
Si 81 € S*, entonces se cumple (b) (Fig. 1.10).

Si s1 ¢ S*, existe Sy € C, tal que S1 =p, S2 v s1 ¢ So. Asi que existe

so € 5o, tal que s1 N S92y S =N s1 y como Dj es asimétricamente
-, . 1 1 . .

transitiva, se tiene que s — s3 v 53 = 8. Si s9 € §*, entonces se cumple

(b) (Fig. 1.11).
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Figura 1.10. La flecha continua etiquetada con 1 estd en D; y la punteada no

estd en Dy.

Figura 1.11.

Si sg ¢ S*, existe S5 € C, tal que S2 =<p, S3y s2 ¢ S3. Entonces
. 1 1 e

existe s3 € S3 tal que so — s3y S3 - So y como Dj es asimétricamente

transitiva, se tiene que s 4 S3V S3 % 5. Si s3 € 8%, entonces se cumple

(b) (Fig. 1.12).

Al continuar este procedimiento se obtienen las siguientes sucesiones
de vértices: X = (s, 51, $2, 83, . ..) tal que ss1,8;8;41 € Asim(D1), con
i=1,2,....

1 1 R ,
Probaremos ahora que s; — s; y s; - s; para toda ¢ < j. Fijemos 7 y
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Figura 1.12.

haremos la demostracién por induccién sobre j.

Sij =i+ 1, entonces la afirmacién se sigue de la sucesién X. Su-
1 1 .
pongamos que S; — S ¥ S¢ = 8;, con t > i + 1. Demostraremos que
1 1 1 1
8 = St4+1 ¥V St41 > Si. Sabemos que S; — Siq1 Y S¢+1 - S¢ ¥y como Dy
. . 1 1
es aslmeétricamente transitiva, tenemos que S; — S¢+1 Y St+1 ~ Si.
Ahora probaremos que la sucesiéon X es una trayectoria. Supongamos

que existe s; tal que sj = 84, con i < j, tenemos que s;_1 4 Sj = 8;
(Fig. 1.13).

S S1 Si = 85 Sj—1
*—> 0> 0> 0> 0> 0>
1 1 1 1 1 1
1
Figura 1.13.

Obsérvese que j # i + 1, pues no hay lazos (Fig. 1.14), por lo cual
podemos suponer que ¢ < j — 1y por la afirmacién anterior s; = s; R

$j-1Y Sj—1 b 5= s;, lo cual es una contradiccién (Fig. 1.15).

Por lo tanto, X es una trayectoria infinita exterior en Asim(Dy), lo

cual contradice las hipdtesis.
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Sj—1 Sj
I I
Si Si+1

1

Figura 1.14. Si j =i + 1, entonces tendriamos un lazo.

Figura 1.15.

Asi que existe n tal que s, € S* y por lo tanto se cumple (b) s 4 Sn

y Sn ER s, concluyendose que S <p, S*.
IT) S* #£ 0

Sea s € S € C. Si s € S*, entonces S* # (). Si no, como ya probamos
que S <p, S*, entonces existe s* € S* tal que s Lo y s* ER s, por lo
tanto S* # (.

IIl) S* € ap,
a) S* es independiente.

Sean s; y sg € S*, con s; # so. Luego existen S; y Sy € C, tales
que s1 € S1y so € Sgys; €T, coni = 1,2, para toda T tal que
Si <p, T. Si S1 = Sa, entonces s; y s2 no son adyacentes por ser S;

un semintcleo médulo A(D1) y por lo tanto es independiente.
Si S # S2, ya que C es una cadena y S1,5 € C, se tiene que
S1 =p, S2 6 S2 <p, S1. Supongamos sin pérdida de generalidad que

S1 =p, Se, entonces, por la eleccién de Si, s; € S2. Asi que s1 ¥ 52 no
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son adyacentes por estar ambos en Sy, que es un seminticleo médulo
A(Dy).

b) Si existe una (S*, t)-flecha en Dy, con ¢t € V(D)\ S*, entonces existe
una (¢, 5*)-flecha en D.

Supongamos que existe una (S*,t)-flecha en Dy y que no existe una
(t,S*)-flecha en D, para algtin vértice t € V(D) \ S*.

Sea sit € A(D2), con s} € S*. Entonces por la definicién de S*, existe
S1 € C, tal que s] € 57 y para toda S, tal que S; <p, S, con S € C,
st € S. Como S1 es un semintucleo médulo A(D;), existe tx; € A(D),

conx1 € Sy x1 ¢ 5%, se supuso que no hay (¢, S*)-flecha (Fig. 1.16).

S1

Figura 1.16. La flecha sit € A(Ds) y la flecha tz, € A(D).

Como Sy =p, S*, existe s5 € S* tal que x; ER S5y S5 ER x1, asi que
s5 ¢ S1. De nuevo tenemos que existe Sy € C, tal que s§ € Sy y para
toda S, tal que So <p, S, con § € C, s5 € S. Podemos observar
que S1 <p, S2, de lo contrario Sy <p, S1 (pues S1,S52 € C) y como
s5 ¢ S1, entonces existe © € S; tal que s} L vy ER 85 pero por ser D
asimétricamente transitiva tendriamos que x R x, lo cual es imposible
pues 51 es independiente. Asi que S1 <p, S2 ¥ s] € S, por la eleccién

de Sj. Como S es un seminticleo médulo A(D1) y sit € A(Ds), existe
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x9 € Sy tal que txs € A(D). Obsérvese que xo ¢ S*, puesto que
supusimos que no hay (¢, 5*)-flecha (Fig. 1.17).

S1 S,

Figura 1.17. La flecha etiquetada con 2 estd en D-, la flecha continua etiquetada
con 1 esta en Dy, la flecha punteada con etiqueta 1 no estd en Dy pero puede estar

en Do y las flechas restantes estan en D.

Puesto que Sz <p, S*, existe s3 € S* tal que =z A 85y 3 =N 9.
De nuevo, tenemos que existe S3 € C tal que s3 € S3 y para toda .S,
tal que S3 =<p, S, s3 € S. Se puede probar de nuevo que So <p, 53
analogamente a como se probé que S1 <p, S2, asi que s7 € S3. Ya que
S3 es semintcleo médulo A(D;) y sit € A(Ds), existe x3 € S3 tal que
txs € A(D). Obsérvese que x3 ¢ S* (Fig. 1.18).

Supongamos que con este procedimiento obtuvimos s}, S; y ;, tal que
st,x; € S; € C (Fig. 1.19).

Puesto que S; <p, S*, existe s7, ;| € S* tal que x; 5 Si1 Y Si ;.
Entonces, andlogamente que en los casos anteriores, existe S;11 € C
tal que s7,; € Siy1 y para toda S, tal que S;y1 =p, S, se tiene que
57, € 8. Como Sy es seminticleo médulo A(Dy), existe 211 € Sip1
tal que tz;11 € A(D).
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Figura 1.18.

Figura 1.19.

Con este procedimiento obtenemos la siguiente digrafica H:
V(H) ={t} U{z1,x2,23,...} U{s],s5,85,...},

cont ¢ {z1,x2,x3,...} U{s],s5,53,...}
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y {1, 2, x3,...} N{s], 5, 85,...} = 0;
A(H) = {s1t} U {tw:} U{misiya},
nétese que sit € A(Dz) y x;s7, | € Asim(D1) (Fig. 1.20).

t

Figura 1.20.

Podemos observar lo siguiente:

e 1; ¢ S* para toda i.

e S; < 8j, coni < j, puesto que S; < S;y1 y la relacién es transi-
tiva.

e 57 € 8§, con j > i, porque s; € 5;,5; < S; y se sigue de la

i
eleccion de S;.

e 1; ¢ 5;, para toda j > i, pues s7, | € Sj, sj,; y 7; son adyacentes
y Sj es un semintcleo médulo A(D).

e z; # x;, con ¢ # j. Sin pérdida de generalidad supongamos que
i < j, entonces x; ¢ Sj y x; € Sj, pues x; R Si1Y Siy1 €55,

asi que de lo contrario S; no serfa independiente (Fig. 1.21).

Llamamos la i-ésima rama de H en D a la subdigrafica de D inducida
por el conjunto {si,t,x;,s},} y como la i-ésima subrama de H al

conjunto de vértices {x;, s7, |}
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Figura 1.21.

Observemos la sucesién de vértices (x1, 22, x3, .. .), entonces por el Le-
ma 1.10 existe una subsucesién infinita X = (x;,, T4y, Tig, - - -), tal que
x4, 24, ¢ A(Asim(D)) N A(D1), con i; < iy,. Asi que se puede obtener
una subdigréfica, H*, de H que sélo contiene las i;-ésimas ramas, tal

que z;; € X. H* satisface las afirmaciones anteriores y la siguiente:
o vz ¢ A(Asim(D)) N A(Dq), coni < j (Fig. 1.22).

Veamos qué sucede con las 12 posibles flechas de la i-ésima rama de

H*.Ya tenemos las flechas:

o sit, la cual sabemos que estd en A(Dz),
e tx;, que no sabemos en principio si estd en A(D7) 6 en A(Ds),

e ;5] |, que estd en Asim(Dy).
Sabemos que no estan las flechas:

e ts}, porque no hay (¢, S*)-flechas,

e ts7 |, porque no hay (t, 5*)-flechas,
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estas flechas no estan en

A(Asim(D)) N A(D,)

* * *
Siitl Sig+1 Sigtl

Figura 1.22.

e sjz;, porque S; es independiente,
e 2;s], porque S; es independiente,
e s7s;, 1, puesto que S* es independiente,

* * * 3 :
e 57,157, porque S* es independiente.
Y ademads no sabemos si se encuentran las flechas:

o 1t
* .
® Si11%i,

*
® Sipl.

(Fig. 1.23)

Asi que tenemos los siguientes casos:

. { € A(Dy)...(1)
' € A(Dy)...(2)
€ A(Dy)...(1)

it € A(Dy)...(2)
¢ A(D)... (3)
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h‘(ly J—— Vv
hay 6------ = X

*
Sit1

Figura 1.23. Las flechas gruesas son las flechas que sabemos que estdn en D, las
flechas punteadas son las flechas que no estén en D y las flechas restantes son

aquellas que no sabemos si estan en D.

Por lo que hay que considerar 36 casos en total. De ahora en ade-
lante etiquetaremos cada caso con una sucesién de nimeros. El Caso
(a.3.7.6) se referird a tener el Caso « para tx; (« € {1,2}), el Caso
B para x;t (8 € {1,2,3}), el Caso v para zj, z; (v € {1,2}) y el Caso
d para st (0 € {1,2,3}). Recordemos que no existen (¢, 5*)-flechas
en D.

Casos (1.1.1.1), (1.1.2.1), (2.2.1.1.), (2.2.2.1) y (2.3.1.1). Como tene-
mos que x;57, 1,57t € Asim(D1), entonces por ser D; asimétrica-
mente transitiva se tiene que x;t € Asim(D1), lo cual contradice que
tx; € A(Dy).

Caso (1.1.1.2). Se obtiene que D[s*,t,x;,s7 ;] es isomorfa a Ajg.

Caso (1.1.1.3). Se tiene que D[s*,t,z;, 57, ] es isomorfa a As.
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Casos (1.1.2.2) y (1.1.2.3). Tenemos que D[s*,t,xz;,57,,] es isomorfa
a A3 6 As, respectivamente, lo cual es una contradiccién pues D es
Bp,-libre.

Casos (1.2.1.1), (1.2.1.2), (1.2.1.3), (1.2.2.1), (1.2.2.2), (1.2.2.3),
(1.3.1.1), (1.3.1.2), (1.3.1.3), (1.3.2.1), (1.3.2.2), (1.3.2.3). En estos ca~
sos se tiene que tx;, x;s; ; € Asim(D1), entonces tsi,; € Asim(D1)

lo cual es una contradiccién puesto que no existen (t,.S*)-flechas.
Caso (2.1.1.1). De aqui tenemos que D[s*,t,z;, 57, ] es isomorfa a Ag.
Caso (2.1.1.2). Se tiene que D[s*,t,z;, s}, ] es isomorfa a Ajgr.

Caso (2.1.1.3). De este caso se tiene que D[s*,t,x;, s7,,] es isomorfa a
Ag.

Caso (2.1.2.1). En este caso se puede observar que D[s*,t,x;, s}, ] es

isomorfa a Az, lo cual contradice que D sea [p,-libre.

Caso (2.1.2.2). Este caso no es posible pues D[s*,t, z;, s7, ] resulta ser

isomorfa a Ajs, lo cual contradice que D sea (3p,-libre.

Caso (2.1.2.3). Tenemos que D[s*,t,x;, 57, ] es isomorfa a A, lo cual

contradice que D sea (Bp,-libre.
Caso (2.2.1.2). De aqui tenemos que D[s*,t,z;, s7 ] es isomorfa a Ay .
Caso (2.2.1.3). Este caso se tiene que D[s*,, z;, s, ] es isomorfa a As.

Caso (2.2.2.2). Este caso nos da una contradiccién pues D[s*, t, z;, 57, 4]

es isomorfa a A14 y D es (Bp,-libre.

Caso (2.2.2.3). De nuevo obtenemos una contradiccién, ya que

DI[s*,t,z;,57,,] es isomorfa a As.
Caso (2.3.1.2). Se obtiene que D[s*,t,z;,s], ] es isomorfa a Asg.

Caso (2.3.1.3). De aqui obtenemos que D[s*,t,x;, s}, ] es isomorfa a
Ay.

Caso (2.3.2.2). Este caso es imposible pues D[s*, , x;, s}, ] es isomorfa
a AH.
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Caso (2.3.2.3). Se tiene que D[s*,t,z;,s},,] es isomorfa a Aj, lo que

contradice que D sea (3p,-libre.

Asi tenemos que cada rama de H* induce en D una subdigrafica iso-
morfa a una A;, para alguna i € {4,5,6,8,9,10,10’,10"} y ya que
s6lo hay ocho A;’s y un numero infinito de ramas, entonces existe
ke {4,5,6,8,9,10,10',10"}, tal que existe un nimero infinito de ra-
mas de H* que inducen en D una subdigrédfica isomorfa a Aj. Sean
R, Rj,, ... tales ramas. Ahora probaremos que H = (J,cy Rj, es una
H(k, D7), es decir, veamos que cumple las seis propiedades que se pi-
den en la definicién de H(k, D1):

1. sisj ¢ A(D), para cualesquiera ,j € N, pues S* es independiente
y 87, s;- € 5.

2. s} & A(D), coni > j, ya que s, z; € S; y S; es independiente.

stx; ¢ A(D), coni < j, yaque sf,x; € Sjy S;es independiente.

tsi ¢ A(D), pues no hay (t,S*)-flechas en D.

oo W

zix; ¢ Asim(Dq), con ¢ > j, de lo contrario tendriamos que
28711 € Asim(D1), puesto que z;sj,, € Asim(D1) y Dy es
asimétricamente transitiva, lo cual nos contradice que S; sea in-

dependiente, ya que z;, sj+1 € S; (Fig. 1.24).

6. siz; ¢ Asim(Dq), con i > j. Caso (a) ¢ = j + 1. Si supone-
mos que s;z; € Asim(D1), entonces ;87 ¢ Asim(D1) lo cual

nos contradice que S7 < 57, ;. Caso (b) i > j + 1. Si se supo-

J+1
ne que siz; € Asim(D1), se tiene que sjsj,; € Asim(D1), ya
que x;s7 .4 € Asim(D1) y Dy es asimétricamente transitiva, esto
contradice que S* sea independiente, asi que en cualquiera de los

dos casos posibles no se puede tener que sfz; € Asim(D;) (Fig.
1.25).

Recordemos que segin las hipdtesis una subdigrafica H(k, D1) tiene

pseudodiagonal en A(Asim(D))NA(D;), asi que analicemos cudles de
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Figura 1.24. Las flechas continuas marcadas con 1 estdn en D1, las flechas puntea-
das marcadas con 1 son las fechas prohibidas en D1, es decir, tales flechas no estan

en Dq.

Figura 1.25.

las posibles flechas son pseudodiagonales de H y si se encuentran en
A(Asim(D)) N A(Dy):

° S;‘s;‘ no son flechas en D pues S* es independiente en D.

e sfxj, con ¢ < j, tampoco son flechas en D como se vio anterior-

mente en (3).

e s'xj, coni > j, como se vio anteriormente en (6), no puede estar
en Asim(Dy).

e s't, con i # 1, no es una pseudodiagonal de H en A(Asim(D))N
A(D7), pues de lo contrario tendriamos que D[{s},t,z;—1,5]}] es

isomorfa a A7 6 a Ag. El primer caso no es posible debido a que
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D es fp,-libre. Si sucede el segundo caso tenemos que H es una
subdigrafica H(9, D) de D.

e ts! no son flechas en D, ya que no hay (¢, S*)-flechas.
e tx; es flecha en H, asi que no es pseudodiagonal.

e z;x;, con ¢ < j, debido a la eleccién de H*, no se encuentra en
A(Asim(D)) N A(Dy).

e x;xj, con i > j. Si z;x; € Asim(D1), como z;87 .4 € Asim(Dy),
entonces xis;‘- 41 € Asim(D1), lo cual es una contradiccién, pues
8741, Ti € S;y S; es independiente, por lo tanto z;x; ¢ Asim(D1).

e 57, con i < j. Sij =i+ 1, entonces z;s; es una flecha en H.
Sea j > i+ 1y supongamos que z;s; € A(Asim(D)) N A(Dy).

o SiH = H(4, D1), entonces D[{s],t,z;, s}}] es isomorfa a A;.

o SiH = H (5, D1), entonces D[{s],t, z;, s}}] es isomorfa a Aj.

o Si H = H(6,D1), entonces D[{s],t,;,57}] es isomorfa a un
caso de As.

o SiH = H(8, D1), entonces D[{s],t,x;,s}}] es isomorfa a Ay;.

o SiH = H(9, D1), entonces D[{s],t,z;, s}}] es isomorfa a A7.

o Si H = H(10,D1), entonces D[{s],t, xi,s}}]| es isomorfa a
Azs.

o Si H = H(10/,Dy), entonces D[{s],t,x;,s}}] es isomorfa al
caso restante de As.

o Si 3 = H(10", Dy), entonces D[{s],t,z;,s}}] es isomorfa a
Aqo.

En cualquiera de los casos anteriores se tiene una contradiccion

pues D es (p,-libre. Por lo tanto z;s7 ¢ A(Asim(D)) N A(D1).

° xis;f, con ¢ = j, no es flecha en D, pues S; es independiente.

*
VK

(2).
o z;t, como tx; € A(H) se tiene que z;t ¢ Asim(D), por lo tanto,
xzit ¢ A(Asim(D)) N A(D).

e ;8% con i > j, no es flecha en D como se vio anteriormente en
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Asi que H es una subdigrafica H(k, D1) de D, con k € {4,5,6,8,9, 10,
10/,10"}, que no tiene pseudodiagonales en A(Asim(D)) N A(Dy), lo
cual contradice las hipGtesis. Asi que concluimos que existe una (¢, S*)-
flecha en D. Luego S* € ap, y es una cota superior de C. Por el Lema

de Zorn concluimos que (ap,, <p,) tiene un elemento maximal.

iii) Si S € ap, es un elemento maximal pero no es nicleo de D, es decir,
Bs ={v e V(D)\S| no existe una(v, S)-flecha en D} # 0 y S’ es un
seminticleo no vacio médulo A(D;) de D[Bg], entonces T US’ € ap,
y S <p, T§ U S' (Fig. 1.26).

Bg

Figura 1.26.

Sean S € ap, un elemento maximal que no es nicleo de D, es decir,
Bg # 0 y S" un semintcleo no vacio médulo A(D;) de D[Bs].

I) 7§ U S € ap,. Recordemos que TS = {v € S | no existe una
(v, S")-flecha en Dy, con S’ un semintcleo médulo A(D;) de Bg}.

a) TSS, U S’ es independiente. Dado que Tg’ C Sy S esinde-
pendiente tenemos que Tgl es independiente. Ya que S’ es
un semintcleo de D[Bg] médulo A(Dy), se sigue que S’ es
independiente, de modo que solamente necesitamos probar
que no hay ninguna flecha de D entre Tgl y S
a.1) No hay (T5', S")-flechas.
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Supongamos que existe t € Tgﬂ y s €5, tal que ts’ € A(D).
Si ts’ € A(Dy) contradice la definicién de TS‘?/, entonces ts' €
A(D3). Tenemos ¢ € Tgl C Sy S € ap,, entonces hay una
(s, S)-flecha en D esto contradice que s’ € S’ C Bg (Fig.
1.27).

Bg

5

Figura 1.27.

S

a.2) No hay (S’,Tgl)—ﬁechas, ya que S’ C Bg y Bg es el
conjunto de vértices no absorbidos por S.

Si existe una (7§ US', 2)-flecha en A(Ds), con z € D— (TS U
S"), entonces existe una (2,75 U S')-flecha en D.

Sea tz una (T5'US', z)-flecha en A(Ds), con z € D—(T5'US").
Asi que hay varias posibles situaciones para t y z.

Para t:

a)teT§ 6
b)te s
Yy para z:

a)zEBs\Sl,



Nuevas condiciones suficientes para la existencia de nicleos 41

b) z€ D — (SUBg) 6

c)z€ S\TS.

Se tienen 6 casos a considerar. De nuevo observemos todos
los casos como sucesiones de nimeros:

Caso (a.a). Ya que tz € A(D3), como S es un seminticleo
médulo A(D;), entonces existe una (z,.S)-flecha, lo cual con-
tradice la definicién de Bg. Este caso es imposible.

Caso (a.b). Yaque t € T§ C Sy S es un seminticleo médulo
A(Dy) de D se tiene que existe una (z,5)-flecha en D. De
aqui se derivan dos casos: (1) existe una (z, 75" )-flecha 6 (2)
existe una (z,.5 \ TSS/)-ﬂecha (Fig. 1.28).

Bg Bg

Caso (a.b.1) Caso (a.b.2)
Figura 1.28.

a.b.1) En este caso ya tenemos una (z, Tgl U S’)-flecha.
a.b.2) Sea zs la (2,5 \ T§')-flecha. Sabemos por la definicién
de Tgl que existe zo € S’ tal que s R zo y ademds xg -
s (Fig. 1.28). Se obtiene asi la trayectoria (¢, z,s,zo) (Fig.
1.29), de la cual podemos observar lo siguiente:

o zt,zxg ¢ A(D), de lo contrario ya habriamos concluido,

puesto que xg,t € TSS/ US" y asf tendriamos una (z, Tg/ U
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2 po
th. 2 =z As 1 x

Figura 1.29. Las flechas continuas estdn en D, aquellas que estén etiquetadas con
i € {1,2} se encuentran en la subdigréfica D; de D y las que no estén etiquetadas
pueden encontrarse en cualquiera de las dos subdigréaficas. Las flechas punteadas

no estdn en D.

S")-flecha.

o ts, st ¢ A(D), ya que S es independiente.

o txo, xot ¢ A(D), pues Tg’ U S’ es independiente.
También sabemos que tz € A(D2) y szg € A(D1), pero xgs ¢
A(D).

Ahora veamos qué sucede con las demads flechas:
Para zs puede suceder:
1. zs € A(Dq) 6
2. zs € A(Dq).
Para sz puede suceder:
1. sz € A(Dy),
2. sz€ A(Ds9) 6
3. sz ¢ A(D).
Para xgz puede suceder:
1. zoz € A(Dy),
2. zoz € A(D2) 6
3. xoz ¢ A(D).
Analizaremos todos estos 18 subcasos, nuevamente como su-
cesiones de nimeros:
Subcaso (1.1.1): zs, sz, xoz € A(D;). Este caso es imposible,

pues se tiene que sz, xoz € Asim(D1), entonces por ser D
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asimétricamente transitiva sz € Asim(D;), que contradice
que zs € A(Dy).

Subcaso (1.1.2): zs,s2z € A(D1) y oz € A(D3). Se tiene que
Dlz,s,z0] & Ais, lo cual es una contradiccién, pues A1z €
B,

Subcaso (1.1.3): zs,sz € A(D1) y xoz ¢ A(D). Tenemos que
DIlt, z, s, x| es isomorfa a As € fp,, por lo que este caso no
se puede dar.

Subcasos (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3), (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3): zs €
Asim(Dy). Como se tiene que szg € Asim(D;), entonces por
ser D; asimétricamente transitiva zzg € Asim(D1), lo cual
no es cierto, por lo tanto no se tiene este caso.

Subcaso (2.1.1): zs € A(Ds) y sz,x9z € A(D1). Este caso no
es posible, debido a que DIt, z, s, zg] es isomorfa a Az.
Subcaso (2.1.2): zs,x0z € A(D2) y sz € A(Dy). Tenemos que
D]z, s,x0] es isomorfa a Aja, se obtiene asf una contradiccién.
Subcaso (2.1.3): zs € A(D2), sz € A(D1) y xoz ¢ A(D). No
se puede tener este caso puesto que DIt, z, s, xg| es isomorfa
a un caso de Ay, obteniendo nuevamente una contradiccion.
Subcaso (2.2.1): zs, sz € A(D2) y gz € A(D1). En este caso
se tiene que sxg, zoz € Asim(D;), entonces sz € Asim(Dy),
lo cual no sucede, por lo que este caso no es posible.
Subcaso (2.2.2): zs, sz, x0z € A(D2). Se tiene que Dz, s, o]
es isomorfa a A4 € Bp,, por lo tanto no es posible este caso.
Subcaso (2.2.3): zs,sz € A(D3) y x9z ¢ A(D). De nuevo se
tiene que DIt z, s, x| es isomorfa a un caso de Ag, as{ que
este caso es imposible.

Subcaso (2.3.1): zs € A(D2), sz ¢ A(D) y xoz € A(D1). Te-
nemos que sxg, oz € Asim(D;), entonces deberfamos tener
que sz € Asim(Dy), lo cual no sucede.

Subcaso (2.3.2): zs,x0z € A(D2) y sz ¢ A(D). En este caso

se tiene que D]z, s, zg] es isomorfa a A1; € Op,, lo cual nos
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lleva a una contradiccién.

Subcaso (2.3.3): zs € A(D3) y sz,x9z ¢ A(D). Tenemos que
este caso no es posible, pues D[t, z, s, x¢)] es isomorfa a Aj.
Asi que no es posible tener una (z,S \ Tg,)—ﬂecha y por lo
tanto no se da el Caso (a.b); ¢ € Tg/ y z € D — (SU Bg).
Continuemos con los casos que faltan:

Caso (a.c). Este caso no se puede dar, puesto que S es inde-
pendiente (Fig. 1.30).

Bg

Figura 1.30.

Caso (b.a). Puesto que S’ lo escogimos como un semintcleo
moédulo A(Dq) de Bg, entonces existe una (z, S’)-flecha y por
consiguiente una (z,T§ U S')-flecha (Fig. 1.31).
Caso (b.b). De nuevo tenemos que existe una (z, S)-flecha en
D, pues z ¢ Bg. Si es una (z,T§ )-flecha, entonces tenemos
una (z, Tgl U S”)-flecha. De otro modo tenemos que tal flecha
es zs, con s € S\ T5 (Fig. 1.32).
En este otro caso la definicién de TSS/ implica que existe xg €
S" tal que sxg € A(Dq) y zos ¢ A(D). De aqui tenemos dos
posibles situaciones:

i) t = xo, entonces tenemos el tridngulo (¢, z, s) (Fig. 1.33),

de donde sabemos lo siguiente:

otz € A(Dy) y =zt ¢ A(D), esto ultimo debido a que
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Bg
S
Sl
Figura 1.31.
Bg Bg
z
2 2
S S

u

Caso (b.b.1) Caso (b.b.2)

Figura 1.32. Caso (b.b).

Figura 1.33. Las flechas continuas estdn en D, las flechas punteadas no.
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supusimos que no hay (z, Tg/ U S")-flechas.
o st € A(Dy) y ts ¢ A(D), esto dltimo por la definicién
de Bs.

Asi que sélo faltaria ver qué sucede con la flecha zs. Su-
pongamos que zs € Asim(D). Si zs € A(Dy), entonces
tendrfamos que zt € Asim(D;) (pues D; es asimétrica-
mente transitiva) lo cual no es cierto. Si zs € A(Da),
entonces D[{t, z,s}] = Aj1. Asi que tenemos que zs €
Sim(D). Cuando zs estd en A(Ds), D[{t,z,s}] es iso-
morfa a A1o 6 a Aq4, lo cual es una contradiccién. Cuan-
do zs € A(D1) y sz € A(D1), entonces D[t, z,s] = Ajs.
Si no, tenemos zt € Asim(D;1) (D; es asimétricamente
transitiva), lo cual no se tiene. Por lo tanto, no se puede
tener tal tridngulo.

ii) t # x, tenemos asf la trayectoria dirigida (¢, 2, s, zg), con
las siguientes propiedades:
o zt,zxg ¢ A(D), si no, ya se tendria una (z,TSS/ uS)-

flecha, ya que t,zo € 5.
o txg, vot & A(D), pues S’ es independiente.
o ts ¢ A(D), por la definicién de Bg y st ¢ A(D), pues
si no, estarfamos en el Caso (i).

o x9s ¢ A(D), por la definicién de Bg.
o tz € A(D3) y sxg € A(Dy).

Obsérvese que esta trayectoria es la misma que aquella que
se obtuvo en el Caso (a.b) (2), con las mismas propiedades
y como ya se demostré nos lleva a una contradiccién (Fig.
1.29).

Caso (b.c). Este caso es imposible debido a la definicién de
Bgs (Fig. 1.34).

Asi concluimos que si existe una (Tgl US’, z)-flecha en A(D3),

entonces existe una (z, TSS/ U S’)-flecha, por lo tanto ngl us
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Bg

s s s

Figura 1.34.

es un semintcleo médulo A(Dy).

I) S <p, T US" Sea s € S. Si s € TS, entonces existe s’ =
5 € Tgl US’. Sis¢ Tg/, entonces s € S\ Tg/ y la definicién de
Tgﬂ implica que existe x € S’ tal que s L y dado que s € S,
x € 8’ C Bg, se sigue de la definicién de Bg, que x ER s, por lo
tanto sz € Asim(Dy).

1) 75 U S’ # S. La definicién de S’ implica S’ #0y S'NS = 0 de
aqui que existe n € S’ tal que n ¢ S.

iv) Sean Sy € ap, maximal, S < Sy y = € S. Entonces sucede (a) x € Sy
6 (b) existe xg € Sy, tal que x R T Pero Ty BN x, es decir, x € T'~(Sp),

por lo tanto, en cualquier caso se tiene que = € Sy UT'~(Sp).

El siguiente teorema es una consecuencia directa de los Teoremas 1.9 y

1.11, y nos da condiciones para que una digrafica D sea ntcleo perfecta.

Teorema 1.12 Sean D una digrifica y D1 una subdigrdfica asimétrica-
mente transitiva de D, tal que D no contiene trayectorias infinitas exte-
riores en Asim(D1). Si toda subdigrdfica inducida de D tiene seminicleo
no vacio mddulo A(D1), D es fBp,-libre y toda H(k,Dy) C D, con k €
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{4,5,6,8,9,10,10',10"}, tiene una pseudodiagonal en A(Asim(D))NA(D1),

entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Como cada subdigrafica inducida de D tiene seminticleo
moédulo A(D1), en particular D tiene un seminticleo médulo A(D;), por lo
que ap, # 0. Asi que por el Teorema 1.11 D cumple la Propiedad P(ap,, <),
entonces, por el Teorema 1.9, D tiene ntcleo. Ahora veamos que cualquier
subdigrafica inducida de D satisface las hipétesis del Teorema 1.11, para
concluir que satisface la Propiedad P(apy,, <) (obsérvese que ahora Hj es la

subdigréfica de H que juega el papel de Dy en D).

s Sea Hy = Dp,[V(H)]. Como D; es asimétricamente transitiva, H; es

asimétricamente transitiva.

» H es (Bg,-libre (con By, = Bp,), donde las flechas etiquetadas con 1
estan en Hy, las etiquetadas con 2 no estdn en H; y las que no tienen
etiquetas pueden estar o no en H;. Podemos observar que si una flecha
estd en Di, entonces estda en Hy, por ser Hy subdigrafica inducida de
D;. Si una flecha no estd en D1, entonces no estd en Hy. Asi que como

D es p,-libre, también es [y, -libre y por consiguiente H es (G, -libre.

= Como D; es asimétricamente transitiva, Hq es asimétricamente tran-

sitiva, porque Hj es una subdigrifica inducida de D;.

= Dj no tiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas y como H; C

D1, no se tienen trayectorias infinitas exteriores asimétricas en Hj.

» Cada subdigréfica de H isomorfa a H(k, H1) es una subdigrafica de D
isomorfa a H(k, D7), asi que por hipétesis tiene una pseudodiagonal en
A(Asim(D)) N A(Dy), por lo tanto también en A(Asim(H)) N A(Hy).

= Toda subdigrafica inducida de H es subdigrafica inducida de D, asi que
tiene semintcleo médulo A(D7). Obsérvese que un semintcleo médu-
lo A(D1) de una subdigrifica inducida de H también es seminticleo

moédulo A(Hjp), pues si tenemos una flecha en A(D3) (es decir, que
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no estd en Dp), también la tenemos en Hy (es decir, que no estd en
H;) y si hay una flecha en H, esa flecha también estd en D por ser H

subdigréfica inducida de D. Por lo tanto ap, # 0.

Asi que concluimos que cualquier subdigréafica inducida de D cumple la
Propiedad P(ap,,<) y por el Teorema 1.9 tiene un nicleo, es decir, D es

una digrafica nicleo perfecta.

Definicién 1.13 Una digrdfica D es localmente finita (resp. exterior-
mente localmente finita), si para cada vértice v € V(D), se tiene que
5(v) (resp. 61 (v)) es finito.

Corolario 1.14 Sean D wuna digrdfica y D1 una subdigrdfica asimétrica-
mente transitiva de D. Si D no contiene trayectorias infinitas exteriores
contenidas en Asim(D1), D es Bp,-libre, cada subdigrifica inducida de D
tiene seminicleo no vacio mdédulo A(Dy) y D es localmente finita (resp. ex-

teriormente localmente finita), entonces D es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracién. Si D es localmente finita (resp. exteriormente localmente
finita), entonces no contiene ninguna H(k, D7), con k € {4,5,6,8,9,10,10,
10"}, pues t € H(k,D;) tiene grado (resp. exgrado) infinito. Asi que se
cumplen las hipétesis del Teorema 1.12 y por lo tanto D es una digréfica

nicleo perfecta.

El siguiente teorema es también una consecuencia directa del Teorema
1.12. Aunque el decidir si una digrafica evita una familia finita de digrafi-
cas relativamente pequenas no sea muy fécil, es mas facil que trabajar con
pseudodiagonales en digraficas infinitas. Por esta razén es que el Teorema

1:t4 sera una herramienta muy util.



50 Capitulo 1

Teorema 1.15 Sean D una digrdfica y D1 una subdigrdfica asimétricamen-
te transitiva de D, tales que D mno contiene trayectorias infinitas exteriores
contenidas en Asim(D1) y D es T'p,-libre. Entonces cada subdigrdfica in-
ducida de D tiene un semintcleo no vacio mdédulo A(Dy) si y sdlo si D es

una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracién. Si D es I'p,-libre, entonces H(k, D1) no es subdigréfica de
D, con k € {4,5,6,8,9,10,10', 10"}, por lo que se cumplen asi las hipdtesis
del Teorema 1.12 y por consiguiente D es nicleo perfecta.

Fl reciproco es inmediato.
[ |

La importancia del Teorema 1.15 sera apreciada cuando en el Capitulo 3
se vea entre sus consecuencias resultados conocidos e importantes, asi como

también nuevos resultados que generalizan los existentes.

Como se recordard, se definieron dos ordenes parciales, <p, y Sp;-
Asi como fue de utilidad el primer orden, el segundo lo serd para dar otras
condiciones suficientes para que una digrafica sea nucleo perfecta. Estas
condiciones en particular nos dan una nueva familia de digraficas a evitar y
como se verd al finalizar el presente capitulo son justas.

Denotemos por /8/D1 = ﬁD1U{A15} = {Al, AQ, A3, A11, A12, A13, A14, A15}
(véanse Figuras 1.1y 1.5).

Teorema 1.16 Sean D una digrdfica y D1 una subdigrdfica asimétricamen-
te transitiva de D. Si D no contiene trayectorias infinitas exteriores conteni-
das en Asim(D1), D es una digrdfica ﬂbl-libre y cada subdigrdfica inducida
de D tiene seminicleo no vacio mddulo A(Dy), entonces D es una digrifica

nicleo perfecta

Demostracién. Nuevamente, previo a la demostracién, daremos un esque-
ma, el cual nos puede servir para orientarnos dentro de la demostracién.

Debido a que la demostraciéon del Teorema 1.16 es analoga a la del Teorema
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1.11, el esquema es similar al que se dio previamente a la demostracién del
Teorema 1.11.

Basta demostrar que se cumple (4)-(7i7) de la Propiedad P(ap,, <) y que
cada subdigréfica inducida tiene un semintcleo médulo A(D;), para usar el
Teorema 1.9 y afirmar que D es ntcleo perfecta. Asi que hay que probar lo

siguiente:
i) Existe un orden parcial.

ii) El conjunto parcialmente ordenado tiene elemento maximal. Para esto
usamos el Lema de Zorn: tomamos una cadena C no vacia y demos-

traremos que tiene una cota superior S*, es decir, probaremos que:

I) S* > S, para toda S € C. Para esto se utilizard la hipGtesis de
que no hay trayectorias infinitas exteriores asimétricas contenidas
en Di.
1) S* #£ 0.
III) S* € ap,.
a) S* es independiente.
b) Si existe una (S*,t)-flecha en A(Dz2), con t € V(D) \ S*, en-
tonces existe una (¢, S*)-flecha en D. Esto se probard gracias

a que D es 3, -libre.

iii) Si S € ap, es un elemento maximal pero no es nicleo de D, entonces
Tg U S’ es un seminticleo médulo A(Dq) de Dy T§ U S > S.

I) TSS, us’' e ap, -
a) T§ U S’ es independiente.
b) Si existe una (T U S',t)-flecha en A(Dy), con t € V(D) \

T5 U S, entonces existe una (¢, T5 U S')-flecha en D. Para

esto usaremos que D es Bbl—libre.
m 75'us > S.
1) 75 U S # S.
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Asi que empecemos la prueba del Teorema 1.16:

i)

ii)

Por el Lema 1.7 sabemos que ap, con el orden <p, es un conjunto

parcialmente ordenado.

El conjunto parcialmente ordenado (ap,,Sp,) tiene elemento maxi-
mal. Para esto probaremos que toda cadena en (ap,, <p,) tiene cota
superior y por el Lema de Zorn tiene un elemento maximal. Basta pro-
barlo para cadenas no vacias, ya que la cadena vacia es acotada por

cualquier elemento de ap, .

Sea C una cadena de ap,. Por demostrar que existe S* € ap, tal que
para toda T € C, T Sp, S*.

Definimos

S*={se€ U U | existe S € C tal que s € Sy para toda T € C
UeC
con S Sp, T se tiene que s € T'}.

I) S <p, S* para toda S € C.

Sea S € C. Probaremos que para cada s € S existe un s* € S*, tal

que sucede (a) s =s* 6 (b) s L g y s*s ¢ A(D).
Sea s € S. Si s € S* concluimos, pues se cumple (a).

Si no, por la definicién de S*, existe S; € Ctal que S <p, S1y s ¢ S1,

. 1,2 .
entonces existe s; € Sp tal que s 4 s1y s1 - s (Fig. 1.35).

Si s; € S*, concluimos. Si no, existe Sy € C tal que S1 Sp, S2 ¥
s1 ¢ So, entonces existe so € S tal que s1 4 S2 Yy S 12 s1. Por
lo tanto tenemos que ssy € Asim(Dq), por ser D; simétricamente
transitiva y sos ¢ D porque Ajs no es subdigrafica inducida de D,

asi que si s € S*, concluimos (Fig. 1.36).

Si no, existe S35 € C tal que So Sp, S3y s2 ¢ S3, entonces exis-
1,2
te s3 € S3 tal que so 4 s3 y S3 —» s9. Por lo tanto tenemos que

ssg € Asim(D1) y s3s ¢ A(D), por ser D; simétricamente transitiva
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S S

Figura 1.35. La flecha etiquetada con 1 estd en D; y la flecha punteada indica que

no esta ni en D1, ni en Ds.

Figura 1.36.

y por no estar A5 como subdigrafica inducida de D, respectivamente.
Si s3 € S*, concluimos (Fig. 1.37). Asi sucesivamente y de manera
andloga al Teorema 1.11 tenemos que existe una ¢ tal que s; € S*, de
lo contrario tendriamos una trayectoria infinita exterior asimétrica en
Dy, (la prueba de que es una trayectoria es similar que en el Teorema

1.11) lo cual, por hipétesis, no puede ser.

II) S* # . La prueba se sigue igual que en el Teorema 1.11.

II) S* € ap.
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Figura 1.37.

a) S* es independiente, la prueba se sigue igual que en el Teorema
1.11.

b) Si existe una (S*,t)-flecha en A(D3), con t € D—S*, entonces existe
una (t, S*)-flecha en D.

Sea sit, con s7 € S* y t € D\ S*, una flecha en A(D3). Sabemos que
existe S € C tal que s7 € Sy paratoda S’ € C,con S <p, 5, s7 € 5.
Por lo tanto, tenemos que existe una flecha tx, con x € S, por ser S
un seminucleo médulo A(D;) y como S <p, S*, entonces sucede (a)
x € S* 6 (b) existe s5 € S*, tal que z 4 S5y Sh 12 2. Si sucede (a)
tenemos la (¢, 5*)-flecha que buscamos. De lo contrario, si sucede (b)

tenemos la trayectoria {s},t,z,s5} (Fig. 1.38).

De esta trayectoria podemos afirmar lo siguiente (Fig. 1.39);

sit € A(Dq) y xsy € A(Dq).

tsy,tss ¢ A(D), pues ya tendriamos una (¢, S*)-flecha.
o siz,xs],s]ss, s5st ¢ A(D), pues S* y S son independientes.

ssx ¢ A(D).

Asi que sélo nos falta analizar las opciones para las flechas restantes:
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S

Figura 1.38.

*
Sit1

Figura 1.39. Las flechas gruesas son las flechas que sabemos que estdn en D, las
flechas punteadas son las flechas que no estan en D y las flechas restantes son

aquellas que no sabemos si estan en D.
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€ A(Dq)...(1)
s5t 8 € A(D3)...(2)
¢ A(D)... (3)
Analicemos los 18 casos de nuevo como sucesiones de ntmeros:

Casos (1.1.1), (1.2.1), (2.2.1) y (2.3.1). Esto no puede suceder pues
tenemos que xsh, sit € Asim(Di1) y ya que D; es asimétricamente

transitiva se deberfa tener que xt € Asim(D1), lo cual no sucede.

Caso (1.1.2). Se tiene que D[{t,z,s5}] es isomorfa a Ay3, lo cual es

una contradiccion.

Caso (1.1.3). Se tiene que D[{s],t,z,s5}] = A3, de nuevo se llega a

una contradiccidn.

Casos (1.2.2), (1.2.3), (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3). Estos casos no se pueden
tener, pues se tiene que tz, xsy € Asim(D1), lo que implica que ts; €

Asim(D1), lo cual no sucede.

Caso (2.1.1). Se tiene que D[{t,z,s5}] es isomorfa a Ay, lo cual es

una contradiccion.

Caso (2.1.2). Se tiene que D[{t,x, s5}] es isomorfa a Aj2, lo cual no

puede suceder.

Caso (2.1.3). Se tiene que D[{s},t,x, s5}] es isomorfa a un caso de As,

lo cual nos da una contradiccién.

Caso (2.2.2). Se tiene que D[{t,z,s5}| es isomorfa a Aj4 y esto no

puede suceder.

Caso (2.2.3). Se tiene que D[{sit,z, s5}] es isomorfa a un caso de As,

lo cual nos da una contradiccién.

Caso (2.3.2). Se tiene que D[{t, x, s5}] es isomorfa a A;1, que contradice

el ser (3}, -libre.

Caso (2.3.3). Se tiene que D[{s*t,x, s5}] es isomorfa a Aj, lo que nos

lleva a una contradiccion.
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Asi que si se tiene una (¢, 5*)-flecha en D. Por lo tanto, por el Lema

de Zorn ap, tiene un elemento maximal S bajo el orden <p,.

iii) Si S € ap, es maximal y no es nicleo, es decir, Bg # 0 y sea S’ un
semintcleo no vacio médulo A(D;) de D[Bg], entonces Tg/ U S’ es un

seminticleo no vacio médulo A(Dy) de Dy S <p, T§ (Fig. 1.40).

Bg

Figura 1.40.

Sea S € ap, un elemento maximal y supongamos que no es un ntcleo
de D, es decir, Bs = {v € D\S | no existe una (v, S)-flecha en D} # ()

y sea S’ un seminticleo no vacio médulo A(D;) de D[Bg].

I) TS U S € ap,. Recordemos que TS = {v € S | no existe una
(v, S")-flecha en Dy }.

a) T U S’ es independiente. Dado que Ts‘?/ C Sy S es inde-
pendiente tenemos que Tgl es independiente. Como S’ es un
semintcleo de D[Bg] médulo A(D;) se sigue que S’ es inde-
pendiente, de modo que solamente necesitamos probar que
no hay ninguna flecha de D entre Tgl y S
a.1) No hay (T5', 5")-flechas.

Supongamos que existe ¢ € Tg’ y s’ € S tal que ts' € A(D).
Si ts' € A(D;), contradice la definicién de TS . Luego ts' €
A(Dy). Tenemos t € TS € Sy S € ap,, entonces hay una
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(s',S)-flecha en D, pues S es un seminticleo médulo A(Dy),

esto contradice que s’ € S' C Bg (Fig. 1.41).

Bg

5

Figura 1.41.

S

a.2) No hay (S’,Tgl)—ﬂechas, ya que S’ C Bg y Bg es el
conjunto de vértices no absorbidos por S.

b) Siexiste una (75 US’, z)-flecha en A(Dy), con z € D\T5 US’,
entonces existe una (z, Tg/ U S")-flecha.
Sea tz una (T U S, z)-flecha en Dy, con z € D\ T5 U S
Veamos los posibles casos para cada vértice.
Para t:
a)teT§ 6
b) te S,
y para z:
a) z€ Bg\ S 6
b) ze D\ (SUBg) 6
c)z€S\T5.
Observemos los 6 casos como sucesiones:
Caso (a.a). Ya que tz € A(D3), como S es un semintcleo
modulo A(Dy), entonces existe una (z, .S)-flecha, lo cual con-
tradice la definicién de Bg, por lo que este caso es imposible.
Caso (a.b). Yaquet € ngl C Sy S es un semintcleo médulo
A(D1) de D se tiene que existe una (z,S5)-flecha en D. De
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aqui se derivan dos casos: (1) existe una (z, Tg’)—ﬂecha 6 (2)
existe una (z,S\ Tgl)—ﬂecha.

Bg Bg
z z
2 2
S S
g
Caso (a.b.1) Caso (a.b.2)

Figura 1.42.

a.b.1) En este caso ya tenemos una (z, 75 U S’)-flecha (Fig.
1.42).

a.b.2) Sea zs la (z,5'\ Tgl)—ﬂecha, sabemos por la definicién
de Tgl que existe g € S, tal que s 4 ro v ademds zg -
s (Fig. 1.42). Se obtiene asf la trayectoria (t, z,s,z9) (Fig.

1.43), de la cual podemos observar lo siguiente:

7 s
th. 2 =z As 1 x

Figura 1.43. Las flechas continuas estdn en D;, con i € {1,2}, y las que no estén
etiquetadas pueden encontrarse en cualquiera de las dos subdigraficas. Las flechas

punteadas no estén en D.

o zt,zxg ¢ A(D), de lo contrario ya habriamos concluido,

puesto que xg,t € TSS/ us’.
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o ts,st ¢ A(D), ya que S es independiente.

o txg, zot ¢ A(D), pues Tg’ U S’ es independiente.
También sabemos que tz € A(D2) y szg € A(D1), pero zgs ¢
A(D).

Ahora veamos qué sucede con las flechas restantes:
Para zs puede suceder:
1. zs € A(Dy) 6
2. zs € A(D»).
Para sz puede suceder:
1. sz € A(Dy),
2. sz€ A(D») 6
3. sz ¢ A(D).
Para xgz puede suceder:
1. zoz € A(Dy),
2. zoz € A(D2) 6
3. xoz ¢ A(D).
Analizaremos estos 18 subcasos, de nuevo, como sucesiones
de nimeros:
Subcaso (1.1.1): zs, sz, x9z € A(D;). Este caso es imposible,
pues se tiene que sz, xoz € Asim(D1) y por ser Dy asimétri-
camente transitiva, sz € Asim(D;), lo que contradice que
zs € A(D).
Subcaso (1.1.2): zs,sz € A(D1) y z9z € A(D32). Se tiene que
Dlz,s,x0] = A1z, lo cual es una contradiccién, pues Az €
b,
Subcaso (1.1.3): zs,sz € A(D1) y zoz ¢ A(D). Tenemos que
DIt, z, s,x0| es isomorfa a A3 € ﬂbl, por lo que este caso no
se puede dar.
Subcasos (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3), (1.3.1), (1,3,2), (1.3.3): zs €

Asim(D1). Como se tiene que szg € Asim(D;), entonces por



Nuevas condiciones suficientes para la existencia de nicleos 61

ser D asimétricamente transitiva, zzg € Asim(D;), lo cual
no es cierto. Por lo tanto no se tiene este caso.

Subcaso (2.1.1): zs € A(Ds) y sz,z9z € A(D1). Este caso no
es posible, debido a que DIt z, s, zg] es isomorfa a Ajs.
Subcaso (2.1.2): zs,x0z € A(D2) y sz € A(Dy). Tenemos que
DJz, s, x0] es isomorfa a Ajg, lo que es una contradiccién.
Subcaso (2.1.3): zs € A(Dz2), sz € A(D1) vy zoz ¢ A(D). No
se puede tener este caso, puesto que D[t, Z, 8, 1‘0] es isomorfa
a un caso de Ao, lo que es una contradiccion.

Subcaso (2.2.1): zs, sz € A(D2) y oz € A(D1). En este caso
se tiene que sxo, roz € Asim(D1), entonces sz € Asim(D1),
lo cual no sucede. Por lo tanto este caso no es posible.
Subcaso (2.2.2): zs, sz, x0z € A(Dz2). Se tiene que D|z, s, o]
es isomorfa a A4 € ﬁbl, por lo tanto no se da este caso.
Subcaso (2.2.3): zs,sz € A(D3) y zoz ¢ A(D). De nuevo se
tiene que DIt z, s,x0] es isomorfa a un caso de Ag, asi que
este caso es imposible.

Subcaso (2.3.1): zs € A(D3),sz ¢ A(D) y oz € A(Dy). Te-
nemos que sxg, oz € Asim(D1), entonces deberfamos tener
que sz € Asim(D1), lo cual no sucede.

Subcaso (2.3.2): zs,xoz € A(D2) v sz ¢ A(D). En este caso
se tiene que Dlz, s, o] es isomorfa a Ay; € 3} , lo cual nos
lleva a una contradiccién.

Subcaso (2.3.3): zs € A(D3) y sz,xz9z ¢ A(D). Tenemos que
este caso no es posible, pues D[t, z, s, zg] es isomorfa a Aj.
Asi que no es posible tener una (2,5 \ ngl)—ﬂecha y por lo
tanto no se da el Caso (a.b); t € T§ y 2 € D — (S U Bs).
Continuemos con los casos que faltan:

Caso (a.c). Este caso no se puede dar puesto que S es inde-
pendiente (Fig. 1.44).

Caso (b.a). Puesto que S’ lo escogimos como un semintcleo

moédulo A(Dy) de Bg, entonces existe una (z, .S)-flecha y por
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Figura 1.44.

consiguiente una (z,T§ U S')-flecha (Fig. 1.45).

Bg

S/

Figura 1.45.

Caso (b.b). De nuevo tenemos que existe una (z, S)-flecha en
D, pues z ¢ Bg. Si es una (z, Tg’)—ﬂecha, entonces tenemos
una (z, Tg/ U §")-flecha, de otro modo tenemos que tal flecha
es zs, con s € S\ T3 (Fig. 1.46).

En este otro caso, la definiciéon de Tg’ implica que existe
zo € S’ tal que sxg € A(D1) y xos ¢ A(D). De aqui tenemos

dos posibles situaciones:

i) t = g, por lo tanto tenemos el tridngulo (¢, z,s) (Fig.

1.47), de donde sabemos lo siguiente:
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Bg
2 2
S S
g
(b.b.1)

Caso (b.b.1 Caso (b.b.2)

Figura 1.46.

Figura 1.47.

otz € A(Dy) y zt ¢ A(D) de lo contrario tendriamos
una (2,75 U S")-flecha.

o st € A(Dy) y ts ¢ A(D), esto dltimo por la definicién
de Bg.

Asi que s6lo faltaria ver que sucede con la flecha zs. Su-
pongamos que zs € Asim(D). Si zs € A(D;), entonces
tendriamos que 2zt € Asim(D;) (pues D; es asimétrica-
mente transitiva) lo cual no es cierto. Si zs € A(D»),
entonces DI[{t, z,s}] & A11. Asi que zs € Sim(D). Si zs
estd en A(D3), entonces D[{t, z, s}| seria isomorfa a A1y

6 a Ay, lo cual es una contradiccién. Asi que zs € A(Dy).
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ii)

Si sz € A(Dy), entonces DIt, z,s] = Ajz, si no, tene-

mos zt € Asim(D1) (D; es asimétricamente transitiva),

lo cual no se tiene. Por lo tanto no se puede tener tal

tridngulo.

t # xg, tenemos asi la trayectoria dirigida (¢, z, s, o), con

las siguientes propiedades:

o zt,zxg ¢ A(D), si no ya se tendria una (z,Tg/ uS)-
flecha.

o txg, vot ¢ A(D), pues S’ es independiente.

o ts ¢ A(D), por la definicién de Bg y st ¢ A(D), si no,
estarfamos en el Caso (7).

o x9s ¢ A(D), por la definicién de Bg.

o tz € A(D3) y sxg € A(Dy).

Obsérvese que esta trayectoria es la misma que aquella que
se obtuvo en el Caso (a.b) (2) con las mismas propiedades y
como ya se demostro anteriormente, lleva a una contradiccién
(Fig. 1.43).

Caso (b.c). Este caso es imposible debido a la definicién de
Bg (Fig. 1.48).

Bg

: < s

Figura 1.48.

Asi concluimos que si existe una (T 5?/ U S, 2)-flecha en Do,

entonces existe una (z, 75 U S')-flecha.
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Por lo tanto T5 U S’ es un seminticleo médulo A(Dy).

II) S <p, TS, US'. Sea s € S, sl s € Tgl, entonces existe s’ =
s € ngl Us'. Sis¢ Tg/, entonces s € S\ Tg/ y la definicién de
TSS' implica que existe z € S’ tal que s L 2. Dado que s € S,
z € S’ C Bg, se sigue de la definicién de Bg, que x ER s, por lo
tanto sz € Asim(D1).

III) Tg/ U S’ # S. La definicién de S’ implica 8" # @y S'NS =0, de
aqui que existe n € S’ tal que n ¢ S.

Ahora demostraremos que cada subdigréfica inducida de D satisface las
hipétesis del Teorema 1.16 para concluir que satisface (i)-(i7i) de la Propie-
dad P(ap,,<) (obsérvese que ahora H; es la subdigrafica de H que juega
el papel de Dy en D).

Sea H1 = Dp,[V(H)]. Como D; es asimétricamente transitiva, H; es

asimétricamente transitiva.

» H es B} -libre (con By = B, ), donde las flechas etiquetadas con 1
estan en Hi, las etiquetadas con 2 no estan en H; y las que no tienen
etiquetas pueden estar o no en Hy. Asi que como D es B’Dl—libre, H es
B, -libre.

= H) no tiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, debido a que
H, C Dy.

= Toda subdigrafica inducida de H es subdigrafica de D, por lo que
tiene seminicleo médulo A(Dy), el cual es también seminticleo médulo
A(Hy).

Asi que concluimos que cualquier subdigréafica inducida de D cumple la
Propiedad P(am,,<) y por el Teorema 1.9 tiene un nicleo, es decir, D es

una digréfica nicleo perfecta.
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Observacion 1.17 Una digrdfica D que cumple con las condiciones del
Teorema 1.16, cumple no sdlo (i)-(iit) de la Propiedad P(ap,,<), sino
también (iv) si So € ap, es mazimal, entonces para cada S < Sy, S C

So UT(So).

Demostracién. Sean Sy € ap, maximal y S < Sp. Si € 9, entonces
, . 1 1 .
(a) = € Sy 6 (b) existe xg € Sp tal que x — xg pero g - x, es decir,

x € I'"(Sp). Por lo tanto, en cualquier caso se tiene que = € Sy U T~ (.Sp).

1.2.1. Analisis de las hipdtesis

La hipdtesis de que sea Bbl—libre del Teorema 1.16 es justa. Para de-
mostrarlo se daran a continuacién las siguientes digraficas B;, con ¢ €
{1,2,3,11,12,13,14,15}, que cumplen con:

1. B contiene a A; € fp, como subdigrafica inducida.
2. B; no contiene a A; € Bp,, con i # j, como subdigrafica inducida.

3. D; es una subdigrafica asimétricamente transitiva de D sin trayecto-

rias infinitas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigrafica inducida de B; tiene un semintcleo médulo A(D;)

no vacio.

5. B; no tiene nucleo.

De aqui en adelante se escribird seminticleo médulo A(Dy), pero teniendo

en cuenta que se trata de semintcleo médulo A(D1) no vacio.

Sean Bj la digrafica en la Figura 1.49 y D; la subdigréfica generadora

de By que tiene por flechas a las flechas de By marcadas con 1.

1. Ay C* By. Bl[{d, c, a’,al}] ~ Ay
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Figura 1.49. By y D; la subdigrafica generadora de By, cuyas flechas son las de
etiqueta 1.

2. Aj ¢* By, con j # 1.

» Ay ¢* By. Ya que las tnicas flechas asimétricas en Dy son a”ay,

atd, cbs y biby aa,at,cy by no le llegan flechas simétricas.

n Az, Ay, As, As, As, Ag, Aro, A, Avor, A2, A1g, Ais € Bi. Pues-
to que no hay flechas simétricas de By en D1, es decir, flechas

simétricas del tipo 1/j, con j € {1, 2}.

» Ay €* By. Pues es claro que no hay tridngulos dirigidos asimétri-

COS.

» Ayy €* By. Debido a que la tnica flecha simétrica es bd, pero no

existe otro vértice que sea vecino a by a d, a la vez.

3. Claramente D; es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infini-

tas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigrafica inducida de Bj tiene semintcleo médulo A(Dy). By
es nucleo imperfecta critica. Esto debido a que Bj es la digrafica que
se obtiene de la digrafica 5)4(172, —2) (la cual es nicleo imperfecta
critica por el Teorema 0.32) al partir el vértice a en dos vértices, a™
y a~, y unirlos por la trayectoria (a™,a;,a”) de longitud 2 (Teorema
0.30) y reemplazar la flecha ¢b por la trayectoria (c, b, b1, b) (Teorema

0.29). Asi que cada subdigrafica inducida propia tiene un seminicleo
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médulo A(D1), puesto que tienen un nicleo y Bj tiene un seminticleo

modulo A(Dy), por ejemplo {b;}.

A continuacién daremos un contraejemplo para cada uno de los dos casos
posibles de Az; Ag; cuando la dnica flecha simétrica de Ay es del tipo 2/1

y Az.9 cuando dicha flecha es del tipo 2/2.

Figura 1.50. By; y D; la subdigrafica generadora de Bs.; con flechas las de eti-
queta 1.

Sean Bs.; la digrafica en la Figura 1.50 y D; la subdigrafica generadora

de Bsy.1 que tiene por flechas a las flechas de B 1 marcadas con 1.
1. As.1 CF Bog. Boa[{c,V,d',d}}] = Az,
2. Aj 7¢_* Bg_l, con ] 7& 2.

» Ay ¢* Byi. La tnica flecha asimétrica que estd en Dy es d'd],
la tinica flecha asimétrica que llega a d’' es a’ LN y la tnica
flecha asimétrica en Dy que llega a a’ es b/ 2, a’, pero b’ y d’ son
adyacentes.

» As, As, A1g, A13 €* Ba.1. Pues no hay flechas simétricas del tipo
1/1.

» Ay ¢* Byy. La tnica flecha simétrica del tipo 1/2 es d'b/. La
unica flecha asimétrica en Do que le llega a d’ es o’ Zd. Y la

o o 2
Unica flecha asimétrica en Dy que le llega a a’ es b’ = d’.
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» Ag, Ay, Aoy, A1or €* Ba.1. Puesto que en d’ no incide otra flecha
simétrica, ademéas de b'd'.
s Ag Q* Bs.1. La tnica flecha asimétrica en Dy que llega a d’ es
2 ,o. T 2
a’ = d' y la tinica asimétrica en Dy que sale de b’ es b/ = d’.

s Ay j(_* By.1. Se puede ver que no hay tridngulos asimétricos en
Bs.1.

. . 1

» Ao, A1 ¢€* Bo.y. La tinica flecha asimétrica en Dy es d' — df y
- N 2

sale una tunica flecha asimétrica de Ba.1 en Dy de df, di — db,

pero dy y d’' no son adyacentes.

s Ags ,Q_* B> 1, ya que no hay dos flechas asimétricas en D;.

3. De nuevo se ve que D es asimétricamente transitiva y sin trayectorias

infinitas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigrafica inducida de Bs,; tiene seminticleo médulo A(Dy).
Bs 1 es nucleo imperfecta critica pues es obtenida de unir dos
6‘)4(1,2,—2) por un vértice ¢, quitando las flechas ac,ca,d’c y ca’
(Teorema 0.28) y afnadir las flechas simétricas aa’ y a’a y cambiar
la flecha d'c por una trayectoria de longitud 3, (d',d},d,), (Teorema
0.29). Asi se tiene que toda subdigréfica inducida de Bs.; tiene un
ntcleo, por consiguiente un seminicleo médulo A(D;) pero ella no

tiene nicleo, aunque si tiene un semintcleo médulo A(Dy), {d'}.

Sean Bs o la digrafica en la Figura 1.51 y D; la subdigréfica generadora

de B2 que tiene por flechas a las flechas de Bs o marcadas con 1.
1. Ag.9 C* Boo. Baag[{co,d,b,b1}] = Agos.
2. A]‘ ;@* Bg.g, con j 75 2.

L Al, A4, Ag7 Alo, Am/, Alou, A11 g* BQ'Q. No hay dos flechas
asimétricas de Bo o adyacentes en Ds.

s Ag, As, Ag, Ag, A1, A13, A1s 7¢_* By 5. No hay flechas simétricas
del tipo 1/i, i € {1,2}, en Ba.2.
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Figura 1.51. Bs.5 y D; la subdigrafica generadora de Bs 5 cuyas flechas son las de

etiqueta 1.

n Ay QZ* Bs.2. Se puede ver que no hay triangulos inducidos en
Bs.o.

3. D; es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas.

4. Cada subdigréfica inducida de Bs 2 tiene un seminticleo médulo A(Dy).
Ya que Bs.o se obtiene de cambiar todas las flechas asimétricas de
64(1, 2, —2) por trayectorias de longitud 3, es nicleo imperfecta criti-
ca (Teorema 0.29). Asi que todas sus subdigraficas inducidas propias
tienen un seminticleo médulo A(D;), puesto que tienen nicleo y ella
misma no tiene nicleo, aunque si un tiene seminticleo médulo A(Dy),
{a1,b,b2,c1,d}.

Sean Bj la digréafica en la Figura 1.52 y D; la subdigréfica generadora

de Bjs que tiene por flechas a las flechas de B3 marcadas con 1.
1. A3 g* Bg. Bg[{c, b/,d/,dll}] = A3.

2. Aj ¢* Bs, con j # 3. Como Bj es la misma digrafica que As 2, sola-

mente difieren en que la flecha &’ — d’ estd en Dy en Bg y en By o no,
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Figura 1.52. B3 y D; la subdigrafica generadora de B3 cuyas flechas son las de
etiqueta 1.

s6lo se verificard que Bs no contenga a las digraficas Ax que usen una
flecha del tipo 1/1 y a As.

L o 1
» Ay ¢* Bs. La tnica flecha asimétrica de B3 en D; es d' — df,

pero en d’ no inciden flechas simétricas del tipo 2/i, i € {1,2}.
» A5, A9 €* Bs. No existen flechas simétricas adyacentes.

» Aj3 ¢* Bs. La tnica flecha asimétrica que sale de b’ (resp. d') es
v 2 (resp. d’ R d}), pero como dj y b’ no son adyacentes se

tiene que Aj3 no es subdigrafica de Bs.

3. Dj es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas.

4. Cada subdigréfica inducida de Bj tiene un semintcleo médulo A(D;y).
Como ya se dijo B3 es isomorfa a By 1, que ya se vio que es ntcleo
imperfecta critica y por consiguiente toda subdigrafica inducida tiene
un seminticleo médulo A(Dq) y {d'} es un seminticleo médulo A(Dy)
de Bs.

Sean B1; = Ay y D; subdigréfica inducida por la flecha en By; marcada
con 1. Claramente A7 C* Byy. Es sumamente fdcil comprobar que cumple

con las propiedades requeridas.



72 Capitulo 1

Figura 1.53. B2 y D1 la subdigrafica generadora de D; cuyas flechas son

las etiquetadas con 1.

Sean Bjs la digrafica en la Figura 1.53 y D; la subdigrafica generadora

de Bis que tiene por flechas a las flechas de B2 marcadas con 1.
1. Ajg C* Bia. Bia[{b,c,g}] = Aja.
2. Aj g_* B12, con j 75 12.

= Ay gZ* Bis. La tunica flecha asimétrica de Bis en Dy es be. La
unica flecha asimétrica de Biy en Ds que llega a b (resp. a) es

a>b (resp. g R a), pero g es adyacente a b.

» Ay ¢* Byo. La tnica flecha simétrica del tipo 2/i, i € {1,2}, que

llega a b es gb, pero g y ¢ son adyacentes.
» A3, As, Ayg, A13 €* Bia. No hay flechas simétricas del tipo 1/1.

» Ay ¢* Bjs. La tnica flecha simétrica del tipo 1/2 es bg y la
Unica flecha asimétrica de Bis que llega a b es a 2 b, pero a es

adyacente a g.
» Ag, Ay, Ay, A1or €* Bia. No hay flechas simétricas adyacentes.
s Ay Q* Bia. S6lo hay una flecha asimétrica de Byo en D;.

s Ag g* Bis. No hay dos flechas asimétricas de Bio en D1, que

lleguen a un mismo vértice.

s Ay g* Bjs. No hay triangulos asimétricos.
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s Ay Q* Bqs. Las flechas asimétricas de Bio en Do que salen de ¢
son ¢ = d yc 2, g, pero desde g y d no hay flechas simétricas del

tipo 2/2 que lleguen a b.

3. Se puede ver facilmente que Dj es asimétricamente transitiva y sin

trayectorias infinitas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigréfica inducida de Bjs tiene un seminicleo médulo A(Dy).
Bis tiene a {b} como seminticleo médulo A(D;). Bis es nicleo im-
perfecta critica pues Bio = 6')4(1,2, —-2)0O 84(1,2, —2), por lo tanto

B2 — b es nicleo perfecta (Teorema 0.28).

5. Bis no tiene nicleo, puesto que Bjg es niucleo imperfecta critica.

g _ .b aq_ .b
1
1 1t 1 1
@ -~ @
d c d c
Bis By

Figura 1.54. By3 y Bi4. La subdigréfica Dy de Bis (resp. Big) es la subdigrafica

generadora Bz (resp. Biy), con flechas de etiqueta 1.

Sean Bis y B4 las digréaficas que aparecen en la Figura 1.54 y como
subdigréfica D de Bis (resp. Bi4) la subdigrafica generadora de Bys (resp.
Bi4) que tiene por flechas a las flechas de Bjs (resp. Bi4) marcadas con 1.

Se puede comprobar facilmente que A13 C* Bigy A4 C* By y que Big
y Bi4 cumplen con las propiedades requeridas (véase el Teorema 0.32).

Sean Bijs la digréfica en la Figura 1.55 y D1 la subdigrafica generadora

de Bi5 que tiene por flechas a las flechas de By5 marcadas con 1.

1. A15 C* Bis. Bis[{g,b,c, }] = Ass.
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Figura 1.55. Bis y D; la subdigréfica generadora de Bjs con aquellas flechas

etiquetadas con 1.

2. Aj €* Bis, con j # 15.

n A Q* Bi5. Las unicas dos flechas asimétricas de Bis en Dq son
bc y cg. La tnica flecha asimétrica de Bis en Dy que llega a b
(resp. ¢) es a 2 (resp. f 2 ¢) y la unica flecha asimétrica de
Bis en Dy que llega a a (resp. f) es g 2 (resp. e 2 f), pero g
y ¢ (resp. e y g) son adyacentes.

» Ay ¢* Bys. La tnica flecha simétrica del tipo 2/i, i € {1,2}, que
llega a b es gb, pero g es adyacente a ¢ y en ¢ no inciden flechas

simétricas.

s A3, As, Ao, A1s ;(_* Bis, pues no hay flechas simétricas del tipo
1/1.

» Ay ¢* Bys. La tnica flecha simétrica del tipo 1/2 es bg y la tinica

flecha asimétrica de Bis en Do que llega a b es a 2 b, peroay g

son adyacentes.

» Ag, Ag, Ay, Ajor €* Bis. No existen dos flechas simétricas que

sean adyacentes.

» Ag ¢* Bjs. La tnica flecha asimétrica de Bis que sale de g es

2 .
g — a, pero en a no llega otra flecha asimétrica.

s Aiq, Ao, Ay g* Bjs. La tnica flecha asimétrica de Bis en Dy
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que sale de ¢ (resp. g) es ¢ 24 (resp. g 2 a), pero d (resp. a) no

es adyacente a b (resp. c¢).

c " 1 1 1
3. D; es asimétricamente transitiva. Tenemos que b — ¢, ¢ » by c — g,
1 1 1
g - ¢, entonces tenemos que b — gy g - b y son todas las fle-
chas de D;. Y claramente, D; no tiene trayectorias infinitas exteriores

asimétricas.

4. Cada subdigrafica inducida de Bjs tiene un seminicleo médulo A(Dy).
Bi5 tiene como seminticleo médulo A(D;) a {b}. Cualquier subdi-
grafica de Bjs que contiene a b tiene un seminticleo médulo A(Dy).
Bi5—b (resp. Bis —{b,a}) tiene a {a} (resp. {g}) como seminicleo. Y

Bis —{g,b,a} es claramente nicleo perfecta (véase el Teorema 0.32).

5. Bis no tiene nicleo. Por contradiccion, supongamos que tiene nicleo
N.Sice N, entonces N = {a,c} 6 N = {e,c}. Si N = {a,c} (resp.
N = {e,c}), entonces f ¢ N (resp. g ¢ N), pero no hay flecha de f
(resp. g) hacia N, por lo que ¢ ¢ N. Si a € N (resp. e), entonces se
tiene que b,g ¢ N (resp. d,f ¢ N), pero no hay flechas de b (resp.
d) hacia N, por lo tanto a,e ¢ N. Supongamos ahora que g € N,
entonces b ¢ N, pero de a no sale ninguna flecha hacia N, por lo tanto
g & N, pero f ¢ N. De otro modo e,d ¢ N y no habria (e, N)-flechas,
pero si g, f ¢ N, entonces ¢ no es absorbido por N, lo que contradice

que N sea un nucleo de Bjs.

En el Teorema 1.15, la hipétesis ser I'p, -libre no se sabe si es justa o no.
Se buscé sin éxito contraejemplos que nos pudieran mostrar que tal hipdte-
sis es justa. Estos ejemplos claramente tienen que ser digraficas infinitas.
Asi que seria de mucha utilidad definir operaciones entre digraficas como las
mencionadas en las Definiciones 0.17, 0.18 y 0.19, para digraficas infinitas,
que preserven el ser nicleo imperfectas criticas (aunque cabe recordar que
no se conocen digréficas infinitas niicleo imperfectas criticas) u operaciones
que puedan tener una infinidad de factores. Esto podria ser una linea de

investigacion muy interesante dentro de la teoria de ntcleos.
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Lo que sf se puede decir es que la hipétesis de ser Gp,-libre si es justa y los
contrajemplos que se tienen para el Teorema 1.16, By, B 1, B2 2, B3, B11, B12,
B3, B4, Bis, sirven también para demostrarlo, con Bys como contraejemplo
para Ay. Sélo faltaria mostrar que ninguna digrafica B; contiene como sub-
digréfica inducida a A;, con j € {4,5,6,8,9,10,10’,10"}, lo cual se puede ve-
rificar de manera analoga a como se verificé para j € 1,2,3,11,12,13, 14, 15,
con j # i (obsérvese que A15 C* A7, asi que si Aj5 no estd inducida en B;,

tampoco lo estd A7).



Capitulo 2

Sobre la estructura de
algunas digraficas con o sin

nucleo

En este capitulo daremos resultados sobre la estructura de digraficas
nicleo imperfectas criticas, finitas o infinitas. Aunque cabe mencionar que
hasta el momento no se conocen ejemplos de digraficas nicleo imperfectas
criticas infinitas. También se dan condiciones suficientes para que una di-
grafica finita sea nucleo perfecta. El contenido de este capitulo generaliza

los resultados obtenidos por Galeana-Sanchez y Neumann-Lara [19].

2.1. Seminicleos médulo (R, A(D,)) y trayectorias

dirigidas (K, Dy)-normales

En esta seccién introduciremos los conceptos de semintcleo y semintcleo
fuerte de una digrafica médulo un conjunto de flechas y también un conjun-
to de vértices, de esta manera generalizamos el concepto de semintcleo y
semintcleo fuerte de una digrafica médulo solamente un conjunto de vérti-

ces que fue dado por Galeana-Sénchez y Neumann-Lara, [19]. Usando estos

7
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conceptos establecemos el Teorema 2.5, el cual es la herramienta principal

usada en este capitulo. Recordemos nuevamente que Dy = D — D;.

Notacién 2.1 Si % = (ug, u1, ..., un, ug) es un ciclo dirigido, denotaremos
(Fig. 2.1):
‘57?0 ={u; | 1 =0(mod 2) con i # 0} Yy %1}0 ={u; |1 = 1(mod 2)}
U U
U, Uy Up Uy
(5] (5]
Uz Uz
0 1
(qu ‘guO
Figura 2.1. Los vértices en negro son los vértices de ¢ que estén en 4. , i € {1,2}.
Para una trayectoria P = (ug,u1,...,uy), denotamos:
P% = {u; | i = 0(mod 2)} Y P! = {u; | i = 1(mod 2)}.

Definicién 2.2 Sean D una digrdfica, A C A(D), I,R C V(D) y conside-

remos las siguientes condiciones:

i) I N R es un conjunto independiente.
i) D no contiene (I N R, I)-flechas.

i) Stuv € A(D)\ A, u e INR® yv e I°N R, entonces existe w € I tal
que vw € A(D).

Si se cumplen (i) e (ii) decimos que I es un Seminicleo de D mddulo

(R, A). (Véase la Figura 2.2; la region sombreada de I es independiente). Si
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Figura 2.3. Semintcleo fuerte médulo (R, A).

se cumplen (i') e (i1) decimos que I es un Seminicleo fuerte de D mddu-
lo (R, A). (Véase la Figura 2.3; la region sombreada de I es independiente

y las flechas punteadas no estdn permitidas).

Notese que ahora tenemos un seminticleo médulo un conjunto de flechas,
asi como un conjunto de vértices. Si S es un seminicleo médulo (R, A), po-
driamos pensarlo casi como un semintcleo médulo A, excepto que la inde-
pendencia no se cumpliria precisamente por los vértices contenidos en R y
las condiciones de absorbencia de un semintcleo médulo A sélo se cumplen

para las flechas que salen de S pero que no salen de R, dicho de otra manera,
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la parte de S contenida en R es lo que posiblemente echa a perder que S
sea un semintdcleo médulo A. Si S es un seminticleo fuerte médulo (R, A),

también es un seminticleo médulo (R, A) que no tiene (I U R®, R)-flechas.

Definicion 2.3 Sean D wuna digrdfica, B una subdigrdfica de D y K C
V(D). Una trayectoria dirigida T = (wg,w1,...,w,) en D es (K, B)-
normal si T satisface (Fig. 2.4):

i) VIDYNK =T 6 V(T)NK =T".
ii) Sis<j<mn,wj€K®ywse K, entonces wjws ¢ A(D).

iii) Siw; € K, entonces wjwj1 € A(Asim(D)) N A(B).

Figura 2.4. Trayectoria (K, B)-normal. Las flechas continuas son las flechas de la
trayectoria T, de éstas las etiquetadas con B estén en la subdigrafica B y las flechas

punteadas son aquellas que no estan en D.

Observacién 2.4 Cualquier trayectoria dirigida (K, B)-normal pasa por K
y K¢ alternadamente y toda flecha que empieza en K estd en A(Asim(D))N
A(B).

Teorema 2.5 Sean D una digrdfica y D1 una subdigrdfica de D. Si Iy, I,
R C V(D) son tales que Iy C I,IoN R =10 y satisfacen que:
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a) I es un semindcleo fuerte de D mddulo (R, A(Dy)).

b) Cada (Iy, R)-trayectoria dirigida e (I,Ds)-normal pasa por
U=TI"(Ip)NR".

Entonces S = {w € I | eziste una (Iy,w)-trayectoria dirigida e (I,Ds)-
normal que no pasa por U} es un seminicleo mddulo A(D1) de D y ademds
IphbcSCcCINR-.

Demostracion.

1. U C I°N R°. Por la definicién de U se tiene que U C R¢, falta probar
que U C I°. Supongamos lo contrario, sea u € U tal que u € I (Fig.
2.5), entonces u € I'"(Ip) NR°NI. Asi existe z € Iy tal que uz € A(D).

Como Iy C R°NI, entonces u, z € R°N1I, lo cual contradice la hipétesis

(a).

Figura 2.5. La parte sombreada, R N I, es independiente.

2. Iy es independiente, pues Iy C R°N T (por hipétesis (a) R°N T es

independiente).

3. Iy C S. Para cada z € Iy la trayectoria (z) es una (Ip, x)-trayectoria
(I, Dg)-normal (por vacuidad) y no pasa por U, pues como [y C [y
U C I¢ (por (1)), se tiene que [y NU = 0, asi que = ¢ U.
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4. S C R°. De lo contrario existe s € S tal que s € R, por lo tanto existe

una (Ip, S)-trayectoria, T', (I, D2)-normal que no pasa por U. Pero a
su vez T es una (Ip, R)-trayectoria, (I, D2)-normal, por lo tanto, por

la hipétesis (b), pasa por U, lo cual es una contradiccidn.

. S C IN R Por la definicién de S, S C I y por (4), S C R°.

. D no contiene (5, I)-flechas. Por (5), S € INR®. Por la hip6tesis (a), D

no contiene (INR°, I')-flechas. Por lo tanto D no contiene (5, I)-flechas
(Fig. 2.6).

Figura 2.6. Las flechas punteadas estédn prohibidas.

. S es independiente. Por (5), S C I y por (6) no hay (S, S)-flechas (Fig.

2.6).

. S es un semintcleo médulo A(D;). Supongamos lo contrario, asi que

como S es independiente (por (7)) existe s € Sy w € D — S, tal que
sw € A(D32) y D no contiene (w, S)-flechas (Fig. 2.7).

Por la definicién de S, existe una (Iy, s)-trayectoria, T', (I, D2)-normal
que no pasa por U. Sea T' = (wp, w1, ..., w, = §), con wg € Iy. La
extendemos al camino 7" = (wg, w1, ..., wp,w) (Fig. 2.8).

Obsérvese que I(T) es par y T° C I.

8.1. w € I°. Obsérvese que w ¢ I N R, pues s € IN R e I N R es
independiente. Si w € I, entonces w € I N Ry como S C I N R° se
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Figura 2.8. Las flechas son de la trayectoria T. La parte sombreada es indepen-

diente.

tendria una (I NR¢, I')-flecha lo que contradice que I sea un semintcleo
fuerte de D médulo (R, A(Dy)) (Fig. 2.9). 8.2. T' es una trayectoria.
Por contradiccién, supongamos que w = w;, para alguna i < n impar
(i no puede ser par debido a que no hay (I N R¢ I N R¢)-flechas),
entonces tenemos la flecha ww; 11 € A(D). Nétese que (wo, T, w;t+1) €s
una (I, w;4+1)-trayectoria (I, D2)-normal que no pasa por U, pues T
era (I, Ds)-normal y no pasa por U, asi que w;+1 € S. Por lo tanto
tenemos una (w, S)-flecha en D, lo que es una contradiccién con el
hecho de que no hay (w, S)-flechas en D (Fig. 2.10).

8.3. T" es (I, Dy)-normal. Por (8.1), w € Iy por la eleccién de w,
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Figura 2.10. Si 7" no es trayectoria, existe una (w, S)-flecha.

wpw € A(D2) N Asim(D).
8.4. w ¢ R. Si w € R, entonces T" es una (Iy, R)-trayectoria, (I, Ds)-
normal que no pasa por U, pues T no lo haciay w ¢ R°NU, lo que

contradice la hipétesis (b)

8.5.we I°N R por (8.1) y (8.4).

8.6. Existe z € I tal que wz € A(D). Como s € S C I N R° (por
(5)) y w € I°N R° (por (8.5)), se sigue de la hipétesis de que I es un
semintcleo fuerte de D médulo (R, A(Dy)) (Fig. 2.11).

8.7. T" = (wo, w1, ..., w,,w, 2) es una trayectoria (I, Dg)-normal que

no pasa por U.

a) T" es trayectoria. De lo contrario, z = w;, con 0 < i < n, i no
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Figura 2.11.

puede ser impar pues z € Sy T9 C I. Nétese que w; estd en S, ya
que (wq, T, w;) es una (I, w;)-trayectoria, (I, Ds)-normal, que no
pasa por U, pues T es (I, Dy)-normal que no pasa por U. Por lo
tanto se tiene una (w, S)-flecha en D, que contradice la eleccién
de w (Fig. 2.12).

Figura 2.12. La flecha wz estd prohibida puesto que no existen (w, S)-flechas.

b) T" es (I, Dg)-normal. Ya que 17" es (I, Da)-normal, w ¢ I 'y z € I.
¢) T" no pasa por U, debido a que 7" no pasa por U y que z ¢ U C
Ic.

Asi que z € Sy wz € A(D), lo que contradice que no existen (w, S)-

flechas. Por lo tanto S es un seminticleo médulo A(Dy) de D.
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Los Teoremas 2.6 y 2.8 son variaciones ttiles del Teorema 2.5.

Teorema 2.6 Sean D una digrdfica y D1 C D. Supdngase que Iy, I, R C
V(D), tales que § # Ip C I, Iy N R = 0 y que satisfacen las siguientes

condiciones:

i) I es un seminicleo fuerte mddulo (R, A(D1)) de D.

ii) D no contiene seminicleos médulo A(Dy), S, tal que Iy C S C INRC.

Entonces existe una (I, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, Da)-normal,
T = (to,.-.,tn), que no pasa por U = T'~(Iy) N R®, la cual satisface las

siguientes propiedades:
a) T no tiene (V(T) \ {t,}, T°)-pseudodiagonales.
b) I(T) es par si y solo sit, € I.

Demostracién. Por (ii), se sigue del Teorema 2.5 que existe una ([y, R)-

trayectoria dirigida e (I, D2)-normal, que no pasa por U.

Tomemos una de tales trayectorias que tenga longitud minima, T =
(toy .-y tn).
1. T cI. Yaquety€ Iog C Iy T es (I, Dy)-normal.

2. V(T)NR = {t,}. De lo contrario, si existe t;, con i < nyt; € R, enton-
ces T' = (to, T, t;) es una (Ip, R)-trayectoria dirigida e (I, Dy)-normal
que no pasa por U y I[(T") < I(T'), que contradice la minimalidad de
T. Por lo tanto T es directa.

3.ty € INRytojpr €I°NR con0<2i<ny0<2j+1<n. Se
sigue inmediato de (1) y (2).

4. TO\ {t,} € I N Re, por (3).

5. T no tiene (T9\ {t,}, T°)-pseudodiagonales, ya que I es un seminticleo
fuerte de D médulo (R, A(Dy)).
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6. T no tiene (T*\{t,}, T")-pseudodiagonales. De lo contrario existe to; 1
y taj,con 0 <2i4+1<ny0<2j <n,tal que taipita; € A(D).
Caso 1) 2i + 1 < 27, entonces (to, T, ti+1) U (toir1ta;) U (t25, T, tn) es
una (Ip, R)-trayectoria dirigida e (I, Dy)-normal que no pasa por U,
con longitud menor que la de T', de nuevo se contradice la minimalidad

de T.

Caso 2) 2i+1 > 27, esto no sucede debido a la definicién de trayectoria
(I, D2)-normal.

7. I(T) es par si y s6lo si t, € I. I(T) es par si y sélo si n es par y esto
sucede si y sélo si t, € T° C I, por (1).

Asi que T es una (Iy, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, Dg)-normal

que no pasa por U y que cumple:

a) T no tiene (V(T)\ {t,}, T?)-pseudodiagonales (por (5) y (6)).

b) I(T) es par siy sblo si t, € I (por (7)).

Definicion 2.7 Diremos que una digrdfica D es nicleo perfecta modulo
A(Dy), con Dy C D, si toda subdigrdfica inducida de D posee un seminicleo
mddulo A(Dy) distinto del vacio.

Teorema 2.8 Sea D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,,<) y
supongamos que toda cadena de (ap,,<) tiene cota superior. Si Iy, I, R C
V(D), tales que ) # Iy C I, InN R = () satisfacen que:

i) I es un seminicleo fuerte mddulo (R, A(D1)) de D.
it) D no tiene nicleo.

iii) D — Iy es nicleo perfecta mdédulo A(D1).
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Entonces existe una (I, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, D2)-normal,

T, que no pasa por I'~(Iy) N R® y satisface (a) y (b) del Teorema 2.6.

Demostracién. Supongamos que el Teorema 2.8 es falso, entonces (por el
Teorema 2.6) D tiene un seminticleo médulo A(Dq), S # 0, tal que Iy C
S C InN Re Por la Propiedad P(ap,,<)-(i1), (ap,, <p,) tiene elemento
maximal.

Caso 1) S es un elemento maximal de (ap,,<p,). Como S no es nicleo

de D, pues D no tiene niicleo (por hipétesis (4i)), entonces Bg # (). Como
Iy C S,

entonces

Bs c V(D)\ S c V(D) \ Iy,

por lo tanto D[Bg] es nicleo perfecta médulo A(D;) (por hipétesis (ii7).
Sea S’ un semintcleo no vacio médulo A(D;) de D[Bg], entonces, por la
Propiedad P(ap,, <)- (i), Tg, US’ es un semintcleo no vacio médulo A(D;)
de Dy TUS > S, lo que contradice que S es maximal.

Caso 2) S no es un elemento maximal de (ap,, <p,). Por la Proposicién
0.36 existe S* € ap,, un elemento maximal tal que S* > S. Por (i¢), S* no
es ntcleo, por lo tanto Bgs # 0.

Como S C S*UT'7(S*) por la Propiedad P(ap,,<)-(iv), entonces Iy C
S*UT~(S*). Por la definicién de Bg+, tenemos que

Bg- CV(D)\ S*y

Bs- NI~ (8%) =10,

entonces

Bs- C V(D) \T™(5%),

asi que
Bg- C V(D) \ (S*UT'~(5")),
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por lo tanto
Bg+ C V(D) \Io

Asf que por la hip6tesis (iii) D[Bg+] tiene un seminticleo médulo A(Dy), S'.
Y por la Propiedad P(ap,, <)-(i4i),

Ts+US" € ap,, con Tg« US" > S*,

lo que contradice que S* es maximal.

2.2. Estructura de ciertas digraficas sin nucleo

En esta seccién aplicaremos los resultados de la Seccién 2.1 para cono-
cer la estructura de ciertas digraficas sin nicleo que cumplen la Propiedad
P(ap,,<). Tales propiedades estructurales de estas digraficas aseguran la
existencia de ciclos de longitud impar o trayectorias (K, B)-normales, que
no contienen pseudodiagonales especiales y hasta en algunos casos los ciclos
evitan pasar por cierto conjunto de vértices. Estos resultados seran aplicados
en la Seccién 2.3 para dar propiedades estructurales de las digraficas nicleo

imperfectas criticas que también cumplan la Propiedad P(ap,, <).

Teorema 2.9 Sean D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,, <),
u,v € V(D) y Ny nicleo de D —u. Supongamos que toda cadena de (ap,, <)

tiene cota superior y que se satisface lo siguiente:
i) D — v es nicleo perfecta mddulo A(Dy).
ii) D —w es nicleo perfecta médulo A(Dy), para cada w € T (v).
iit) D no tiene nicleo.

Entonces existe una (v, u)-trayectoria dirigida y (Ny, D2)-normal, T, sin
(V(T)\ {u}, T?)-pseudodiagonales (donde i es el residuo de 1(T) + 1 mddulo
2).
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Demostracién. Sean I = N, R = {u} e

{v} siv e N,
I (v) NN, sivé N

Iy =

1. @ # Iy c I = N,. Por la definicién de Iy, Iy C N,. Siv € N, entonces
In = {v} # 0; si v ¢ Ny, entonces existe w € Ny, tal que w € I'"(v),
por lo tanto I'" (v) N N, # 0.

2. hnnR=Iyn{u} =0, pues u ¢ N,.

3. I es un semintcleo fuerte médulo ({u}, A(Dy)) de D.
3.1. D no contiene (INRC, I)-flechas. Como INR® = N,N{u}®= N, y
N, es un nucleo en D — u, por lo tanto N,, es independiente. Entonces
no existen (N,, N, )-flechas en D, por lo tanto no existen (I N R¢, I)-
flechas en D.
3.2.Sizy € A(D2), z € INR" ey € I°N R, entonces existe w € I tal
que yw € A(D). Comoy € I°NR* = NiN{u}* =V(D—u)\ N,y N,

es un nicleo de D —u, entonces existe w € N,, = I tal que yw € A(D).

4. D — I es ntcleo perfecta médulo A(Dy).
4.1. Si Iy = {v}, por (i), D — v es nucleo perfecta médulo A(D;).
4.2.Si Iy = T (v) N Ny, sea w € N, NT'F(v), por (ii), D —w es nicleo
perfecta médulo A(D;). Como

D\Ip=D\ (" (w)NN,) C D —w,

entonces D — I es niicleo perfecta médulo A(Dy).
Luego (por el Teorema 2.8) existe una (Iy,u)-trayectoria dirigida,
directa y (Ny, Dg)-normal, T = (tg,...,t, = u), que no pasa por
I'~(Ip) N R° y satisface que:

a) T no tiene (V(T)\ {u}, T?)-pseudodiagonales.

b) I(T) es par siy sblo si u € I.
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Como u ¢ N, entonces I(T) es impar (por (b)) .

Caso 1) Iy = {v}, entonces T es una (v, u)-trayectoria dirigida, di-
recta y (N, D2)-normal que satisface que no tiene (V(T) \ {u}, T°)-
pseudodiagonales. Obsérvese que en este caso ¢ = 0, pues [(T) + 1 es
par.

Caso 2) Iy = 't (v) N Ny. Denotemos por 1" = (v, tp) U T. Obsérvese
que 1" esté bien definida, pues wy € Ip C I'"(v). Como I(T') es impar,
entonces [(T”) es par. Por lo tanto [(T”) 4+ 1 es impar, por lo que i = 1.
Podemos ver que T"' = {t; | i es par} = T° y como T no tie-
ne (V(T) \ {u}, T%)-pseudodiagonales, entonces 7" no tiene (V(7") \
{u, v}, T"')-pseudodiagonales. Si T" no tiene (v, T"!)-pseudodiagonales,
entonces T’ es la trayectoria buscada. Si no, existe ¢ = 2k tal que
vt; € A(D), tomemos iy = méx{i | vt; € A(D)}, claramente T" =
(v,tiy) U (tiy, T", u) satisface todas las propiedades que cumple 7" y no
tiene (V(T") \ {u}, T")-pseudodiagonales.

Corolario 2.10 Sean D wuna digrifica que cumple con la Propiedad
P(ap,,<) y f=uv € A(D). Supéngase que toda cadena en (ap,,<) tiene

cota superior, D no tiene nicleo y que satisface:

i) D — u tiene nicleo.
it) D — v es nicleo perfecta mddulo A(Dy).
i) D —w es niicleo perfecta médulo A(D1), para cada w € T'F(v).
Entonces existe € un ciclo dirigido, (%S,Dg)—normal, de longitud impar,

que pasa por f y que no tiene (V(%),60)-pseudodiagonales (en particular

€ es independiente).

Demostracién. Sea N, un nicleo de D — u, entonces (por el Teorema

2.9) existe una (v, u)-trayectoria dirigida y (N, D2)-normal, T', sin (V(T') \
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{u}, T")-pseudodiagonales, con i el residuo de I(T) 4 1 médulo 2.
Sea T = (v,v1,...,Up,u) ysea € =T U f. € es un ciclo dirigido que pasa
por f.

1. v ¢ Ny. Siv e Ny, como f=wuv € A(D), entonces N, es niicleo de D,
lo que contradice las hipétesis (Fig. 2.13).

Figura 2.13.

2. I(T) es par, pues T es (Ny, D2)-normal que empieza y termina en NE.

3. €0 C N,. Obsérvese que €° = {v1,...,v9541 = v} = T y por (1),
v1 € Ny y como T es (N, Da)-normal, €0 C N,,.

4. € es (¢, Dy)-normal, ya que T es (N, Dy)-normal y €2 C N,.
5. (%) es impar, por la afirmacién (2).

6. € no tiene (V (%), %€))-pseudodiagonales. Sabemos que i = 1, pues
I(T) es par, entonces T no tiene (V(T) \ {u}, T")-pseudodiagonales,
por lo tanto % no tiene (V (%) \ {u}, €Y)-pseudodiagonales.

Falta probar que % mno tiene (u,%?)-pseudodiagonales. Supongamos
por contradiccién que existe una (u, 620 )-pseudodiagonal. Sea uvy; 1 €
A(D), por (2), vaiy1 € Ny, por lo tanto existe una (u, N, )-flecha en
D lo cual implica que N, es un nicleo de D, lo cual contradice las

hipétesis.
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Teorema 2.11 Sea D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,,<).
Si toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior y ) # A C F,f eIy = {z €
V(D) | uz € A} satisfacen:

i) D — A tiene un nicleo, pero D — A’ no, para cada A’ C A.
ii) D — Iy es nicleo perfecta mdédulo A(D1).

Entonces existe f € A y € un ciclo dirigido, (€}, Da)-normal, de longitud
impar, que pasa por f, que no intersecta a T~ (Io) \ {u} y sin (V(€), %€} U
{u})-pseudodiagonales.

Demostracién. Sea I nicleo de D — Ay R = {u}.

1. D no tiene nicleo, por (7).
2. Iy # 0, ya que A # 0.

3. wel. Siu¢ I, entonces I es independiente en D y como es absorbente
en D — A, entonces I es un nucleo de D, pues absorbe a u en D, lo

que contradice a (1).

4. Ip C 1. Si Iy € I, sean I = IyN 1Ty A" = {uz € A(D) | z € Ip}.
Observemos que A’ C A, entonces I es independiente en D — A’. Como
es absorbente en D — A, entonces I es un nicleo de D — A’ y esto es

una contradiccién con la hipdtesis (i).
5. Io N {u} = 0, pues no hay lazos en D.

6. I es un semintcleo fuerte médulo ({u}, D) de D.
6.1. I no contiene (I N {u}¢, I)-flechas en D. Como I es un nicleo en
D — A no hay (I, I)-flechas en D — A, por lo que todas las posibles
flechas de D con ambos extremos en [ salen de u, asi que I no tiene
(I n{u}®, I)-flechas en D.
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6.2 Si zy € A(D2), con xz € I N{u‘} ey € I° N {u}®, entonces existe
z € I tal que yz € A(D). Como y € I°N{u}® C I¢ e I es un nicleo de
D — A, existe z € I, tal que yz € A(D)\ A C A(D).

Entonces (por el Teorema 2.8) existe una (lo, u)-trayectoria dirigida, directa

e (I, D2)-normal, T', que no pasa por I'"(Iy) N {u}® y que satisface:
a) T no tiene (V(T) \ {u}, T?)-pseudodiagonales.
b) I(T) es par siy sélo si u € I.

Sea T = (z = wop,wy,...,w, = u), con z € Iy, entonces f = uz € A.
Sea € =T U f. Como u € I (por (2)), entonces {(T) es par y como T es
(I, Dy)-normal, se tiene que T° C I y I(¢') = I(T) + 1 es impar.

T° = {wy, ..., wy,} con n par,

T°\ {u} = €} por lo tanto T° = €} U {u},

asi que € es (%}, Da)-normal. Como T no tiene (V(T)\ {u}, T°)-pseudodia-
gonales, entonces % no tiene (V (%) \ {u}, €.} U{u})-pseudodiagonales. Si ¢
no tiene ({u}, ¢})-pseudodiagonales, entonces es el ciclo buscado. Si no, sea
Jj = méx{i | vw; € A(D) con i par}, entonces ¢’ = (u,w;) U (w;, €, u) es,

claramente, el ciclo con las propiedades requeridas.

Corolario 2.12 Sean D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,, <)
y [ =uv € A(D). Si toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior, D no
tiene nicleo, D — f tiene nicleo y D — v es nicleo perfecta médulo A(Dy),
entonces existe € un ciclo dirigido, (6,5, D2)-normal, de longitud impar,
que contiene a f, que no intersecta a T~ (Io) \ {u} y sin (V(¥), 6} U {u})-

pseudodiagonales.

Demostracién. Sea {f} = A C F,", entonces Iy = {v} y obsérvese que se

cumplen las hipotesis del Teorema 2.11:
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i) D — f tiene ntcleo, pero D no tiene nicleo.
ii) D — v es nicleo perfecta médulo A(Dy).

Asf que existe ¢ un ciclo dirigido, (¢}, D2)-normal, de longitud impar, que
pasa por f, que no intersecta a '~ (I)\ {u} = I~ (v)\ {u} y sin (V(%), %} U
{u})-pseudodiagonales.

Corolario 2.13 Sean D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,, <)
y [ =uv € A(D). Si toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior, D no
tiene nicleo y D — f es niicleo perfecta, entonces existe € un ciclo dirigido,

(6, Dy)-normal, de longitud impar, que contiene a f, que no intersecta a
I~ (v) \ {u} y sin (V(¥), %} U {u})-pseudodiagonales.

Demostracién. Sea {f} = A C F,/, entonces Iy = {v}.

i) D — A = D — f tiene nicleo, pues D — f es niicleo perfecta, pero D

no tiene nucleo.

ii) D —w es nicleo perfecta médulo A(D;), pues D — v es nicleo perfecta
vaque D—vC*D— f.

Asi que se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.11, por lo tanto existe
% un ciclo dirigido, (¢}, Dy)-normal, de longitud impar, que pasa por f,
que no intersecta a I (Ip) \ {u} = I'"(v) \ {u} y sin (V(%), €} U {u})-

pseudodiagonales.

Corolario 2.14 Sean D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,, <)
yu € V(D). Si toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior, D no tiene
nicleo, D — u es nicleo perfecta y D — w es niicleo perfecta médulo A(D1),
para cada w € T (u), entonces eviste € un ciclo dirigido, (6}, Da)-normal,

de longitud impar y sin (V(%€), €} U {u})-pseudodiagonales.
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Demostracién. Obsérvese que {u} es un seminticleo de D — F\, pero no
es un niicleo de D — F,/, pues de lo contrario serfa un ntcleo de D, lo que
contradice las hipotesis.

Asi que B, = {v € V((D — F;) \ {u}) | no existe una (v, u)-flecha en D —
Ff} # 0. Como u ¢ B,, entonces (D — F,5)[B,] C* D — u. Por lo tanto
D[B,] tiene un nticleo, S’. Entonces {u} U S’ es un nicleo de D — F;} (Fig.
2.14).

Figura 2.14.

Elegimos N, de entre todos los nticleos de D — F; que contienen a u, tal
que |A(D[N,])NE,}| toma el minimo valor posible. Sea A = F,7 NA(D[N,]).

1. A#0.Si FnA(D[N,]) = 0, entonces I't (u)NN, = 0 y como N, es un
nicleo de D—FF, entonces absorbe a todo V(D —F,[)\N, = V(D)\N,
y N, es independiente en D — F). Como no hay ninguna flecha de F,
en D[N,], entonces N, también es independiente en D, por lo tanto

N, seria un nucleo de D, lo que contradice las hipdtesis.
2. A C F, por la definicién de A.

3. D — A tiene un nicleo. N, es un nicleo de D — A: absorbe a todos los
vértices de (D — A) — Ny, pues D — F,f € D — Ay N, es un nicleo
de D — F;f. N, es independiente en D — A, porque las posibles flechas
de D[N,] en D — A son las de F,} \ A, pero esas flechas precisamente

no estan en D[N,].
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4. D — A’ no tiene nicleo, con A" C A. Si D — A’ tiene un nicleo, N,
entonces como absorbe en D — A’, también absorbe en D y como D
no tiene nicleo, tenemos que N no es independiente en D, pero si lo
esen D — A’ entonces u € N.

Se puede observar que F,f N A(D[N]) = A’ (ya que A’ C F y las
flechas en D de N son las de A’) lo que contradice la eleccién de Ny,
pues [A’] < [A].

5. D — Iy es nicleo perfecta médulo A(Dy), con Iy = {z € V(D) | uz €
A}. Sea w € Iy C T (u) (por (3), Iy # 0), entonces D — Iy C D — w.
Y como D — w es niicleo perfecta médulo A(D), por lo tanto D — I

es nucleo perfecta médulo A(Dy).

De esta manera tenemos que se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.11,
por lo tanto existe f = uv € A y € un ciclo dirigido, (¢}, D2)-normal, de
longitud impar que pasa por f (en particular por ), que no intersecta a
I~ (Ip) \ {u} y sin (V(¥), %} U{u})-pseudodiagonales.

Teorema 2.15 Sea D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,,<).
Si toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior y ) # A C F, cumple las

siguientes propiedades:
i) D — A tiene nicleo.
ii) D — A" no tiene nicleo, con A’ C A.
i11) D —u es nicleo perfecta mdédulo A(Dy).

Entonces erxiste f = wu € A y € un ciclo dirigido, (€5, Da)-normal, de

longitud impar, que pasa por f, que no intersecta a T~ (u) \ {w} y sin
(V(¥), %) U{w})-pseudodiagonales.

Demostracién. Sean I un nicleo de D — A, [y = {u} y R={z € V(D) |
zu € A}
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1. IpyUR C I. Sino, existe f = xy € A tal que x 6 y ¢ I, entonces para
A" = A\ {f} se tendria que D — A’ tiene a I como nicleo, lo que

contradice (7).
2. RN Iy =0, pues no hay lazos.

3. I es un semintcleo fuerte médulo (R, A(Dy)) de D.
3.1. I no contiene (I NR° I)-flechas en D. I es independiente en D — A
y las unicas posibles (I N R¢, I)-flechas en D son las (R, {u})-flechas,

que son precisamente las flechas de A.

3.2.Sizy € A(Ds),conz € INR® ey € I°NRC, entonces existe w € I,
tal que yw € A(D). Comoy € I°NR® C I°e I es un nicleo de D — A,
entonces existe w € I, tal que yw € A(D)\ A C A(D).

4. D no tiene nucleo, por (i).

5. D — u es nicleo perfecta médulo A(Dy), por ().

Por el Teorema 2.8 existe una (u, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, Da)-

normal, T' = (u = tp,...,ty), que no pasa por I' " (u) N R° y satisface que:
a) T no tiene (V(T)\ {t,}, T°)-pseudodiagonales.
b) I(T) es par si y sblo si ¢, € 1.

Como w = t, € R, entonces existe la flecha f = wu y como T es directa
t; ¢ R, para 0 <i <n.

Sea € =T U f. € no pasa por ' (u) N R® y como T es directa, ¢ no pasa
por I'"(u) \ {w}. Sabemos que w € R C I (por (1)), por lo tanto [(T') es par
y asi [(%) es impar. Sea

Cgul, = {to,t2, ..., tn—2} = 70 \ {w}.

Como n es par y t, € I, se tiene que T° C I, por lo que ¢} C I. Por lo
tanto € es (%, Da)-normal.
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Como T mo tiene (V(T) \ {tn}, T°)-pseudodiagonales, entonces € no tie-
ne (V(%) \ {w}, €} U {w})-pseudodiagonales. Falta probar que % no tiene
(w, €} U{w})-pseudodiagonales, es decir, (w, €})-pseudodiagonales. Ya que
I es independiente en D — A y como w € I y 6} C I, la tinica posible

(w, €,)-pseudodiagonal en A es wu, que es una flecha de €.

Corolario 2.16 Sean D una digrdfica que cumple la Propiedad P(ap,, <)
yu € V(D). Si toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior, D no tiene
nicleo y D — u es nicleo perfecta, entonces existe f = vu € A(D) y € un
ciclo dirigido, (€, Da)-normal, de longitud impar, que pasa por f, que no

intersecta a I~ (u) \ {v} y que no tiene (V (%), %, U {v})-pseudodiagonales.

Demostracién. Si N es un niicleo de D — u, obsérvese que no hay (u, N)-
flechas en D, pues D no tiene nicleo y que existe al menos una (N, u)-flecha
en D, de otro modo N U {u} serfa micleo de D.

Sean N, tal que N, es un nicleo de D —u y [N/ N T~ (u)| toma el valor

minimo posible, N, = N, U{u} y A={vu|ve N, NT"(u)}.

1. A # (, pues, como se menciona anteriormente, al menos existe una

(N/,u)-flecha en D para que N, U {u} no resulte un nicleo de D.
2. A C F, por la definicién de A.
3. D — A tiene un nucleo, claramente N, es un nicleo de D — A.
4. D — A’ no tiene ntcleo, con A" C A, por la eleccién de NJ,.

5. D — u es ntcleo perfecta médulo A(Dq), pues por hipdtesis es niicleo

perfecta.

Asi que por el Teorema 2.15 existen f = vu € A y ¥ un ciclo dirigido,
(6, Dy)-normal, de longitud impar, que pasa por f, que no intersecta a
I~ (u)\ {v} ysin (V(%), V! U{v})-pseudodiagonales.
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2.3. Estructura de algunas digraficas niicleo im-

perfectas criticas

Los resultados de estas seccién son consecuencia de aquellos de la Sec-
cién 2.2 y nos permiten dar informacién sobre la estructura de las digraficas
nucleo imperfectas criticas que cumplen la Propiedad P(ap,, <). Asi pode-
mos asegurar, en ciertas digraficas nicleo imperfectas criticas, la existencia
de al menos un nimero de ciertos ciclos dirigidos impares sin unas pseudo-

diagonales especiales.

Teorema 2.17 Sean D una digrdfica nicleo imperfecta critica que cumple
la Propiedad P(ap,,<) y supongamos que toda cadena en (ap,, <) tiene co-
ta superior, entonces existe una (v, u)-trayectoria dirigida y (T*%, Da)-normal,
T = (u = to,...,t), que no tiene (V(T),T?)-pseudodiagonales, para cua-
lesquiera u,v € V(D) (i es el residuo de I(T) + 1 mod 2).

Demostracién. Como D es nicleo imperfecta critica, entonces se tiene que:

= D — y tiene un nucleo N,,.

= D — v es nucleo perfecta, en particular es ntcleo perfecta mdédulo
A(Dy).

» D —w es niicleo perfecta, para toda w € I't(v) C V(D), en particular

es nucleo perfecta médulo A(Dy).

= D no tiene nicleo.
Entonces, por el Teorema 2.9, existe una (v, u)-trayectoria dirigida

y (Ny,Do)mormal, T = (v = wyg,...,w, = u), sin (V(T)\ {u}, T?-

pseudodiagonales, con i el residuo de I[(T') + 1 mod 2.

1. NyOT =T
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Caso a) I(T') es par, entonces i = 1. Ya que T es (N, D2)-normal
y u ¢ N, se tiene que v ¢ N,. Entonces T' C N,, por lo tanto
T'c N,NT.

TN N, CT". Sino, existe way, € T tal que woy, € T N N,. Pero como
worwok11 € A(D) v worr1 € Ny, se contradice la independencia de
N,.

Caso b) I(T) es impar, entonces ¢ = 0. Ya que T es (N, D2)-normal y
u ¢ Ny, se tiene que v € N,. Asi que T° C N, por lo tanto 7° ¢ N,NT

y andlogamente como en el Caso (a), se prueba que T'N N, C T°.

2. No hay (u, T*)-pseudodiagonales.

Por (1), se tiene que 7" C N,. Si existe una (u, T*)-trayectoria, se
tendria una (u, N, )-flecha, asi que N, serfa un nicleo de D, lo que

contradice las hipdtesis.

El siguiente corolario generaliza, para las digraficas infinitas, el resultado
de Duchet [7] que dice que toda digréfica nicleo imperfecta critica finita es

fuertemente conexa:

Corolario 2.18 Una digrdfica D nicleo imperfecta critica que cumple la
Propiedad P(ap,,<), tal que toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior,

es fuertemente coneza.

Teorema 2.19 Sean D una digrdfica nicleo imperfecta critica que cumple
la Propiedad P(ap,, <), tal que toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior
y f =uv € A(D). Entonces existe € un ciclo dirigido, (€, Ds)-normal, de
longitud impar, que pasa por f y que no tiene (V(%), €)-pseudodiagonales.

Demostracién. Como D es nicleo imperfecta critica, se tiene que:

= D no tiene ntcleo.
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= D — u es nucleo perfecta, entonces tiene un nicleo, IN,,.

= D — v es nucleo perfecta, en particular es nucleo perfecta moédulo
A(Dy).

» D —w es niicleo perfecta, para toda w € I't(v), en particular es nticleo
perfecta médulo A(Dy).

Entonces, por el Corolario 2.10, existe %" un ciclo dirigido, (€2, Ds)-normal,

de longitud impar, que pasa por f y que no tiene (V (%), €°)-pseudodiagonales.

Corolario 2.20 Sean D una digrdfica nicleo imperfecta critica que cumple
la Propiedad P(ap,, <), tal que toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior
y u € V(D). Entonces existe € un ciclo dirigido, (€, Ds)-normal, de lon-
gitud impar, que pasa por u y que no tiene ni (V (%), C0)-pseudodiagonales,

ni (u, €)-pseudodiagonales.

Demostracién. Sea u € V(D), por el Corolario 2.18, existe f = uv para
algtin v € V(D). Por el Teorema 2.19 existe ¢ un ciclo dirigido, (67, D)-
normal, de longitud impar, que pasa por f, por lo tanto por u, y que no
tiene (V (%), C?)-pseudodiagonales.

Si € = (v=wp,wi,...,w, =u,v) tiene (u, €})-pseudodiagonales, € es
el ciclo buscado. Si no, obsérvese que €.} = {wq, wa, ..., w, 1}

Supongamos que existe una (u, ¢,})-pseudodiagonal. Sea
Jj = méx{i | uwy; € A(D)},

entonces

¢ = (u,wj) U (w;, €, u)

es el ciclo requerido.
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Teorema 2.21 Sean D una digrdfica nicleo imperfecta critica que cumple
la Propiedad P(ap,,<), tal que toda cadena en (ap,,<) tiene cota supe-
rior y u € V(D). Entonces existe € un ciclo dirigido, (€.}, D2)-normal, de

longitud impar y que no tiene (V(€), €} U {u})-pseudodiagonales.
Demostracién. Como D es nicleo imperfecta critica, entonces:

= D no tiene nicleo.
= D — u es nucleo perfecta.

= D —w es nticleo perfecta, para toda w € ' (u), en particular es nticleo
perfecta médulo A(Dy).

Entonces (por el Corolario 2.14) existe % un ciclo dirigido, (%!, Ds)-normal,

de longitud impar y sin (V (%), €.} U {u})-pseudodiagonales.

Teorema 2.22 Sean D una digrdfica nicleo imperfecta critica que cumple
la Propiedad P(ap,,<), tal que toda cadena en (ap,,<) tiene cota supe-
rior y u € V(D), entonces para algin f = vu € A(D) existe un ciclo
dirigido, (€}, Dy)-normal, de longitud impar, que pasa por f, que no tiene
(V(€),6} U{v})-pseudodiagonales y que no intersecta a T~ (u) \ {v}.

Demostracién. Ya que D es nicleo imperfecta critica, tenemos que:

= D no tiene ntcleo.

= D — u es nucleo perfecta.

Asi que tenemos que se cumplen las hip6tesis del Corolario 2.16, por lo
tanto existe f = vu € A(D) y € un ciclo dirigido, (4}, Dy)-normal, de
longitud impar, que pasa por f, que no intersecta a I'"(u) \ {v} y que no
tiene (V (%), €.} U {v})-pseudodiagonales.
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Definicién 2.23 Sean € = (ug,u1,...,Usm,uq) un ciclo dirigidido y H
subdigrdficas de una digrdfica D. € es débilmente H-alternado, si € es
de longitud 2m + 1 y tiene m flechas en H que aparecen alternadamente en
€, es decir, existe una flecha f = uju;41 € A(H), tal que € es (‘@g_l,H)—

normal.

Definiciéon 2.24 Un polo de un ciclo € es el vértice final de una pseudo-
diagonal de €.

Afirmacién 2.25 Si € = (u = ug,u1,...,un) es (6., Ds)-normal, i €
{1,0}, y sin (V(%),%°)- 6 (V(¥), %) U{u})-pseudodiagonales, entonces €

es débilmente Do-alternado y no tiene 2 polos consecutivos.

Demostracién. Si i = 0, entonces € es (62, Ds)-normal, por lo tanto es
débilmente Ds-alternado. Si i = 1, entonces % es (€., D2)-normal, por lo
tanto es débilmente Dsy-alternado.

Como % no tiene (V(%),€0)- 6 (V(%), %} U {u})-pseudodiagonales no

hay 2 polos consecutivos.

Teorema 2.26 Sean D una digrdfica nicleo imperfecta critica que no es
un ciclo dirigido de longitud impar y u € V(D). Si D cumple la Propiedad
P(ap,,<), tal que toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior, entonces
evisten f' € F; y " € FF, tal que cada una de ellas pertenece al menos
a 2 ciclos dirigidos, distintos, débilmente Dy-alternados y que no tienen 2

polos consecutivos.

Demostracién. Para u € V(D), por el Teorema 2.22, existe f' = wu tal
que existe € = (w = wo,u = w1, W, . .., Wp,wp) un ciclo dirigido, (€}, Da)-

normal, de longitud impar y sin (V (%), %) U {w})-pseudodiagonales. Por la
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Afirmacion 2.25 € es débilmente Dy-alternado y no tiene 2 polos consecuti-

VOS.

Ahora, por el Teorema 2.19, para la flecha f' = wu existe ¢ = (w =
W, u = Wy, Wa, ..., Wy, W) un ciclo dirigido, (‘JZB,DQ)—normal, de longi-
tud impar y sin (V(%), €°)-pseudodiagonales. Por la Afirmacién 2.25 € es

débilmente Ds-alternado y no tiene 2 polos consecutivos.

Si ¢ = ¢, entonces D[%] = ¥, el cual no tiene nicleo (pues % tiene
longitud impar). Por lo tanto 4 = D, lo que contradice las hipétesis.

Por el Teorema 2.21, existe 4 = (u = dg, 1y, ...,y Gg) un ciclo dirigido,
(€}, Dy)-normal, de longitud impar y sin (V (%), €' U{u})-pseudodiagonales.
Asi que % es débilmente Ds-alternado y sin polos consecutivos.

Y de nuevo, por el Teorema 2.19, para la flecha f” = uity, existe
¢ = (u = up, i = ul,...,uj,uf) un ciclo dirigido, (%, Do)-normal, de
longitud impar y sin (V (%’ ),‘5;0)—pseudodiagonales, asi que es débilmente
Ds-alternado y sin polos consecutivos.

Se prueba que € # ¢”, andlogamente a como se probé que € # €.

Corolario 2.27 Si D es una digrdfica nicleo imperfecta critica que no es
un ciclo dirigido de longitud impar que cumple la Propiedad P(ap,, <), tal
que toda cadena en (ap,,<) tiene cota superior y w € V (D), entonces u
pertenece al menos a Ap(u)+1 ciclos dirigidos débilmente Dy-alternados y

que no tienen 2 polos consecutivos (Ap(u) = max{|T~ (u)|, T (u)|}).

Demostracién.

Supongamos sin pérdida de generalidad que Ap(u) = | (u)]. Sea
I (u) = {wy,...,w,} vy denotemos f; = uw;. Por el Teorema 2.26, sea
f; = uwj € F*(u), tal que existen 4y y ¢ dos ciclos dirigidos, distintos,
que pasan por f;, débilmente Ds-alternados y sin polos consecutivos.

Por el Teorema 2.19, existe %; un ciclo dirigido, ((¢;)%, D2)-normal, de

longitud impar y sin (V(%;), (¢;)%)-pseudodiagonales, por lo tanto débil-
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mente Do-alternante (por la Afirmacién 2.25), que pasa por f; = uw;, con
i € {2,3,...,n}. Obsérvese que 6; # €j, con i # j, pues uw; € 6 y
uw; € ;.

Andlogamente se sigue la prueba si Ap(u) = [T~ (u)|.

2.4. Digraficas nicleo perfectas

En esta seccién estudiaremos algunas condiciones suficientes para que
una digréfica finita, tal que ella y todas sus subdigraficas inducidas satisfa-
cen la Propiedad P(ap,, <), sea nucleo perfecta. El hecho de sélo considerar
digraficas finitas en esta seccion es debido a que las demostraciones se hacen
por contradiccién y al suponer que la digrafica no es nucleo perfecta quere-
mos asegurar que contiene una subdigrafica inducida ntcleo perfecta critica.
Y como ya se ha mencionado previamente, hasta el momento sélo podemos

asegurar que existen digraficas nicleo imperfectas criticas finitas.

Definicion 2.28 Decimos que D satisface hereditariamente la Pro-
piedad P(ap,,<), si D satisface la Propiedad P(ap,,<) y para cada
F C* D, F satisface la Propiedad P(aDl[V(F)], <). Ndtese que los conjuntos
independientes de F' también son conjuntos independientes de D, asi que el

orden estd bien definido en ap, v (r)-

Teorema 2.29 Sean D una digrifica finita que satisface hereditariamente
la Propiedad P(ap,,<) y T C V(D), tal que D — T es nicleo perfecta.

Ademds supongamos que para toda u € T se satisface (a) 6 (b):

a) Cada ciclo, €, dirigido, (€, Da)-normal, de longitud impar y que pasa

por u tiene al menos una (V (%), €)-pseudodiagonal.

b) Cada ciclo, €, dirigido, (¢}, Da)-normal, de longitud impar y que pasa
por u tiene al menos una (V(%), %, U{u})-pseudodiagonal.
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Entonces D es niicleo perfecta.

Demostracién. Si D no es ntcleo perfecta, entonces D contiene una sub-
digrafica inducida H ntcleo imperfecta critica, tal H existe pues D es finita.
Ya que D — T es nicleo perfecta, se tiene que H ¢ D — T, por lo tanto
V(H)NT # 0.

Sea w € V(H)NT. Como D cumple hereditariamente la Propiedad
P(ap,, <), se tiene que H satisface la Propiedad P(ap, ], <). Por el Co-
rolario 2.18, H es fuertemente conexa, asi que existe f = uv y por los Teo-
remas 2.19 y 2.21, existe en H % un ciclo dirigido, ((41), D})-normal (con
D}, = H—Dy), de longitud impar y sin (V(41), (%1)?)-pseudodiagonales y %>
un ciclo dirigido, ((62)%, D})-normal, de longitud impar y sin (V(%2), (¢2)LU
{u})-pseudodiagonales. Obsérvese que D), = H— Dy C D— Dy = Do, asi que
€ (resp. 62) es ((€1)Y, Da)-normal (resp. ((%2)., D2)-normal). Asi que se

contradice (a) y (b) a la vez.

Teorema 2.30 Sean D una digrdfica finita que satisface hereditariamente
la Propiedad P(ap,,<) y A C A(D). Supongamos que cada f = uv € A

satisface que:

i) Cada ciclo, €, dirigido, (€2, Da)-normal, de longitud impar y que pasa
por f tiene alguna (V (%), %°)-pseudodiagonal.

Entonces D es nicleo perfecta si y solo si cada subdigrafica inducida H de
D, tal que A(H)N A =10, es nicleo perfecta.

Demostracién. Supongamos por contradiccion que D no es nicleo perfecta,
entonces existe H C* D, tal que H es nucleo imperfecta critica. Como D
satisface hereditariamente la Propiedad P(ap,, <), se tiene que H cumple
la Propiedad P(ap,(m), <)-

Como H es nicleo imperfecta critica, entonces A(H) N A # (). Sea

f =wuv € A(H) N A, entonces (por el Teorema 2.19) existe € un ciclo
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dirigido, (¢, D})-normal (de nuevo con Dy = H — Dy y por lo tanto
(62, Dy)-normal), de longitud impar, que pasa por f y sin (V(¥),%)-
pseudodiagonales, lo que contradice (i).

El reciproco se sigue directamente de la definicién de digréfica nicleo

perfecta.

Notacién 2.31 Sea € un ciclo dirigido de longitud impar y P(€) = {w €
V(€) | existe una (V(€),w)-pseudodiagonal en €} el conjunto de polos de

%. Definimos los siguientes conjuntos:

W= |J @,
vEP ()
¢ =2@)u |J %
ueP (%)

M) (resp. €0 son los vértices de € que estdn a distancia impar (resp.

par) de un polo de €.

Corolario 2.32 Sean D una digrdfica finita que satisface hereditariamente
la Propiedad P(ap,,<) y T C V(D), tal que D — T es nicleo perfecta.
Si cada ciclo, €, dirigido débilmente Do-alternado, tal que V(€)NT # (),

satisface que € = €9, entonces D es niicleo perfecta.

Demostraciéon. Supongamos por contradiccién que D no es niicleo perfecta,
entonces (por el Teorema 2.29) existe u € T, tal que no se cumple ni (a), ni
(b).

Como no se cumple (b), existe ¢ un ciclo dirigido, (%}, D2)-normal y
de longitud impar, asi que es débilmente Ds-alternado, que pasa por u y sin
(V(%),%} U {u})-pseudodiagonales. Como pasa por u, se tiene que V(% N
T) # 0, por lo tanto € = €.

Ya que % no tiene (V (%), 6! U{u})-pseudodiagonales, se tiene que ug, u1,
us, ..., um—1 ¢ P(€). Por lo tanto ug € €., con u; € P(%), pero

up € (531_ & 4 es impar.
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u; no es polo si ¢ es impar, asi que ug ¢ %Si, para cada u; € Z(%). Por lo

tanto € # €9, lo cual contradice las hipétesis.

Corolario 2.33 Sean D una digrdfica finita que cumple hereditariamente la
Propiedad P(ap,,<) y A C A(D). Supongamos que cada ciclo, €, dirigido
débilmente Ds-alternado, tal que A(€)NA # (), satisface € = %) . Entonces
D es nicleo perfecta si y solo si cada subdigrdfica inducida H de D, tal que
AH)N A =0, es nicleo perfecta.

Demostracién. Sean f = uv € A y € un ciclo dirigido, (%7, Da)-normal
y de longitud impar, por lo tanto débilmente Ds-alternado, que pasa por f,
entonces V(%) N A # (. Por hipétesis, € = €V, por lo tanto ug € Crs
para alguna u; € P(€). Pero u € ‘51}1, s6lo cuando i es par, asi que existe
i = 2k, tal que u; es polo. Luego € tiene una (V (%), 6°)-pseudodiagonal,
por lo tanto (por el Teorema 2.30), D es nicleo perfecta si y sélo si cada
subdigrafica inducida H de D, tal que A(H) N A = (), es niicleo perfecta.

2.5. Aplicaciones

Los resultados de esta tltima seccion del Capitulo 2 son consecuencia de
los resultados de las dos secciones anteriores. Se dan condiciones en la es-
tructura de digréficas finitas que satisfacen hereditariamente P(ap,, <) para
que sean nucleo perfectas. Dichas condiciones involucran ciclos débilmente
Ds-alternados que no intersectan ciertos conjuntos de vértices o flechas o

que cuentan con algunas pseudodiagonales.

Observacion 2.34 ([19]) Sean € = (ug,u1, ..., U, up) un ciclo dirigido
de longitud impar en D y P(€) = {uiy, wi,, - .., ui, } el conjunto de los polos
de €, con 0 < i1 <iy <...<i, <2n. Entonces:
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1. V(€)= €Y siy sdlo si:

i.1) existe j, con1 < j <k, tal que ij;1 =14;+106

i.2) ewisten j,1, con 1 < j <1 <k, tal que la (ug;, v, )-trayectoria
y la (u,u;,)-trayectoria, ambas dirigidas, estdn contenidas en

% y tienen longitud impar (La adicién es tomada mddulo k).

2. V(€) =€ siy sdlo si(i.2).
Demostracion.

1. Supongamos que V(%) = ). Si hay dos polos consecutivos se tiene
que se cumple (i.1).
Supongamos entonces que no hay dos polos consecutivos. Podemos
suponer que ug es polo, asi que i; > 1 y supongamos también que la
(up, sy )-trayectoria dirigida es de longitud impar. Como % tiene longi-
tud impar no puede estar dividida en arcos pares. Ahora supongamos
por contradiccién que las (ui].,
con ij # 0.

;. )-trayectorias son de longitud par,

uy ¢ €9 y como ug € €, , para cada u;; € P(¢) — {ug}, entonces
J
uy ¢ 6., para cada u;; € 2(%). Lo que contradice que ¢ =V(%)
J
(Fig. 2.15).

Uo

ar .
P UTN\ impar

par

Wiy par Wiy

Figura 2.15.
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Supongamos que se cumple (i.1). Sin pérdida de generalidad, sean
con 0 < 2k < 2n, y Ugpy1 € GO

uy?

ug,u1 € (%), entonces ugy, € "@”790,
conl<2k+1<2n-—1.

Supongamos que se cumple (i.2). Sean P, = (ug, u1,...,u;y) ¥ P2 =
(i, ui;,, ) dos trayectorias dirigidas, contenidas en ¢ y de longitud
impar. Supongamos que u; € (i, €, up):

si I = 2k, entonces u; € ‘51907

sil =2k + 1, entonces u; € ‘531,1.

Andlogamente si w; € (uj;,,,C,u;;).

2. Supéngase que V(%) = €V, podemos suponer que ug € Z(€) y que
la (ug, u;, )-trayectoria, P, es de longitud impar. Supongamos ahora

por contradiccién que las (uij,uij 1 )-trayectorias son de longitud par,
j # 0 (Fig. 2.16).

Ug

wj, impar

WUig  par Ui

Figura 2.16.

ug ¢ %ulil U %,,, pues supusimos que P = (ug, ..., u; ) es de longitud
impar y el ciclo es de longitud impar. Entonces existe u;, € Z(%€), tal
que ug € ‘51}” Ast la (uy,, up)-trayectoria es de longitud impar, lo que
contradice que todas las (uij,uij .. )-trayectorias son de longitud par,

con j # 0.

Supongamos que se cumple (i.2). Sean P = (ug,u1,...,u;) y Py =

(ui].,ui]. ..) dos trayectorias dirigidas, contenidas en ¢ y de longitud
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impar. Supongamos que u; € (uj;, €, up):
sil =2k + 1, entonces u; € ‘530,
si | = 2k, entonces u; € Cé?il.

Andlogamente si w; € (u;, ., €, u;;)-

Proposicion 2.35 Sean D una digrdfica finita que satisface hereditaria-
mente la Propiedad P(ap,,<) yT C V(D). Si D—T es nicleo perfecta y pa-
ra cada ciclo dirigido débilmente Dy-alternado en D, € = (ug, u1, .. ., Uap, Up),
tal que V(€ )NT # 0, existe i tal que u;,uiy1 € P(€), entonces D es nicleo
perfecta.

Demostracién. Tenemos que existe 7, tal que u;, ui+1 € (%), entonces,
por la Observacién 2.34, se tiene que ¢ = €. Por lo tanto (por el Corolario

2.32) D es nucleo perfecta.

[
Esta proposicién implica el siguiente resultado obtenido por Duchet [7]:

Teorema 2.36 Si cada ciclo, C' = (ug,ui,...,uUn, up), dirigido de longitud
impar en D tiene dos pseudodiagonales de la forma upugio Yy Ugt1Ukts,

entonces D tiene nicleo.

Proposicion 2.37 D es una digrdfica finita que satisface hereditariamente
la Propiedad P(ap,,<). D es nicleo perfecta si y sdlo si D — V, (D) es
nicleo perfecta, donde V, o(D) denota el conjunto de vértices de D que no

pertenecen a un ciclo dirigido, débilmente Dy-alternado.

Demostracion. Si D es ntcleo perfecta, se tiene que D —V,, 4 lo es también,
por la definicién de niucleo perfecta.
Supongamos que D — V,, es nicleo perfecta, entonces se cumplen las

hipotesis del Teorema 2.29, por lo tanto D es niicleo perfecta.
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Proposicion 2.38 Sea D digrdfica finita que cumple hereditariamente la
Propiedad P(ap,,<). Si cada ciclo, €, dirigido débilmente Dy-alternado,
con al menos una flecha wv € Asim(D), tiene una pseudodiagonal f., tal que
para ciclo, 7y, dirigido débilmente Da-alternado que contiene a f., satisface

que V(v) =W, entonces D es niicleo perfecta.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que D no es nicleo perfecta.

Luego existe H C* D, tal que H es ntcleo imperfecta critica.

Sea fo = xy € H, entonces (por el Teorema 2.19) existe ¥ un ciclo diri-
gido, (€2, Dy)-normal, de longitud impar, que pasa por fo y sin (V (%), €2)-
pseudodiagonales, por lo tanto 4 no es simétrico.

Y por hipétesis, € tiene una pseudodiagonal, f. = uv, en D y también
en H, puesto que H es una subdigrafica inducida de D, tal que cada ciclo,
v = (u = ug,v = u1,...,uzp,up), dirigido débilmente Ds-alternado, que
pasa por f, satisface que V(v) = A1),

Por la Observacién 2.34, existen i < j < k < [, tal que u; y u; son
polos consecutivos en +, al igual que uy y w;. Y la (us, uj)-trayectoria y la
(ug, ug)-trayectoria son de longitud impar.

Sea P la (u;, uj)-trayectoria y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que ug ¢ P (de lo contrario tomamos a P como la (ug, u)-trayectoria). Si i
es par, entonces el polo uy € 730. De lo contrario j es par y se tendria que
el polo u; € Wgo. Asi que todo ciclo, v, dirigido débilmente Ds-alternado
que pasa por f. tiene (V(7),72)-pseudodiagonales, lo que no puede suceder
debido al Teorema 2.19.

Proposicién 2.39 Denotemos por F, (D) el conjunto de flechas de D que
no estan contenidas en ningun ciclo dirigido, débilmente Dy-alternado. Sea

D una digrdfica finita que cumple hereditariamente la Propiedad P(ap,, <),
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entonces:
D es nicleo perfecta si y solo si cada subdigrdfica inducida H de D, tal que
AH)N F, (D) =0, es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea A = F,,, entonces para cada ciclo, %, dirigido débil-
mente Do-alternado se tiene que A(%¢) N A = (). Asi que se cumple, por
vacuidad, las hipdtesis del Corolario 2.33. Por lo tanto D es ntcleo perfecta
si y sélo si cada subdigrédfica inducida H de D, tal que A(H) N F,, =0, es

nucleo perfecta.

Proposicion 2.40 Sea D una digrdfica finita que cumple hereditariamente
la Propiedad P(ap,,<), sin ciclos dirigidos inducidos de longitud impar y
sea T C V(D). Supongamos que cada uw € T pertenece a lo mds a Ap(u)
ciclos dirigidos débilmente Da-alternados. Entonces D es nicleo perfecta si

y s6lo si D — T es nucleo perfecta.

Demostracién. Supongamos que D no es ntcleo perfecta, entonces existe
H C* D, tal que H es ntucleo imperfecta critica. H no es un ciclo de longitud
impar, puesto que no hay ciclos de longitud impar inducidos.

V(H)NT # (), de lo contrario H C D—T, lo que contradice la hipStesis de
que D — T es nicleo perfecta. Sea u € V(H) N T, entonces, por el Corolario
2.27, u pertenece al menos a Ap(u) + 1 ciclos dirigidos débilmente Ds-

alternados, lo que contradice las hipdtesis.

El reciproco es obvio.



Capitulo 3

Consecuencias y mas

aplicaciones

El tipo de resultados obtenidos en este capitulo son de gran importan-
cia debido a que se dan condiciones para que una digrafica, no sélo finita,
sino también infinita, sea niucleo perfecta. Estos resultados son novedosos
dentro de la teoria de nicleos pues en la literatura actual existen muy po-
cos resultados para digraficas infinitas. En la primera seccién se muestran,
como consecuencias de los Teoremas 1.12 y 1.16, dos importantes teoremas
que fueron la motivacién principal de este trabajo. Como se comenté en el
Capitulo 1, el Teorema 1.15 se utilizard para concluir la mayoria de los re-
sultados de este capitulo. Especialmente para decidir cuando uniones de dos

digraficas, de ciertas familias ya conocidas, es nicleo perfecta.

3.1. Dos consecuencias importantes

Los dos siguientes teoremas fueron la motivacion principal de los resul-
tados del Capitulo 1, en particular del Teorema 1.12 y del Teorema 1.16.
Estos teoremas proporcionan condiciones para que una digrafica sea ntucleo

perfecta, en términos de semintcleos médulo F', como las del Teorema 3.1

115
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en términos de semintcleos. Estos teoremas tienen condiciones similares a
las del Teorema 3.2, sin embargo este ultimo sélo aplica a digraficas finitas.

De esta manera se generalizan estos dos importantes resultados.

Teorema 3.1 (V. Neumann-Lara, [33]) Sea D una digrdfica. Cada sub-

digrdfica inducida tiene un seminicleo no vacio siy solo si es nicleo perfecta.

Demostracién. Si D; = Sim(D), claramente, es asimétricamente transiti-
va y no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, D es I'p,-libre
(resp. fBp,) pues en toda Ay € T'p, (resp. Ay € () hay una flecha en
Asim(D1). Y toda subdigréfica inducida tiene un semintcleo, por lo tanto,

tiene un seminticleo médulo A(Dy).

El reciproco es inmediato.

Teorema 3.2 (H. Galeana-Sanchez, [15]) Sean D una digrdfica finita y
D1 una subdigrdfica asimétricamente transitiva de D. Si D es una digrdfica
Bp, -libre y cada subdigrdfica inducida de D tiene un seminicleo no vacio

mddulo A(D1), entonces D es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracién. Como D es finita, no contiene ninguna H (k, D), para k =
4,5,6,8,9,10,10’, 10", asi que cumple con todas las hipétesis del Teorema
1.12. Aunque también se puede observar que se cumplen las hipétesis del
Teorema 1.16, ya que al ser 3p,-libre, también es Bbl—libre. Asi que D es

nicleo perfecta.

3.2. Unidén de familias de digraficas conocidas

Existen familias de digraficas que se sabe son nicleo perfectas, como las

digréficas pretransitivas derecha e izquierda [8], transitivas [24], simétricas
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[2] y ademds se conoce que uniones de dos digréficas de cierta familia resul-
ta también ser nicleo perfecta ([22], [39]). Ayudados por el Teorema 1.15,
daremos condiciones para asegurar si la unién de dos digréficas de ciertas
familias es nucleo perfecta. Daremos a continuacién algunos resultados y

definiciones que nos seran de utilidad.

Definicién 3.3 Una digrdfica D es llamada pretransitiva derecha (resp.
pretransitiva izquierda), si uwv,vw € A(D) implica que uw ¢ wv € A(D)

(resp. uw ¢ vu € A(D)).

Lema 3.4 Si D es una digrdfica pretransitiva derecha o pretransitiva iz-

quierda, entonces D es asimélricamente transitiva.

Demostracién. Sean zy,yz € Asim(D), entonces por ser D pretransitiva
derecha (resp. pretransitiva izquierda) zz € A(D) ya que zy ¢ A(D) (resp.
yx ¢ A(D)). Si zz € A(D) como zy € A(D) (resp. yz € A(D)), entonces
se tiene que yx 6 zy € A(D) (resp. zy 6 yx € A(D)), lo cual contradice las
hipétesis. Por lo tanto xz € Asim(D).

Observacion 3.5 Si la digrdfica D es transitiva, entonces es pretransitiva
izquierda (resp. pretransitiva derecha). Si u,v,w € V(D) tales que uv,vw €
A(D), entonces, por ser D transitiva, vw € A(D). Y por el Lema 3.4 es
también asimétricamente transitiva. También obsérvese que toda digrdfica

simétrica es también asimétricamente transitiva.

Lema 3.6 Sea D una digrdfica. Si existen 2 subdigrdficas de D, D1 y Do,
tales que D = D1U Dy, con Dy asimétricamente transitiva y sin trayectorias
infinitas exteriores asimétricas, entonces para toda subdigrdfica inducida H
de D, eziste un vértice v € V(H) tal que toda flecha vz € A(H) N A(Ds) es

stmétrica.
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Demostraciéon. Supongamos lo contrario, es decir, que existe una subdi-
grafica inducida H de D tal que para todo v € V(H), existe una flecha
vz € A(H) N A(D3), tal que vz € H = A(H) N A(D2) N A(Asim(D)). Sea
vo € V(H), entonces existe v; € V(H) tal que vov; € H. Luego existe
vy € V(H), tal que v1ve € H. Asi que existe vs € V(H) tal que vqug € H. Y
asi sucesivamente. Obtenemos asf una sucesién infinita (vg, v1, v, vs, . . .). Es-
ta sucesién es una trayectoria, de lo contrario, existirfa v; tal que vj11 = v;,
con i < j.i# j—1, pues vjuj41 € Asim(D), asi que ¢ < j — 1. Entonces
tenemos que v;v;, v;vi41 € H C Asim(Dg) y por ser Dy asimétricamente
transitiva vvi41 € Asim(Ds2). Asi que de manera andloga podemos demos-
trar que v;jvy € Asim(Dsy), con k > i, en particular, vjvj—1 € Asim(Dz), lo
cual es una contradiccion, pues vj_jv; € Asim(D).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que v; = vg. Demostraremos
que vou; € Asim(Dsy) para toda I > 0. Sabemos que vov; € Asim(Ds),
por la eleccién de v1. Ahora supongamos, como hipétesis de induccién, que
vouy € Asim(D3). Tenemos que vjv;4q € Asim(Dsz), entonces, ya que Dy es
asimétricamente transitiva, vovir1 € Asim(D2), lo cual es una contradiccion,
por lo tanto vjvg ¢ A(D3). Analégamente se tiene que v;v; € Asim(D2), para
toda i, j, con i < j.

Asi que Dy contiene una trayectoria, (vo,v1,ve,vs...), la cual es exterior
e infinita por construccién, también es asimétrica pues sus flechas estan
contenidas en H lo cual contradice las hipétesis. Por lo tanto existe v € V(H)
tal que toda vz € A(H) N A(D3) es simétrica.

Ahora con ayuda del Lema 3.6 y la Observaciéon 3.5, podemos decir
cuando la unién entre digraficas asimétricamente transitivas, pretransitivas
izquierdas, pretransitivas derechas, transitivas y simétricas son nticleo per-
fectas, esto como consecuencia de los Teoremas 1.15 y 1.16. De nuevo, para
ayuda del lector, se dan dos esquemas (Figuras 3.1 y 3.2), en donde se puede

apreciar las implicaciones entre los corolarios.
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Asim. Trans. U Asim. Trans.
{A2, Az, As, Ag, Avo, Avor, Ais, Aua}
Cor. 3.7

{A2, A3, A1s, A, Ass }
. 3.8

Asim. Trans. U Pretrans. Der.
{A2, Az, As, Ag, Avg, Avor, Ars, A}

Cor. 3.9
{Ag, A3, A1z, Avg, Ass
Cor. 3.10
Pretrans. Izq. U Asim. Trans.
{ A, A3, As, As, Aro, Aror, Ars, Ara}

Cor. 3.11
{Ag, A3, Arg, Avg, A}
Cor. 3.12

Pretrans. Izq. U Pretrans. Der.
{Ag, A3, As, Ag, Aro, Avor, Ars, Ara}
Cor. 3.17
{Ag, A3, A1z, Avg, Ars}

Cor. 3.18

Pretrans. Izq U Trans.
{As, As, Ao, Ais}
or. 3.20
{As, Aiz, Ars}
Cor. 3.20

Trans. U Pretrans. Der.
{Ag, Ag, Aror, Aa}
Cor. 3.23
{Ag, Ay, Ass}
Cor. 3.24

Asim. Trans. U Trans.
{As, A5, Ay, A}

{43, Ay3, As5}
Cor. 3.14

Trans. U Asim. Trans.
{/12-, A(i-, Amu 1414}
Cor. 3.15
{As, Ayg, Ass}

Cor. 3.16

Asim. Trans. U Pretran. Izq.
{As, A5, Aso, Ars}
Cor. 3.9

{As, Ais, Ais}
Cor. 3.10
Pretrans.Der. U Asim. Trans.
{A2, Ag, Aror, Ara}

Cor. 3.11
{Ag, Ayy, Ass}
Cor. 3.12

3.13

Pretrans.Der. U Pretrans. Izq.
Cor. 3.19

Pretrans.Der. U Trans.
Cor. 3.21

Trans. U Pretran. Izq.
Cor. 3.22

\

Trans. U Trans.

Cor. 3.25

Figura 3.1. Esquema 1
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El Esquema 3.1 incluye todas las posibles uniones entre digréficas
asimétricamente transitivas, pretransitivas izquierdas, pretransitivas dere-
chas y transitivas, considerando que en una misma unién se puede tomar a

cualquiera de las dos digraficas como la subdigrafica D.

Corolario 3.7 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D1 y
Dy, tales que D = D1 UDy (A(D1)NA(D2) = 0), donde D; es una digrdfica
asimétricamente transitiva sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas,
i € {1,2}, y D es {Ag, A3, As, Ag, A10, Aror, A1, A14}-libre, entonces D es

nucleo perfecta.

Demostracién. Hay que verificar que se cumplen las hipétesis del Teorema,
1.15:

= D; es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas por hipdtesis.

= D es I’Dl—libre, pues es {AQ, Ag, A5, AG, Alo, A10’7 Alg, A14}—libre y
Al, A4, 1477 Ag, Ag, AlO”v AH, Alg g* D por ser D2 asimétricamente

transitiva.

= Por el Lema 3.6, ya que Dy no tiene trayectorias infinitas exteriores
asimétricas, para toda subdigrafica inducida H, existe un vértice v,
tal que toda flecha en Dy que sale de v es simétrica. Luego v es un

seminticleo médulo A(Dq) de H.

Corolario 3.8 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, Dy y
Ds, tales que D = Dy UDy (A(D1)NA(D2) =0), donde D; es una digrdfica
asimétricamente transitiva sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas,
i € {1,2}, y D es {Ay, A3, A13, A14, A15}-libre, entonces D es niicleo perfec-

ta.
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Demostracién. Hay que verificar que se cumplen las hipétesis del Teorema,
1.15:

= D es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas por hipdtesis.

s Des ﬂ’Dl—libre, pues es {AQ,Ag, A13, A14,A15}—libre y Al, A]l, A12 g_*

D por ser Dy asimétricamente transitiva.

= Por el Lema 3.6, ya que D2 no tiene trayectorias infinitas exterio-

res asimétricas, toda subdigrafica inducida de D tiene un semintcleo
médulo A(Dy).

Corolario 3.9 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, Dy
y Do, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde Dy es una
digrdfica asimétricamente transitiva, Do es una digrdfica pretransitiva iz-
quierda (resp. pretransitiva derecha), D; no contiene trayectorias infinitas
exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es {As, As, A10, A13}-libre (resp.
{Aq, A3, A5, Ag, Aro, A1, A1s, A14}-libre), entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Como Dz es pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva
derecha) es también asimétricamente transitiva y por el Corolario 3.7 bas-
ta probar que es {Asg, Ag, A1or, A14}-libre lo cual se tiene pues Dy es pre-
transitiva izquierda, (resp. es {Aq, As, A5, Ag, A10, A10/, A13, A14}-libre por
hip6tesis).

Corolario 3.10 Sea D wuna digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Da, tales que D = D1 U Dy (A(D1) N A(D3) = 0), donde Dy es
una digrdfica asimétricamente transitiva, Dy es una digrdfica pretransiti-
va izquierda (resp. pretransitiva derecha), D; no contiene trayectorias infi-
nitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es {As, Ay3, A15}-libre (resp.
{Aq, A3, A3, A14, A15}-libre), entonces D es nicleo perfecta.
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Demostracién. Como Dy es pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva
derecha) es también asimétricamente transitiva y por el Corolario 3.8 bas-
ta probar que es {Ag, A14}-libre lo cual se tiene pues Ds es pretransitiva

izquierda (resp. es {Aq, A3, Ay3, A14, A1s}-libre por hipdtesis).

Corolario 3.11 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D,
y Ds, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde Dy es una
digradfica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva derecha), Dy es una di-
graifica asimétricamente transitiva, D; no contiene trayectorias infinitas ex-
teriores asimétricas, i € {1,2}, y D es {Aq, As, As, Ag, A10, Ar0r, A13, A14}-
libre (resp. {Asg, Ag, Avrqr, A14}-libre), entonces D es niicleo perfecta.

Demostracién. Si D; es pretransitiva izquierda, entonces es también a-
simétricamente transitiva, y por el Corolario 3.7 se tiene que D es nicleo

perfecta.

Si D; es pretransitiva derecha, es también asimétricamente transitiva, y
por el Corolario 3.7, basta probar que es {As, As, A10, A13}-libre, lo cual se

tiene debido a que D; es pretransitiva derecha.

Corolario 3.12 Sea D wuna digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Do, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D3) = 0), donde Dy es
una digrdfica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva derecha), Do es una
digrdfica asimétricamente transitiva, D; no contiene trayectorias infinitas
exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es {Aq, A3, A3, A14, A15}-libre (resp.
{Ag, A14, Az5}-libre), entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Si D; es pretransitiva izquierda, es también asimétrica-

mente transitiva, y por el Corolario 3.8 se tiene que D es nicleo perfecta.
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Si D; es pretransitiva derecha, es también asimétricamente transitiva,
y por el Corolario 3.8, basta probar que es {As, A13}-libre, lo cual se tiene

debido a que D; es pretransitiva derecha.

Corolario 3.13 Sea D wuna digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Dy, tales que D = Dy U Dy (A(Dy) N A(D2) = 0), donde Dy es
una digrdfica asimétricamente transitiva, Do es una digrdfica transitiva, D;
no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es

{As, A5, A0, A13}-libre, entonces D es niicleo perfecta.

Demostracién. Como D, es transitiva, es pretransitiva izquierda, entonces

aplicamos el Corolario 3.9.

Corolario 3.14 Sea D wuna digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Do, tales que D = Dy U Dy (A(Dy) N A(D2) = 0), donde Dy es
una digrdfica asimétricamente transitiva, Do es una digrdfica transitiva, D;
no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es

{As, A13, A5} -libre, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Como Ds es transitiva, es pretransitiva izquierda y aplica-

mos el Corolario 3.10.

Corolario 3.15 Sea D wuna digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Do, tales que D = Dy U Dy (A(Dy) N A(D2) = 0), donde Dy es
una digrdfica transitiva, Dy es una digrdfica asimétricamente transitiva, D;
no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es

{Aq, Ag, A1or, A14}-libre, entonces D es niicleo perfecta.

Demostracion. Se obtiene como consecuencia del Corolario 3.11.
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Corolario 3.16 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Ds, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(Ds) = 0), donde Dy es
una digrdfica transitiva, Dy es una digrdfica asimétricamente transitiva, D;
no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es

{Aq, A14, A15}-libre, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Se obtiene como consecuencia del Corolario 3.12.

Corolario 3.17 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D
y Ds, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde Dy es una
digrdfica pretransitiva izquierda, Do es una digrdfica pretransitiva derecha,
D; no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D

es {Ag, As, As, Ag, Ao, A1or, A3, A14}-libre, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Como Ds es pretransitiva derecha, también es asimétrica-
mente transitiva, asi que aplicamos el Corolario 3.11 y se obtiene lo que se

desea.

Corolario 3.18 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, Dy
y Do, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde Dy es una
digrdfica pretransitiva izquierda, Do es una digrdfica pretransitiva derecha,
D; no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D

es {Ag, As, A13, A14, A15}-libre, entonces D es niicleo perfecta.

Demostraciéon. Como Ds es pretransitiva derecha, también es asimétrica-

mente transitiva, asi que se aplica el Corolario 3.12.
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Corolario 3.19 (Galeana-Sanchez, Rojas-Monroy [22]) Sea D una di-
grdfica. St existen dos subdigrdficas de D, D1 y Da, tales que D = Dy U Dy
(A(D1)NA(D2) = 0), donde Dy es una digrdfica pretransitiva derecha, Dy es
una digrdfica pretransitiva izquierda y D; no contiene trayectorias infinitas

exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Ya que D, es pretransitiva izquierda, entonces es asimétri-
camente transitiva, asi que podemos aplicar el Corolario 3.11. Por lo que
hay que probar que es {Ag, Ag, A1/, A14}-libre y esto sucede ya que D; es

pretransitiva izquierda.

Corolario 3.20 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D,
y Da, tales que D = D1UDs (A(D1)NA(D2) = 0), donde Dy es una digrdfica
pretransitiva izquierda, Do es una digrdfica transitiva, D; no contiene trayec-
torias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es {As, 45, A1o, A13}

6 {As, A1, A15}-libre, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Tenemos que D; es asimétricamente transitiva, por lo que

aplicamos el Corolario 3.13 6 3.14.

Corolario 3.21 Sea D wuna digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Da, tales que D = D1 U Dy (A(D1) N A(D3) = 0), donde D1 es
una digrdfica pretransitiva derecha, Do es una digrdfica transitiva y D; no
contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D

es nucleo perfecta.

Demostracion. Tenemos que Ds es pretransitiva izquierda, por lo que apli-

camos el Corolario 3.19.
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Corolario 3.22 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Dy, tales que D = Dy U Dy (A(Dy) N A(D2) = 0), donde Dy es
una digrdfica transitiva, Do es una digrdfica pretransitiva izquierda y D; no
contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D

es nucleo perfecta.

Demostracién. Se tiene que D1 y Do son pretransitivas derecha e izquier-
da, respectivamente, asi que el corolario se obtiene como consecuencia del
Corolario 3.19.

Corolario 3.23 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D
y Do, tales que D = D1UDs (A(D1)NA(D2) = 00), donde Dy es una digrifica
transitiva, Do es una digrafica pretransitiva derecha, D; no contiene trayec-
torias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es { Az, Ag, A1ror, A14}-

libre, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Tenemos que Dy es pretransitiva derecha, asi que también

es asimétricamente transitiva, por lo que aplicamos el Corolario 3.15.

Corolario 3.24 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, Dy
y Da, tales que D = D1UDs (A(D1)NA(D2) = (), donde D es una digrifica
transitiva, Do es una digrdfica pretransitiva derecha, D; no contiene trayec-
torias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, y D es {As, A14, A15}-libre,

entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Tenemos que Do es pretransitiva derecha, asi que también

es asimétricamente transitiva, por lo que aplicamos el Corolario 3.16.
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Corolario 3.25 (Sands, Sauer, Woodrow, 82) Sea D una digrdfica; si
existen 2 subdigrdficas de D, Dy y Dy tales que D = Dy U Dy (A(D1) N
A(D32) = 0), con D; transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores asimétri-

cas, 1 = 1,2, entonces D es nicleo perfecta.

Demostraciéon. Ya que D; y Ds son transitivas, se tiene que son pretransi-
tiva derecha y pretransitiva izquierda, respectivamente, asi que el corolario

se obtiene como consecuencia del Corolario 3.21 6 3.22.
[

Ahora presentamos el Esquema 3.2, éste incluye todas las posibles unio-
nes entre una digrafica simétrica y una digrafica asimétricamente transitiva,
transitivas, pretransitiva izquierda o pretransitiva derecha. Considerando
que en una misma unién se puede tomar a la digrafica simétrica como la
subdigrafica Dy 6 la Ds.

Corolario 3.26 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D,
y Do, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde Dy es una
digrdfica asimétricamente transitiva, Do es una digrdfica simétrica y D; no
contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D

es nucleo perfecta.

Demostracién. Ya que una digrafica simétrica es asimétricamente transi-
tiva (Obs. 3.5), podemos aplicar el Corolario 3.7 6 3.8. Por lo tanto, hay que
verificar que D sea {As, A3, A5, As, A10, A1, A13, A1a} 6 {Aa, Az, Az, Ay,

A5 }-libre, lo cual sucede por ser Do simétrica.

Corolario 3.27 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D
y Ds, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde Dy es una
digrdfica simétrica, Do es una digrdfica asimétricamente transitiva y D; no
contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D

es nucleo perfecta.
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Asim. Trans. U Asim. Trans.
{A27 A37 A57 AGa A107 A10’7 A137 Al4}

Cor. 3.7
{Ag, A3, Ay, Arg, Ass}
Cor. 3.8
Asim. Trans. U Simétrica Simétrica U Asim. Trans.
Cor. 3.26 Cor. 3.27

Pretrans. Der./Izq. U Simétrica Simétrica U Pretrans. Der./Izq.

COI‘. 3.28 COI'. 3.29
Transitiva U Simétrica Simétrica U Transitiva
Cor. 3.30 Cor. 3.31

Simétrica U Simétrica
Cor. 3.32

Figura 3.2.

Demostracién. De nuevo podemos aplicar el Corolario 3.7 6 3.8, ya que

D es también asimétricamente transitiva.

Corolario 3.28 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D,
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y Da, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde Dy es una
digrafica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva derecha), Dy es una di-
grafica simétrica y D; no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétri-

cas, i € {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Como la digrafica D es pretransitiva izquierda (resp. pre-
transitiva derecha), entonces es asimétricamente transitiva, por lo que se

puede aplicar el Corolario 3.26.

Corolario 3.29 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D
y Do, tales que D = D1UDs (A(D1)NA(D2) = (), donde Dy es una digrifica
simétrica, Dy es una digrdfica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva
derecha) y D; mo contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i €

{1,2}, entonces D es niicleo perfecta.

Demostracién. Es una consecuencia directa del Corolario 3.27.

Corolario 3.30 Sea D wuna digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Da, tales que D = D1 U Dy (A(D1) N A(D3) = 0), donde Dy es
una digrdfica transitiva, Do es una digrdfica simétrica y D; no contiene
trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D es nicleo

perfecta.

Demostracion. Puesto que una digrafica transitiva es pretransitiva derecha
o pretransitiva izquierda, este corolario es consecuencia directa del Corolario
3.28.

Corolario 3.31 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D,
Dy y Dy, tales que D = Dy U Dy (A(Dy) N A(D2) = 0), donde Dy es
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una digrdfica simétrica, Do es una digrdfica transitiva y D; no contiene
trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D es nicleo

perfecta.

Demostracién. Es una consecuencia del Corolario 3.29.

Corolario 3.32 Toda digrdfica simétrica es nicleo perfecta.

Demostracién. Cualquier digrafica simétrica es la unién de dos digraficas
simétricas, ajenas en flechas, asi que por el Corolario 3.28 6 3.29 es nicleo

perfecta.
]

Si D es la union de dos digraficas pretransitivas derechas o dos pretran-
sitivas izquierdas, entonces D no necesariamente es nucleo perfecta, como
mostraron Galeana-Sénchea y Rojas-Monroy, [22] con los siguientes contrae-

jemplos, (Fig. 3.3):

U 2 v U 1 v
o r———— > >
1 2 1 2
1 1 2 2
@ @
T 2 w T 1 w
D D’
Figura 3.3.

1. V(Dy) = V(D3) = {u,v,w,z}, A(D1) = {zu,uw,wu,vw}, A(Dy) =
{uv, zv,vr,wr} y D = D1 N Dy
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2. V(Dy) = V(D)) = {u,v,w,z}, A(D}) = {w,vw, wu, wx}, A(DS) =
{zu, zv,vz,vw} y D' = D] N D).

En los siguientes corolarios se dan condiciones suficientes para decir
cuando la unién de dos digraficas pretransitivas izquierdas o dos pretransi-

tivas derechas resulta ser una digrafica nticleo perfecta.

Corolario 3.33 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D
y Do, tales que D = Dy U Dy (A(Dy) N A(D2) = 0), con Dy una digrdfi-
ca asimétrica, D; es una digrdfica pretransitiva izquierda sin trayectorias

infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Para demostralo vamos a probar que se cumplen las hipote-

sis del Teorema 1.15.

= D es asimétricamente transitiva, por el Lema 3.4 y sin trayectorias

inifinitas exteriores asimétricas.
s D es I'p,-libre:

o A3, As, Ao, A13 €* D, debido a que D es asimétrica.
b Al» A27 A47 AG) A77 A87 A9a AlO’v AlO/’a A117 Al?; A14 ,¢_* D7 pues co-

mowixymly,setienequewlyéxiw(Fig.3.4).

» Toda subdigrafica inducida de D tiene un seminicleo médulo A(D;),
debido al Lema 3.6.

Corolario 3.34 Sea D una digrdfica finita. Si existen dos subdigrdficas de
D, Dy y Dy, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(Dy) = (), donde cada
tridngulo dirigido es simétrico, D es { As}-libre y D; es una digrdfica pretran-
sitiva izquierda sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2},

entonces D es nucleo perfecta.
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Demostracién. Para demostralo vamos a probar que se cumplen las hipéte-

sis del Teorema 3.2, puesto que D es finita.
» D; es asimétricamente transitiva (Lema 3.4).

= D es Bp,-libre:

o Ay, Ay, A7, An1, Az, A1y € D, por el mismo razonamiento que

en el corolario anterior.

e A3 ¢* D, por hipotesis.
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e A3 ¢* D, pues todos los tridngulos son simétricos.

» Toda subdigréfica inducida de D tiene un seminticleo médulo A(D;)
(Lema 3.6).

Corolario 3.35 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, Dy
y Da, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D2) = 0), donde cada tridngulo
dirigido es simétrico, D es {As, As}-libre y D; es una digrdfica pretransi-
tiwa izquierda sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2},

entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Nuevamente probaremos que se cumplen las hipdtesis del

Teorema 1.15.

s D; es asimétricamente transitiva (Lema 3.4), sin trayectorias infinitas

exteriores asimétricas.
= D es I'p,-libre:
o Ay, Ay, Ay, Ag, A7, Ag, Ag, Ary, Avor, A1, Az, Arg &F D, por el
mismo argumento que en el Corolario 3.34.
o A3, A5 ¢* D, por hipotesis.
o Ay, A3 €* D, debido a que los tridngulos son simétricos.

= De nuevo, por el Lema 3.6 se tiene que toda subdigréfica inducida de

D tiene un semintcleo médulo A(Dy).

Corolario 3.36 Sea D una digrdfica finita. Si existen dos subdigrdficas de
D, Dy y Dy, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(Dy) = (), donde cada
triangulo dirigido es simétrico, D es {As}-libre y D; es una digrdfica pre-

transitiva derecha, i € {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.
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Demostracién. Ya que D es finita, vamos a probar que se cumplen las

hipdtesis del Teorema 3.2.

= Por Lema 3.4, D; es asimétricamente transitiva.
s D es Bp,-libre:
o A, A3 ¢* D, pues como w 2 y x 2 y se tiene que w 2 Y
6y >z (Fig. 3.4).
e Ay ¢* D, por hipdtesis.
o A7, Ay1, Ajg, A13, A1y €* D, ya que no contienen tridngulos

simétricos.

= Existe un vértice v € H, con H C* D, tal que para toda flecha vz €
A(H)NA(D2) es simétrica, asf que {v} es un seminticleo médulo A(Dy)
de H.

Corolario 3.37 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, Dy
y Do, tales que D = Dy U Dy (A(D1) N A(D3) = 0), donde cada tridngulo
dirigido es simétrico, D es {Ag, As, Ag}-libre y D; es una digrdfica pretran-
sitiva derecha sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i € {1,2},

entonces D es micleo perfecta.

Demostracién. Probaremos que se cumplen las hipdtesis del Teorema 1.15.

= Por Lema 3.4, D; es asimétricamente transitiva y por hipotesis no

tiene trayectorias infinitas exterionres asimétricas.
s D es I'p,-libre:

o Ay, A3, Ay ¢* D, debido a que w 2 yx 2 y implica que w 2 Y
6y >z (Fig. 3.4).
o Ay, A5, Ag €* D, por hipGtesis.
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o A7, Ag, Ag, Avo, A1y, A1, Avt, Ara, Avg, Ara €% D, ya que los tri-

angulos deben ser simétricos.

= Toda subdigréfica inducida de D tiene un seminicleo médulo A(Dy),

por el Lema 3.6.

Corolario 3.38 Sea D una digrdfica. Si existen dos subdigrdficas de D, D,
Yy DQ, tales que D= D1UD2 (A(Dl)mA(Dg) = @), con D {AQ, Aﬁ, AlO’a A14}—
libre y D; es una digrdfica pretransitiva derecha sin trayectorias infinitas

exteriores asimétricas, i € {1,2}, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Veamos que se cumplen las hipotesis del Teorema 1.15.

= Por Lema 3.4, Dy es asimétricamente transitiva y sin trayectorias in-

finitas exteriores asimétricas.
= D es I'p,-libre:

o Ay, A3, Ay, A7, Ag, Ag, A1gr, A1, A1o ,Q_* D, pues ya que w A y
2 . 2, 2 .
x — y, se tiene que w — y 6 y — x (Fig. 3.4).
o Ay, Ag, A1y, A1a €* D, por hipétesis.

o A; ¢* D,debidoaquex—1>yey—1>zimplicaquex—1>zéz—l>y,

lo cual no se tiene (Fig. 3.5).

Figura 3.5.

e Ay gZ* D,comox—1>yey—1>z,setienequexizéziy(Fig.
3.6).
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Figura 3.6.

o Aj3¢* D, como = 5 y ey - w, entoncesxiwéwiy(Fig.
3.4).

= Toda subdigrafica inducida de D tiene un seminicleo médulo A(D),

véase Lema 3.6.

3.3. Condiciones sobre Asim(D) para que D sea

nucleo perfecta

En esta ultima seccién, daremos condiciones sobre la parte asimétrica de
una digrafica D para asegurar que la digrafica sea nicleo perfecta, usando
como herramienta el Teorema 1.15. Estos resultados generalizan aquellos

obtenidos por Galeana-Sanchez en [15].

Corolario 3.39 Sean D una digrdfica y H una subdigrdfica de D tales que
Asim(D) C H. Si H = Dy U D} con Dy y Dj transitivas sin trayectorias
infinitas exteriores asimétricas y D es {Aa, Ag, A7, Ag, A1o/, Ar077, A12, A14}-

libre, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracién. Probaremos que se cumplen las hipdtesis del Teorema 1.15.
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- Dj es asimétricamente transitiva, por la Observacién 3.5 y sin trayec-

torias infinitas exteriores asimétricas.

- Toda subdigréfica inducida F de D tiene un seminticleo no vacio médu-
lo A(D;). Sea F C* Dy sea H = H[V(F)]. Por el Lema 3.6 existe un
vértice v € H' C F tal que toda flecha vz € A(H") N A(D}) es simétri-
ca y cada flecha vz € A(F)\ A(H') es simétrica, pues Asim(F') € H.

Por lo tanto {v} es un semintucleo médulo A(D;) no vacio de F.

- D es FDl—libre. Basta ver que es {Al,Ag,A4,A5,A8,A10,A11,A13}—
libre. Ay, Ay, Ag, A1 g* D, pues D/Q es transitiva. As, As, A1, A13 7¢_*

D, puesto que D; es transitiva.
]

Corolario 3.40 Sean D una digrdfica y H la subdigrdfica de D tal que
Asim(D) = H. Si H = D1UD), con D; transitiva y sin trayectorias infinitas
exteriores asimétricas, i = 1,2. Si D es {Ag, A14}-libre, entonces D es nicleo

perfecta.

Demostracién. Por demostrar que se cumplen las hipétesis del Teorema
1.15.

- D1 es asimétricamente transitiva, por la Observacion 3.5, y sin trayec-

torias infinitas exteriores asimétricas.

- Toda subdigrafica inducida F' de D tiene unsemintcleo no vacio médu-
lo A(Dy). Sea F C* D y sea H' = H[V(F)], por el Lema 3.6 existe un
vértice v € H' C F tal que toda flecha vz € A(H") N A(D)) es simétri-
ca y cada flecha vz € A(F)\ A(H') es simétrica, pues Asim(F) € H.

Por lo tanto {v} es un seminicleo médulo A(D;) no vacio de F'.

- D es I'p,-libre. Hay que probar que es {41, As, A4, As, Ag, A7, Ag, Ag,
Aro, Avor, Argr, Art, Ara, Ars}-libre. Ay, Ag, Ag, A1y €* D, pues Dj es
transitiva. As, As, Ag, A7, Ag, A1, A1or, A9, A12, A1s g* D, pues tie-

nen una flecha de Dy en Sim(D).
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Figura 3.7.

Corolario 3.41 Sea D una digrdfica { AL, A}, }-libre (Fig. 3.7). Si Asim(D)

es una digrdfica bipartita, entonces D es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracién. Sea (V1,V3) una biparticién de Asim(D). Definamos las

digréficas Dy y D}, como las subdigréficas de D, tales que
V(D;) =V(D), coni=1,2;
ADy) ={zy |z € Vi,y € Va,zy € Asim(D)}

y A(D2) ={ay | x € Va,y € V1,xy € Asim(D)}.

Se puede observar que Asim(D) = Dy U D} y cada D; es transitiva. Por
hip6tesis tenemos que es {As, A14}-libre, asi que se sigue del Corolario 3.40

que D es nucleo perfecta.
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