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los viernes lúdico-académicos, por todo lo que ustedes ya saben.

A mi familia por su invaluable apoyo desde siempre, digo invaluable

puesto que no han entendido del todo cómo fui capaz de hacerme matemática

(pero creo que lo justifican, de manera acertada, con cierta locura de mi

parte) y mucho menos como le voy a hacer para vivir de esto, principalmente

mi abuelo, con el que muchas veces comparto esa preocupación. Pero se han

dado cuenta de que esto es lo que realmente me hace feliz y por eso han

decidido apoyarme... lo cual les agradezco enormemente.

A mi querido primer esposo porque a pesar de siempre ha estado ah́ı cuan-
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1.1. Definiciones y notaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Introducción

El objetivo de este trabajo (además, claro está, de obtener el grado

de Doctor) es presentar nuevas condiciones suficientes más débiles que las

existentes, para asegurar cuándo una digráfica finita o infinita puede tener

núcleo o no. Si usted está leyendo esta tesis es muy probable que conozca el

concepto de núcleo y esa haya sido una de las razones para que se encuentre

entre sus manos, pero también cabe la posibilidad de que no sea aśı y que la

motivación que lo ha llevado a leer este trabajo es para conocer qué es y para

qué sirve un núcleo. Aśı que permı́tame introducir brevemente la definición

de un núcleo: Un núcleo de D es un conjunto independiente y absorbente

de vértices de D.

El concepto de núcleo de una digráfica fue introducido por J. Von Neu-

mann y Morgenstern [32] en el contexto de la Teoŕıa de Juegos, para ser

más precisos en juegos de cooperación entre n personas: Supongamos que n

personas, denotados por 1, 2, . . . , n tienen que discutir la selección de un solo

punto o elemento del conjunto X, llamado el conjunto de las situaciones.

Si el jugador i prefiere la situación a a la situación b, escribiremos a ≥i b.

Las preferencias individuales podŕıan no ser compatibles y recordemos que

se está haciendo una elección de grupo, aśı que la preferencia individual no

será tomada en cuenta. La preferencia unánime de una situación seŕıa la me-

jor solución, pero esto rara vez sucedeŕıa. Aśı que será necesario introducir el

concepto de preferencia efectiva. La situación a se dice que es efectivamente

preferida a b, si existe un grupo dentro de las n personas que prefieren a a b

y ellas juntas son capaces de imponer la preferencia de a sobre b. Nótese que

vii
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la preferencia efectiva no es transitiva. Ahora consideremos la digráfica D,

con X como el conjunto de vértices de D y donde N−(x) denota el conjunto

de las situaciones efectivamente preferidas a x, i.e. ab es una flecha de D si

b es efectivamente preferida sobre a. Si la digráfica D tiene un núcleo S, la

selección será confinada a los elementos de S. Ya que S es independiente,

ninguna situación de S es efectivamente preferida a otra de S. Y por ser

absorbente, para cada situación x /∈ S, existirá una situación en S que es

efectivamente preferida a x, aśı que x puede ser inmediatamente descartado.

Von Neumann y Morgenstern llamaban a S solución.

Ahora consideremos una teoŕıa, es decir, un conjunto de proposiciones

a, b, c, . . . que representaremos con vértices; añada una flecha ab si la proposi-

ción b implica la proposición a. Podemos observar que la digráfica resultante

es transitiva. Una base de axiomas de la teoŕıa es un conjunto B de propo-

siciones que llamaremos axiomas, tal que:

1. Cada proposición que no está en B se sigue de alguno de los axiomas

(que están en B).

2. Ningún axioma se sigue de otro axioma.

El conjunto B de axiomas es un núcleo de nuestra digráfica.

Posteriormente se han encontrado muchas aplicaciones:

1. En juegos tipo Nim [3]: dados los jugadores A y B y una digráfica D,

podemos definir el siguiente juego: se fija un punto inicial x0, el juga-

dor A selecciona un vértice x1 entre el conjunto de vértices a los que les

llega una flecha desde x0 (la exvecindad de x0, denotada por N+(x0)),

el jugador B selecciona cualquier vértice x2 en N+(x1) y aśı suce-

sivamente. Pierde el primer jugador que no puede elegir un vértice.

Podemos observar fácilmente que si la digráfica tiene un núcleo, en-

tonces el jugador que escoge un elemento en el núcleo no pierde.

2. En lógica [2, 1]
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3. Y recientemente en complejidad computacional, inteligencia artificial,

combinatoria y teoŕıa de códigos [13, 12, 27, 28, 29].

Aplicaciones importantes de núcleos en Teoŕıa de Juegos se pueden encontrar

en [13] y en [29].

Una digráfica D es llamada núcleo perfecta si cada subdigráfica inducida

de D tiene núcleo. D es una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica si D no tiene

núcleo pero cada subdigráfica inducida propia de D śı tiene núcleo. Este

concepto fue motivado por la famosa conjetura de las gráficas perfectas,

debida a Berge (una gráfica es perfecta si y sólo si no contiene un ciclo de

longitud impar inducido de orden mayor o igual a 5, ni su complemento). Una

orientación de un gráfica G = (V, E) es una digráfica D = (V, A) obtenida

de orientar cada arista de G, en una o dos direcciones. Una orientación

de una gráfica G es llamada clan aćıclica si cada clan C de G tiene un

núcleo. Una gráfica es llamada núcleo soluble si cada una de sus orientaciones

clan aćıclica tiene núcleo. Las gráfica núcleo soluble fueron consideradas por

Berge y Duchet [4], quienes conjeturaron que las gráficas núcleo solubles y

las gráficas perfectas son la misma familia.

La existencia de núcleos en digráficas ha sido el tema de más de 80

art́ıculos. Notemos que algunas digráficas no tienen núcleo, algunas tienen

varios núcleos y otras tienen un único núcleo, (Fig. 1).

c)a) b)

Figura 1. a) no hay núcleo, b) hay 2 núcleos y c) hay único núcleo.

Algoritmos para construir todos los núcleos de una digráfica D han

sido presentados por Roy en [37] y Rundeanu en [38]. Aparte de éstos,

existen muy pocos resultados algoŕıtmicos concernientes a núcleos. En [6]



x Introducción

Chvátal probó que el problema de decidir si una digráfica tiene núcleo es

NP-completo. Posteriormente Fraenkel [12] demostró que el problema de de-

cidir si una digráfica tiene núcleo es NP-completo, aún para digráficas planas

D con restricciones de grado d+
D(x) ≤ 2, d−D(x) ≤ 2 y d(x) ≤ 3 para todo

vértice x. Con esto se observa que aún en digráficas relativamente sencillas

es dif́ıcil saber si tiene núcleo o no.

Uno de los resultados fundamentales dado por Berge en [2], es el siguien-

te:

Teorema 1 Si S es un núcleo de una digráfica D, entonces S es un conjunto

independiente maximal y absorbente minimal.

Uno de los problemas que ha despertado un particular interés es el de

establecer condiciones suficientes para que exista un núcleo en una digráfica.

El siguiente teorema debido a Berge da una condición necesaria y suficiente

para que un conjunto S ⊆ V (D) sea núcleo de D. Recordemos que la función

caracteŕıstica φS(x) de S está definida por φS(x) = 1, si x ∈ S y φS(x) = 0,

si x /∈ S. Si N+(x) = ∅, definimos máxy∈N+(x){φS(y)} = 0.

Teorema 2 (Berge, [3]) Un conjunto S ⊆ V (D) es núcleo de la digráfi-

ca D si y sólo si su función caracteŕıstica φS(x) satisface φS(x) = 1 −
máx{φS(y) | y ∈ N+(x)}.

Nótese que podemos cambiar la pregunta anterior a una más general,

la de establecer condiciones suficientes para que una digáfica sea núcleo

perfecta. Una propiedad P es hereditaria si para cualquier digráfica D que

cumple la propiedad P , cada subdigráfica inducida de D también cumple

la propiedad P . Propiedades como la transitividad, el ser aćıclica y el ser

simétrica son hereditarias. Aśı que para mostrar que una digráfica D con

una propiedad P hereditaria es núcleo perfecta, es suficiente probar que D

tiene núcleo. Usando esta idea los siguientes resultados clásicos pueden ser

obtenidos:

1. Una digráfica simétrica es núcleo perfecta. [2]
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2. Una digráfica transitiva es núcleo perfecta y todos los núcleos tienen

la misma cardinalidad. (König, [24])

3. Una digráfica sin ciclos dirigidos es núcleo perfecta y su núcleo es

único. (Von Neumann, [32])

4. Una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud impar es núcleo perfecta.

(Richardson, [34])

El principal resultado de este trabajo (Caṕıtulo 1) y del cual se derivan

los demás contenidos aqúı, es probar que digráficas que cumplen con una

propiedad en particular (la cual denotamos por P (αD1 ,�)) tienen núcleo

y observar que esta propiedad sea hereditaria para aśı obtener digráficas

núcleo perfectas.

Cabe mencionar que muchas extensiones del Teorema de Richardson han

sido encontradas. Una importante, ya que ha sido estudiada y generalizada,

es la de Duchet [8].

Teorema 3 Si D es una digráfica tal que cada ciclo dirigido de longitud

impar tiene al menos una flecha simétrica, entonces D es núcleo perfecta.

Otros resultados similares se muestran a continuación:

1. Si cada ciclo dirigido de longitud impar (x1, x2, . . . , x2k+1, x1) en una

digráfica D tiene dos pseudodiagonales del tipo (xi, xi+2), (xi+1, xi+3),

entonces D es núcleo perfecta. (Duchet, [7]).

2. Si cada ciclo dirigido de longitud impar en una digráfica D tiene al

menos dos pseudodiagonales con polos consecutivos, entonces D es

núcleo perfecta. (Galeana-Sánchez y Neumann-Lara, [19]).

Sin embargo, es falso que una digráfica D tal que todos sus ciclos dirigidos

de longitud impar tienen dos pseudodiagonales es núcleo perfecta (Galeana-

Sánchez, [14]).
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Inspirados en los resultados anteriores, en el Caṕıtulo 2, presentamos teo-

remas que nos dicen cómo es la estructura de las digráficas núcleo perfectas

en términos también de ciclos dirigidos de longitud impar y sus pseudodia-

gonales.

Otros resultados ya existentes que se destacan son:

1. La unión de dos digráficas transitivas es núcleo perfecta. (Sands, Sauer,

Woodrow, [39])

2. Una digráfica quasitransitiva, tal que cada clan tiene núcleo, es núcleo

perfecta. [5]

3. Digráficas pretransitivas derecha o izquierda son núcleo perfectas. [8]

4. Digráficas localmente semicompletas son núcleo perfectas siempre que

cada clan tenga núcleo. [5]

Como consecuencia de nuestro principal resultado que se muestra en

el Caṕıtulo 1 y siguiendo la ĺınea de los resultados anteriores, se obtuvie-

ron condiciones para asegurar cuándo uniones entre digráficas transitivas,

asimétricamente transitivas, pretransitivas derechas e izquierdas y simétricas

pueden dar como resultado digráficas núcleo perfectas (Caṕıtulo 3).

Otros resultados relacionados con núcleos son los publicados por Ri-

chardson [35, 36], Duchet y Meyniel [10], Duchet [8, 9], Galeana-Sánchez

[14], aśı como Galeana-Sánchez y Neumann-Lara [19, 20]. Estos han dado

lugar al desarrollo de muchos resultados más.

Aunque no todas las digráficas tienen núcleos, se ha demostrado que

casi todas las digráficas tienen uno. Sea D(n, p) una digráfica aleatoria de

n vértices, donde cada flecha dirigida xy tiene probabilidad p de estar en la

digráfica. Fernández de la Vega [11] estableció el siguiente resultado:

Teorema 4 Sea p fijo, 0 ≤ p ≤ 1. La probabilidad de que una digráfica

aleatoria D(n, p) posea un núcleo tiende a 1 cuando n → ∞.
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Tomescu en [40] notó el mismo resultado. Mostró que casi todas las

digráficas D de orden n contienen núcleos K, tal que

log(n) − log(log(n)) − 1.43 ≤ |K| ≤ log(n) − log(log(n)) + 2.11

y el número de núcleos, K(D), de D satisface que

n0.913+O(1) < K(D) < n1+O(1), cuando n → ∞.

También se han desarrollado generalizaciones del concepto de núcleo

como las de seminúcleo y seminúcleo módulo F , lo cual ha llevado a obtener

condiciones más débiles pero suficientes para la existencia de núcleo en una

digráfica.

Neumann-Lara en [33], introduce el concepto de seminúcleo y establece

condiciones suficientes para que una digráfica sea núcleo perfecta. Un se-

minúcleo S de una digráfica es un conjunto de vértices independiente tal

que si existe una (S, u)-flecha en D, entonces existe una (u, S)-flecha en D.

Teorema 5 (Neumann-Lara, [33]) Todas las subdigráficas inducidas de

una digráfica tienen seminúcleo si y sólo si la digráfica es núcleo perfecta.

Más adelante en [15], Galeana-Sánchez introduce el concepto de se-

minúcleo módulo F ; un seminúcleo módulo F , S, de una digráfica D, con

F un conjunto de flechas de D, es un conjunto de vértices independiente tal

que si existe una (S, u)-flecha en el complemento de F , entonces existe una

(u, S)-flecha en D. Galeana-Sánchez también da condiciones suficientes para

que una digráfica sea núcleo perfecta:

Teorema 6 (Galeana-Sánchez, [15]) Sean D una digráfica finita y D1

una subdigráfica asimétricamente transitiva de D, tal que cada subdigráfica

inducida de D tiene seminúcleo módulo A(D1). Si D es una digráfica βD1-

libre, esto es, que no contiene como subdigráfica inducida a ningún elemento

de la familia βD1 (Fig. 2; las flechas etiquetadas con 1 están en D1, las

etiquetadas con 2 no están en D1 y las que no tienen etiqueta pueden estar

o no en D1), entonces D es núcleo perfecta.
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Figura 2. Familia βD1 .

De hecho los dos teoremas anteriores son la motivación de nuestro re-

sultado principal (Caṕıtulo 1). En esta tesis se puede encontrar un teorema

que da condiciones suficientes del tipo de los Teoremas 5 y 6 para saber

cuándo una digráfica finita o infinita es núcleo perfecta, pero en términos de

seminúcleos módulo F .

Chvátal y Berge conjeturaron que si D tiene núcleo, entonces la digráfica

D−1, que resulta de voltear todas las flechas de D es núcleo perfecta. Un

contraejemplo fue encontrado por Duchet y Meyniel [10]. Del mismo modo

Kwasnik [26, 25] y Marcu [30, 31] obtuvieron resultados concernientes a

digráficas fuertemente conexas, los cuales son generalizaciones del Teorema

de Richardson.

Ya que no toda digráfica tiene núcleo es también interesante preguntarse

acerca de las digráficas sin núcleos, como las núcleo imperfectas cŕıticas. El
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siguiente resultado es un resultado muy interesante que envuelve digráficas

núcleo imperfectas cŕıticas y digráficas fuertemente conexas:

Teorema 7 (Duchet, [7]) Una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica es fuer-

temente conexa.

Construcciones de digráficas núcleo imperfectas cŕıticas pueden ser en-

contradas en [10, 20, 21]. Después del surgimiento de la núcleo perfección

de las digráficas, muchos graficólogos han hecho contribuciones significantes.

Entre ellos se encuentran Galeana-Sánchez y Neumann-Lara. Ellos definie-

ron una R-digráfica como aquella que cada subdigráfica inducida no vaćıa

tiene seminúcleo no vaćıo. Esta definición es equivalente a la de núcleo per-

fecta.

En [20], estos dos autores investigaron otras condiciones suficientes para

que una digráfica sea núcleo perfecta. Ellos mostraron que la parte asimétri-

ca de una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica D, Asim(D), es fuertemente

conexa.A continuación presentamos algunos de sus resultados, reemplazan-

do el término R-digráfica por el de núcleo perfecta. Estos resultados proveen

evidencias de que usando composiciones ordinarias de gráficas, la familia de

las núcleo perfectas puede ser extendida.

Teorema 8 Si V (D) tienen una bipartición {V1, V2} tal que cada (V1, V2)-

flecha es simétrica y D[V1] y D[V2] son núcleo perfectas, entonces D es

núcleo perfecta.

Teorema 9 Una digráfica es núcleo perfecta si y sólo si para cada compo-

nente fuertemente conexa α de Asim(D), D[V (α)] es núcleo perfecta.

Corolario 10 Si para cada componente fuertemente conexa α de Asim(D),

D[V (α)] es bipartita, entonces D es núcleo perfecta.

Teorema 11 (Jacob, [23]) Sean D1, D2 y D digráficas tal que V (D1) ∩
V (D2) = {v} y D = D1 ∪D2. Entonces D es núcleo perfecta si y sólo si D1

y D2 son núcleo perfectas.
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En fin, se ha hecho mucho en el tema de núcleos en digráficas y nuestra

aportación más importante dentro de éste es el de dar condiciones más

débiles de las existentes hasta ahora y que también pueden ser aplicadas

a digráficas infinitas. Aśı que en el primer caṕıtulo encontrará el principal

resultado que se menciona anteriormente, del tipo de los obtenidos por V.

Neumann-Lara [33] y H. Galeana-Sánchez [15], pero también visto desde una

perspectiva mucho más general y en algunas derivaciones de este resultado

verificaremos que las hipotésis pedidas sean justas, (los resultados obtenidos

en este caṕıtulo se incluyeron en los art́ıculos de investigación [16] y [17].)

En el segundo caṕıtulo trateremos sobre la estructura que tienen las

digráficas núcleo perfectas y las núcleo imperfectas cŕıticas. En las primeras

digráficas, los resultados que se obtuvieron aunque son más débiles que los

existentes a la fecha no pueden ser aplicados a digráficas infinitas y en el

caso de las segundas śı se pueden aplicar a digráficas infinitas, aunque hasta

el momento no se conocen si existen tales digráficas. Con el material de este

caṕıtulo se escribió el art́ıculo [18].

Y por último, Caṕıtulo 3, damos una recopilación de consecuencias (nue-

vas y ya conocidas) que se derivan del resultado principal.

Aśı que sólo me resta desearles una deliciosa traveśıa a través de los

núcleos y seminúcleos. Sólo les pido un poco de paciencia, pues muchas de

las veces las demostraciones han sido divididas en casos y subcasos (¡y a

veces subsubcasos!), pero tanto en esas como en otras demostraciones sin

casos, he intentado ir describiendo paso por paso lo que se va demostrando,

buscando llevarlos aśı un poco de la mano para evitar que queden perdidos

y tristes de no poder seguir la demostración. Espero haberlo logrado.
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En esta parte de la tesis presento los conceptos y notaciones que em-

plearemos a lo largo del trabajo, aśı como también resultados básicos sobre

núcleos. En algunos casos, ciertas definiciones se darán justo antes de ser

utilizadas, por lo que no se encuentran en este caṕıtulo.

0.1. Digráficas

Definición 0.1 Una digráfica D es una pareja (V (D), A(D)) donde V (D)

es un conjunto no vaćıo y A(D) ⊆ (V (D)×V (D)). Los elementos de V (D)

son los vértices de D y los de A(D) son las flechas. El orden de una

digráfica es la cardinalidad del conjunto de véritces. Decimos que la digráfica

es finita o infinita si tiene orden finito o infinito, respectivamente. En toda

la tesis se consideran digráficas infinitas, a menos que se diga lo contrario,

y sin flechas de la forma (v, v), las cuales son llamadas lazos.

Cuando se sabe que v (resp. f) hace referencia a un vértice (resp. una

flecha) v ∈ D (resp. f ∈ D) denotará de manera más simple que v ∈ V (D)

(resp. f ∈ A(D)). También escribiremos la flecha uv en vez de (u, v).

Si f = v1v2 ∈ A(D), diremos que f va de v1 a v2, que f sale de v1 ó que f

llega a v2, también diremos que v1 y v2 son los extremos de f y que v1 (resp.

v2) es el punto incial (resp. final). Dos flechas son adyacentes si tienen un

extremo común. Si además v1 ∈ S1 y v2 ∈ S2, con S1, S2 ⊂ V (D), se dirá que

f es una (v1, S2)-flecha, (S1, v2)-flecha, (S1, S2)-flecha o simplemente una

1
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(v1, v2)-flecha.

Definición 0.2 Una flecha v1v2 ∈ A(D) es llamada asimétrica, (resp.

simétrica) si v2v1 /∈ A(D) (resp. v2v1 ∈ A(D)).

Definición 0.3 Dada una digráfica D y u ∈ V (D), definimos la exvecin-

dad de u como Γ+(u) = {v ∈ V (D) | uv ∈ A(D)} y la invecindad de

u como Γ−(u) = {v ∈ V (D) | vu ∈ A(D)}. Sea B ⊆ V (D), definimos

por Γ+(B) = {v ∈ V (D)| existe una (B, v)-flecha} a la exvecindad de B

y por Γ−(B) = {v ∈ V (D)| existe una (v, B)-flecha} a la invecindad de

B. Denotemos por δ+(u) = |Γ+(u)| y δ−(u) = |Γ−(u)|; a δ+(u) y δ−(u)

le llamaremos exgrado e ingrado de u, respectivamente, y grado de u a

δ(u) = δ+(u)+δ−(u). También denotamos por F+
u = {f ∈ A(D)| existe v ∈

V (D) tal que f = uv} y F−
u = {f ∈ A(D)| existe v ∈ V (D) tal que f =

vu}.

Definición 0.4 Sea D una digráfica. Decimos que H = (V (H), A(H)) es

una subdigráfica de D, H ⊆, si ∅ �= V (H) ⊆ V (D) y A(D) ⊆ A(D).

Si A ⊆ V (D), definimos la subdigráfica de D inducida por A como la

digráfica que tiene como conjunto de vértices a A y como conjunto de flechas

a todas las flechas de D que tienen ambos extremos en A, es decir, todas las

(A, A)-flechas. Denotamos por D[A] a la subdigráfica de D inducida por A.

Si B ⊆ A(D), definimos la subdigráfica de D inducida por B como la

digráfica que tiene como vértices a los extemos de las flechas en B y como

conjunto de flechas a B. Llamaremos una subdigráfica inducida de D a la

subdigráfica H de D, tal que si u, v ∈ H, entonces uv ∈ A(H) si y sólo si

uv ∈ A(D) y se denotará por H ⊆∗ D.

Definición 0.5 S es una subdigráfica generadora de D, si S es una

subdigráfica de D y V (S) = V (D).

Definición 0.6 Sea H una familia finita de digráficas. Una H-subdigráfica

de una digráfica D es una subdigráfica inducida de D isomorfa a un miembro

de H. Una digráfica es H-libre si no contiene ninguna H-subdigráfica.
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Definición 0.7 La parte asimétrica de D (resp. parte simétrica de

D), que será denotada por Asim(D) (resp. Sim(D)), es la subdigráfica ge-

neradora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas (resp. simétricas)

de D.

Definición 0.8 Decimos que una digráfica D es una digráfica simétri-

ca (resp. digráfica asimétrica) si todas sus flechas son simétricas (resp.

asimétricas).

Definición 0.9 Sea D una digráfica. Si uv, vw ∈ D implica que uw ∈ D,

entonces decimos que D es una digráfica transitiva. Si uv, vw ∈ Asim(D)

implica que uw ∈ Asim(D), entonces D será llamada asimétricamente

transitiva.

Definición 0.10 Sean D una digráfica y H una subdigráfica de D. Defi-

niremos a la flecha uv como una pseudodiagonal de la digráfica H en D

si u, v ∈ V (H) y uv ∈ A(D) \ A(H). Sean A, B ⊂ V (H), si la flecha uv

es una pseudodiagonal de H, con u ∈ A y v ∈ B, llamaremos a uv una

(A, B)-pseudodiagonal.

Definición 0.11 Un camino C en una digráfica D es una sucesión de

vértices (u0, u1, u2, . . . , un) tal que para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} se tie-

ne que uiui+1 ∈ A(D) ó ui+1ui ∈ A(D). En este caso decimos que es un

(u1, un)-camino de D. Decimos que n es la longitud de C y la denotamos

por l(C). Una trayectoria de D es un camino (u0, u1, u2, . . . , un) tal que

ui �= uj si i �= j.

Sea C = (u0, u1, u2, . . . , un) un camino en una digráfica D. Si 0 ≤ i <

j ≤ n denotamos por (ui, C, uj) al (ui, uj)-camino contenido en C, es decir,

(ui, C, uj) = (ui, ui+1, ui+2, . . . , uj−1, uj)

Definición 0.12 Un camino cerrado en una digráfica D es un camino

(u0, u1, u2, . . . , un), tal que u0 = un. Un ciclo de D es un camino cerrado

(u0, u1, u2, . . . , un, u0) tal que ui �= uj si i �= j.
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Definición 0.13 Un camino dirigido en una digráfica D es un camino

(u0, u1, u2, . . . , un), tal que para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} se tiene que

uiui+1 ∈ A(D). Una trayectoria dirigida en D es un camino dirigido que

además es una trayectoria. Si la trayectoria dirigida inicia en un vértice u0

es de longitud infinita, es decir, es de la forma (u0, u1, u2, . . .) y uiuj ∈ A(D),

con i < j, entonces decimos que es una trayectoria infinita exterior.

Sea T = (w0, w1, w2, . . . , wn) una (A, B)-trayectoria, esto es, que w0 ∈ A y

wn ∈ B. Decimos que T es directa si T ∩ B = {wn}.

Definición 0.14 Un camino dirigido cerrado en una digráfica D es un

camino dirigido que además es un camino cerrado. Un ciclo dirigido en D

es un camino dirigido cerrado que además es un ciclo. Denotamos por Cn

al ciclo dirigido de orden n.

Definición 0.15 Una digráfica D es una digráfica bipartita si existe una

bipartición {X, Y } de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene

un extremo en X y otro en Y .

Definición 0.16 Una digráfica D es conexa o débilmente conexa si

existe una trayectoria (no necesariamente dirigida) entre cualesquiera dos

vértices de D y fuertemente conexa si existe una trayectoria dirigida entre

cualesquierea dos vértices de D.

0.2. Operaciones entre digráficas

Para simplificar la escritura a lo largo de la tesis nos ayudaremos con el

signo −, como sigue:

Sea v un vértice en la digráfica D. D−v denotará la subdigráfica inducida

por V (D) \ {v}. Si A ⊂ V (D), entonces D − A es la subdigráfica inducida

por V (D − A) = V (D) \ A. Si B ⊂ A(D), entonces D − B es la digráfica

que tiene como conjunto de vértices al V (D) y como conjunto de flechas

A(D) \ B.
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Si D0 ⊂ D, entonces D − D0 es la subdigráfica de D, D − A(D0).

Definición 0.17 ([20]) Sean D1, D2 digráficas, v ∈ V (Di) y ui ∈ V (Di),

i = 1, 2. Supóngase que

V (D1) ∩ V (D2) = {v},

uiv ∈ Sim(Di) y Hi = Di − {uiv, vui}, i = 1, 2.

Entonces definimos D1 � D2 de la siguiente manera:

V (D1 � D2) = V (D1) ∪ V (D2) y

A(D1 � D2) = A(H1) ∪ A(H2) ∪ {u1u2, u2u1}.

v
u1

D2D1

u2

Figura 0.1. D1 � D2.

En esta primera operación D1 � D2, lo que se hace es pegar a las dos

digráficas, D1 y D2, en el vértice v, quitar a cada digráfica las flechas

vui, uiv, i = 1, 2 y agregarle las flechas u1u2 y u2u1 (Fig. 0.1).

Definición 0.18 ([20]) Si f = uv ∈ A(D), D(f/Pn) denotará la digráfica

D′ tal que D′ = (D − f)∪Pn(u, v), donde Pn(u, v) es una (u, v)-trayectoria

dirigida de longitud n − 1, que satisface que V (Pn(u, v) ∩ V (D)) = {u, v}.



6 Preliminares

u

v

D

Figura 0.2. D(f/Pn).

En la segunda operación se reemplaza una flecha uv por una (u, v)-

trayectoria de longitud n − 1 (Fig. 0.2).

Definición 0.19 ([21]) Sean D una digráfica y U, U+, U− conjuntos de

vértices con la misma cardinalidad, tales que U ⊆ V (D) y V (D), U+, U−

son disjuntos. Denotaremos por u+ (resp. u−) el vértice en U+ (resp. U−),

el cual corresponde a u ∈ U , para alguna biyección fija desde U a U+ (resp.

U a U−). Definimos la digráfica D0 como sigue:

V (D0) = (V (D) \ U) ∪ U+ ∪ U−,

A(D0) = A(D[V (D)\U ])∪{zu− | zu ∈ A(D) y z /∈ U, u ∈ U}∪{u+z |
uz ∈ A(D), u ∈ U y z /∈ U} ∪ {u′+u′′− | u′u′′ ∈ A(D) y u′, u′′ ∈ U}).

y denotamos a β = {βu | u ∈ U} como un conjunto de trayectorias dirigidas

disjuntas en vértices donde cada βu es una (u−, u+)-trayectoria dirigida de

longitud par y V (Bu) ∩ V (D0) = {u−, u+}, entonces definimos la digráfica

s(D), como

V (s(D)) = V (D0) ∪
⋃

u∈U

V (βu), A(s(D)) = A(D0) ∪
⋃

u∈U

A(βu).
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u+
3

u2

v2

u+
2

u−
2

u−
3

s(D)

u3 v2

D

u+
1u1

v3

v1 v1

v3

u−
1

Figura 0.3. s(D), con U = {u1, u2, u3}. De u−
i a u+

i hay una trayectoria dirigida
de longitud par.

En esta última operación un vértice u se parte en dos vértices, u+ y u−,

las flechas que le llegaban a u ahora le llegan a u− y las flechas que le saĺıan

a u ahora salen de u+ y se añade una trayectoria dirigida de longitud par

de u− a u+ (Fig. 0.3).

0.3. Núcleos

Definición 0.20 Sean D una digráfica e I ⊆ V (D). Se dice que I es inde-

pendiente si para cualesquiera dos vértices x, y ∈ I, xy, yx /∈ A(D). Y se

le llama absorbente si para cada x ∈ V (D) \ I existe una (x, I)-flecha.

Definición 0.21 (Von Neumann, Morgenstern, [32]) Sean D una di-

gráfica y S ⊆ V (D). S es un núcleo de D si S es independiente y absorbente.

Berge probó lo siguiente:

Proposición 0.22 (Berge, [3]) Un núcleo es independiente maximal y ab-

sorbente minimal.
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Definición 0.23 (Neumann-Lara, [33]) Sean D una digráfica y S ⊆
V (D). S es un seminúcleo, si satisface lo siguiente:

1. S es independiente y

2. Si existe una (S, x)-flecha, con x ∈ V (D) \ S, entonces existe una

(x, S)-flecha.

Definición 0.24 (Galeana-Sánchez, [15]) Sean D una digráfica y F un

subconjunto de A(D). S ⊂ V (D) es un seminúcleo módulo F , si se sa-

tisface lo siguiente:

1. S es independiente y

2. Si existe una (S, x)-flecha en A(D) \ F , con x ∈ V (D) \ S, entonces

existe una (x, S)-flecha en D.

Se puede observar que un núcleo de una digráfica D es seminúcleo de

la digráfica, porque todos los vértices fuera del núcleo son absorbidos, en

particular aquellos a los que les llega una flecha desde el núcleo. También se

puede observar que un seminúcleo de D es también seminúcleo módulo F de

D, con F cualquier conjunto de flechas, porque a todos los vértices fuera del

seminúcleo que les llega una flecha desde el seminúcleo, en particular a los

que les llega una flecha que no está en F , son absorbidos por el seminúcleo.

El conjunto de flechas F son precisamente las flechas que estorban para

que el seminúcleo módulo F sea un seminúcleo, pues sus vértices finales

son precisamente los que no sabemos si son absorbidos o no. Aśı que si se

remueven las flechas de F en D, los seminúcleos módulo F son seminúcleos

de la nueva digráfica.

Definición 0.25 Diremos que una digráfica D es núcleo perfecta, si toda

subdigráfica inducida de D posee un núcleo.

Neumann-Lara demostró el siguiente teorema, dando aśı otra definición

de digráfica núcleo perfecta:
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Teorema 0.26 ([33]) D es núcleo perfecta si y sólo si cada subdigráfica

inducida de D tiene un seminúcleo no vaćıo.

Definición 0.27 Una digráfica D es núcleo imperfecta cŕıtica si cada

subdigráfica inducida propia de D tiene un núcleo, pero D no tiene núcleo.

Teorema 0.28 ([20]) Si D1 y D2 son dos digráficas núcleo imperfectas

cŕıticas, entonces la digráfica D1 � D2 núcleo imperfecta cŕıtica.

Teorema 0.29 ([20]) Si D es una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica y n

es par, entonces D(f/Pn) es núcleo imperfecta cŕıtica.

Teorema 0.30 ([21]) Si D es núcleo imperfecta cŕıtica, entonces s(D) tam-

bién es núcleo imperfecta cŕıtica.

Teorema 0.31 ([19]) Si cada ciclo dirigido de la digráfica D tiene una

flecha simétrica, es decir, si no hay ciclos dirigidos en la parte asimétrica,

entonces D es núcleo perfecta.

Denotaremos por
−→
C n(j1, j2, j3, . . . , jk) a la digráfica con conjunto de

vértices V (
−→
C n(j1, j2, j3, . . . , jk)) = {0, 1, . . . , n − 1} y conjunto de flechas

A(
−→
C n(j1, j2, j3, . . . , jk)) = {(u, v) | v − u ≡ js(mod n), s = 1, 2, . . . , k}. [20]

Teorema 0.32 ([20]) Las digráficas
−→
C n(1, 2, 3, . . . , �n

2 
,−2,−3, . . . ,−�n
2 
)

son digráficas núcleo imperfectas cŕıticas para n ≥ 4.

0.4. Ordenes parciales

Definición 0.33 Un conjunto parcialmente ordenado, (A, R), es un

conjunto A con una relación de orden R que cumple:

Reflexividad. (a, a) ∈ R, para toda a ∈ A.

Antisimetŕıa. Si {(a, b), (b, a)} ⊆ R, entonces a = b.
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Transitividad. Si {(a, b), (b, c)} ⊆ R, entonces (a, c) ∈ R.

Si tenemos un subconjunto B de un conjunto parcialmente ordenado A,

se puede observar que B es también un conjunto parcialmente ordenado con

el mismo orden parcial.

Definición 0.34 Sea A un conjunto parcialmente ordenado con la relación

� y B ⊆ A. x ∈ B es un elemento maximal de B si no existe y ∈ B tal

que x � y y x �= y. Una cota superior de B es un elemento z ∈ A, tal que

x � z para todo x ∈ B. Una cadena C de A es un conjunto de elementos

de A, tal que si a, b ∈ C, entonces a � b ó b � a.

Lema 0.35 (Lema de Zorn) Sea A un conjunto no vaćıo con un orden

parcial R. Si toda cadena C tiene cota superior, entonces A tiene un ele-

mento maximal bajo el orden R.

Proposición 0.36 Sea (A, R) un conjunto parcialmente ordenado. Si toda

cadena tiene cota superior, entonces para todo a ∈ A existe b ∈ A maximal

tal que (a, b) ∈ R.

Demostración. Sea a ∈ A. Supongamos que a es elemento maximal de

(A, R), entonces tenemos que (a, a) ∈ R, pues R es reflexiva y aśı concluimos.

Si a no es elemento maximal, sea Ω = {x ∈ A | (a, x) ∈ R}. Sea C una cadena

de Ω ⊆ A, por lo tanto tiene cota superior z ∈ A, es decir, (b, z) ∈ R, para

toda b ∈ C ⊂ Ω. Por el Lema de Zorn 0.35 sabemos que Ω tiene elemento

maximal z∗.

z∗ es elemento maximal de A, de lo contrario w ∈ A, tal que (z∗, k) ∈ R.

Pero como z∗ ∈ Ω, se tiene que (a, z∗) ∈ R. Por lo tanto (a, k) ∈ R, lo que

implica que k ∈ Ω, esto contradice la maximalidad de z∗.



Caṕıtulo 1

Nuevas condiciones

suficientes para la existencia

de núcleos

Dentro de la teoŕıa de núcleos, uno de los problemas principales es poder

caracterizar digráficas que son núcleo perfectas. En 1971 V. Neumann-Lara,

[33], ofreció condiciones suficientes para determinar cuándo una digráfica

era núcleo perfecta en términos de seminúcleos, un concepto más débil que

núcleo. Este resultado ha sido la base para otros más, como por ejemplo

[15]. En[15], H. Galeana-Sánchez definió el concepto de seminúcleo módulo

F , similar a los de núcleo y seminúcleo, pero aún más débil y dio condiciones

suficientes para decidir cuándo una digráfica finita es núcleo perfecta en

términos de seminúcleo módulo F .

En este caṕıtulo se generaliza el resultado de H. Galeana-Sánchez para

digráficas infinitas y se obtiene aśı también un teorema base (Teo. 1.15) con

condiciones suficientes más débiles que las dadas en [15, 33].

11



12 Caṕıtulo 1

1.1. Definiciones y notaciones

Si D1 es una subdigráfica de D denotaremos de aqúı en adelante por D2

a la subdigráfica de D, D − D1. Escribiremos u
i→ v (resp. u

i
� v) para

denotar que uv ∈ A(Di) (resp. uv /∈ A(Di)), i = 1, 2. Diremos que una

flecha simétrica uv es del tipo i/j, si u
i→ v y v

j→ u. Denotamos por βD1 a

la familia de digráficas {A1, A2, A3, A7, A11, A12, A13, A14} (Fig. 1.1) y por

ΓD1 a βD1 ∪ {A4, A5, A6, A8, A9, A10, A10′ , A10′′} (Fig. 1.2).

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

1

1

1

2 1

1

1
1

1

1

A1 A2 A3

A7 A11 A12

A13 A14

2 1 2 2 1 2 1

2

21

Figura 1.1. Familia βD1 .

Nótese que βD1 ⊂ ΓD1 y que las flechas están etiquetadas con 1, 2 ó no

lo están.

Observación 1.1 Sean D una digráfica y D1 subdigráfica asimétricamente

transitiva de D. Más adelante se trabajará con digráficas D, βD1 ó ΓD1-
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12
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Figura 1.2. Familia ΓD1 .
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libre (véase la Definición 0.6). Las flechas etiquetadas con 1 se encuentran

contenidas en la digráfica D1, aquellas etiquetadas con 2 en la digráfica

D2 = D − D1 y las que no están etiquetadas pueden estar en D1 ó D2.

Notación 1.2 Sean D una digráfica, D1 una subdigráfica de D y S un

subconjunto del conjunto de vértices de D. Entonces definimos el siguiente

conjunto:

BS = {v ∈ V (D) \ S | no existe una (v, S)-flecha en D}

y definimos TS′
S como:

TS′
S = {v ∈ S | no existe una (v, S′)-flecha en D1 con S′ un seminúcleo

módulo A(D1) de BS}.

Denotaremos por αD1 el conjunto de todos los seminúcleos no vaćıos

módulo A(D1), con D1 ⊂ D.

Definición 1.3 Decimos que una digráfica D cumple la Propiedad

P(αD1 ,�), si existe una subdigráfica, D1, de D tal que se satisface las si-

guientes condiciones:

i) Existe un orden parcial, �, en el conjunto de conjuntos independientes

de vértices de D.

ii) El conjunto de seminúcleos módulo A(D1), αD1, con el orden parcial

�D1 tiene un elemento maximal.

iii) Si S ∈ αD1, pero no es núcleo, es decir, BS �= ∅ y S′ un seminúcleo

no vaćıo módulo A(D1) de D[BS ], entonces TS′
S ∪S′ es un seminúcleo

no vaćıo módulo A(D1) de D y TS′
S ∪ S′ > S.

iv) Si S0 ∈ αD1 es maximal, entonces para cada S < S0, S ⊂ S0∪Γ−(S0).

Definición 1.4 Sean D una digráfica, D1 una subdigráfica de D y A, B ⊂
V (D). Definimos la relación 	D1 en el conjunto de subconjuntos de V (D) de
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la siguiente manera: A 	D1 B si y sólo si para cada a ∈ A existe b ∈ B, tal

que a = b ó (a 1→ b y b
1

� a). Obsérvese que para este orden en particular se

usa el śımbolo 	D1. Cuando se haga referencia a cualquier orden en general

se usará el śımbolo ≤.

Lema 1.5 Sea D una digráfica. Si D1 es una subdigráfica asimétricamente

transitiva de D, entonces (αD1 ,	D1) es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostración.

i) Reflexividad. S 	D1 S pues S ⊆ S y entonces para cada a ∈ S, existe

b = a ∈ S.

ii) Antisimetŕıa. Supongamos que S 	D1 S′ y S′ 	D1 S. Probaremos que

S = S′, para esto demostraremos que S ⊆ S′ y S′ ⊆ S. Sea s ∈ S,

entonces existe s′ ∈ S′ tal que (a) s = s′ ó (b) s
1→ s′ y s′ 1

� s.

(a) implica que s ∈ S′. Si sucede (b) como S′ 	D1 S, entonces existe

s′′ ∈ S tal que (c) s′ = s′′ ó (d) s′ 1→ s′′ y s′′ 1
� s′. Obsérvese que

s �= s′′ porque s
1→ s′. (b) y (c) implican que s

1→ s′′ que contradice

que S es independiente (S ∈ αD1) pues {s, s′′} ⊆ S. Si sucede (d),

entonces se tiene que s
1→ s′ y s′ 1→ s′′ pero s′′ 1

� s′ y s′ 1
� s y como

D1 es asimétricamente transitiva se tiene que s
1→ s′′, lo que contradice

que S es independiente, obsérvese que {s, s′′} ⊆ S (Fig. 1.3), por lo

tanto S ⊆ S′. De manera análoga se tiene que S′ ⊆ S.

iii) Transitividad. Supongamos que S1 	D1 S2 y S2 	D1 S3. Probaremos

que S1 	D1 S3. Sea s1 ∈ S1, como S1 	D1 S2 existe s2 ∈ S2 tal que

(a) s1 = s2 ó (b) s1
1→ s2 y s2

1
� s1 y como S2 	D1 S3 existe s3 ∈ S3

tal que (c) s2 = s3 ó (d) s2
1→ s3 y s3

1
� s2. Si sucede (a) concluimos,

pues tenemos que s1 = s3 ó s1
1→ s3 y s3

1
� s1. Si ocurre (b) puede

pasar que se cumpla (c) ó que se cumpla (d). Si sucede (b) y (c) se

cumple que s1
1→ s3 y s3

1
� s1 por ser s3 = s2. Si sucede (b) y (d),

como D1 es asimétricamente trasitiva, se tiene que s1
1→ s3 y s3

1
� s1.

Por lo tanto S1 	D1 S3 (Fig. 1.4).
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1

S 1

1

S′

s′′
1

s s′

1
1

Figura 1.3. Las flechas continuas con etiqueta 1 están en D1 y las flechas punteadas
con etiqueta 1 no están en D1.

s2

S2

1 1

1s1 s3

S1 S3

1
1 1

Figura 1.4. Las flechas continuas con etiqueta 1 están en D1 y las flechas punteadas
con etiqueta 1 no están en D1.

Definición 1.6 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica de D. De-

finimos la relación �D1 entre los subconjuntos de V (D) como sigue: sea

A, B ⊆ V (D), decimos que A �D1 B si y sólo si para cada a ∈ A existe

b ∈ B tal que (a) a = b ó (b) a
1→ b y ba /∈ A(D).
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1

1 1

2

Figura 1.5. A15.

Lema 1.7 Sea D una digráfica. Si D1 es una subdigráfica asimétricamente

transitiva de D, tal que D sea {A15}-libre (Fig. 1.5), entonces �D1 es un

orden parcial en el conjunto de los independientes de V (D).

Demostración.

1. Reflexividad. S �D1 S, ya que S ⊆ S.

2. Antisimetŕıa. Supongamos que S �D1 S′ y S′ �D1 S. Sea s ∈ S,

aśı que existe s′ ∈ S′ tal que (a) s = s′ ó (b) s
1→ s′ y s′s /∈ A(D).

(a) implica que s ∈ S′. Y si sucede (b) (recuérdese que S′ �D1 S),

entonces existe s′′ ∈ S tal que (c) s′ = s′′ ó (d) s′ 1→ s′′ y s′′s′ /∈ A(D).

(b) y (c) implican que s
1→ s′′ que contradice la independencia de S,

ya que s, s′′ ∈ S. Si se tiene (b) y (d), entonces s
1→ s′ y s′ 1→ s′′

y s′′s′, s′s /∈ A(D) y por ser D1 asimétricamente transitiva, tenemos

que s
1→ s′′ lo que contradice la independencia de S, recordemos que

s, s′′ ∈ S (Fig. 1.6), por lo tanto S ⊂ S′. Análogamente se tiene que

S′ ⊂ S.

3. Transitividad. Supongamos que S1 �D1 S2 y S2 �D1 S3. Sea s1 ∈ S1,

como S1 �D1 S2, existe s2 ∈ S2 tal que (a) s1 = s2 ó (b) s1
1→ s2 y

s2s1 /∈ A(D) y ya que S2 �D1 S3, existe s3 ∈ S3 tal que (c) s2 = s3

ó (d) s2
1→ s3 y s3s2 /∈ A(D). Si tenemos (a), entonces s1 = s3

ó s1
1→ s3 y s3s1 /∈ A(D). Si se tiene (b) y (c), entonces s1

1→ s3
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1

S

1, 2

S′

1

s′′

1, 2

s s′

1
1

Figura 1.6. Las flechas continuas con etiqueta 1 están en D1 y las flechas punteadas
no están en D, es decir, no están ni en D1, ni en D2.

y s3s1 /∈ A(D). Si se cumple (b) y (d), entonces se tiene que s1
1→ s3

y s3
1

� s1 por ser D1 asimétricamente transitiva y más aún s3
2

� s1,

pues de lo contrario D[{s1, s2, s3}] ∼= A15, lo que contradice la hipótesis

de que D es A15-libre, por lo tanto S1 �D1 S3 (Fig. 1.7).

s1

1, 2

s3

S1
s21, 2

S2

1

1
11

S3

Figura 1.7. Las flechas continuas con etiqueta 1 están en D1 y las flechas punteadas
no están en D, es decir, no están ni en D1, ni en D2.
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Definición 1.8 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica de D. Llama-

remos por H(k, D1), k = 4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′, a la subdigráfica de D que

satisface lo siguiente:

V (H(k, D1)) = {t} ∪ {s∗1, s∗2, s∗3 . . .} ∪ {x1, x2, x3 . . .}

donde

t /∈ {s∗1, s∗2, s∗3, . . .} ∪ {x1, x2, x3 . . .},

{s∗1, s∗2, s∗3, . . .} ∩ {x1, x2, x3 . . .} = ∅

y

D[{s∗1, t, xi, s
∗
i+1}] ∼= Ak ∈ ΓD1 \ βD1

Donde las flechas etiquetadas con 1 (resp. 2) se encuentran contenidas en

la digráfica D1 (resp. D2 = D − D1), las que no están etiquetadas pueden

estar en D1 ó D2 y (s∗1, t, xi, s
∗
i+1) es la trayectoria de longitud máxima de

Ak (véase ejemplos en Fig. 1.8) y con las siguientes propiedades:

{s∗1, s∗2, s∗3, . . .} es independiente en D.

xis
∗
j /∈ A(D), con i ≥ j.

s∗i xj /∈ A(D), con i ≤ j.

ts∗i /∈ A(D).

xixj /∈ Asim(D1), con i > j.

s∗i xj /∈ Asim(D1), con i > j.

Llamaremos a {s∗1, t, xi, s
∗
i+1} la i-ésima rama de H(k, D1) y a {xi, s

∗
i+1}

la i-ésima subrama de H(k, D1).
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Figura 1.8. Ejemplos de H(k, D1), con k = 6, 8, 9, 10.

1.2. Digráficas núcleo perfectas

Teorema 1.9 Sea D una digráfica. Si D1 es una subdigráfica de D tal que

se satisface (i)-(iii) de la Propiedad P (αD1 , �) y cada subdigráfica inducida

de D tiene seminúcleo no vaćıo módulo A(D1), entonces D tiene núcleo.

Demostración.

Supongamos por contradicción que D no tiene núcleo. Sea S0 un elemen-

to maximal de (αD, �), entonces, como D no tiene núcleo, BS0 �= ∅, aśı que

la subdigráfica inducida por BS0 tiene un seminúcleo, S′, no vaćıo módulo

A(D1). Como D cumple (iii) de la Propiedad P (αD, �) se tiene que TS0 ∪S′
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es un seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) y TS0 ∪ S′ > S, que contradice la

maximalidad de S.

Lema 1.10 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica asimétricamente

transitiva de D. Si D no tiene trayectorias infinitas exteriores en Asim(D1)

y X = (v1, v2, v3, . . .) es una sucesión infinita de vértices de D, enton-

ces existe una subsucesión infinita Y = (vi1 , vi2 , vi3 , . . .) tal que vijvik /∈
A(Asim(D)) ∩ A(D1), para cualquier ij , ik, con ij < ik.

Demostración.

Se demostrará primero que existe i1 ∈ N tal que vi1vj /∈ A(Asim(D)) ∩
A(D1), para cada j, con i1 < j. Supóngase por contradicción que para cada

i ∈ N, existe j, tal que j > i y vivj ∈ A(Asim(D)) ∩ A(D1). Sea vl0 ∈ X,

entonces existe vl1 ∈ X, tal que vl0vl1 ∈ A(Asim(D))∩A(D1). Luego existe

vl2 ∈ X, tal que vl1vl2 ∈ A(Asim(D))∩A(D1). Aśı sucesivamente obtenemos

una sucesión (vl0 , vl1 , vl2 , . . .).

Afirmamos que vli
1→ vlj y vlj

1
� vli para toda li < lj . Fijemos i y

haremos la demostración por inducción sobre j.

Si j = i + 1, entonces la afirmación se sigue de que (vl0 , vl1 , vl2 , . . .) ∈
A(Asim(D)) ∩ A(D1). Supongamos que vli

1→ vlt y vlt
1

� vli , con t > i + 1.

Por demostrar que vli
1→ vlt+1 y vlt+1

1
� vli . Sabemos que vlt

1→ vlt+1 y

vlt+1

1
� vlt y como D1 es asimétricamente transitiva, tenemos que vli

1→ vlt+1

y vlt+1

1
� vli .

Ahora probaremos que la sucesión (vl0 , vl1 , vl2 , . . .) es una trayectoria.

Supongamos lo contrario, que existe vlj tal que vlj = vli , con li < lj , tenemos

que vlj−1
1→ vlj = vli . Obsérvese que lj �= li + 1, ya que recordemos que

nuestras digráficas no tienen lazos, por lo cual podemos suponer que li <

lj − 1 y por la afirmación anterior vlj = vli
1→ vlj−1 y vlj−1

1
� vli = vlj ,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto la sucesión (vl0 , vl1 , vl2 , . . .) es

una trayectoria, pero esto contradice la hipótesis de que no hay trayectorias
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infinitas exteriores contenidas en Asim(D1). Por lo tanto existe un vértice

vk1 ∈ X tal que para cada j > k1, vk1vj /∈ A(Asim(D)) ∩ A(D1).

Ahora tomemos la sucesión infinita de vértices Xk1 = {vk1+1, vk1+2, . . .}.
Análogamente a como se encontró en la sucesión X el vértice vk1 , tal que para

cada j > k1, vk1vj /∈ A(Asim(D))∩A(D1), podemos encontrar en la sucesión

Xk1 , un vértice vk2 tal que para cada j > k2, vk2vj /∈ A(Asim(D))∩A(D1).

Sea Xk2 = {vk2+1, vk2+2, . . .}. De manera análoga, encontramos un vértice

vk3 ∈ Xk2 , tal que para cada j > k3, vk3vj /∈ A(Asim(D)) ∩ A(D1). Si con-

tinuamos de esta manera obtenemos una subsucesión Y = (vk1 , vk2 , vk3 , . . .)

con las propiedades requeridas.

Teorema 1.11 Sea D una digráfica βD1-libre (Fig. 1.1), con D1 una sub-

digráfica asimétricamente transitiva de D, sin trayectorias infinitas exte-

riores en Asim(D1) y αD1 �= ∅. Si cada subdigráfica de D isomorfa a

H(k, D1), para alguna k ∈ {4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′} tiene una pseudodiago-

nal en A(Asim(D))∩A(D1), entonces D satisface la Propiedad P (αD1 ,�).

Demostración. Antes de comenzar, daremos un esquema de la demostra-

ción el cual nos servirá como un pequeño mapa y poder localizarnos en

qué punto de la prueba nos encontramos.

Para demostrar que se cumple la Propiedad P (αD1 ,�) hay que probar

lo siguiente:

i) Existe un orden parcial.

ii) El conjunto parcialmente ordenado tiene un elemento maximal. Para

esto usaremos el Lema de Zorn: tomamos una cadena C no vaćıa y

demostraremos que tiene una cota superior S∗, es decir, probaremos

que:

I) S∗ � S, para toda S ∈ C. Para probar esto se usa la hipótesis de

que no hay trayectorias infinitas exteriores en Asim(D1).
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II) S∗ �= ∅.
III) S∗ ∈ αD1 .

a) S∗ es independiente.

b) Si existe una (S∗, t)-flecha en D2, con t ∈ V (D) \ S∗, en-

tonces existe una (t, S∗)-flecha en D. En esta parte de la

demostración se usan las hipótesis de que D es βD1-libre y

que cada subdigráfica H(k, D1) tiene una pseudodiagonal en

A(Asim(D)) ∩ A(D1).

iii) Si S ∈ αD1 es un elemento maximal pero no núcleo, entonces TS′
S ∪ S′

es un seminúcleo módulo A(D1) de D y TS′
S ∪ S′ > S.

I) TS′
S ∪ S′ ∈ αD1 .

a) TS′
S ∪ S′ es independiente.

b) Si existe una (TS′
S ∪S′, t)-flecha en D2, con t ∈ V (D)\TS′

S ∪S′,
entonces existe una (t, TS′

S ∪S′)-flecha en D. Aqúı nuevamente

verificamos que D es βD1-libre.

II) TS′
S ∪ S′ � S.

III) TS′
S ∪ S′ �= S.

iv) Si S0 ∈ αD1 es maximal, entonces para cada S < S0, S ⊂ S0 ∪Γ−(S0).

Ahora śı, iniciemos la demostración del Teorema 1.11:

i) Por el Lema 1.5 sabemos que αD1 con el orden 	D1 es un conjunto

parcialmente ordenado.

ii) El conjunto parcialmente ordenado (αD1 ,	D1) tiene un elemento ma-

ximal. Para esto probaremos que toda cadena en (αD1 ,	D1) tiene cota

superior y por el Lema de Zorn sabemos que tiene un elemento maxi-

mal. Basta probarlo para cadenas no vaćıas, ya que la cadena vaćıa es

acotada por cualquier elemento de αD1 .
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Sea C una cadena de αD1 . Demostraremos que existe S∗ ∈ αD1 tal

que para toda T ∈ C, se cumple que T 	D1 S∗.

Definimos

S∗ = {s ∈
⋃

U∈C

U | existe S ∈ C tal que s ∈ S y para toda T ∈ C

con S 	D1 T se tiene que s ∈ T}

I) S 	D1 S∗ para toda S ∈ C.

Sea S ∈ C. Probaremos que para cada s ∈ S existe un s∗ ∈ S∗, tal

que sucede (a) s = s∗ ó (b) s
1→ s∗ y s∗ 1

� s (Fig 1.9).

1

S S∗

s∗
2

s = s∗

s

1, 2

Figura 1.9. La flecha continua etiquetada con 1 representa una flecha que está en
D1, aquella etiquetada con 2 está en D2 y la flecha punteada no está en D, es decir,
ni en D1, ni en D2.

Sea s ∈ S. Si s ∈ S∗, se cumple (a).

Si s /∈ S∗ se sigue de la definición de S∗ que existe S1 ∈ C, tal que

S 	D1 S1 y s /∈ S1, entonces existe s1 ∈ S1, tal que s
1→ s1 y s1

1
� s.

Si s1 ∈ S∗, entonces se cumple (b) (Fig. 1.10).

Si s1 /∈ S∗, existe S2 ∈ C, tal que S1 	D1 S2 y s1 /∈ S2. Aśı que existe

s2 ∈ S2, tal que s1
1→ s2 y s2

1
� s1 y como D1 es asimétricamente

transitiva, se tiene que s
1→ s2 y s2

1
� s. Si s2 ∈ S∗, entonces se cumple

(b) (Fig. 1.11).
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S1

s s1
1

1S

Figura 1.10. La flecha continua etiquetada con 1 está en D1 y la punteada no
está en D1.

1

S S2

s2
1
1

s

1 s1

S1

1

1

Figura 1.11.

Si s2 /∈ S∗, existe S3 ∈ C, tal que S2 	D1 S3 y s2 /∈ S3. Entonces

existe s3 ∈ S3 tal que s2
1→ s3 y s3

1
� s2 y como D1 es asimétricamente

transitiva, se tiene que s
1→ s3 y s3

1
� s. Si s3 ∈ S∗, entonces se cumple

(b) (Fig. 1.12).

Al continuar este procedimiento se obtienen las siguientes sucesiones

de vértices: X = (s, s1, s2, s3, . . .) tal que ss1, sisi+1 ∈ Asim(D1), con

i = 1, 2, . . ..

Probaremos ahora que si
1→ sj y sj

1
� si para toda i < j. Fijemos i y
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1

S S3

S2
s21

1

s s3

1

1

1

Figura 1.12.

haremos la demostración por inducción sobre j.

Si j = i + 1, entonces la afirmación se sigue de la sucesión X. Su-

pongamos que si
1→ st y st

1
� si, con t > i + 1. Demostraremos que

si
1→ st+1 y st+1

1
� si. Sabemos que st

1→ st+1 y st+1
1

� st y como D1

es asimétricamente transitiva, tenemos que si
1→ st+1 y st+1

1
� si.

Ahora probaremos que la sucesión X es una trayectoria. Supongamos

que existe sj tal que sj = si, con i < j, tenemos que sj−1
1→ sj = si

(Fig. 1.13).

1

s

1 1 1 1 1

s1 si = sj sj−1

1

Figura 1.13.

Obsérvese que j �= i + 1, pues no hay lazos (Fig. 1.14), por lo cual

podemos suponer que i < j − 1 y por la afirmación anterior sj = si
1→

sj−1 y sj−1
1

� si = sj , lo cual es una contradicción (Fig. 1.15).

Por lo tanto, X es una trayectoria infinita exterior en Asim(D1), lo

cual contradice las hipótesis.
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=

1

sj−1

si

=

sj

si+1

Figura 1.14. Si j = i + 1, entonces tendŕıamos un lazo.

. . .

1

si = sj sj−1
1

1

Figura 1.15.

Aśı que existe n tal que sn ∈ S∗ y por lo tanto se cumple (b) s
1→ sn

y sn
1

� s, concluyendose que S 	D1 S∗.

II) S∗ �= ∅
Sea s ∈ S ∈ C. Si s ∈ S∗, entonces S∗ �= ∅. Si no, como ya probamos

que S 	D1 S∗, entonces existe s∗ ∈ S∗ tal que s
1→ s∗ y s∗ 1

� s, por lo

tanto S∗ �= ∅.
III) S∗ ∈ αD1

a) S∗ es independiente.

Sean s1 y s2 ∈ S∗, con s1 �= s2. Luego existen S1 y S2 ∈ C, tales

que s1 ∈ S1 y s2 ∈ S2 y si ∈ T , con i = 1, 2, para toda T tal que

Si 	D1 T . Si S1 = S2, entonces s1 y s2 no son adyacentes por ser S1

un seminúcleo módulo A(D1) y por lo tanto es independiente.

Si S1 �= S2, ya que C es una cadena y S1, S2 ∈ C, se tiene que

S1 	D1 S2 ó S2 	D1 S1. Supongamos sin pérdida de generalidad que

S1 	D1 S2, entonces, por la elección de S1, s1 ∈ S2. Aśı que s1 y s2 no
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son adyacentes por estar ambos en S2, que es un seminúcleo módulo

A(D1).

b) Si existe una (S∗, t)-flecha en D2, con t ∈ V (D)\S∗, entonces existe

una (t, S∗)-flecha en D.

Supongamos que existe una (S∗, t)-flecha en D2 y que no existe una

(t, S∗)-flecha en D, para algún vértice t ∈ V (D) \ S∗.

Sea s∗1t ∈ A(D2), con s∗1 ∈ S∗. Entonces por la definición de S∗, existe

S1 ∈ C, tal que s∗1 ∈ S1 y para toda S, tal que S1 	D1 S, con S ∈ C,

s∗1 ∈ S. Como S1 es un seminúcleo módulo A(D1), existe tx1 ∈ A(D),

con x1 ∈ S1 y x1 /∈ S∗, se supuso que no hay (t, S∗)-flecha (Fig. 1.16).

S1

S∗ t
2

s∗1

x1

Figura 1.16. La flecha s∗1t ∈ A(D2) y la flecha tx1 ∈ A(D).

Como S1 	D1 S∗, existe s∗2 ∈ S∗ tal que x1
1→ s∗2 y s∗2

1
� x1, aśı que

s∗2 /∈ S1. De nuevo tenemos que existe S2 ∈ C, tal que s∗2 ∈ S2 y para

toda S, tal que S2 	D1 S, con S ∈ C, s∗2 ∈ S. Podemos observar

que S1 ≺D1 S2, de lo contrario S2 	D1 S1 (pues S1, S2 ∈ C) y como

s∗2 /∈ S1, entonces existe x ∈ S1 tal que s∗2
1→ x y x

1
� s∗2 pero por ser D1

asimétricamente transitiva tendŕıamos que x1
1→ x, lo cual es imposible

pues S1 es independiente. Aśı que S1 ≺D1 S2 y s∗1 ∈ S2, por la elección

de S1. Como S2 es un seminúcleo módulo A(D1) y s∗1t ∈ A(D2), existe
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x2 ∈ S2 tal que tx2 ∈ A(D). Obsérvese que x2 /∈ S∗, puesto que

supusimos que no hay (t, S∗)-flecha (Fig. 1.17).

1

t

2

S∗
s∗1

x1

S2
S1

x2

s∗2

1

Figura 1.17. La flecha etiquetada con 2 está en D2, la flecha continua etiquetada
con 1 está en D1, la flecha punteada con etiqueta 1 no está en D1 pero puede estar
en D2 y las flechas restantes están en D.

Puesto que S2 	D1 S∗, existe s∗3 ∈ S∗ tal que x2
1→ s∗3 y s∗3

1
� x2.

De nuevo, tenemos que existe S3 ∈ C tal que s∗3 ∈ S3 y para toda S,

tal que S3 	D1 S, s∗3 ∈ S. Se puede probar de nuevo que S2 ≺D1 S3

análogamente a como se probó que S1 ≺D1 S2, aśı que s∗1 ∈ S3. Ya que

S3 es seminúcleo módulo A(D1) y s∗1t ∈ A(D2), existe x3 ∈ S3 tal que

tx3 ∈ A(D). Obsérvese que x3 /∈ S∗ (Fig. 1.18).

Supongamos que con este procedimiento obtuvimos s∗i , Si y xi, tal que

s∗i , xi ∈ Si ∈ C (Fig. 1.19).

Puesto que Si 	D1 S∗, existe s∗i+1 ∈ S∗ tal que xi
1→ s∗i+1 y s∗i+1

1
� xi.

Entonces, análogamente que en los casos anteriores, existe Si+1 ∈ C

tal que s∗i+1 ∈ Si+1 y para toda S, tal que Si+1 	D1 S, se tiene que

s∗i+1 ∈ S. Como Si+1 es seminúcleo módulo A(D1), existe xi+1 ∈ Si+1

tal que txi+1 ∈ A(D).
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S∗

t

S2S1

x1 x2 x3

2

1

1

1

1

s∗1

S3

s∗2 s∗3

Figura 1.18.

. . .
s∗i+1

t

1
1 1 1 1

1 1 1 1

S∗

1

2

s∗i

x1 x2 x3 xi

Si

s∗1 s∗2
s∗3

Figura 1.19.

Con este procedimiento obtenemos la siguiente digráfica H:

V (H) = {t} ∪ {x1, x2, x3, . . .} ∪ {s∗1, s∗2, s∗3, . . .},

con t /∈ {x1, x2, x3, . . .} ∪ {s∗1, s∗2, s∗3, . . .}
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y {x1, x2, x3, . . .} ∩ {s∗1, s∗2, s∗3, . . .} = ∅;
A(H) = {s∗1t} ∪ {txi} ∪ {xis

∗
i+1},

nótese que s∗1t ∈ A(D2) y xis
∗
i+1 ∈ Asim(D1) (Fig. 1.20).

. . .

. . .

1

t

2

1

s∗1

x1

s∗2 s∗4

x2 x3

s∗3

1 11 1

Figura 1.20.

Podemos observar lo siguiente:

• xi /∈ S∗, para toda i.

• Si ≺ Sj , con i < j, puesto que Si ≺ Si+1 y la relación es transi-

tiva.

• s∗i ∈ Sj , con j ≥ i, porque s∗i ∈ Si, Si ≺ Sj y se sigue de la

elección de Si.

• xi /∈ Sj , para toda j > i, pues s∗i+1 ∈ Sj , s∗i+1 y xi son adyacentes

y Sj es un seminúcleo módulo A(D1).

• xi �= xj , con i �= j. Sin pérdida de generalidad supongamos que

i < j, entonces xi /∈ Sj y xj ∈ Sj , pues xi
1→ s∗i+1 y s∗i+1 ∈ Sj ,

aśı que de lo contrario Sj no seŕıa independiente (Fig. 1.21).

Llamamos la i-ésima rama de H en D a la subdigráfica de D inducida

por el conjunto {s∗1, t, xi, s
∗
i+1} y como la i-ésima subrama de H al

conjunto de vértices {xi, s
∗
i+1}.
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s∗1

t

1 1

S3

2

1
1

x1 x2

S1 S2

s∗3s∗2

x3 = x1

Figura 1.21.

Observemos la sucesión de vértices (x1, x2, x3, . . .), entonces por el Le-

ma 1.10 existe una subsucesión infinita X = (xi1 , xi2 , xi3 , . . .), tal que

xilxim /∈ A(Asim(D)) ∩A(D1), con il < im. Aśı que se puede obtener

una subdigráfica, H∗, de H que sólo contiene las ij-ésimas ramas, tal

que xij ∈ X. H∗ satisface las afirmaciones anteriores y la siguiente:

• xixj /∈ A(Asim(D)) ∩ A(D1), con i < j (Fig. 1.22).

Veamos qué sucede con las 12 posibles flechas de la i-ésima rama de

H∗.Ya tenemos las flechas:

• s∗1t, la cual sabemos que está en A(D2),

• txi, que no sabemos en principio si está en A(D1) ó en A(D2),

• xis
∗
i+1, que está en Asim(D1).

Sabemos que no están las flechas:

• ts∗1, porque no hay (t, S∗)-flechas,

• ts∗i+1, porque no hay (t, S∗)-flechas,
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. . .

. . .

A(Asim(D)) ∩ A(D1)

t
estas flechas no están en

s∗1

s∗i1+1 s∗i2+1 s∗i3+1

xi1 xi2 xi3

Figura 1.22.

• s∗1xi, porque Si es independiente,

• xis
∗
1, porque Si es independiente,

• s∗1s∗i+1, puesto que S∗ es independiente,

• s∗i+1s
∗
1, porque S∗ es independiente.

Y además no sabemos si se encuentran las flechas:

• xit,

• s∗i+1xi,

• s∗i+1t.

(Fig. 1.23)

Aśı que tenemos los siguientes casos:

txi

{
∈ A(D1) . . . (1)

∈ A(D2) . . . (2)

xit

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∈ A(D1) . . . (1)

∈ A(D2) . . . (2)

/∈ A(D) . . . (3)
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?

s∗i+1

hay 3

hay 6

hay 3

t

s∗1

2

xi

1

Figura 1.23. Las flechas gruesas son las flechas que sabemos que están en D, las
flechas punteadas son las flechas que no están en D y las flechas restantes son
aquellas que no sabemos si están en D.

s∗i+1xi

{
∈ A(D2) . . . (1)

/∈ A(D) . . . (2)

s∗i+1t

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∈ A(D1) . . . (1)

∈ A(D2) . . . (2)

/∈ A(D) . . . (3)

Por lo que hay que considerar 36 casos en total. De ahora en ade-

lante etiquetaremos cada caso con una sucesión de números. El Caso

(α.β.γ.δ) se referirá a tener el Caso α para txi (α ∈ {1, 2}), el Caso

β para xit (β ∈ {1, 2, 3}), el Caso γ para x∗
i+1xi (γ ∈ {1, 2}) y el Caso

δ para s∗i+1t (δ ∈ {1, 2, 3}). Recordemos que no existen (t, S∗)-flechas

en D.

Casos (1.1.1.1), (1.1.2.1), (2.2.1.1.), (2.2.2.1) y (2.3.1.1). Como tene-

mos que xis
∗
i+1, s

∗
i+1t ∈ Asim(D1), entonces por ser D1 asimétrica-

mente transitiva se tiene que xit ∈ Asim(D1), lo cual contradice que

txi ∈ A(D1).

Caso (1.1.1.2). Se obtiene que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A10.

Caso (1.1.1.3). Se tiene que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A5.
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Casos (1.1.2.2) y (1.1.2.3). Tenemos que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa

a A13 ó A3, respectivamente, lo cual es una contradicción pues D es

βD1-libre.

Casos (1.2.1.1), (1.2.1.2), (1.2.1.3), (1.2.2.1), (1.2.2.2), (1.2.2.3),

(1.3.1.1), (1.3.1.2), (1.3.1.3), (1.3.2.1), (1.3.2.2), (1.3.2.3). En estos ca-

sos se tiene que txi, xis
∗
i+1 ∈ Asim(D1), entonces ts∗i+1 ∈ Asim(D1)

lo cual es una contradicción puesto que no existen (t, S∗)-flechas.

Caso (2.1.1.1). De aqúı tenemos que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A9.

Caso (2.1.1.2). Se tiene que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A10′′ .

Caso (2.1.1.3). De este caso se tiene que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a

A6.

Caso (2.1.2.1). En este caso se puede observar que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es

isomorfa a A7, lo cual contradice que D sea βD1-libre.

Caso (2.1.2.2). Este caso no es posible pues D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] resulta ser

isomorfa a A12, lo cual contradice que D sea βD1-libre.

Caso (2.1.2.3). Tenemos que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A2, lo cual

contradice que D sea βD1-libre.

Caso (2.2.1.2). De aqúı tenemos que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A10′ .

Caso (2.2.1.3). Este caso se tiene que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A6.

Caso (2.2.2.2). Este caso nos da una contradicción pues D[s∗, t, xi, s
∗
i+1]

es isomorfa a A14 y D es βD1-libre.

Caso (2.2.2.3). De nuevo obtenemos una contradicción, ya que

D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A2.

Caso (2.3.1.2). Se obtiene que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A8.

Caso (2.3.1.3). De aqúı obtenemos que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a

A4.

Caso (2.3.2.2). Este caso es imposible pues D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa

a A11.



36 Caṕıtulo 1

Caso (2.3.2.3). Se tiene que D[s∗, t, xi, s
∗
i+1] es isomorfa a A1, lo que

contradice que D sea βD1-libre.

Aśı tenemos que cada rama de H∗ induce en D una subdigráfica iso-

morfa a una Ai, para alguna i ∈ {4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′} y ya que

sólo hay ocho Ai’s y un número infinito de ramas, entonces existe

k ∈ {4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′}, tal que existe un número infinito de ra-

mas de H∗ que inducen en D una subdigráfica isomorfa a Ak. Sean

Rj1 , Rj2 , . . . tales ramas. Ahora probaremos que H =
⋃

s∈N
Rjs es una

H(k, D1), es decir, veamos que cumple las seis propiedades que se pi-

den en la definición de H(k, D1):

1. s∗i s
∗
j /∈ A(D), para cualesquiera i, j ∈ N, pues S∗ es independiente

y s∗i , s
∗
j ∈ S∗.

2. x∗
i s

∗
j /∈ A(D), con i ≥ j, ya que s∗j , xi ∈ Si y Si es independiente.

3. s∗i xj /∈ A(D), con i ≤ j, ya que s∗i , xj ∈ Sj y Sj es independiente.

4. ts∗i /∈ A(D), pues no hay (t, S∗)-flechas en D.

5. xixj /∈ Asim(D1), con i > j, de lo contrario tendŕıamos que

xis
∗
j+1 ∈ Asim(D1), puesto que xjs

∗
j+1 ∈ Asim(D1) y D1 es

asimétricamente transitiva, lo cual nos contradice que Si sea in-

dependiente, ya que xi, sj+1 ∈ Si (Fig. 1.24).

6. s∗i xj /∈ Asim(D1), con i > j. Caso (a) i = j + 1. Si supone-

mos que s∗i xj ∈ Asim(D1), entonces xjs
∗
j+1 /∈ Asim(D1) lo cual

nos contradice que S∗
j ≺ S∗

j+1. Caso (b) i > j + 1. Si se supo-

ne que s∗i xj ∈ Asim(D1), se tiene que s∗i s
∗
j+1 ∈ Asim(D1), ya

que xjs
∗
j+1 ∈ Asim(D1) y D1 es asimétricamente transitiva, esto

contradice que S∗ sea independiente, aśı que en cualquiera de los

dos casos posibles no se puede tener que s∗i xj ∈ Asim(D1) (Fig.

1.25).

Recordemos que según las hipótesis una subdigráfica H(k, D1) tiene

pseudodiagonal en A(Asim(D))∩A(D1), aśı que analicemos cuáles de
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Si

1

Sj

s∗j+1

xj xi

1

1
1

1

1

Figura 1.24. Las flechas continuas marcadas con 1 están en D1, las flechas puntea-
das marcadas con 1 son las fechas prohibidas en D1, es decir, tales flechas no están
en D1.

1

1
1

Sj Si

s∗j+1 s∗i

xj

1

1
1

Figura 1.25.

las posibles flechas son pseudodiagonales de H y si se encuentran en

A(Asim(D)) ∩ A(D1):

• s∗i s
∗
j no son flechas en D pues S∗ es independiente en D.

• s∗i xj , con i ≤ j, tampoco son flechas en D como se vio anterior-

mente en (3).

• s∗i xj , con i > j, como se vio anteriormente en (6), no puede estar

en Asim(D1).

• s∗i t, con i �= 1, no es una pseudodiagonal de H en A(Asim(D))∩
A(D1), pues de lo contrario tendŕıamos que D[{s∗1, t, xi−1, s

∗
i }] es

isomorfa a A7 ó a A9. El primer caso no es posible debido a que
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D es βD1-libre. Si sucede el segundo caso tenemos que H es una

subdigráfica H(9, D1) de D.

• ts∗i no son flechas en D, ya que no hay (t, S∗)-flechas.

• txi es flecha en H, aśı que no es pseudodiagonal.

• xixj , con i < j, debido a la elección de H∗, no se encuentra en

A(Asim(D)) ∩ A(D1).

• xixj , con i > j. Si xixj ∈ Asim(D1), como xjs
∗
j+1 ∈ Asim(D1),

entonces xis
∗
j+1 ∈ Asim(D1), lo cual es una contradicción, pues

s∗j+1, xi ∈ Si y Si es independiente, por lo tanto xixj /∈ Asim(D1).

• xis
∗
j , con i < j. Si j = i + 1, entonces xis

∗
j es una flecha en H.

Sea j > i + 1 y supongamos que xis
∗
j ∈ A(Asim(D)) ∩ A(D1).

◦ Si H = H(4, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa a A1.

◦ Si H = H(5, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa a A3.

◦ Si H = H(6, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa a un

caso de A2.

◦ Si H = H(8, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa a A11.

◦ Si H = H(9, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa a A7.

◦ Si H = H(10, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa a

A13.

◦ Si H = H(10′, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa al

caso restante de A2.

◦ Si H = H(10′′, D1), entonces D[{s∗1, t, xi, s
∗
j}] es isomorfa a

A12.

En cualquiera de los casos anteriores se tiene una contradicción

pues D es βD1-libre. Por lo tanto xis
∗
j /∈ A(Asim(D)) ∩ A(D1).

• xis
∗
j , con i = j, no es flecha en D, pues Si es independiente.

• xis
∗
j , con i > j, no es flecha en D como se vio anteriormente en

(2).

• xit, como txi ∈ A(H) se tiene que xit /∈ Asim(D), por lo tanto,

xit /∈ A(Asim(D)) ∩ A(D1).
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Aśı que H es una subdigráfica H(k, D1) de D, con k ∈ {4, 5, 6, 8, 9, 10,

10′, 10′′}, que no tiene pseudodiagonales en A(Asim(D)) ∩ A(D1), lo

cual contradice las hipótesis. Aśı que concluimos que existe una (t, S∗)-
flecha en D. Luego S∗ ∈ αD1 y es una cota superior de C. Por el Lema

de Zorn concluimos que (αD1 ,	D1) tiene un elemento maximal.

iii) Si S ∈ αD1 es un elemento maximal pero no es núcleo de D, es decir,

BS = {v ∈ V (D)\S | no existe una(v, S)-flecha en D} �= ∅ y S′ es un

seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) de D[BS ], entonces TS′
S ∪S′ ∈ αD1

y S ≺D1 TS′
S ∪ S′ (Fig. 1.26).

S

TS ′
S

S′

BS

Figura 1.26.

Sean S ∈ αD1 un elemento maximal que no es núcleo de D, es decir,

BS �= ∅ y S′ un seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) de D[BS ].

I) TS′
S ∪ S′ ∈ αD1 . Recordemos que TS′

S = {v ∈ S | no existe una

(v, S′)-flecha en D1, con S′ un seminúcleo módulo A(D1) de BS}.
a) TS′

S ∪ S′ es independiente. Dado que TS′
S ⊆ S y S es inde-

pendiente tenemos que TS′
S es independiente. Ya que S′ es

un seminúcleo de D[BS ] módulo A(D1), se sigue que S′ es

independiente, de modo que solamente necesitamos probar

que no hay ninguna flecha de D entre TS′
S y S′.

a.1) No hay (TS′
S , S′)-flechas.
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Supongamos que existe t ∈ TS′
S y s′ ∈ S′, tal que ts′ ∈ A(D).

Si ts′ ∈ A(D1) contradice la definición de TS′
S , entonces ts′ ∈

A(D2). Tenemos t ∈ TS′
S ⊆ S y S ∈ αD1 , entonces hay una

(s′, S)-flecha en D esto contradice que s′ ∈ S′ ⊂ BS (Fig.

1.27).

TS ′
S

t

s′S

BS

S′2

Figura 1.27.

a.2) No hay (S′, TS′
S )-flechas, ya que S′ ⊂ BS y BS es el

conjunto de vértices no absorbidos por S.

b) Si existe una (TS′
S ∪S′, z)-flecha en A(D2), con z ∈ D−(TS′

S ∪
S′), entonces existe una (z, TS′

S ∪ S′)-flecha en D.

Sea tz una (TS′
S ∪S′, z)-flecha en A(D2), con z ∈ D−(TS′

S ∪S′).
Aśı que hay varias posibles situaciones para t y z.

Para t:

a) t ∈ TS′
S ó

b) t ∈ S′

y para z:

a) z ∈ BS \ S′,
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b) z ∈ D − (S ∪ BS) ó

c) z ∈ S \ TS′
S .

Se tienen 6 casos a considerar. De nuevo observemos todos

los casos como sucesiones de números:

Caso (a.a). Ya que tz ∈ A(D2), como S es un seminúcleo

módulo A(D1), entonces existe una (z, S)-flecha, lo cual con-

tradice la definición de BS . Este caso es imposible.

Caso (a.b). Ya que t ∈ TS′
S ⊂ S y S es un seminúcleo módulo

A(D1) de D se tiene que existe una (z, S)-flecha en D. De

aqúı se derivan dos casos: (1) existe una (z, TS′
S )-flecha ó (2)

existe una (z, S \ TS′
S )-flecha (Fig. 1.28).

s
x01

S′

BS

Caso (a.b.1)

2

z

t

sTS ′
S

S′

Caso (a.b.2)

S

BS

t

z

2
S

TS ′
S

Figura 1.28.

a.b.1) En este caso ya tenemos una (z, TS′
S ∪ S′)-flecha.

a.b.2) Sea zs la (z, S \TS′
S )-flecha. Sabemos por la definición

de TS′
S que existe x0 ∈ S′ tal que s

1→ x0 y además x0 �

s (Fig. 1.28). Se obtiene aśı la trayectoria (t, z, s, x0) (Fig.

1.29), de la cual podemos observar lo siguiente:

� zt, zx0 /∈ A(D), de lo contrario ya habŕıamos concluido,

puesto que x0, t ∈ TS′
S ∪S′ y aśı tendŕıamos una (z, TS′

S ∪
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t 2 z s 1 x0

Figura 1.29. Las flechas continuas están en D, aquellas que están etiquetadas con
i ∈ {1, 2} se encuentran en la subdigráfica Di de D y las que no están etiquetadas
pueden encontrarse en cualquiera de las dos subdigráficas. Las flechas punteadas
no están en D.

S′)-flecha.

� ts, st /∈ A(D), ya que S es independiente.

� tx0, x0t /∈ A(D), pues TS′
S ∪ S′ es independiente.

También sabemos que tz ∈ A(D2) y sx0 ∈ A(D1), pero x0s /∈
A(D).

Ahora veamos qué sucede con las demás flechas:

Para zs puede suceder:

1. zs ∈ A(D1) ó

2. zs ∈ A(D2).

Para sz puede suceder:

1. sz ∈ A(D1),

2. sz ∈ A(D2) ó

3. sz /∈ A(D).

Para x0z puede suceder:

1. x0z ∈ A(D1),

2. x0z ∈ A(D2) ó

3. x0z /∈ A(D).

Analizaremos todos estos 18 subcasos, nuevamente como su-

cesiones de números:

Subcaso (1.1.1): zs, sz, x0z ∈ A(D1). Este caso es imposible,

pues se tiene que sx0, x0z ∈ Asim(D1), entonces por ser D1
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asimétricamente transitiva sz ∈ Asim(D1), que contradice

que zs ∈ A(D1).

Subcaso (1.1.2): zs, sz ∈ A(D1) y x0z ∈ A(D2). Se tiene que

D[z, s, x0] ∼= A13, lo cual es una contradicción, pues A13 ∈
βD1 .

Subcaso (1.1.3): zs, sz ∈ A(D1) y x0z /∈ A(D). Tenemos que

D[t, z, s, x0] es isomorfa a A3 ∈ βD1 , por lo que este caso no

se puede dar.

Subcasos (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3), (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3): zs ∈
Asim(D1). Como se tiene que sx0 ∈ Asim(D1), entonces por

ser D1 asimétricamente transitiva zx0 ∈ Asim(D1), lo cual

no es cierto, por lo tanto no se tiene este caso.

Subcaso (2.1.1): zs ∈ A(D2) y sz, x0z ∈ A(D1). Este caso no

es posible, debido a que D[t, z, s, x0] es isomorfa a A7.

Subcaso (2.1.2): zs, x0z ∈ A(D2) y sz ∈ A(D1). Tenemos que

D[z, s, x0] es isomorfa a A12, se obtiene aśı una contradicción.

Subcaso (2.1.3): zs ∈ A(D2), sz ∈ A(D1) y x0z /∈ A(D). No

se puede tener este caso puesto que D[t, z, s, x0] es isomorfa

a un caso de A2, obteniendo nuevamente una contradicción.

Subcaso (2.2.1): zs, sz ∈ A(D2) y x0z ∈ A(D1). En este caso

se tiene que sx0, x0z ∈ Asim(D1), entonces sz ∈ Asim(D1),

lo cual no sucede, por lo que este caso no es posible.

Subcaso (2.2.2): zs, sz, x0z ∈ A(D2). Se tiene que D[z, s, x0]

es isomorfa a A14 ∈ βD1 , por lo tanto no es posible este caso.

Subcaso (2.2.3): zs, sz ∈ A(D2) y x0z /∈ A(D). De nuevo se

tiene que D[t, z, s, x0] es isomorfa a un caso de A2, aśı que

este caso es imposible.

Subcaso (2.3.1): zs ∈ A(D2), sz /∈ A(D) y x0z ∈ A(D1). Te-

nemos que sx0, x0z ∈ Asim(D1), entonces debeŕıamos tener

que sz ∈ Asim(D1), lo cual no sucede.

Subcaso (2.3.2): zs, x0z ∈ A(D2) y sz /∈ A(D). En este caso

se tiene que D[z, s, x0] es isomorfa a A11 ∈ βD1 , lo cual nos
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lleva a una contradicción.

Subcaso (2.3.3): zs ∈ A(D2) y sz, x0z /∈ A(D). Tenemos que

este caso no es posible, pues D[t, z, s, x0] es isomorfa a A1.

Aśı que no es posible tener una (z, S \ TS′
S )-flecha y por lo

tanto no se da el Caso (a.b); t ∈ TS′
S y z ∈ D − (S ∪ BS).

Continuemos con los casos que faltan:

Caso (a.c). Este caso no se puede dar, puesto que S es inde-

pendiente (Fig. 1.30).

TS ′
S t z

S′

BS

S

Figura 1.30.

Caso (b.a). Puesto que S′ lo escogimos como un seminúcleo

módulo A(D1) de BS , entonces existe una (z, S′)-flecha y por

consiguiente una (z, TS′
S ∪ S′)-flecha (Fig. 1.31).

Caso (b.b). De nuevo tenemos que existe una (z, S)-flecha en

D, pues z /∈ BS . Si es una (z, TS′
S )-flecha, entonces tenemos

una (z, TS′
S ∪S′)-flecha. De otro modo tenemos que tal flecha

es zs, con s ∈ S \ TS′
S (Fig. 1.32).

En este otro caso la definición de TS′
S implica que existe x0 ∈

S′ tal que sx0 ∈ A(D1) y x0s /∈ A(D). De aqúı tenemos dos

posibles situaciones:

i) t = x0, entonces tenemos el triángulo (t, z, s) (Fig. 1.33),

de donde sabemos lo siguiente:

� tz ∈ A(D2) y zt /∈ A(D), esto último debido a que
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TS ′
S

z
BS

t S′S

Figura 1.31.

Caso (b.b.1)

z

1

BS

TS ′
S

t

2

S′ S

TS ′
S s

s

z

2

S′
t

x0

S

BS

Caso (b.b.2)

Figura 1.32. Caso (b.b).

1
ts

z

2

Figura 1.33. Las flechas continuas están en D, las flechas punteadas no.
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supusimos que no hay (z, TS′
S ∪ S′)-flechas.

� st ∈ A(D1) y ts /∈ A(D), esto último por la definición

de BS .

Aśı que sólo faltaŕıa ver qué sucede con la flecha zs. Su-

pongamos que zs ∈ Asim(D). Si zs ∈ A(D1), entonces

tendŕıamos que zt ∈ Asim(D1) (pues D1 es asimétrica-

mente transitiva) lo cual no es cierto. Si zs ∈ A(D2),

entonces D[{t, z, s}] ∼= A11. Aśı que tenemos que zs ∈
Sim(D). Cuando zs está en A(D2), D[{t, z, s}] es iso-

morfa a A12 ó a A14, lo cual es una contradicción. Cuan-

do zs ∈ A(D1) y sz ∈ A(D1), entonces D[t, z, s] ∼= A13.

Si no, tenemos zt ∈ Asim(D1) (D1 es asimétricamente

transitiva), lo cual no se tiene. Por lo tanto, no se puede

tener tal triángulo.

ii) t �= x0, tenemos aśı la trayectoria dirigida (t, z, s, x0), con

las siguientes propiedades:

� zt, zx0 /∈ A(D), si no, ya se tendŕıa una (z, TS′
S ∪ S′)-

flecha, ya que t, x0 ∈ S′.

� tx0, x0t /∈ A(D), pues S′ es independiente.

� ts /∈ A(D), por la definición de BS y st /∈ A(D), pues

si no, estaŕıamos en el Caso (i).

� x0s /∈ A(D), por la definición de BS .

� tz ∈ A(D2) y sx0 ∈ A(D1).

Obsérvese que esta trayectoria es la misma que aquella que

se obtuvo en el Caso (a.b) (2), con las mismas propiedades

y como ya se demostró nos lleva a una contradicción (Fig.

1.29).

Caso (b.c). Este caso es imposible debido a la definición de

BS (Fig. 1.34).

Aśı concluimos que si existe una (TS′
S ∪S′, z)-flecha en A(D2),

entonces existe una (z, TS′
S ∪S′)-flecha, por lo tanto TS′

S ∪S′
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z

t S′

TS ′
S

BS

S

Figura 1.34.

es un seminúcleo módulo A(D1).

II) S 	D1 TS′
S ∪ S′. Sea s ∈ S. Si s ∈ TS′

S , entonces existe s′ =

s ∈ TS′
S ∪ S′. Si s /∈ TS′

S , entonces s ∈ S \ TS′
S y la definición de

TS′
S implica que existe x ∈ S′ tal que s

1→ x y dado que s ∈ S,

x ∈ S′ ⊆ BS , se sigue de la definición de BS , que x
1

� s, por lo

tanto sx ∈ Asim(D1).

III) TS′
S ∪ S′ �= S. La definición de S′ implica S′ �= ∅ y S′ ∩ S = ∅ de

aqúı que existe n ∈ S′ tal que n /∈ S.

iv) Sean S0 ∈ αD1 maximal, S ≺ S0 y x ∈ S. Entonces sucede (a) x ∈ S0

ó (b) existe x0 ∈ S0, tal que x
1→ x0 pero x0

1
� x, es decir, x ∈ Γ−(S0),

por lo tanto, en cualquier caso se tiene que x ∈ S0 ∪ Γ−(S0).

El siguiente teorema es una consecuencia directa de los Teoremas 1.9 y

1.11, y nos da condiciones para que una digráfica D sea núcleo perfecta.

Teorema 1.12 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica asimétrica-

mente transitiva de D, tal que D no contiene trayectorias infinitas exte-

riores en Asim(D1). Si toda subdigráfica inducida de D tiene seminúcleo

no vaćıo módulo A(D1), D es βD1-libre y toda H(k, D1) ⊂ D, con k ∈
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{4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′}, tiene una pseudodiagonal en A(Asim(D))∩A(D1),

entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Como cada subdigráfica inducida de D tiene seminúcleo

módulo A(D1), en particular D tiene un seminúcleo módulo A(D1), por lo

que αD1 �= ∅. Aśı que por el Teorema 1.11 D cumple la Propiedad P (αD1 , �),

entonces, por el Teorema 1.9, D tiene núcleo. Ahora veamos que cualquier

subdigráfica inducida de D satisface las hipótesis del Teorema 1.11, para

concluir que satisface la Propiedad P (αH1 ,�) (obsérvese que ahora H1 es la

subdigráfica de H que juega el papel de D1 en D).

Sea H1 = DD1 [V (H)]. Como D1 es asimétricamente transitiva, H1 es

asimétricamente transitiva.

H es βH1-libre (con βH1 = βD1), donde las flechas etiquetadas con 1

están en H1, las etiquetadas con 2 no están en H1 y las que no tienen

etiquetas pueden estar o no en H1. Podemos observar que si una flecha

está en D1, entonces está en H1, por ser H1 subdigráfica inducida de

D1. Si una flecha no está en D1, entonces no está en H1. Aśı que como

D es βD1-libre, también es βH1-libre y por consiguiente H es βH1-libre.

Como D1 es asimétricamente transitiva, H1 es asimétricamente tran-

sitiva, porque H1 es una subdigráfica inducida de D1.

D1 no tiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas y como H1 ⊆
D1, no se tienen trayectorias infinitas exteriores asimétricas en H1.

Cada subdigráfica de H isomorfa a H(k, H1) es una subdigráfica de D

isomorfa a H(k, D1), aśı que por hipótesis tiene una pseudodiagonal en

A(Asim(D))∩A(D1), por lo tanto también en A(Asim(H))∩A(H1).

Toda subdigráfica inducida de H es subdigráfica inducida de D, aśı que

tiene seminúcleo módulo A(D1). Obsérvese que un seminúcleo módu-

lo A(D1) de una subdigráfica inducida de H también es seminúcleo

módulo A(H1), pues si tenemos una flecha en A(D2) (es decir, que



Nuevas condiciones suficientes para la existencia de núcleos 49

no está en D1), también la tenemos en H2 (es decir, que no está en

H1) y si hay una flecha en H, esa flecha también está en D por ser H

subdigráfica inducida de D. Por lo tanto αH1 �= ∅.

Aśı que concluimos que cualquier subdigráfica inducida de D cumple la

Propiedad P (αH1 ,�) y por el Teorema 1.9 tiene un núcleo, es decir, D es

una digráfica núcleo perfecta.

Definición 1.13 Una digráfica D es localmente finita (resp. exterior-

mente localmente finita), si para cada vértice v ∈ V (D), se tiene que

δ(v) (resp. δ+(v)) es finito.

Corolario 1.14 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica asimétrica-

mente transitiva de D. Si D no contiene trayectorias infinitas exteriores

contenidas en Asim(D1), D es βD1-libre, cada subdigráfica inducida de D

tiene seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) y D es localmente finita (resp. ex-

teriormente localmente finita), entonces D es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Si D es localmente finita (resp. exteriormente localmente

finita), entonces no contiene ninguna H(k, D1), con k ∈ {4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′,
10′′}, pues t ∈ H(k, D1) tiene grado (resp. exgrado) infinito. Aśı que se

cumplen las hipótesis del Teorema 1.12 y por lo tanto D es una digráfica

núcleo perfecta.

El siguiente teorema es también una consecuencia directa del Teorema

1.12. Aunque el decidir si una digráfica evita una familia finita de digráfi-

cas relativamente pequeñas no sea muy fácil, es más fácil que trabajar con

pseudodiagonales en digráficas infinitas. Por esta razón es que el Teorema

1:t4 será una herramienta muy útil.
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Teorema 1.15 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica asimétricamen-

te transitiva de D, tales que D no contiene trayectorias infinitas exteriores

contenidas en Asim(D1) y D es ΓD1-libre. Entonces cada subdigráfica in-

ducida de D tiene un seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) si y sólo si D es

una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Si D es ΓD1-libre, entonces H(k, D1) no es subdigráfica de

D, con k ∈ {4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′}, por lo que se cumplen aśı las hipótesis

del Teorema 1.12 y por consiguiente D es núcleo perfecta.

El rećıproco es inmediato.

La importancia del Teorema 1.15 será apreciada cuando en el Caṕıtulo 3

se vea entre sus consecuencias resultados conocidos e importantes, aśı como

también nuevos resultados que generalizan los existentes.

Como se recordará, se definieron dos ordenes parciales, 	D1 y �D1 .

Aśı como fue de utilidad el primer orden, el segundo lo será para dar otras

condiciones suficientes para que una digráfica sea núcleo perfecta. Estas

condiciones en particular nos dan una nueva familia de digráficas a evitar y

como se verá al finalizar el presente caṕıtulo son justas.

Denotemos por β′
D1

= βD1∪{A15} = {A1, A2, A3, A11, A12, A13, A14, A15}
(véanse Figuras 1.1 y 1.5).

Teorema 1.16 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica asimétricamen-

te transitiva de D. Si D no contiene trayectorias infinitas exteriores conteni-

das en Asim(D1), D es una digráfica β′
D1

-libre y cada subdigráfica inducida

de D tiene seminúcleo no vaćıo módulo A(D1), entonces D es una digráfica

núcleo perfecta

Demostración. Nuevamente, previo a la demostración, daremos un esque-

ma, el cual nos puede servir para orientarnos dentro de la demostración.

Debido a que la demostración del Teorema 1.16 es análoga a la del Teorema
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1.11, el esquema es similar al que se dio previamente a la demostración del

Teorema 1.11.

Basta demostrar que se cumple (i)-(iii) de la Propiedad P (αD1 , �) y que

cada subdigráfica inducida tiene un seminúcleo módulo A(D1), para usar el

Teorema 1.9 y afirmar que D es núcleo perfecta. Aśı que hay que probar lo

siguiente:

i) Existe un orden parcial.

ii) El conjunto parcialmente ordenado tiene elemento maximal. Para esto

usamos el Lema de Zorn: tomamos una cadena C no vaćıa y demos-

traremos que tiene una cota superior S∗, es decir, probaremos que:

I) S∗ � S, para toda S ∈ C. Para esto se utilizará la hipótesis de

que no hay trayectorias infinitas exteriores asimétricas contenidas

en D1.

II) S∗ �= ∅.
III) S∗ ∈ αD1 .

a) S∗ es independiente.

b) Si existe una (S∗, t)-flecha en A(D2), con t ∈ V (D) \ S∗, en-

tonces existe una (t, S∗)-flecha en D. Esto se probará gracias

a que D es β′
D1

-libre.

iii) Si S ∈ αD1 es un elemento maximal pero no es núcleo de D, entonces

TS′
S ∪ S′ es un seminúcleo módulo A(D1) de D y TS′

S ∪ S′ > S.

I) TS′
S ∪ S′ ∈ αD1 .

a) TS′
S ∪ S′ es independiente.

b) Si existe una (TS′
S ∪ S′, t)-flecha en A(D2), con t ∈ V (D) \

TS′
S ∪ S′, entonces existe una (t, TS′

S ∪ S′)-flecha en D. Para

esto usaremos que D es β′
D1

-libre.

II) TS′
S ∪ S′ � S.

III) TS′
S ∪ S′ �= S.
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Aśı que empecemos la prueba del Teorema 1.16:

i) Por el Lema 1.7 sabemos que αD1 con el orden �D1 es un conjunto

parcialmente ordenado.

ii) El conjunto parcialmente ordenado (αD1 ,�D1) tiene elemento maxi-

mal. Para esto probaremos que toda cadena en (αD1 ,�D1) tiene cota

superior y por el Lema de Zorn tiene un elemento maximal. Basta pro-

barlo para cadenas no vaćıas, ya que la cadena vaćıa es acotada por

cualquier elemento de αD1 .

Sea C una cadena de αD1 . Por demostrar que existe S∗ ∈ αD1 tal que

para toda T ∈ C, T �D1 S∗.

Definimos

S∗ = {s ∈
⋃

U∈C

U | existe S ∈ C tal que s ∈ S y para toda T ∈ C

con S �D1 T se tiene que s ∈ T}.

I) S �D1 S∗ para toda S ∈ C.

Sea S ∈ C. Probaremos que para cada s ∈ S existe un s∗ ∈ S∗, tal

que sucede (a) s = s∗ ó (b) s
1→ s∗ y s∗s /∈ A(D).

Sea s ∈ S. Si s ∈ S∗ concluimos, pues se cumple (a).

Si no, por la definición de S∗, existe S1 ∈ C tal que S �D1 S1 y s /∈ S1,

entonces existe s1 ∈ S1 tal que s
1→ s1 y s1

1,2
� s (Fig. 1.35).

Si s1 ∈ S∗, concluimos. Si no, existe S2 ∈ C tal que S1 �D1 S2 y

s1 /∈ S2, entonces existe s2 ∈ S2 tal que s1
1→ s2 y s2

1,2
� s1. Por

lo tanto tenemos que ss2 ∈ Asim(D1), por ser D1 simétricamente

transitiva y s2s /∈ D porque A15 no es subdigráfica inducida de D,

aśı que si s2 ∈ S∗, concluimos (Fig. 1.36).

Si no, existe S3 ∈ C tal que S2 �D1 S3 y s2 /∈ S3, entonces exis-

te s3 ∈ S3 tal que s2
1→ s3 y s3

1,2
� s2. Por lo tanto tenemos que

ss3 ∈ Asim(D1) y s3s /∈ A(D), por ser D1 simétricamente transitiva
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1

S S1

s s1

1, 2

Figura 1.35. La flecha etiquetada con 1 está en D1 y la flecha punteada indica que
no está ni en D1, ni en D2.

1
1 1

S 1, 2 s1

S1

1, 2 S2

s s2
1, 2

Figura 1.36.

y por no estar A15 como subdigráfica inducida de D, respectivamente.

Si s3 ∈ S∗, concluimos (Fig. 1.37). Aśı sucesivamente y de manera

análoga al Teorema 1.11 tenemos que existe una i tal que si ∈ S∗, de

lo contrario tendŕıamos una trayectoria infinita exterior asimétrica en

D1, (la prueba de que es una trayectoria es similar que en el Teorema

1.11) lo cual, por hipótesis, no puede ser.

II) S∗ �= ∅. La prueba se sigue igual que en el Teorema 1.11.

III) S∗ ∈ αD.
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1
1, 2S S31, 2

S2

1

1 s3s

s2
1

Figura 1.37.

a) S∗ es independiente, la prueba se sigue igual que en el Teorema

1.11.

b) Si existe una (S∗, t)-flecha en A(D2), con t ∈ D−S∗, entonces existe

una (t, S∗)-flecha en D.

Sea s∗1t, con s∗1 ∈ S∗ y t ∈ D \ S∗, una flecha en A(D2). Sabemos que

existe S ∈ C tal que s∗1 ∈ S y para toda S′ ∈ C, con S �D1 S′, s∗1 ∈ S′.
Por lo tanto, tenemos que existe una flecha tx, con x ∈ S, por ser S

un seminúcleo módulo A(D1) y como S �D1 S∗, entonces sucede (a)

x ∈ S∗ ó (b) existe s∗2 ∈ S∗, tal que x
1→ s∗2 y s∗2

1,2
� x. Si sucede (a)

tenemos la (t, S∗)-flecha que buscamos. De lo contrario, si sucede (b)

tenemos la trayectoria {s∗1, t, x, s∗2} (Fig. 1.38).

De esta trayectoria podemos afirmar lo siguiente (Fig. 1.39);

• s∗1t ∈ A(D2) y xs∗2 ∈ A(D1).

• ts∗1, ts∗2 /∈ A(D), pues ya tendŕıamos una (t, S∗)-flecha.

• s∗1x, xs∗1, s∗1s∗2, s∗2s∗1 /∈ A(D), pues S∗ y S son independientes.

• s∗2x /∈ A(D).

Aśı que sólo nos falta analizar las opciones para las flechas restantes:
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S1

2

1

1, 2

S∗ t

s∗1
s∗2

x1

Figura 1.38.

?

s∗i+1

hay 3

hay 7

hay 2

t

2

s∗1
xi

1

Figura 1.39. Las flechas gruesas son las flechas que sabemos que están en D, las
flechas punteadas son las flechas que no están en D y las flechas restantes son
aquellas que no sabemos si están en D.

tx

{
∈ A(D1) . . . (1)

∈ A(D2) . . . (2)

xt

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∈ A(D1) . . . (1)

∈ A(D2) . . . (2)

/∈ A(D) . . . (3)
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s∗2t

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∈ A(D1) . . . (1)

∈ A(D2) . . . (2)

/∈ A(D) . . . (3)

Analicemos los 18 casos de nuevo como sucesiones de números:

Casos (1.1.1), (1.2.1), (2.2.1) y (2.3.1). Esto no puede suceder pues

tenemos que xs∗2, s∗2t ∈ Asim(D1) y ya que D1 es asimétricamente

transitiva se debeŕıa tener que xt ∈ Asim(D1), lo cual no sucede.

Caso (1.1.2). Se tiene que D[{t, x, s∗2}] es isomorfa a A13, lo cual es

una contradicción.

Caso (1.1.3). Se tiene que D[{s∗1, t, x, s∗2}] ∼= A3, de nuevo se llega a

una contradicción.

Casos (1.2.2), (1.2.3), (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3). Estos casos no se pueden

tener, pues se tiene que tx, xs∗2 ∈ Asim(D1), lo que implica que ts∗2 ∈
Asim(D1), lo cual no sucede.

Caso (2.1.1). Se tiene que D[{t, x, s∗2}] es isomorfa a A15, lo cual es

una contradicción.

Caso (2.1.2). Se tiene que D[{t, x, s∗2}] es isomorfa a A12, lo cual no

puede suceder.

Caso (2.1.3). Se tiene que D[{s∗1, t, x, s∗2}] es isomorfa a un caso de A2,

lo cual nos da una contradicción.

Caso (2.2.2). Se tiene que D[{t, x, s∗2}] es isomorfa a A14 y esto no

puede suceder.

Caso (2.2.3). Se tiene que D[{s∗1t, x, s∗2}] es isomorfa a un caso de A2,

lo cual nos da una contradicción.

Caso (2.3.2). Se tiene que D[{t, x, s∗2}] es isomorfa a A11, que contradice

el ser β′
D1

-libre.

Caso (2.3.3). Se tiene que D[{s∗t, x, s∗2}] es isomorfa a A1, lo que nos

lleva a una contradicción.
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Aśı que śı se tiene una (t, S∗)-flecha en D. Por lo tanto, por el Lema

de Zorn αD1 tiene un elemento maximal S bajo el orden �D1 .

iii) Si S ∈ αD1 es maximal y no es núcleo, es decir, BS �= ∅ y sea S′ un

seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) de D[BS ], entonces TS′
S ∪ S′ es un

seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) de D y S ≺D1 TS′
S (Fig. 1.40).

S

TS ′
S

S′

BS

Figura 1.40.

Sea S ∈ αD1 un elemento maximal y supongamos que no es un núcleo

de D, es decir, BS = {v ∈ D\S | no existe una (v, S)-flecha en D} �= ∅
y sea S′ un seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) de D[BS ].

I) TS′
S ∪ S′ ∈ αD1 . Recordemos que TS′

S = {v ∈ S | no existe una

(v, S′)-flecha en D1}.
a) T ∪ S′ es independiente. Dado que TS′

S ⊆ S y S es inde-

pendiente tenemos que TS′
S es independiente. Como S′ es un

seminúcleo de D[BS ] módulo A(D1) se sigue que S′ es inde-

pendiente, de modo que solamente necesitamos probar que

no hay ninguna flecha de D entre TS′
S y S′.

a.1) No hay (TS′
S , S′)-flechas.

Supongamos que existe t ∈ TS′
S y s′ ∈ S′ tal que ts′ ∈ A(D).

Si ts′ ∈ A(D1), contradice la definición de TS′
S . Luego ts′ ∈

A(D2). Tenemos t ∈ TS′
S ⊆ S y S ∈ αD1 , entonces hay una
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(s′, S)-flecha en D, pues S es un seminúcleo módulo A(D1),

esto contradice que s′ ∈ S′ ⊂ BS (Fig. 1.41).

TS ′
S

t

s′S

BS

S′2

Figura 1.41.

a.2) No hay (S′, TS′
S )-flechas, ya que S′ ⊂ BS y BS es el

conjunto de vértices no absorbidos por S.

b) Si existe una (TS′
S ∪S′, z)-flecha en A(D2), con z ∈ D\TS′

S ∪S′,
entonces existe una (z, TS′

S ∪ S′)-flecha.

Sea tz una (TS′
S ∪ S′, z)-flecha en D2, con z ∈ D \ TS′

S ∪ S′.
Veamos los posibles casos para cada vértice.

Para t:

a) t ∈ TS′
S ó

b) t ∈ S′,
y para z:

a) z ∈ BS \ S′ ó

b) z ∈ D \ (S ∪ BS) ó

c) z ∈ S \ TS′
S .

Observemos los 6 casos como sucesiones:

Caso (a.a). Ya que tz ∈ A(D2), como S es un seminúcleo

módulo A(D1), entonces existe una (z, S)-flecha, lo cual con-

tradice la definición de BS , por lo que este caso es imposible.

Caso (a.b). Ya que t ∈ TS′
S ⊂ S y S es un seminúcleo módulo

A(D1) de D se tiene que existe una (z, S)-flecha en D. De
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aqúı se derivan dos casos: (1) existe una (z, TS′
S )-flecha ó (2)

existe una (z, S \ TS′
S )-flecha.

s
x01

S′

BS

Caso (a.b.1)

2

z

t

sTS ′
S

S′

Caso (a.b.2)

S

BS

t

z

2
S

TS ′
S

Figura 1.42.

a.b.1) En este caso ya tenemos una (z, TS′
S ∪ S′)-flecha (Fig.

1.42).

a.b.2) Sea zs la (z, S \ TS′
S )-flecha, sabemos por la definición

de TS′
S que existe x0 ∈ S′, tal que s

1→ x0 y además x0 �

s (Fig. 1.42). Se obtiene aśı la trayectoria (t, z, s, x0) (Fig.

1.43), de la cual podemos observar lo siguiente:

t 2 z s 1 x0

Figura 1.43. Las flechas continuas están en Di, con i ∈ {1, 2}, y las que no están
etiquetadas pueden encontrarse en cualquiera de las dos subdigráficas. Las flechas
punteadas no están en D.

� zt, zx0 /∈ A(D), de lo contrario ya habŕıamos concluido,

puesto que x0, t ∈ TS′
S ∪ S′.
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� ts, st /∈ A(D), ya que S es independiente.

� tx0, x0t /∈ A(D), pues TS′
S ∪ S′ es independiente.

También sabemos que tz ∈ A(D2) y sx0 ∈ A(D1), pero x0s /∈
A(D).

Ahora veamos qué sucede con las flechas restantes:

Para zs puede suceder:

1. zs ∈ A(D1) ó

2. zs ∈ A(D2).

Para sz puede suceder:

1. sz ∈ A(D1),

2. sz ∈ A(D2) ó

3. sz /∈ A(D).

Para x0z puede suceder:

1. x0z ∈ A(D1),

2. x0z ∈ A(D2) ó

3. x0z /∈ A(D).

Analizaremos estos 18 subcasos, de nuevo, como sucesiones

de números:

Subcaso (1.1.1): zs, sz, x0z ∈ A(D1). Este caso es imposible,

pues se tiene que sx0, x0z ∈ Asim(D1) y por ser D1 asimétri-

camente transitiva, sz ∈ Asim(D1), lo que contradice que

zs ∈ A(D1).

Subcaso (1.1.2): zs, sz ∈ A(D1) y x0z ∈ A(D2). Se tiene que

D[z, s, x0] ∼= A13, lo cual es una contradicción, pues A13 ∈
β′

D1
.

Subcaso (1.1.3): zs, sz ∈ A(D1) y x0z /∈ A(D). Tenemos que

D[t, z, s, x0] es isomorfa a A3 ∈ β′
D1

, por lo que este caso no

se puede dar.

Subcasos (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3), (1.3.1), (1,3,2), (1.3.3): zs ∈
Asim(D1). Como se tiene que sx0 ∈ Asim(D1), entonces por
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ser D1 asimétricamente transitiva, zx0 ∈ Asim(D1), lo cual

no es cierto. Por lo tanto no se tiene este caso.

Subcaso (2.1.1): zs ∈ A(D2) y sz, x0z ∈ A(D1). Este caso no

es posible, debido a que D[t, z, s, x0] es isomorfa a A15.

Subcaso (2.1.2): zs, x0z ∈ A(D2) y sz ∈ A(D1). Tenemos que

D[z, s, x0] es isomorfa a A12, lo que es una contradicción.

Subcaso (2.1.3): zs ∈ A(D2), sz ∈ A(D1) y x0z /∈ A(D). No

se puede tener este caso, puesto que D[t, z, s, x0] es isomorfa

a un caso de A2, lo que es una contradicción.

Subcaso (2.2.1): zs, sz ∈ A(D2) y x0z ∈ A(D1). En este caso

se tiene que sx0, x0z ∈ Asim(D1), entonces sz ∈ Asim(D1),

lo cual no sucede. Por lo tanto este caso no es posible.

Subcaso (2.2.2): zs, sz, x0z ∈ A(D2). Se tiene que D[z, s, x0]

es isomorfa a A14 ∈ β′
D1

, por lo tanto no se da este caso.

Subcaso (2.2.3): zs, sz ∈ A(D2) y x0z /∈ A(D). De nuevo se

tiene que D[t, z, s, x0] es isomorfa a un caso de A2, aśı que

este caso es imposible.

Subcaso (2.3.1): zs ∈ A(D2), sz /∈ A(D) y x0z ∈ A(D1). Te-

nemos que sx0, x0z ∈ Asim(D1), entonces debeŕıamos tener

que sz ∈ Asim(D1), lo cual no sucede.

Subcaso (2.3.2): zs, x0z ∈ A(D2) y sz /∈ A(D). En este caso

se tiene que D[z, s, x0] es isomorfa a A11 ∈ β′
D1

, lo cual nos

lleva a una contradicción.

Subcaso (2.3.3): zs ∈ A(D2) y sz, x0z /∈ A(D). Tenemos que

este caso no es posible, pues D[t, z, s, x0] es isomorfa a A1.

Aśı que no es posible tener una (z, S \ TS′
S )-flecha y por lo

tanto no se da el Caso (a.b); t ∈ TS′
S y z ∈ D − (S ∪ BS).

Continuemos con los casos que faltan:

Caso (a.c). Este caso no se puede dar puesto que S es inde-

pendiente (Fig. 1.44).

Caso (b.a). Puesto que S′ lo escogimos como un seminúcleo

módulo A(D1) de BS , entonces existe una (z, S′)-flecha y por
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TS ′
S t z

S′

BS

S

Figura 1.44.

consiguiente una (z, TS′
S ∪ S′)-flecha (Fig. 1.45).

TS ′
S

z
BS

t S′S

Figura 1.45.

Caso (b.b). De nuevo tenemos que existe una (z, S)-flecha en

D, pues z /∈ BS . Si es una (z, TS′
S )-flecha, entonces tenemos

una (z, TS′
S ∪S′)-flecha, de otro modo tenemos que tal flecha

es zs, con s ∈ S \ TS′
S (Fig. 1.46).

En este otro caso, la definición de TS′
S implica que existe

x0 ∈ S′ tal que sx0 ∈ A(D1) y x0s /∈ A(D). De aqúı tenemos

dos posibles situaciones:

i) t = x0, por lo tanto tenemos el triángulo (t, z, s) (Fig.

1.47), de donde sabemos lo siguiente:
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Caso (b.b.1)

z

1

BS

TS ′
S

t

2

S′ S

TS ′
S s

s

z

2

S′
t

x0

S

BS

Caso (b.b.2)

Figura 1.46.

1
ts

z

2

Figura 1.47.

� tz ∈ A(D2) y zt /∈ A(D) de lo contrario tendŕıamos

una (z, TS′
S ∪ S′)-flecha.

� st ∈ A(D1) y ts /∈ A(D), esto último por la definición

de BS .

Aśı que sólo faltaŕıa ver que sucede con la flecha zs. Su-

pongamos que zs ∈ Asim(D). Si zs ∈ A(D1), entonces

tendŕıamos que zt ∈ Asim(D1) (pues D1 es asimétrica-

mente transitiva) lo cual no es cierto. Si zs ∈ A(D2),

entonces D[{t, z, s}] ∼= A11. Aśı que zs ∈ Sim(D). Si zs

está en A(D2), entonces D[{t, z, s}] seŕıa isomorfa a A12

ó a A14, lo cual es una contradicción. Aśı que zs ∈ A(D1).
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Si sz ∈ A(D1), entonces D[t, z, s] ∼= A13, si no, tene-

mos zt ∈ Asim(D1) (D1 es asimétricamente transitiva),

lo cual no se tiene. Por lo tanto no se puede tener tal

triángulo.

ii) t �= x0, tenemos aśı la trayectoria dirigida (t, z, s, x0), con

las siguientes propiedades:

� zt, zx0 /∈ A(D), si no ya se tendŕıa una (z, TS′
S ∪ S′)-

flecha.

� tx0, x0t /∈ A(D), pues S′ es independiente.

� ts /∈ A(D), por la definición de BS y st /∈ A(D), si no,

estaŕıamos en el Caso (i).

� x0s /∈ A(D), por la definición de BS .

� tz ∈ A(D2) y sx0 ∈ A(D1).

Obsérvese que esta trayectoria es la misma que aquella que

se obtuvo en el Caso (a.b) (2) con las mismas propiedades y

como ya se demostró anteriormente, lleva a una contradicción

(Fig. 1.43).

Caso (b.c). Este caso es imposible debido a la definición de

BS (Fig. 1.48).

z

t S′

TS ′
S

BS

S

Figura 1.48.

Aśı concluimos que si existe una (TS′
S ∪ S′, z)-flecha en D2,

entonces existe una (z, TS′
S ∪ S′)-flecha.
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Por lo tanto TS′
S ∪ S′ es un seminúcleo módulo A(D1).

II) S �D1 TS′
S ∪ S′. Sea s ∈ S, si s ∈ TS′

S , entonces existe s′ =

s ∈ TS′
S ∪ S′. Si s /∈ TS′

S , entonces s ∈ S \ TS′
S y la definición de

TS′
S implica que existe x ∈ S′ tal que s

1→ x. Dado que s ∈ S,

x ∈ S′ ⊆ BS , se sigue de la definición de BS , que x
1

� s, por lo

tanto sx ∈ Asim(D1).

III) TS′
S ∪ S′ �= S. La definición de S′ implica S′ �= ∅ y S′ ∩ S = ∅, de

aqúı que existe n ∈ S′ tal que n /∈ S.

Ahora demostraremos que cada subdigráfica inducida de D satisface las

hipótesis del Teorema 1.16 para concluir que satisface (i)-(iii) de la Propie-

dad P (αH1 ,�) (obsérvese que ahora H1 es la subdigráfica de H que juega

el papel de D1 en D).

Sea H1 = DD1 [V (H)]. Como D1 es asimétricamente transitiva, H1 es

asimétricamente transitiva.

H es β′
H1

-libre (con β′
H1

= β′
D1

), donde las flechas etiquetadas con 1

están en H1, las etiquetadas con 2 no están en H1 y las que no tienen

etiquetas pueden estar o no en H1. Aśı que como D es β′
D1

-libre, H es

β′
H1

-libre.

H1 no tiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, debido a que

H1 ⊆ D1.

Toda subdigráfica inducida de H es subdigráfica de D, por lo que

tiene seminúcleo módulo A(D1), el cual es también seminúcleo módulo

A(H1).

Aśı que concluimos que cualquier subdigráfica inducida de D cumple la

Propiedad P (αH1 ,�) y por el Teorema 1.9 tiene un núcleo, es decir, D es

una digráfica núcleo perfecta.
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Observación 1.17 Una digráfica D que cumple con las condiciones del

Teorema 1.16, cumple no sólo (i)-(iii) de la Propiedad P (αD1 ,�), sino

también (iv) si S0 ∈ αD1 es maximal, entonces para cada S < S0, S ⊂
S0 ∪ Γ−(S0).

Demostración. Sean S0 ∈ αD1 maximal y S < S0. Si x ∈ S, entonces

(a) x ∈ S0 ó (b) existe x0 ∈ S0 tal que x
1→ x0 pero x0

1
� x, es decir,

x ∈ Γ−(S0). Por lo tanto, en cualquier caso se tiene que x ∈ S0 ∪ Γ−(S0).

1.2.1. Análisis de las hipótesis

La hipótesis de que sea β′
D1

-libre del Teorema 1.16 es justa. Para de-

mostrarlo se darán a continuación las siguientes digráficas Bi, con i ∈
{1, 2, 3, 11, 12, 13, 14, 15}, que cumplen con:

1. Bi contiene a Ai ∈ βD1 como subdigráfica inducida.

2. Bi no contiene a Aj ∈ βD1 , con i �= j, como subdigráfica inducida.

3. D1 es una subdigráfica asimétricamente transitiva de D sin trayecto-

rias infinitas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigráfica inducida de Bi tiene un seminúcleo módulo A(D1)

no vaćıo.

5. Bi no tiene núcleo.

De aqúı en adelante se escribirá seminúcleo módulo A(D1), pero teniendo

en cuenta que se trata de seminúcleo módulo A(D1) no vaćıo.

Sean B1 la digráfica en la Figura 1.49 y D1 la subdigráfica generadora

de B1 que tiene por flechas a las flechas de B1 marcadas con 1.

1. A1 ⊆∗ B1. B1[{d, c, a−, a1}] ∼= A1.
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a1

1
a− b

b1

b2

1

1
cd

1

a+

Figura 1.49. B1 y D1 la subdigráfica generadora de B1, cuyas flechas son las de
etiqueta 1.

2. Aj �∗ B1, con j �= 1.

A2 �∗ B1. Ya que las únicas flechas asimétricas en D1 son a−a1,

a+d, cb2 y b1b y a a−, a+, c y b1 no le llegan flechas simétricas.

A3, A4, A5, A6, A8, A9, A10, A10′ , A10′′ , A12, A13, A15 �∗ B1. Pues-

to que no hay flechas simétricas de B1 en D1, es decir, flechas

simétricas del tipo 1/j, con j ∈ {1, 2}.
A11 �∗ B1. Pues es claro que no hay triángulos dirigidos asimétri-

cos.

A14 �∗ B1. Debido a que la única flecha simétrica es bd, pero no

existe otro vértice que sea vecino a b y a d, a la vez.

3. Claramente D1 es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infini-

tas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigráfica inducida de B1 tiene seminúcleo módulo A(D1). B1

es núcleo imperfecta cŕıtica. Esto debido a que B1 es la digráfica que

se obtiene de la digráfica
−→
C 4(1, 2,−2) (la cual es núcleo imperfecta

cŕıtica por el Teorema 0.32) al partir el vértice a en dos vértices, a+

y a−, y unirlos por la trayectoria (a+, a1, a
−) de longitud 2 (Teorema

0.30) y reemplazar la flecha cb por la trayectoria (c, b2, b1, b) (Teorema

0.29). Aśı que cada subdigráfica inducida propia tiene un seminúcleo
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módulo A(D1), puesto que tienen un núcleo y B1 tiene un seminúcleo

módulo A(D1), por ejemplo {b1}.

A continuación daremos un contraejemplo para cada uno de los dos casos

posibles de A2; A2.1 cuando la única flecha simétrica de A2 es del tipo 2/1

y A2.2 cuando dicha flecha es del tipo 2/2.

d

a

b b′

a′1
c

d′2
d′1 1 d′

Figura 1.50. B2.1 y D1 la subdigráfica generadora de B2.1 con flechas las de eti-
queta 1.

Sean B2.1 la digráfica en la Figura 1.50 y D1 la subdigráfica generadora

de B2.1 que tiene por flechas a las flechas de B2.1 marcadas con 1.

1. A2.1 ⊆∗ B2.1. B2.1[{c, b′, d′, d′1}] ∼= A2.1.

2. Aj �∗ B2.1, con j �= 2.

A1 �∗ B2.1. La única flecha asimétrica que está en D1 es d′d′1,
la única flecha asimétrica que llega a d′ es a′ 2→ d′ y la única

flecha asimétrica en D2 que llega a a′ es b′ 2→ a′, pero b′ y d′ son

adyacentes.

A3, A5, A10, A13 �∗ B2.1. Pues no hay flechas simétricas del tipo

1/1.

A4 �∗ B2.1. La única flecha simétrica del tipo 1/2 es d′b′. La

única flecha asimétrica en D2 que le llega a d′ es a′ 2→ d′. Y la

única flecha asimétrica en D2 que le llega a a′ es b′ 2→ a′.
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A6, A9, A10′ , A10′′ �∗ B2.1. Puesto que en d′ no incide otra flecha

simétrica, además de b′d′.

A8 �∗ B2.1. La única flecha asimétrica en D2 que llega a d′ es

a′ 2→ d′ y la única asimétrica en D2 que sale de b′ es b′ 2→ a′.

A11 �∗ B2.1. Se puede ver que no hay triángulos asimétricos en

B2.1.

A12, A14 �∗ B2.1. La única flecha asimétrica en D1 es d′ 1→ d′1 y

sale una única flecha asimétrica de B2.1 en D2 de d′1, d′1
2→ d′2,

pero d′2 y d′ no son adyacentes.

A15 �∗ B2.1, ya que no hay dos flechas asimétricas en D1.

3. De nuevo se ve que D1 es asimétricamente transitiva y sin trayectorias

infinitas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigráfica inducida de B2.1 tiene seminúcleo módulo A(D1).

B2.1 es núcleo imperfecta cŕıtica pues es obtenida de unir dos
−→
C 4(1, 2,−2) por un vértice c, quitando las flechas ac, ca, a′c y ca′

(Teorema 0.28) y añadir las flechas simétricas aa′ y a′a y cambiar

la flecha d′c por una trayectoria de longitud 3, (d′, d′1, d′2), (Teorema

0.29). Aśı se tiene que toda subdigráfica inducida de B2.1 tiene un

núcleo, por consiguiente un seminúcleo módulo A(D1) pero ella no

tiene núcleo, aunque śı tiene un seminúcleo módulo A(D1), {d′}.

Sean B2.2 la digráfica en la Figura 1.51 y D1 la subdigráfica generadora

de B2.2 que tiene por flechas a las flechas de B2.2 marcadas con 1.

1. A2.2 ⊆∗ B2.2. B2.2[{c2, d, b, b1}] ∼= A2.2.

2. Aj �∗ B2.2, con j �= 2.

A1, A4, A8, A10, A10′ , A10′′ , A11 �∗ B2.2. No hay dos flechas

asimétricas de B2.2 adyacentes en D2.

A3, A5, A6, A9, A12, A13, A15 �∗ B2.2. No hay flechas simétricas

del tipo 1/i, i ∈ {1, 2}, en B2.2.
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d c
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a1 a2

b1

b2d1

d2

1 1

1c2 c1

a b

Figura 1.51. B2.2 y D1 la subdigráfica generadora de B2.2 cuyas flechas son las de
etiqueta 1.

A14 �∗ B2.2. Se puede ver que no hay triángulos inducidos en

B2.2.

3. D1 es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas.

4. Cada subdigráfica inducida de B2.2 tiene un seminúcleo módulo A(D1).

Ya que B2.2 se obtiene de cambiar todas las flechas asimétricas de
−→
C 4(1, 2,−2) por trayectorias de longitud 3, es núcleo imperfecta cŕıti-

ca (Teorema 0.29). Aśı que todas sus subdigráficas inducidas propias

tienen un seminúcleo módulo A(D1), puesto que tienen núcleo y ella

misma no tiene núcleo, aunque si un tiene seminúcleo módulo A(D1),

{a1, b, b2, c1, d}.

Sean B3 la digráfica en la Figura 1.52 y D1 la subdigráfica generadora

de B3 que tiene por flechas a las flechas de B3 marcadas con 1.

1. A3 ⊆∗ B3. B3[{c, b′, d′, d′1}] ∼= A3.

2. Aj �∗ B3, con j �= 3. Como B3 es la misma digráfica que A2.2, sola-

mente difieren en que la flecha b′ → d′ está en D1 en B3 y en B2.2 no,
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d′1

1 1a

b

c

b′

a′

d 1 d′
d′2

Figura 1.52. B3 y D1 la subdigráfica generadora de B3 cuyas flechas son las de
etiqueta 1.

sólo se verificará que B3 no contenga a las digráficas Ak que usen una

flecha del tipo 1/1 y a A2.

A2 �∗ B3. La única flecha asimétrica de B3 en D1 es d′ 1→ d′1,
pero en d′ no inciden flechas simétricas del tipo 2/i, i ∈ {1, 2}.
A5, A10 �∗ B3. No existen flechas simétricas adyacentes.

A13 �∗ B3. La única flecha asimétrica que sale de b′ (resp. d′) es

b′ 2→ a′ (resp. d′ 1→ d′1), pero como d′1 y b′ no son adyacentes se

tiene que A13 no es subdigráfica de B3.

3. D1 es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas.

4. Cada subdigráfica inducida de B3 tiene un seminúcleo módulo A(D1).

Como ya se dijo B3 es isomorfa a B2,1, que ya se vio que es núcleo

imperfecta cŕıtica y por consiguiente toda subdigráfica inducida tiene

un seminúcleo módulo A(D1) y {d′} es un seminúcleo módulo A(D1)

de B3.

Sean B11
∼= A11 y D1 subdigráfica inducida por la flecha en B11 marcada

con 1. Claramente A11 ⊆∗ B11. Es sumamente fácil comprobar que cumple

con las propiedades requeridas.
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a 1

b d

e

f

Figura 1.53. B12 y D1 la subdigráfica generadora de D1 cuyas flechas son

las etiquetadas con 1.

Sean B12 la digráfica en la Figura 1.53 y D1 la subdigráfica generadora

de B12 que tiene por flechas a las flechas de B12 marcadas con 1.

1. A12 ⊆∗ B12. B12[{b, c, g}] ∼= A12.

2. Aj �∗ B12, con j �= 12.

A1 �∗ B12. La única flecha asimétrica de B12 en D1 es bc. La

única flecha asimétrica de B12 en D2 que llega a b (resp. a) es

a
2→ b (resp. g

2→ a), pero g es adyacente a b.

A2 �∗ B12. La única flecha simétrica del tipo 2/i, i ∈ {1, 2}, que

llega a b es gb, pero g y c son adyacentes.

A3, A5, A10, A13 �∗ B12. No hay flechas simétricas del tipo 1/1.

A4 �∗ B12. La única flecha simétrica del tipo 1/2 es bg y la

única flecha asimétrica de B12 que llega a b es a
2→ b, pero a es

adyacente a g.

A6, A9, A10′ , A10′′ �∗ B12. No hay flechas simétricas adyacentes.

A7 �∗ B12. Sólo hay una flecha asimétrica de B12 en D1.

A8 �∗ B12. No hay dos flechas asimétricas de B12 en D1, que

lleguen a un mismo vértice.

A11 �∗ B12. No hay triángulos asimétricos.
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A14 �∗ B12. Las flechas asimétricas de B12 en D2 que salen de c

son c
2→ d y c

2→ g, pero desde g y d no hay flechas simétricas del

tipo 2/2 que lleguen a b.

3. Se puede ver fácilmente que D1 es asimétricamente transitiva y sin

trayectorias infinitas exteriores asimétricas.

4. Cada subdigráfica inducida de B12 tiene un seminúcleo módulo A(D1).

B12 tiene a {b} como seminúcleo módulo A(D1). B12 es núcleo im-

perfecta cŕıtica pues B12 =
−→
C 4(1, 2,−2) � −→

C 4(1, 2,−2), por lo tanto

B12 − b es núcleo perfecta (Teorema 0.28).

5. B12 no tiene núcleo, puesto que B12 es núcleo imperfecta cŕıtica.

B14

1

a b

1

1

1

d c

B13

a b

cd

11

Figura 1.54. B13 y B14. La subdigráfica D1 de B13 (resp. B14) es la subdigráfica
generadora B13 (resp. B14), con flechas de etiqueta 1.

Sean B13 y B14 las digráficas que aparecen en la Figura 1.54 y como

subdigráfica D1 de B13 (resp. B14) la subdigráfica generadora de B13 (resp.

B14) que tiene por flechas a las flechas de B13 (resp. B14) marcadas con 1.

Se puede comprobar fácilmente que A13 ⊆∗ B13 y A14 ⊆∗ B14 y que B13

y B14 cumplen con las propiedades requeridas (véase el Teorema 0.32).

Sean B15 la digráfica en la Figura 1.55 y D1 la subdigráfica generadora

de B15 que tiene por flechas a las flechas de B15 marcadas con 1.

1. A15 ⊆∗ B15. B15[{g, b, c, }] ∼= A15.



74 Caṕıtulo 1

f

1a e

g

1

c
1

db

Figura 1.55. B15 y D1 la subdigráfica generadora de B15 con aquellas flechas
etiquetadas con 1.

2. Aj �∗ B15, con j �= 15.

A1 �∗ B15. Las únicas dos flechas asimétricas de B15 en D1 son

bc y cg. La única flecha asimétrica de B15 en D2 que llega a b

(resp. c) es a
2→ b (resp. f

2→ c) y la única flecha asimétrica de

B15 en D2 que llega a a (resp. f) es g
2→ a (resp. e

2→ f), pero g

y c (resp. e y g) son adyacentes.

A2 �∗ B15. La única flecha simétrica del tipo 2/i, i ∈ {1, 2}, que

llega a b es gb, pero g es adyacente a c y en c no inciden flechas

simétricas.

A3, A5, A10, A13 �∗ B15, pues no hay flechas simétricas del tipo

1/1.

A4 �∗ B15. La única flecha simétrica del tipo 1/2 es bg y la única

flecha asimétrica de B15 en D2 que llega a b es a
2→ b, pero a y g

son adyacentes.

A6, A9, A10′ , A10′′ �∗ B15. No existen dos flechas simétricas que

sean adyacentes.

A8 �∗ B15. La única flecha asimétrica de B15 que sale de g es

g
2→ a, pero en a no llega otra flecha asimétrica.

A11, A12, A14 �∗ B15. La única flecha asimétrica de B15 en D2
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que sale de c (resp. g) es c
2→ d (resp. g

2→ a), pero d (resp. a) no

es adyacente a b (resp. c).

3. D1 es asimétricamente transitiva. Tenemos que b
1→ c, c

1
� b y c

1→ g,

g
1

� c, entonces tenemos que b
1→ g y g

1
� b y son todas las fle-

chas de D1. Y claramente, D1 no tiene trayectorias infinitas exteriores

asimétricas.

4. Cada subdigráfica inducida de B15 tiene un seminúcleo módulo A(D1).

B15 tiene como seminúcleo módulo A(D1) a {b}. Cualquier subdi-

gráfica de B15 que contiene a b tiene un seminúcleo módulo A(D1).

B15− b (resp. B15−{b, a}) tiene a {a} (resp. {g}) como seminúcleo. Y

B15 − {g, b, a} es claramente núcleo perfecta (véase el Teorema 0.32).

5. B15 no tiene núcleo. Por contradicción, supongamos que tiene núcleo

N . Si c ∈ N , entonces N = {a, c} ó N = {e, c}. Si N = {a, c} (resp.

N = {e, c}), entonces f /∈ N (resp. g /∈ N), pero no hay flecha de f

(resp. g) hacia N , por lo que c /∈ N . Si a ∈ N (resp. e), entonces se

tiene que b, g /∈ N (resp. d, f /∈ N), pero no hay flechas de b (resp.

d) hacia N , por lo tanto a, e /∈ N . Supongamos ahora que g ∈ N ,

entonces b /∈ N , pero de a no sale ninguna flecha hacia N , por lo tanto

g /∈ N , pero f /∈ N . De otro modo e, d /∈ N y no habŕıa (e, N)-flechas,

pero si g, f /∈ N , entonces c no es absorbido por N , lo que contradice

que N sea un núcleo de B15.

En el Teorema 1.15, la hipótesis ser ΓD1-libre no se sabe si es justa o no.

Se buscó sin éxito contraejemplos que nos pudieran mostrar que tal hipóte-

sis es justa. Estos ejemplos claramente tienen que ser digráficas infinitas.

Aśı que seŕıa de mucha utilidad definir operaciones entre digráficas como las

mencionadas en las Definiciones 0.17, 0.18 y 0.19, para digráficas infinitas,

que preserven el ser núcleo imperfectas cŕıticas (aunque cabe recordar que

no se conocen digráficas infinitas núcleo imperfectas cŕıticas) u operaciones

que puedan tener una infinidad de factores. Esto podŕıa ser una ĺınea de

investigación muy interesante dentro de la teoŕıa de núcleos.



76 Caṕıtulo 1

Lo que śı se puede decir es que la hipótesis de ser βD1-libre śı es justa y los

contrajemplos que se tienen para el Teorema 1.16, B1, B2,1, B2,2, B3, B11, B12,

B13, B14, B15, sirven también para demostrarlo, con B15 como contraejemplo

para A7. Sólo faltaŕıa mostrar que ninguna digráfica Bi contiene como sub-

digráfica inducida a Aj , con j ∈ {4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′}, lo cual se puede ve-

rificar de manera análoga a como se verificó para j ∈ 1, 2, 3, 11, 12, 13, 14, 15,

con j �= i (obsérvese que A15 ⊆∗ A7, aśı que si A15 no está inducida en Bi,

tampoco lo está A7).



Caṕıtulo 2

Sobre la estructura de

algunas digráficas con o sin

núcleo

En este caṕıtulo daremos resultados sobre la estructura de digráficas

núcleo imperfectas cŕıticas, finitas o infinitas. Aunque cabe mencionar que

hasta el momento no se conocen ejemplos de digráficas núcleo imperfectas

cŕıticas infinitas. También se dan condiciones suficientes para que una di-

gráfica finita sea núcleo perfecta. El contenido de este caṕıtulo generaliza

los resultados obtenidos por Galeana-Sánchez y Neumann-Lara [19].

2.1. Seminúcleos módulo (R,A(D1)) y trayectorias

dirigidas (K, D2)-normales

En esta sección introduciremos los conceptos de seminúcleo y seminúcleo

fuerte de una digráfica módulo un conjunto de flechas y también un conjun-

to de vértices, de esta manera generalizamos el concepto de seminúcleo y

seminúcleo fuerte de una digráfica módulo solamente un conjunto de vérti-

ces que fue dado por Galeana-Sánchez y Neumann-Lara, [19]. Usando estos

77
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conceptos establecemos el Teorema 2.5, el cual es la herramienta principal

usada en este caṕıtulo. Recordemos nuevamente que D2 = D − D1.

Notación 2.1 Si C = (u0, u1, . . . , un, u0) es un ciclo dirigido, denotaremos

(Fig. 2.1):

C 0
u0

= {ui | i ≡ 0(mod 2) con i �= 0} y C 1
u0

= {ui | i ≡ 1(mod 2)}

un

u0

u2

u3

u1

C 0
u0

un

u0

u1

u2

u3

C 1
u0

Figura 2.1. Los vértices en negro son los vértices de C que están en C i
u0

, i ∈ {1, 2}.

Para una trayectoria P = (u0, u1, . . . , un), denotamos:

P 0 = {ui | i ≡ 0(mod 2)} y P 1 = {ui | i ≡ 1(mod 2)}.

Definición 2.2 Sean D una digráfica, A ⊆ A(D), I, R ⊂ V (D) y conside-

remos las siguientes condiciones:

i) I ∩ Rc es un conjunto independiente.

i’) D no contiene (I ∩ Rc, I)-flechas.

ii) Si uv ∈ A(D) \ A, u ∈ I ∩ Rc y v ∈ Ic ∩ Rc, entonces existe w ∈ I tal

que vw ∈ A(D).

Si se cumplen (i) e (ii) decimos que I es un Seminúcleo de D módulo

(R, A). (Véase la Figura 2.2; la región sombreada de I es independiente). Si
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I

R

D − A

v

w
w

u

Figura 2.2. Seminúcleo módulo (R, A).

D − A

I

u w

v
R

w

Figura 2.3. Seminúcleo fuerte módulo (R, A).

se cumplen (i′) e (ii) decimos que I es un Seminúcleo fuerte de D módu-

lo (R, A). (Véase la Figura 2.3; la región sombreada de I es independiente

y las flechas punteadas no están permitidas).

Nótese que ahora tenemos un seminúcleo módulo un conjunto de flechas,

aśı como un conjunto de vértices. Si S es un seminúcleo módulo (R, A), po-

dŕıamos pensarlo casi como un seminúcleo módulo A, excepto que la inde-

pendencia no se cumpliŕıa precisamente por los vértices contenidos en R y

las condiciones de absorbencia de un seminúcleo módulo A sólo se cumplen

para las flechas que salen de S pero que no salen de R, dicho de otra manera,
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la parte de S contenida en R es lo que posiblemente echa a perder que S

sea un seminúcleo módulo A. Si S es un seminúcleo fuerte módulo (R, A),

también es un seminúcleo módulo (R, A) que no tiene (I ∪ Rc, R)-flechas.

Definición 2.3 Sean D una digráfica, B una subdigráfica de D y K ⊂
V (D). Una trayectoria dirigida T = (w0, w1, . . . , wn) en D es (K, B)-

normal si T satisface (Fig. 2.4):

i) V (T ) ∩ K = T 0 ó V (T ) ∩ K = T 1.

ii) Si s < j < n, wj ∈ Kc y ws ∈ K, entonces wjws /∈ A(D).

iii) Si wj ∈ K, entonces wjwj+1 ∈ A(Asim(D)) ∩ A(B).

. . .

. . .

K

w1 wi

B B B B

w0 w2

Figura 2.4. Trayectoria (K, B)-normal. Las flechas continuas son las flechas de la
trayectoria T , de éstas las etiquetadas con B están en la subdigráfica B y las flechas
punteadas son aquellas que no están en D.

Observación 2.4 Cualquier trayectoria dirigida (K, B)-normal pasa por K

y Kc alternadamente y toda flecha que empieza en K está en A(Asim(D))∩
A(B).

Teorema 2.5 Sean D una digráfica y D1 una subdigráfica de D. Si I0, I,

R ⊂ V (D) son tales que I0 ⊂ I, I0 ∩ R = ∅ y satisfacen que:
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a) I es un seminúcleo fuerte de D módulo (R, A(D1)).

b) Cada (I0, R)-trayectoria dirigida e (I, D2)-normal pasa por

U = Γ−(I0) ∩ Rc.

Entonces S = {w ∈ I | existe una (I0, w)-trayectoria dirigida e (I, D2)-

normal que no pasa por U} es un seminúcleo módulo A(D1) de D y además

I0 ⊂ S ⊂ I ∩ Rc.

Demostración.

1. U ⊂ Ic ∩ Rc. Por la definición de U se tiene que U ⊂ Rc, falta probar

que U ⊂ Ic. Supongamos lo contrario, sea u ∈ U tal que u ∈ I (Fig.

2.5), entonces u ∈ Γ−(I0)∩Rc∩I. Aśı existe z ∈ I0 tal que uz ∈ A(D).

Como I0 ⊂ Rc∩I, entonces u, z ∈ Rc∩I, lo cual contradice la hipótesis

(a).

z

U

I0

R

I

u

Figura 2.5. La parte sombreada, Rc ∩ I, es independiente.

2. I0 es independiente, pues I0 ⊂ Rc ∩ I (por hipótesis (a) Rc ∩ I es

independiente).

3. I0 ⊂ S. Para cada x ∈ I0 la trayectoria (x) es una (I0, x)-trayectoria

(I, D2)-normal (por vacuidad) y no pasa por U , pues como I0 ⊂ I y

U ⊂ Ic (por (1)), se tiene que I0 ∩ U = ∅, aśı que x /∈ U .
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4. S ⊂ Rc. De lo contrario existe s ∈ S tal que s ∈ R, por lo tanto existe

una (I0, S)-trayectoria, T , (I, D2)-normal que no pasa por U . Pero a

su vez T es una (I0, R)-trayectoria, (I, D2)-normal, por lo tanto, por

la hipótesis (b), pasa por U , lo cual es una contradicción.

5. S ⊂ I ∩ Rc. Por la definición de S, S ⊂ I y por (4), S ⊂ Rc.

6. D no contiene (S, I)-flechas. Por (5), S ⊂ I∩Rc. Por la hipótesis (a), D

no contiene (I∩Rc, I)-flechas. Por lo tanto D no contiene (S, I)-flechas

(Fig. 2.6).

S

R

I

I0

Figura 2.6. Las flechas punteadas están prohibidas.

7. S es independiente. Por (5), S ⊂ I y por (6) no hay (S, S)-flechas (Fig.

2.6).

8. S es un seminúcleo módulo A(D1). Supongamos lo contrario, aśı que

como S es independiente (por (7)) existe s ∈ S y w ∈ D − S, tal que

sw ∈ A(D2) y D no contiene (w, S)-flechas (Fig. 2.7).

Por la definición de S, existe una (I0, s)-trayectoria, T , (I, D2)-normal

que no pasa por U . Sea T = (w0, w1, . . . , wn = s), con w0 ∈ I0. La

extendemos al camino T ′ = (w0, w1, . . . , wn, w) (Fig. 2.8).

Obsérvese que l(T ) es par y T 0 ⊂ I.

8.1. w ∈ Ic. Obsérvese que w /∈ I ∩ Rc, pues s ∈ I ∩ Rc e I ∩ Rc es

independiente. Si w ∈ I, entonces w ∈ I ∩ R y como S ⊂ I ∩ Rc se
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I

w

2

s SI0

R

Figura 2.7. La flecha sw ∈ A(D2) y no hay (w, S)-flechas.

...

R

w1 w

2 2 2 2

w0 w2
s S

I

I0

Figura 2.8. Las flechas son de la trayectoria T . La parte sombreada es indepen-
diente.

tendŕıa una (I∩Rc, I)-flecha lo que contradice que I sea un seminúcleo

fuerte de D módulo (R, A(D1)) (Fig. 2.9). 8.2. T ′ es una trayectoria.

Por contradicción, supongamos que w = wi, para alguna i < n impar

(i no puede ser par debido a que no hay (I ∩ Rc, I ∩ Rc)-flechas),

entonces tenemos la flecha wwi+1 ∈ A(D). Nótese que (w0, T, wi+1) es

una (I0, wi+1)-trayectoria (I, D2)-normal que no pasa por U , pues T

era (I, D2)-normal y no pasa por U , aśı que wi+1 ∈ S. Por lo tanto

tenemos una (w, S)-flecha en D, lo que es una contradicción con el

hecho de que no hay (w, S)-flechas en D (Fig. 2.10).

8.3. T ′ es (I, D2)-normal. Por (8.1), w ∈ Ic y por la elección de w,
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I0

w

w

I

s
S

R

Figura 2.9. w /∈ I pues las flechas punteadas no están en D.

2

R
wiw1

w0 S
swi+1I0

I

222

Figura 2.10. Si T ′ no es trayectoria, existe una (w, S)-flecha.

wnw ∈ A(D2) ∩ Asim(D).

8.4. w /∈ R. Si w ∈ R, entonces T ′ es una (I0, R)-trayectoria, (I, D2)-

normal que no pasa por U , pues T no lo hacia y w /∈ Rc ∩ U , lo que

contradice la hipótesis (b)

8.5. w ∈ Ic ∩ Rc, por (8.1) y (8.4).

8.6. Existe z ∈ I tal que wz ∈ A(D). Como s ∈ S ⊂ I ∩ Rc (por

(5)) y w ∈ Ic ∩ Rc (por (8.5)), se sigue de la hipótesis de que I es un

seminúcleo fuerte de D módulo (R, A(D1)) (Fig. 2.11).

8.7. T ′′ = (w0, w1, . . . , wn, w, z) es una trayectoria (I, D2)-normal que

no pasa por U .

a) T ′′ es trayectoria. De lo contrario, z = wi, con 0 ≤ i ≤ n, i no
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I0

R

w

zw0

2 2 2 2

Ss

I

Figura 2.11.

puede ser impar pues z ∈ S y T 0 ⊂ I. Nótese que wi está en S, ya

que (w0, T, wi) es una (I0, wi)-trayectoria, (I, D2)-normal, que no

pasa por U , pues T es (I, D2)-normal que no pasa por U . Por lo

tanto se tiene una (w, S)-flecha en D, que contradice la elección

de w (Fig. 2.12).

R

I

Szw0
I0

w

s

Figura 2.12. La flecha wz está prohibida puesto que no existen (w, S)-flechas.

b) T ′′ es (I, D2)-normal. Ya que T ′ es (I, D2)-normal, w /∈ I y z ∈ I.

c) T ′′ no pasa por U , debido a que T ′ no pasa por U y que z /∈ U ⊂
Ic.

Aśı que z ∈ S y wz ∈ A(D), lo que contradice que no existen (w, S)-

flechas. Por lo tanto S es un seminúcleo módulo A(D1) de D.
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Los Teoremas 2.6 y 2.8 son variaciones útiles del Teorema 2.5.

Teorema 2.6 Sean D una digráfica y D1 ⊂ D. Supóngase que I0, I, R ⊂
V (D), tales que ∅ �= I0 ⊂ I, I0 ∩ R = ∅ y que satisfacen las siguientes

condiciones:

i) I es un seminúcleo fuerte módulo (R, A(D1)) de D.

ii) D no contiene seminúcleos módulo A(D1), S, tal que I0 ⊂ S ⊂ I ∩Rc.

Entonces existe una (I0, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, D2)-normal,

T = (t0, . . . , tn), que no pasa por U = Γ−(I0) ∩ Rc, la cual satisface las

siguientes propiedades:

a) T no tiene (V (T ) \ {tn}, T 0)-pseudodiagonales.

b) l(T ) es par si y sólo si tn ∈ I.

Demostración. Por (ii), se sigue del Teorema 2.5 que existe una (I0, R)-

trayectoria dirigida e (I, D2)-normal, que no pasa por U .

Tomemos una de tales trayectorias que tenga longitud mı́nima, T =

(t0, . . . , tn).

1. T 0 ⊂ I. Ya que t0 ∈ I0 ⊂ I y T es (I, D2)-normal.

2. V (T )∩R = {tn}. De lo contrario, si existe ti, con i < n y ti ∈ R, enton-

ces T ′ = (t0, T, ti) es una (I0, R)-trayectoria dirigida e (I, D2)-normal

que no pasa por U y l(T ′) < l(T ), que contradice la minimalidad de

T . Por lo tanto T es directa.

3. t2i ∈ I ∩ Rc y t2j+1 ∈ Ic ∩ Rc, con 0 ≤ 2i < n y 0 ≤ 2j + 1 < n. Se

sigue inmediato de (1) y (2).

4. T 0 \ {tn} ⊂ I ∩ Rc, por (3).

5. T no tiene (T 0 \{tn}, T 0)-pseudodiagonales, ya que I es un seminúcleo

fuerte de D módulo (R, A(D1)).
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6. T no tiene (T 1\{tn}, T 0)-pseudodiagonales. De lo contrario existe t2i+1

y t2j , con 0 < 2i + 1 < n y 0 ≤ 2j ≤ n, tal que t2i+1t2j ∈ A(D).

Caso 1) 2i + 1 < 2j, entonces (t0, T, t2i+1) ∪ (t2i+1t2j) ∪ (t2j , T, tn) es

una (I0, R)-trayectoria dirigida e (I, D2)-normal que no pasa por U ,

con longitud menor que la de T , de nuevo se contradice la minimalidad

de T .

Caso 2) 2i+1 > 2j, esto no sucede debido a la definición de trayectoria

(I, D2)-normal.

7. l(T ) es par si y sólo si tn ∈ I. l(T ) es par si y sólo si n es par y esto

sucede si y sólo si tn ∈ T 0 ⊂ I, por (1).

Aśı que T es una (I0, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, D2)-normal

que no pasa por U y que cumple:

a) T no tiene (V (T ) \ {tn}, T 0)-pseudodiagonales (por (5) y (6)).

b) l(T ) es par si y sólo si tn ∈ I (por (7)).

Definición 2.7 Diremos que una digráfica D es núcleo perfecta módulo

A(D1), con D1 ⊂ D, si toda subdigráfica inducida de D posee un seminúcleo

módulo A(D1) distinto del vaćıo.

Teorema 2.8 Sea D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 ,�) y

supongamos que toda cadena de (αD1 , �) tiene cota superior. Si I0, I, R ⊂
V (D), tales que ∅ �= I0 ⊂ I, I0 ∩ R = ∅ satisfacen que:

i) I es un seminúcleo fuerte módulo (R, A(D1)) de D.

ii) D no tiene núcleo.

iii) D − I0 es núcleo perfecta módulo A(D1).
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Entonces existe una (I0, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, D2)-normal,

T , que no pasa por Γ−(I0) ∩ Rc y satisface (a) y (b) del Teorema 2.6.

Demostración. Supongamos que el Teorema 2.8 es falso, entonces (por el

Teorema 2.6) D tiene un seminúcleo módulo A(D1), S �= ∅, tal que I0 ⊂
S ⊂ I ∩ Rc. Por la Propiedad P (αD1 ,�)-(ii), (αD1 ,�D1) tiene elemento

maximal.

Caso 1) S es un elemento maximal de (αD1 , �D1). Como S no es núcleo

de D, pues D no tiene núcleo (por hipótesis (ii)), entonces BS �= ∅. Como

I0 ⊂ S,

entonces

BS ⊂ V (D) \ S ⊂ V (D) \ I0,

por lo tanto D[BS ] es núcleo perfecta módulo A(D1) (por hipótesis (iii).

Sea S′ un seminúcleo no vaćıo módulo A(D1) de D[BS ], entonces, por la

Propiedad P (αD1 ,�)-(iii), TS′
S ∪S′ es un seminúcleo no vaćıo módulo A(D1)

de D y T ∪ S′ > S, lo que contradice que S es maximal.

Caso 2) S no es un elemento maximal de (αD1 ,�D1). Por la Proposición

0.36 existe S∗ ∈ αD1 , un elemento maximal tal que S∗ > S. Por (ii), S∗ no

es núcleo, por lo tanto BS∗ �= ∅.
Como S ⊂ S∗ ∪ Γ−(S∗) por la Propiedad P (αD1 , �)-(iv), entonces I0 ⊂

S∗ ∪ Γ−(S∗). Por la definición de BS∗ , tenemos que

BS∗ ⊂ V (D) \ S∗ y

BS∗ ∩ Γ−(S∗) = ∅,

entonces

BS∗ ⊂ V (D) \ Γ−(S∗),

aśı que

BS∗ ⊂ V (D) \ (S∗ ∪ Γ−(S∗)),
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por lo tanto

BS∗ ⊂ V (D) \ I0.

Aśı que por la hipótesis (iii) D[BS∗ ] tiene un seminúcleo módulo A(D1), S′.
Y por la Propiedad P (αD1 ,�)-(iii),

TS∗ ∪ S′ ∈ αD1 , con TS∗ ∪ S′ > S∗,

lo que contradice que S∗ es maximal.

2.2. Estructura de ciertas digráficas sin núcleo

En esta sección aplicaremos los resultados de la Sección 2.1 para cono-

cer la estructura de ciertas digráficas sin núcleo que cumplen la Propiedad

P (αD1 , �). Tales propiedades estructurales de estas digráficas aseguran la

existencia de ciclos de longitud impar o trayectorias (K, B)-normales, que

no contienen pseudodiagonales especiales y hasta en algunos casos los ciclos

evitan pasar por cierto conjunto de vértices. Estos resultados serán aplicados

en la Sección 2.3 para dar propiedades estructurales de las digráficas núcleo

imperfectas cŕıticas que también cumplan la Propiedad P (αD1 ,�).

Teorema 2.9 Sean D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 , �),

u, v ∈ V (D) y Nu núcleo de D−u. Supongamos que toda cadena de (αD1 ,�)

tiene cota superior y que se satisface lo siguiente:

i) D − v es núcleo perfecta módulo A(D1).

ii) D − w es núcleo perfecta módulo A(D1), para cada w ∈ Γ+(v).

iii) D no tiene núcleo.

Entonces existe una (v, u)-trayectoria dirigida y (Nu, D2)-normal, T , sin

(V (T ) \ {u}, T i)-pseudodiagonales (donde i es el residuo de l(T )+ 1 módulo

2).
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Demostración. Sean I = Nu, R = {u} e

I0 =

⎧
⎨

⎩
{v} si v ∈ Nu,

Γ+(v) ∩ Nu si v /∈ Nu.

1. ∅ �= I0 ⊂ I = Nu. Por la definición de I0, I0 ⊂ Nu. Si v ∈ Nu, entonces

I0 = {v} �= ∅; si v /∈ Nu, entonces existe w ∈ Nu, tal que w ∈ Γ+(v),

por lo tanto Γ+(v) ∩ Nu �= ∅.

2. I0 ∩ R = I0 ∩ {u} = ∅, pues u /∈ Nu.

3. I es un seminúcleo fuerte módulo ({u}, A(D1)) de D.

3.1. D no contiene (I∩Rc, I)-flechas. Como I∩Rc = Nu∩{u}c = Nu y

Nu es un núcleo en D−u, por lo tanto Nu es independiente. Entonces

no existen (Nu, Nu)-flechas en D, por lo tanto no existen (I ∩ Rc, I)-

flechas en D.

3.2. Si xy ∈ A(D2), x ∈ I ∩Rc e y ∈ Ic ∩Rc, entonces existe w ∈ I tal

que yw ∈ A(D). Como y ∈ Ic ∩Rc = N c
u ∩{u}c = V (D−u)\Nu y Nu

es un núcleo de D−u, entonces existe w ∈ Nu = I tal que yw ∈ A(D).

4. D − I0 es núcleo perfecta módulo A(D1).

4.1. Si I0 = {v}, por (i), D − v es núcleo perfecta módulo A(D1).

4.2. Si I0 = Γ+(v)∩Nu, sea w ∈ Nu ∩Γ+(v), por (ii), D−w es núcleo

perfecta módulo A(D1). Como

D \ I0 = D \ (Γ+(v) ∩ Nu) ⊂ D − w,

entonces D − I0 es núcleo perfecta módulo A(D1).

Luego (por el Teorema 2.8) existe una (I0, u)-trayectoria dirigida,

directa y (Nu, D2)-normal, T = (t0, . . . , tn = u), que no pasa por

Γ−(I0) ∩ Rc y satisface que:

a) T no tiene (V (T ) \ {u}, T 0)-pseudodiagonales.

b) l(T ) es par si y sólo si u ∈ I.
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Como u /∈ Nu, entonces l(T ) es impar (por (b)) .

Caso 1) I0 = {v}, entonces T es una (v, u)-trayectoria dirigida, di-

recta y (Nu, D2)-normal que satisface que no tiene (V (T ) \ {u}, T 0)-

pseudodiagonales. Obsérvese que en este caso i = 0, pues l(T ) + 1 es

par.

Caso 2) I0 = Γ+(v) ∩ Nu. Denotemos por T ′ = (v, t0) ∪ T . Obsérvese

que T ′ está bien definida, pues w0 ∈ I0 ⊂ Γ+(v). Como l(T ) es impar,

entonces l(T ′) es par. Por lo tanto l(T ′)+1 es impar, por lo que i = 1.

Podemos ver que T ′1 = {ti | i es par} = T 0 y como T no tie-

ne (V (T ) \ {u}, T 0)-pseudodiagonales, entonces T ′ no tiene (V (T ′) \
{u, v}, T ′1)-pseudodiagonales. Si T ′ no tiene (v, T ′1)-pseudodiagonales,

entonces T ′ es la trayectoria buscada. Si no, existe i = 2k tal que

vti ∈ A(D), tomemos i0 = máx{i | vti ∈ A(D)}, claramente T ′′ =

(v, ti0)∪ (ti0 , T
′, u) satisface todas las propiedades que cumple T ′ y no

tiene (V (T ′′) \ {u}, T ′′1)-pseudodiagonales.

Corolario 2.10 Sean D una digráfica que cumple con la Propiedad

P (αD1 , �) y f = uv ∈ A(D). Supóngase que toda cadena en (αD1 ,�) tiene

cota superior, D no tiene núcleo y que satisface:

i) D − u tiene núcleo.

ii) D − v es núcleo perfecta módulo A(D1).

iii) D − w es núcleo perfecta módulo A(D1), para cada w ∈ Γ+(v).

Entonces existe C un ciclo dirigido, (C 0
u , D2)-normal, de longitud impar,

que pasa por f y que no tiene (V (C ),C 0
u )-pseudodiagonales (en particular

C 0
u es independiente).

Demostración. Sea Nu un núcleo de D − u, entonces (por el Teorema

2.9) existe una (v, u)-trayectoria dirigida y (Nu, D2)-normal, T , sin (V (T ) \
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{u}, T i)-pseudodiagonales, con i el residuo de l(T ) + 1 módulo 2.

Sea T = (v, v1, . . . , vn, u) y sea C = T ∪ f . C es un ciclo dirigido que pasa

por f .

1. v /∈ Nu. Si v ∈ Nu, como f = uv ∈ A(D), entonces Nu es núcleo de D,

lo que contradice las hipótesis (Fig. 2.13).

2

v u

Nu

v2

v1 v3 vn

2 2 2

f

Figura 2.13.

2. l(T ) es par, pues T es (Nu, D2)-normal que empieza y termina en N c
u.

3. C 0
u ⊂ Nu. Obsérvese que C 0

u = {v1, . . . , v2k+1 = vn} = T 1 y por (1),

v1 ∈ Nu y como T es (Nu, D2)-normal, C 0
u ⊂ Nu.

4. C es (C 0
u , D2)-normal, ya que T es (Nu, D2)-normal y C 0

u ⊂ Nu.

5. l(C ) es impar, por la afirmación (2).

6. C no tiene (V (C ),C 0
u )-pseudodiagonales. Sabemos que i = 1, pues

l(T ) es par, entonces T no tiene (V (T ) \ {u}, T 1)-pseudodiagonales,

por lo tanto C no tiene (V (C ) \ {u}, C 0
u )-pseudodiagonales.

Falta probar que C no tiene (u, C 0
u )-pseudodiagonales. Supongamos

por contradicción que existe una (u, C 0
u )-pseudodiagonal. Sea uv2i+1 ∈

A(D), por (2), v2i+1 ∈ Nu, por lo tanto existe una (u, Nu)-flecha en

D lo cual implica que Nu es un núcleo de D, lo cual contradice las

hipótesis.
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Teorema 2.11 Sea D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 ,�).

Si toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota superior y ∅ �= A ⊂ F+
u e I0 = {z ∈

V (D) | uz ∈ A} satisfacen:

i) D − A tiene un núcleo, pero D − A′ no, para cada A′ � A.

ii) D − I0 es núcleo perfecta módulo A(D1).

Entonces existe f ∈ A y C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal, de longitud

impar, que pasa por f , que no intersecta a Γ−(I0) \ {u} y sin (V (C ),C 1
u ∪

{u})-pseudodiagonales.

Demostración. Sea I núcleo de D − A y R = {u}.

1. D no tiene núcleo, por (i).

2. I0 �= ∅, ya que A �= ∅.

3. u ∈ I. Si u /∈ I, entonces I es independiente en D y como es absorbente

en D − A, entonces I es un núcleo de D, pues absorbe a u en D, lo

que contradice a (1).

4. I0 ⊂ I. Si I0 � I, sean I ′0 = I0 ∩ I y A′ = {uz ∈ A(D) | z ∈ I0}.
Observemos que A′ � A, entonces I es independiente en D−A′. Como

es absorbente en D − A, entonces I es un núcleo de D − A′ y esto es

una contradicción con la hipótesis (i).

5. I0 ∩ {u} = ∅, pues no hay lazos en D.

6. I es un seminúcleo fuerte módulo ({u}, D1) de D.

6.1. I no contiene (I ∩ {u}c, I)-flechas en D. Como I es un núcleo en

D − A no hay (I, I)-flechas en D − A, por lo que todas las posibles

flechas de D con ambos extremos en I salen de u, aśı que I no tiene

(I ∩ {u}c, I)-flechas en D.
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6.2 Si xy ∈ A(D2), con x ∈ I ∩ {uc} e y ∈ Ic ∩ {u}c, entonces existe

z ∈ I tal que yz ∈ A(D). Como y ∈ Ic ∩ {u}c ⊂ Ic e I es un núcleo de

D − A, existe z ∈ I, tal que yz ∈ A(D) \ A ⊂ A(D).

Entonces (por el Teorema 2.8) existe una (I0, u)-trayectoria dirigida, directa

e (I, D2)-normal, T , que no pasa por Γ−(I0) ∩ {u}c y que satisface:

a) T no tiene (V (T ) \ {u}, T 0)-pseudodiagonales.

b) l(T ) es par si y sólo si u ∈ I.

Sea T = (z = w0, w1, . . . , wn = u), con z ∈ I0, entonces f = uz ∈ A.

Sea C = T ∪ f . Como u ∈ I (por (2)), entonces l(T ) es par y como T es

(I, D2)-normal, se tiene que T 0 ⊂ I y l(C ) = l(T ) + 1 es impar.

T 0 = {w0, . . . , wn} con n par,

T 0 \ {u} = C 1
u por lo tanto T 0 = C 1

u ∪ {u},
aśı que C es (C 1

u , D2)-normal. Como T no tiene (V (T )\{u}, T 0)-pseudodia-

gonales, entonces C no tiene (V (C )\ {u}, C 1
u ∪{u})-pseudodiagonales. Si C

no tiene ({u}, C 1
u )-pseudodiagonales, entonces es el ciclo buscado. Si no, sea

j = máx{i | uwi ∈ A(D) con i par}, entonces C ′ = (u, wj) ∪ (wj , C , u) es,

claramente, el ciclo con las propiedades requeridas.

Corolario 2.12 Sean D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 , �)

y f = uv ∈ A(D). Si toda cadena en (αD1 , �) tiene cota superior, D no

tiene núcleo, D − f tiene núcleo y D − v es núcleo perfecta módulo A(D1),

entonces existe C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal, de longitud impar,

que contiene a f , que no intersecta a Γ−(I0) \ {u} y sin (V (C ),C 1
u ∪ {u})-

pseudodiagonales.

Demostración. Sea {f} = A ⊂ F+
u , entonces I0 = {v} y obsérvese que se

cumplen las hipótesis del Teorema 2.11:
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i) D − f tiene núcleo, pero D no tiene núcleo.

ii) D − v es núcleo perfecta módulo A(D1).

Aśı que existe C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal, de longitud impar, que

pasa por f , que no intersecta a Γ−(I0)\{u} = Γ−(v)\{u} y sin (V (C ),C 1
u ∪

{u})-pseudodiagonales.

Corolario 2.13 Sean D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 ,�)

y f = uv ∈ A(D). Si toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota superior, D no

tiene núcleo y D− f es núcleo perfecta, entonces existe C un ciclo dirigido,

(C 1
u , D2)-normal, de longitud impar, que contiene a f , que no intersecta a

Γ−(v) \ {u} y sin (V (C ),C 1
u ∪ {u})-pseudodiagonales.

Demostración. Sea {f} = A ⊂ F+
u , entonces I0 = {v}.

i) D − A = D − f tiene núcleo, pues D − f es núcleo perfecta, pero D

no tiene núcleo.

ii) D− v es núcleo perfecta módulo A(D1), pues D− v es núcleo perfecta

ya que D − v ⊆∗ D − f .

Aśı que se cumplen las hipótesis del Teorema 2.11, por lo tanto existe

C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal, de longitud impar, que pasa por f ,

que no intersecta a Γ−(I0) \ {u} = Γ−(v) \ {u} y sin (V (C ),C 1
u ∪ {u})-

pseudodiagonales.

Corolario 2.14 Sean D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 ,�)

y u ∈ V (D). Si toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota superior, D no tiene

núcleo, D − u es núcleo perfecta y D −w es núcleo perfecta módulo A(D1),

para cada w ∈ Γ+(u), entonces existe C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal,

de longitud impar y sin (V (C ),C 1
u ∪ {u})-pseudodiagonales.
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Demostración. Obsérvese que {u} es un seminúcleo de D − F+
u , pero no

es un núcleo de D − F+
u , pues de lo contrario seŕıa un núcleo de D, lo que

contradice las hipótesis.

Aśı que Bu = {v ∈ V ((D − F+
u ) \ {u}) | no existe una (v, u)-flecha en D −

F+
u } �= ∅. Como u /∈ Bu, entonces (D − F+

u )[Bu] ⊆∗ D − u. Por lo tanto

D[Bu] tiene un núcleo, S′. Entonces {u} ∪ S′ es un núcleo de D − F+
u (Fig.

2.14).

S′

u

Bu

Figura 2.14.

Elegimos Nu de entre todos los núcleos de D−F+
u que contienen a u, tal

que |A(D[Nu])∩F+
u | toma el mı́nimo valor posible. Sea A = F+

u ∩A(D[Nu]).

1. A �= ∅. Si F+
u ∩A(D[Nu]) = ∅, entonces Γ+(u)∩Nu = ∅ y como Nu es un

núcleo de D−F+
u , entonces absorbe a todo V (D−F+

u )\Nu = V (D)\Nu

y Nu es independiente en D−F+
u . Como no hay ninguna flecha de F+

u

en D[Nu], entonces Nu también es independiente en D, por lo tanto

Nu seŕıa un núcleo de D, lo que contradice las hipótesis.

2. A ⊂ F+
u , por la definición de A.

3. D−A tiene un núcleo. Nu es un núcleo de D−A: absorbe a todos los

vértices de (D − A) − Nu, pues D − F+
u ⊂ D − A y Nu es un núcleo

de D−F+
u . Nu es independiente en D−A, porque las posibles flechas

de D[Nu] en D − A son las de F+
u \ A, pero esas flechas precisamente

no están en D[Nu].
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4. D − A′ no tiene núcleo, con A′ � A. Si D − A′ tiene un núcleo, N ,

entonces como absorbe en D − A′, también absorbe en D y como D

no tiene núcleo, tenemos que N no es independiente en D, pero śı lo

es en D − A′, entonces u ∈ N .

Se puede observar que F+
u ∩ A(D[N ]) = A′ (ya que A′ ⊂ F+

u y las

flechas en D de N son las de A′) lo que contradice la elección de Nu,

pues |A′| � |A|.

5. D − I0 es núcleo perfecta módulo A(D1), con I0 = {z ∈ V (D) | uz ∈
A}. Sea w ∈ I0 ⊂ Γ+(u) (por (3), I0 �= ∅), entonces D − I0 ⊂ D − w.

Y como D − w es núcleo perfecta módulo A(D1), por lo tanto D − I0

es núcleo perfecta módulo A(D1).

De esta manera tenemos que se cumplen las hipótesis del Teorema 2.11,

por lo tanto existe f = uv ∈ A y C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal, de

longitud impar que pasa por f (en particular por u), que no intersecta a

Γ−(I0) \ {u} y sin (V (C ),C 1
u ∪ {u})-pseudodiagonales.

Teorema 2.15 Sea D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 ,�).

Si toda cadena en (αD1 , �) tiene cota superior y ∅ �= A ⊂ F−
u cumple las

siguientes propiedades:

i) D − A tiene núcleo.

ii) D − A′ no tiene núcleo, con A′ � A.

iii) D − u es núcleo perfecta módulo A(D1).

Entonces existe f = wu ∈ A y C un ciclo dirigido, (C 1
w, D2)-normal, de

longitud impar, que pasa por f , que no intersecta a Γ−(u) \ {w} y sin

(V (C ),C 1
w ∪ {w})-pseudodiagonales.

Demostración. Sean I un núcleo de D − A, I0 = {u} y R = {z ∈ V (D) |
zu ∈ A}.
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1. I0 ∪ R ⊂ I. Si no, existe f = xy ∈ A tal que x ó y /∈ I, entonces para

A′ = A \ {f} se tendŕıa que D − A′ tiene a I como núcleo, lo que

contradice (ii).

2. R ∩ I0 = ∅, pues no hay lazos.

3. I es un seminúcleo fuerte módulo (R, A(D1)) de D.

3.1. I no contiene (I∩Rc, I)-flechas en D. I es independiente en D−A

y las únicas posibles (I ∩ Rc, I)-flechas en D son las (R, {u})-flechas,

que son precisamente las flechas de A.

3.2. Si xy ∈ A(D2), con x ∈ I∩Rc e y ∈ Ic∩Rc, entonces existe w ∈ I,

tal que yw ∈ A(D). Como y ∈ Ic ∩Rc ⊂ Ic e I es un núcleo de D−A,

entonces existe w ∈ I, tal que yw ∈ A(D) \ A ⊂ A(D).

4. D no tiene núcleo, por (ii).

5. D − u es núcleo perfecta módulo A(D1), por (iii).

Por el Teorema 2.8 existe una (u, R)-trayectoria dirigida, directa e (I, D2)-

normal, T = (u = t0, . . . , tn), que no pasa por Γ−(u) ∩ Rc y satisface que:

a) T no tiene (V (T ) \ {tn}, T 0)-pseudodiagonales.

b) l(T ) es par si y sólo si tn ∈ I.

Como w = tn ∈ R, entonces existe la flecha f = wu y como T es directa

ti /∈ R, para 0 ≤ i < n.

Sea C = T ∪ f . C no pasa por Γ−(u) ∩ Rc y como T es directa, C no pasa

por Γ−(u)\{w}. Sabemos que w ∈ R ⊂ I (por (1)), por lo tanto l(T ) es par

y aśı l(C ) es impar. Sea

C 1
w = {t0, t2, . . . , tn−2} = T 0 \ {w}.

Como n es par y tn ∈ I, se tiene que T 0 ⊂ I, por lo que C 1
w ⊂ I. Por lo

tanto C es (C 1
w, D2)-normal.
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Como T no tiene (V (T ) \ {tn}, T 0)-pseudodiagonales, entonces C no tie-

ne (V (C ) \ {w},C 1
w ∪ {w})-pseudodiagonales. Falta probar que C no tiene

(w,C 1
w ∪{w})-pseudodiagonales, es decir, (w,C 1

w)-pseudodiagonales. Ya que

I es independiente en D − A y como w ∈ I y C 1
w ⊂ I, la única posible

(w,C 1
w)-pseudodiagonal en A es wu, que es una flecha de C .

Corolario 2.16 Sean D una digráfica que cumple la Propiedad P (αD1 ,�)

y u ∈ V (D). Si toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota superior, D no tiene

núcleo y D − u es núcleo perfecta, entonces existe f = vu ∈ A(D) y C un

ciclo dirigido, (C 1
v , D2)-normal, de longitud impar, que pasa por f , que no

intersecta a Γ−(u) \ {v} y que no tiene (V (C ),C 1
v ∪ {v})-pseudodiagonales.

Demostración. Si N es un núcleo de D − u, obsérvese que no hay (u, N)-

flechas en D, pues D no tiene núcleo y que existe al menos una (N, u)-flecha

en D, de otro modo N ∪ {u} seŕıa núcleo de D.

Sean N ′
u, tal que N ′

u es un núcleo de D − u y |N ′
u ∩ Γ−(u)| toma el valor

mı́nimo posible, Nu = N ′
u ∪ {u} y A = {vu | v ∈ N ′

u ∩ Γ−(u)}.

1. A �= ∅, pues, como se menciona anteriormente, al menos existe una

(N ′
u, u)-flecha en D para que N ′

u ∪ {u} no resulte un núcleo de D.

2. A ⊂ F−
u , por la definición de A.

3. D − A tiene un núcleo, claramente Nu es un núcleo de D − A.

4. D − A′ no tiene núcleo, con A′ � A, por la elección de N ′
u.

5. D − u es núcleo perfecta módulo A(D1), pues por hipótesis es núcleo

perfecta.

Aśı que por el Teorema 2.15 existen f = vu ∈ A y C un ciclo dirigido,

(C 1
v , D2)-normal, de longitud impar, que pasa por f , que no intersecta a

Γ−(u) \ {v} y sin (V (C ), V 1
v ∪ {v})-pseudodiagonales.
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2.3. Estructura de algunas digráficas núcleo im-

perfectas cŕıticas

Los resultados de estas sección son consecuencia de aquellos de la Sec-

ción 2.2 y nos permiten dar información sobre la estructura de las digráficas

núcleo imperfectas cŕıticas que cumplen la Propiedad P (αD1 ,�). Aśı pode-

mos asegurar, en ciertas digráficas núcleo imperfectas cŕıticas, la existencia

de al menos un número de ciertos ciclos dirigidos impares sin unas pseudo-

diagonales especiales.

Teorema 2.17 Sean D una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica que cumple

la Propiedad P (αD1 ,�) y supongamos que toda cadena en (αD1 , �) tiene co-

ta superior, entonces existe una (v, u)-trayectoria dirigida y (T i, D2)-normal,

T = (u = t0, . . . , tn), que no tiene (V (T ), T i)-pseudodiagonales, para cua-

lesquiera u, v ∈ V (D) (i es el residuo de l(T ) + 1 mod 2).

Demostración. Como D es núcleo imperfecta cŕıtica, entonces se tiene que:

D − u tiene un núcleo Nu.

D − v es núcleo perfecta, en particular es núcleo perfecta módulo

A(D1).

D−w es núcleo perfecta, para toda w ∈ Γ+(v) ⊂ V (D), en particular

es núcleo perfecta módulo A(D1).

D no tiene núcleo.

Entonces, por el Teorema 2.9, existe una (v, u)-trayectoria dirigida

y (Nu, D2)-normal, T = (v = w0, . . . , wn = u), sin (V (T ) \ {u}, T i)-

pseudodiagonales, con i el residuo de l(T ) + 1 mod 2.

1. Nu ∩ T = T i.
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Caso a) l(T ) es par, entonces i = 1. Ya que T es (Nu, D2)-normal

y u /∈ Nu, se tiene que v /∈ Nu. Entonces T 1 ⊂ Nu, por lo tanto

T 1 ⊂ Nu ∩ T .

T ∩Nu ⊂ T 1. Si no, existe w2k ∈ T 0 tal que w2k ∈ T ∩Nu. Pero como

w2kw2k+1 ∈ A(D) y w2k+1 ∈ Nu, se contradice la independencia de

Nu.

Caso b) l(T ) es impar, entonces i = 0. Ya que T es (Nu, D2)-normal y

u /∈ Nu, se tiene que v ∈ Nu. Aśı que T 0 ⊂ Nu, por lo tanto T 0 ⊂ Nu∩T

y análogamente como en el Caso (a), se prueba que T ∩ Nu ⊂ T 0.

2. No hay (u, T i)-pseudodiagonales.

Por (1), se tiene que T i ⊂ Nu. Si existe una (u, T i)-trayectoria, se

tendŕıa una (u, Nu)-flecha, aśı que Nu seŕıa un núcleo de D, lo que

contradice las hipótesis.

El siguiente corolario generaliza, para las digráficas infinitas, el resultado

de Duchet [7] que dice que toda digráfica núcleo imperfecta cŕıtica finita es

fuertemente conexa:

Corolario 2.18 Una digráfica D núcleo imperfecta cŕıtica que cumple la

Propiedad P (αD1 , �), tal que toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota superior,

es fuertemente conexa.

Teorema 2.19 Sean D una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica que cumple

la Propiedad P (αD1 , �), tal que toda cadena en (αD1 , �) tiene cota superior

y f = uv ∈ A(D). Entonces existe C un ciclo dirigido, (C 0
u , D2)-normal, de

longitud impar, que pasa por f y que no tiene (V (C ),C 0
u )-pseudodiagonales.

Demostración. Como D es núcleo imperfecta cŕıtica, se tiene que:

D no tiene núcleo.
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D − u es núcleo perfecta, entonces tiene un núcleo, Nu.

D − v es núcleo perfecta, en particular es núcleo perfecta módulo

A(D1).

D−w es núcleo perfecta, para toda w ∈ Γ+(v), en particular es núcleo

perfecta módulo A(D1).

Entonces, por el Corolario 2.10, existe C un ciclo dirigido, (C 0
u , D2)-normal,

de longitud impar, que pasa por f y que no tiene (V (C ),C 0
u )-pseudodiagonales.

Corolario 2.20 Sean D una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica que cumple

la Propiedad P (αD1 ,�), tal que toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota superior

y u ∈ V (D). Entonces existe C un ciclo dirigido, (C 0
u , D2)-normal, de lon-

gitud impar, que pasa por u y que no tiene ni (V (C ), C0
u)-pseudodiagonales,

ni (u, C )-pseudodiagonales.

Demostración. Sea u ∈ V (D), por el Corolario 2.18, existe f = uv para

algún v ∈ V (D). Por el Teorema 2.19 existe C un ciclo dirigido, (C 0
u , D2)-

normal, de longitud impar, que pasa por f , por lo tanto por u, y que no

tiene (V (C ), C0
u)-pseudodiagonales.

Si C = (v = w0, w1, . . . , wn = u, v) tiene (u, C 1
u )-pseudodiagonales, C es

el ciclo buscado. Si no, obsérvese que C 1
u = {w0, w2, . . . , wn−1}

Supongamos que existe una (u, C 1
u )-pseudodiagonal. Sea

j = máx{i | uw2i ∈ A(D)},

entonces

C ′ = (u, wj) ∪ (wj ,C , u)

es el ciclo requerido.
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Teorema 2.21 Sean D una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica que cumple

la Propiedad P (αD1 , �), tal que toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota supe-

rior y u ∈ V (D). Entonces existe C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal, de

longitud impar y que no tiene (V (C ),C 1
u ∪ {u})-pseudodiagonales.

Demostración. Como D es núcleo imperfecta cŕıtica, entonces:

D no tiene núcleo.

D − u es núcleo perfecta.

D−w es núcleo perfecta, para toda w ∈ Γ+(u), en particular es núcleo

perfecta módulo A(D1).

Entonces (por el Corolario 2.14) existe C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal,

de longitud impar y sin (V (C ),C 1
u ∪ {u})-pseudodiagonales.

Teorema 2.22 Sean D una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica que cumple

la Propiedad P (αD1 , �), tal que toda cadena en (αD1 ,�) tiene cota supe-

rior y u ∈ V (D), entonces para algún f = vu ∈ A(D) existe un ciclo

dirigido, (C 1
v , D2)-normal, de longitud impar, que pasa por f , que no tiene

(V (C ),C 1
v ∪ {v})-pseudodiagonales y que no intersecta a Γ−(u) \ {v}.

Demostración. Ya que D es núcleo imperfecta cŕıtica, tenemos que:

D no tiene núcleo.

D − u es núcleo perfecta.

Aśı que tenemos que se cumplen las hipótesis del Corolario 2.16, por lo

tanto existe f = vu ∈ A(D) y C un ciclo dirigido, (C 1
v , D2)-normal, de

longitud impar, que pasa por f , que no intersecta a Γ−(u) \ {v} y que no

tiene (V (C ),C 1
v ∪ {v})-pseudodiagonales.
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Definición 2.23 Sean C = (u0, u1, . . . , u2m, u0) un ciclo dirigidido y H

subdigráficas de una digráfica D. C es débilmente H-alternado, si C es

de longitud 2m + 1 y tiene m flechas en H que aparecen alternadamente en

C , es decir, existe una flecha f = uiui+1 ∈ A(H), tal que C es (C 0
i+1, H)-

normal.

Definición 2.24 Un polo de un ciclo C es el vértice final de una pseudo-

diagonal de C .

Afirmación 2.25 Si C = (u = u0, u1, . . . , un) es (C i
u, D2)-normal, i ∈

{1, 0}, y sin (V (C ),C 0
u )- ó (V (C ),C 1

u ∪ {u})-pseudodiagonales, entonces C

es débilmente D2-alternado y no tiene 2 polos consecutivos.

Demostración. Si i = 0, entonces C es (C 0
u , D2)-normal, por lo tanto es

débilmente D2-alternado. Si i = 1, entonces C es (C 0
un

, D2)-normal, por lo

tanto es débilmente D2-alternado.

Como C no tiene (V (C ),C 0
u )- ó (V (C ),C 1

u ∪ {u})-pseudodiagonales no

hay 2 polos consecutivos.

Teorema 2.26 Sean D una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica que no es

un ciclo dirigido de longitud impar y u ∈ V (D). Si D cumple la Propiedad

P (αD1 ,�), tal que toda cadena en (αD1 , �) tiene cota superior, entonces

existen f ′ ∈ F−
u y f ′′ ∈ F+

u , tal que cada una de ellas pertenece al menos

a 2 ciclos dirigidos, distintos, débilmente D2-alternados y que no tienen 2

polos consecutivos.

Demostración. Para u ∈ V (D), por el Teorema 2.22, existe f ′ = wu tal

que existe C = (w = w0, u = w1, w2, . . . , wn, w0) un ciclo dirigido, (C 1
w, D2)-

normal, de longitud impar y sin (V (C ),C 1
w ∪{w})-pseudodiagonales. Por la
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Afirmación 2.25 C es débilmente D2-alternado y no tiene 2 polos consecuti-

vos.

Ahora, por el Teorema 2.19, para la flecha f ′ = wu existe C̃ = (w =

w̃0, u = w̃1, w̃2, . . . , w̃m, w̃0) un ciclo dirigido, (C̃ 0
w, D2)-normal, de longi-

tud impar y sin (V (C̃ ), C̃ 0
w)-pseudodiagonales. Por la Afirmación 2.25 C̃ es

débilmente D2-alternado y no tiene 2 polos consecutivos.

Si C = C̃ , entonces D[C ] = C , el cual no tiene núcleo (pues C tiene

longitud impar). Por lo tanto C = D, lo que contradice las hipótesis.

Por el Teorema 2.21, existe Ĉ = (u = û0, û1, . . . , ûl, û0) un ciclo dirigido,

(Ĉ 1
u , D2)-normal, de longitud impar y sin (V (Ĉ ), Ĉ 1

u∪{u})-pseudodiagonales.

Aśı que Ĉ es débilmente D2-alternado y sin polos consecutivos.

Y de nuevo, por el Teorema 2.19, para la flecha f ′′ = uû1, existe

C ′ = (u = u′
0, û1 = u′

1, . . . , u
′
k, u

′
0) un ciclo dirigido, (C 0

u , D2)-normal, de

longitud impar y sin (V (C ′),C ′0
u )-pseudodiagonales, aśı que es débilmente

D2-alternado y sin polos consecutivos.

Se prueba que Ĉ �= C ′, análogamente a como se probó que C �= C̃ ′.

Corolario 2.27 Si D es una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica que no es

un ciclo dirigido de longitud impar que cumple la Propiedad P (αD1 ,�), tal

que toda cadena en (αD1 , �) tiene cota superior y u ∈ V (D), entonces u

pertenece al menos a ΔD(u) + 1 ciclos dirigidos débilmente D2-alternados y

que no tienen 2 polos consecutivos (ΔD(u) = máx{|Γ−(u)|, |Γ+(u)|}).

Demostración.

Supongamos sin pérdida de generalidad que ΔD(u) = |Γ+(u)|. Sea

Γ+(u) = {w1, . . . , wn} y denotemos fi = uwi. Por el Teorema 2.26, sea

fj = uwj ∈ F+(u), tal que existen C0 y C1 dos ciclos dirigidos, distintos,

que pasan por fj , débilmente D2-alternados y sin polos consecutivos.

Por el Teorema 2.19, existe Ci un ciclo dirigido, ((Ci)0u, D2)-normal, de

longitud impar y sin (V (Ci), (Ci)0u)-pseudodiagonales, por lo tanto débil-



106 Caṕıtulo 2

mente D2-alternante (por la Afirmación 2.25), que pasa por fi = uwi, con

i ∈ {2, 3, . . . , n}. Obsérvese que Ci �= Cj , con i �= j, pues uwi ∈ Ci y

uwj ∈ Cj .

Análogamente se sigue la prueba si ΔD(u) = |Γ−(u)|.

2.4. Digráficas núcleo perfectas

En esta sección estudiaremos algunas condiciones suficientes para que

una digráfica finita, tal que ella y todas sus subdigráficas inducidas satisfa-

cen la Propiedad P (αD1 ,�), sea núcleo perfecta. El hecho de sólo considerar

digráficas finitas en esta sección es debido a que las demostraciones se hacen

por contradicción y al suponer que la digráfica no es núcleo perfecta quere-

mos asegurar que contiene una subdigráfica inducida núcleo perfecta cŕıtica.

Y como ya se ha mencionado previamente, hasta el momento sólo podemos

asegurar que existen digráficas núcleo imperfectas cŕıticas finitas.

Definición 2.28 Decimos que D satisface hereditariamente la Pro-

piedad P (αD1 , �), si D satisface la Propiedad P (αD1 ,�) y para cada

F ⊆∗ D, F satisface la Propiedad P (αD1[V (F )],�). Nótese que los conjuntos

independientes de F también son conjuntos independientes de D, aśı que el

orden está bien definido en αD1[V (F )].

Teorema 2.29 Sean D una digráfica finita que satisface hereditariamente

la Propiedad P (αD1 , �) y T ⊂ V (D), tal que D − T es núcleo perfecta.

Además supongamos que para toda u ∈ T se satisface (a) ó (b):

a) Cada ciclo, C , dirigido, (C 0
u , D2)-normal, de longitud impar y que pasa

por u tiene al menos una (V (C ),C 0
u )-pseudodiagonal.

b) Cada ciclo, C , dirigido, (C 1
u , D2)-normal, de longitud impar y que pasa

por u tiene al menos una (V (C ),C 1
u ∪ {u})-pseudodiagonal.
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Entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Si D no es núcleo perfecta, entonces D contiene una sub-

digráfica inducida H núcleo imperfecta cŕıtica, tal H existe pues D es finita.

Ya que D − T es núcleo perfecta, se tiene que H � D − T , por lo tanto

V (H) ∩ T �= ∅.
Sea u ∈ V (H) ∩ T . Como D cumple hereditariamente la Propiedad

P (αD1 , �), se tiene que H satisface la Propiedad P (αD1[H], �). Por el Co-

rolario 2.18, H es fuertemente conexa, aśı que existe f = uv y por los Teo-

remas 2.19 y 2.21, existe en H C1 un ciclo dirigido, ((C1)0u, D′
2)-normal (con

D′
2 = H−D1), de longitud impar y sin (V (C1), (C1)0u)-pseudodiagonales y C2

un ciclo dirigido, ((C2)1u, D′
2)-normal, de longitud impar y sin (V (C2), (C2)1u∪

{u})-pseudodiagonales. Obsérvese que D′
2 = H−D1 ⊂ D−D1 = D2, aśı que

C1 (resp. C2) es ((C1)0u, D2)-normal (resp. ((C2)1u, D2)-normal). Aśı que se

contradice (a) y (b) a la vez.

Teorema 2.30 Sean D una digráfica finita que satisface hereditariamente

la Propiedad P (αD1 , �) y A ⊂ A(D). Supongamos que cada f = uv ∈ A

satisface que:

i) Cada ciclo, C , dirigido, (C 0
u , D2)-normal, de longitud impar y que pasa

por f tiene alguna (V (C ),C 0
u )-pseudodiagonal.

Entonces D es núcleo perfecta si y sólo si cada subdigráfica inducida H de

D, tal que A(H) ∩ A = ∅, es núcleo perfecta.

Demostración. Supongamos por contradicción que D no es núcleo perfecta,

entonces existe H ⊆∗ D, tal que H es núcleo imperfecta cŕıtica. Como D

satisface hereditariamente la Propiedad P (αD1 , �), se tiene que H cumple

la Propiedad P (αD1[H], �).

Como H es núcleo imperfecta cŕıtica, entonces A(H) ∩ A �= ∅. Sea

f = uv ∈ A(H) ∩ A, entonces (por el Teorema 2.19) existe C un ciclo
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dirigido, (C 0
u , D′

2)-normal (de nuevo con D′
2 = H − D1 y por lo tanto

(C 0
u , D2)-normal), de longitud impar, que pasa por f y sin (V (C ),C 0

u )-

pseudodiagonales, lo que contradice (i).

El rećıproco se sigue directamente de la definición de digráfica núcleo

perfecta.

Notación 2.31 Sea C un ciclo dirigido de longitud impar y P(C ) = {w ∈
V (C ) | existe una (V (C ), w)-pseudodiagonal en C } el conjunto de polos de

C . Definimos los siguientes conjuntos:

C (1) =
⋃

v∈P(C )

C 1
v ,

C (0) = P(C ) ∪
⋃

u∈P(C )

C 0
u

C (1) (resp. C (0)) son los vértices de C que están a distancia impar (resp.

par) de un polo de C .

Corolario 2.32 Sean D una digráfica finita que satisface hereditariamente

la Propiedad P (αD1 , �) y T ⊂ V (D), tal que D − T es núcleo perfecta.

Si cada ciclo, C , dirigido débilmente D2-alternado, tal que V (C ) ∩ T �= ∅,
satisface que C = C (0), entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Supongamos por contradicción que D no es núcleo perfecta,

entonces (por el Teorema 2.29) existe u ∈ T , tal que no se cumple ni (a), ni

(b).

Como no se cumple (b), existe C un ciclo dirigido, (C 1
u , D2)-normal y

de longitud impar, aśı que es débilmente D2-alternado, que pasa por u y sin

(V (C ),C 1
u ∪ {u})-pseudodiagonales. Como pasa por u, se tiene que V (C ∩

T ) �= ∅, por lo tanto C = C (0).

Ya que C no tiene (V (C ),C 1
u∪{u})-pseudodiagonales, se tiene que u0, u1,

u3, . . . , u2n−1 /∈ P(C ). Por lo tanto u0 ∈ C 0
ui

, con ui ∈ P(C ), pero

u0 ∈ C 0
ui

⇔ i es impar.
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ui no es polo si i es impar, aśı que u0 /∈ C 0
ui

, para cada ui ∈ P(C ). Por lo

tanto C �= C (0), lo cual contradice las hipótesis.

Corolario 2.33 Sean D una digráfica finita que cumple hereditariamente la

Propiedad P (αD1 ,�) y A ⊂ A(D). Supongamos que cada ciclo, C , dirigido

débilmente D2-alternado, tal que A(C )∩A �= ∅, satisface C = C (1). Entonces

D es núcleo perfecta si y sólo si cada subdigráfica inducida H de D, tal que

A(H) ∩ A = ∅, es núcleo perfecta.

Demostración. Sean f = uv ∈ A y C un ciclo dirigido, (C 0
u , D2)-normal

y de longitud impar, por lo tanto débilmente D2-alternado, que pasa por f ,

entonces V (C ) ∩ A �= ∅. Por hipótesis, C = C (1), por lo tanto u0 ∈ C 1
ui

,

para alguna ui ∈ P(C ). Pero u ∈ C 1
ui

sólo cuando i es par, aśı que existe

i = 2k, tal que ui es polo. Luego C tiene una (V (C ),C 0
u )-pseudodiagonal,

por lo tanto (por el Teorema 2.30), D es núcleo perfecta si y sólo si cada

subdigráfica inducida H de D, tal que A(H) ∩ A = ∅, es núcleo perfecta.

2.5. Aplicaciones

Los resultados de esta última sección del Caṕıtulo 2 son consecuencia de

los resultados de las dos secciones anteriores. Se dan condiciones en la es-

tructura de digráficas finitas que satisfacen hereditariamente P (αD1 , �) para

que sean núcleo perfectas. Dichas condiciones involucran ciclos débilmente

D2-alternados que no intersectan ciertos conjuntos de vértices o flechas o

que cuentan con algunas pseudodiagonales.

Observación 2.34 ([19]) Sean C = (u0, u1, . . . , u2n, u0) un ciclo dirigido

de longitud impar en D y P(C ) = {ui0 , ui1 , . . . , uik} el conjunto de los polos

de C , con 0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik ≤ 2n. Entonces:
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1. V (C ) = C (0) si y sólo si:

i.1) existe j, con 1 ≤ j ≤ k, tal que ij+1 = ij + 1 ó

i.2) existen j, l, con 1 ≤ j < l ≤ k, tal que la (uij , uij+1)-trayectoria

y la (uil , uil+1
)-trayectoria, ambas dirigidas, están contenidas en

C y tienen longitud impar (La adición es tomada módulo k).

2. V (C ) = C (1) si y sólo si (i.2).

Demostración.

1. Supongamos que V (C ) = C (0). Si hay dos polos consecutivos se tiene

que se cumple (i.1).

Supongamos entonces que no hay dos polos consecutivos. Podemos

suponer que u0 es polo, aśı que i1 ≥ 1 y supongamos también que la

(u0, ui1)-trayectoria dirigida es de longitud impar. Como C tiene longi-

tud impar no puede estar dividida en arcos pares. Ahora supongamos

por contradicción que las (uij , uij+1)-trayectorias son de longitud par,

con ij �= 0.

u1 /∈ C 0
u0

y como u0 ∈ C 0
uij

, para cada uij ∈ P(C ) − {u0}, entonces

u1 /∈ C 0
uij

, para cada uij ∈ P(C ). Lo que contradice que C (0) = V (C )

(Fig. 2.15).

...

u0

par

par

ui1

ui3 ui2par

uik

par

par

imparu1

Figura 2.15.
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Supongamos que se cumple (i.1). Sin pérdida de generalidad, sean

u0, u1 ∈ P(C ), entonces u2k ∈ C 0
u0

, con 0 < 2k ≤ 2n, y u2k+1 ∈ C 0
u1

,

con 1 < 2k + 1 ≤ 2n − 1.

Supongamos que se cumple (i.2). Sean P1 = (u0, u1, . . . , ui1) y P2 =

(uij , uij+1) dos trayectorias dirigidas, contenidas en C y de longitud

impar. Supongamos que ul ∈ (ui1 , C , u0):

si l = 2k, entonces ul ∈ C 0
u0

,

si l = 2k + 1, entonces ul ∈ C 0
ui1

.

Análogamente si ul ∈ (uij+1 , C , uij ).

2. Supóngase que V (C ) = C (1), podemos suponer que u0 ∈ P(C ) y que

la (u0, ui1)-trayectoria, P , es de longitud impar. Supongamos ahora

por contradicción que las (uij ,uij+1)-trayectorias son de longitud par,

j �= 0 (Fig. 2.16).

. . .
par

impar

impar

u0

ui1

par

ui2ui3 par

par

par

par

uil

uik

Figura 2.16.

u0 /∈ C 1
ui1

∪ C 1
u0

, pues supusimos que P = (u0, . . . , ui1) es de longitud

impar y el ciclo es de longitud impar. Entonces existe uil ∈ P(C ), tal

que u0 ∈ C 1
uil

. Aśı la (uil , u0)-trayectoria es de longitud impar, lo que

contradice que todas las (uij , uij+1)-trayectorias son de longitud par,

con j �= 0.

Supongamos que se cumple (i.2). Sean P1 = (u0, u1, . . . , ui1) y P2 =

(uij , uij+1) dos trayectorias dirigidas, contenidas en C y de longitud
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impar. Supongamos que ul ∈ (ui1 ,C , u0):

si l = 2k + 1, entonces ul ∈ C 0
u0

,

si l = 2k, entonces ul ∈ C 0
ui1

.

Análogamente si ul ∈ (uij+1 ,C , uij ).

Proposición 2.35 Sean D una digráfica finita que satisface hereditaria-

mente la Propiedad P (αD1 , �) y T ⊂ V (D). Si D−T es núcleo perfecta y pa-

ra cada ciclo dirigido débilmente D2-alternado en D, C = (u0, u1, . . . , u2n, u0),

tal que V (C )∩T �= ∅, existe i tal que ui, ui+1 ∈ P(C ), entonces D es núcleo

perfecta.

Demostración. Tenemos que existe i, tal que ui, ui+1 ∈ P(C ), entonces,

por la Observación 2.34, se tiene que C = C (0). Por lo tanto (por el Corolario

2.32) D es núcleo perfecta.

Esta proposición implica el siguiente resultado obtenido por Duchet [7]:

Teorema 2.36 Si cada ciclo, C = (u0, u1, . . . , un, u0), dirigido de longitud

impar en D tiene dos pseudodiagonales de la forma ukuk+2 y uk+1uk+3,

entonces D tiene núcleo.

Proposición 2.37 D es una digráfica finita que satisface hereditariamente

la Propiedad P (αD1 , �). D es núcleo perfecta si y sólo si D − Vo.a(D) es

núcleo perfecta, donde Vo.a(D) denota el conjunto de vértices de D que no

pertenecen a un ciclo dirigido, débilmente D2-alternado.

Demostración. Si D es núcleo perfecta, se tiene que D−Vo.a lo es también,

por la definición de núcleo perfecta.

Supongamos que D − Vo.a es núcleo perfecta, entonces se cumplen las

hipótesis del Teorema 2.29, por lo tanto D es núcleo perfecta.
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Proposición 2.38 Sea D digráfica finita que cumple hereditariamente la

Propiedad P (αD1 , �). Si cada ciclo, C , dirigido débilmente D2-alternado,

con al menos una flecha uv ∈ Asim(D), tiene una pseudodiagonal fc, tal que

para ciclo, γ, dirigido débilmente D2-alternado que contiene a fc, satisface

que V (γ) = γ(1), entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Supongamos por contradicción que D no es núcleo perfecta.

Luego existe H ⊆∗ D, tal que H es núcleo imperfecta cŕıtica.

Sea f0 = xy ∈ H, entonces (por el Teorema 2.19) existe C un ciclo diri-

gido, (C 0
x , D2)-normal, de longitud impar, que pasa por f0 y sin (V (C ),C 0

x )-

pseudodiagonales, por lo tanto C no es simétrico.

Y por hipótesis, C tiene una pseudodiagonal, fc = uv, en D y también

en H, puesto que H es una subdigráfica inducida de D, tal que cada ciclo,

γ = (u = u0, v = u1, . . . , u2n, u0), dirigido débilmente D2-alternado, que

pasa por fc, satisface que V (γ) = γ(1).

Por la Observación 2.34, existen i < j < k < l, tal que ui y uj son

polos consecutivos en γ, al igual que uk y ul. Y la (ui, uj)-trayectoria y la

(uk, ul)-trayectoria son de longitud impar.

Sea P la (ui, uj)-trayectoria y supongamos, sin pérdida de generalidad,

que u0 /∈ P (de lo contrario tomamos a P como la (uk, ul)-trayectoria). Si i

es par, entonces el polo u0 ∈ γ0
u0

. De lo contrario j es par y se tendŕıa que

el polo uj ∈ γ0
u0

. Aśı que todo ciclo, γ, dirigido débilmente D2-alternado

que pasa por fc tiene (V (γ), γ0
u)-pseudodiagonales, lo que no puede suceder

debido al Teorema 2.19.

Proposición 2.39 Denotemos por Fo.a(D) el conjunto de flechas de D que

no están contenidas en ningún ciclo dirigido, débilmente D2-alternado. Sea

D una digráfica finita que cumple hereditariamente la Propiedad P (αD1 ,�),
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entonces:

D es núcleo perfecta si y sólo si cada subdigráfica inducida H de D, tal que

A(H) ∩ Fo.a(D) = ∅, es núcleo perfecta.

Demostración. Sea A = Fo.a, entonces para cada ciclo, C , dirigido débil-

mente D2-alternado se tiene que A(C ) ∩ A = ∅. Aśı que se cumple, por

vacuidad, las hipótesis del Corolario 2.33. Por lo tanto D es núcleo perfecta

si y sólo si cada subdigráfica inducida H de D, tal que A(H) ∩ Fo.a = ∅, es

núcleo perfecta.

Proposición 2.40 Sea D una digráfica finita que cumple hereditariamente

la Propiedad P (αD1 ,�), sin ciclos dirigidos inducidos de longitud impar y

sea T ⊂ V (D). Supongamos que cada u ∈ T pertenece a lo más a ΔD(u)

ciclos dirigidos débilmente D2-alternados. Entonces D es núcleo perfecta si

y sólo si D − T es núcleo perfecta.

Demostración. Supongamos que D no es núcleo perfecta, entonces existe

H ⊆∗ D, tal que H es núcleo imperfecta cŕıtica. H no es un ciclo de longitud

impar, puesto que no hay ciclos de longitud impar inducidos.

V (H)∩T �= ∅, de lo contrario H ⊂ D−T , lo que contradice la hipótesis de

que D − T es núcleo perfecta. Sea u ∈ V (H)∩ T , entonces, por el Corolario

2.27, u pertenece al menos a ΔD(u) + 1 ciclos dirigidos débilmente D2-

alternados, lo que contradice las hipótesis.

El rećıproco es obvio.



Caṕıtulo 3

Consecuencias y más

aplicaciones

El tipo de resultados obtenidos en este caṕıtulo son de gran importan-

cia debido a que se dan condiciones para que una digráfica, no sólo finita,

sino también infinita, sea núcleo perfecta. Estos resultados son novedosos

dentro de la teoŕıa de núcleos pues en la literatura actual existen muy po-

cos resultados para digráficas infinitas. En la primera sección se muestran,

como consecuencias de los Teoremas 1.12 y 1.16, dos importantes teoremas

que fueron la motivación principal de este trabajo. Como se comentó en el

Caṕıtulo 1, el Teorema 1.15 se utilizará para concluir la mayoŕıa de los re-

sultados de este caṕıtulo. Especialmente para decidir cuándo uniones de dos

digráficas, de ciertas familias ya conocidas, es núcleo perfecta.

3.1. Dos consecuencias importantes

Los dos siguientes teoremas fueron la motivación principal de los resul-

tados del Caṕıtulo 1, en particular del Teorema 1.12 y del Teorema 1.16.

Estos teoremas proporcionan condiciones para que una digráfica sea núcleo

perfecta, en términos de seminúcleos módulo F , como las del Teorema 3.1

115
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en términos de seminúcleos. Estos teoremas tienen condiciones similares a

las del Teorema 3.2, sin embargo este último sólo aplica a digráficas finitas.

De esta manera se generalizan estos dos importantes resultados.

Teorema 3.1 (V. Neumann-Lara, [33]) Sea D una digráfica. Cada sub-

digráfica inducida tiene un seminúcleo no vaćıo si y sólo si es núcleo perfecta.

Demostración. Si D1 = Sim(D), claramente, es asimétricamente transiti-

va y no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, D es ΓD1-libre

(resp. β′
D1

) pues en toda Ak ∈ ΓD1 (resp. Ak ∈ β′
D1

) hay una flecha en

Asim(D1). Y toda subdigráfica inducida tiene un seminúcleo, por lo tanto,

tiene un seminúcleo módulo A(D1).

El rećıproco es inmediato.

Teorema 3.2 (H. Galeana-Sánchez, [15]) Sean D una digráfica finita y

D1 una subdigráfica asimétricamente transitiva de D. Si D es una digráfica

βD1-libre y cada subdigráfica inducida de D tiene un seminúcleo no vaćıo

módulo A(D1), entonces D es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Como D es finita, no contiene ninguna H(k, D1), para k =

4, 5, 6, 8, 9, 10, 10′, 10′′, aśı que cumple con todas las hipótesis del Teorema

1.12. Aunque también se puede observar que se cumplen las hipótesis del

Teorema 1.16, ya que al ser βD1-libre, también es β′
D1

-libre. Aśı que D es

núcleo perfecta.

3.2. Unión de familias de digráficas conocidas

Existen familias de digráficas que se sabe son núcleo perfectas, como las

digráficas pretransitivas derecha e izquierda [8], transitivas [24], simétricas
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[2] y además se conoce que uniones de dos digráficas de cierta familia resul-

ta también ser núcleo perfecta ([22], [39]). Ayudados por el Teorema 1.15,

daremos condiciones para asegurar si la unión de dos digráficas de ciertas

familias es núcleo perfecta. Daremos a continuación algunos resultados y

definiciones que nos serán de utilidad.

Definición 3.3 Una digráfica D es llamada pretransitiva derecha (resp.

pretransitiva izquierda), si uv, vw ∈ A(D) implica que uw ó wv ∈ A(D)

(resp. uw ó vu ∈ A(D)).

Lema 3.4 Si D es una digráfica pretransitiva derecha o pretransitiva iz-

quierda, entonces D es asimétricamente transitiva.

Demostración. Sean xy, yz ∈ Asim(D), entonces por ser D pretransitiva

derecha (resp. pretransitiva izquierda) xz ∈ A(D) ya que zy /∈ A(D) (resp.

yx /∈ A(D)). Si zx ∈ A(D) como xy ∈ A(D) (resp. yz ∈ A(D)), entonces

se tiene que yx ó zy ∈ A(D) (resp. zy ó yx ∈ A(D)), lo cual contradice las

hipótesis. Por lo tanto xz ∈ Asim(D).

Observación 3.5 Si la digráfica D es transitiva, entonces es pretransitiva

izquierda (resp. pretransitiva derecha). Si u, v, w ∈ V (D) tales que uv, vw ∈
A(D), entonces, por ser D transitiva, uw ∈ A(D). Y por el Lema 3.4 es

también asimétricamente transitiva. También obsérvese que toda digráfica

simétrica es también asimétricamente transitiva.

Lema 3.6 Sea D una digráfica. Si existen 2 subdigráficas de D, D1 y D2,

tales que D = D1∪D2, con D2 asimétricamente transitiva y sin trayectorias

infinitas exteriores asimétricas, entonces para toda subdigráfica inducida H

de D, existe un vértice v ∈ V (H) tal que toda flecha vz ∈ A(H) ∩A(D2) es

simétrica.
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Demostración. Supongamos lo contrario, es decir, que existe una subdi-

gráfica inducida H de D tal que para todo v ∈ V (H), existe una flecha

vz ∈ A(H) ∩ A(D2), tal que vz ∈ H = A(H) ∩ A(D2) ∩ A(Asim(D)). Sea

v0 ∈ V (H), entonces existe v1 ∈ V (H) tal que v0v1 ∈ H. Luego existe

v2 ∈ V (H), tal que v1v2 ∈ H. Aśı que existe v3 ∈ V (H) tal que v2v3 ∈ H. Y

aśı sucesivamente. Obtenemos aśı una sucesión infinita (v0, v1, v2, v3, . . .). Es-

ta sucesión es una trayectoria, de lo contrario, existiŕıa vj tal que vj+1 = vi,

con i < j. i �= j − 1, pues vjvj+1 ∈ Asim(D), aśı que i < j − 1. Entonces

tenemos que vjvi, vivi+1 ∈ H ⊂ Asim(D2) y por ser D2 asimétricamente

transitiva vjvi+1 ∈ Asim(D2). Aśı que de manera análoga podemos demos-

trar que vjvk ∈ Asim(D2), con k > i, en particular, vjvj−1 ∈ Asim(D2), lo

cual es una contradicción, pues vj−1vj ∈ Asim(D).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que vi = v0. Demostraremos

que v0vl ∈ Asim(D2) para toda l > 0. Sabemos que v0v1 ∈ Asim(D2),

por la elección de v1. Ahora supongamos, como hipótesis de inducción, que

v0vl ∈ Asim(D2). Tenemos que vlvl+1 ∈ Asim(D2), entonces, ya que D2 es

asimétricamente transitiva, v0vl+1 ∈ Asim(D2), lo cual es una contradicción,

por lo tanto vlv0 /∈ A(D2). Analógamente se tiene que vivj ∈ Asim(D2), para

toda i, j, con i < j.

Aśı que D2 contiene una trayectoria, (v0, v1, v2, v3 . . .), la cual es exterior

e infinita por construcción, también es asimétrica pues sus flechas están

contenidas en H lo cual contradice las hipótesis. Por lo tanto existe v ∈ V (H)

tal que toda vz ∈ A(H) ∩ A(D2) es simétrica.

Ahora con ayuda del Lema 3.6 y la Observación 3.5, podemos decir

cuando la unión entre digráficas asimétricamente transitivas, pretransitivas

izquierdas, pretransitivas derechas, transitivas y simétricas son núcleo per-

fectas, esto como consecuencia de los Teoremas 1.15 y 1.16. De nuevo, para

ayuda del lector, se dan dos esquemas (Figuras 3.1 y 3.2), en donde se puede

apreciar las implicaciones entre los corolarios.
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Cor. 3.19

Asim. Trans. ∪ Asim. Trans.

{A2, A3, A13, A14, A15}
Cor. 3.8

Cor. 3.7
{A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}

Pretrans. Izq ∪ Trans.
{A3, A5, A10, A13}

Cor. 3.20

Cor. 3.20
{A3, A13, A15}

Trans. ∪ Pretrans. Der.
{A2, A6, A10′ , A14}

Cor. 3.23
{A2, A14, A15}

Cor. 3.24

Pretrans.Der. ∪ Trans.
Cor. 3.21

Trans. ∪ Pretran. Izq.
Cor. 3.22

Trans. ∪ Trans.
Cor. 3.25

Trans. ∪ Asim. Trans.
{A2, A6, A10′ , A14}

Cor. 3.15
{A2, A14, A15}

Cor. 3.16

Asim. Trans. ∪ Trans.
{A3, A5, A10, A13}

Cor. 3.14

Cor. 3.13
{A3, A13, A15}

Asim. Trans. ∪ Pretrans. Der.
{A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}

Cor. 3.9
{A2, A3, A13, A14, A15}

Cor. 3.10

Pretrans. Izq. ∪ Asim. Trans.
{A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}

{A2, A3, A13, A14, A15}
Cor. 3.12

Cor. 3.11

Pretrans.Der. ∪ Asim. Trans.
{A2, A6, A10′ , A14}

Cor. 3.11
{A2, A14, A15}

Cor. 3.12

Asim. Trans. ∪ Pretran. Izq.
{A3, A5, A10, A13}

{A3, A13, A15}
Cor. 3.10

Cor. 3.9

Pretrans. Izq. ∪ Pretrans. Der.
{A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}

{A2, A3, A13, A14, A15}
Cor. 3.18

Cor. 3.17
Pretrans.Der. ∪ Pretrans. Izq.

Figura 3.1. Esquema 1
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El Esquema 3.1 incluye todas las posibles uniones entre digráficas

asimétricamente transitivas, pretransitivas izquierdas, pretransitivas dere-

chas y transitivas, considerando que en una misma unión se puede tomar a

cualquiera de las dos digráficas como la subdigráfica D1.

Corolario 3.7 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1 y

D2, tales que D = D1 ∪D2 (A(D1)∩A(D2) = ∅), donde Di es una digráfica

asimétricamente transitiva sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas,

i ∈ {1, 2}, y D es {A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}-libre, entonces D es

núcleo perfecta.

Demostración. Hay que verificar que se cumplen las hipótesis del Teorema

1.15:

D1 es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas por hipótesis.

D es ΓD1-libre, pues es {A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}-libre y

A1, A4, A7, A8, A9, A10′′ , A11, A12 �∗ D por ser D2 asimétricamente

transitiva.

Por el Lema 3.6, ya que D2 no tiene trayectorias infinitas exteriores

asimétricas, para toda subdigráfica inducida H, existe un vértice v,

tal que toda flecha en D2 que sale de v es simétrica. Luego v es un

seminúcleo módulo A(D1) de H.

Corolario 3.8 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1 y

D2, tales que D = D1 ∪D2 (A(D1)∩A(D2) = ∅), donde Di es una digráfica

asimétricamente transitiva sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas,

i ∈ {1, 2}, y D es {A2, A3, A13, A14, A15}-libre, entonces D es núcleo perfec-

ta.
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Demostración. Hay que verificar que se cumplen las hipótesis del Teorema

1.15:

D1 es asimétricamente transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores

asimétricas por hipótesis.

D es β′
D1

-libre, pues es {A2, A3, A13, A14, A15}-libre y A1, A11, A12 �∗

D por ser D2 asimétricamente transitiva.

Por el Lema 3.6, ya que D2 no tiene trayectorias infinitas exterio-

res asimétricas, toda subdigráfica inducida de D tiene un seminúcleo

módulo A(D1).

Corolario 3.9 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es una

digráfica asimétricamente transitiva, D2 es una digráfica pretransitiva iz-

quierda (resp. pretransitiva derecha), Di no contiene trayectorias infinitas

exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es {A3, A5, A10, A13}-libre (resp.

{A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}-libre), entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Como D2 es pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva

derecha) es también asimétricamente transitiva y por el Corolario 3.7 bas-

ta probar que es {A2, A6, A10′ , A14}-libre lo cual se tiene pues D2 es pre-

transitiva izquierda, (resp. es {A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}-libre por

hipótesis).

Corolario 3.10 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica asimétricamente transitiva, D2 es una digráfica pretransiti-

va izquierda (resp. pretransitiva derecha), Di no contiene trayectorias infi-

nitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es {A3, A13, A15}-libre (resp.

{A2, A3, A13, A14, A15}-libre), entonces D es núcleo perfecta.
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Demostración. Como D2 es pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva

derecha) es también asimétricamente transitiva y por el Corolario 3.8 bas-

ta probar que es {A2, A14}-libre lo cual se tiene pues D2 es pretransitiva

izquierda (resp. es {A2, A3, A13, A14, A15}-libre por hipótesis).

Corolario 3.11 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es una

digráfica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva derecha), D2 es una di-

gráfica asimétricamente transitiva, Di no contiene trayectorias infinitas ex-

teriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es {A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}-
libre (resp. {A2, A6, A10′ , A14}-libre), entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Si D1 es pretransitiva izquierda, entonces es también a-

simétricamente transitiva, y por el Corolario 3.7 se tiene que D es núcleo

perfecta.

Si D1 es pretransitiva derecha, es también asimétricamente transitiva, y

por el Corolario 3.7, basta probar que es {A3, A5, A10, A13}-libre, lo cual se

tiene debido a que D1 es pretransitiva derecha.

Corolario 3.12 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva derecha), D2 es una

digráfica asimétricamente transitiva, Di no contiene trayectorias infinitas

exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es {A2, A3, A13, A14, A15}-libre (resp.

{A2, A14, A15}-libre), entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Si D1 es pretransitiva izquierda, es también asimétrica-

mente transitiva, y por el Corolario 3.8 se tiene que D es núcleo perfecta.
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Si D1 es pretransitiva derecha, es también asimétricamente transitiva,

y por el Corolario 3.8, basta probar que es {A3, A13}-libre, lo cual se tiene

debido a que D1 es pretransitiva derecha.

Corolario 3.13 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica asimétricamente transitiva, D2 es una digráfica transitiva, Di

no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es

{A3, A5, A10, A13}-libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Como D2 es transitiva, es pretransitiva izquierda, entonces

aplicamos el Corolario 3.9.

Corolario 3.14 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica asimétricamente transitiva, D2 es una digráfica transitiva, Di

no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es

{A3, A13, A15}-libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Como D2 es transitiva, es pretransitiva izquierda y aplica-

mos el Corolario 3.10.

Corolario 3.15 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica transitiva, D2 es una digráfica asimétricamente transitiva, Di

no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es

{A2, A6, A10′ , A14}-libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Se obtiene como consecuencia del Corolario 3.11.
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Corolario 3.16 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica transitiva, D2 es una digráfica asimétricamente transitiva, Di

no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es

{A2, A14, A15}-libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Se obtiene como consecuencia del Corolario 3.12.

Corolario 3.17 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es una

digráfica pretransitiva izquierda, D2 es una digráfica pretransitiva derecha,

Di no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D

es {A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}-libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Como D2 es pretransitiva derecha, también es asimétrica-

mente transitiva, aśı que aplicamos el Corolario 3.11 y se obtiene lo que se

desea.

Corolario 3.18 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es una

digráfica pretransitiva izquierda, D2 es una digráfica pretransitiva derecha,

Di no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D

es {A2, A3, A13, A14, A15}-libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Como D2 es pretransitiva derecha, también es asimétrica-

mente transitiva, aśı que se aplica el Corolario 3.12.
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Corolario 3.19 (Galeana-Sánchez, Rojas-Monroy [22]) Sea D una di-

gráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2

(A(D1)∩A(D2) = ∅), donde D1 es una digráfica pretransitiva derecha, D2 es

una digráfica pretransitiva izquierda y Di no contiene trayectorias infinitas

exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Ya que D2 es pretransitiva izquierda, entonces es asimétri-

camente transitiva, aśı que podemos aplicar el Corolario 3.11. Por lo que

hay que probar que es {A2, A6, A10′ , A14}-libre y esto sucede ya que D2 es

pretransitiva izquierda.

Corolario 3.20 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1∪D2 (A(D1)∩A(D2) = ∅), donde D1 es una digráfica

pretransitiva izquierda, D2 es una digráfica transitiva, Di no contiene trayec-

torias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es {A3, A5, A10, A13}
ó {A3, A13, A15}-libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Tenemos que D1 es asimétricamente transitiva, por lo que

aplicamos el Corolario 3.13 ó 3.14.

Corolario 3.21 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica pretransitiva derecha, D2 es una digráfica transitiva y Di no

contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D

es núcleo perfecta.

Demostración. Tenemos que D2 es pretransitiva izquierda, por lo que apli-

camos el Corolario 3.19.
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Corolario 3.22 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica transitiva, D2 es una digráfica pretransitiva izquierda y Di no

contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D

es núcleo perfecta.

Demostración. Se tiene que D1 y D2 son pretransitivas derecha e izquier-

da, respectivamente, aśı que el corolario se obtiene como consecuencia del

Corolario 3.19.

Corolario 3.23 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1∪D2 (A(D1)∩A(D2) = ∅), donde D1 es una digráfica

transitiva, D2 es una digráfica pretransitiva derecha, Di no contiene trayec-

torias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es {A2, A6, A10′ , A14}-
libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Tenemos que D2 es pretransitiva derecha, aśı que también

es asimétricamente transitiva, por lo que aplicamos el Corolario 3.15.

Corolario 3.24 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1∪D2 (A(D1)∩A(D2) = ∅), donde D1 es una digráfica

transitiva, D2 es una digráfica pretransitiva derecha, Di no contiene trayec-

torias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, y D es {A2, A14, A15}-libre,
entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Tenemos que D2 es pretransitiva derecha, aśı que también

es asimétricamente transitiva, por lo que aplicamos el Corolario 3.16.
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Corolario 3.25 (Sands, Sauer, Woodrow, 82) Sea D una digráfica; si

existen 2 subdigráficas de D, D1 y D2 tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩
A(D2) = ∅), con Di transitiva y sin trayectorias infinitas exteriores asimétri-

cas, i = 1, 2, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Ya que D1 y D2 son transitivas, se tiene que son pretransi-

tiva derecha y pretransitiva izquierda, respectivamente, aśı que el corolario

se obtiene como consecuencia del Corolario 3.21 ó 3.22.

Ahora presentamos el Esquema 3.2, éste incluye todas las posibles unio-

nes entre una digráfica simétrica y una digráfica asimétricamente transitiva,

transitivas, pretransitiva izquierda o pretransitiva derecha. Considerando

que en una misma unión se puede tomar a la digráfica simétrica como la

subdigráfica D1 ó la D2.

Corolario 3.26 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es una

digráfica asimétricamente transitiva, D2 es una digráfica simétrica y Di no

contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D

es núcleo perfecta.

Demostración. Ya que una digráfica simétrica es asimétricamente transi-

tiva (Obs. 3.5), podemos aplicar el Corolario 3.7 ó 3.8. Por lo tanto, hay que

verificar que D sea {A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14} ó {A2, A3, A13, A14,

A15}-libre, lo cual sucede por ser D2 simétrica.

Corolario 3.27 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es una

digráfica simétrica, D2 es una digráfica asimétricamente transitiva y Di no

contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D

es núcleo perfecta.
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Pretrans. Der./Izq. ∪ Simétrica

Simétrica ∪ Simétrica

Asim. Trans. ∪ Asim. Trans.
{A2, A3, A5, A6, A10, A10′ , A13, A14}

Cor. 3.7

{A2, A3, A13, A14, A15}
Cor. 3.8

Cor. 3.28

Asim. Trans. ∪ Simétrica
Cor. 3.26

Cor. 3.30

Transitiva ∪ Simétrica

Cor. 3.31

Cor. 3.29

Simétrica ∪ Asim. Trans.
Cor. 3.27

Simétrica ∪ Transitiva

Simétrica ∪ Pretrans. Der./Izq.

Cor. 3.32

Figura 3.2.

Demostración. De nuevo podemos aplicar el Corolario 3.7 ó 3.8, ya que

D1 es también asimétricamente transitiva.

Corolario 3.28 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1
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y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es una

digráfica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva derecha), D2 es una di-

gráfica simétrica y Di no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétri-

cas, i ∈ {1, 2}, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Como la digráfica D1 es pretransitiva izquierda (resp. pre-

transitiva derecha), entonces es asimétricamente transitiva, por lo que se

puede aplicar el Corolario 3.26.

Corolario 3.29 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1∪D2 (A(D1)∩A(D2) = ∅), donde D1 es una digráfica

simétrica, D2 es una digráfica pretransitiva izquierda (resp. pretransitiva

derecha) y Di no contiene trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈
{1, 2}, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Es una consecuencia directa del Corolario 3.27.

Corolario 3.30 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es

una digráfica transitiva, D2 es una digráfica simétrica y Di no contiene

trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D es núcleo

perfecta.

Demostración. Puesto que una digráfica transitiva es pretransitiva derecha

o pretransitiva izquierda, este corolario es consecuencia directa del Corolario

3.28.

Corolario 3.31 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D,

D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde D1 es
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una digráfica simétrica, D2 es una digráfica transitiva y Di no contiene

trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D es núcleo

perfecta.

Demostración. Es una consecuencia del Corolario 3.29.

Corolario 3.32 Toda digráfica simétrica es núcleo perfecta.

Demostración. Cualquier digráfica simétrica es la unión de dos digráficas

simétricas, ajenas en flechas, aśı que por el Corolario 3.28 ó 3.29 es núcleo

perfecta.

Si D es la unión de dos digráficas pretransitivas derechas o dos pretran-

sitivas izquierdas, entonces D no necesariamente es núcleo perfecta, como

mostraron Galeana-Sánchea y Rojas-Monroy, [22] con los siguientes contrae-

jemplos, (Fig. 3.3):

D′

1

vu

x w

u v

wx

1 2 1 2

2

2

1

1

1

22

D

Figura 3.3.

1. V (D1) = V (D2) = {u, v, w, x}, A(D1) = {xu, uw, wu, vw}, A(D2) =

{uv, xv, vx, wx} y D = D1 ∩ D2
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2. V (D′
1) = V (D′

2) = {u, v, w, x}, A(D′
1) = {uv, uw, wu, wx}, A(D′

2) =

{xu, xv, vx, vw} y D′ = D′
1 ∩ D′

2.

En los siguientes corolarios se dan condiciones suficientes para decir

cuándo la unión de dos digráficas pretransitivas izquierdas o dos pretransi-

tivas derechas resulta ser una digráfica núcleo perfecta.

Corolario 3.33 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), con D1 una digráfi-

ca asimétrica, Di es una digráfica pretransitiva izquierda sin trayectorias

infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Para demostralo vamos a probar que se cumplen las hipóte-

sis del Teorema 1.15.

D1 es asimétricamente transitiva, por el Lema 3.4 y sin trayectorias

inifinitas exteriores asimétricas.

D es ΓD1-libre:

• A3, A5, A10, A13 �∗ D, debido a que D1 es asimétrica.

• A1, A2, A4, A6, A7, A8, A9, A10′ , A10′′ , A11, A12, A14 �∗ D, pues co-

mo w
2→ x y x

2→ y, se tiene que w
2→ y ó x

2→ w (Fig. 3.4).

Toda subdigráfica inducida de D tiene un seminúcleo módulo A(D1),

debido al Lema 3.6.

Corolario 3.34 Sea D una digráfica finita. Si existen dos subdigráficas de

D, D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde cada

triángulo dirigido es simétrico, D es {A3}-libre y Di es una digráfica pretran-

sitiva izquierda sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2},
entonces D es núcleo perfecta.
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Figura 3.4.

Demostración. Para demostralo vamos a probar que se cumplen las hipóte-

sis del Teorema 3.2, puesto que D es finita.

D1 es asimétricamente transitiva (Lema 3.4).

D es βD1-libre:

• A1, A2, A7, A11, A12, A14 �∗ D, por el mismo razonamiento que

en el corolario anterior.

• A3 �∗ D, por hiṕotesis.
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• A13 �∗ D, pues todos los triángulos son simétricos.

Toda subdigráfica inducida de D tiene un seminúcleo módulo A(D1)

(Lema 3.6).

Corolario 3.35 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde cada triángulo

dirigido es simétrico, D es {A3, A5}-libre y Di es una digráfica pretransi-

tiva izquierda sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2},
entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Nuevamente probaremos que se cumplen las hipótesis del

Teorema 1.15.

D1 es asimétricamente transitiva (Lema 3.4), sin trayectorias infinitas

exteriores asimétricas.

D es ΓD1-libre:

• A1, A2, A4, A6, A7, A8, A9, A10′ , A10′′ , A11, A12, A14 �∗ D, por el

mismo argumento que en el Corolario 3.34.

• A3, A5 �∗ D, por hiṕotesis.

• A10, A13 �∗ D, debido a que los triángulos son simétricos.

De nuevo, por el Lema 3.6 se tiene que toda subdigráfica inducida de

D tiene un seminúcleo módulo A(D1).

Corolario 3.36 Sea D una digráfica finita. Si existen dos subdigráficas de

D, D1 y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde cada

triángulo dirigido es simétrico, D es {A2}-libre y Di es una digráfica pre-

transitiva derecha, i ∈ {1, 2}, entonces D es núcleo perfecta.
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Demostración. Ya que D es finita, vamos a probar que se cumplen las

hipótesis del Teorema 3.2.

Por Lema 3.4, D1 es asimétricamente transitiva.

D es βD1-libre:

• A1, A3 �∗ D, pues como w
2→ x y x

2→ y se tiene que w
2→ y

ó y
2→ x (Fig. 3.4).

• A2 �∗ D, por hipótesis.

• A7, A11, A12, A13, A14 �∗ D, ya que no contienen triángulos

simétricos.

Existe un vértice v ∈ H, con H ⊆∗ D, tal que para toda flecha vz ∈
A(H)∩A(D2) es simétrica, aśı que {v} es un seminúcleo módulo A(D1)

de H.

Corolario 3.37 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1 ∪ D2 (A(D1) ∩ A(D2) = ∅), donde cada triángulo

dirigido es simétrico, D es {A2, A5, A6}-libre y Di es una digráfica pretran-

sitiva derecha sin trayectorias infinitas exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2},
entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Probaremos que se cumplen las hipótesis del Teorema 1.15.

Por Lema 3.4, D1 es asimétricamente transitiva y por hipótesis no

tiene trayectorias infinitas exterionres asimétricas.

D es ΓD1-libre:

• A1, A3, A4 �∗ D, debido a que w
2→ x y x

2→ y implica que w
2→ y

ó y
2→ x (Fig. 3.4).

• A2, A5, A6 �∗ D, por hipótesis.
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• A7, A8, A9, A10, A10′ , A10′′ , A11, A12, A13, A14 �∗ D, ya que los tri-

ángulos deben ser simétricos.

Toda subdigráfica inducida de D tiene un seminúcleo módulo A(D1),

por el Lema 3.6.

Corolario 3.38 Sea D una digráfica. Si existen dos subdigráficas de D, D1

y D2, tales que D = D1∪D2 (A(D1)∩A(D2) = ∅), con D {A2, A6, A10′ , A14}-
libre y Di es una digráfica pretransitiva derecha sin trayectorias infinitas

exteriores asimétricas, i ∈ {1, 2}, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Veamos que se cumplen las hipótesis del Teorema 1.15.

Por Lema 3.4, D1 es asimétricamente transitiva y sin trayectorias in-

finitas exteriores asimétricas.

D es ΓD1-libre:

• A1, A3, A4, A7, A8, A9, A10′′ , A11, A12 �∗ D, pues ya que w
2→ x y

x
2→ y, se tiene que w

2→ y ó y
2→ x (Fig. 3.4).

• A2, A6, A10′ , A14 �∗ D, por hipótesis.

• A5 �∗ D, debido a que x
1→ y e y

1→ z implica que x
1→ z ó z

1→ y,

lo cual no se tiene (Fig. 3.5).

2

A5

x y z112

1

Figura 3.5.

• A10 �∗ D, como x
1→ y e y

1→ z, se tiene que x
1→ z ó z

1→ y (Fig.

3.6).
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Figura 3.6.

• A13 �∗ D, como x
1→ y e y

1→ w, entonces x
1→ w ó w

1→ y (Fig.

3.4).

Toda subdigráfica inducida de D tiene un seminúcleo módulo A(D1),

véase Lema 3.6.

3.3. Condiciones sobre Asim(D) para que D sea

núcleo perfecta

En esta última sección, daremos condiciones sobre la parte asimétrica de

una digráfica D para asegurar que la digráfica sea núcleo perfecta, usando

como herramienta el Teorema 1.15. Estos resultados generalizan aquellos

obtenidos por Galeana-Sánchez en [15].

Corolario 3.39 Sean D una digráfica y H una subdigráfica de D tales que

Asim(D) ⊂ H. Si H = D1 ∪ D′
2 con D1 y D′

2 transitivas sin trayectorias

infinitas exteriores asimétricas y D es {A2, A6, A7, A9, A10′ , A10′′ , A12, A14}-
libre, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Probaremos que se cumplen las hipótesis del Teorema 1.15.
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- D1 es asimétricamente transitiva, por la Observación 3.5 y sin trayec-

torias infinitas exteriores asimétricas.

- Toda subdigráfica inducida F de D tiene un seminúcleo no vaćıo módu-

lo A(D1). Sea F ⊆∗ D y sea H ′ = H[V (F )]. Por el Lema 3.6 existe un

vértice v ∈ H ′ ⊂ F tal que toda flecha vz ∈ A(H ′)∩A(D′
2) es simétri-

ca y cada flecha vz ∈ A(F ) \ A(H ′) es simétrica, pues Asim(F ) ∈ H.

Por lo tanto {v} es un seminúcleo módulo A(D1) no vaćıo de F .

- D es ΓD1-libre. Basta ver que es {A1, A3, A4, A5, A8, A10, A11, A13}-
libre. A1, A4, A8, A11 �∗ D, pues D′

2 es transitiva. A3, A5, A10, A13 �∗

D, puesto que D1 es transitiva.

Corolario 3.40 Sean D una digráfica y H la subdigráfica de D tal que

Asim(D) = H. Si H = D1∪D′
2, con Di transitiva y sin trayectorias infinitas

exteriores asimétricas, i = 1, 2. Si D es {A2, A14}-libre, entonces D es núcleo

perfecta.

Demostración. Por demostrar que se cumplen las hipótesis del Teorema

1.15.

- D1 es asimétricamente transitiva, por la Observación 3.5, y sin trayec-

torias infinitas exteriores asimétricas.

- Toda subdigráfica inducida F de D tiene unseminúcleo no vaćıo módu-

lo A(D1). Sea F ⊆∗ D y sea H ′ = H[V (F )], por el Lema 3.6 existe un

vértice v ∈ H ′ ⊂ F tal que toda flecha vz ∈ A(H ′)∩A(D′
2) es simétri-

ca y cada flecha vz ∈ A(F ) \ A(H ′) es simétrica, pues Asim(F ) ∈ H.

Por lo tanto {v} es un seminúcleo módulo A(D1) no vaćıo de F .

- D es ΓD1-libre. Hay que probar que es {A1, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9,

A10, A10′ , A10′′ , A11, A12, A13}-libre. A1, A4, A8, A11 �∗ D, pues D′
2 es

transitiva. A3, A5, A6, A7, A9, A10, A10′ , A10′′ , A12, A13 �∗ D, pues tie-

nen una flecha de D1 en Sim(D).
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A′′
14A′

2

Figura 3.7.

Corolario 3.41 Sea D una digráfica {A′
2, A

′
14}-libre (Fig. 3.7). Si Asim(D)

es una digráfica bipartita, entonces D es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Sea (V1, V2) una bipartición de Asim(D). Definamos las

digráficas D1 y D′
2, como las subdigráficas de D, tales que

V (Di) = V (D), con i = 1, 2;

A(D1) = {xy | x ∈ V1, y ∈ V2, xy ∈ Asim(D)}
y A(D2) = {xy | x ∈ V2, y ∈ V1, xy ∈ Asim(D)}.

Se puede observar que Asim(D) = D1 ∪ D′
2 y cada Di es transitiva. Por

hipótesis tenemos que es {A2, A14}-libre, aśı que se sigue del Corolario 3.40

que D es núcleo perfecta.
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[6] V. Chvátal, On the computational complexity of finding a kernel. Re-

port No. CRM-300, Centre de Recherches Mathématiques, Universite
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[37] B. Roy, Algèbre moderne et théorie des graphes orientées vers les scien-
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núcleo imperfecta cŕıtica, 9
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