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Todo nos amenaza:

el tiempo, que en vivientes fragmentos divide

al que fui

del que seré,

como el machete a la culebra;

la conciencia, la transparencia traspasada,

la mirada ciega de mirarse mirar;

las palabras, guantes grises, polvo mental sobre la yerba,
el agua, la piel,

nuestros nombres, que entre tii v yo se levantan,
murallas de vacio que ninguna trompeta derrumba.
Mas alla del amor, de Semillas para un himno.
OCTAVIO PAZ
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Introduccion

En 1966, Abraham Robinson publicé un libro sobre Analisis no Estandar,
en el cual aparecieron por primera vez los fundamentos de lo que se conver-
tirfa anos después, en un nuevo enfoque en las matematicas, al establecer la
teoria sobre los infinitesimales de una manera rigurosa.

Si bien, este fue el primer libro sobre el Analisis no Estandar, cabe men-
cionar que estd basado en una serie de articulos del mismo Robinson. El
primer articulo se publicé en Proceedings of the Royal Academy of Sciences
of Amsterdam en el ano de 1961, en donde se usé por primera vez el término
de Non-standard Analysis, debido a que involucra y fue, en parte, inspirado
por los modelos no estandar de la Aritmética.

En este trabajo se pretende abordar el desarrollo del Anélisis no Estandar
(ANS) en el dambito del andlisis estocdstico, asi como dar su aplicacién a las
finanzas. En el primer capitulo, se tratan las cuestiones basicas del ANS, el
uso de ultrafiltros para definir de una manera formal a *R, ademas del prin-
cipio de transferencia, el cual es muy usado en el ANS.

En el capitulo 2, se aborda la medida de Loeb y la teoria de integra-
cion, que es el analogo de la medida de Lebesgue y la teoria de integracion
mediante el uso de la medida de Lebesgue. En este capitulo también se desa-
rrollan los espacios de probabilidad hiperfinitos que son espacios de medida
(Q, F, P) donde €2 tiene ciertas propiedades particulares, pero F y P tendran
las mismas propiedades que su andlogo estandar.

El analisis estocastico no estandar es discutido en el capitulo 3, se trata
désde la definicién de integral estocastica hasta solucién de ecuaciones dife-

renciales estocdsticas, siempre en el enfoque no estandar.

v



VI INTRODUCCION

Los procesos con incrementos independientes y estacionarios o procesos
de Lévy hiperfinitos son tratados en el capitulo 4, donde se prueba el teorema
de representacion de Lévy-Khintchine para este tipo de procesos, con lo cual
seria sencillo probar la descomposicion de Lévy-Ito, pero esto ultimo no se
hara.

Finalmente, en el capitulo 5 se presenta la aplicacion a finanzas del ANS,
mediante la modelacién del precio de una opcion europea aplicando el mo-
delo de Cox-Ross-Rubinstein que es el analogo discreto del modelo de Black-
Scholes. En la ultima seccion se modela el precio de una opcion americana,
que al igual que en todo el trabajo se hace mediante el uso de ANS.



Capitulo 1

Introduccion al Analisis no
Estandar.

En este capitulo se da una introduccion al analisis no estdandar, iniciando
por la construccion de los hiperreales usando ultrafiltros, asimismo se prueban
ciertas propiedades basicas que seran usadas en los capitulos posteriores. Para
este capitulo se ha revisado principalmente [6], [5], [10], [15] y [18].

1.1. Numeros Infinitesimales.

Louis Agustin Cauchy (1789 — 1857) es considerado como uno de los pio-
neros de la precision caracteristica de los matematicos modernos, escribio:

My principal aim has been to reconcile rigour, which I have made a law
to myself in my Cours d’analyse, with the simplicity which the direct consi-
deration of infinitely small quantities produces.!

Su método consistio en considerar infinitesimales como variables que lue-
go se anulan:

When the successive numerical values of a variable decrease indefinitely
so as to be smaller than any given number, this variable becomes what is
called infinitesimal, or infinitely small quantity.... One says that a variable
quantity becomes infinitely small when its value decreases numerically so as

La traduccién al ingles se muestra en [18].
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to converge to the limit zero

En la actualidad atn hay libros que contienen ideas tales como,
Una sucesion que satisface

lim r, =0

n—oo

es un infinitesimal, mientras que uno que satisface

lim r,, = 0o
n—oo
se dice que es un nimero infinito.

Entonces surge la pregunta, ;jPodemos construir un sistema de nimeros
en el cual tales sucesiones representen niimeros infinitos grandes y pequenos
respectivamente?. La respuesta a esta pregunta es afirmativa y para tratar
de construir tal sistema, debemos considerar que necesitamos para poder
hacerlo.

De acuerdo a Cauchy, la sucesion

L,

PRI

B~ =

1
737

N | —

es un infinitesimal, asi como

S
S
@)=
%l =

Pero asi como estos representan ntmeros infinitamente pequenos, quizas se
podria considerar al segundo como la mitad del tamano del primero esto
porque el tultimo converge dos veces mas rapido que el primero.

De manera similar, las sucesiones

1,2,3,4,...

2,4,6,8, ...

representan magnitudes infinitas, y podemos argumentar igual que lineas
arriba y decir que el segundo deberia ser dos veces mas grande que el primero,
porque éste diverge a oo dos veces mas rapido que el primero.
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Por otro lado, las sucesiones

1,2,3,4, ...

2,2,3,4...

podrian representar el mismo ntimero infinito.

Estas ideas son atractivas porque sugieren la posibilidad de usar ntimeros
infinitamente pequenos y ntmeros infinitamente grandes como medidas de
tasas de convergencia. Pero en la construccién de los nimeros reales, fuera
de las sucesiones de Cauchy, todas las sucesiones convergentes a 0 son iden-
tificadas con el nimero 0, mientras que las sucesiones divergentes no juegan
ningin papel. Esto muestra la necesidad de construir una relacién de equi-

valencia diferente entre sucesiones que la usada en la construccién de Cantor
de R a partir de Q.

1.2. Filtros.

Sean r = (ry,r3,73,...) y § = (81, S2, S3, . . .) sucesiones de nimeros reales.
Diremos que r y s son equivalentes si coinciden o son iguales en un nimero
7grande”de lugares, i.e., si su conjunto de concordancia

Es={n:r,=s,}

es grande en algin sentido.
La definicion anterior nos deja ver la necesidad de clarificar qué significa
que un conjunto sea grande. Hay algunas propiedades que quisiéramos tener:

» N={1,2,3,...} debe ser grande, de tal manera que podamos asegurar
que cada sucesion sea equivalente a si misma.

= Una relacién de equivalencia es transitiva, asi que quisiéramos que si
E.s y Eg4 son grandes, entonces F,; debe ser grande. Ahora, como
E,.sNE, C E,; entonces se tiene la siguiente condicion :

Si Ay B son conjuntos grandes y AN B C C' entonces C' es grande.
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» El conjunto vacio () es no grande, o de otra manera por el requerimiento
anterior todos los subconjuntos de N serian grandes y entonces todas
las sucesiones serian equivalentes.

No obstante el pedir que A N B sea grande cuando A y B son grandes
puede parecer muy restrictivo, hay situaciones naturales en las que las tres
condiciones de arriba son cumplidas. Una de ellas es cuando el conjunto
A C N es grande si es cofinito, esto es, si su complemento N\ A es finito. Esto
significarfa que A contendria a “casi todos” o a los "ultimos miembros” de N.
Aunque esta es una nocién plausible de conjunto grande atin no es adecuado
para nuestras necesidades.

El sistema de ntmeros que estamos construyendo, debe ser linealmente
ordenado, una manera natural de hacerlo en términos de nuestro enfoque, es
tomar las clases de equivalencia de sucesiones r menores que s, esto significa
que el conjunto

L.s={n:r, <s,},

es grande. Sin embargo, al considerar las sucesiones

r o= (1,0,1,0,1,0,...)
s = (0,1,0,1,0,1,...),

tenemos que su conjunto de concordancia es vacio, con lo cual ellos deter-
minan distintas clases de equivalencia, una de las cuales deberia ser menor
que la otra, pero L,s (los nimeros impares) es el complemento de Ly, (los
numeros pares) entonces, ambas son infinitas y ninguna de ellas es cofini-
ta. Asi, aparentemente nuestra definicién de conjuntos grandes necesita un
requerimiento extra:

= para cualquier subconjunto A de N, alguno de entre los conjuntos A y
N\ A es grande.

Ambos requerimientos implican que A y N\ A no pueden ser grandes al
mismo tiempo, o de lo contrario A N (N'\ A) = @) serfa grande, lo cual no lo
estamos permitiendo. Entonces los conjuntos grandes son precisamente los
complementos de los que no son grandes.

Sea I un conjunto no vacio. El conjunto potencia de I es el conjunto

PU)={A:AC T}
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de todas los subconjuntos de I.
Un filtro sobre I es una coleccién no vacia U C P(I) de subconjuntos de
I que satisface los siguientes axiomas:

» Intersecciones : Si A, B € U entonces AN B € U.
= Superconjuntos : SiAelUU y AC B C I entonces B € U.

Entonces para mostrar que B € U, es suficiente con mostrar que
AnNn---NA,CB

para alguna n y algunas A,..., A, € U.

Un filtro contiene el conjunto vacio si y sélo si Y = P(I), y diremos que
U es propio si () ¢ U. Cada filtro contiene a I, y en efecto {I} es el filtro mas
pequeno sobre I.

Definicién 1.2.1 Un ultrafiltro es un filtro propio que satisface

s para todo A C I alguno de estos se cumple A € U o A° € U donde
A =T\ A, pero no los dos.”

1.2.1. Ejemplos de Filtros.

1. U ={A C1:ie A} es un ultrafiltro algunas veces llamado el ultra-
filtro principal generado por i. Si I es finito, entonces cada ultrafiltro
sobre I es de la forma U* para alguna i € I, y entonces es principal

2. U ={A C I :1\ A} esel filtro cofinito o de Fréchet sobre I y es
propio si y solo si [ es infinito. U’ no es ultrafiltro.

3. si {U, : € X} es una coleccién de filtros sobre I que es linealmente
ordenado por la inclusién de conjuntos, es decir, (U, C U, o U, C U,
para todo x,y € X), entonces

U U, ={A: 3 z € X el cual hace que se satisfaga A € U, }
rzeX

2Esto por la definicién de filtro propio, ya que si los dos estdn en I entonces de la
definicién de filtro se tendria que A N A° = () deberfa estar en U pero () ¢ U por ser filtro
propio.
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es un filtro sobre 1.

Teorema 1.2.1 Sea I un subconjunto de N entonces existe un Ultrafiltro no
principal sobre I.

Prueba.- Sea G la familia de subconjuntos cofinitos de I, entonces G es un
ultrafiltro. Ahora por el lema de Zorn?® se tiene que este puede ser extendido
a un filtro maximal U ( con respecto a la inclusiéon dada por el orden defi-
nido antes). Ahora para ver U es un ultrafiltro tomando cualquier A C [ y
supongamos que A ¢ U, entonces G N (I '\ A) # () para todo G € U (ya que
de otra manera A O G para alguna G € U y entonces tendriamos que A € U
por ser filtro). Entonces la familia

U ={B:B2GN(I\A) paraalguna G € U}

es un filtro que extiende a U, y como U es maximal, U =U'y I\ AcU. B

1.2.2. Propiedades de los Filtros y Ultrafiltros.

A continuacién se enumeran propiedades derivadas de los axiomas de los
filtros, ademas de propiedades derivadas de la definicion de ultrafiltro.

1. Los axiomas de los filtros son equivalentes al requerimiento

ANBeU s A Beld

2. SiU C P(I) satisface el axioma del superconjunto, entonces U # ) <
I € Y. Entonces {I} C U para todo filtro U.

3. Un ultrafiltro satisface

ANBeld & AclU y Bel,
AUuUBeld & Aeld o Bel,
AeU & A¢U

4. Si un ultrafiltro contiene un conjunto finito, entonces este contiene un
unico elemento principal. Entonces un ultrafiltro no principal debe con-
tener todos los conjuntos cofinitos.

3El cual puede ser consultado en el apéndice.
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5. U es un ultrafiltro sobre I si y sélo si es un filtro maximal propio sobre
I, i.e., un filtro propio que no puede ser extendido a un filtro propio
mas grande sobre I.

6. Una coleccién ‘H C P(I) tiene la propiedad de la interseccion finita
(pif) si
Bin---NB,#

para toda n y toda By,..., B, € H.
Entonces el filtro U™ es propio si y sélo si ‘H tiene la fip.

Teorema 1.2.2 Sea U un ultrafiltro sobre I y supongamos que U}_; A € U.
Entonces uno de los conjuntos Ay estd en U. Si ademds son disjuntos dos a
dos, A;NA; =0, entonces A; € U para exactamente un i.

Prueba.- Si ninguna de los Ay estd en U, entonces I \ A, € U para cada
k. Entonces N?_ (I \ Ax) € U, de lo cual se obtiene que I\ (Up_,A4x) € U,
de donde se tiene una contradiccién ya que Up_,; Ay € U pero también su
complemento, por lo tanto existe un Ay en U.

Ahora, si A;NA; = 0, no podemos tener que los dos A;, A; estén en U ya
que por definicién () ¢ U, de esta manera exactamente uno de los Ay, estd en
U. [ ]

Después de haber definido lo anterior demos una definicion formal de una
relacion de equivalencia.

Definicién 1.2.2 Sea a = a(-) y b = b(-) sean sucesiones con valores en S
donde S es cualquier subconjunto de R, entonces diremos que

a=b < {i:a(i)=00)} el (1.1)
donde U es ultrafiltro sobre S'.

Como U es ultrafiltro no principal, entonces todos sus elementos son co-
finitos, es decir, {i : a(i) # b(7)} es finito.

Veamos con un ejemplo como es que el ultrafiltro soluciona la divisién
entre 0.
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Consideremos las sucesiones

a = a(i):=(1,0,1,0,...) #0
b = b(i):=1(0,1,0,1,...) #0

y supongamos que N 4.5 € Y. Entonces su complemento N ;,p4res & U, por
tanto como

{ieN:a(i)=0}={ieN:b(i) =1} =N s €U
entoncesa=0y b =1, y ab =0, pero ahora uno de ellos es cero.

Mas aun, supongamos que ab = 0, entonces {i € N : a(i)b(i) = 0} € U.
De lo cual podemos escribir {i € N : a(i)b(i) = 0} = AU B con

A = {ieN:aq(i)=0}
B = {ieN:b(i) =0},

por lo que podemos tomar A° = N\ Ay B¢ = N \B. Entonces, si A € U (por
que A ¢ U por ser ultrafiltro)
a=0.

Si A® € U, entonces a = 0. Pero si este es el caso entonces B no puede estar
en U, ya que si B¢ € U entonces, AN B¢ = {i € N : a(i)b(i) # 0} € U, lo
cual no puede ser pues U es un ultrafiltro que contiene a su complemento:
AUB. Entonces Beld yb=0.

La ecuacién 1.1 también nos genera una clase de equivalencia, la cual
denotaremos como =. Esta clase de equivalencia corresponde a la sucesién
a(1), esto es, el conjunto de todas las sucesiones que son iguales a esta, en el
sentido de 1.1.

Definamos ahora una medida finitamente aditiva m sobre todos los sub-
conjuntos de N, que toma sélo los valores {0,1} (una medida discreta),

1 si Ael,
"Wﬁ_{o si A¢U.

4En la siguiente seccién esta clase de equivalencias tendrs un importante significado.
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Entonces se tiene que
a=b << m{i:a(@)=00)}el) =1,

o en otras palabras, si a(i) = b(i) para casi todo 7, esto lo escribiremos como
a(i) = b(i) a.c. (almost certainly).

1.3. Los Hiperreales "R.

Sea U un ultrafiltro no principal sobre N e introduzcamos la relacion de
equivalencia sobre sucesiones de R ¥ como

frozg of1eN: i) =g(@)} el (1.2)

Como U es ultrafiltro libre, dos sucesiones que concuerdan sobre un mis-
mo conjunto cofinito son identificadas con respecto a la relacién introducida
en (1.2).

Definamos el conjunto de los hiperreales *R como
R = RN/E

y para una sucesién a € RY denotamos las clases de equivalencia a/= como
[a].

Aunque el conjunto *R depende de la eleccion del ultrafiltro U, sus pro-
piedades basicas no, por lo que no importando que ultrafiltro usemos, siempre
tendremos las mismas propiedades.

Consideramos a *R como una extension de R al identificar » € R con
la sucesién constante [(r,7,7,...)] € *R, ademds esta inclusion R C *R es
propia pues [(1,2,3,...)] € R\ R. A los objetos mateméticos sobre R les
llamaremos estdndar.

Funciones y relaciones sobre R pueden ser extendidas a *R de manera

puntual. Por ejemplo, si definimos [a] + [b] = [a + b] entonces debemos
verificar que esta bien definido.

Para una funcién f : R* - R yay,...,a, € R definimos f(ay,...,a,) €
RN como

flar, ... an)(d) = flai(i), ... an(i).

Entonces podemos enunciar un lema
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Lema 1.3.1 Sea f:R*" =R y S CR", ytomando ay,...,a,,b1,...,by €
RY conap =by,k=1,...,n. entonces

(i) f(az,...,a,) = f(by,...,by).

(ii) Para casi todo i se tiene que

(a1(3), ..., an(i)) € S <= (bs(),...,ba(i)) € S.

Prueba.-
a) Para cada k se tiene que Ay, = {i : ax(i) = by(i)} € U por definicién, y
entonces se tiene que

Z:lAk ceuU

por ser U un ultrafiltro. Asi pues como

M1 Ar C{i: f(ag,...,an)(@) = f(b1,...,by)(0)},

se tiene que

{i: f(ar,...,an)(i) = f(by,...,by)(i)} €U,

de donde obtenemos que
f(al, ce ,an) = f(bl, e ,bn)
b)

=) Como para casi todo 7, se tiene que (ay(7),...,a,(i)) € S, ademas como
a, = by para todo k = 1,...n entonces se tiene que {i : ar(i) = bp(i)} € U
de donde se tiene que (by(i),...,b,(7)) € S para casi todo i.

<) Se sigue por simetria. [ |

Entonces la siguiente definicion tiene sentido y las extensiones que se dan
estan bien definidas por lo anterior.

Definicién 1.3.1 Sea f : R* — R y S C R", entonces definimos a la
funcion extendida *f : *R™ — *R y al subconjunto extendido *S C *R"
como

ad, - lan]) = [flars - an)]

S ={(la1],...,[an]) : (a1(d),...,an(i)) € S para casi todo i}
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Un ejemplo de subconjunto extendido que puede ser interesante es *N, el
cual es llamado el subconjunto de los naturales no estandar y es claro que el
conjunto N es la primera parte del conjunto *N.

Asi como las funciones y las relaciones sobre *R podemos tener las exten-
siones *+,*-, *< de +, -, < sobre R, de tal manera que (*R, *+, *- *<) sigue
teniendo la estructura de un campo, esto se muestra en el teorema siguiente.

Nota.- Usaremos la misma notaciéon que el campo sin extender, i.e., en
lugar de usar *+, *-, * < seguiremos usando +, -, < y cuando tengamos x > 0
para z €* R significara que x *> 0 y de igual manera x + y significara = *+y
cuando z,y € *R.

Sea € = (1,3,%,...) = (+ : n € N)® entonces

1
OD<e={neN:0<-}=Nel
n

Por tanto [0] < [¢] en *R. Pero si r es cualquier real positivo, entonces el
conjunto

[e<r]:{n€N:%<r}

es cofinito, ya que € converge a 0 en R. Ahora, como U es no principal este
contiene a todos los conjuntos cofinitos de donde se tiene que {n € N : % <
r} € U y entonces [¢] < *r en *R.

La prueba del siguiente teorema se encuentra en [18], pag. 25.

Teorema 1.3.1 (*R,+,-, <) es un campo ordenado, con cero la sucesion [0]
y unidad la sucesion [1]. [ |

Veamos que el conjunto *R contiene los niimeros infinitesimales y los niimeros
infinitos, para esto necesitamos antes algunas definiciones.

Definicién 1.3.2 Sea x € *R diremos que
a) = es un infinitesimal si |x| < € para toda € > 0, € € R.

b) x es finito si |x| <1 para alguna r € RT.

[ ;. . . ., .
°Se usard indistintamente ya sea esta notacién o esta otra: €(i), para denotar una
sucesion.
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c) z es infinito si |x| > r para toda r € RY.

d) Ademds diremos que x € *R y y € *R son infinitamente cercanos (lo
denotaremos como x ~y) si x —y es un infinitesimal.

Esta definicién nos dice que un infinitesimal es un nimero tan cercano al 0
que cualquier otro nimero positivo lo domina (a su valor absoluto), ademas,
un ndimero serd infinito si domina a cualquier otro (su valor absoluto) y un
nimero sera finito si este no es infinito.

Después de esta definicion se tiene la siguiente proposicion

Proposicion 1.3.1 Sean v,6,z,y, o, 0 € R, con 7,0 infinitesimales, x,y
finitos y a, B infinitos, entonces

(i) Los siguientes son infinitesimales : v+ 6, vd, 0z, a™!.

(ii) Los siguientes son finitos : 6 +x, v + vy, wy, y si x # 0 entonces x~!

también lo es.

(iii) Los siguiente son infinitos : 61 (sid #0), a+ 3 (si ambos son positivos
o ambos negativos), af,

Prueba.-
(i) sabemos que || < €1y || < € para todo € > 0, entonces

|y + 6] < |v] + 9] < 26,

y tomando € = 2¢; entonces |y + J| < e.
Por otra parte, tenemos que

vl =] 16] < € < e

|0z| = |z| - |0] <7rer < e tomando € < ‘
,

. Ahora, como « es infinito entonces tenemos que |a| > r para todo r € R,

por lo cual nos queda
1

«

11
ol 7

para todo r, de donde al tomar € = % nos queda que « es infinito.
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(ii) tenemos que
|0+ 2| < |8+ || <er+r <2r=r paraalguna r €° R
y
ly+z| < |y|+|x| < r14ry < 21, = r para alguna ry, o €° R donde r,,, = max{ry,ro}

con lo cual d +x y x + y es finito.
Por otra parte,

lzy| = |z|-|y| < rire < r2 = r para alguna ri, 7, €* R donde r,,, = méax{r,rs}

y como = # 0 entonces 0 < |x| < r entonces existe un real r; tal que 0 < 7
tal que m < |z| < r por lo cual

1

T

11

|iU| 1

de donde se tiene que 27! es finito.

(ili) Sabemos que x es infinito si |x| > r para toda r € R. veamos que
como 0 < |§] < r para todo r € R entonces

para todo r € R por lo cual se tiene que 6! es un infinito.
Si «, # son ambos positivos, entonces se tiene que |o| > r y |3 > r para
todor € R

la+ 8 =lal+ |8 >r+r=2r

para todo r € R de lo cual se tiene que « + 3 es infinito.%
Finalmente,
| = laf - [B] >r-r =17

para todo r € R de lo cual se tiene que af es infinito.

6El caso en que ambos son negativos es andlogo.
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El siguiente teorema garantiza la existencia de un tunico elemento de R
para cada elemento de *R.

Teorema 1.3.2 Sea x €* R finito, entonces ! r € R tal que x ~ r.

Prueba.- Sea A = {a € R : a < z}. Definamos r = r(z) como r(z) =
sup{a € R : a < z}, este supremo existe ya que z es finito, y entonces por
definicién existe alguna r € R tal que |z| < r. Asi pues, tomando € > 0,
entonces se tiene que r — € no es una cota superior de A, entonces r — e < x,
por otro lado, tomando 7 + € se tiene que como r es el supremo de A entonces
r 4 e > x, por lo que

—e<xr—r<eE

para toda € > 0 y entonces se tiene que r ~ x.

Finalmente, supongamos que x = ry + d; = 19 + 05 con d1, d9 infinitesi-
males, de la expresién anterior se tiene que 11 — r9 = d; — do, pero en el lado
izquierdo se tiene que la diferencia es un nimero real, mientras que en el lado
derecho la diferencia es un infinitesimal, entonces se tiene que r; — ry es real
e infinitesimal, entonces ry — ry = 0. [

Al elemento encontrado en el Teorema 1.3.2 tal que x = r le llamaremos
la parte estandar de x, y lo denotaremos como r = st(z) = °z.

Ademads si x,y son finitos entonces se tiene que °(x +y) = °x + %y y
(wy) =z - y.

A continuacién se tiene un teorema que garantiza las condiciones necesa-
rias y suficientes para la convergencia de sucesiones.

Teorema 1.3.3 (a) Sea (s,) una sucesion de nimeros reales y sea a € R,
entonces

Sn — a cuando n — 00 <= sk & a para todos los infinitos K € *N

(b) (sn) es convergente <= “six ~ “spy; para todos los infinitos K, M €
*N

Prueba.-

(a) Supongamos primero que s, — a si n — oo y fijemos K = [k| como
infinito. Tenemos que mostrar que |*s(K) — a| < € para todos los reales
e > 0. Ahora, dada cualquier € elijamos ng tal que para n > ng se tenga
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que |s(n) —a| < e. Ahora K > ng y entonces k(i) > ngy para casi todo i.
De donde se tiene que |s(k(i)) — a| < € para casi todo i, pero esto significa
que |*s(K) — a| < e. Supongamos, inversamente, que s, - a. Esto significa
que hay un € > 0 y una sucesién creciente k = k(i) tal que |s(k(i)) —a| > €
para toda i. Haciendo K = [k]|, se tiene que K es infinito ya que k(i) — oo
si i — oo, mas aun, |*s(K) — a|] > ¢, entonces *s(K) # a.

(b) Esta parte del resultado es una simple aplicacién del inciso (a). sabe-
mos que s, — a <= *"sx &~ a para todos los infinitos K € *N de lo cual
tenemos que como

"Sk = "Sul = [("Sk —a) + (a"Su)|
< ["Sk —a| + |a"Su|
< €46 =2¢
entonces se tiene la afirmacion. |

m
n=1

] o N
Escribiendo )", *s,, para denotar *ty donde t,, = )
siguiente corolario del teorema anterior.

s, tenemos el

Corolario 1.3.1 (a) 3%, s, = s <= Y.V s, &~ 5 para todos los infini-
tos N.

(b) 3%, 5, < oo<= M 5, ~ 0 para todos los infinitos N, M.

1.4. El Principio de Transferencia para *R.

En esta seccién abordaremos la manera general de construir la extension
no estandar *M para todo objeto matematico M el cual nos permitira enun-
ciar y probar el principio de transferencia mas general.

1.4.1. Universo no Estandar.
Sea S cualquier subconjunto, entonces definimos
Vo(5) = S
Va1(S) = Vu(S)UP(VL(S)), neN y
vis) = Jw®)

neN
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La estructura matemaética (V(95), €) es llamada la Superestructura sobre
S, donde € es la relacién conjuntista usual.

Tomaremos como universo estdndar la superestructura V' (R) sobre R.

Ahora bien, si a,b € V,,(R) entonces la pareja ordenada (a, b) = {{a}, {a,b}}
esta en V,1o(R)". Ademds para cualesquiera conjuntos A, B € V,(R) se tiene
que el producto cartesiano A x B = {(a,b) : a € A,b € B} C V,,.1(R) por lo
que se tiene que A x B esta en V,,,2(R), asi como que una funcién de A a B
pertenece a V,,3(R).

A continuacion presentamos un simple ejemplo.

Ejemplo 1.4.1 Supongamos que X = Xo = {1,2,3}®, Entonces
X1 =XoUP(Xy) ={1,2,3, {1}, {2}, {3}, {1,2},{2,3},{1,3}{1,2,3}}

mientras que el Xo es demasiado grande para escribirlo y solo escribiremos
los primeros elementos,

Xo =X U P(Xl) = {17 2,3, {1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {27 3}7
(1,331,2, 3}, {1, {1}}, {1, {1, 2}, {1, {1,3}, {1, {1,2,3}, ..

De lo anterior es claro que todos los objetos estandar discutidos aqui estan
en V(R) y que en cada caso solo es rutinario encontrar su nivel V,,(R). Por

ejemplo, se puede checar que la clase de equivalencias de las sucesiones de
Cauchy de R? — R? (denotada por H) pertenece a Vy(R).

Axioma 1.4.1 Principio de Transferencia.

Sea &(f1y---y fes Sty -y SmyT1, -+ -, Tn) una afirmacion que involucra las
operaciones +, X, <,0,1, las funciones fi ..., fi, los conjuntos (o relaciones)
S1,...,Sn vy los numeros reales rq,...,r, de tal manera que ¢ puede ser
expresada usando solo los conectores =, €, y,0,no, = y cantidades de la forma
Vr,dy,..., donde x y y son reales. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) ¢(f17"‘7fk7517"‘75m>rla"‘>rn) se CUmple 67’L]R

"Pues {a,b} € Viy1
8Este conjunto es muy chico sin embargo nos dard una buena idea del procedimiento.
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() &(*f1,- [k, *S1, -, *Smy Ty - ) €8 cierta en *R donde las varia-
bles x,y, ... en las cantidades ahora estan sobre *R.

En cualquier particular construccién de *R el principio de transferencia
puede ser probado como un teorema, aunque en este caso lo postulamos como
un axioma, sin demostracién, una versién con una construccion general es
dada en el apéndice de [6], pags. 207-215.

El uso de este principio nos permite establecer ciertas definiciones basicas.

Una sucesion real (sp)peny es una funcién s : N — R y entonces por
el principio de transferencia se tiene que *s es una funciéon *s : *N — *R
denotada por (s,)ne+n Cuya convergencia esta caracterizada por el siguiente
resultado.

Proposicién 1.4.1 Supongamos que (S,)nen €S una sucesion real y a € R,
entonces a = lim,,_,o S, st Yy s6lo si °sy = a para todos los infinitos H € *N.

Prueba.-
=) Supongamos que s, — a si n — 00 y sea € > 0 dado. Entonces existe un
N = N(e¢) € N tal que Vn > N con n € N se tiene que |s, —a| < € se cumple
en R. Y por el principio de transferencia se tiene que Vn > N con n €* N
se tiene que [s, — a| < € se cumple ahora en *R. Pero H es infinito entonces
H > N = N(e) por lo cual se tiene que |sg — a| < € se cumple para todos
los infinitos H. Finalmente, como € es arbitraria entonces se tiene que por
definicién |sy — a| ~ 0, y entonces °sy = a.

<) Inversamente, si sy ~ a para todos los infinitos H € *N. Sea € > 0
dado. Ahora, como |sy — a|] < € se cumple para todos los infinitos H, la
afirmacién 3N € *N tal que Vn > N con n € *N se tiene que |s, — a| < € se
cumple en *R. y usando el principio de trasferencia se tiene que la afirmacion
AN € N tal que Vn > N con n € N se tiene que |s,, — a| < € se cumple ahora
en R. De donde se tiene que hemos encontrado una N = N(¢) tal que n > N
implica |s, — a| <€, ie., s, — asin — oc. [ |

Por otra parte, se tiene el siguiente resultado que nos garantiza cuando
una funcion es continua.

Proposicién 1.4.2 Una funcion f: R — R es continua en a € R si y solo
st *f(x) = *f(a) cuando x = a.

Prueba.-
=) Supongamos que f es continua en a y sea x ~ a. Hay que probar que
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|*f(z) — *f(a)| < e para cada € > 0 estdndar. Ahora bien, para cada e
tomemos 0 > 0 tal que

ly—al <d=1|f(y) — fla)] <e (1.3)

para toda y € R.

Aplicando el principio de transferencia a la expresién (1.3) con 4, € fijos, se
tiene entonces que también se cumple para *f (en lugar de f) y toda y €* R.
Tomando simplemente x = y cuando = ~ a tenemos que

[z —a| <6 =|f(z) = fa)] <e

lo cual implica *f(z) =~ *f(a) cuando x = a.

<) Asumamos que *f(x) = *f(a) cuando x ~ a y tomemos cualquier
real ¢ > 0. Eligiendo cualquier infinitesimal § > 0, entonces se tiene que
|z — a|] < 0 implica que = ~ a, asi

PR, 0>0, [x—al|<d=|"f(z)— "f(a)]<e Ve R

es cierto en *R y por el principio de transferencia es cierta también en R
para f, lo cual demuestra la continuidad de f en a. |

1.5. Conjuntos Internos y Funciones Inter-
nas.

Hasta ahora se ha dado la definicién de ntmeros no estdndar y se ha
denotado a *R como el conjunto de todos estos niimeros. Pero asi como se
ha dado estas definiciones también se dado la extension para una funcién f
con valores en los reales definida sobre un subconjunto S de R™. Sin embar-
go, estas definiciones son ejemplos muy particulares de objetos no estandar.
En algin sentido, cualquier conjunto X C *R puede ser considerado como
un conjunto no estandar, no obstante, hay una definicion mas precisa de
conjuntos no estandar, la cual describiremos aqui.

Asi como en la construccion de los hiperreales estos se obtuvieron como
sucesion de reales, los conjuntos internos y funciones internas se obtendran
como sucesiones de conjuntos reales y funciones reales, esto se muestra en la
siguiente definicién.
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Definicién 1.5.1 Sea S = S(-) una sucesion de n—ada relaciones sobre R
(i.e., S(i) C R™ para toda i) y sea £ = f(-) una sucesion de funciones
definidas sobre S(i) de tal manera que para toda i se tenga que f(i) : S(i) —
R.

Entonces definimos [S] C *R™ como

([a1],- .., [an]) € [S] <= (a1(i),...,an(i)) € S(i)  a.c.
y [f]: [S] — "R
[f]([a1], - - lan]) = [f(-)(a2(2), . ., an(@)]-

Relaciones y funciones de la forma [S] y [f] son llamados internos (o no
estandar en el sentido estrecho de arriba) mientras que externos significara
no internos.

Se puede dar una definicién un poco mas exacta de internos utilizando la
definicién de superestructura dada antes, de la manera siguiente

Definicién 1.5.2 Sea V(*R), una superestructura decimos que A € V(*R)
es

- Estdndar si A = *B para alguna B € V(R)
- Interno si A €* B para alguna B € V(R)

- Externo en otro caso.

Objetos
/ Ezxternos. \
| |
| “V(R) |
Objetos | (=Objetos |
FEstdndar. | Internos.) |
V(R) V(*R) : :
| |
| |
| . |
| A |
|

[ ] t > o
A / *-Encaje N

— R—» — R—»

Figura 1.
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Denotamos por *V(R) al conjunto de todos los objetos internos en V(*R).

De lo anterior se tiene que la figura de arriba clarifica mejor la idea de los
objetos internos, estandar y externos, no obstante daremos algunos ejemplos
mas adelante. Antes necesitamos un par de resultados.

Proposicion 1.5.1 Cada elemento de un conjunto interno es interno. Ademds,
El conjunto de todos los elementos internos en V(*X) es el conjunto

o0

V(X) =[] "X

n=0

Prueba.-

Probemos la primera parte de la proposicién. Sea g cualquier elemento de
f con f interno, de lo que sabemos existe h € V(X) tal que f € *h. Pero
entonces existe n € N tal que h € X,,, de donde se sigue que g € *f € *X,,.
Esto implica que g € *X,,, por la definicion de superestructura y la trasfe-
rencia, de donde se concluye que cualquier elemento de un conjunto interno
es interno.

Para la segunda parte, veamos que si f € *V(X) entonces f € *X,, para
alguna n > 0 por lo cual es interno. Si g es interno, g € *f para alguna
f € V(X), de donde hay una m tal que

g c *f g *Xm—lu

y entonces g esta en *X,, 1. |

Ahora podemos caracterizar los elementos internos de una manera un
poco mas simple.

Teorema 1.5.1 Los conjuntos internos en V(*X) son de la siguiente forma
g:[<ga>], OZEA

donde o — g, €s una funcion acotada A — X, para alguna n > 0.
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Prueba.-
Si g es interno, hay un f € V(X) tal que g € *f. Como f € V(X) entonces
existe n tal que f € X,,, tal que g € *f € *X,,. Esto implica, de acuerdo a
la proposicion 1.5.1, que existe g € *X,, tal que g es de la forma (G para
alguna

G=[<gmacA>] cUim(X,) C V(X)) =

por tanto
ge*X, —= {ac A g, e X, }elU

Ahora mostramos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.5.1 (i) Supongamos que R € X, A =N y sea A el conjunto de
los hiperreales. Este es interno si es de la forma A = [< A; >] con cada

conjunto A;, i = 1,2,... un subconjunto de R. Esto nos dice que los
elementos de A son hiperreales de la forma x = [< x; >| con x; € A;
para v =1,2....

(ii) Si f es un elemento estandar, entonces es de la forma f = [< F >] con

FeV(X).

(iii) Sea {f:} una sucesion de funciones de R a R. Mediante esta sucesion
definimos otra sucesion interna de *R a *R por

f=l<fiz] v =[<m>] = flz) = [< filz:) >],

Como una consecuencia del principio de transferencia se tiene el siguiente
resultado cuya demostracién se encuentra en el apéndice de [6].

Teorema 1.5.2 (Principio de Definicién interna.)

Sea X y Ay, Ay, ..., A, conjuntos internos y sea p(x, Ay, Ag, ..., Ay) cual-
quier afirmacion sobre Ay, Ao, ..., A, y elementos x € X en el lenguaje de
teoria de conjuntos (como lo expresado en el principio de transferencia). En-
tonces el conjunto

Y={xeX:p(x A, Ay ..., A,) es cierta}

es interno.
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[ |
Aqui se presenta un resultado sobre la cerradura de uniones e intersec-
ciones de conjuntos internos.

Proposicion 1.5.2 5i X, Y son conjuntos internos, entonces los conjuntos
X UY, *R\X son internos. Ademds, uniones e intersecciones numerables de
conjuntos internos son internos.

Prueba.- Sea X = [A] y Y = [B]; afirmacién: X UY = [A(-) U B(-)].
Para probar esta afirmacién, veamos que si = [a] entonces
r€[A()UB()] < ali) € A(i)UB(i) a.c.
<= a(i) € A(i) o a(i) € B(i) a.c. por el Teo. 1.2.2
— x€X ozxeY.

Esta proposicion se puede probar de igual manera usando el principio de
transferencia, la afirmacién a transferir seria

VX, Y e PR) 3Z € P(R) talquer e Z <=z € X oxeY.

De esta manera, el resultado se sigue de manera directa.
Para el complemento, al igual que para la unién, se tiene de manera di-
recta al usar el argumento del principio de la demostracion. [ |

Una importante propiedad de los conjuntos internos es que si se tiene que

N e*Ny X C{1,2,...,N} es un conjunto interno entonces se tiene que
existe un unico M € *N tal que se tiene una biyeccion interna F' : X —
{1,2,...,M}.

Con esto en mente, podemos dar las siguientes definiciones.

Definicién 1.5.3 Sea A un conjunto interno.

(a) A es hiperfinito si existe una biyeccion interna F: A — {1,2,...,N}
para alguna N € *N.

(b) Si A es hiperfinito, entonces #(A) es la inica M € *N tal que A es
internamente biyectiva con {1,2,... M}.

El ntimero #A es llamada la cardinalidad interna de A.
Las siguientes propiedades de los conjuntos internos pueden ser de suma
importancia.



Capitulo 2

Medidas de Loeb y Teoria de
Integracion.

En este capitulo daremos una introduccién a la teoria de probabilidad
hiperfinita, a la misma vez que presentaremos los hechos béasicos de la teoria
de la medida e integracion. Al final del mismo se abordara el movimiento
Browniano no estandar. Se ha revisado basicamente [1], [3], [5], [9], [10], [11]
y [34].

2.1. Medidas de Loeb.

La teoria de la medida y teoria de la probabilidad fue estudiada de manera
exhaustiva en el contexto del analisis no estandar. Se obtuvo que en general,
las *—extensiones de medidas oc—aditivas no son en general o—aditivas en el
universo extendido o superestructura V(*R).

Loeb dio un gran avance con la construccién que da en [29]. En este
articulo, transforma una medida interna en una medida estandar oc—aditiva,
y esto se volvié clave en el enfoque del andlisis estocastico no estandar.

Sea X un conjunto interno en V(*R), A un algebra interna de subconjun-
tos de X y v una medida interna finitamente aditiva, diremos entonces que
(X, A, v) es un espacio de medida interno. Es importante notar que v toma
valores en (*R),, mientras que 4 sea interna significa que A es cerrada bajo
uniones e intersecciones *—finitas (de acuerdo al resultado 1.6.2 presentado
en la pagina 25), es decir, si m € *N\N y (4;) es una sucesién interna tal
que A; € A para cada 7, entonces U";A; € A. De igual manera con las

33
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intersecciones.
Sea °v el mapeo de la parte estandar de v,

*u(A) = “(v(4)), A€ A
Presentamos un lema.

Lema 2.1.1 Sea (A,)nen un sucesion de elementos de A. Si Ag C A;UAyU
-, entonces existe un m > 0 tal que

Ay C A UAU---UA,

Prueba.-
Sea (A,)ne+n la sucesion interna que extiende a Ay, Ay, .. .,. El conjunto

{mG*N:AOQ OAH}
n=1

es interno y contiene cada m € *N\N entonces por el overflow se tiene que
este contiene algin m € N, de donde se tiene que

AOQAlLJAZU---UAm

Presentamos enseguida el resultado dado por Loeb en [29](1975).

Teorema 2.1.1 Sea (X, A,v) un espacio de medida interno. la medida °v
tiene una extension o—aditiva unica, denotada por L(v) a la o—dlgebra o(A)
generada por A. Ademds si °v(X) < oo entonces

(i) Para cada B € o(A) y para cada € € Ry existen conjuntos C,D € A
tales que C C BC D y L(v)(D) —e < L(v)(B) < L(v)(C) + .

(ii) Para cada B € o(A) eziste A € A tal que L(v)(AAB) = 0.

Prueba.-

La existencia es una implicacion del teorema de extension de Carathéodory,
el cual también nos asegura que v es tnica si °v(X) < co. en el caso en que
°v(X) = oo Henson en [19] da un argumento mas refinado para establecer la
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unicidad. probemos entonces (7). Por construccién de L(v) existe una sucesion
(An)nen de elementos de A con A, C A, vy tales que

BCB=|]JA,
neN

y L(v)(B) < L(v)(B) + .
Ahora extendamos la sucesion interna (A, ),e+n. Y para cualquier m €
*N\N claramente se tiene que B C B C A,,. Eligiendo m de tal manera
que v(A;,) < L(v)(B) + € entonces hagamos D = A,,. Ademas, fijemos
r = L(v)(B) y consideremos el conjunto {I € *N : v(A;) < r + €}, el cual es
interno y contiene a N por lo que entonces también contiene algin w € *N\N.
finalmente, notemos que L(v) y B son externos y el numero r es interno.
Aplicando el mismo argumento a X\ B se tiene que podemos encontrar
el conjunto C.
Para probar (ii) se tiene que para cada n, tomando C,, y D,, elementos
de A talesque C,.C BC D, y
1 1
LDy = - < L#)(B) < LO)(C) + -
Asumiendo que (C),) es creciente y (D,,) es decreciente. Ahora, extendiendo
(Ch) v (D,) a sucesiones internas decrecientes y crecientes respectivamente
tales que C,, C D,, para toda n € *N. tomando A = C,, para alguna m €
*N'\N se tiene que A\B =0 y B\ A = () entonces se tiene que

L(v)(AAB) = L(v)(A\B) + L(v)(B\A) = L(v)(0) + L(v)(0) = 0

|
Ejemplo.- El espacio 2V de sucesiones infinitas de ceros y unos es el
modelo estandar de lanzamiento de volados infinitos, su espacio de medida
es el dado por (2V B, i) definida de la siguiente manera, sobre cada factor
2 = {0, 1} iniciamos con la c—élgebra de todos los subconjuntos y la medida
de conteo dada por el peso de cada punto en el espacio. Entonces B es el
usual producto de o—algebras y p es la medida producto.
En este caso, la existencia de B y p es trivial, en casos mas generales a
menudo hay problemas para garantizar su existencia.
Comentario.- Aunque hemos usado el teorema de extensién de Carat-
heodory para obtener las medidas de Loeb, hay una construccién simple y
elegante para obtener estas sin presuponer teoria de la medida. Esta es, dada
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una medida interna sobre un algebra interna A4, definimos medidas interior
y exterior P_ y P~ mediante

P_=sup{°P(B): Be A, B C A}

y

P~ =imf{°P(B): B€ A A C B}
Entonces la o—4&lgebra de Loeb L(A) es la coleccién de todos los conjuntos
A tales que P- = P~,y L(P)(A) es el valor comtn. para los detalles sobre

esta construccién puede consultarse Cutland (1983) [9] o Stroyan y Bayod
(1985) [39].

2.2. Espacios de Probabilidad Hiperfinitos.

Bajo la luz de la definicién 1.5.3 dada en la pagina 22, se define el sentido

exacto en el cual el conjunto Q = {0,1}" es “finito "(del ejemplo dado en la
seccién anterior), digamos hiperfinito. entonces se tiene que la definicién de

_#4
= 20
es el analogo exacto de la definicion de medidas de conteo sobre espacios de
probabilidad finitos.

Asi, diremos que un espacio de probabilidad interno (2, A, P) es hiperfi-
nito si () es hiperfinito.

Ejemplo.- La Linea de Tiempo Hiperfinita serd un importante ejemplo
de espacio de probabilidad hiperfinito.

Elijamos alguna n € *N\N tal que At = 1~! es un infinitesimal positivo.
Haciendo

P(A)

T ={0,At,2At,,....nAt = 1}

donde T' es hiperfinito. Notando que si 7 = w! para alguna w € *N\N,
entonces cada racional estandar m/n en [0, 1] pertenece a T'; por lo que cada
uno de ellos es de la forma AAt para alguna A < 7. Ademas, como el mapeo
de la parte estandar

°: T —[0,1]

es sobre, entonces se tiene que un nimero irracional r € [0, 1] no es elemento
de T, pero dado cualquier irracional r existe un tinico elemento ¢t € T" tal que
t<r<t+ At
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Sea P la medida de conteo sobre T, i.e., para cualquier conjunto interno

A C T definamos
_ #A
CH#T

Como veremos (T, A, P), donde A es un algebra interna de todos los sub-
conjuntos internos de T' y el espacio de Loeb asociado (T, L(.A), L(P)) son
las versiones del espacio de Lebesgue usual ([0, 1], B, ) donde B denota los
subconjuntos Lebesgue medibles de [0,1] y u es la medida estdndar de Le-
besgue.

Las funciones y los procesos estocasticos son los objetos matemaéaticos que
mas se estudiaran aqui, por tanto es necesario dar una definicién formal.

Un proceso estocdstico es una funciéon

P(A)

r:Ex[0,1] - R

donde (F, B, i) es algin espacio de probabilidad. El espacio de valores en este
caso es R pero bien podria ser algin espacio métrico separable adecuado.

Definicién 2.2.1 Un proceso estocastico hiperfinito es una funcion interna
X:OxT—"R

donde T es la linea de tiempo hiperfinita y (Q, A, P) es algin espacio de
probabilidad hiperfinito.

Ahora bien, de la definicién anterior buscamos obtener un proceso estandar
x tomando la “parte estandar “de X. Inversamente, si fijamos el valor ini-
cial para que sea externo, i.e., el proceso estindar = : 2 x [0,1] — R con
respecto a (2, L(A), L(P)), surge la pregunta: ;, es posible aproximar a este
por un proceso hiperfinito X : Q x T" — *R?. Los procesos son funciones de
dos variables; entonces necesitamos aproximar objetos externos por objetos
internos en cada componente. Esto nos lleva a la necesidad de la siguiente
definicién.

Definicién 2.2.2 (1) Sea f : Q@ - Ry F : Q — *R. F es llamado un
lifting de f si F' es interno y

para casi todo w € Q con respecto a la medida de Loeb L(P) sobre §).
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(2) Sea f:[0,1] = Ry F:T — *R. F es un lifting de f si F es interno y
*F(t) = £(°1)
para casi todo t € T con respecto a la medida de Loeb L(P) sobre T
Con esta definicién en mente podemos dar el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1 (1) Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad hiperfinito y
(Q, L(A), L(P)) su espacio de Loeb asociado. Una funcién f : Q — R
es Loeb medible si y solo si f tiene un lifting F': 0 — *R.

(2) Sea ([0,1],B, 1) un espacio de Lebesque estandar y (T, L(A), L(P)) su
espacio de Loeb asociado a la linea de tiempo hiperfinita T'. Una funcion
f :]0,1] — R es Lebesgue medible si y sélo si f tiene un lifting F :
T — *R.

Prueba.-

(1)

<) Sea F' un lifting de f. tomemos una vecindad estandar de r € R me-
diante Ny, (r) = {r’ € R: |r — 1’| < 1/n}. hay que probar que f~'(Ny,)(r)
es Loeb medible.

Como F es lifting de f el conjunto

U={we:°Flw) = f(w)}

tiene medida 1 (bajo L(P)). Sea w € U, entonces se tiene que

1
f(w) € Nip(r) & |r—"F(w)| <
1
& °lr—F < —
@) < -

1 1

& |r—F(w)] < — — — para alguna m € N.
nom

La primera de las equivalencias es por definicién de lifting, mientras que la
segunda es por la continuidad del valor absoluto. La tercera es la que no es
trivial, y esta se obtiene al reemplazar la condicién externa °|r — F'(w)| < 1/n
por la condicién interna |r — F(w)| < (1/n) — (1/m). Por lo que el conjunto
{weQ:|r—F(w)| <(1/n)—(1/m)} € A de donde se tiene que

J{weQ:r— Fw)l < (1/n) = (1/m)} € L(A)

neN
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U7 (Nilr)) € L(A)

lo cual muestra que f es Loeb medible.

=) Sean N, Ns, ... una base abierta numerable para Ry sea U,, = f~}(N,,) €
L(A). por el teorema 2.1.1 podemos encontrar conjuntos internos A, ,, tales
que L(P)(U,) < P(Apm) +1/m, con A, € Ay i1 C U,. Se tiene ademés
que

L(P) U\ Anm) = 0.

Entonces el conjunto U = Q\ U,, (U, Uy, Apn) tiene medida de Loeb 1.

Ahora, para cadan € N definamos G,, ,,, como el conjunto interno de todos
las funciones internas F' : 2 — *R tales que F'(Ax;) C *Nj para todos los
k <n,l <m. Entonces, cada G, ,, es no vacio, por lo que al usar el principio
de saturacion sabemos que existe una funcién interna F' € NG, ,,,. Asi, para
cada w € U se tiene que

F(w) € ﬂ{*Nn : flw) € N, }

y como Ni, Ns,... es una base abierta para R, por lo que se concluye que
°F(w) = f(w) para todo w € U, de donde se tiene que F' es un lifting de f.
Para probar (2) necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2.1 Un conjunto A C [0,1] es Lebesque medible si y sélo si el con-
junto st™1(A) = {t € T : °t € A} es Loeb medible.

Notemos que en este caso tenemos que u(A) = L(P)(st™1(A)).

a partir de esto la prueba de la parte (2) es sencilla. dado f : [0,1] — R
definimos f; : T — R como fi(t) = f(°t). Para todo abierto U C R se
tiene que f~'(U) es Lebesgue medible si y sélo si f;*(U) es Loeb medible.
eligiendo un lifting F' de f;, entonces F' también es lifting de f.

Prueba del lema.-

=) Sea A un conjunto Lebesgue medible. Sin perdida de generalidad se
tiene que podemos restringirnos al caso en que A = [a, b) con «a,b racionales.
De acuerdo a la eleccion de At dada antes, se tiene que a,b € Ty

st_l(A):Uﬂ{tET:a—%gtgb—%}.

m n
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Entonces st™'(A) € L(A) y mas claramente L(P)(st™*(A)) = b — a.

<) En esta parte usaremos el hecho que si B es un subconjunto interno de
T en *R entonces st(B) es un subconjunto cerrado, y por tanto compacto,
de [0,1] en R. Ahora, sea A C [0,1] y asumamos que st~ *(A) € L(A).
Hay que probar que A es Lebesgue medible. Dado € € R, podemos, usando
el teorema 2.1.1, dar un conjunto interno B C st™!(A) tal que P(B) >
L(P)(st™'(A)) — e. Tomando C' = st(B) C A, entonces C' es compacto en
[0, 1] por tanto Lebesgue medible. Por la primera parte del lema tenemos que

st7/H(C) e L(A) y
u(C) = L(P)(st™(C)) > *(P(B)) > L(P)(st™(4)) — «.

Y usando un argumento analogo, para todo ¢ € R, podemos encontrar un
conjunto D, tal que AC D'y

u(D) < L(P)(st™ (A)) +e.
Esto es suficiente para mostrar que A es Lebesgue medible y
u(A) = L(P)(st™"(A)).

[ |
La teoria de integracién es particularmente simple en un espacio de pro-
babilidad hiperfinito.

Definicién 2.2.3 Sea (2,A, P) un espacio de probabilidad hiperfinito con
P la medida de conteo y A el dlgebra de todos los conjuntos internos. Sea
F :Q — *R una funcion interna. definimos la Esperanza E(F') de F' como

E(F) = /Q F(w)dP =) F(@#.

wef)

Conviene hacer algunos comentarios acerca de esta definiciéon. Primero, la
suma hiperfinita existe por el principio de transferencia, por lo que, E(F) es
un numero hiperreal bien definido.

Hemos impuesto restricciones a la integracién con respecto a la medida de
conteo P. Podriamos asignar diferentes pesos a los puntos de 2. Sea (a,,)weq
una sucesién interna tal que > a, = 1. De una manera estdndar esto define
una probabilidad hiperfinita sobre {2 con esperanza dada por

E(F) =) F(w)a,.

we
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También podriamos haber desarrollado la teoria con respecto a una alge-
bra interna arbitraria A, pero entonces tendriamos que siempre mencionar
la A—medibilidad igual como se hace en el analisis real estandar.

Seria importante relacionar la esperanza hiperfinita con la integral de
Lebesgue estandar en R. Para poder hacer esto, necesitamos antes la siguiente
definicién.

Definicién 2.2.4 Sea (92, A, P) una espacio de probabilidad interno y F :
Q — *R una funcion interna A—medible. Se dice que F es S— integrable si

(1) E(|F|) es un hiperreal.
(ii) Si Ae Ay P(A)~0 entonces [, |F(w)|dP ~ 0.

El espacio (£2, .4, P) tiene un espacio de Loeb asociado (€2, L(A), L(P))
con una teoria de integracién estdandar con respecto a la o—élgebra L(A) y
la medida o—aditiva L(P). Tenemos el siguiente inesperado resultado.

Teorema 2.2.2 1. Sea (2, A, P) una espacio de probabilidad hiperfinito y
(Q, L(A), L(P)) su espacio de Loeb asociado. Una funcion f : Q — R es
Loeb integrable si y solo si f tiene un lifting S—integrable F : Q0 — *R.
En este caso,

mmz[jwmumw>

2. Sea (2, A, P) una espacio de probabilidad hiperfinito y (Q, L(A), L(P))
su espacio de Loeb asociado. Sea F : ) — *R una funcién interna no
negativa. Entonces F' es S—integrable si y solo si
(i) °F es Loeb medible.

(ii) °E(f) = J, "FdL(P)
3. Sea ([0,1],B, 1) el espacio de Lebesque y (T, A, P) la linea de tiempo

hiperfinita. Una funcion f :[0,1] — R es Lebesgue integrable si y sélo
si f tiene un lifting S—integrable F' : T — *R. En este caso

MMzAfwwm
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Prueba.- Primero notemos que el inciso (2) es solo una variacién de (1),
lo cual no requiere una demostracién. Ademsds, la parte (3) se sigue de la
prueba de (1) y del hecho que st : T'— [0, 1] es una medida isomorfa.

Entonces probemos el inciso (1). Si F' es una funcién finita, esto es, F' :
2 — *[—n,n] para alguna n € N, entonces es ficil ver que

E(F) ~ /Q °F(w)dL(P)(w).

El caso en que F' no es una funcién finita se sigue de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.1 Una funcion F : QQ — *R es S—integrable si y solo si
existe una sucesion de funciones finitas (F,)nen tal que

°E(|F — F,]) =0 si n— o0

con este argumento el resto de la prueba del teorema anterior es trivial.
Prueba de la proposicion.-

—)

Sea F': 2 — *R una funcién S—integrable. Para cada n € *N definamos una
funcién F,, : Q@ — *R como

F(w) si |F(w)| <n
F,lw)y=4¢ n si F(w) >n
-n si F(w) < —n

Entonces F,,(w) es una funcién finita si n € N. Para m € *N\N se tiene que

1
P{weQ: |Flw)|>m}) < —=== =0 (2.1)
mE[|F]
por la desigualdad de Chebyshev y por la S—integrabilidad de F'. Asi, para
m € *N\N
E(|F - F,)|) < / |F(w)|dP.
|F(w)|>m

por la expresién (2.1), y finalmente usando otra vez la S—integrabilidad se
tiene que la integral es ~ 0.

)
Sea (F},)nen una sucesion de funciones dada. Supongamos que sup,, |F,| < n.
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de la aproximacion lim, ., °E(|F — F,|) = 0 de manera obvia se tiene que
°E(|F|) < .

Verifiquemos que se satisface la condicién 2.2.4(ii), para esto tomemos
e € R, arbitrario. Elijamos alguna n € N tal que °E(|F — F,|) < €/2. Sea
A € Atal que P(A) < ¢/2n. Entonces

/|F|dP</|F |dP+/yF Fo|dP < e.

Entonces si A € Ay P(A) ~ 0 entonces [, |F|dP ~ 0. [ ]

Daremos ahora una pequena introduccion al concepto de esperanza con-
dicional.

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad hiperfinito, donde A es una
algebra interna de subconjuntos internos de 2. Cualquier subalgebra interna
B de A es generada por una particién hiperfinita {y,...,€,}, donde n €

*N\N, del conjunto §2, esto se sigue usando el principio de transferencia
para el caso finito. Entonces se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.2.5 Sea F : 2 — *R una funcion interna y B una subdlgebra
de A generada por la particion interna de {Q,...,Q,}, n € *N\N de Q.
Definimos la esperanza condicional E(F|B)! como

1
E(F|B)(w) = FW)P(W),
(FIBW) = gy 2 FPW)
para w € §,, n=12....n

Notemos que, igual que en el caso estandar, la funciéon E(F|B) : Q@ — *R es

B—medible y que
E(E(F|B)) = E(F)

La siguiente proposicién relaciona los conceptos hiperfinitos a los del concep-
tos estandar.

Proposicién 2.2.2 Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad hiperfinito y
sea F': Q0 — *R una funcion S—integrable. para cualquier subdlgebra interna
B de A denotando a E(F|.A) como la esperanza condicional de F' con respecto

aByaFE(°F|A) como la esperanza condicional estandar de °F con respecto
a la subdlgebra L(B) de L(A). Entonces E(F|B) es S—integrable y

°B(F|B) = E°(F|L(B)),  L(P)— c.s.

! Algunas veces también lo denotaremos como Ep(F|B).
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Prueba.-
Notemos que para todo A € B, se tiene que por la S—integrabilidad y por el
teorema 2.2.2(2) obtenemos

A

ZE(F|B)dP:ZFdP:/0FdL(P):/AE(OFIL(B))dL(P)

Tomando A tal que P(A) = 0 obtenemos la S—integrabilidad de E(F|B).
Ahora, usando el teorema 2.1.1, para cualquier B € L(B) podemos dar
un A € B tal que L(P)(AAB) =0, por lo que

/BOE(F|B)dL(P) - O/AE(F|B)dP
_ /A E(°FIL(B))dL(P)

- / E(°FIL(B))dL(P)

Esto por la S—integrabilidad de E(F|B), el teorema 2.2.2(2) y el calculo he-
cho arriba. Finalmente, como °E(f|B) es L(B)—integrable se tiene la prueba
de la proposicion. [ |
En ocasiones se tiene que el producto de medidas de Loeb no es la medida
de Loeb del producto como en la definicién de probabilidad estandar., sin
embargo, Keisler [23] probo un teorema que resulta ser del tipo Fubini.

Teorema 2.2.3 Sea ()1, {25 espacios de probabilidad hiperfinitos, y f : €2y X
Qs — R una funcion Loeb integrable, entonces

(i) f(w1,-) es Loeb integrable para casi todo wy € €.
)ii) La funcion g(wr) = [ f(wi,w2)dL(Py) es Loeb integrable en €.
(iii)

/f(wl,wg)dL(Pl@aPQ) = / (/ f(wl,wz)dL(Pz)) dL(P)

Prueba.-
Sea A C 1 X Qs.
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Sea (B )nen una sucesién decreciente de subconjuntos internos de €5 x €y
tales que A C B, y °P, ® P»(B,,) | 0. Definamos B = NB,,. Como

P ® Py(B,) — / Py(By(w1))dP (1),

entonces por el teorema 2.2.2 tenemos que
L(P,® P)(B,) = °PI® Py(B,)
_ /PQ(Bn(wl))dPl (1)

= /OPQ(Bn(wl))dpl(wl)
_ / L(Py)(B(w1))dPi (1)

y por el teorema de la convergencia monétona esto implica que L(P) B(wy)) =
0 c.s. y como A C B, hemos probado que si A C €; x €y tiene medida
L(P, ® Py)— cero, entonces para L(P;)—c.s. wy, la seccion A(w;) = {ws :
(w1,ws) € A} tiene L(P,)— medida cero.
Ahora elijamos un lifting F' de f, y definamos G(w;) = [ F(w,ws)dPs.

Es suficiente con mostrar que para todo w; la funcién F(wy,-) es un lifting
S—integrable de f(wi, ) v que G es un lifting S—integrable de g. Usando
otra vez el teorema 2.2.2 se tiene de manera clara la primera dos partes del
teorema.

Ahora, veamos que
/f(wl,wg)dL(Pl ®P) = O/F(wl,wg)d(Pl ® Py)
- Jewar,
~ [ gnarp)

_ /(/f(wl,wz)dL(P2)> dL(P,).

Que F(w,-) es un lifting de f(w,-) para casi todo w; se sigue de lo hecho
arriba.
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Para la S—integrabilidad vamos a usar la proposiciéon 2.2.1, para esto defi-
namos las truncaciones de F' para cadan € N

F(wl,wg) si ]F(wl,wg)] <n
Fo(w,wy) =< n si F(wy,wa) >n
—n si F(wy,wy) < —n

entonces
0< / (ﬁF— Fn|dP2) dL(P1) < ﬂF — Fn|d(]31 ®p2) L0 si n— oo
implica que
/F(WI’WQ)_FH(WbWNsz — 0 cs.

entonces F(wy,-) es S—integrable para casi todo w;.
Como consecuencia de esto se tiene que

°G(wr) = 7F<w17w2)dp2 = /f(wl,w2)dL(P2) = g(w),

por lo que G es un lifting de g. Si G (w1) = [ F, (w1, w2)dPy(ws) entonces
G, es una funcion finita y

OSﬁG—Gn|dP1S//|F—Fn|dP1dP2 — 0 sl n— oo.

Y por la proposicion 2.2.1 se tiene que G es S—integrable. [
vamos a dar dos resultados que se usaran en posteriores capitulos.

Lema 2.2.2 Sila medida de probabilidad hiperfinita P es absolutamente con-
tinua respecto a Q y su funcion de densidad es S-integrable, entonces L(P)
es absolutamente continua con respecto a L(Q) con densidad dada por °F.

Prueba.-
Simplemente mediante calculos directos tenemos que si A € A entonces

/AoFdL(Q) _° (/AFdQ) _ o(P(A)) = L(P)(A)

y por continuidad se tiene que para toda A € o(A) se cumple esto ultimo,
entonces se tiene el resultado. |

Ahora presentamos el ultimo resultado de esta seccidn.
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Lema 2.2.3 (a) Supongamos que F,G : Q — *R*Y son wvariables aleato-
rias internas con F ~ G, L(Q)-casi seqguramente y supongamos ademds que
Eqg(F) =1= Eg(G). Entonces si G es S-integrable implica que F también
es S-integrable.

(b) Si Eq(F?) es finito, entonces F es S-integrable.

Prueba.-
(a) Tenemos que E(°F) = E(°G) = °E(G) = 1 por hipétesis, por lo cual
E(°F) = °E(F), por lo que entonces I es S-integrable.

(b) Eg(|F|) es finito ya que Eg(F?) es finito. Si Q(A) ~ 0 para todo
A € A entonces por la desigualdad de Schwarz tenemos

/|FIdQ< (/ nAdQ) (/F?d@)é ~ 0

2.3. Movimiento Browniano.

Ahora construiremos el proceso estocastico mas conocido, ademas de ser
uno de los que mas aplicaciones tiene en diversas campos del conocimiento. Se
sabe que el movimiento Browniano se construye como un limite de caminatas
aleatorias.

Anderson(1976) construyo un movimiento Browniano como una caminata
aleatoria hiperfinita, anos después Keisler [23] dio su versién de la construc-
cion de Anderson, y esa es la que seguiremos en esta seccion.

Antes de ver el tema principal de esta seccién vamos a dar ciertas defi-
niciones referentes a la independencia de variables aleatorias en el universo
extendido.

Definicién 2.3.1 Una coleccion de variables aleatorias internas (X;)ier, con
I un indice, sobre un espacio de probabilidad hiperfinita (2, A, P) es llamado
*—independiente si para cada subconjunto hiperfinito { Xy, ..., X;n}, m € *N
y cada m—ada interna (o, ..., ay) € *R™ se tiene que

P{weQ: Xi(w) < an,.... Xp(w) < am}) = [ PUw € Q1 Xp(w) < ax})

(2.2)
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La coleccion es entonces llamada S—independiente si para cada conjunto
finito {X1,..., X;n}, m € Ny cada (aq,...,q,) € R™ la expresién (2.2) se
sigue satisfaciendo pero ahora en lugar de tener = se tendra ~.

Una vez mas, tenemos dos definiciones, la *-version y la S-versién en el
universo extendido, salvo que aqui la S-version tiene un significado estandar.

Lema 2.3.1 Sea (X;);e; una coleccion de variables aleatorias S-independientes
sobre (Q, A, P). Entonces (°X;);er es independiente sobre el espacio de Loeb
asociado (2, L(A), L(P)).

Prueba.- Calculando tenemos

L(P){w e Q°X;,(w) < aq,...,°X;, (W) < am})

1 1
= lim °P <{w € QX (w)<ag——,..., X, <am— —})
n

n—oo

_ g&o< lﬁp <{u) € Q| X, (w) < o — %}))
_ ]ﬁnlg& op ({w € QX (w) < ap — %})
= ;ﬁL(P)({w € QX (w) < o))

[ |
Ahora tenemos el resultado del limite central para la *-version.

Teorema 2.3.1 Sea (X,,)ne+n una sucesion de variables aleatorias *—independientes
sobre (€, A, P) con la misma distribucion estindar F' y con media 0 y va-
rianza 1. Entonces para toda m € *N \N y toda o € *R se tiene

P <{w €| \/—%ZXk(w) < a}) ~ U(a)

oo [ on( )

es la distribucion estandar Gaussiana.

donde
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Prueba.-

Sea G la distribucién de °X,, sobre el espacio de Loeb. Como F' es estandar
(en el sentido del andlisis no estandar), entonces se puede ver que G = °F
y que F' = *G. Ademas se tiene que E(°X,,) = 0y que F(°X?) = 1. Por
tanto, por el teorema del limite central (versién esténdar), dada una o € R
y € € R, existe un ng € N tal que si m > n( entonces

L(P) ({w e %gww) < a}> _—

Esto significa que la coleccién (°Xy) es independiente, entonces la suma
> o, °Xj tiene una distribucién G™ la cual es la m—esima convolucién de
G. Tomando m > ng tal que

G™ (Vima) — d(a)] < e.

Ahora F' = G*, y aplicando el principio de transferencia se concluye que para
todo m € *N\N y todo a € R entonces

F™(Vma) & “(a).

No obstante, F™ es la distribucién de Y ;" , Xx, por lo que para cualquier
a € R se tiene
P ({w e
[ |

Diremos que un movimiento Browniano (denotado por B) es una funcién

< €.

\/—%ZXk(w) < a}) ~ V(a)

B:OxT—"R

donde T es la linea de tiempo hiperfinita, 7" = {0, At,2A¢, ..., 1} (como
se vio antes), {2 es esencialmente nuestro modelo para lanzamiento de volados
hiperfinito, descrito en la seccién 2.1,, salvo que aqui el espacio {0,1} lo
reemplazamos por {—1,1}, por lo que Q = {—1,1}7.

Una caminata aleatoria hiperfinita es definida de manera explicita como

B(w,t) = iw(s)\/ﬁ, w e Q,

0
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entonces entre tiempos ty y to + At la particula se mueve una distancia
At ya sea a la izquierda o a la derecha de manera independiente con una
probabilidad 3.

Notacion.- Usaremos la siguiente convencion: si u < ¢ entonces

> X(w,s) = X(w,u) + X(w,u+ At) + -+ X(w,t — At), (2.3)

es decir, X (w,t) no esta incluido en la suma.
Ahora bien, el movimiento Browniano estandar (en el sentido del andlisis
estdandar) es obtenido al hacer

b(w,°t) = °B(w,t), (2.4)

donde t es el punto inmediato a la derecha de t. b serd un proceso estocasti-
co de ©Q x [0,1] a R, donde 2 tiene una estructura de medida dada por
la construccién de Loeb (2, L(A), L(P)), donde A es la élgebra interna de
subconjuntos internos de €2 y P es la medida de conteo hiperfinita sobre A.

Hay que probar que efectivamente b, como esta definido en la expresion
(2.4), es un movimiento Browniano, para esto hay que verificar que

1. b(-,t) es una funcién medible de w para todo ¢ € [0, 1]
2. Para s < t, b(w,t) — b(w, s) tiene una distribucién normal N(0,¢ — s).

3.81 81 <t <59 <ty <--r <5, <ty en [0,1], entonces {b(w,t1) —
b(w,s1),...,b(w,t,) — b(w,s,)} es un conjunto de variables aleatorias
independientes.

Pero por construccién se tiene que (1) es inmediato, por lo que sélo hay
que verificar que se satisfacen (2) y (3), asi

Teorema 2.3.2 Sea B una caminata aleatoria hiperfinita sobre (€2, A, P)
y sea b su parte estandar. entonces b es un movimiento Browniano sobre

(2, L(A), L(P)).

Prueba.-
(1) se satisface por construccién. Se puede probar (2) de dos maneras dife-
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rentes, una usando el teorema del limite central y la otra mediante la trans-
formada de Fourier. Hagamos de la ultima manera.

/Qexp[i(b(w, °t) — b(w, °s))z]dL(P)

= / expli(B(w,t) — B(w, s))z]dP por el teorema 2.2.2
Q

= O/Qexp [z (i wk\/E) z
- Zﬁexp(iwk@z)dp

dpP

t
=’ (H / exp (iwg V Atz)dP> por la independencia.
k=s Q

o = exp(ivAt 2) + exp(—ivAtz)
U

> ya que P(wy, = £1) = 3.
k=s

52 AN T™ (t—s)

— o 1-—+0(= donde m = At~
2m m?2

= exp <— t; 822>.

Un comentario de la ultima igualdad es que si m € *N\N entonces 1 +

x/m)™ x~ e, ya que al tomar la parte estdndar, el termino O (;—42) desapa-
rece, con lo que nos queda la igualdad.
Finalmente, (3) se sigue del lema 2.3.1. [ |

Veamos mas propiedades del Movimiento Browniano y las medidas de
Loeb.

Primero si AB(s) = B(s+ At) — B(s) entonces se tiene que al desarrollar
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obtenemos

AB(s) = Sitw(s)@—iw(s)@
= sitw(s)\/A_t
= szt)\/E,

de donde se tiene que
AB?*(s) = [w(At) \/Ktr
y como w(s) toma solo los valores —1,1 entonces se tiene que
AB?(s) = At (2.5)

De lo anterior y usando que E(B(s)AB(s)) = 0 (porque AB(s) = %1 con
probabilidad % sin importar cual sea la esperanza de B(s)) se tiene que

t

E(B(t)’) = E) {[B(s) - AB(s)* -~ B(s)’}

s=0

- i E[2B(s)AB(s) + At

s=0

t
= ZAt:t
s=0
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De lo anterior calculemos E(B(t)*)

t

E(B(t)) = E) {[B(s)+AB(s)]' - B(s)'}

s=0

= Z E[4B(s)*AB(s) + 6B(s)*AB(s)* + 4B(s) AB(s)* + AB(s)"]

= i E[6B(s)? At + At?]

t
= ) [6sAt + AL’
s=0
= 3t(t — At) + tAt = 3t* — 2tAt < 3t°.

aqui se ha usado el hecho que 22:0 sAt = {=AY At

mostrar que

. De igual manera se puede

E[(B(t) — B(s))"] < 3(t — s)*.

Ahora tenemos el siguiente resultado acerca de la S-continuidad del mo-
vimiento Browniano.

Teorema 2.3.3 B(w,-) es S-continuo para casi todo w € ), es decir, existe
un conjunto Q' sobre el cual B(w,s) = B(w,t) siw € Q' y s ~ t. Como
consecuencia, b(w,-) es continuo para todo w € .

Prueba.-

Definamos un conjunto "malo”(),, ,, para cada pareja (m,n) € N? como

1}
2_
m

Notemos que las trayectorias B(w,-) son discontinuas si y sélo si w €
Um My Qmn ¥ que es suficiente con probar que °P(€,,,, — 0 si n — oo para
todo m € N. También veamos que

P(Qpn) < ZP{w €cQIseTn (

1<n

! |
2ZP{wEQ|‘ B,

n
<n

B(w,s) — B(w, %)

v oi+1

Qo = {wEQ]EIi<n,EISETﬂ(
n' n

} tal que

1 1+1
n’

} tal que l)
n

1}
Z_
m

B(w, s) — B(w,

1}
2_
m

IN




54 CAPITULO 2. MEDIDAS DE LOEB Y TEORIA DE INTEGRACION.

La justificacion de la segunda desigualdad es obtenida mediante un argumen-
to de reflexién, asumiendo que |B(w, (i+1)/n) — B(w,i/n)| < 1/m, pero que
existe una s € (i/n, (i + 1)/n] tal que B(w,s) — B(w,i/n)| > 1/m. Sea s, la
mas chicas de tales s, y consideremos la reflexion de la trayectoria w’ definida

como o
/ w(t si t < s
t) = .

wit) { —w(t) si Sy <t
Entonces se tiene que |B(w', (i + 1)/t) — B(w',i/n)] > 1/m y como cada
trayectoria reflejada corresponde a una trayectoria no reflejada entonces se
tiene la segunda desigualdad.

Entonces teniamos que

1+ 1 7 1
P(Qun) < ZZ;P{(U € Q) ‘B(w, )= B(w, )| 2 E}
. 1 . 4
< 2m4E<'B (w,2+ ) —B(w,i) )
n n
1 6m*
< 6m42ﬁ = % — 0 cuando n — oo.
<<n
Por lo que entonces B(w, -) es S-continuo para casi todo w € ). [ |

2.3.1. Tiempos locales Brownianos.

La nocién de tiempo local es importante en el estudio del movimiento
Browniano. Formalmente se tiene que el tiempo local [(¢, ) esta dado por

l(t,x) = / d(z — b(s))ds,

donde b(s) es un movimiento Browniano y ¢ es la funcién de Dirac. La idea
es que [(t, ) mida el numero de veces que la particula Browniana visita el
lugar = hasta el tiempo ¢.

Una manera heuristica de precisar la idea es mostrar que existe un proceso
continuo conjunto [(¢,z) tal que

I(t,s) % /0 I (b(5))ds, (2.6)



2.3. MOVIMIENTO BROWNIANO. 55

para casi todo (t,z) € [0,00) x R, donde I4 es la funcién caracteristica el
conjunto A.

Pensando a b como la parte estandar de la camina aleatoria hiperfinita
esto nos da un diferente y directo enfoque de tiempo local. Comencemos con
la aproximacion a cualquiera de las dos expresiones de [(t, z) dadas arriba

(Az)~! /0 Tpos ) (b(s))ds, (2.7)

reemplazando la linea de tiempo [0, c0) por la discretizacién hiperfinita T =

{0, At,...,nAt,...},conn € *N yelespacio R por A = {0, £Ax, ..., £nAx, ..

n €* N, e introduciendo el proceso interno L : T'x A — *R como

L(t,x) = Y Iy (B(s))(At)2

s<t

Notemos que en la caminata aleatoria hiperfinita Az y At son elegidas tal
que Az = (At)Y/2,

Perkins [35] mostr6 que L tiene una parte estandar, la cual es un tiempo
local Browniano, ya que satisface la expresién (2.6). Ademés uso la represen-
tacion hiperfinita en la segunda expresion para probar el siguiente teorema
cuya prueba se encuentra en [35], pagina 815.

Teorema 2.3.4 Sim(t,z,d) denota la medida de Lebesgue del conjunto de
puntos con distancia menor a §/2 de {s <t :b(s) = x}. entonces para casi
todo w € Q2 y cada ty > 0 se tiene que
lim  sup |m(t,:1c,5)5_% - 2(2/%)%l(t,m)| =0
6—07F t<tq,z€R
|
Este teorema es importante porque nos dice que la caracterizacion solo de-

pende de {s : b(s) = z}, ademds, antes de él, solo se tenia para cada = de
manera separada, en cambio aqui esta dado para todas las x.

Sea X un espacio de Hausdorff, y sea C una familia de subconjuntos de
X. Una funcién v : C — R, se dice que es regular si para todo C' € C se tiene
que

v(C) = sup{v(F) : FCC, FeC escerrado} (2.8)
= Wf{r(0) : C C O, O€eC esabierto}. (2.9)

3
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para finalizar este capitulo, tenemos la siguiente proposicién que es debi-
da a Anderson [3] (1982), y de donde obtendremos como corolario la versién
no estandar del teorema de Lusin.

Proposicién 2.3.1 Sea X un espacio de Hausdorff. Sea (*X, A, P) un espa-
cio de probabilidad finitamente aditivo interno con L(P)(Ns(*X)) = 1.2 Sea
C la familia de subconjuntos de X, y sea v : C — Ry una funcion conjuntista
reqular tal que

v(C) = L(P)(*C) para casi todo C € C (2.10)
entonces u = st(L(P)) es una extension de v.

Prueba.-
Sea C' € C y tomemos € € R,. elijamos F, O € C cerrados y abiertos respec-
tivamente tal que F C C C Oy

v(0) —v(F) <e, (2.11)

lo cual lo podemos hacer por la regularidad de . Entonces tenemos de manera
obvia que *F C *C' C *O y por le caracterizacién no estandar de los conjuntos
cerrados y abiertos tenemos que

*FNANs(*X) st (F)cst™H(C) cst™H(0) C *O

combinando las ecuaciones (2.10) y (2.11), y recordando que L(P)(Ns(*X)) =
1 tenemos

L(P)("O) = L(P)("FNN(*X)) < e,

y como *C'N Ns(*X) y st~ (C) son ambos encerrados entre *F' N Ns(*X) y
*O entonces tenemos

L(P)(st™(C)A*C) =0, (2.12)
por lo que entonces

u(C) = L(P)(st™(C)) = L(P)(*C) = v(C)

2Recordar que Ns(*E) es el conjunto de puntos casi estdndar de *E, donde x € *E es
casi estandar si y sélo si € pu(Y) para alguna Y € E.



2.3. MOVIMIENTO BROWNIANO. 57

entonces p = st(L(P)) es una extension de v. [ |

Ademas, diremos que una medida v sobre X es una medida de Radon si
esta es la completacion de una medida de Borel y si para todo conjunto C'
que sea v-medible se satisface

v(C) = sup{v(K) : K CC, K escompacto}
= mf{v(0) : C C O, O es abierto}.

Corolario 2.3.1 Sea (X,C,v) un espacio de probabilidad donde v es una
medida de Radon. Si f : X — Y es una funcion medible a un espacio de
Radon con base numerable entonces °(* f(z)) = f(°x) para casi todo x € X
con respecto a la medida L(*v).

Prueba.-
Sea {Up, }nen una base numerable para Y con Uy =Y. Si °(*f(z)) # f(°x),
debemos tener que existe un x tal que

ve [JUfost) () A CT),

y para encontrar una contradiccion solo debemos mostrar que cada uno de
los conjuntos en la expresion de arriba tiene medida cero. Para esto veamos
que

(f o st) ™ (Un) AT (UR) = st (fTH(Un) A(fTH(Un) =0

esto aplicando la expresién (2.12) con P = *v y C = f~1(U,), de donde se
tiene una contradiccion y el corolario se sigue. |

El teorema de Lusin-Anderson lo que nos dice es que *f es un lifting de
f con respecto a todas las medidas estandar *v.
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Capitulo 3

Analisis Estocastico no
Estandar.

La teoria de los procesos estocasticos con el uso del analisis no estandar
es tratada en este capitulo, en el cual se da en buena medida la versién
no estandar de los teorema ya existentes, esto hace necesario probar varios
teoremas acerca de litinfgs. Se siguié principalmente los libros [1] y [24],
ademés de [27] y [39].

3.1. La Integral de It6 Hiperfinita.

El principal problema de la integracién estocéastica es encontrar el sig-
nificado que tendrfa integrales de la forma [ xdy donde = y y son procesos
estocasticos. La primera idea que se nos viene a la mente es tratarlo como
una integral de lebesgue-Stieljes,

Z,(t) = / 20(5)dy(s)

donde se toma a z,, y y,, como las funciones z(w, ) y y(w, -) respectivamente.

Asi, uno pensaria en el candidato para la integral estocastica como el
proceso (w,t) — Z,(t), pero esta manera de pensar la integral nos llevaria
a cosas sin mucho sentido, ya que el proceso y(w,-) debe ser de variacién
acotada y uno de los procesos mas usados, el movimiento Browniano, no
tendria cabida con esta definicion. de ahi, la necesidad de dar una diferente
definicién.

99
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It6 [21] en su ya famoso articulo encontré una mejor manera de definir la
integrales estocdsticas de la forma [ gdb donde b es un movimiento Browniano
y g es un adecuado proceso estocastico.

Definicién 3.1.1 Sean X,Y : QxT —— *R dos procesos estocdsticos hiper-
finitos. La Integral Estocdstica de X con respecto a'Y es el proceso [ XdY
definido como

(/ XdY) (w, 1) = ;X(M,S)AY(Q}, ) (3.1)

Notacion.- simplemente escribiremos fg XdY para denotar a la variable
aleatoria ([ XdY)(-,1).

La integral estocéstica esta bien definida para todos los procesos hiperfi-
nitos X y Y, aunque podrian presentarse propiedades extranas y podria no
tener parte estandar. Una tarea importante es tratar de agrupar los proce-
sos X, Y para los cuales se tiene que la integral se comporta bien, esto lo
haremos en la siguiente seccion.

Ejemplo.- Sea () el conjunto de todos las funciones internas w : T +——
{—1,1}, ysea x : @ x T — *R la caminata aleatoria de Anderson B(w,t) =
Sw(s)VAt. Sea X(w,s) = w(s) y consideremos la integral estocéstica
J X dy. Entonces se tiene que

/0 Xdy = EO:W<S)W<S)\/E = zo:m = é,

el cual es infinito para todos los no infinitesimales ¢. Por lo que la integral
de la funcion finita con respecto al "movimiento Browniano”y es infinita. El
problema por el que se obtuvo este resultado es que los incrementos de +v/At
de un movimiento Browniano son mucho mas grande de lo que uno espera de
una funcién finita y que conservar las trayectorias Brownianas finitas es un
delicado balance entre las contribuciones negativas y positivas. El integrando
afecta este balance haciendo que los incrementos sean todos positivos. Por lo
que no podemos dejar integrandos que anticipen el comportamiento de y si
queremos que la integral sea finita.
SiweQyteT, definamos

wlt=(w(s)|s<t)
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Donde 2 es el conjunto de todos las funciones internas w : T —— {—1,1}. Un
proceso hiperfinito X : Q x T" — *R es no anticipativo si X (w,t) = X (', 1)
siempre que w [t =w' [ t.

Proposicién 3.1.1 Sea A\ la medida de probabilidad uniforme sobre T. Asu-
miendo que X es un proceso no anticipativo el cual es S—integrable con

respecto a P x \. Entonces para todo t, la integral estocdstica fot Xdy es
finita c.d.

Prueba.- Usando algebra,

(] - -

y el ultimo termino es 0 ya que Ay(s) es mas menos v/A con probabilidad 1/2,
sin importar que valores tomen X (s), X (r) o Ax(r). Ademas, Ax(s)? = At,
por lo que

E ([/Ot der> =F (iX(s)%t) = /QXM X2d(P x \) <o0o. (3.2)

De donde se tiene el resultado. [ |

Este resultado nos permite darnos una idea clara acerca de que podemos
construir una teoria razonable de integracion estocdastica si nos restringimos
a procesos no anticipativos.

Asi, demos una descripcion alternativa de los procesos no anticipativos,
la cual es un poco intuitiva, pero tiene la particularidad que es mas facil de
generalizar. Para cada t € T sea A; el dlgebra interna sobre €2 generada por

Wi ={ € Qu' [t =w |t}

El proceso X es no anticipativo si y sélo si X (-, t) es A;—medible para cada
t. Llamamos a (€2, {A¢}ier, P) una filtracion interna.



62 CAPITULO 3. ANALISIS ESTOCASTICO NO ESTANDAR.

Regresando a la teoria estandar de integracion estocastica con respecto a
la parte estandar b de x. La nocién estandar de no anticipativo se basa en la
filtracién (€2, {B;}iepo,], L(P)) generada por la filtracion (€2, {A;}ier, P). Sea
N la clase de subconjuntos nulos con respecto a L(P), definimos para cada
te0,1] a

B=o (U L(A,) uN) (3.3)

st

Aqui, B; clasifica los eventos que sélo dependen de lo que ocurrié hasta
t incluyendo la monad de t, y los conjuntos nulos son anexados sélo por
cuestiones técnicas.

Recordemos que un proceso estandar x : 2 x [0, 1] — R es medible si este
es medible con respecto a la medida producto completada de la medida de
Loeb sobre € y la medida de Lebesgue sobre [0, 1]. De igual manera, diremos
que x es adaptado a la filtracion (€2, {B;}icpo,], L(P)) si este es medible y si
x(+,t) es B,—medible para cada t € [0, 1]. Es claro que un proceso adaptado
es la contraparte estandar de la nocién no estandar de no anticipativo.

A raiz de la proposicién anterior es natural pensar que integrales es-
tocdsticas [ xdb estardn bien definidos para todos los procesos adaptados
x que sean cuadrado integrables con respecto a L(P) x m, donde m es la
medida de Lebesgue.

Definamos la integral cuando x es una funciéon simple adaptada, esto
significa que existe una particion 0 = tg < t; < ty---tx = 1 tal que z(w, s) =
z(w,t;) cuando s € [t;, t;41) y z(w,t) es acotada y By, —medible para cada ;.
Entonces haciendo

k—1

/0 2w, 5)db(w, 5) = 3 w(w, 1) [bw, 1) — blew, )]

j=0
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denotemos como Ab(t;) = b(t;41) — b(t;), ahora Itd observo que

E ({/le(w,s)db(w, s)r) -5

- F (Zx(tj>2Ab(tj)2) +2)  Ela(ty)x(t) Ab(t;) Ab(1)]

J<i

E—1 2

> w(t;)Ab(t)

J=0

= E (Z x(tj)QAt]) +0

J=0

= F (/le(t)th> :

es decir, que el mapeo x — fol xdb preserva la norma de L*(L(P) x m) a
L*(L(P)).

Ahora como las funciones simples son densas en el conjunto de procesos
adaptados en L*(L(P) x m), podemos extender z — fol xdb a una isometria

la cual seguiremos denotando por fol xdb. Sea Iy la funcién indicadora, la
integral estocastica es el proceso

( / a:db) (w,t) = /O 1 1o, b (3.4)

Un hecho importante a subrayar es que como fol gdb es un elemento de
L*(L(P)), la integral estocéstica es determinada de manera tinica, salvo equi-
valencias.

Demos una definicién que se asemeja a la dada en la pagina 37, aunque
aqui se combinan las dos partes de la dada previamente.

Definicién 3.1.2 Sea z : Q x [0,1] — R. un proceso hiperfinito X : ) x
T +—— *R es un lifting (con respecto a P x \) si

°X(w,t) =z(w,°t)
casi sequramente en L(P X \).

Llamaremos a un proceso x adaptado casi seguramente si existe un pro-
ceso adaptado y tal que z(w, s) = y(w, s) para casi todo (w, s).
Ahora se tiene el siguiente resultado
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Teorema 3.1.1 Un proceso estocdstico x : 2 x [0,1] — R es adaptado casi
sequramente si y solo si tiene un lifting no anticipativo.

[ |
este teorema se probara mas adelante.

Ahora tenemos el lema de [t0, que resulta ser el resultado de mas impor-
tancia en el andlisis estocastico. Lo enunciaremos en forma general y por el
momento s6lo se probara para el caso unidimensional, en siguientes secciones
se abordara de nuevo de manera mas extensa.

Denotaremos como V y A las derivadas espaciales y 0; las derivadas
temporales.

Lema 3.1.1 (It6) Sea ¢ : R™ x [0,1] — R. Si b es un movimiento Brow-
niano n—dimensional, entonces

dep(b(t)) = ve(b(t))db + (%Asﬁ + Oip) (b(2))dt, (3.5)

lo cual denota

00 = ol000) = [ vetbisan(s) + [ (586 +a0) tskis (30

Prueba.- Asumamos que ¢ : R x [0,1] — R tiene primeras y segundas
derivadas continuas, nos basta con probar que

t t 1
e(xt,t) — ¢(x0,0) %/ Vw(xs,S)dx+/ (§Aw(x578) +6‘t¢(xs,8)) ds
0 0
(3.7)
ya que V(xs, s) es un lifting de V(bs, s).

Ahora, el lado izquierdo de la expresién (3.7) lo podemos reescribir como
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una suma hiperfinita de la siguiente manera

e(xt:t) — ¢(x0,0)

= Z[gj(XS-l—At’ S + At) - @(XS: S)]

s=0

= ) Vp(xsr 5)Ax(s)

s=0

D [p(Xararn $) = @(Xar 5) = V(X ) Ax(s)]

t
+ Z[@(XerAt, s+ At) - @(X5+At7 3)]
s=0

Y por definicién la primera suma es la integral estocastica hiperfinita. Para
la suma de en medio se puede hacer lo siguiente, como

o(@) ~ ¢(y) — V(w)(z ~ 9) ~ 5A0()(w — )| < Clo— yP

para una constante finita C, entonces el segundo termino se puede escribir,
€omo

t

S e a09) = 90 8) = ol ) AXG)] & 5 D Al AN

s=0 s=0

Pero, Ax? = At por la expresién (2.5) de la pdgina 52, entonces la expresién
anterior queda como

Sl a0 8) = 9l 3) = Ve A ~ 5 [ Al s)ds

Para el ultimo termino se tiene que al igual que se hizo con el termino de en
medio, podemos acotarlo como

|§0(XS+AI‘/7 s+ At) - (P(XerAt, S) - at(P(XerAt, S)At| < CAtz

con lo que podemos reescribir el ultimo termino quedando como

t

t
Z[SO(XHM, s+ At) = o(Xs+at, 8)] & Z Op(Xs+at, s)At
s=0

s=0
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de donde obtenemos que la ultima suma se puede reescribir como

t

t
S [0 (Xera0 5 + A — 9(xaran )] ~ / Drp(xes ats 8)dls
0
t

s=0

Q

/ at@(xsa 5>d5

0

Lo cual prueba el lema. [ |

Conviene hacer dos comentarios acerca de la prueba que se dio para probar
el lema de Ito, uno es la ventaja de la definicion de la integral estocastica.
La segunda es la exacta relacion que se tiene Ax(t)k* = At con At un
infinitesimal.

3.2. Teoria General de Integracion Estocasti-
ca.

En la seccién anterior se estudié los procesos estocasticos hiperfinitos de
la forma X : Q x T'+—— *R, donde (2,4, P) es un espacio de probabilidad
hiperfinito. Ahora seguiremos en el mismo tenor, sélo que dejaremos a 7' mas
general.

Una linea de tiempo hiperfinita serd un conjunto hiperfinito

T ={ty,t1,...,te},

donde 0 = o, < t; < tp < --- < tyi = 1yt —t; = 0 para cada 1.
Ademas escribiremos AX (w, t;) = X (w, ti41) — X (w, t;) y usaremos la misma
convencion que la dada en la seccion 2.3, es decir, si s = t; y t = ¢; entonces

t
> X(w,r) = X(w,t:) + X(w, tigr) + -+ + X(w, 1)

Esto es, el termino X (w,t) no se incluye en la suma.
Dados dos procesos estocasticos X,Y : Q@ x T' — *R, la integral es-
tocastica se define como antes

/Ot XdY = iX(s)AY(s).
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Nuestra idea es introducir el importante concepto de martingala, pero
esto hace necesario definir lo que es una filtracion.

Definicién 3.2.1 Sea T' una linea de tiempo hiperfinita y (2, A, P) un es-
pacio de probabilidad hiperfinito. Una filtracion interna sobre §2 inderada
por T, (2, {Ai} e, P) es una sucesion interna creciente de dlgebras internas

sobre €.

Al asumir que A es el conjunto potencia interno de €2 entonces todos los
A; son automéaticamente sub—aélgebras de A.

Igual que en la seccién anterior es necesario definir procesos no anticipati-
vos para nuestra nueva linea de tiempo 1" con respecto a la filtracién definida
arriba.

Definicién 3.2.2 Un proceso interno X : Q x T —— *R es no anticipativo
con respecto a (Q, {A;her, P) si la funcion w — X(t,w) es A;—medible
para todo t € T.

Con las definiciones anteriores es sencillo poder dar el concepto de mar-
tingala.

Definicién 3.2.3 Un proceso interno M : 2 x T —— *R es martingala con
respecto a (Q, {A; her, P) si este es no anticipativo y para toda s,t € T,
s<tytoda A€ A se tiene que

E(LL4(M, — My)) =0. (3.8)

Como en el andlisis estocastico estandar, si reemplazamos la igualdad
(3.8) por la desigualdad E(1l4(M; — M,)) > 0, entonces a M le llamamos
submartingala y de igual manera al reemplazarla por F(14(M; — M) <0
le llamamos supermartingala.

Daremos otra forma de describir un proceso no anticipativo mediante la
introduccién de una relacién de equivalencia. Para cada t € T definamos la
relacion ~; sobre €2 como

Wy W = VAc A, weAsd cA (3.9)

Con esta relacién es simple verificar que X es no anticipativo si y sélo si
X(w,t) = X(w',t) cuando w ~; w.
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Ademas, si [w]; es la clase de equivalencia de w, bajo esta relacién de
equivalencia, entonces un proceso no anticipativo M es una martingala si y
solo si

AM(@,4)P{&} =0 (3.10)
>

WE[w]e

para todo w € Q y todo t € T. Usando todo lo anterior es trivial ver que si
X es no anticipativo y M es una martingala, entonces [ XdM es también
una martingala.

Otra necesaria definicion es la de variacion cuadratica.

Definicién 3.2.4 Sea un proceso interno X : Q x T +—— *R. La variacion
cuadrdtica de X esta dada por el proceso [X]: Q x T +—— *R definido como

¢
= Z AX (w,s)?
s=0

Al aplicar esta definicion a la caminata aleatoria de Anderson X definida
en la seccion 2.3, obtenemos

t t
— ZAX<S)2 = ZAt =t
s=0 s=0

Veamos la siguiente identidad.

Lema 3.2.1 Para todos los procesos hiperfinitos X : Q x T —— *R, se tiene
que

[(X](t) = X (t)* — X(0)* — z/t XdX.

AX](t) = (X(tiqa) — X(t:))
= X(ti1)? = X ()% = 2X () (X (tir1) — X (1))
(tiv1)”

t7,+1
— X (t)* -2 Xdx

t;



3.2. TEORIA GENERAL DE INTEGRACION ESTOCASTICA. 69

y sumando sobre todas las ¢; <t

tit1

> ALXI() = 3 | Xt - X0 -2

t; <t t; <t t;

XdX}

de donde tenemos que por ser suma telescopica nos queda
t
[(X](t) = X(t)* — X(0)* — 2/ XdX.
[ |

Ahora bien, si aplicamos este resultado a una martingala M, se tiene que
t
(M](t) = M(£)2 — M(0)2 -2 / MdMM. (3.11)

y cOmo f; MdM =" M(s)AM(s) al tomar la esperanza obtenemos que

t

E (/t MdM) _E <§ M(s)AM(s)) =Y B(M(s)AM(s)) =0

s=0

por lo que se tiene que de

obtenemos la expresion
E(M(t)*) = E(M + [M](t)) (3.12)

donde M2 = M(0)?. Esta ultima expresién nos permite ver la fuerte relacién
que existe entre las martingalas y los procesos que tienen variacién cuadrati-
ca. Ademds, notemos que como [M](t) es creciente entonces E(M(t)?) es
también creciente.

Definicién 3.2.5 Una martingala hiperfinita M es llamada una N\*-martingala
si °E(M?) < oo para todo t € T.

Asi, para ver si M es una A?-martingala es suficiente con probar que
E(M?3) es finita.
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La ultima definicién nos da una condicién sobre el tamano de M. A veces
es conveniente detener el proceso antes de que este explote, es decir, podemos
estudiar la martingala con sélo estudiar la \>—martingala al detenerla antes
de que se haga muy grande.

Este ultimo comentario hace necesaria otra importante definicion del
analisis estocastico estandar: tiempo de paro.

Un tiempo de paro adaptado a la filtracién (€2, {A;}, P) es un mapeo
7:Q — T tal que para todo t € T, el conjunto {w € Q|7(w) < t} esta en A,

Valdria hacer una buena observacion, si 7 es un tiempo de paro y M es
una martingala, entonces el proceso parado M, definido como

M, (w,t) = M(w,t AT(w))

es también una martingala.

Se tiene ahora la definicién de A>—martingala local.

Diremos que una martingala M es una A\?>—martingala local si existe una
sucesion de tiempos de paro internos {7,}nen tales que cada M, es una
A?—martingala y para casi todo w € €, 7,(w) = 1 para alguna n € N. A la
sucesion {7, bnen se le llama sucesion localizante de M.

En términos de la relaciéon de equivalencia ~; dada en la péagina 67, se
tiene que si 7(w) = ¢, entonces 7(w') =t para todo w ~; w.

Si fijamos t € T', entonces M, es finita casi dondequiera. Pero se presenta
un problema ya que el conjunto de medida cero puede ser diferente cuando
cambiamos de ¢, por lo que entonces es posible que no exista un w tal que
M (w, t) sea finita para todo t. Y lo que se quiere saber es que max;er M (w, t)
es finito para casi todo w. Para responder a esta pregunta vamos a probar
un resultado muy fuerte, que es la desigualdad de Doob, antes vamos a ver
mas propiedades de las trayectorias de M.

Definicién 3.2.6 Sea f: T — *R una funcion interna.

» Diremos que r € R es el S—limite por la derecha de f ent € [0,1]
st para todo € > 0 estandar, existe un 6 > 0 estdndar tal que si s € T
yt < ° < t+ 0 entonces |f(s) — r| < e. Esto lo denotamos como

r=2S5—lim,; f(s).
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» Diremos que r € R es el S—limite por la izquiera de f ent € [0,1] si
para todo € > 0 estandar, existe un 0 > 0 estandar tal que si s € T

yt—39 < % <t entonces |f(s) —r| < e. Esto lo denotamos como
r=2S5—limg, f(s).

Recordemos que las dlgebras A, clasifican eventos que han ocurrido hasta
el tiempo t. Asi pues, generalicemos esto de la siguiente manera: Extendamos
la relacion de equivalencia ~; dada en la pagina 67 como

Wy w = W) W (3.13)

donde 7 es un tiempo de paro. Notemos que si w ~;¢ w', entonces 7(Q2) =
T(w') y entonces ~ si es una relacién de equivalencia.

Definimos como A4, como el algebra interna generada por las clases de
equivalencia de ~..

Asumiendo que tenemos una sucesion creciente de tiempos de paro inter-
nos {7, }n<y , y que M, es una variable aleatoria M, (w) = M (w, 7,,(w)). No
es dificil ver que el mapeo (w,n) — M, (w) es una martingala con respecto
a la filtracion (2, {A.,}, P), y entonces por la expresién (3.12) de la pagina
69 se tiene que

y—1
E(M2)=FE (Mg +y (M., - M#) , (3.14)
n=0

donde 75 = 0.
Tenemos el lema siguiente el cual nos ayudara a probar la desigualdad de
Doob.

Lema 3.2.2 Sea U,V : Q x T — *R, dos mapeos internos de € a *R.
Asumamos que p,a € *R son tales que p > o, p > 1, a > 0 y que para todos
los & € *R positivos
EPIU > ¢ < / VedpP (3.15)
{U>¢}

entonces )

E(UP) < (p L a) BV, (3.16)
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Prueba.-
Sea p la distribucién de U, entonces se tiene que pu(A) = P[U € A], entonces

EU?) = / h yPdu(y)  reescribiendo a y? como una integral tenemos

0

- /OO (/y pfp_1d§> du(y) usando Fubini tenemos
0 0

— /oo (/OO pfp_ld,u(y)> d¢  pero esto no es mas que
0 Yy

= /OO PPy > €]d€ o reescribiendo
0

-/ T per P > €lde

< / pEriTe (/ VadP) d¢ aqui se usé (3.15),
0 {U>¢}

- / ( /0 Upgp—l—adgf) Vedp

= / P_yr-ayaqp y por la desigualdad de Holder
p—«
p

p—

EUP) v E(VP)»

de donde se tiene que al dividir por E(U?)'~» obtenemos
E[r) 1 < L _pyr)s
p—
por lo que al elevar a la potencia £ tenemos

P

s} < (L) B

lo cual prueba el lema. [ |

Ahora enunciaremos y probaremos la desigualdad de Doob.

Teorema 3.2.1 La desigualdad de Doob
St X :QxT — *R es una submartingala positiva entonces para todo p > 1
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y todot €T se liene que

p
X, < —/——|X
Hsslért) H_p_lH tll

donde || - || denota la norma de LP.

Prueba.-
Usemos el lema anterior con U = sup,.;, X5, V = X; y a = 1 se tendria
el resultado de manera inmediata, por lo que sélo hay que probar que se
satisface la condicion 3.15.

Sea £ > 0, y definamos un tiempo de paro 7 como

T(w)=f{s €T : X(w,s) >} N2.

Como t < 2 entonces {sup,; : Xy > &} = {7 < t}, por lo que

EP[sup: X, > €& = EP[r <t
s<t

< X,dP
{r<t}

_ / (Xon— X)dP+ [ X.dP

{r<t}
pero X es submartingala, entonces

< X dP

{r<t}

Asi, se tiene que se satisface la condicién que faltaba, por lo que entonces se
tiene la desigualdad de Doob.
[ ]

Ahora presentamos la siguiente proposicion acerca de la existencia de
S—limites por la izquierda y la derecha.

Proposicién 3.2.1 Si M es una \2—martingala local, entonces casi todos
los M tienen S—Ilimites por la derecha y S—limites por la izquierda para cada
t € [0,1]
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Prueba.- Probemos esta proposicién por contradiccién. Sin perdida de ge-
neralidad asumamos que M es una A\>—martingala.

Como sabemos que M es finita casi dondequiera, entonces la conclusion de
la proposicién puede fallar si M “oscila”mucho, es decir, si el conjunto

U {w|las trayectorias M (w, ) cruzan [a,b] un numero infinito de veces.
a,beQ,a<b

tiene probabilidad positiva. Y ya que sélo existen una cantidad numerable
de parejas racionales, esto implica que podemos encontrar a,b € Q, con
a < b, tales que M cruza [a, b] una cantidad infinita de veces con probabilidad
positiva. Ahora, definamos una sucesién de tiempos de paro {7,,} de la manera
siguiente, sea 79 = 0 y para cualquier k£ impar como

Te(w) = mf{t > 71 (W)| X (w,t) < a} AL,
y para k par como
Te(w) = mf{t > 71 (w)| X (w,t) > b} A L.

Entonces la sucesién {7,,} es estrictamente creciente hasta que crezca y sélo
sea una sucesion de unos, es decir, si v es el numero de elementos de la linea
de tiempo, entonces 7., es idénticamente 1.

Ahora usando la expresién (3.14) de la pagina 71 tenemos que

E(M(1)") = B(M2) = E <M§ S0 an>2)

Ahora por hipdtesis el lado izquierdo de la ecuacién anterior es finita, pero la
suma del lado derecho debe ser infinito sobre un conjunto de medida positiva.
Pero esto es una contradiccion, por lo que el resultado se sigue. |

Damos en seguida una definiciéon que relaciona los procesos hiperfinitos
con sélo un S—Ilimite lateral con procesos estandar.

Definicién 3.2.7 Sea X : Q xT — *R un proceso hiperfinito con S—Ilimites
por la derecha e izquierda casi dondequiera. El proceso estdndar °X* : € x
[0,1] — R definido como

Xt (w,t) =8 —1lim X (w, s)

slt
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es llamado la parte derecha estandar de X. Mientras que al proceso estandar
°X~: Q2 x[0,1] = R definido como

X (w,t) =85 — lim X (w, s)

sTt

es llamado la parte izquierda estandar de X.

3.3. Integracion de Martingalas

Se ha visto que si x es la caminata aleatoria de Anderson y si A es la
medida de conteo normalizada sobre T', Entonces la integral [ Xdy se com-
porta bien si X es no anticipativa y es S—cuadrado integrable con respecto a
P x \. Ahora, si M es una A>—martingala, tomemos a vj; como una medida
interna sobre €2 x T" definida como

vu{(w,t)} = AM(w,t)*P({w}).

Entonces podemos observar que vy (2 x T) = E([M](1)) es finita y que
vy = P x X para la caminata de Anderson Y.
Definamos dos tipos de integrandos como

Definicién 3.3.1 Sea M una \2—martingala. Diremos que un proceso hiper-
finito X pertenece a la clase SL*(M) si es no anticipativo y es S— cuadrado
integrable con respecto a vyy.

Si M es una L?*—martingala local, entonces X pertenece a SL(M) si es no
anticipativo y esta en SL*(M.,,) para toda 7, en una sucesion localizante para
M.

En esta clase se define ya no con respecto a la medida producto P x A
sino a la medida construida a partir de una martingala y la razén de usar
esta se muestra en la prueba de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.1 Si M es una N*—martingala y X € SL*(M) entonces

[ XdM es una \>—martingala. Asimismo, si M es una \*—martingala local
y X € SL(M) entonces [ XdM es una \*—martingala local.

Prueba.-
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Probemos la primera parte de la proposicion. Asumamos que M es una
A?—martingala y que X € SL*(M). Sabemos que [ XdM es una martin-
gala, entonces apliquemos la expresién (3.12) a esta martingala, con lo que
obtenemos

E ((/OleM>2> — B ([/OleMD —E (Z;:X2AM2) :/X2dVM

que es finita por hipdtesis.
La segunda parte es una consecuencia de lo anterior. [ |

Esta proposicion nos da cierta certidumbre acerca de que la construccion
que hemos hecho de la integracién estocéstica es razonable.

En virtud de la ecuacién (3.11) de la pédgina 69, tenemos la siguiente
proposicién.

Proposicién 3.3.2 Si M es una martingala entonces
E(M}) = E(Mg) + E([M];)

Prueba.-
Sabemos que el proceso Y = fot MdAM es una martingala por la proposicién
anterior pues es claro que M € SL*(M). Entonces E(Y;) = E(Yy) =0, y

t
E(M?) = E(M])+2E (/ Mdes) + E([M],)
0
= BE(Mg)+ E([M];)
lo cual prueba la proposicién. |

Ahora, presentamos un resultado que se usara en el capitulo 5, el cual
nos remite a la definicién de A%-martingala dada antes.

Proposicion 3.3.3 Lo siguiente es equivalente:
(i) M es una A\?-martingala.

(ii) E(MZ) + E([M];) es finito para toda t finita.
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(iii) F(mdxs<; M2) es finito para toda t finita.

Prueba.-
veamos que (i) y (ii) son equivalentes por la proposicién 3.3.2. Y al usar la
desigualdad de Doob con X = |M|y p = 2 tenemos que

E(mix M?) < 4E(M?) < oo

s<t
por lo cual (i) es equivalente a (iii) [ |

Diremos que un proceso estocastico es S—continuo si casi todas sus tra-
yectorias lo son. Asi, vamos a ver una caracterizaciéon de la S—continuidad
de martingalas, pero antes necesitamos dos lemas.

Lema 3.3.1 Euxisten constantes C, K € R, tal que para todas las martinga-
las hiperfinitas M : Q x T — *R con M(0) = 0 se tiene

CE(méx M(s)*) < E([M](t)*) < K E(méx M(s)*) (3.17)

s<t s<t

Prueba.- Usando la desigualdad de Doob y manipulacién algebraica obte-
nemos

= (;‘) E(Z{<M<s>+AM<s>>4—M<s>4})

_ (%) E(Z{4M(s)3AM(s)—|—6M(S)2AM(3)2}>

E(méx M(s)*) < <§>4E(M(t)4)

+E (i{llM(S)AM(S)3 + AM(S)4}> )

s=0

ahora usando que E(M(s)>AM(s)) = 0 y que |[AM(s)] < 2méax,<; |M(r)]
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tenemos que

E(max M(s)*) < (é> E (6 méx M (s)?[M](t) + 8 méx M (s)*[M](t)

s<t 3 s<t s<t

s<t

+4méx M(s)?[M] (t))

_ s (§)4 E (mzixM(s)2[M] (t)> usando Holder

s<t

< 18 (%)4 E (méxM(s)4> . E ([M](t)z)m,

s<t

y dividiendo entre E(max,<; M (s)*)'/2 obtenemos

E(méx M(s)")"? < 18 (%) E([M](t)*)"/?

s<t

de donde obtenemos la primera parte de (3.17).
Para la segunda desigualdad usemos el lema 3.2.1 de la pagina 68 y la de-
sigualdad de Holder y veamos que

E([M](t)?*) = E((Mf—2/0thM)2>
= E<Mt4—4Mt2/0thM+4</0thM>2)

y al reemplazar M;! por max,<; M} y por Holder obtenemos

. o\ 1/2
< E(miichf)+4E(m§3<Mf)l/2E((/ MdM) )
s< s< 0

2

t
+4E ( / MdM) ,
0
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ademds, ya que [ MdM es una martingala se tiene

2

(o) = (]

= E (Z;: MQAM2)

< & (mix 20
y por Holder obtenemos
<

E(HslgétXM(S)zl)l/QE([M] (t)2)1/2,

por lo que volviendo a la expresion de antes tenemos que

E([M](t)*)

IN

. o\ 1/2
E<m§txM§)+4E(m§5<Mj)l/2E (( / MdM) )
s< s< 0

t 2
+4F (/ MdM)
0

. o\ 1/2
E(méfo)+4E(mgfo)1/2E (( / MdM) )
5> 0

s<t

IN

IN

+HAE(méx M(s)") /2 B([M](t)*)"?

s<t

Ahora en la primera parte del lema ya hemos probado que F(méxg<; M2) <
SE([M](t)?) de ahi que podemos escribir

, 1
B(mdx M})'/? < Sm B(M)()°)"?
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por lo que al usarlo en la ultima desigualdad obtenemos

1/2
E([M|(t)*) < ﬁE (méfo) E(IM](£)?)V?

s<t

A 1/2
+ (méx Mf) E([M](t)*)"/?

s<t

+15 (i) " By

1 A ) 1/2
= (o om+4) 2 (mgeant) e

y al dividir por E([M](t)?)'/? se obtiene la otra desigualdad, con lo cual se
prueba el lema. [ |

Si asumimos que buscamos detener un proceso antes de que este explote,
entonces una manera natural de intentarlo es usando un tiempo de paro como

Tk =min{t € T: |M(t)| > K}

para todo K € R, pero ya que el ultimo incremento después de 7x puede ser
muy grande podriamos detener la martingala demasiado tarde. Digamos que
M tiene incrementos infinitesimales si AM (w,t) &~ 0 para todo w y t, si este
es el caso claramente se tiene que °|M,, | < K. por lo que nos gustaria que
las martingalas con las que trabajamos tuvieran esta propiedad, o al menos
si ellas no las tienen que si existiera otro proceso casi idéntico a M que si la
tuviera, asi el siguiente lema es sobre este asunto.

Lema 3.3.2 Sea M una \>—martingala tal que el conjunto
{weQ:3teT tal que °AM(w,t) # 0}

tiene Loeb medida cero. Entonces existe una \2—martingala M con incre-
mentos infinitesimales tal que sobre un conjunto de Loeb medida 1

Prueba.-
Definamos 2, = {w : It tal que |]AM (w,t)| > (1/n)} para cada n € *N.
Como el conjunto interno A = {n € *N : P(Q2,) < (1/n)} contiene a N, este
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debe tener un elemento infinito n. Para cada w € 2, sea t,, el primer ¢ tal
que |[AM(w,t) > 1/n y tomemos t, = 1 para el caso en que w ¢ €Q,,.

Si ~; son las relaciones de equivalencia dadas en (3.9), sea |w]; las clases
de particiones bajo ~;. Introduzcamos

Wl ={0 € W] : ta <t}
y notemos que si t > ¢ para alguna @ € [w|; entonces [w];” = [w];.
Primero modificaremos la martingala M mediante cortar los incrementos
que son mas grandes que 1/7, esto lo haremos definiendo un proceso interno

K como K(0) = M(0) y

AM(w,t si t<t,
AK(“””:{O ( )si t>t,

ahora, este proceso no necesariamente es una martingala, pero si le sumamos
el proceso definido como N(0) =0y

AN (w, ) P([w],) = /[ . AM (t)dP,

entonces el proceso M = K + N si es una martingala.

Ahora veamos que la suma >} |AN (w, t)| es un infinitesimal casi dondequie-
ra. Sea el conjunto ¥ C Q x Q x T" que consiste de la tripleta (w,©,t) tal que
t=1t; <1y w ~; w, ademas tenemos que,

E<Z\AN(w,t)|> - Y|y AMEOPUED g,

we t=0 oe| }
PUSY ,

AM (@, t
3 |AM(w,t)

IA

({w})

~
~
£,
o~
S~ —

WEQn welwl

_ / |AM(¢D,t@)|dP§2/ méx [M(s)|dP
Q, Q, =1
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y como P(w,) =0y méx,<; |M(s)| es S—integrable entonces

E (i \AN(w,t)\) ~ 0

0

por lo cual se tiene la afirmacion.

Ahora, sobre el subconjunto Q\(2, se tiene que > |AN(s)| es un infini-
tesimal por lo cual M(t) ~ M(t) para todo t, pero se tiene aun mas, ya
que

t
(M), — [M], =) _(2M(s) + AN(s))AN(s),

s=0

el cual es un infinitesimal para todo t y casi todo w.

Ya que M es una A>—martingala entonces este es un buen candidato
para M. Sin embargo, se presenta un pequeiio inconveniente: M necesita no
tener incrementos infinitesimales ya que AN puede no ser infinitesimal. No
obstante, la solucion es sencilla. Sea 7 el elemento infinito del conjunto

1
1 1
{ne N P{w : Z|AN(w,s)|>ﬁ} <5},
s=0

y definamos el tiempo de paro 7: {2 — T como

T(w) :min{tET . AN(w,t) > l}/\1.
g

Este tiempo de paro esta bien definido porque AN (w,t) s6lo depende de las
clases de equivalencias [w];. usando que 7 = 1 casi dondequiera es trivial
verificar que el proceso parado M = M, satisface el lema. [ |

Ahora enunciaremos y probaremos el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.3.1 Una \>—martingala local es S— continua si y sélo si su va-
riacion cuadrdtica lo es.

Prueba.- Sin perdida de generalidad podemos restringirnos al caso en que M
es una A>—martingala. Entonces por el lema 3.3.2 es suficiente con considerar
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el subcaso en que M tiene incrementos infinitesimales, y usando el tiempo
de paro definido como sigue

To(w)=min{ t €T : |M(w,t)| >n o [M](w,t) >n}
se tiene que podemos asumir que M y [M] son S—acotados.

)
Asumamos que [M] es S—continuo. Definamos para cada pareja (m,n) € *N?2
un subconjunto A,,, de € como

- 4
1
Apn=<we : Jie*N tal que sup (M(s)—M(i)) >

, =
I g itl n m
n— — n

donde i, 7 4+ 1 denota el elemento mas chico en T’ que es mayor o igual a i o
1 + 1 respectivamente.

Para probar que M es S— continuo, debemos mostrar que A = U,,enMNpen
A, tiene medida, lo cual es equivalente a probar que P(A,, ., ~ 0 para toda
m €N,y v € *N\N, o sea

o =Sefos a (o-u (D))

i<y %SSSE
Al usar el teorema de Chebycheb se tiene

e o (0 (1))

i<y \f<s<HE
Al usar el lema 3.3.1 a la martingala M (s) — M (i/7) se tiene que

- e (20) - ()

i<y

y al tener esta ultima desigualdad se tiene que como la variacion cuadratica
es S—continua y ademas finita, la ultima esperanza es un infinitesimal, de
donde se tiene que P(A,,. también lo es, entonces M es S—continua.

:})
Asumamos que M es S—continua. Definamos el subconjunto de la misma
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manera que arriba,

- fren e 1 () - ()) 1}

y de igual manera que se hizo arriba, es suficiente con probar que P(B,,, ~ 0
para todam € Ny v € *N\N.

Para este fin, tomemos v € *N\N fijo, y sea N la restriccién de M sobre
la linea de tiempo S = {(i/v : i <)}. Ahora, para poder detener M antes
de [N] se haga muy grande, asumiremos que [N] es S—acotada, esto haciendo
uso del hecho que M tiene incrementos infinitesimales. Usando el lema 3.3.1
y la desigualdad de Doob, se tiene

o < map<sefo(on() -mn(2)) 1)

VAN

3
|
VR
>
=
T
2 +‘
—
N———
|
=
VN
2| =
N———
N——— ~
~

[\

3

=

3
VRS

B
IN o
EN
=
&=

|

<
VRS
=2 | =
N——
~

(8 S ((r (D) - ()

4\* , i1 i’
< mK|z) Eqmax | (M -M|( - [N](1)
3 i<y gl ¥
pero [N] es S—acotada y M es S—continua entonces la ultima esperanza

es un infinitesimal, con lo cual P(B,,,) es un infinitesimal también, lo cual
completa el teorema. [ |

Como una aplicacion de este teorema se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.2 Si M es una \>*—martingala local S— continua y X € SL(M)
entonces [ XdM es tambien S— continua.

Prueba.- Para mostrar este resultado otra vez nos basta con sélo probarlo
cuando M es una A\* martingala y X € SL(M). Asumamos que X es acotada
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por un real n. Como M es S—continua entonces por el teorema 3.3.1 sabemos
que la variacién cuadrética [M] es S—continua y como ademas

{/XdM} {/Xd]\/[l = iXZAMQ §n2iAM2
— R (IM)(0) — [M](s)),

esto implica que [[ XdM] es S—continua. Usando otra vez el teorema 3.3.1
tenemos la S—continuidad de [ XdM.

Para extenderlo a cualquier X € SL?*(M), hagdmoslo como se hace en
teoria de la medida. Como X es S—cuadrado integrable, entonces existe una
sucesion {X,,} de funciones S—acotadas tales que

0 /(X — X,)2dvy,  — 0.

Y usando la desigualdad de Doob tenemos que
0 < <m<alx(/XdM /XdM))
< 4° <(/ (X — Xn)dM) )
0

= 4/(X—Xn)2duM — 0

Ahora sabemos, de la teoria de la medida estandar que existe una subsucesion

{Oméx (/ XdM—/ Xnde)}
s \Jo 0 keN

que converge a cero casi dondequiera. Finalmente, como cada [ X, dM es
S—continua, entonces el limite uniforme [ XdM también es S—continua, con
lo que se demuestra el teorema. |

En la ultima demostracion, es de notarse que la S—integrabilidad de
X? juega un papel importante en esta, ya que no es suficiente asumir que
f X2dvy, es finita porque necesitamos aproximarnos a X mediante funciones
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S—acotadas X,,. Mas aun, se puede dar un ejemplo el cual muestre que la
conclusion del teorema no se cumple bajo esta condicion mas débil.

Como ocurre en muchos casos, nuestra aplicacion usara procesos conti-
nuos, de tal manera que los dos teoremas anteriores se convertiran en herra-
mientas muy usadas.

3.4. Teoremas de Lifting.

En seccion se daran ciertos teoremas de lifting, que en algunas ocasiones
no son mas que la extension de los dados en la seccién 2.2, y que nos dan una
aproximacién interna de objetos externos, y que por tanto, son una herra-
mienta técnica importante en el campo del andlisis estocéstico no estandar.
Mas aun, los teoremas de lifting dan una caracterizacion de ciertas clases de
procesos.

Recordando el teorema 2.2.1 de la seccién 2.2, sabemos que una funcién
f de un espacio de probabilidad hiperfinito €2 a R es Loeb medible si y sélo
si tiene un lifting F' : Q@ — *R, ademas el teorema dice que una funcion
f:[0,1] — R es Lebesgue medible si y sélo si tiene un lifting F': T — *R.

En el caso de un proceso estocastico, sabemos que es una funcién de dos
variables de la forma

z:Qx[0,1] = R

lo cual hace necesario combinar las dos definiciones de lifting dadas arriba
para poder asegurar la existencia de algin proceso hiperfinito que satisfaga
ciertas condiciones y que sea de la forma

X:QOxT— *R.

Recordemos que una filtracion estocéstica es denotada por (€2, { Bt }iepo,1), @)
donde {B;}co) es una sucesién creciente de familias de o—algebras sobre
Q y @ es una medida de probabilidad sobre By. Sea (€2, {A;}ier, P) una fil-
tracion interna, tal como se definié en la pagina 67, la filtracion estocdstica
generada por (Q, {A;}ier, P) consiste de €2, la medida de Loeb L(P) y las
o—algebras

B=o (U L(A,) UN) (3.18)

s~t
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donde N consiste de los conjuntos nulos en L(.A).

Una filtracion estocéstica (€2, {B;}icp,1], @) satisface las condiciones usua-
les si cada B; contiene todos los conjuntos nulos de By, y que para toda
tel0,1)

B, = (B (3.19)
t<s

El siguiente lema garantiza que todas las filtraciones generadas interna-
mente satisfacen estas condiciones.

Lema 3.4.1 Sea (0, {B:}cpo1, L(P)) una filtracion estocdstica generada por
(Q,{ A }ier, P). Entonces para toda t € [0, 1]

B, =|Jo(L(A)UN) (3.20)
st
Prueba.-
Tenemos que

e A uN) B Co (UL(A)UN)

s~t st

por lo que sélo tenemos que probar que

e (A un)

st
es una o—algebra.
Para probar esto ultimo, tomemos {A, },eny una familia numerable de con-
juntos de Ugeo(L(A) UN), y asumamos que A, € o(L(As,) UN).
Ahora, la familia de conjuntos S,, = [sn, s, +1/n]NT es numerable y tiene la
propiedad de la interseccién finita, entonces por el teorema de la saturacién
se tiene que N,enS, # 0. De esta manera, si § € N,enS, entonces 5 &~ t y
entonces

UAnEMLM@UN)CJOJMAQUN>

neN st

lo cual muestra que nuestra familia es cerrada bajo uniones numerables, y
como ademas es claro que tiene las otras propiedades de una o—4algebra, en-

tonces se tiene la afirmacion del lema. [ |

Del lema anterior y de la expresién (3.18) se tiene la siguiente afirmacién.
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Corolario 3.4.1 Una filtracion estocastica generada por una filtracion in-
terna satisface las condiciones usuales.

Diremos que un rectdngulo medible es un subconjunto de © x [0, 1] de la
forma B x [s, t] donde B es Loeb medible. Ademés, un subconjunto es medible
si este esta en la o—algebra generada por los rectangulos medibles.

Definicién 3.4.1 Sea (0, {B:}cpo], @) una filtracion estocdstica.

» Un conjunto A C Q2 x[0,1] se dice que es adaptado con respecto a {B;}
si A es medible y cada seccion Ay = {w : (w,t) € A} es Bi—medible.

» Unrectangulo predecible con respecto a {B;} es un conjunto de la forma
B X (s,t] donde Bs € Bs, 0 By x [0,t] donde By € By.

s Un conjunto se dice que es predecible si este esta en la o—dlgebra
generada por los rectdngulos predecibles.

Con esta definicién es sencillo dar otra acerca de procesos adaptados: Un
proceso X : Q x [0,1] — R es adaptado si este es medible con respecto a la
o—algebra de conjuntos adaptados.

Sea 1 una medida sobre €2 x [0, 1] definida sobre una extensién de conjun-
tos medibles. Un conjunto A es adaptado casi sequramente con respecto a ji si
existe un conjunto adaptado B tal que u(AAB) = 0, ademds diremos que un
proceso es adaptado casi sequramente si este es igual casi dondequiera a un
proceso adaptado. De igual manera usamos estas definiciones para procesos
y conjuntos predecibles y medibles.

Estaremos interesados principalmente en el caso en que p es definido a
partir de una medida interna v sobre €2 x T" como

p=Lv)o (id x st)~"
donde con id denotamos a la funcién identidad sobre ).

Aqui lo que se busca es el si hacemos v = vy, donde vy, es la medida
derivada de una martingala M como en (3.3.1). De manera particular, si
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v = P x )\, donde A es la medida uniforme sobre T, i.e., A = t;11 — ¢;, en-
tonces p es la completacion de la medida producto L(P) con la medida de
Lebesgue y este caso ya se discutié en la seccion 3.1.

Notacidon: Escribiremos
St=idx st:QxT — Qx|0,1]. (3.21)

Ademas, de ahora en adelante (w, {A; }ser, P) serd una filtracién interna que
genera a (£, {Bt}ieio,1), L(P)), v una medida interna definida sobre todos los
subconjuntos internos de Q x T'y p = L(v) o St™!, también asumiremos que
v(QxT) < oo.

La medida v se dice que es absolutamente continua con respecto a P si
L(P)(C) = 0 implica que L(v)(C) x T) =0y que u(2 x {0}) = 0.

Veamos el siguiente resultado.

Lema 3.4.2 Sea v absolutamente continua con respecto a P. St B C €2 X
[0,1] es predecible casi sequramente, entonces existe un conjunto no antici-

pativo A C Q x T tal que L(v)(AASt~(B)) = 0.

Prueba.-

Consideremos el caso en que B es un rectangulo predecible. Asumamos pri-
mero que B es de la forma B x (s,t] por el lema 3.4.1 podemos encontrar
un § € T tal que § = sy un A; € A, tal que L(P)(B;AA;) = 0. Ahora bien,
como v es absolutamente continua con respecto a P entonces tenemos

p(By x (s,1]) = lim  lim L(v) (Ag s ( ot %D

m—o0 N—oQ

entonces podemos encontrar m,n € *N \N tales que s+ 1/n >3y

Y 1 1

pu(Bs X (s,t]) = v {As x | s+ —,t+ —

n m

por lo que podemos tomar al conjunto A como
1 1
A:Agx <S+—,t+—:|
n

m

En el otro sentido tenemos el siguiente lema.
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Lema 3.4.3 Sea B C Q x [0,1] y asumamos que existe un conjunto no anti-
cipativo A C Q x T tal que L(v)(AASt=*(B)) = 0. Entonces B es adaptado
casi sequramente.

Prueba.- Sea v, la medida interna dada por
VA(C) = I/(A N C),
Tomemos p14 = L(r4)oSt™1. Sea g la derivada de Radon-Nikodym dada por

_ Opa
ou’
y definamos el conjunto C' como
C={(w,t) : glw,t)=1}.
Como L(v)(AASt™Y(B)) = 0, haciendo

(1) = 1 c.d. sobre B
I =Y 0 cd. fuera de B

entonces p(BAC) = 0 y sélo hay que encontrar una versién adaptada de g.
Definamos funciones internas F, Fly : Q x T" — *R de la forma

Flw,t)=> {v(w,s) : s<t}, Falwt)=> {valws) : s<t}

Y las partes estdndar derechas f = °F Ty f4°F} son medibles porque ellos
son procesos continuos por la derecha y crecientes, ademés de que también
son B;—adaptados pero

Y fA(wat)_fA(w7t_h>
) =0 o) — Flwnt— 1)

asi, hemos encontrado una versién adaptada de g y el lema esta probado. B

La siguiente definiciéon generaliza la dada en 3.1.2,

Definicién 3.4.2 Sea x : Q x [0,1] — oo un proceso estocdstico. Un lifting
de x con respecto a v es un proceso interno X : Q2 x T — *R tal que

°X(w,t) =z(w,’) L(v) — casi dondequiera
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claro que esta definicion de lifting generaliza de tal manera que ahora el
proceso puede tomar valores sobre cualquier espacio de Hausdorff.

Usando el teorema 2.2.1, los resultados dados arriba se pueden reescribir
de la siguiente manera

Proposicién 3.4.1 Asumamos que v es absolutamente continuo con respec-
toa P, yseax:Q x|[0,1] — R un proceso estocdstico.

(1) Si x es predecible casi sequramente, entonces x tiene un lifting no anti-
cipativo.

(ii) Si x tiene un lifting no anticipativo, entonces x es adaptado casi segu-
ramente.

(iii) = es medible casi sequramente si y sélo si este tiene un lifting.

Lema 3.4.4 Sea m la medida de Lebesque sobre [0,1] y P la medida de
probabilidad sobre Q). Tomemos p = P x m. Un proceso z : 2 x [0,1] — R
es predecible casi seqguramente con respecto a p si y sélo si este es adaptado
casi sequramente.

Prueba.- Para probar esto es suficiente con mostrar que si z es adaptado y
acotado, entonces = es predecible casi seguramente. Para esto, primero que
nada observemos que si un proceso es adaptado y continuo entonces este es
predecible casi seguramente. Entonces tomando

—Sa(z —e¢) para 0<z<e
de(x) =

0 en otro caso

como una aproximacion a la funcién delta, entonces vemos que

z(t) = (x *d.)(t) = /0 x(t — s)dc(s)ds

es predecible casi seguramente. Ademads, como z,. converge a x en g—norma
cuando € — 0, entonces el proceso original x también es un proceso prede-
cible casi seguramente. |
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3.4.1. Lifting Uniformes

Iniciemos con una definicién debida a Keisler(1984), [24].

Definicién 3.4.3 Sea E, F espacios de Hausdorff yx : Q@ x E — F un
proceso estocdastico. Un proceso interno X : Q x *E — *F es un lifting
uniforme de x si existe un conjunto ' de medida 1 tal que

°X(w,m) = z(w, ’m)
para todos los w € Q' y todos los m € E casi estandar.

En muchas aplicaciones, se tiene que F = [0,1] y F = R", aunque estos
son ejemplos que aparecen en ecuaciones diferenciales estocasticas y teoria
del control estocastico por ahora seguiremos trabajando con los casos mas
generales.

Keisler, ademas probo el siguiente resultado.

Proposicion 3.4.2 Supongamos que E y F son espacios métricos separa-
bles. Un proceso estocdastico x : Q2 x E — F es continuo si y solo si tiene un
lifting uniforme.

Prueba.-
)

Sea 2 el conjunto dado en la definicién 3.4.3.

Asumamos que X es un lifting uniforme de x, y fijemos m € E, ¢ € R,
ywe Q. Siy=uz(w,m)yecR,, entonces el conjunto interno

{6 € "Ry : d(y, X (w,m’)) < e cuando d(m,m’) <}

contiene a todos los infinitesimales positivos, y entonces contiene un no infi-
nitesimal dg. por lo que d(m,m’) < §y implica que

d(z(w,m), z(w,m')) <e

entonces z(w, -) es continua en m.

=)
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Para el inverso, la idea es la siguiente: si C'(E, F') el conjunto de las
funciones continuas de E a F. Definirifamos & : Q@ — C(FE, F) mediante
T(w) = z(w, ).

Asi, al usar el teorema 2.2.1 de la pagina 38 para variables aleatorias
podriamos elegir un lifting X de # y definamos X : Q x *E — *F como

A

X(w,m) = X(w)(m),
entonces X seria un lifting uniforme de x y tendriamos la prueba.

Entonces iniciemos fijando un subconjunto denso numerable Ey de E y
sea B(FE) la familia

B(E) = {B(e, %) . cc E, necN)

donde B(e, &) son las bolas cerradas {m € E : d(e,m) < 1/n}. De igual
manera, definamos como B(F') una familia en F. Ahora, si B; € B(FE),
B, € B(F), definamos

OBl,Bz = {f S C<E7 F) : f(Bl) - BQ}

lo cual define una topologia 7 sobre C(E, F') al tomar sus conjuntos abiertos
sean uniones arbitrarias de intersecciones finitas de la forma

0 yN---NO (3.22)

B§1)7B§1 B%m),Bém)

ya que sblo existe una cantidad numerable de conjuntos de la forma (3.22),
esta topologia es del segundo tipo, y este es un Hausdorff.

Definamos 2 : Q@ — C(FE, F) como
T(w) = z(w, ).

Debemos mostrar que este es medible con respecto a la topologia 7. Como
sélo hay una cantidad numerable de bésicos de la forma (3.22), es suficiente
con mostrar que cada conjunto Z7'(Op, p,) es medible. Hagamos esto: Sea
Q un subconjunto denso numerable de By, como B, es cerrado entonces

7Y (Op,.3,) = {w : #(w)(q) € B, Paratodoqc Q} = ﬂ{w : 2(w,q) € By}

q€Q
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es medible porque x es un proceso estocastico.

El paso siguiente es elegir un lifting X de Z, esto haciendo uso del teo-
rema 2.2.1, entonces definamos X (w, m) = X (w)(m). Sea € el conjunto de
medida uno tal que Z(w) = °X(w) para todo w € €. Por lo que sélo nos
resta probar que si w € @', entonces z(w, °m) = °X(w, m) para todo los m
casi estandar. Esta tltima afirmacién probemosla por contradiccion.

Supongamos que no es cierta, esto implicaria que d(z(w, °m), °X (w, m))
no es infinitesimal, lo cual quiere decir que existe un elemento By € B(F') tal
que z(w,’m) esta en el interior de By, pero que ademds °X(w,m)) ¢ *Bs.
Ahora, por la continuidad de z(w,-) hay un conjunto B; € B(F) con m en
si interior tal que z(w, m’) € By para todo m’ € By. De esto se concluye que
#(w) € Op, p, mientras que claramente X (w) ¢ *Op, p,, lo cual contradice
la hipétesis °X (w) = #(w). De donde se tiene la afirmacién y se prueba el
teorema. |

Un caso especial de la ultima proposicién es cuando el proceso z : € X
[0,1] — R es continuo si y sélo si tiene un lifting uniforme X : Q x 7" — *R.
Otro caso donde se usa mucho este resultado es cuando consideramos una
funcion de la forma

f:10,1] x C([0,1],R") — R™,

la cual es medible en la primera entrada y continua en la segunda. Si A es la
medida de conteo normalizada sobre T, la proposicién anterior nos asegura
la existencia de un lifting uniforme de la forma

F:T x*C(]0,1],R") — *R™,

notemos que en este caso, el conjunto C'(E, F') (el de la prueba de la propo-
sicién) seria
C(E,F)=C(C(]0,1],R™),R™)

Una pregunta natural es cuando es posible combinar dos resultados de
lifting ya establecidos para crear uno nuevo, por ejemplo, es tentador conje-
turar que un proceso es continuo y adaptado si y sélo si este tiene un lifting
uniforme no anticipativo. En algunos casos es posible hacer esta afirmacién,
pero hay que refinar un poco la afirmacion. para esto es necesario dar una
definicién mas.
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Diremos que un proceso interno X : Q2 x T" — *R es un lifting esencial-
mente uniforme de x : € x [0,1] — R si existe un infinitesimal § € 7" tal
que el conjunto

{w : ¥t >0 setiene que °X(w,t) = z(w, °t)}

tiene medida de Loeb uno. Esto quiere decir que la uniformidad de el lifting
puede romperse sobre un segmento infinitesimal inicial. Aplicando la propo-
sicién 3.4.2 se tiene que z tiene un lifting esencialmente uniforme si y sélo si
este es continuo.

Con esto en mente Keisler(1984) [24] fue quien probé primero el siguiente
teorema, aunque él lo hizo en una forma no tan general de la presentada aqui,
que se debe a Osswald [34].

Teorema 3.4.1 Un proceso x: Q x [0,1] — R es continuo y adaptado si y
solo si tiene un lifting esencialmente uniforme no anticipativo.

Prueba.-

)

Si z tiene un lifting no anticipativo esencialmente uniforme X entonces x es
continuo, por lo que sélo falta verificar que es adaptado. para esto tomemos
t€[0,1] y t € T tal que t = °f. entonces se tiene que °X () = x(t) casi don-
dequiera y ya que X (f) es Amedible entonces x(t) tiene que ser Bi-medible.

—)
Antes de iniciar la prueba de esta parte del teorema, primero introduzcamos
cierta clase de equivalencia.
Definamos la relacién de equivalencia interna ~, sobre ) y para cada s € T’
mediante

w o~y W siysflosi VAe A, setiene weA—w €A (3.23)

Sit € [0, 1], sea =; una relacién de equivalencia externa dada por w =; W’
siw ~, W para todas las °s < t. La o-algebra C; consiste de todos los conjun-
tos Loeb medibles C' los cuales son cerrados bajo =;. Usando el lema 3.4.1 de
la pagina 87 y su corolario no es dificil ver que C; C B;, pero que para cada
B € B; existe un C' € C; tal que BAC tiene medida de Loeb cero. De esto
se sigue que para cada proceso x, Bi-adaptado continuo existe un proceso vy,
el cual es a su vez Ci-adaptado y continuo, tal que x(w, ) = y(w, ) para casi
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todo w.
Ahora regresemos a la prueba de la segunda parte del teorema.

Asumamos que x es continuo y adaptado. Sea y un proceso continuo y
Ci-adaptado tal que y(w, ) = z(w, -) casi dondequiera, también tomemos a Y’
como el lifting uniforme de y. Buscaremos modificar Y de tal manera que sea
un lifting no anticipativo esencialmente uniforme de y, con lo cual lo serd de x.

Sea ' el conjunto de medida uno tal que Y es un lifting de y en W'
elijamos una sucesién interna creciente de conjuntos {2, },e-n tal que para
cadaneN, Q,CcQy X

P(Q,) >1 ~

Tomemos ) = Unen$2,. vy para cada clase de equivalencia P de la relacién ~;
end.23, elijamos un representante w; € P. Podemos elegir a w, de tal manera
que este pertenezca a la mas chica de las €, la cual intersecta a P. Ahora, a
cada elemento de w € () y a cada s € T" podemos asociarle un representante
wg, v como wy fue elegido de tal manera que esta en la mas chica §2,,, entonces
el representante w; siempre esta en Q cuando w también lo esta. Esto implica
que

VYVw,s)=yw,’s) v °Y(wss)=y(ws?’s) (3.24)

siempre que w € €, esto ya que Y es un lifting de y sobre Q.
Asi, nuestro candidato al lifting buscado es

X(w,s) =Y (ws,s)

que es claro es no anticipativo, por lo que sélo falta verificar que es esencial-
mente uniforme.

Supongamos que w € Q,seT y que °s > 0. Por construccion se tiene que

w ~g wg, por lo que w =, wy para todo r € [0,1], r < °s. Y como ademds, y

es Ci-adaptado entonces y(w, ) = y(ws, ), por lo que al tomar limite cuando
r — °s se tiene

y(w,’s) = y(ws, °s) (3.25)

Por lo que al combinar las ecuaciones (3.24) y (3.25), se tiene que

°X(w,s) =Y (ws,s) = y(ws, ’s) = y(w, °s) (3.26)
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Lo cual muestra que X es un lifting uniforme de y sobre el intervalo semiabier-
to (0, 1]. Para extender la expresiéon (3.26) a infinitesimales s suficientemente
grandes hagamos lo siguiente: Sea el conjunto interno

1 1
{n €N : Yw e Q,, Vi > — se tiene | X (w,t) — Y(w,t)| < —}
n n

contiene a N y por tanto tiene un elemento infinito . Finalmente, ¥ es un
lifting uniforme de y, por lo que X debe ser un lifting uniforme de y sobre
TN [1/7,1], pero esta es la definicién de lifting esencialmente uniforme. M

3.5. Teoremas de Representacion.

En esta seccion discutiremos las relaciones existentes entre las integrales
estocasticas estandar y las hiperfinitas. Se encontraran condiciones bajo las
cuales podemos encontrar integrales estandar al reducirla de las integrales
estocasticas hiperfinitas. Ademas, trataremos de ver si existe algin uso para
las integrales estocésticas hiperfinitas que no pueden ser reducidas a una in-
tegral estocastica estandar.

Sea M una A\*>-martingala con respecto a una filtracién interna (2, {A; Her, P).
No es dificil verificar que la parte estdndar °M™* de M es una martinga-
la L? con respecto a la filtracién estocdstica generada (Q, {B:}iejo,1), L(P)).
Aqui valdria hacer el comentario de que la parte estdndar de una A>-martingala
local no siempre es una martingala local L?, esto fue mostrado por Lindstrgm
en [27] con un ejemplo.

Esto hace necesario restringir un poco nuestra clase de martingalas que
vamos a considerar para eliminar estos casos.

Definicién 3.5.1 Una martingala interna M Q) x T" —* R es llamada una
SL*-martingala si M; € SL*(Q, Ay, P) para todo t € T.

De igual manera podemos definir esto ultimo para una SL?-martingala local.
Necesitamos otra definicion.

Definicién 3.5.2 Un proceso interno X : Q xT —* R es S-continuo por la
derecha en 0 st °X(0) = °X(0)™.
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Notemos que si M es una SL*martingala que es S-continuo por la dere-
cha en 0, entonces vy, es absolutamente continuo con respecto a P.

Enseguida enunciamos y probamos dos resultados acerca de S L2-martingalas.

Proposicién 3.5.1 Una martingala interna M es una SL*-martingala si y
sélo si MZ + [M](1) es S—integrable.

Prueba.-
Como en cualquier caso se tiene que M es una A>-martingala entonces es
suficiente con probar el resultado para estos procesos.

Recordemos del capitulo anterior que si f : £ — *R es interna y no
negativa entonces ° [ fdP > [°fdL(P) y la igualdad se da si y sélo si f es
S-integrable.

Ademas, tenemos la expresion (3.12) de la pagina 69
E(M(t)*) = E(Mg + [M](t))

Buscamos probar un resultado equivalente para la parte estandar de M. Para
esto, primero definamos una sucesién de tiempos de paro {7, }nen como

To(w)=min{s € T : |M(w,s) > n}.

E ((/Ot MmdMTn>2) <n?B([M](t)) < oo,

entonces [ M, dM,, es una A’-martingala, y entonces fg M, dM, es S-
integrable para todo t.
Por la caracterizacion de la S-integrabilidad de arriba se tiene

t t
E (O/ MTndMTn) —°F (/ MTnde> —0.
0 0

t
°M,, (0) + °[M,,](t) = °M,, (t)® — 2 / Mo dM,  ed
0

Ahora como

Y como
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obtenemos que
E(°M, (0)* + °[My,)(t)) = E(°My,(1)°). (3.27)

Ademas, °[M,, |(t) — °[M](t) y °M,, (t) — °M(t) casi dondequiera cuan-
do n — oo. La sucesion {°[M,, |(t )} es acotada por °[M](t) la cual es inte-
grable ya que

ECM](1)) < *E(M](1)) < oco.
También, °(M,, (t)) < °méx,<; M2, y usando la desigualdad de Doob tene-

1mos
E(°mix M?) < "E(miitfo) < 4°E(M?) < oo,

s<t

de donde se tiene que °mdxs<; M? es integrable. Aplicando el teorema de
convergencia de Lebesgue a ambos lados de la ecuacién 3.27 obtenemos

E(°M(0)* + °[M](t)) = E(°M(t)?). (3.28)
Combinando las ecuaciones (3.27) y (3.28) tenemos
"E(M§ + [M](t)) = E(°M§ + [M](t)) siysélosi °E(M])= E(°M})
Asi, el resultado anterior se sigue de esta ultima propiedad. |

La siguiente proposicién muestra que la clase de SL?-martingalas es ce-
rrada bajo integracion estocastica.

Proposicién 3.5.2 Si M es una SL*-martingala y X € SL*(M), entonces
[ XdM es una SL*-martingala.

Prueba.-

Hagamos la demostracion en dos pasos, primero cuando X es S-acotada y
luego el caso general, en que X € SL%(M).

Si X es S-acotada entonces esto significa que |X| < n para alguna n € N.
Entonces tenemos

[ / XdM] X2AM2 < n2M](1)

y por la proposicion anterior se tiene que como f XdM es acotada entonces
es una SL?-martingala.
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Ahora consideremos el caso general, X € SL*(M). Existe una sucesién de
elementos de SL?(M), {X,, }nen tal que son S-acotados y que satisfacen que

o)
/ |X% — X2|dvy, — 0.
QxT

Entonces tenemos que

o < o[ x| ] )
= °F <ZX2AM2 ZXQAM2>
_ O/QXT(XQ—Xg)dVM 0

Y como cada [ [ X,,dM](1) es S-integrable entonces también lo es [ [ X dM](1)
y usando la proposiciéon anterior para f XdM se tiene la prueba de la pro-
posicion. [ |

Tenemos el siguiente lema que nos permitira probar un teorema de repre-
sentacion.

Lema 3.5.1 Sea M wuna SL*-martingala S-continua en 0, y sea °M™T su
parte estindar. Entonces vopr+ es la restriccion de L(vyr) o St sobre los
conjuntos predecibles.

Prueba.-
Con probar que vop+ vy L(vas) o St™1 son equivalentes en recténgulos prede-
cibles es suficiente. Sea B € B, entonces

Vorr+ (B x (s,t]) = BE(ILg(°M™(t) — °M™*(5))?).

Sea A un conjunto interno tal que L(P)(AAB) =0y A € A; para alguna

1La definicién de St esta dada en la expresién 3.21 de la pagina 89
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S &~ s, este conjunto A existe por el lema 3.20. Ahora bien tenemos

L(vy) o St™H(B x (s,t]) = L(va) o St 1A x (s,1])
= lim lim ‘vy (AX <s+l,t+i]>
n—00 M—00 n m
, , 1 1
= lim lim °F <]1A <[M] (t+—) — [M] (S+—)>)
n—oo 1mMm— 00 m n
. 1 1\
= lim lm °E|Ma(M(t+—)—-—M|s+—
n—oo 1mMm— 00 m n

= E(Lp("M*(t) - "M*(s))")

Donde la S-integrabilidad de [M] se ha usado para cambiar de B a A,y
la S-integrabilidad de M? para poder tomar la parte estandar dentro de la
esperanza.

Sélo resta observar que como M es S-continua por la derecha en 0, en-
tonces

L(vy) o St (B x {0}) =0

por lo que la prueba del lema se completa. |

Aunque ya se dio suficiente teoria acerca de liftings, necesitamos una
definicién precisa con la cual trabajaremos, esta es dada ahora.

Definicién 3.5.3 Sea M una SL*-martingala, y sea x : Q2 x [0,1] — R un
proceso predecible en L*(vop+). Un 2-lifting de x con respecto a M es un
proceso no anticipativo X : Q x T — *R en SL*(M) tal que

°X(w,t) = z(w, %)
para L(var)-c.d..
Tenemos el siguiente resultado

Lema 3.5.2 Sea M una SL*-martingala y sea x € L*(vopr+). Si X yY son
2-liftings de x, entonces existe un conjunto Q' de medida Loeb uno tal que
para toda w € Q' y toda t € T se tiene

O(/ XdM) (w, 1) = O(/ YdM) (w,1).
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Prueba.-
Mediante célculos directos y usando la desigualdad de Doob tenemos

o= s ([ o [ron)) s ( [
— 4B (U(X - Y)dM} (1))

= 4/ (X —Y)dvy =~ 0
QxT

va que X —Y esta el SL?(vy) v es un infinitesimal casi dondequiera. por lo
que se tiene la afirmacion del lema. [ |
Probemos un teorema de representacion.

Teorema 3.5.1 Sea M una SL?*-martingala que es S-continua por la dere-
cha en 0, y asumamos que v € SL*(vop+). Entonces x tiene un 2-lifting X

y ademds
+
/ 2d°M* = O( / Xd]\/[> (3.29)
Prueba.-

Primero veamos la existencia. Por la proposicion 3.4.1, x tiene un lifting no
anticipativo X. Debemos mostrar que podemos elegir un X en SL?*(vy;). Para
cada n € N, definamos x,, como la truncacién de z, i.e., z,, = (x An)V (—n).
Si X, es la correspondiente truncacion de X, entonces se tiene que X,, es un
lifting no anticipativo de x,,. De 3.5.3 obtenemos

O
/X?LdVM = /OXdeL(VM) = /.fE'idVoM+.

Ahora, como [ 22dvey+ — [ @?diep+ podemos encontrar una n € *N \N

tal que
© 2 2
/XndVM:/x dve i+

y por la proposicién 2.2.1 de la pagina 42 se sigue que X, € SL*(vy) vy
entonces este es un 2-lifting de x.
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Solo resta probar la igualdad (3.29) y para probar esta, primero conside-
remos x como un proceso simple de la forma

n
xr = E G/ZHBZ X(Si,ti]
=1

donde B; € B;,. Para cada i elijamos un §; ~ s; tal que °M(§;) = °M*(s;) casi
dondequiera, y tal que existe un A; € Az, con L(P)(A;AB;) = 0. Tomemos
t; =~ t; tal que °M(t;) = °M™*(t;) casi dondequiera. Haciendo

X = Z ai]lAiX(ﬁifz‘]
=1

tenemos que X es un 2-lifting de z, y para este caso la ecuacién (3.29) se
satisface.

Para el caso general, s6lo es necesario probar que el mapeo x —— °( [ XdM)(1)
es una isometria de L?(Q x [0, 1], vop+) en L*(Q2, L(P)). Pero ya habifamos
visto que por el lema 3.5.1

/ vy = / X2dva
_ op ((/XdM)2(1)>

Y por la proposicién 3.5.2 nos queda

_ (O(/XdM>2 (1))

Con lo cual se prueba el teorema. |

3.5.1. Variacién Cuadratica y Lema de Ito.

Asi como se ha visto que la variacion cuadratica de una martingala in-
terna es una herramienta muy usada, seria interesante ver que sucede con la
nocion estandar.
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Sea N : Q x [0,1] — R una martingala L% Sit={0=1ty < t; < t3 <
-+« < t, = 1} es una particion de [0, 1], sea 0(7) = maxo<;<n(tit1 — t;) sea
su malla. Dada una sucesion {m,} = {0 =" <" <--- < =1} tal que
d(mm) — 0 es natural definir la variacién cuadrética [N]| de N como

Ny —1

[N](r) = lim 7 (N(52, A L) = N(& A L)

donde tomamos los imites en el sentido de L!.

Aqui podemos hacernos dos preguntas, una los limites existen y son inde-
pendientes de la eleccion de la sucesion {7, } v la segunda seria si la igualdad

[°M*] = °[M]* (3.30)

se satisface para todas las SL?-martingalas . Mientras que para la primera
pregunta la respuesta es si, para la segunda no es asi.

Metivier y Pellaumail [30] ademas de Meyer [31] dan las razones de porque
es afirmativa la primera respuesta en tanto que un ejemplo en la que no se
satisface la igualdad (3.30) lo muestra Hoover y Perkins [20].

De acuerdo a esto ultimo a nosotros nos gustaria que la igualdad (3.30) se
cumpliese siempre, y para lograrlo necesitamos introducir una subclase de
S L2-martingalas.

Definicién 3.5.4 Una funcion interna f :— *R se dice que es bien portada
si para cada t € [0,1] hay una t € T, t =t tal que para toda s = t, s <t,

fs) = [f(1),

y para toda s ~t, s > 1,

f(s) = f(t7),
donde t+ denota el sucesor de t en T. Un Proceso es bien portado si todas
sus trayectorias lo son.

Lo que esta definicion nos quiere decir es que un proceso bien portado
sera aquel que precisamente salta a lo mas una vez por monada.

Con esta subclase de procesos se podréd probar que [°MT] = °[M]*, con
M una martingala. Antes necesitamos un lema.
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Lema 3.5.3 Sea M : Q x T — *R una SL*-martingala bien portada. Si S
es una sublinea de T y M® es la restriccion de M a S, entonces

[M](s) =~ [M?5](s) c.d. (3.31)
para toda s € S.

Prueba.-

Sea 7,(w) = nf{t € T : M(w,t) > n}. Como M, € SL*(M,,), y para
casi todo w tenemos que 7,(w) = 1 para n € N suficientemente grande, es
suficiente con probar el lema para M € SL?(M).

Sabemos por el lema 3.2.1 de la pagina 68 que

[M](t) = M(t)* — M(0)* — 2 / t MdM, (3.32)

[M5](t) = MS(t)* — M5(0)? — 2 /t MSdM?. (3.33)

Ademds, notemos que fg MSdM*S = fg’ MSAM?S donde MS : Q x T — *R
esta definido al tomar M*(w,t) igual a M®(w,t) para el mas grande s que
este en S, pero que sea mas chico que t. Como M es bien portado entonces

M5 y M son 2-lifting de sus respectivas partes estdndar izquierdas °M~ y
M y por tanto

¢ ¢ ¢
/ MdM ~ / M3dM = / MEdM*S c.d. (3.34)
0 0 0
por el lema 3.5.2. Introduciendo esto en (3.32) y (3.33) tenemos que
t
[M](t) = M(t)* - M(0)? —2/ MdM

t
~ M3(t)* — M5(0)* -2 / M3dM®  c.d.
= [M](t)
por lo que tenemos el lema. |

Asi, tenemos la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.5.3 Si M es una SL?*-martingala bien portada que es S-

continua en 0, entonces [°MT] existe y es igual a °[M|T, mas aun

[CMT)(t) = °MT(t)* — °M*(0)* — 2 / t °M~d°M™ (3.35)

Prueba.-

Fijemos t € [0,1] y elijamos # € T, tal que ¢ ~ t y suficientemente grande
tal que °M(t) = °M*(t) casi dondequiera. Sea una sucesién {m,, }men de
particiones del [0, 1] con malla tomando valores que se van a 0. Construyamos
una sucesion {7, }men de particiones internas de T tomando para cada ¢
una " € T, tal que 7 ~ t™ tal que °M({") = °M™*(+"). Extendamos,
ademds, {7, }men @ una sucesiéon interna {7, }me+«n. Para cada m € *N \N
tenemos que por el lema anterior

)-

E (
por lo que se tiene la primera parte de la proposicion.

Para probar la igualdad (3.35), hagamos lo siguiente; definamos el tiempo
de paro 7,(w) = min{t € T' : M(t,w) > n} y hagamos o, = °7,. Entonces
M., € SL*(M,,) es un 2-lifting de °M y entonces

o +
/V().Z\Jz7'ndo]\4Jr - (/MTndMTn) )

y al combinar esto con la expresion

Nm—1

(M](0) = Y (M AT = MEAT))’

1=0

0 = V20 - 22.0) 2 [ an, o,

tenemos que si tomamos limites cuando n — 00 nos queda

[°MY](t) = lim [M,](2)

i
~ lim <an(£)—an(0)—2 / MTndMTn)
n—oo O

n—oo

t
~ lim <an(£)—an(0)—2 / M d"M*)
0

t
— M) — OM(0)2 — 2 / oMo M
0
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Conviene hacer un par de comentarios acerca de como interpretar a la
integral estocastica en (3.35), como °M~ no necesariamente pertenece a
la clase L?*(vopr+) la integral no es cubierta por la definicién dada en el
inicio de la seccién, pero la solucién es simple: tomando [°M~-d°M~ =
limy, o0 [ °M, d°M™ donde {0, } es la sucesién de tiempos de paro crecien-
tes a 1 tales que °M; € L*(vop+) para cada n.

Otro comentario valioso es que si M no es bien portado este tendria sal-
tos dentro de las monadas las cuales serian contadas por [M] pero no serfan
tomadas en cuenta por [°MT]. no obstante la restriccién a procesos bien por-
tados, que la proposicion sea 1til se debe a que si X es un proceso interno
con S-limites por la derecha e izquierda, entonces hay una sublinea S tal que
la restriccion X de X es bien portada, por lo que entonces siempre podemos
asumir que nuestros procesos son bien portados.

Ahora enunciemos y probemos una generalizacién del lema de Ito.

Teorema 3.5.2 Sea N : Q x [0,1] — R la parte estindar de una SL*-
martingala S-continua M. Si ¢ : R x [0,1] — R es una funcién de clase C?
en la primera variable y O en la sequnda variable entonces

t agp ta(p
O(Ng, t) — p(Np,0) = /0 E(NS,S)ds +/0 %(Ns,s)d]\fs
1 (9%

+§ ; @(NS, s)d[N](s) (3.36)

Prueba.-
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Mediante calculos directos tenemos
(N, ) — p(No, 0)

= > {e(Myar, s+ At) — (M, 5)}

s=0

= > {p(Mapar, s+ At) — o( My ar, 8) + (Mo ar, 5) — o(M, 5)}

s=0
~ ) D 10%p )
~ ;{(%( siAl )AL + o (M, 8)AM, + 57 2(MS,3)AMS

tagp t 890 82
—(M M, M M M
/0 815( s:5)ds —1—/0 o — (M, s)dM;s + = / e 2( ,s)d[M](s)
La ultima igualdad es debida al hecho que [N] = °[M]* |

Existe un teorema mas general que el probado antes, este es debido a
Lindstom y puede consultarse en [27], pdg. 287, teorema 22.

3.6. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas.

En esta seccion hablaremos acerca de un tépico el cual es una extension
de la teoria desarrollada previamente.

Iniciaremos discutiendo la existencia de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas de la forma

zr(w,t) = zo(w / f(s,x(w s))ds+/ g(s,z(w, s))db(w, s) (3.37)

donde b es un movimiento Browniano n-dimensional sobre un adecuado es-
pacio de Loeb Q y f, g son funciones de la forma

f:[0,1] xR" — R"” g:[0,]]xR" - R"@R"
donde R™ ® R™ es el espacio de las matrices de n X n reales.

Para lo cual, primero que nada, explicaremos que significa la ecuacién
(3.37). Ademés, nos restringiremos a procesos univaluados, ya que el caso
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multidimensional es una extensién trivial del problema en dimensiéon uno.
Sin embargo, para ecuaciones diferenciales estocasticas la situaciéon es dife-
rente: aqui sobre dimensiéon mayor a uno es mas complicado y en algunas
ocasiones la teoria que nos permitio solucionar una ecuacion diferencial es-
tocastica no puede extenderse al caso general.

SeaT ={0,1/n,2/n,...,1} lalinea de tiempo hiperfinita. Como en nues-
tro espacio muestral usaremos 2 = {1, —1}TX{1’2""’H}, el espacio de todas las
funciones internas de 7" x {1,2,...,H} a {—1,1} para alguna H € *N,
H > n. Siw € Q algunas veces podremos escribir w;(t) = w(t, ).

Sea {ey, ea,...,e,} la base canénica para R" y definamos un proceso tipo
caminata de Anderson de dimensién n como

Xw,t) =YY" w\i/(;) e (3.38)

i=1 s=0

Notemos que con esta definicion y consiste de n caminatas aleatorias inde-
pendientes x1, X2, ..., X, yendo hacia direcciones ortogonales. Igual que en
dimensiéon uno la parte estandar de y es un movimiento Browniano, solo que
en este caso es de n-dimensional, con respecto a la medida de Loeb L(P) de
la medida de conteo normalizada P.

Al igual que en la seccién 3.1, definimos una filtracién interna {A; };c7 en
términos de las clases de equivalencia

W)y ={w' €Q : Vs<tVi< H(w(s) =wi(s)) }
y la filtracién estandar {B;}icp,1] es generada de {A;} de la forma usual.
Para toda 4, j < n definamos X;; un proceso no anticipativo en SL*(P X
A), donde A es la medida de conteo normalizada sobre T', El proceso X (w, t) =

(Xij(w, )i j<n que toma valores en *R™ @ *R" se dice que esta en SL*(x) y
la integral estocastica definida por

( / de) (1) = ;X(w, 5) - Ax(w, 5) (3.39)

donde - es el producto matricial.
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Notemos que [ Xdx es un proceso *R"-valuado; el i-ésimo componente

esta dado por
([ x0x) - Z (%50 (3.40)

Esto 1ltimo nos da una definicién de [ Xdx en términos de la integral de
dimensién uno, y la correspondiente formula es usada para definir integrales
estocasticas estandar de procesos multidimensionales. A raiz de esta reduc-
cién todos los teoremas de liftings y representaciones que se hicieron para el
caso unidimensional los usaremos aqui.

Definicién 3.6.1 Sea (2, {Fi}icpo,1), P) un espacio de probabilidad filtrado
y b un movimiento Browniano Fi-adaptado. Una solucién x de (3.37) con
respecto a (2, {F}, P,b) es un proceso adaptado x : Q x [0,1] — R tal que
f(s,x(w,s)) esta en L*(Q2 x [0,1]) y g(s,x(w,s)) esta en L*(2 x [0,1]), tales
que para todo t € [0,1] la ecuacion (3.37) se cumple casi sequramente.

En los teoremas de existencia para soluciones de ecuaciones diferenciales
generalmente se clasifica estos teorema como “débil”, “fuerte” y “estricto”.
nosotros usaremos la siguiente.

soluciones débiles. Para toda f € F'y g € G, donde F, G son cierta clase
de funciones, existe un espacio filtrado (2, {F;}, P,b) que depende de f y g
tal que (3.37) tiene una solucién x con respecto a (2, {F;}, P, b).

Soluciones fuertes. Existe un (Q, {F;}, P,b), tal que para todo f € F'y
g € G la ecuacion (3.37) tiene una solucién z con respecto a (2, {F:}, P,b).

Soluciones Estrictas. Sea @ = C([0,1]), P una medida de Wiener, y F;
una o-algebra generada por C([o,t]). Sea b la funcién coordenada B(w,t) =
w(t). Para toda f € F'y g € G la ecuacién (3.37) tiene una solucién z con
respecto a (2, {F;}, P,b).

Notemos que si una ecuacién tiene una solucién estricta entonces esta
también tiene una solucién con respecto a cualquier otro movimiento Brow-
niano.
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Lo que haremos sera encontrar soluciones estrictas que estaran en espacios
de Loeb hiperfinitos.

Proposicién 3.6.1 Sean
f:[0,1] x R — R", g:[0,1] xR" - R" @ R"

funciones medibles. Supongamos que hay un movimiento Browniano b adap-
tado a (0, {B;}, L(P)) tal que para todas las condiciones iniciales By-medibles
xo : 0 — R", la ecuacion

x(w,t) :xo(w)+/0 f(s,x(w,s))ds—l—/o g(s, x(w, s))db(w, )

tiene una solucion. Entonces la ecuacion tiene una solucion para cada movi-
miento Browniano adaptado a {Bs} y cada condicion inicial By-medible.

Esto fue presentado por Keisler en [24], para la prueba consultese esta refe-
rencia.

La proposicién anterior es valiosa en el sentido de que si uno tiene es-
pacios de Loeb de la forma Q = {1, —1}7>*{12-H} “entonces estos espacios
son extremadamente regulares en el sentido de que si podemos obtener una
solucién débil sobre tales espacios entonces automaticamente obtenemos so-
luciones fuertes.

Veamos el siguiente resultado.

Proposicién 3.6.2 Sea un movimiento Browniano b adaptado a (2, {B;}, L(P)),
Y asumamos que

x(w, t) :xo(w)—l—/o f(s,x(w,s))ds—l—/o g(s, x(w, s))db(w, s)

son funciones medibles acotadas las cuales son continuas en la sequnda va-
riable. Sea xoq una condicion inicial By-medible. Entonces la ecuacion

z(w,t) = xo(w) +/0 f(s,x(w,s))ds—i—/o g(s, z(w, s))db(w, ) (3.41)

tiene una solucion.



112 CAPITULO 3. ANALISIS ESTOCASTICO NO ESTANDAR.

Prueba.-

Elijamos 0 ~ 0 tal que z, tiene un lifting Ag-medible X,. Por la proposicién
3.4.2, podemos encontrar liftings F' : T' x *R* — *R* y G : T x *R* —
*R" @ *R™ de f y g respectivamente, los cuales son S-acotados y uniformes
en la segunda variable. Entonces, Existe un conjunto 7" C T' de medida Loeb
uno tal que °F(t,y) = f(°t,%) y °G(t,y) = g(°t,°y) cuando t € T" y y es
casi estandar.

Considerando la ecuacién en diferencias hiperfinita

t t
X(w,t) = Xo(w) + > F(s, X (w,8))At + > G(s, X(w,$)) A (w, 5), (3.42)
s=0 5=0

donde x es la caminata aleatoria de Anderson, esta ecuacién obviamente
tiene una tnica solucién no anticipativa X definida inductivamente para
toda t > 0. 2 Extendiendo X para todos los t € T' como X (w,t) = 0 para
todos los t < 0.

Sea z la parte es estdndar de °X* de X; vamos a mostrar que x es una
solucién de la ecuacién original (3.41) en el caso en que b = %y . Para esto es
suficiente con mostrar que F(s, X(w,s)) es un lifting de f(s, z(w,s)) y que
G(s, X (w,s)) es un lifting de g(s,z(w, s)), para t > 0 entonces

z(°t) =~ X(¢)

= X+ Z F(s, X (w,s))At + Z G(s, X (s))Ax(s)

~ ant [ fsal)ast [ ga()an

lo cual prueba la proposicién para b = °x™. El caso general se sigue de la
proposicion 3.6.1.

Para probar que F'(s, X (w,s)) y G(s, X (w, s)) son liftings de f(s,z(w,s))
y g(s,z(w, s)) respectivamente, notemos que como F' y G son S-acotadas
entonces existe un conjunto ' C Q de medida uno tal que X (w, s) es casi

t t—At -
*Recordemos que nuestra suma »_._g es realmente la suma Y _5" por la convencién

0
hecha con la expresién (2.3) en la pagina 50.
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estandar para todo s cuando w € €. Entonces si (w,s) € € x T" se tiene
que

F(s, X(w,5)) = f°5,2(0,%5)),  °Gls, X(w,5)) = g(°8, 3(w, %))
(3.43)
y como §2 x T' tiene medida uno entonces efectivamente F'(s, X(w,s)) y
G(s, X(w,s)) son liftings de f(s,z(w,s)) y g(s,z(w,s)), lo cual prueba la
proposicion. |

Esta tultima proposicion es una pequena muestra del enfoque hiperfinito
de las ecuaciones diferenciales estocasticas.

Hasta ahora, lo que hemos hecho es elegir apropiados liftings F, G de f, g,
para volver la ecuacién (3.6.1) en una ecuaciéon en diferencias hiperfinitas
de la forma (3.42), para entonces obtener la solucién de (3.6.1) como la
parte estdndar de (3.42). Pero, aqui puede haber un problema: tenemos que
encontrar los liftings F', Gy entonces tenemos que verificar que efectivamente
son los liftings de f, g, y si f, g no son continuos puede resultar dificil de
verificar esta afirmaciéon. Sin embargo, si f, g son continuos en el espacio
variable, probar que F, G son liftings de f, g no sera dificil de probar, lo
cual lo haremos mas adelante.

Antes vamos a necesitar una desigualdad debida a Krylov y cuya prueba
se encuentra en [25], teorema 2.2.2.

Teorema 3.6.1 Sea x: 2 x [0,1] — R" un proceso de la forma

t ¢
r(w,t) = l’o—l—/ f(w,s)ds—l—/ g(w, s)db(w, s)
0 0
donde b es un movimiento Browniano adaptado a la filtracion (Q,{F;}, P),
f:Qx]o,1] — R” g: Qx[0,1] - R"@R"
son procesos adaptados y acotados; y xqg € R". Para d € Ry, sea
Ti(w) = nf{t € [0,1] : |z(w,t)| > d} A 1.

Dados d, K € Ry existe una constante N = N(n,d, K)?3 tal que para toda
funciones f y g adaptadas y acotadas por K, y todas las funciones h €

3Notemos que esta constante depende de la dimensién del espacio y de la eleccién de d
y K.
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L"1([0,1] x R) se tiene que

E(A(@wwﬁwHVWwW@nw)SNmmﬂ
[ |

Notemos que este resultado esta dado en el sentido estandar del analisis
estocastico, por lo que necesitamos establecer el andlogo hiperfinito.

Para esto necesitamos antes ciertas definiciones. Si J € *R, una funcién
h = *(]0,1] xR™ — *R™ se dice que es J-Lipschitz si esta es interna, acotada
por J y satisface

[a(t, ) = his, y)|| < Tt x) = (s, 9)]]

para todo (¢, ), (s,y) € *([0,1] x R™.

Si x es la caminata aleatoria de Anderson en *R™, y U : QxT — *(R"®@R")
es un proceso no anticipativo tal que U(w, t) es una matriz unitaria para todo
(w,t), entonces la parte estandar de

x’z/de

es un movimiento Browniano. Denotaremos por U(x) las clases de todas estas
/

X
Podemos ahora dar el resultado que buscabamos.

Proposicion 3.6.3 Sea x : Q x T — *R"™ una caminata aleatoria de An-
derson. Para toda n € N, D, K € Ry ezisten constantes N = N(n,D,K) €
Ry yJ € *N \N tales que st X : QxT — *R"™ es de la forma

X(w,1) = Xo(w) + /O F(s, X (w, 5))ds + /0 G5, X (w0, 8))dy (0, 5) (3.44)

donde
F (0 xRY) = B G: (0,1 xRY) — ‘(RO RY)

son J-Lipschitz y acotadas por K, Xy € *R™, y chi’ € U(x), entonces

°FE (/0 (det G(s, X (w,s))) 1 |H(s, X(w,s))] dt) < NC||H|nt1 (3.45)
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Para toda funcion J-Lipschitz H : *([0,1] x R") — *R y donde
op=if{teT : | X(w,t)|>D} A1

Prueba.-

Primero, observemos que podemos tomar J independiente de (n, D, K) €
N x R, x R,. Si podemos encontrar un adecuado J(n, D, K) para cada tri-
pleta, entonces por la saturacién existe un J € *N \N mas pequetio que todos
los demas, y por tanto este J funciona para cualquier eleccion de n, D y K.

Entonces consideremos el caso en que J € N, entonces F' 'y G son S-
continuas y podemos definir funciones f y g como

f(°t,°x) = °F(t,x) g9(°t,%z) = °G(t,x)

si x es la parte estandar de X, entonces

z(w,t) = :Eo—i-/o f(s,:c(w,s))ds—l—/o g(s, z(w, s))db' (w, s) (3.46)

donde zg = °Xy y b = °X'T, yva que si Xy no es casi estdndar, entonces
op = 0 y no tendriamos nada que probar.

Aplicando el teorema 5.2 a x con d = D + 1 tenemos

E (/0 (det g(s,z(s,w)))n+1 |h(s,x(s,w))]ds> < N(n,d, K)||h|lns1 (3.47)

esto porque todas las funciones J-Lipschitz son S-continuas y S-acotadas, por
lo que se sigue de (3.47) que para todas las funciones H que son J-Lipschitz

E (/OTD (det G(s, X (s,w)))m1 |H(8,X(S,W))’d3> < N(n, D+17K)||HH”+1+1

(3.48)
donde 1/J es sumado para eliminar el caso en que se tiene igualdad en (3.47).

Consideremos el conjunto A definido como el conjunto de las J € *N tal
que (3.48) se satisface para todas las funciones F, G, H que son S-lipschitz y
para toda Xy € *R% y toda x’ € U(x).

Como N C A entonces A contiene un infinito J, por lo que entonces se tiene

37
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que 1/J es un infinitesimal y se tiene la proposicién [ |

Ahora bien, para usar la proposiciéon anterior debemos saber como en-
contrar funciones J-Lipschitz. Sea h : *R™ — *RF una funcién interna, S-
acotada. Si x € R™, sea [z]” sea la caja centrada en z y con tamaiio de lado
1/V/J, si J € *N\ N tenemos que la funcién h”’ definida como

Jl':; x)amix
W) = oy [ i),

donde m es la medida de Lebesgue, es J-Lipschitz.

Otro hecho importante a recalcar es que la proposicion, nos dice que
necesitamos llevar la cuenta de los puntos en los que °det(G(s, X (w, s)) = 0,
porque la cota no nos dice nada a este respecto. Aunque el siguiente resultado
nos da luz acerca de estos.

Lema 3.6.1 Sea a : [0,1] x R* — R" @ R"™ una funcion medible y acotada
que toma valores mo negativos y simétricos. Entonces a’ es un lifting J-
Lipschitz de a que también toma valores no negativos y simétricos. Mas aun,
para cada M € R, existe un m € Ry tal que si det *a(s,y) > M para todo
(s,y) € [(t,7)]7 entonces det a”’ (t,z) > m.

Prueba.-
Por el teorema de Anderson-Lusin 2.3.1 en la pagina 57, sabemos que *a es
un lifting de a, y entonces a’ = *a”’ es un lifting de a que es J-Lipschitz, por

lo cual se prueba la primera parte del lema.

Para probar la tltima parte del lema, definamos
I(B) = inf{ (Bzx,z) : ||z|| =1}
para toda matriz B de n X n no negativa y simétrica. Notemos, ademés que
I(B+C)>1(B)+1(C). (3.49)

Ahora, como det B es el producto de los eigenvalores de B y I(B) es el mas
pequeno de ellos se tiene

I(B)" < det B < ||B|""I(B). (3.50)
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Volviendo a la funcién a, de (3.50) tenemos que si det *a(s,y) > M para
toda (s,y) € [(t,z)]”, entonces

M

l(*a’(say» > ||a||n_1

para esas mismas (s,y), y usando la subaditividad (3.49) obtenemos que

I(a’(t, 7)) > ———
"=
y finalmente, usando (3.50) de nuevo obtenemos

det(a’(t, 7)) > (L> '

e

por lo que al elegir m como el lado derecho de la desigualdad queda probado
el lema. (]

Ahora, vamos a probar que la solucién a la ecuacién diferencial estocasti-
ca (3.37) existen, aun en el caso en que f y g no son continua en el espacio
variable, siempre que el determinante de g sea acotado por abajo.* Una so-
lucién débil de este tipo fue primero obtenida por Krylov [25] mientras que
una solucion fuerte fue dada por Keisler [24].

Teorema 3.6.2 Sea
f:00,1] xR* — R™, g:[0,1]xR" - R"®@R"

funciones medibles y acotadas, y sumamos que existe un € € Ry tal que
| det g(t,y)| > € para toda (t,y) € [0,1] x R™. Para toda variable aleatoria x
By-medible y para todo movimiento Browniano b adaptado a (Q, {B:}, L(P))
la ecuacion

z(w,t) = xo(w) —|—/0 f(s,a:(w,s))ds—l—/o g(s, x(w, s))db(w, ) (3.51)

tiene una solucion.

4Donde acotado por abajo significa que existe una m € R, tal que det g > m
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Capitulo 4

Procesos de Lévy Hiperfinitos.

Los procesos de Lévy son esencialmente procesos estocédsticos con incre-
mentos independientes y estacionarios, ellos tienen como casos particulares
procesos como el movimiento Browniano y el proceso Poisson y Poisson com-
puesto, de ahi que su estudio sea tan importante en la teoria de la probabi-
lidad.

En este capitulo abordaremos este tipo de procesos desde el enfoque no
estandar usando mucha de la teoria desarrollada a lo largo de los capitulos
anteriores. Se ha seguido los articulos [28] y [38], ademéds del libro [2].

4.1. Introduccién a Procesos de Lévy Hiper-
finitos.

Sea T'= {kAt : k € *Ny} donde At es infinitesimal y *Ny = *N U {0}.
consideraremos procesos internos de la forma X : Q x T — *R¢ donde d € N
es finito, y (2, F, P).

Ademas, escribiremos AX (t) = X (t + At) — X (t) para denotar los incre-
mentos de X al tiempo t € T'. El espacio de Loeb de (2, F, P) serd denotado
por (£, L(F), L(P)) como antes.

Nuestras caminatas aleatorias hiperfinitas seran especificadas por un con-
junto A = {ai,ay...,ay} de elementos en *R? y un conjunto de numeros
positivos {p,}eea tales que Y . ,p, = 1; llamaremos a A el conjunto de
incrementos de X y a {p,}sca las probabilidades de transicién.

De esta manera tenemos la siguiente definicion.

119
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Definicion 4.1.1 Una caminata aleatoria hiperfinita con incrementos A y
probabilidades de transicion {p,}aca es un proceso interno L : Q x T — *R4
tales que

(i) L(0)=0.
(ii) Los incrementos AL(0), AL(At),...,AL(t) son *-independientes.
(iii) para toda a € A y todot € T se tiene que

P(AL(w,t) = a) = p,.

Diremos, ademds, que {F; }ier serd la filtracion generada por L.

Existen varios ejemplos de procesos de Lévy, a continuacién mostramos
algunos que seran de vital importancia en este trabajo.

Ejemplo 1.-
a) Sea « cualquier nimero, tomando A como A = {aAt} y paar = 1, enton-

ces tenemos que
1 = panr = P(AL(w,t) = aAt)

para toda a € Ay todo t € T, por lo cual se tiene que L(w,t) = at.

b) Sea A = {—VAt,VAt} y p_/x; = Pya; = 1/2. Entonces L es la ca-
minata aleatoria hiperfinita o el proceso de Anderson, esto por lo visto en el
capitulo 2.

c) Seav € Ry A= {0,1} y tomando a py = 1 — vAt, p; = vAt entonces
Loeb mostré en [29], ejemplo 5 de la pagina 119 que L es un proceso Poisson
(que ahora se conoce como proceso Poisson de Loeb).

Introduzcamos ahora el vector pu;, € *R? definido como

- éE[AL(O)] _ i S ape (4.1)

ademads, tenemos que para todo s € T'

E(AL(s)) = Y AL(s)P(AL(s) = a)

acA

= > ap,

acA

— E(AL(0))
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en vista de lo anterior tenemos que

E[L(t) = E (Z AL(s)) = E(AL(s))

s<t s<t

:ZEAL At <AALt<0))ZAt

s<t s<t

= CE(ALO) =t

Notemos, también, que el proceso definido como My (t) = L(t) — tpy es una
martingala con respecto a la filtracion {F; }ier generada por L. Definamos el
numero no negativo o, € *R? dado por

SE(ALOP) = 55 3 lap, (4.2

a€A

2 _
o] =
de donde tenemos el siguiente lema.

Lema 4.1.1 para todo t € T se tiene

E(IL0P) = to} + [usft(t — At)

Prueba.-
Primero establezcamos un hecho preliminar, para todo s € T tal que s < t
se tiene que

E(AL(s)P) = ) |AL(s)PP(AL(s) = a)

a€A

= Za2pa

a€A

= E(ALO)[)

por lo que entonces como AL(s) y AL(t) son independientes para s # t,
tenemos
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o) (52

= E(Z‘AL(S)P)—FE > AL(r)AL(s)

s<t,r<t,r#s

= Y E(AL()P)+ Y. E[AL(r)AL(s)]

s<t s<t,r<t,r#s

- ZE(|AL<0>|2) oy EIAL()] - BIAL(s)

s<t s<t,r<t,r#s

_ |AL ZAt+ > juPAr

s<t s<t,r<t,r#s

= to} + [l D) AP

s<t,r<t,r#s

ahora, veamos que la segunda suma nos queda como

d>oooA® = ZAt(ZAt+ZAt>

s<t,r<t,r#s r<t s<r r<s
SRR
r<t s<t
= t(t— At)

por lo que entonces nos queda
E(LOP) = to? + |uct(t — At
con lo que se prueba el lema. |
Tenemos la siguiente definicion la cual resultara muy importante mas
adelante.

Definicién 4.1.2 Sea L una caminata aleatoria hiperfinita. Diremos que L
es un proceso de Lévy hiperfinito si el conjunto

{w : L(w,t) es finito para casi todo t €T finito}
tiene medida de Loeb 1.
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A primera instancia parece un poco forzada la definicién, pues no se ve claro
como verificar la condicion pedida para que una caminata aleatoria sea un
proceso de Lévy hiperfinito, no obstante encontraremos maneras en las que
es sencillo checarlo, esto usando una descripcion que daremos en términos
del conjunto A y de p,.

Para lograr esto ultimo necesitamos un poco de teoria previa.

4.1.1. Procesos de Lévy hiperfinitos con incrementos
finitos.

Comenzaremos esta seccion con un lema, no sin antes recordar que g s<6 P
significa que ¢ < p — € para todo infinitesimal e.

Lema 4.1.2 Asumiendo que (2, A, P) es un espacio de medida interno tal
que P(Q) es finito y sea F : Q — *R sea una funcion interna A-medible. Si
[|F[PAP es finita para alguna p € *R,. Entonces |F|? es S-integrable para
toda q € *Ry, tal que q 3 p.

Prueba.-

como p > qy [|F|PAP es finita, entonces [ |F|?dP también debe ser fi-
nita. Entonces solo resta probar que si A € A con P(A) ~ 0 implica que
J4IF|9dP = 0, usando la desigualdad de Holder tenemos

/ FledP
A

/ 1| Fl7dP

(/Infffzdpyf (/|F]de>z
_ P (/|F|de)Z,

y como ¢q é p entonces se tiene que € < p — ¢ para todo infinitesimal €, de
donde se tiene que p — ¢ no es infinitesimal, por lo que

IN

de donde se tiene que

[ 1Fra=o
A
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lo cual prueba el lema. [ |

Notemos que este resultado solo aplica para procesos con incrementos
infinitos, esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.1.3 Una caminata aleatoria hiperfinita tiene incrementos fini-
tos si todas las a € A son finitas. Observemos ademds, que como A es interna
entonces existe un N € N tal que |a| < N para toda a € A.

Vamos a dar enseguida el analogo no estandar del teorema presentado
por Applebaum en [4], teorema 2.4.7 pagina 101.

Teorema 4.1.1 Sea L un proceso de Lévy hiperfinito con incrementos fini-
tos. Entonces |L|P es S-integrable para cualquier p € *R, finito y cualquier
t €T finito.

Prueba.-
Si L = 0 no hay nada que probar. Asi, asumamos que L # 0. Definimos un
tiempo de paro como

7. =min{t € T': |L,| > k}

y T, = *oo si el evento |Ly| > k no sucede. Ahora, este tiempo de paro
no toma el valor *oo casi seguramente (bajo la medida P) para cualquier
K € *R,. Ademas, notemos que si K es infinito entonces claramente 7 > 1
casi dondequiera, en particular

P({TK > 1}) >

N | —

se cumple para todos los K infinitos. Ahora, por la propiedad del underflow
del capitulo 1 esto debe cumplirse para una K finita suficientemente grande,
tomemos esta K fija y sea

a= E(e™ )

y observemos que bajo la eleccién de K se tiene que « é 1.

Y definamos una sucesién de tiempos de paro {o,} como o1 = 7 ¥

op=min{teT : t>0,1 y |Li— L, _,| > K}
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Observemos que los incrementos o, — 0,_, son independientes y tienen la
misma distribucién que 7x. Entonces

E(e’") = E(e ™))" =a"
y como K es el mayor de los incrementos de L tenemos que

|L0k — L - |L0'k - LUl + Lffl - L0k71|

’l;Uk - ];01’ + ’1;01 — L
K+ K= 2K

Uk—1|

ol

A A

entonces tenemos que

E(eor
P(|L] > 2nK) < P(o, <t) < (eft) <ela”
e

ahora eligiendo € € R, tan pequeno que ae?£¢ é 1 tenemos que para t finitos

By = Z/ eltldp

ne*N Y {2(n—1)K<|L¢|<2nK}

< Z eeZnK/ dpP
ne*N {2(n—1)K§|Lt|<2nK}

< Z eeQnK/ dP
e {2(n—1)K<|Li]}

S Z 6e??’bKeto/L—l
ne*N

_ t e2(n—1)K 2K t n—1

= € 2{: e e e«

ne*N
— €t662K Z (aeeQK)n—l < 00

ne*N

y como el > |L;|P cuando |L;| es grande se sigue que E(|L;|) es finito
para todo p € *R,, finalmente al aplicar el lema anterior se tiene la S-
integrabilidad, con lo que se prueba el teorema. |

Ahora bien, tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 4.1.1 Sea L una caminata aleatoria hiperfinita con incrementos
finitos. Entonces L es un proceso de Lévy hiperfinito si y solo si juy y ot
son finitos.

Prueba.-
<) Si L es un proceso de Lévy hiperfinito, entonces por el lema 4.1.1 tene-
mos que

E(LIOP) = tod + st — A1)

y como el teorema nos garantiza que E (|L(t)]?) es finita para todo ¢ finito
entonces py, y oz, son finitas.

=) si pz, y o son finitas entonces E (| L(t)|?) es finita para todo ¢ finito.
De donde se tiene que la martingala My (t) = L(T) — ur(t) es A*-integrable?
por lo cual usando que esta tiene la propiedad de que casi todas sus trayec-
torias son finitas para toda ¢ finita® y como L(t) = uz(t) + M(t) donde ur,
es finita entonces se tiene que L es finita para casi todo t finito, de donde se
tiene que es un proceso de Lévy hiperfinito. [ |

Esta es una caracterizacion de los procesos de Lévy, mas adelante se
dara otra caracterizacion de en que casos una caminata aleatoria hiperfinita
es un proceso de Lévy hiperfinito.

mostramos ahora otro corolario que por todo lo visto acerca de las SL>?-
martingalas serd muy util para proporcionarnos propiedades acerca de las
trayectorias de los procesos de Lévy hiperfinitos.

Corolario 4.1.2 Un proceso de Lévy hiperfinito L con incrementos finitos
puedes ser descompuesto como

L(t) = tug + Mp(t)

donde py, es finito y My es una martingala tal que |Mp(t)|P es S-integrable
para todos los t finitos y p € *Ry. En particular, My, es una SL?*-martingala.

!Dadas en la ecuaciones (4.1) y (4.2).
2Recordar la definicién del capitulo 3, definicién 3.2.5 de la pagina 69.
3Esto es conclusién de la proposicién 3.3.3 del capitulo 3.
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Una vez hecha la teoria para procesos de Lévy hiperfinitos con incremen-
tos finitos una buena idea seria tratar de aproximar cualquier proceso de
Lévy mediante ellos, asi pues, esto es lo que haremos ahora.

Primero introduzcamos cierta notacién, escribiremos

1
Qk:Ktzpa

la|>k
para cualquier positivo k£ € *R. Probemos el siguiente lema.

Lema 4.1.3 Sea L es un proceso de Lévy hiperfinito. Entonces

lim °q, =04

k—oo
Prueba.-
Hagamos la prueba por contradiccion. Si no se cumple entonces existe un
e € R, tal que g, > € para todo k£ €* R,. Por la propiedad del overflow se
tiene que existe un infinito K tal que qx > €. Usando la definicién de ¢ y
recordando que los incrementos de L son *-independientes, podemos calcular
la probabilidad de que L haga un salto mas grande que k en norma antes del
tiempo t + At como

I

1AL > & }] = (g Al) 37,

s<t
pero en otro sentido tenemos que para t € T infinitesimal se tiene que
(qrAt)ar < (1 — eAt)ar = e < 1
y como
(-2) e
- = e si — 00
N —
se cumple localmente uniforme para toda x € R, esto implica que
(1—eAt)ar ~ ¢ 21

entonces con una probabilidad no infinitesimal L tiene un salto de infinito
antes del tiempo ¢, lo cual es una contradiccién, pues todas las trayectorias

4En el sentido que para todo € € R, existe un N € N tal que g, < e si k > N.
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de L son finitas para t € T finitas, de donde se tiene la conclusion. [ |

Ahora, definamos los procesos ”truncados” de un proceso de Lévy median-
te
L% (w,t) Z{AL w,s) : s<t y |AL(w,s)| >k}

L= (w,t) = Z{ALw s):s<t y |AL(w,s)| <k},
entonces tenemos la siguiente afirmacion.

Lema 4.1.4 Sea L un proceso de Lévy hiperfinito. Para k € *R finito sufi-
cientemente grande, los procesos L% y L=F son procesos de Lévy hiperfinitos.

Prueba.-

Los procesos definidos arriba son caminatas aleatorias, entonces solo tenemos
que probar que sus trayectorias son finitas en tiempos finitos casi seguramen-
te. Pero observemos ademds que como L = L>* + L=F entonces podemos
escribir L — L% = L=F y como la suma de dos procesos de Lévy es a su vez
otro proceso de Lévy entonces solo tenemos que probar que L>* es un proceso
de Lévy para k suficientemente grande. Para lo cual, hagamos lo siguiente,
elijamos k finita pero suficientemente grande tal que a := g, sea finita.

Primero, probaremos que para toda m > k el proceso
= Z{AL(W,S) cs<t y k<|AL(w,s)| <m}

es un proceso de Lévy hiperfinito. Pero como L®*™ tiene incrementos finitos
entonces solo puede llegar a infinito si tiene un numero infinito de saltos.
Mas como la probabilidad de que L tenga un salta mayor que k£ en cualquier
tiempo es At = aAt, de donde se tiene que la probabilidad de que L%
tenga un numero infinito de saltos en un tiempo finito es 0 ya que la proba-
bilidad de que L tenga exactamente n € N saltos de tamano mas grande que
k antes de t esta dado por

t/ot ., (N1 e (0t)"
( . )(1—04At)A (@A) ~ <At) e (@A) ~ e o

y sumando sobre todas las n € N se tiene que la probabilidad de Loeb de
que L*™ haga solo un numero finito de saltos antes de ¢ es 1.
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Regresando al proceso L”*, veamos que si este no es un proceso de Lévy
hiperfinito, entonces debe haber un t finito tal que

p:= Py (L7"(s) es infinito para algin s < t)
es no infinitesimal, entonces
Plw : L%™(w, s) = L7*(w, s) para todo s <t] = (1 — qnAt)ar a ¢ 9t

que de acuerdo con el lema anterior podemos tomar e~ %! tan cercano a 1 co-
mo queramos al elegir a m suficientemente grande pero finito. En particular,
podemos tomar 1 — e~ %! < p. Pero entonces, L>* es igual casi seguramente
al proceso finito L*™ sobre un conjunto de medida mayor que 1 — p, lo cual
es una contradiccion. |

Este lema se satisface para cualquier k no infinitesimal, sin embargo para
k infinitesimales en general no es asi, esto se muestra mas adelante.

De la ultima parte de la demostraciéon del lema anterior se tiene la prueba
del siguiente corolario.

Corolario 4.1.3 Sea L una caminata aleatoria hiperfinita. Si L=™ es un
proceso de Lévy hiperfinito para m finito, pero suficientemente grande y si
ademds °q,, — 0 entonces L es un proceso de Lévy hiperfinito.

Prueba.-

como se mostré en la prueba del lema anterior, la afirmacién °q, — oo si
n — oo es suficiente para mostrar que L>* es un proceso de Lévy. Pero por
hipStesis también lo es L=™, y como ademds tenemos que L = L<F 4 L=m
y usando que la suma de dos procesos de Lévy es a su vez proceso de Lévy,
entonces se tiene el corolario. |

Ahora podemos dar el resultado que nos garantiza que para cada pro-
ceso de Lévy hiperfinito existe un proceso de Lévy hiperfinito pero esté con
incrementos finitos tal que podemos acercarnos tanto como queramos en pro-

babilidad.

Proposicion 4.1.1 Sea L un proceso de Lévy hiperfinito. Para cadat € T y
cada € € Ry existe un proceso de Lévy hiperfinito L con incrementos finitos
tal que

P ({w . L(w,s) = L(w,s) para toda s < t}) >1—e
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Prueba.-
Sabemos que para k € R, suficientemente grande, pero finita, el proceso L=F
es un proceso de Lévy hiperfinito con incrementos finitos. Entonces

P ({w . L(w,s) = L(w,s) paratoda s< t}> = (1 — g At) 37~ e~

que de acuerdo a la prueba del lema anterior se tiene que e %' — 0 si
k — oo, y si tomamos k suficientemente grande y hacemos L = L=* obtene-
mos la proposicion. [ |

Esta proposicién nos resulta util ya que podemos estudiar las propiedades
de las trayectorias de cualquier proceso de Lévy hiperfinito usando estas
aproximaciones.

Hasta ahora sabemos que si L es un proceso de Lévy hiperfinito, entonces
para k finita, pero suficientemente grande

Qk_izpa

la|>k

es finita. Ahora, definamos una medida interna sobre todos los subconjuntos

B de *R% mediante
1
(B) =3 b
WB) = x; 2.7

a€eB

y notemos que B es una generalizacion de ¢, que ademas es muy natural
tomar. Podemos decir algunas cosas de 7, una es la siguiente.

Proposicion 4.1.2 Sea L un proceso de Lévy hiperfinito y supongamos que
B es un subconjunto interno de *R? el cual no contiene elementos infinita-
mente chicos. Entonces v(B) es finita.

Prueba.-

Primero observemos que por el lema 4.1.3 es suficiente con mostrar que B es
acotado por arriba por un k real. Mas aun, por el lema 4.1.4 podemos asumir
que el proceso dado por

L¥(w,t) =) {AL(w,s) : s<t y |AL(w,s)| <k}
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es un proceso de Lévy hiperfinito. Y como L<F tiene incrementos finitos

tenemos que
1
Uiﬁk = A_t Z |a|2pa

la|<k

es finito por el corolario 4.1.1. Ademads, como B es interno y no contiene
ningin elemento que sea infinitesimal, entonces existe un numero real positivo
e tal que € < |a| para todo a € B. Por lo que se tiene que

2
a a a a
0(B) = 622“5?10 < 2 GBAL » < 0},

y como € no es infinitesimal y o<« es finito entonces se tiene que

2
ULSk
2

v(B) <

€

4.2. El Operador de Lévy-Khintchine no Estandar.

En esta seccién daremos la version no estandar de la formula de Lévy-
Khintchine (aunque aqui estard dada en forma de operador), que en el caso
estandar nos sirve para escribir la funcion caracteristica un proceso de Lévy
como la suma de las funciones caracteristicas de un drift mas un movimien-
to Browniano mas un procesos Poisson compuesto de saltos acotados y un
procesos Poisson compuesto de saltos no acotados.

Igual que antes usaremos la linea del tiempo T definida desde el capitulo
2, es decir, tendremos que para alguna N € *N \ N escribiremos

1
At = —.
N

Dada una medida de probabilidad interna & sobre *R¢, definimos el ope-

rador sobre el espacio de funciones internas *CZ(R;C ) de *R% en *C con
derivadas continuas y acotadas de orden < 2 como

¢z +y) — () ¢

[ SRS sy, se @) 4)

Lo(x) =
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Llamamos a L el generador asociado a 4.

Diremos que tripleta (v, A ,v) es de Lévy si v € RY A es una matriz
estandar simétrica positiva definida de dimensién d x d y v es una medida
de Borel estandar sobre R¥\ {0} que satisface

/ vl sv(dy) < oo
r\foy 1+ [yl

se pueden tener condiciones equivalentes, para esto puede consultarse [37],
comentario 8.4. Hagamos la convencién de que v(0) = 0, por lo cual v es-
tard definida ahora sobre todo R<.
Notemos que para ¢ € *CZ(R;C ) y = € *R fija, la funcién
(y, Vo(x))
T+ P
es *v-integrable, con integral finita sobre *R? si ¢ tiene derivadas de orden

0,1,3 que son S-acotadas. Mds aun, para ¢ € CZ(R;C) y =z € RY, se tiene
que como

yha(wx+w—¢@w—

|6z +y) = d(@) L+ ly2) = SEE |o(x +y) — $(@) |yl + 1y, H ¢(Mey))]
1+ |y|? N 1+ |y|?
ly|?
T 14 yf?

para alguna ), entre x y  + y y alguna constante C' y donde H denota
[0;.i]1<i,j<a entonces se tiene que la funciéon

y— O(*cf»(a: +y) — o(z) — M)

L+ [y?
es v-integrable.

Ahora tenemos la primera parte del teorema principal de esta seccion.

Teorema 4.2.1 Sea (v, A ,v) sea una tripleta de Lévy, con A = [a; jl1<ij<d-
Entonces existe una medida interna de probabilidad & sobre *R? tal que el
generador asociado L satisface

Lo(r) ~ (1,96 +5 3 aiyiolo)

et
+[Rd <¢($ +y) — ¢(x) — T]y\z) v(dy).  (4.4)
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para cada ¢ € *CZ(R;C) con derivadas de orden 0,1,2, S-acotadas y S-
continuas y x € *R. Mds aun, ambos lados de (4.4) son acotados.

Prueba.-
Iniciemos definiendo A como A mas una perturbacién infinitesimal mediante

A=A+

donde i es un infinitesimal y I es la matriz identidad. de esto tenemos que A
es simétrica, positiva definida y A ~ A.

Tomemos € € *R? fija tal que
ex0 y e/N=oo.? (4.5)

Definamos para n € N los conjuntos internos dados por

1 1 2
Cn:{rE*R:2e<r<—,y = l *I/(dy)<oo},

n r2 ly|=r 1+ [yf?

y notemos que cada C,, # ) de acuerdo a la hipétesis de v, entonces ellos
forman una sucesién decreciente de conjuntos internos no vacios y por tanto

por el principio de la saturacién podemos encontrar algin & € [),,cy Cn, tal
que ¢ satisface
VAL 2
0~ &> 2 var W™y < 1. (4.6)

& Jiysr 1+ Yl

Ahora bien, definamos

) * *md
ng/ ———"v(dy) € "R
wize 1+ [y[?

por ejemplo podemos tomar € = N~3 con N € *N \ N
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y notemos que

)
= |f —*v(dw]
¢ ly|>€ 1+ |y|2

) %
v(dy)
/|y|zs 1+ |y|?

Y|
“v(dy)
/|y|zs L+ [yl

1 ly|?
< - “v(dy)
§ ly|>¢ 1+ [y]?

< &VN,

usando la hip6tesis sobre v y las propiedades que nos da la ecuacién (4.6).

En particular, tenemos que
(4.7)

Ahora, definamos o como
(4.8)

a=At(y—J) € *R%

Y por (4.7) tenemos que
VNa = 0. (4.9)

Si denotamos por N la densidad Gaussiana

1 —1

exp (—3(y —a,07 ' (y — a))

Nla; o] = (=3 7 . )
(2m)2 (det 0)2

donde a € *R?% y ¢ es una matriz de d x d simétrica positiva definida, que es

la matriz de varianzas y covarianzas.
Asi, de (4.5) y (4.9) obtenemos

0= \/Na—/ yN[\/Na;K](y)dy ~ 0,
lyl<eVN

(4.10)

(4.11)



4.2. EL OPERADOR DE LEVY-KHINTCHINE NO ESTANDAR. 135

Ahora bien, definamos

VA
K= ﬁg € *R* (4.12)

entonces (4.11) y (4.12) implican

NAt 0
\/N/{—l_ﬁg—l_ﬁwo (4.13)

Ahora tenemos las siguientes desigualdades que se obtienen de (4.5), (4.6) y
(4.13)
k| <e<2e<&x0. (4.14)

Ahora, definamos una medida 7 como la suma de medidas sobre *R¢ con
soportes disjuntos mediante

n(dy) = Na+ 5 AtA | (y) Ly p<c (y)dy + Atlpyse(y)*v(dy),  (4.15)

donde 1 denota la funcién indicadora y N es la densidad Gaussiana.
Entonces
n(dy)

n(*R7)
es la normalizaciéon de n que de igual manera esta definida sobre soportes
disjuntos.

Sea f : *R — *R una funcién integrable y si Y ~ N (a+#x, AtA ) haciendo
un cambio de variable, como

d(dy) =

(4.16)

v Y -k
At
entonces E(Y )
— K a+K—kK o
ElY'] = = = = av'N
i VAL VAL VAL
y —
Var(Y) AtA —
, J— J— J—
Var(Y') = At AL A
entonces
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entonces tenemos que

/ SN (@ + 5 AR )(y)dy = / f(Vaiy + mN(VNa: & )(y)dy.
ly—r|<e ly|<ev'N

o bien, lo podemos reescribir como

/|— § f(y)n(dy) =/ f(V/6ty + k)N(VNa; &) (y)dy, (4.17)

lyl<evN

Ahora tenemos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 1: n(*R%) ~ 1. Para probar esta afirmacién escribamos

“v(dy) + At/ “v(dy) (4.18)

ly|>1

n("R?) = /|— y Fy)n(dy) JrAlf/5

<lyl<1

y usando (4.17) tenemos que la primera integral se puede reescribir como

/ N(VNa; &) (y)dy
ly|<evV'N
el cual es =~ 1 por (4.10) y (4.11).

Ahora si € < |y| < 1 entonces tenemos que €2 < |y|*> v |y|> < 1 de donde
tenemos que |y|? + 1 < 2 entonces (|y|?> +1)~! > (1/2) por lo cual

2 2
g <<l
2 7 1+ |y

y aplicando esto ultimo a la segunda integral de (4.18) tenemos que

2At 2
At/ v(dy) < —- 1l 5 v(dy)
e<yl<1 & Je<pyiar 1+ 1yl

la cual es ~ 0 por (4.7).

Sobre el otro intervalo, tenemos que como 1 < |y| entonces 1 < |y|* por
lo que 1 < 2|y|? — |y|* de donde 1 + |y|* < 2|y|? y finalmente tenemos
2ly|*
EapE

1<
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y si aplicamos esto a la tercera integral de (4.18) tenemos

) 2yl . N
At v(dy) < 2At v(dy) =0
ly[>1

wiz1 1+ [yl

por la hipétesis sobre v, por lo cual se tiene la afirmacion.
ahora mostremos otra afirmacién.

Afirmacién 2: 5 f\y—n\ge viy; n(dy) =~ a;; donde 1 <1i,5 <d
por (4.17) tenemos que

asg = / VN VNN (VR0 )y

la cual al usar las expresiones (4.5), (4.9) y (4.13) tenemos que

ai j %/ yiy;N(VNa; &) (y)dy
ly|<ev'N

y como A es positiva semidefinida y simétrica, junto con el hecho que vV Nk =
0 y usando de nuevo (4.17) tenemos que

\ /
aj ~ —— yiy; n(dy
’ At ly—r|<e ’ ( )

lo cual es la afirmacion.
Ahora probaremos (4.4). Sin perdida de generalidad asumamos que ¢ €
*CZ(R%; R). Entonces escribamos

WCRILOE) = 3 [ (6 0) = o) nldy
= 5 [ ) - 6(o) — 700 + (1 ToL)) ()
= [ 6 o)~ vs ) + [ o)

ahora existe A;, algin numero elegido en el intervalo x a  + y tal que

8 +9) — 0(x) — (y, V6(x)) = 3 (1 H o(Aey )
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donde H ¢ es la matriz Hessiana [0; j]1<; j<a entonces podemos escribir

RO = *Rd%@ﬂﬂﬁ“w,y)wmdywﬁ [Rd@,ws(x»n(dy)
= Il+[2+[3
donde
o= 2 Ly meoe,mnd)
N i <e 2 Ys ay)Y )M AY
_ 1 e Y 6)
b= At Jiy e (¢( +y) = 6(2) 1+ [y? )U(dy)
1 (y, v ¢(z)) N

Ahora veamos que para |y — k| <€, H,, :=H¢(\,,) —H ¢(x) ~ 0 entonces
podemos reescribir a I; como

I = é /y_mge %(y,H o(x)) n(dy) + é/ %<y,Hx,yy> n(dy)

ly—r|<e

pero entonces existen h; ; = 0, con 1 <14,j < d tales que

1 0;.j0(x) / hij
I = - o] Y d + A / Y d
1 5 g N |y7ﬂ|§ey Yj 77( ?/) § N |y—n|§ey Y; 77( y)

1<i,j<d 1<i,j<d

y usando la afirmacion 2 tenemos que
1
[1 =~ 5 Z ;5 8Z7J¢(ZL’) (419)
1<i,5<d

Para I, por la definicién de 1 tenemos que

L (st — oy TS
L= [ (ot o - B2 wiay),

por lo cual se tiene

L (oes oy 70D
e [ (ot - o0 - BTV vy )
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Y para I3 se tiene que esta integral tiene la forma (3, V¢(x)) para alguna
0 definido como
1 Y 1
g:= —/ ——n(dy) + —/ dy).
I |y|2n( v+ 5 e yn(dy)

Ahora, el primer término de 3 es simplemente J; definida antes. Para el
segundo termino, veamos que la i-ésima entrada es igual a

1
A |y_mlgezm(dy)
= Ait (VALy; + k) (\/Na A)(y)dy por (4.17)
ly|<evVN
1 - K =
= T NN R 5 [ NNy

= L(\/NOQ'— 0) +

VAL —(1—=1) por (4.10) y (4.11)

At

es decir,

B=Je+Na—-—2 =2

VAL At(
y usando que £ = (VAtp)/(1 — ¥) se tiene que k(1 —9) /At = o/ At por

lo cual se tiene que

— )

Na —
6= Jg‘f- o= Jg—f—At y

entonces tenemos que

I = (7, 76(x)). (121)
Finalmente si tomamos las expresiones (4.19), (4.20) y (4.21) junto con la
afirmacion 1 tenemos la prueba del teorema. |

Ahora presentamos el inverso del teorema anterior después de lo cual no
serd dificil probar el teorema para procesos de Lévy hiperfinitos.

Teorema 4.2.2 Sea § una medida de probabilidad interna sobre *R ¢ tal que
para alguna € =~ 0 se tiene que los siguiente son finitos
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(a) X W
y
— I s(ay
At /|y|>s 1+ [y]? ()
(b) '
- viy; 0(dy) 1<4,5<d
At ly| <€ ’
(c)

3 ([ oon - row)

Entonces existe una tripleta de Lévy (7, A ,v) para la cual se cumple lo si-
guiente para el generador L asociado con d y ¢ € CZ(R4,C), x € R4

Lo(r) ~ (196 +5 3 auduol)

e
# [ (st = ot - BIAD) vy,

Prueba.-
Primero definamos

V= O(é </|y>£#|y|25(dy)+/|yl<£y5(dy))),

también definamos A := [a; j]1<; j<q donde

of 1

y para todo subconjunto de Borel, S C R ¢ se tiene que

v(S) :=vr(S\{0}), donde wv(dy)=1Lj>¢(y) é d(dy).

Entonces de la condicién (a) y la definicién de v se sigue que esta es una
medida de Borel sobre R ¢ que satisface
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y que v({0}) = 0.

En tanto que por (c) se tiene que v € R ¢, la condicién (b) muestra que
A es una matriz estandar de dimension d x d, ademas de que se tiene que es
positiva semidefinida y simétrica. De todo esto se tiene que (v, A ,v) define
una tripleta de Lévy.

Sea L el generador asociado con § y sea ¢ € C}(R4,C)y z € R%
Entonces usando una prueba similar a la dada para probar el teorema 4.2.1
se tiene que podemos escribir a L¢(z) como

Lgb(l’) = [1 + IQ + Ig

donde al igual que antes
ho= [ SOE i)
1 = At i< B Y, z,y)Y Yy

7 I (G B R S O ELY

L+ yf?

_ 1 {y, Vo(z)) N
b= N (/y_m L+ [yl 5(dy)+/|y_ﬁ<€<y,w( )>5(dy))-

donde A, , esta dada justo como antes. los mismos célculos hechos antes no
sirven para mostrar que
1
I ~ B} Z a; ;0 ;9 ()

1<i,j<d

y en otro sentido las hipdtesis sobre ¢ nos permiten igualmente tener

[ (64— oty - 23900 by

1+ [yf?

~ i (o= o - BT aw =

1+ [yl?

Para finalizar, de la definicién de ~ tenemos

I3 ~ <77 V(Zﬁ(l’»
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de donde se tiene el teorema. [ |

Notemos que la § en el teorema 4.2.1 correspondiente a una tripleta de
Lévy dada no es unica, pero ademés dada una medida interna de probabi-
lidad 0 correspondiente a una tripleta de Lévy, como en el mismo teorema
4.2.1, la prueba de este teorema muestra que para cualquier ¢ € CZ(R 4 R)
la funcién L¢ : *R ¢ — *R es S-acotada y tiene una parte continua estdndar.
Si, en adicién, H¢ es uniformemente continua entonces (4.4) se cumple para
toda x € *R.

Ademés, si definimos un semigrupo {S; }er mediante S; := S¥Y, donde

Syd(x) = OA@ ol )idy), o€ GERGR)

entonces L es la version no estandar de un generador infinitesimal del semi-
grupo S;.

Sea una medida interna de probabilidad § que satisface (4.4), para to-
da tripleta de Lévy (7, A ,v). Sea el espacio 2 := {*R )T bajo la medida
producto u := §T, notemos que el espacio no es hiperfinito, pero la linea de
tiempo T si lo es. denotaremos las trayectorias en 2 como w = {w; }er-

Definicién 4.2.1 Sea X : Q x T — *R? un proceso interno dado por la
suma hiperfinita de incrementos hiperreales, es decir,

Xi(w) =) ws (4.23)

s<t

y por default diremos que Xy = 0.

Asi, tenemos el siguiente teorema

Teorema 4.2.3 Seat € T finito y u € R 9, entonces

2
+/]R {emw —1- ff,z‘l] v(dy) )} (4.24)

, 1
E [e““’Xﬂ A exp {t (i('y,u> — —(u, A u)
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Prueba.-
Para probar el teorema primero usemos el teorema 4.2.1 en

ply) =¥y x=0,

asi,

E[eX] = F

H €i<u,ws>]

s<t

tN
— ( / etw) 5(dy))
*Rd

= (1+ Lo(0)A)™
y si ¢ es un infinitesimal tenemos que

_ (H% C+ OO+ 1 Y o)

" /R (¢<y> — (0) - %SVWDW

143

y usando que ¢(0) =0, V¢(0) = iu y 0k ;¢(0) = —uju; nos queda

1 1 ‘
- (1 ; — Zlu. A i(uy) _ 1
< —l—tNt{C—l—z(fy,u) 2<u, u)—l—/R(e

~ e {tg bt (m,m _ %(u,A )

y como ( es un infinitesimal entonces tenemos que

1

E [ei@fnxt)} X  exp {t <Z'<% u) — §<U=A w)

con lo cual nos queda el resultado.

JY)
L+ yl?

i(u, y)
1+ |y|2>
_i{u

V(dy)DtN

o))
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a continuacion daremos una aproximacion al espacio muestral €2,
Q= ([—n,n]H)TOD 5 (RHTO) Q) 7e€T, neN.  (4.25)
Con esta definicién, tenemos el siguiente lema.

Lema 4.2.1 Sea 7 € T finito, entonces pip(Upen§lrpn) = 1.

Prueba.-

la condicién [, 4 %y(dy) < oo implica que

/ v(dy) — 0  cuando n — oo, n €N
ly|=n

para n > 1, tenemos

@) = (1= [ |2n5(dy))TN
_ (1—At/|ylznu(dy))w
~ exp (_T /|y Znu(dy))

Entonces ji,(€2,,) — 1 cuando n — oo con n € N, entonces se tiene la
conclusion del lema. [ |
A continuacion tenemos otro lema.

Lema 4.2.2 Sea T €T finito, n € N yp € Z. Entonces para cada 1 <1 <d
existe algin C;, € *R tal que 0 < C;, < o0 y

EQT,n [ep(XT)i:| < CiT,p

Prueba.-
Aplicando el teorema 4.2.1 a alguna funcién no negativa ¢ € C2(R ¢ ;R) tal
que ¢(y) = eP Y sobre [—n,n]?. Entonces

TN
o [ep(XT)i} _ (/[ y eP yi(;(dy))

(] ewsan )
= (14 Lo(0)At)™

Eq

IN
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Por lo que si tomamos

Cip = (1+ Lo(0) ALY
entonces se tiene que

0< Cm, ~~ eLd’(O) < o0

por el teorema 4.2.1. |

Corolario 4.2.1 Para cadat € T, X; es finito casi seguramente con respecto
a la medida de Loeb jiy,.

Prueba.-
Por el Lema anterior, paran € Ny 1 <1 < d tenemos las dos siguientes
propiedades

Eq, ., [e(Xt)i} <00 , Eo, ., [e’(Xt)i} < 00

entonces (X3); debe ser finito casi seguramente sobre 2 ,,. Entonces se tiene
que
/"LL(UHGNQT,TL> =1

por el lema 4.2.1, con lo cual se tiene el corolario. [ |

Otro corolario.

Corolario 4.2.2 Seat~ 0 cont € T. Entonces

Prueba.-
Usemos el lema 4.2.2 se tiene que para cualquiern e N, pe Z y 1 <i <d,

Eq [ep(Xt)i] < Cf,p ~1

t,n

y esto se cumple para toda p € Z, por lo cual tenemos que (X;); ~ 0 casi
seguramente sobre €); ,, y usando otra vez el lema 4.2.1 tenemos la conclusién
del corolario. [ |

Definamos ahora la parte estandar de X.
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Definicién 4.2.2 Para cada t € [0,00) fijemost :==min{s € T : s >t} y
definamos a
z:Qx[0,00) — R

i (w) = °Xi(w) (4.26)

Ahora bien, por el corolario 4.2.1, z; es finito casi seguramente con respec-
to a uy, para todo t € [0,00), entonces = es un proceso estocéstico estandar
bajo pr. Mas aun, por el corolario 4.2.2 se tiene que para cada r € RT y
s,t € T finitos con t ~ 0 tenemos que

pr ([ Xope = Xs| > 1) = pr(|Xe| > 1) =0
de donde tenemos que para s,t € [0, 00)
pr (| Xsit — Xg| >r) — 0 cuando ¢ — 0,
pero esta ultima expresion nos dice que z es estocasticamente continua.

Asimismo, por la construccién de X se tiene que x es homogénea en el
tiempo, tiene incrementos independientes y xy = 0.

Asi pues, x es un proceso de Lévy en distribucion.

Ahora bien, para cada u € R? fija se tiene que la funcién y —— e*{*¥) es
una funcién S-acotada sobre *R?, por lo cual del lema 4.2.2 y del corolario
4.2.1 se tiene que para cada t € [0oc0) y p € N

exp(i (u, X7)) es un SLP-lifting de  exp(i (u,x))
de lo cual en particular tenemos que
B, [expli (u, X0)] & By, lexp(i (w,2))], ueR%, teo,00),

y usando el teorema 4.2.3 tenemos que x es un proceso de Lévy que co-
rresponde a la tripleta (v,A4,v). Y como cada proceso de Lévy estandar
es determinado de manera unica, en distribucién, por una tripleta de Lévy
entonces podemos dar la siguiente proposicién que resume todo lo anterior.
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Proposicién 4.2.1 Sea Z : Q x [0,00) — R un proceso de Lévy en dis-
tribucion, entonces este es iqual en distribucion a x, el cual es el proceso
estocdstico obtenido de las sumas hiperfinitas en la definicion 4.2.1 y de la
definicion 4.2.2 para la tripleta de Lévy de T.
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Capitulo 5

Aplicacién a Finanzas.

Después de haber desarrollado mucha de la teoria referente al analisis
estocastico no estandar, en este capitulo presentamos la aplicacion de ella
en finanzas, particularmente al calculo de precios de opciones mediante el
desarrollo de la formula de Black-Scholes no estandar ya sea para opciones
europeas o Americanas. Se ha revisado [8] y [5].

5.1. Opciones Europeas.

En esta seccion abordaremos de cerca el problema de determinar el precio
de una opcion europea, esto a través del uso del modelo que seria la versién
no estandar del modelo de Black-Scholes. Esto genera la necesidad de desa-
rrollar toda la teoria basica, partiendo del modelo de Cox, Ross y Rubinstein
dada en 1977 en [8] hasta llegar al modelo continuo que es justamente el
presentado por Black y Scholes, todo esto lo haremos desde el enfoque no
estandar por supuesto.

Sea pu € R y r, o reales positivos. Para t = kAt € T definamos S° como
SOw,t) = S(1 + rAt)* = SYR* (5.1)

donde S es una constante real positiva y R = 1+ rAt, denota la tasa
constante de retorno sobre un bono libre de riesgo, con r como la tasa de
interés durante los periodos infinitesimales de tamano At. Definamos ahora,
St como

S'(w,t) = S5 [ (1 + w*(s)VAD), (5.2)

s<t

149
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donde, al igual que antes, S} es una contante real positiva y {w*(s) : s € T}
son variables aleatorias idénticamente distribuidas *-independientes con

Plw(s) = o + pV/DE) = P(w(s) = —o + uv/BE) = %

notemos que se ha escrito w*(s) = ow(s) + VAt con {w(s) : s € T}
variables aleatorias bernoulli *-independientes.

Vamos a probar que (5.1) y (5.2) son infinitamente cercanos al modelo de
Black-Scholes, para ello necesitamos varios lemas.

Lema 5.1.1 (a) Sea (w,t) € Q x T fijo. Si B(w,t) es un hiperreal finito
entonces para cualesquiera constantes «, 3 se tiene que

[[1 + aAB(w, s) + BAL) ~ exp (aﬁ(u), t) + (5 — %2) t) .

s<t

(b) Para cualquier constante o y § y cualquier m € N

Ep ((H(l + aAB(w,s) + ﬂAt)) )

s<t

es finita para toda t € T.

Prueba.-

(a)

Observemos que si |x| < 2/3 entonces tenemos que

fL’2

log(1 + x) — log(x — 5 < |z

por lo que

log <H(1 + aAB(w, s) + ﬁAt)) = Zlog(l + aAB(w, s) + BAL)

s<t s<t

=Y (QAB(M,S) + BAt — %(QAB(M,S) + BAL)? + es) ,

s<t

donde ,
es < |aAB(w, s) + BAL? < (61)2(|a] + |8])°
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por definicion de B. Ahora, la suma final es

Z <aAB(w, s)+ (ﬁ - %az) At — afAB(w, s)At — %ﬁz(At)Q + es)

s<t

= af(w,t)+ (5 — %oﬂ) t—Y aBAB(w,s)AL - %Zfﬂ(m)? +) e

s<t s<t s<t
1
~ af(w,t)+ (ﬁ - 5042) t

esto porque cada una de las ultimas sumas tienen a lo mas N = T/At
términos, por lo que entonces son infinitesimales. Ahora, por hipotesis cada
lado de la expresion

log (H(l + aAB(w,s) + ﬁAt)) ~ af(w,t)+ (ﬁ — %QQ) t

s<t

es finito, y la funcién exponencial es S-continuo, por lo que entonces tenemos

[[(1 + aAB(w, s) + BAL) =~ exp (aﬁ(w, t) + (ﬂ - %2> t) .

s<t

que prueba el inciso (a).

(b)
Sabemos que si m es finito y usando que AB(-, s)> = At entonces

(1+aAB(,s)+ A" =1+ AB(-,s) + ' At,
por lo que es suficiente con probar (b) para m = 1. Los términos 1 +
aAB(-,s) + At son independientes y cada uno de ellos tiene esperanza
14 BAt, por lo que haciendo t = JAt
Ep(1+ aAB(w,s) + BAt) = (1+ BAt)a
= (1+8At)7
~ exp(ft)
|

Ahora apliquemos el lema anterior al proceso S* definido en (5.2), entonces
para casi todo w (con respecto a L(P)) se tiene que

S'(w,t) = Siexp (aB(w,t) + (u — %0’2) t) (5.3)
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porque B es L(P)-c.s. finito para todo t. Pero, ademds como S*(w, t) es finita
entonces estd es SLP(P) para p finita.
Ahora tenemos otro resultado.

Lema 5.1.2
S%(w, t) = S exp(rt) (5.4)

para todot € T yw € 2

Prueba.-
tomando t = kAt obtenemos

1 \TkAt &
exp(rt) ~ ((1 + TAIS)W> =R
esto usando la expresién e &~ (1 4+ a)a con el infinitesimal o = rAt. [

En la figura 1 presentada en la siguiente pagina, de donde podemos ver
varias cosas, una de ellas es que la ecuacién (5.2) define a S' de la mis-
ma manera que esta dado en el modelo de Cox-Ross-Rubinstein en [8] en
la pagina 236, donde ahora los paramétros son u = (1 4+ oAt + pAt) y
d=(1- oV At + pAt) que siguen representando los cambios de S' hacia
arriba o hacia abajo en los intervalos de tiempo At =T/N.

La otra cosa que habria que enfatizar es que las expresiones (3.46) y (5.4)
vienen siendo las versiones hiperfinitas de los procesos de precios desarro-
llados por Black-Scholes. Ademas, podemos recuperar la formula de Black-
Scholes estandar sobre el espacio de Loeb (€, L(A), L(P)) simplemente con
aplicar el mapeo de la parte estandar dado en el capitulo 1.

La idea es como sigue, definiendo procesos continuos s%; s! : Q x [0,T] —
R como

SO(W7Ot) = (SO<W7t>) Sl(w70t> = (Sl<w7t>)
entonces por las expresiones (5.4) y (5.3) y usando la S-continuidad se tiene
que para todo t € [0,T] y L(P) casi seguramente para w € {2 tenemos

s%(w, t) = sy exp(rt) (5.5)

sH(w,t) = sgexp (ab(w,t) + (u - %2) t) (5.6)

Ahora, podemos resumir todo lo anterior en forma de un resultado
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Teorema 5.1.1 El modelo de precios binomial hiperfinito sobre (), A, P)
dado por (S°,SY) definido por la ecuacion (5.1) y (5.2) es un SL2-lifting S-
continuo del modelo de Black-Scholes sobre (Q, L(A), L(P)) dado por (s°, s')
definidos por las expresiones (5.5) y (5.6).

[ |
Los métodos no estandar son muy utiles en el desarrollo del modelo Black-
Scholes, ya que podemos explotar algunos aspectos de la combinatoria del
modelo discreto al llevarlos a tiempo continuo dentro del modelo de Black-
Scholes sobre el espacio de medida de Loeb.

Sea (€, A, P) el espacio de probabilidad hiperfinito con Q = {-1,1}7
donde T es la linea de tiempo hiperfinita. Sea, ademds, (S°, S1) el modelo
binomial hiperfinito dado por(5.1) y (5.2). Podemos asumir sin perdida de
generalidad que S§ = 1. Definamos para este tipo de procesos de precios
hiperfinitos la funciéon C' :— *R como

Cw) = (SY(w,T) - K)" (5.7)

la cual representa una opcién call tipo Europeo sobre el stock S*, con fecha
de ejercicio T'y precio de ejercicio K. Queremos determinar el precio I1(C').
Primero usemos el argumento usado por Cox-Ross-Rubinstein, hagamos R =
14+rAt, u=1+0VAt+plAt, d=1—oVAt+ ulAty

-3} )

Entonces por el principio de transferencia podemos extender la formula del
precio de una opcién binomial estandar obteniendo

[(C) = S3(A; N, ) = KR™(A; N, p). (5.8)

donde A € *N satisface

o ()
log(%)

y donde con ® estamos denotando la funcion de distribucién binomial hiper-
finita complementaria, esto es,

A-1< < A, (5.9)

N

O(A;N,p) =) (‘;V) P (1-p)N.

j=A
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2. ¢l
u”S;
1
2
1
uSg
1
7 1
2
1 1 _ 1
So udSy = duSy
1
1 2
2 1
dsS;
1
i 2. ¢l
u”S;

Figura 1: Arbol de una opcién Europea.

Lo siguiente que necesitamos es encontrar una opcién call tipo Europeo
C interno y S-integrable el cual sea un lifting de c. Para esto, veamos que
C definido como en (5.8) es un lifting S-integrable de c(w) = (Sh(w) — K)*
y solo restaria probar que el precio [[(C) dado por (5.9) esta infinitamente
cercano al precio que nos da la formula de Black-Scholes estandar de c.

Veamos primero dos hechos que usaremos mas adelante, uno es que se
tiene la siguiente expresion

g(l + 0cAB(w, s) + pudt) = exp (aB(w,t) + (M — %2> t) (5.10)

donde B(w,t) es finito de acuerdo a la expresién (5.3). Por otra parte, si
€ ~ 0, M es infinito, con e M finito, entonces

log(1 + )M ~ Me y exp(eM) =~ (1 +e)M. (5.11)

Con esto, podemos dar la siguiente proposicion.
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Proposicién 5.1.1

Np+1—A _ (7“—%2>T+ 10%(%5)
Np(l—p) oVT

Para poder probar este resultado es necesario dos lemas, asi pues tenemos el
primero de ellos.

Lema 5.1.3
\/Nlogu ~ oVT, \/Nlogd% —oVT.

Prueba.-

VNlogu = log(1+ VAL + ,uAt)\W

VN (o VAt + pAt)

VNovVAt vy comoT = NAt entonces
oV T

Q

Q

y tenemos la primera expresion. Para la segunda nos queda

VNlogd = log(1 —oVAL+ uAt)\/N
~ VN(—oVAt + pAt)

—VNoVv At igual que antes, como T'= NAt entonces

~oVT

El segundo lema es presentado enseguida.

o2
uNP V1P & exp ((r— 7) T) .

Lema 5.1.4
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Prueba.-
Sea J la funcién parte entera definida en *R, y la denotamos como J = [Np],
y sea M = N — J, entonces

uNp dN(l—p) ~ UJ dM

Ahora, sea B definido como B =", _, AB; donde

VAL para J valores de t;
AB(t) =
—V At para M valores de ¢;

esto es, B representa una trayectoria Browniana con J saltos hacia arriba y
M saltos hacia abajo sobre T'. Entonces por definicién de p tenemos

B = (J—M)VAt~ (Np— N(1—p))VAt
_ N<2p_1>m:zv<_“;7“m)mz_“—%,

la cual es finita, entonces al aplicar (5.10) obtenemos

w'd™ ~ exp (aB + (u — %2) T)
exp ((r — )T + (u — %2> T)
i3

lo cual prueba el lema. [ |

Q

Presentamos ahora la prueba de la proposicion anterior.

Prueba de la proposicion 5.1.1.-
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Por definicién de A tenemos que

Np+1—-A Nplog (§) —log (sglle)
VN \/Nlog (%)
log(uNPd=NP) + log dV + log (%)
VN (log u — log d)
log(uN?dN1=P)) + log <%é>

\/Nlogu— \/Nlogd

y al usar los lemas anteriores obtenemos

log (eXp ((r - "72) T)) +log (%)

oVT — (—oV/T)
<7" — %2> T + log (%)
20\/T

Q

Asi, hemos establecido que

o? s
Np+1—-A (T_7>T+10g<?0>

~

VN 20VT

pero ademas se tiene que

por lo que entonces tenemos

o? S8
Np+1-A _ <r—7>T+log(?>
Np(1—p) VT

de donde hemos probado la proposicién. |

Ahora tomemos p’ = &, pero como u =~ 1 ~ p entonces p’ ~ p ~ 1/2.
También tenemos otro lema que es otra aproximacion al igual que esta ultima.
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Lema 5.1.5 )
N(2p —1)VAt = Kl

o

Prueba.-
De la prueba del lema 5.1.4 se tiene que

NEp—1)WAt=""t7

g

Por otro lado también tenemos

N@p — )VAt— N(@2p—1)VAL = N\/A_t2p<%—1)
— 9pNVAL 1+0\/E+uAt_1>

1+rAt

1+ rAt

- sy (2

1+rAt
_ NV AtoV At + NVAt(u—r)At
- e 1+rAt
_ oT + (p—r)TVAL
- P 14+ rAt
~ ol

Esto ultimo por la definicién de p =,

pzl(l—'u_r\/A_t>.

2 o

Finalmente tenemos
T 2 —
NEY —VOVAL~ (r—p)= +oT = (w) T
o
lo cual prueba el lema. [ |

Probemos ahora otro lema con argumentos parecidos a los usados en la
prueba del lema 5.1.4.
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Lema 5.1.6 )
GNPV o e ('r —1—20 T)
Prueba.-
Sea J = [Np/] la funcién parte entera y definamos M = N — J entonces

tenemos que
UNPaNO) g

Ahora sea, B =3, _AB; donde

VAL para J valores de t;
AB(t) =
—V At para M valores de t;

donde al igual que antes B representa las trayectorias de un movimiento
Browniano con J saltos hacia arriba y M saltos hacia abajo sobre T'. Entonces

B = (J—M)VAt~ (Np — N(1-P)VAt
= N2 — DVAL

y usando el lema anterior tenemos

2 —
o +r MT

Q

o

la cual es finita. y aplicando (5.10) obtenemos

oo~ e (o () 1)
(i et (o %))
((+ ))

lo cual prueba el lema. ]

= exp

Con el anterior lema podemos entonces dar al analogo de la proposicién
5.1.1 pero ahora para p'.
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Proposicion 5.1.2

Npy +1—A <T+%2>T—|-10g(%é>
Np(-p) oVT

Prueba.- Por definicién de A tenemos que
Np+1-A4  No'log(4) —log ()
W VN log ()
log(u™N?' d=N?") 4+ log d™ + log (%’)
VN (logu — log d)
log(u™? dVO7) 4 log (%)
\/Nlogu — \/Nlog d

y al usar el lema anterior obtenemos

o (e (r ) 7)) +10s (3)

oVT — (—oV/T)
(7“ + "—22) T + log (%)
B 20T

Asi, hemos establecido que

o2 53
Ny +1—A _ <r+3>T+log<7°)

~

v N 20T
pero ademds se tiene que como p ~ 1/2 entonces
1
-~ 2,
pP—p)

por lo que finalmente tenemos

Np/—l-l—A (T—l—%Q)T—i-lOg(%)
Ny(1—p) VT
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|
Con todo lo anterior, podemos ya mostrar que cada termino en (5.8) es
infinitamente cercano a su correspondiente termino del modelo de Blasck-
Scholes. Hagamos esto, tomemos una sucesién interna de variables aleatorias
*-independientes distribuidas Bernoulli (X);e+n tal que P(X; = 1) =1 —
P(X; = 0) = p. Si definimos otra sucesién de variables aleatorias internas
(Y;)je*n como

X;—p
p(1 —p)

J

entonces Y; satisface la condicién del teorema del limite central dado en el
capitulo 2, teorema 2.3.1. Ahora ademads observemos que por la definicién de
Y; tenemos que

Yivp(l—p)+p=2X;

Por lo que tenemos las siguientes equivalencias

N N

ZX]-<A & Z(Yj\/p(l—p)ij><A
=1 j=1
N

& ZYj\/p(l—p)+Np<A
j=1

y como A € *N entonces
N
& ZYjvp(l—p) <A-1-Np
A—1—-N
& ZY< P
Vp(l=p)
A—1-N

(>
5~ 1
WE

J
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y usando la definicién de ® tenemos

®(A;N,p) = 1—P<{w€§2 :in(w)<A}>

Q
<
Y

N

|
—_

|
=

i

2
<

usando primero el teorema 2.3.1 y en la ultima igualdad la proposicién 5.1.1.
De manera semejante podemos escribir lo mismo si definimos (Z;)je«n como

X~y
Z, == P
VI (L=p)
donde las X tienen la misma definicién que la de antes salvo que ahora el
parametro es p’, es decir, son Bernoulli tales que P(X; =1) =1— P(X; =

0) = p'. por lo que se tienen las mismas propiedades y podemos simplemente
escribir

(r+ Cr;)T + log <573>
ovT

salvo que ahora se usa la proposicion 5.1.2 para concluir esto.

O(A; N, p') = "¢

Ahora, es claro que R~ ~ *exp(—rT) por lo que entonces hemos obte-
nido el precio de Black-Scholes como la parte estdndar de I1(C),

(5.12)
En base a lo expuesto en las ultimas paginas, escribamos todo esto como un
resultado.
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Teorema 5.1.2 Sea c(w) = (s'(w,T) — K)T. Entonces c(w) representa una
opcion europea call sobre el stock en el modelo de Black-Scholes definido
sobre el espacio de Loeb (2, L(A), L(P)), es decir, con un proceso de precios
dado por (5.6) con precio de ejercicio K y fecha de expiracion o ejercicio T
Entonces se cumple lo siguiente:

(i) C(w) = (SYw,T) — K)* es un lifting de c(w).
(ii) FEl precio de la opcion I1(C) de C' esta dado por la formula (5.8).

(iii) 7(c) = °(II(C)) coincide con la formula de Black-Scholes (5.12).
|

Sea el espacio de probabilidad hiperfinito (€2, A4, P) y sea {A;}ier la fil-
tracién natural generada por conjuntos de la forma [w], = {W' € Q : W' |
t = w | t}. Seguiremos usando el caso particular, pero sin perdida de gene-
ralidad, en que SJ = 1 y consideremos el proceso de precios interno Z = *g,—;
dado por

Zw,t) = sgr[(l*”*(s)m) (5.13)

1+ rAt

s<t

~ S, exp <UB(u),t)+ (u—r— %a2> t)

Queremos encontrar una nueva medida @), la cual buscamos que bajo Z
sea una A;-martingala. Ahora,

AZ(w,t) = Z(w,t+ At) — Z(w, 1) = Z(w, 1) (1 +oABW. 0+ pat 1)

14+ rAt
y como Z(w,t) es A;-medible, entonces necesitamos que @) satisfaga
Eg(14+ cAB(wt) + pAt | Ay) =1+ rAt. (5.14)

y si escribimos = Q(w(t) = 1|A4;) entonces 1 —z = Q(w(t) = —1|A;)
entonces (5.14) se reescribe como

z(1+ cAB(wt) + uAt) + (1 — 2)(1 — cAB(wt) + pAt) = 1+ rAt, (5.15)
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es decir, zu+(1—z)d = 14+rAt el cual es llamado la condicién de neutralidad.
Solucionando la ecuacién (5.15) se tiene que

2 o

1 _
:1::—(1—# TvAt):p.
Entonces, la inica medida () que bajo Z es una martingala esta dada por

ot =TT 5 (1-w (“27) var). (5.16)

o
t<T

Pero, ademas podemos dar la densidad de () relativa a P mediante la siguiente
expresion.

%? - 1l (1 i) (“ ; ) “A_f> (5.17)

t<T
w—=r 1/ p—r 2
= B(w,t) — = T
exp< (=) e -5 () )
donde la primera identidad se cumple para todo w € §2 y la relacién final
se cumple L(P)-casi seguramente por el lema 5.1.1 con @« = —(u —r)/o y
3 = 0. Usando el lema 2.2.3 (b) ! se tiene que esta densidad es S-integrable,

por lo que L(Q) es absolutamente continua con respecto a L(P) por el lema
2.2.2 y por tanto podemos escribir

£3-19)

Q

Notemos que el proceso

B'(w,t) = Blw,t) + L= "¢ (5.18)
o
satisface
VAL + (“;TAt) con probabilidad p,
AB'(w,t) =
—V At + (%At) con probabilidad 1 — p.

IEn la pagina 47 en la seccién 2.2.
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Ahora bien, bajo P se tiene que B’ no es una caminata aleatoria hiperfinita
o un proceso de Anderson, pero si lo es con un drift infinitesimal ((u —
r)/o)At . No obstante, no es dificil ver que bajo @ se tiene que B’ si es una
caminata aleatoria hiperfinita. Por lo que al tomar su parte estandar, o mas
formalmente, al aplicar el mapeo estandar al proceso B’ tenemos que para
todoweQyteT

g

W (w,°t) = °Blw,t) = bw, °t) + <’”‘ — T) ot (5.19)

por lo que al usar el teorema 2.3.2 tenemos que O (w, °t) es un movimiento
Browniano con respecto a L(Q). De aqui que '+, °t) se distribuye normal con
media cero y covarianza dada por ., F(AB.)? Ahora de (5.18) tenemos
que

AB'(-s) = AB(-s) + "= At

o
de donde se tiene que para s < t y haciendo a = (1 — r) /0 tenemos

Eo(AB'(-,5)%) = Ep((At+2aAB(-,s)At + o*(At)*)(1 — AB(-, 8)a))
= Ep(At+2aAB(-, 5)At + o?(At)? — aAB(+, s)At
—20*(AB(+, 8))?At — &*AB(-, 5)(At)?)
Y recordando que F(AB) =0y que AB = At

= At+a?(At)? — 2% (At)?

= At —a*(At)?

= At(l — a®At)

Entonces V' (cdot, t) tiene varianza °t como lo querfamos. Por lo que entonces

bajo la medida de Loeb L(Q), el precio descontado z definido para (w,t) €
Q x T por

2w, %) = °Z(w,t) = St exp (ab(w, °t) + (M i 0;) %) (5.20)

en por tanto un movimiento Browniano geométrico, y por tanto una martin-
gala.
Ahora tenemos el siguiente teorema del cual ya se han probado varias cosas.

Teorema 5.1.3 Sea z el proceso de precios del bien subyacente definido por
5.20) sobre el espacio de Loeb (2, L(A), L(P)) y sea Z el lifting S-integrable
de z definido por (5.13) entonces
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(I) Eziste una tnica medida equivalente de martingala @ sobre el espacio
hiperfinito (€2, A) para el proceso Z.

(I1) La medida de Loeb L(Q) es absolutamente continua con respecto a L(P).

(ITIT) Sea c(w) = (s'(w, T—K)™ una opcidn call Europea con fecha de expira-
cion T y precio de ejercicio K y sea C su lifting C(w) = (S (w, T—K)*
entonces el precio II(C) = Eg(R™NC) de C esta dado por la formula

(5.8) .
(IV) Elprecio Black-Scholes w(c) de la opcion ¢ satisface w(c) = Ergy(ce™™).

Prueba.-

Como se decia antes de enunciar el teorema (I) y (II) ya han sido probados,
por lo que solo resta probar (III) y (IV). Asi pues, veamos que en el modelo
hiperfinito () es la inica medida equivalente de martingala para Z, entonces
por el principio de transferencia se tiene que II(C') esta dado por

Eg(RC) = Eo((S(w,T) - RVK)")
SYw, T
N Z (%) ]1{S<W,T)>K}(W)Q(W>
we
1 A A
s [551_[( +ow(t)VAL+ t) R~
1+ rAt
we t<T
1 W= r\/—
X111, (Lrow(t)VALHuAY> K} (w) H B 1 —ow(t) . At
t<T
3 N JAN—J -N j N—j )
= Z j Nuld —RTK)p(1-p) ﬂSéude*j>K(])

7=0

— i (N) = RJ (up)’ (d(1 — p))¥ 7 Ngp s av—i5x(j)

=0

.

J
N .
_Z<j> NKp] 1— ) 7Jﬂséude—J'>K(j>
Jj=
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y recordando la ecuacién (5.9) podemos tomar esta A, por lo que

Eo(RNC) = Séj; (JD <%>J’ (d(l};p)yj Ry (]jv)p] o

- s () ) 05" - (T

en el ultimo paso se ha usado el hecho dado por la ecuacién (5.15). Por lo
que finalmente tenemos

Eo(RNC) = Sl <A; N, ]%) ~RVK®(A;N,p),  (5.21)

asi, queda probado (III). Resta probar (IV), para lo cual observemos que

w(c) = °(II(C)) = "Eg(RNC)

= °Fp (%R‘NO)

usemos el teorema 2.2.2 y que R~ ~ exp(—rT), junto con la definicién de Q/P.

~ £un (* (8 exniorrre)

B (11 w1

= Ep(cexp(—rT)).

por lo que la prueba del teorema se completa. |

5.2. Opciones americanas.

Sea b : Q x [0,7] >~ R un movimiento Browniano sobre un espacio
de probabilidad filtrado, (2, F, P,B)) donde B = {By}ucp,1) es la filtracién
generada por b. El modelo de Black-Scholes asume que el precio de una
opcién s = (s%s') : Q x [0,7] — R? para algtin tiempo finito 7' > 0, que
comprende un bono libre de riesgo s” y un valor riesgoso s' tal que

0 _ 0 0 _
ds, = s,rdu, s;=1

dsl = sl(pdu+db,), sp>0.

u

2Para algiin T > 0 esténdar.
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donde v € [0,T], r,o0 >0y u € R, por lo cual

0 _ U
Sy = e

1
slo= séexp{(u—§02)u+abu}.
y al hacer uso del teorema de Girsanov de cambio de medida
d@ B w—r 1 fp—r 2
@(W) = exp{ ( o ) b(W,T) 5 ( pn ) T

nos deja la medida libre de riesgo () ~ P la cual es la inica medida que hace
que el proceso de precio descontado z—; sea (Q-martingala.

Escribiendo w, = b,+#-"u se tiene que w es un ()- movimiento Browniano
y el proceso del precio s! es reescrito como

1
si = 3(1) exp { (7" — 502) u + qu} 3

Una opcion Americana put sobre una accién con fecha de expiracion Ty
precio de ejercicio K tiene un proceso de retorno y, = (K — sl)™ al tiempo
u € [0,T]. Sea § =y /s el proceso de retorno descontado.

A continuacién se dan algunas de las propiedades bésicas de las opciones

Americanas y que pueden consultarse en [22], [26] o [32], estas son
1. El valor descontado u de la opcién esta dado al tiempo u € [0, 7] por

0 =ess sup E[y,|B.]

TETuyT

Donde 7, = 7,3, denota el conjunto de todos los B -tiempos de paro
7 tales que a < 7 < b. El proceso v es la mas chica B -supermartingala
que domina a 7.

2. Un tiempo de paro 7 € 7, es dptimo si el supremo es obtenido usando
T, i.e., si 0, = E[g|B,]. En el modelo de Black-Scholes hay un tnico
tiempo de paro éptimo sobre [u, T], definido por

7, =inf{n € [v,T] : 0, =3y}

y el proceso parado (Uuars )uc[o,r] €S una martingala.

3A partir de ahora usaremos la medida @ y w, ademés de que E sera la esperanza con
respecto a Q.
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3. Como Karatzas observé en [22] la propiedad de representaciéon prede-
cible de martingalas Brownianas implica que el proceso v tiene trayec-
torias continuas ()-casi seguramente.

4. Sea v = s5°0 el walor del proceso para la opcién, y como el modelo es
markoviano podemos escribir v, = p(u, %) donde para z > 0

o (w—ron (=) o) ]

La funcién auxiliar p es decreciente en u y decreciente y convexa en x.
Para cada u € [0, 7], El precio critico o la frontera de para dptima es
definida como

plu,z) = sup E

TET 0,T—u

s¢(u) = sup{z >0 : p(u,z) = K — z}

5. La funcién s¢ es C'*°, no decreciente y lim, 7 s(u) = K.

6. Escribamos 7 = 7§ sobre el conjunto {7* < T'}, 7" = inf{u € [0,7] :
st < s%(u)}, si s > s°(0), entonces el soporte de 7* es todo el intervalo
0, 7).

Resulta importante saber si la unicidad del tiempo de paro éptimo de-
pende de la filtracién usada, esto es cierto y ahora mostramos el porque de
esta afirmacion.

Supongamos que F = {F,}uco1] es una filtracién grande bajo la cual
w es aun un Q-movimiento Browniano. Podemos definir o* , u" , 77 y p*
igual que como antes, salvo que ahora es usando la filtracion F y no B . Como
B CF obtenemos

p(u,z) < P (u,z)

y como el ultimo es el supremo sobre un conjunto grande de tiempos
de paro. Entonces v, = p(u,sl) < p¥ (u,sl) = ¥, por lo cual, 7, < oF .
Inversamente, cualquier L*(B )-supermartingala x puede ser representada en

la forma

xu:x0+/ O,dw, — a,
0

para un unico proceso creciente B -predecible a y un tnico proceso cuadra-
do integrable B -predecible #. La integral estocastica es una F -martingala
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y a es también I -predecible, por lo tanto x es de igual manera una [ -
supermartingala. En particular, v es una FF -supermartingala que domina a
¢ de donde se sigue que o < 7,, entonces 9 es una versién de ¥. De todo
esto se tiene que el tiempo de paro obtenido para las filtraciones B y F
coincide, por lo tanto la unicidad del tiempo de paro 7* es independiente de

la filtracién.

Opciones Americanas con el Modelo C-R-R.

Como es sabido, el modelo de Black-Scholes tiene una contraparte discreta
dada por el modelo de Cox-Ross-Rubinstein. De aqui que sea mas eficiente
técnicamente trabajar con este modelo para después extenderlo al modelo
continuo, en particular con las opciones Americanas.

Fijemos unas constantes positivas 7', 7,0 y p € R justo como antes. Para
cada n € N sea A, = % y definamos la n-ésima linea de tiempo T, =
{0, A, 247, ..., T}. Ademas, sea Q, = (Q2,, A", P,, A", S™, Q") una familia
definida como sigue. Q,, = {—1,1}T =M} - A" = PQ,, P, es la medida de
conteo y A" = { A} }1er, es la filtracién generada por la caminata aleatoria

B"(w,0) = 0
B'w,t+A,) = Bw,t)+w(t)y/A,,

parat < T en T ,. el mercado S™ es definido mediante

Sy = (1+7"An)ALn
S = S [[(+ 0By + ),

n<t

donde AX = X1 A — X[ parat € T y sumas y productos son tomados
sobre T ,,. La medida @,, ~ P, es la uinica medida de probabilidad que hace
que el proceso S1"/S%" sea una martingala. Bajo Q,,, el proceso

r
Wi =B+ (n- 1)t
o
es una martingala y entonces podemos escribir

Sit =Sy (L + oAW] +rA,)

n<t
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Denotemos por Y™ la funcién de pago de la opcién Americana con precio
de ejercicio K y fecha de expiracion 1" en el modelo €2,,. Entonces Y;" =
(K —S;™)* y el pago descontado es

~ yn»

n

- So,n ’

En tanto que el valor descontado V" de la opcién Americana put esta dada
por el desarrollo de Snell discreto, el cual es definido por las formulas de
recursion backward

- i
Vit = méx (Y] By Vi)'

teT,, t<T.Y también podemos escribir

U= sup B[ A7)
TE,]?:LT
= En[f/'r;,t A

Donde 7. denota el conjunto de todas los A -tiempos de paro 7 tales que
a <7 <bydonde

7':;t =inf{reT,N[tT]: f/n” — }N/n"}

es el primer tiempo de paro 6ptimo. Sea 7, = T;,. Sea V" = SonV™ o]
proceso del precio del bien. Como el modelo es Markoviano, podemos escribir
V= P"(t, 5™ donde la funcién auxiliar P*(¢,z) esta dada por

P T,z) = (K—uz)"
1

n _ 4 eyt =
P (t,z) = max{(K x) T AL

E.(P"(t+A,),z(1 + c AW + TAn)}

parat < T en T ,, y también por la expresién

P'(t,z) = sup E,

n
Te%,T—T

—+
1
o7 <K ~ [ +oawy + mn))

n<t

Ahora, la funcién (t,z) —— P"(t,z) es no creciente en t, no creciente y
convexa en z, y domina a (K — 2)7.
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No es dificil verificar que

PYT — A, K) = ﬁ]ﬂn[a (14 0AW £ 1A
K
= m(g\/A_n — uA,)Qn{w(0) = —1}

la cual es positiva para n grande, ya que /A, domina a A,. Ademds, como
t — P™(t, K) es no creciente, entonces tenemos que P"(t, K) > 0 para toda
t<T enT,, por lo cual se tiene la existencia de S¢.

Llamamos a esta funcién no decreciente t — S¢(t) el precio critico o la
frontera de paro optima. El tiempo de paro

T=imf{teT,: S <SHIAT

pertenece a 7% y claramente es mayor que 7, sobre el conjunto {7, < T'}.
Sea Y; = (K — S})* el precio de retorno de una opcién Americana put
interna. Escribiendo Y = % para el proceso descontado, tal que Y es un
SL?(Q)-lifting S-continuo de la funcién de recompensa § definida para el
modelo de Black-Scholes. Sea F = {F,}ucpo,n su filtracion generada, i.e.,

para cada u € [0, 7]
Fu=0 (U L(Aﬂ)) UN,

t~u

donde N es la coleccién de todos los L(Q)-conjuntos nulos. Si B es la filtra-
cién generada por w es claro que B C F y si w es un (Q,F )-movimiento
Browniano ya que Q = L(Q). Entonces la invarianza de los tiempos de paro
6ptimos bajo cambios en la filtracién se aplica aqui.

Tenemos un lema.

Lema 5.2.1 El mapeo 7 : Q — [0,T] es un F -tiempo de paro si y sélo si
T = °p para un A -tiempo de paro p: 1 — T .

|
Como s_l es un proceso F -adaptado continuo, con s}(w) = s} para todo
w, el SL3(Q)-lifting S*, S-continuo satisface que para Q-casi todo w € Q se

tiene

VteT s'(w,’) =S (w,1).
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Entonces si un A -tiempo de paro p es lifting de un F -tiempo de paro 7
acotado, se sigue que S} es un SL*(Q)-lifting de s! y similarmente para los
precios de retorno Y y 4.

Ahora, como B C F podemos aplicar el Lema 5.2.1 al tiempo de paro
6ptimo 7* obtenido del modelo de Black-Sholes. Y como 7* es acotado por
T, podemos obtener un A -tiempo de paro p como un SL?(Q)-lifting de 7%,
tal que p tome valores casi seguramente en T C *[0, 7] por lo cual p € Ty 7.

Proposicion 5.2.1 Cualquier tiempo de paro éptimo interno p en el modelo
de Cox-Ross-Rubinstein hiperfinito es un SL*(Q)-lifting de un tinico tiempo
de paro optimo T* para el modelo de Black-Scholes.

Prueba.-

El tiempo de paro éptimo interno p es acotado y entonces es un SL?(Q)-
lifting de un F -tiempo de paro 7 € 7y tal que 7 = °p Q-c.s.. Y como el
tiempo de paro 7" definido al inicio de esta seccion es también 6ptimo en el
conjunto de [F -tiempos de paro, es decir, es éptimo en la familia TfT ,

E[Y;.] > E[Y;].

Por otro lado, el B -tiempo de paro 7 tiene un lifting p € 76]\1[“ dado por el
lema anterior. Y como Y es un SL?*(Q)-lifting de § entonces Y; es lifting de
Yr+, v ademads p es 6ptimo en ’]B]\} por hipotesis, se sigue que

Elg;) = °E[Y,] > °E[Y;] = E[g-],

usando el comentario dado después de la prueba del Lema 5.2.1. Entonces,
7 es Optimo para el modelo de Black-Scholes. Y como el tiempo 6ptimo es

tnico en el modelo de Black-Scholes se sigue que 7 = 7* c.s. y entonces p es
un SL*(Q)-lifting de 7*. [ |

El proceso de precio s' es de Markov, por tanto la descripcién de el
sobre el intervalo [u, T'| depende solo del valor inicial sl y no del pasado del
proceso. Por homogeneidad, las propiedades del tiempo 0 son las mismas
que al periodo que inicia en u. Entonces hay solo un tnico tiempo de paro
T € T, 7 el cual optimiza

U, = ess sup E[y;|F.] = ElJ

T€T,,T

fu]
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Argumentos similares se aplican para el proceso interno S*.

Extendiendo la funcién Py S¢ a *[0, 7] obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2.1 La funcidn P : *[0,T] x *R*® — *R es S-continua y su
parte estdindar es la funcion p : [0,T] x R>® — R definido para el modelo de
Black-Scholes, i.e., °P(t, z) = p(°t,° z) para todo t € *[0,T] y todo z finito en
R>0.

Prueba.-

Supongamos que u = °t y x = °z para t,z como se ha indicado antes.
Tenemos que probar que P(t,z) ~ p(u,z). El tiempo de paro éptimo 7}
tiene un lifting p € ’ZB]},tO para algin ty € T con ty ~ u. Truncando p en
T —t 5 tenemos un tiempo de paro p € 7Y, para el cual

E

~
~

_l’_
1
5 (K —z [+ oaW, + rA))

n<p

+
1
0 (K — zH(l + o AW, + T‘A))
0

n<p

E

9

y como S' es SL? y por el comentario hecho después del Lema 5.2.1 se sigue
que

Jr
°P(t,z) > °F io (K —z [+ 02w, + rA))
5 n<p
1 -
= FE <K — T exp ((r — 502) Ty —i—awﬂf))
= p(u,x).

Entonces °P(t,z) > p(u,x) cuando t ® u 'y z ~ x.

5De ser necesario.
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El tiempo de paro interno p; tiene a su vez su parte estandar que es un
[F -tiempo de paro 7, € 7y r—,. Tenemos entonces con ¢ y z como antes

+

o or 1
P(t,z) = °E | | K -2 [[+ 02w, +rA)
Pi n<p;
1 +

= Fle ™™ <K — exp ((r - 502) Tu0w7u>)

< plu, )
con lo cual se prueba el teorema. |

Tenemos un lema.

Lema 5.2.2 El desarrollo de Snell del precio de retorno descontado hiperfi-
nito Y es un SL*(Q)-lifting A -adaptado, S-continuo del desarrollo de Snell
del precio de retorno descontado y para el precio de Black-Scholes.

Prueba.-
Notemos que
SV =V, = P(t,s;) =~ p(u,s.) = v, = 5°7,
cuando u = °t y sl = °S}. Y como la funcién es uniformemente acotada por

K, tenemos que
max |V;| < K,
teT

entonces V e SL2(Q). [ |
Con este lema podemos probar un resultado similar al Teorema 5.2.1 para
los precios criticos en los modelos de Black-Scholes y Cox-Ross-Rubinstein
hiperfinito.

Teorema 5.2.2 La funcion de precio critico S¢ definida en el modelo de Cozx-
Ross-Rubinstein es S-continua y su parte estandar es la funcion de precio
critico s¢ del modelo de Black-Scholes.

Prueba.-
Seat € T y z = S(t), entonces P(t,x) = K — x para toda = < z, y por
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el Teorema 5.2.1 se tiene que p(°t,§) = K — & para toda £ < °z, y por la
definicién de s¢ tenemos s°(t) > %z = °S(t).

Para probar la otra desigualdad, fijemos t € T y sea u = °t. Recordando
que el soporte de 7* es todo [0, T, entonces para toda m € N el conjunto

1 1
Am:{T*E (u——,u——)}
m 2m

es no nulo. Por lo que los siguientes subconjuntos de €2 tienen @-medida
diferente de cero:

B = {m"=°"N}
C = [HeT :°5 s}
D = {sl =s°(m)}.

por tanto si elegimos w,, € A,, N BNC N D y tomando t,, = 7x(w,,) tal que

1 1
t—— <ty <t——
m

2m’
De lo cual
S(tm) > Sp por definicién de Ty,
ol
~~ SOtnL
= si*(wm) porque w,, € B,

= $°(7"(wm)) porque wp, € D.

Entonces s° asegura que S¢(t,,) > *s°(t,,) — - para cada m finito. Esta
es una relacién interna y por el overflow esto se cumple para algun infinito
M cont=ty <t. Y como S¢es no decreciente tenemos

SC(t) > °SC(tar) > T s¢(tar) = s°(°t)

por la continuidad de s¢, con lo que se completa la prueba. [ |

Convergencia.

Con todo lo expuesto antes, solo resta verificar la convergencia en el
modelo de Black-Scholes.
Primero consideremos las funciones deterministas P, y S.
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Teorema 5.2.3 1. P, — p uniformemente sobre compactos.

2. 8¢ — s uniformemente sobre [0,T].

Prueba.-

1. La caracterizacion no estandar de la convergencia uniforme sobre compac-
tos es tal que, para cada N infinito, Py(t,2) ~ p(°t, °z) para todo t € *[0, T
y z finito, pero esto es precisamente lo que se mostré en el Teorema 5.2.1,
con lo que se tiene esta parte del teorema.

2. Esto se sigue de igual manera que en el anterior pero ahora con res-
pecto al Teorema 5.2.2. [ |

Sea {¥,, },en una sucesion de variables aleatorias cada una de ellas defini-
da sobre §2,,, n € N y 9 una variable aleatoria sobre ). Asumamos que 1) es
B -medible. Podemos considerar ¥,, y 1 como funciones de las trayectorias
B"™ y b respectivamente, por lo cual escribiremos ¥,,(B™) y 1¥(b).

Identificamos €, con el espacio de trayectorias C, de B"(w,-), w € €,
con puntos que unidos poligonales y € con C = {f € C[0,T] : f(0) = 0}
bajo la medida de Wiener. Entonces un proceso serd una )-discretizacion
adaptada si es una sucesion de funciones medibles d,, : C — C,, que satisface
las siguiente condiciones:

(i) d, es adaptado, i.e., para cadat € T, d,,(-)(t) es A;-medible.

(ii) d, preserva medidas, i.e., para cada X € C,
Q(d(X)) = Qu({X})
(iii) d,(b) — b en @Q-probabilidad, i.e., Ve > 0 se tiene que
Q(|d,(b) —b| <€) — 1  cuando n — oo ®
Tenemos la siguiente definicion.

Definicién 5.2.1 U, es D?-convergente a v si cualquiera de las siguientes
condiciones se cumplen:

SDonde | - | denota la norma del supremo en C.
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(8) (Wo(B"), BY) — ((b).b) débilmente y E,(V2) — E(u?).
(b) Uy es un SL*(Qn)-lifting de v para todos los infinitos N.

(¢) U,(dn(b)) — ¥(b) en L*(Q)-norma, donde (d,) es una Q-discretizacion
adaptada.

Usando lo visto antes, tenemos el siguiente resultado

Teorema 5.2.4 Sea (7,) una sucesion de tiempos de paro dptimos en los mo-
delos de Coz-Ross-Rubinstein Q,,. Entonces (1,) D?*-converge al tinico tiempo
de paro optimo T* para el modelo de Black-Scholes.

Prueba.-

Sea N cualquier infinito, entonces py es 6ptimo en el N-ésimo modelo de
Cox-Ross-Rubinstein y por la Proposicién 5.2.1 esté es un SL?(Qy)-lifting
de 7*. [ |

Volviendo al desarrollo de Snell podemos considerar v y © como variables
aleatorias con valores en C10, T, entonces tenemos

Teorema 5.2.5 (V") D?-converge a 07

Prueba.- 3
Del Lema 5.2.2 sabemos que para cualquier infinito N, V¥ es un lifting
uniforme de v, esto es, para Qn-c.s. w € Qy,

VN (., BN (w)) ~ #(-, °BY (w)),

Entonces es claro que VN (BY) es un SL*(Qy), de hecho como la funcién Py
es por definiciéon uniformemente acotada por K, un argumento similar sirve
para el desarrollo de Snell interno, es decir, para el maxer [VV(t,-)] < K.
Lo cual completa la prueba. [ |

"como una variable aleatoria que toma valores en C[0,T].



Lema de Zorn.

Antes de dar el Lema de Zorn, necesitamos dar una definicién previa.

Definicién 5.2.2 Sea S un conjunto de elementos. Supongamos que existe
una relacion binaria definida para cualesquiera dos par de elementos de S,
a,b, la cual expresaremos simbolicamente por a < b y tiene las siguientes
propiedades,

m Sia<byb=<c entoncesa < c.
» Sia €S entonces a < a.
m Sia<byb=<a entoncesa=>b.

Entonces diremos que S es parcialmente ordenado por la relacion <.

Si S es parcialmente ordenado y ademas para cada par de elementos en
S, a,b se tiene que sélo una de las dos siguientes condiciones sucede: a < b o
b < a, entonces se dice que S es totalmente ordenado.

Por otra parte, si S es un conjunto parcialmente ordenado y S; es es un
subconjunto de S, entonces diremos que un elemento m € S es una cota
superior de Sy si a < m para toda a € S;. Ademas diremos que un elemento
m € S es un elemento mazrimal si a € S y m < a implican que m = a.

Asi, tenemos el Lema de Zorn el cual es el equivalente del Axioma de
Eleccién de la teoria de la medida solo que el Lema de Zorn lo es en la teoria

de los conjuntos.

179
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Lema 5.2.3 (Zorn.)

Sea S un conjunto parcialmente ordenado no wvacio con la propiedad que
cada subconjunto completamente ordenado de S tiene una cota superior en
S. Entonces S contiene al menos un elemento maximal.



Conclusiones

Si bien no es tan sencillo construir los hiperreales, es decir la extensién
de los reales, una vez construida se obtiene un conjunto que ademas de que
sigue siendo campo contiene a los reales, esto es importante pues nos permite
trabajar en *R casi como se trabaja con los reales al tener todas las propie-
dades de un campo sobre *R.

Con la construccién hecha se tiene que se formaliza ciertas cuestiones
que antes de ésta no son muy claras, existen diversos ejemplos, aunque
aqui solo se discutieron los del calculo estocastico como es el de la regla
de multiplicaciéon que se usa en la integral de ito, en la cual se tiene que
dwdt = dtdw = dtdt = 0 y dwdw = dt y uno se pregunta ;jeso porque es
cierto o como se puede justificar?, pues la formalizacion se da con el Analisis
no Estandar, ya que se puede obtener mediante una simple manipulacién
algebraica todo lo anterior.

Ahora bien, al desarrollar la teoria del Analisis Estocastico no Estandar
se pudo tener los mismos resultados importantes que en su version estandar,
lo cual nos lleva a pensar en que una vez que se ha construido todas las cues-
tiones basicas del Analisis no Estandar podemos trabajar con este enfoque
sin ningun problema al seguir teniendo todos las definiciones y resultados
que nos son familiares del Analisis Estocéastico Estandar.

El desarrollo del teorema de Lévy-Khintchine y su respectiva demostra-
cion ha sido un poco mas sencilla que la version estandar, ello ha sido produc-
to de las propiedades adicionales que se tienen en los hiperreales las cuales
permiten probar un poco mas rapido los lemas que se usan en la prueba de
éste importante teorema. |
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