UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Estimacion de un Proceso de Markov
discretamente observado

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TIiTULO DE:

ACTUARIO

PRESENT A"

MIGUEL HERNANDEZ HERNANDEZ

TUTOR

DR. MOGENS BLADT PETERSEN




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del Jurado

. Datos del alumno

Hernandez

Hernandez

Miguel

56 12 70 50

Universidad Nacional Autbnoma de México
Facultad de Ciencias

Actuaria

40104592-3

. Datos del tutor

Dr
Mogens
Bladt
Petersen

. Datos del sinodal 1

Dr

Ramsés Humberto
Mena

Chéavez

. Datos del sinodal 2

Dr

Eduardo Arturo
Gutiérrez

Pefna

. Datos del sinodal 3

Dr

Pablo
Padilla
Longoria

. Datos del sinodal 4

Dr
Alberto
Contreras
Cristan

. Datos del trabajo escrito

Estimaciéon de un Proceso de Markov discretamente observado
98 p

2007



“Nunca se puede saber de antemano de qué son capaces las personas, hay que esperar,
dar tiempo al tiempo, el tiempo es el que manda, el tiempo es quien esta jugando al otro
lado de la mesa y tiene en su mano todas las cartas de la baraja, a nosotros nos
corresponde inventar los encartes con la vida, la nuestra.”

José Saramago

Por la oportunidad de vivir, mi madre, mi familia y mis amigos.

Gracias Dios.

A mi madre
Por tu amor, esfuerzo, dedicacion y entrega. Nunca las palabras o actos de

agradecimiento seran suficientes. Eres una mujer increible. Te amo.

A mi abuelo

Por ser el hombre fuerte y tierno a quien seguir. Te extrafo.

A mi tia

Por querer siempre hacer de mi alguien mejor. Gracias por tu carifio.

A mi tio

Por tus ensefianzas y consejos. Siempre influenciandome para bien.

A mis primos
Erika, Javier y Fernando
Por ser mis ejemplos y ensefiarme a tener metas y suefios en la vida. Gracias por

aceptarme como uno de ustedes, sus consejos y su ayuda.

A mis amigos

Por todo lo que he aprendido de ustedes, su apoyo y su amistad incondicional.

A la U.N.A.M. y profesores

Gracias por los conocimientos y la oportunidad de convertirme en alguien profesional.



INDICE

PREFACIO

CAPITULO 1. PROCESOS MARKOVIANOS
1.1 Cadenas de Markov en Tiempo Discreto
1.2 Cadenas de Markov en Tiempo Continuo
1.2.1 Tasas de Transicion
1.3 La Funcién de Verosimilitud
1.4 Estimadores de Maxima Verosimilitud

1.5 Ejemplo

CAPITULO 2. METODOLOGIA MONTE CARLO
ViA CADENAS DE MARKOV
2.1 Inferencia Bayesiana
2.1.1 Calculo de Esperanzas
2.2 Integracion de Monte Carlo
2.3 Cadenas de Markov
2.4 El algoritmo Metropolis-Hastings
2.5 Formas canonicas de distribuciones iniciales
2.5.1 El Independence sampling
2.5.2 El Gibbs Sampling

2.6 Cadenas de Markov en Espacio de Estados Generales

CAPITULO 3. ESTIMACION DE MONTE CARLO
VIA CADENAS DE MARKOQV
3.1 Simulacién

3.2 Estimacién

N o b~ W

12
13
16

19
19
21
21
22
23
25
25
26
26

29
32
33



CAPITULO 4. LA INCLUSION
4.1 Teorema
4.2 Ejemplo 1
4.3 Ejemplo 2

CAPITULO 5. RIESGO DE CREDITO
5.1 Calificaciones Moody’s
5.2 Calificaciones de Largo Plazo
5.3 Calificaciones de Deuda a Largo Plazo

5.4 Estimacién de las intensidades para las Calificaciones Moody’s

CONCLUSIONES

BIBLIOGRAFIA

46
50
54
61

68
68
68
69

94

97



Prefacio

PREFACIO

Este trabajo presenta un procedimiento de estimacion para la matriz de
intensidades de un Proceso de Markov basandose en la Teoria Bayesiana.
Especificamente en el método de estimacion de Monte Carlo via Cadenas de
Markov, el cual se basa en la teoria de los procesos estocasticos conocidos como
Cadenas de Markov, evaluando las posibles soluciones para la estimacién dadas
observaciones puntuales de un Proceso de Markov y las situaciones que se

pueden presentar en el proceso. Dicho trabajo estd conformado por 5 capitulos:

Capitulo I, se proporciona una visibn general de los Procesos Estocasticos
conocidos como Markovianos, especificamente de las Cadenas de Markov en
espacio de estado discreto, asi como de los Procesos de Markov en espacio de

estado discreto.

Capitulo II, se estudia de manera general el método de estimacién Monte Carlo via
Cadenas de Markov. Con algunas de sus variantes mas usadas: Algoritmo
Metropolis-Hastings y el Gibbs Sampling. Asi mismo se hace una breve

introduccion a las Cadenas de Markov en espacio de estados generales.

Capitulo Ill, se presenta un ejemplo de la estimacidén de la matriz de intensidades
de un Proceso de Markov especifico, dada la informacion discreta a diferentes
tiempos. Se estudia la velocidad de convergencia del proceso, asi como la
autocorrelacion de los datos. Las simulaciones y célculos fueron generados en

Matlab, asi como los analisis estadisticos en SPSS.

Capitulo 1V, se trata el problema de la inclusion, las posibles razones por las que
la estimacién de la matriz de intensidades puede no ser Unica debido a que una
Cadena de Markov no define necesariamente uno y sélo un Proceso de Markov

gue incluya a la cadena.
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Capitulo V, finalmente se aplica la estimacion de la matriz de intensidades por
medio del método de estimacion Monte Carlo via Cadenas de Markov para un
caso practico, basado en las calificaciones de crédito para una serie de empresas

(o instrumentos de inversion) en la escala de Moody'’s.



Capitulo 1 Procesos Markovianos

CAPITULO 1

PROCESOS MARKOVIANOS

Los Procesos Markovianos se pueden clasificar de la siguiente manera:

Tiempo Discreto Tiempo Continuo
Espacio de Cadenas de Markov en
Estados Discreto Cadenas de Markov Tiempo Continuo
Espacio de Cadenas de Markov en Espacio de Estados
Estados Continuo Generales

En este capitulo se estudiaran los casos en los que el espacio de estados es
discreto. En el capitulo 2 se revisaran las Cadenas de Markov en espacios de

estados generales.

Un proceso de Markov es un proceso estocastico {X (t]teT} con un espacio de

estados discreto E, tal que el pasado no influye en el futuro si el presente esta

especificado o es conocido. Esto significa lo siguiente:
Sit,, <t , entonces

P[X(t,) =i X ()t <t,,|=P[X(t,) =Xt )],
coniekE.

De esto sigue que si t, <t, <...<t,, entonces

P[X(t,) = i|X (t, ). X )] = P[X (t,) = i|X t,.)]
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Esta definicion también es valida para procesos de tiempo discreto si X(t,) es

reemplazado por X, .

De lo anterior tenemos que P[X(tn)\X(tn_l),...,X(tl)]: P[X(tn)\X(tn_l)], y de este
modo obtenemos que E[X (tn)\X(tn_l),...,X(tl)]z E[X (tn)\X(tn_l)], bajo el supuesto

de que las probabilidades y los primeros momentos existen.

Ademas si el presente es conocido, entonces el pasado es independiente del

futuro en el siguiente sentido: Si k <m < n, entonces
PIX (1), X ) X ()] = PX (1) X ) P[X @) X (t,)]-

Un proceso de Markov X(t,) es llamado homogéneo si la probabilidad condicional
P[X (tn)\X(tn_l)] es invariante con respecto a un cambio en el origen, pero su

probabilidad P[X(t,)] puede depender de n.

La ecuacion Chapman-Kolmogorov. La probabilidad condicional P[X(tn)\X(tk)]
puede ser expresada en términos de P[X(tn)\X(tm)] y P[X(tm)\X(tk)] para

cualquiera n>m>Kk:

PIX (t,)/X (t)]= D P[X &) X (&) P[X &) X (t)]-

meE
1.1 Cadenas de Markov en Tiempo Discreto
Una cadena de Markov en tiempo discreto es un proceso de Markov X, que tiene

un conjunto numerable de estados E. Una cadena de Markov esta especificada

en términos de sus probabilidades de estado

P [n] = P[Xn = i]
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y sus probabilidades de transicion
7,0, 1= Plx,, = jlx, =i

Ademas,

Z”ij[nl'nz]zl Zpi[k]ﬂij[k!n]:pj[n]'

Si n, <n, <n,, entonces nij[nl,ns]=Zyz"[nl,n2]7rrj[n2,n3]. Esto es una forma
r

discreta de la ecuacién Chapman-Kolmogorov.

Si el proceso X, es homogéneo, entonces las probabilidades de transicion

dependen solo de la diferencia m=n, —n,,
ﬂij[m] = P[Xn+m = j‘xn = I]

Si k=n,-n,, n=n, —n,, obtenemos z;[n+k]=>_ 7, k]z,[n].
leE

Para una cadena de Markov con numero de estados finito, lo anterior puede

escribirse de la siguiente manera:
[1[n +k]=I[n]T1[k]

donde H[n] es una matriz de Markov con elementos r;[n]. Esto lleva a que

[1[n]=11", donde IT=TI[1] es la matriz de transicién de un paso con elementos

= x;[1]. Lo anterior es la solucién para la ecuacion recursiva [1[n +1]=T1[n]IT.
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Sea P[n] un vector cuyos elementos son las probabilidades de estado p, [n]
entonces se concluye que P[n]=..=P[n—k][1* =..=P[0][1". En general, P[n]
depende de n. Sin embargo, si el vector inicial P[l]=P=[p,,..,p,] es tal que

P[2]=P, entonces P[n]=P para toda n. En este caso, el proceso homogéneo X,

también es estacionario y el vector P es la solucion para el sistema

PHIP zpi=1.

1.2 Cadenas de Markov en Tiempo Continuo

Una cadena de Markov en tiempo continuo es un proceso de Markov x(t) que

consiste de un conjunto de estados (discreto) E con discontinuidades en los
puntos aleatorios t,. Los valores g, = x(t,) de x(t) forman una cadena de Markov,

que se dice incluida en el proceso x(t).

Un proceso estocastico con espacio de estados discreto es llamado semi-Markov

si no es markoviano pero la secuencia g, incluida es una cadena de Markov.

Denotamos por

p: (t) = P[X (1) = 1]
las probabilidades de estado del proceso y por

2yt 6] = PIX (L) = i X (t) = ]
las probabilidades de transicion. Estas cumplen que

Z”ij[tl'tz]zl Zpi[tl]”ij[tlvtz]: pj[tZ]

y satisfacen la ecuacion de Chapman-Kolmogorov

”ij[tl’ts]:zﬂir[tytz]”rj[tzvtz] t, <t, <t;.
r
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En problemas especificos las probabilidades de transicion no son especificadas.

Sin embargo, pueden ser determinadas por medio de las tasas de transicion.

El proceso X (t) es homogéneo si sus probabilidades de transicion dependen de la
diferencia 7 =t, —t,

7, (z) = P[X (t+7) = jjx() = i].
De lo anterior y la ecuacion de Chapman-Kolmogorov se tiene que si a=t; —t,

entonces

mi(r+a)= zﬁil (D)7 ().

leE
Esta es la ecuacion Chapman-Kolmogorov para cadenas de Markov en tiempo

continuo y puede ser escrita en forma matricial:
H[T + a] = H[T]H[a] r,a>0

donde ][] es la matriz con elementos 7, (z) .

1.2.1 Tasas de Transicion

En el caso de tiempo discreto, se mostré que la matriz [1[n] satisface la ecuacién
[1[n+1]=TI[nJlT y puede ser calculada en términos de su matriz de transicién de
un paso IT. A continuacién se muestra que la matriz de transicién [1[z] de una

cadena en tiempo continuo X(t) satisface una ecuacion diferencial y puede ser

calculada por la matriz
Ay A e Ay
M leas|? f2 = Ao
Avi Anz o A
en donde los elementos A; =z'; (0") son las derivadas por la derecha de los

elementos 7;(r) de [1[z]. Estas derivadas seran las tasas de transicion de X(t).

Claramente,
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> 2; =0 por que > 7, (r)=1.
j j

1

Como r;(0) = {0

i=]j
_ J , Se concluye con y; =—4; que
i # ]

m=Y.2;20 2,20  izj.

j#i

En lo anterior, se supone que r;(z) es diferenciable en r=0". Esto solo pasa si la

probabilidad de que haya un punto de discontinuidad en el intervalo (t,t+ At) es
proporcional a At:

1- uAt =
P[X(t+At)=jX(t)=i]={ ;;'t :ij .

Derivando [1[z + «]=T1[z][1[a] con respecto a «, y fijando « =0, obtenemos
IT[z]=M[z]a  TIo]=1 .

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes y su condicion inicial es la matriz identidad. Resolviendo se tiene
[[r]=e""".
De este modo se expresa [[r] en términos de la matriz de tasas de transicién A.

Definimos W, como la duracion de tiempo que el proceso X permanece en el

estado ocupado en el instante t. Entonces se tiene el siguiente resultado:

Paratodo ieEyt>0,
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PB/Vt >ulX, :i]:e*ﬂ“)“ ,u>0,
para algan namero A(i)e[0,).

Por la homogeneidad de X, la probabilidad condicional en cuestidon es

independiente de t. Para una i fija, se denota como f(u). Ya que el evento

W, >u+v} esigual al evento {W, >u,W,,, > v}, tenemos:

t+u

f(u+v)=PW, >u+vX, =i

= P[\Nt >U,W,,, >V‘Xt :i]

- PBNt > ulX, =i]P[\N >V X, =i,W, >u]

t+u

Si X, =iy W, >u, entonces X,,, =i, Yy el saber esto hace todo el pasado inutil

t+u
mientras el fin sea predecir el futuro. Entonces el segundo factor del lado derecho

esigual a

P[\NHU >V‘Xt+u = I]: f(V)
La funcion f esta acotada entre 0 y 1, y por lo anterior también se muestra que
satisface f(u+v)= f(u)f(v) para todo u,v>0. Entonces, debe ser de la forma
f(u):e‘Cu para alguna constante c¢>0; esta constante ¢ podria depender del

estado i fijo.

En términos de los tiempos de espera W, desde t hasta el instante del siguiente

cambio de estado, definimos
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Los tiempos T,,T,,T,,.. son los instantes de transicion para el proceso X,y
Y,,Y:,Y,,... son los estados sucesivos visitados por X. Si Y, =i, el intervalo

[T..T..,) se dice que es un intervalo de estancia en el estado i.

A continuacién se muestra que {Y,;ne N} es una cadena de Markov, y T,,, T

n

tiene una distribucion exponencial con parametro dependiente de Y, .

Para cualquier ne N, jeE, y ueR" tenemos

P[Yn+l =, Ton—-T,> U\Yo,...,Yn;TO,...,Tn]= qije—z(i)u ’

! T n+l

si {Y, =i} ocurre. Aqui, q; >0, g, =0, y > g, =1.
j

Supongamos que n, j, y u estan fijos. Primero se observa que T, es un tiempo
de paro: esto se sigue de que T, <t siy solo si hay 0<s, <..<s, <t tal que
Xo# Xy #..# X, , ¥ la existencia de tal s,,...,s, puede ser determinado una vez

que X, es conocido para todo s<t.

Hacemos T =T, por simplicidad. Entonces T, -T,=W; y Y, =X, .
Claramente, conocer Y,,..,Y,,T,,...,T, €s equivalente a conocer X, para toda

t<T, =T . Entonces, el lado izquierdo de la igualdad es
P X, = iW, >ulX;t<T].

Por la propiedad fuerte de Markov, resulta que g(XT)= g(Yn), donde

10



Capitulo 1 Procesos Markovianos

g(i)=P[X,, = W, >ulX, =il.
Ahora se puede escribir de la siguiente manera:
g(i)= P, > ulX, =ilP|X,, = i X, =iW, >ul.
Como se mostré anteriormente PW, >u|X, =i]=e .

Por otro lado, el evento {X, =i,W, >u} es el mismo que {Y, =i;s<u} y dado que

W, >u tenemos W, =u+W,. Entonces,

P[Xu, = §|Xo =Wy > u]=P[X 0 = iIX, =i;s <u]
= P[Xu+Wu = J‘Xu = I]
— P[X,, = i[X, =i]

=0
que es independiente de u, Lo anterior nos lleva a que g(i): qije‘i(‘)u .

La secuencia Y,,Y,,... de estados visitados sucesivamente forma una cadena de

Markov con matriz de transicion {qij }i e

De lo anterior se obtiene que P[T,., ~T, >ulY, =i,Y,, = j|=e*/* es independiente

de j; en otras palabras, la distribucién de un tiempo de estancia depende

solamente del estado en el que se encuentra y no del siguiente estado.

Paratodo ne N, igy,..,i, €E,Yy Uy,.,u, € R" tenemos que

11
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PIT, =Ty > Uppoees Ty =Toy > U [Yg =g X, =iy |= @700 glinak

Los tiempos entre saltos son condicionalmente independientes dado el sucesivo
estado visitado, y cada estancia tiene una distribucion exponencial con el
parametro dependiente del estado que se esta visitando.

1.3 La Funcioén de Verosimilitud

Sea X una proceso de Markov en un espacio de estados finito E ={l,...,m} y una

matriz de intensidades A = {ﬂij }i e+ Sl X ha sido observada continuamente en el

intervalo de tiempo [0, r], se puede obtener una estimacion de A por maxima

verosimilitud.
/111 /112 /’i“lm
Sea A= /121 /122 /12m
A A A

ml

Sabemos que —4; es la tasa total de salida del estado i y que A, :_Z’%-
j=i
, .. . . . ﬂ’ij
Ademas la probabilidad de saltar del estado i al estado j esta dada por ——.
Entonces la funcion de verosimilitud esta conformada por la probabilidad de
mantenerse un tiempo especifico en un estado i y la probabilidad de saltar de ese

estado i al siguiente estado j:

ij ij s

(— ﬂiieinxi(h) I_ ﬂ‘lj) _ e/i"xi(h)/l__ _ e[_iéiiiiji(h)ln

12
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donde xes el tiempo de estancia en el estado i en la h-ésima visita a ese

estado. Sea R(r)=>_x{" el tiempo total de estancia en el estado i y N;(r) el
h

nimero total de saltos de i a j en el intervalo de tiempo [0,z]. Entonces al

multiplicar las probabilidades de toda la cadena observada hasta el tiempo ¢

obtenemos:

o2 e,

=1 j=#i

- e |1 |-

L i=l j=i =1 j=#i

ﬁHe_Aini(T)ii’}lij (T).

=l ji

Por lo tanto la funcion de verosimilitud esta dada por:

L(A1 X ) — ﬁHeAini(T)l:}lij(r) .

=1 ji
1.4 Estimadores de Maxima Verosimilitud

Se estimaran los elementos de la matriz de intensidades A = {/1 } por medio

del método de maxima verosimilitud. Por propiedades de logaritmo, la funcién

In(L) se maximiza en los mismos puntos que L.

Entonces In(L) = Zz—ﬁij R () + N; (7)In(4;) . Derivando:

i=l j=i

13
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oIn(L) & 0= 4R (2) + Ny (2)In(,))

o o 02 )

6(— AR (7) + Ny (7) In(4, ))
Oy

_ R (r)+ Nu(?)

kl

Igualando las derivadas a cero:

“R(1)+ N;lk(lf) ~0= N;lk(lf) ~R.(2)

= Ay =

Ademas si se calculara la matriz Hessiana se obtendria que los elementos de la

62|n(|—): 0 Ny (7) :_Nkl(T)
Oky Oy Aa

diagonal serian de la forma

[_ R, (7)+

kI
mientras que todos los elementos fuera de la diagonal son iguales a cero. Dadas
las condiciones anteriores, los valores propios de la matriz Hessiana son iguales a
los elementos de la diagonal. Estos elementos son siempre negativos, por lo que
la matriz Hessiana es definida negativa, y por lo tanto los puntos encontrados

determinan un maximo.

Luego entonces los estimadores de maxima de verosimilitud para la matriz de
N, (7)
R (7)

intensidades estan dadas por 2k| = para k,l e E;k =1 .

14
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Ahora, suponiendo que se tienen un numero finito S de observaciones de series

del proceso independientes e idénticamente distribuidas, la funcion de
verosimilitud serd de una forma muy similar. Sea R’ (rs_l,rs) el tiempo total de
estancia en el estado i y Ni? (rs_l,fs) el numero de saltos del estado i al estado |
en la s-ésima observacion durante el periodo de tiempo (z_,,z,), donde 7, =0y

Tg=T.

Asi la funcion de verosimilitud para cada observacion seria

m
. _ﬂi‘RiS( s-11 s) Nis‘( s-11 s) . .
L(A; X(s)):HHe PEEITT Debido a que las observaciones son

i=1 =i
independientes e idénticamente distribuidas la probabilidad de las observaciones
en conjunto seria el producto de las probabilidades, es decir, el producto de las

funciones de verosimilitud:

— 2R’ (754.,75) ANj (75.4.75)
e A
s=1 il j#i

s s
m —Ai Z R (75-1,75) Z Nj (75-1.,75)
s=! s=1
]

=

m
-1 NI
:l I | |e ﬂ"u |(T)ﬂ’iju(7).

i=1 j#i

S
Ya que (0,7)=|J(r.,,7.), entonces R/(r) y Nj(z) son el tiempo total de

s=1

estancia en el estado i y el nUmero total de saltos del estado i a j en el intervalo de

tiempo total (0,7). De esta manera obtenemos que el estimador de maxima
T

s _ Nu(2)

Ay = . Aln si |
1= R (2) an si las

verosimilitud para la matriz de transicion es:

15
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observaciones no se hicieran de manera continua, este estimador seguiria siendo

adecuado.
1.5 Ejemplo

Se simulara un Proceso de Markov a partir de una matriz de intensidades
conocida y se efectuard la estimacion de la misma por medio de los estimadores

de méaxima verosimilitud.

Realizar una simulacibn de un Proceso de Markov dada una matriz de
intensidades no es algo dificil. Se sabe que los tiempos de estancia en un estado i

sigue una distribucién exponencial con parametro T ademas sabemos que la

A
intensidad de saltar de un estado i a uno j estd dada por ——. Entonces la

i
simulaciéon de un proceso de Markov consiste en generar variables aleatorias
exponenciales con los parametros dados y generar los saltos con la distribuciéon

especificada por la matriz.

Se simulara un proceso con un espacio de estados E = {15} La probabilidad de

saltar sera igual para todos los estados y los tiempos de estancia tendran

parametro igual a 1. Esto es que la matriz de intensidades es la siguiente:

-1 025 0.25 0.25 0.25]
025 -1 0.25 0.25 0.25
A=[025 025 -1 025 0.25].
025 025 025 -1 0.25
1025 025 025 025 -1

Después de que el proceso fue simulado hasta que hubiese 5000 cambios de

estado o lo que es lo mismo 5000 saltos, se obtuvieron los siguientes datos:

16
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0 258 236 257 265
248 0 218 283 243
N=[244 223 0 227 253
253 266 244 0 260
271 245 249 256 O

1030.9]
972.0

R=|9117
1070.4

1023.8|

Donde Nes la matriz con elementos (Nij )i . Y Res el vector columna con

elementos (R;)_.. Entonces la matriz de intensidades estimada por maxima

verosimilitud es:

[-0.9855 0.2503 0.2289 0.2493  0.2571 |
0.2551 -1.0206 0.2243 0.2912  0.2500
0.2676  0.2446 -1.0386 0.2490 0.2775
0.2364 0.2485 0.2280 -0.9557 0.2429

| 0.2647  0.2393 0.2432 0.2500 -0.9973]

=
I

De esto obtenemos las probabilidades de saltar de un estado a otro:

0.0000 |0.2539|0.2323|0.2530|0.2608
0.2500 | 0.0000 | 0.2198|0.2853|0.2450
0.2577|0.2355|0.0000|0.2397|0.2672
0.2473]0.2600 | 0.2385|0.0000 | 0.2542
0.2654 | 0.2400 | 0.2439|0.2507 | 0.0000

g | W N|
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Aproximadamente una distribucion uniforme, es decir muy parecida a la

distribucion equiprobable que se tenia en un principio.
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CAPITULO 2

METODOLOGIA MONTE CARLO VIA CADENAS DE
MARKOV

La metodologia Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC por sus siglas en
inglés) permite un modelaje estadistico realista. Hasta recientemente, conocer la
gran complejidad y estructura en muchas aplicaciones era dificil y requeria el
desarrollo de metodologia y software especificos. La alternativa era unificar el
problema en una estructura simple de un método posible. Los métodos MCMC
proveen una estructura en la que problemas complejos pueden ser analizados

usando software genérico.

MCMC es esencialmente integracion de Monte Carlo usando cadenas de Markov.
Bayesianos, y algunas ocasiones también frecuentistas, necesitan integrar sobre
distribuciones de probabilidad complejas para hacer inferencia sobre parametros
de un modelo o predicciones. La integracion de Monte Carlo obtiene muestras de
la distribucion requerida y después calcula medias muestrales para aproximar
esperanzas. MCMC obtiene estas muestras simulando una cadena de Markov
especialmente construida por un largo tiempo. La estructura general de Metropolis

y Hastings es una manera de generar estas cadenas.

2.1 Inferencia Bayesiana

La mayoria de las aplicaciones de MCMC estan orientadas hacia la inferencia
Bayesiana. Desde una perspectiva Bayesiana, no hay una distincibn entre
observaciones y pardmetros ya que ambos son considerados cantidades
aleatorias. Denotemos por D los datos observados, y 6 los pardmetros del modelo
y datos faltantes. La inferencia formal requiere establecer una distribucién conjunta

P(D,0) para los valores aleatorios. Esta distribucion conjunta incluye dos partes:
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una distribucién a priori P(0) y una verosimilitud P(D|6). Especificando P(0) y

P(D|6) se tiene un modelo probabilistico, en donde

P(D,8)=P(D|§)P(0).
Teniendo observaciones D, el teorema de Bayes es aplicado para determinar la

distribuciéon de 6 dado D:

_ P(®)P(D9)
- [P@P(DBYO

P(¢ D)

Esta es llamada la distribucion a posteriori de 6, y es el objetivo de toda inferencia

Bayesiana.

Cualquier uso de la distribuciébn a posteriori es legitimo para la inferencia
Bayesiana: momentos, cuantiles, etc. Estas cantidades pueden ser expresadas en
términos de esperanzas a posteriori de funciones de 6. La esperanza a posteriori

de una funcién f es

e[ 0)0)- [ 1(6)P©)P(DIO) |

jp(e)P(D\e)de
Las integrales en la expresion anterior han sido la fuente de la mayoria de las
dificultades en la préactica de la inferencia Bayesiana, especialmente en muchas
dimensiones. En muchas aplicaciones, la evaluacion de E[f(&’)\D] es imposible.
Propuestas alternativas incluyen evaluacion numérica, lo cual es dificil e impreciso

en mas de 20 dimensiones; aproximaciones analiticas; e integracion de Monte
Carlo, incluyendo MCMC.
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2.1.1 Calculo de Esperanzas

El problema de calcular esperanzas en distribuciones de varias dimensiones
también ocurre en areas de inferencia frecuentista. Sea X un vector de k variables

aleatorias, con distribucion 7z(.)). En aplicaciones Bayesianas, X incluye

parametros del modelo y datos faltantes; en aplicaciones frecuentistas, puede

incluir datos o efectos aleatorios. Para la inferencia Bayesiana, z(.) sera una

distribucion a posteriori. De cualquier modo, el objetivo es evaluar la esperanza

j f (X)7(x)dx

Elre0l= jyz(x)dx

para la funciones f(.) de interés. Regularmente j z(x)dx es desconocida. Esta es

una situacion comun en la practica, por ejemplo, en la inferencia Bayesiana se

sabe que P(H\D)ocP(@)P(D\@), pero no es sencillo evaluar la constante

IP(Q)P(D\H)dH para normalizar.

Se introduce MCMC como un método para evaluar expresiones de la forma

j f ()7 (x)dx

E[f (x)]= [ 7000

2.2 Integracion de Monte Carlo

La integracion de Monte Carlo evalta E[f(X)] obteniendo muestras {X,,t =1,...n}

de una distribucion z(.) y después aproximando E[f (X)]z EZ f(X,).
Nz

Asi, la media poblacional de f(X) es estimada por una media muestral. Cuando

las muestras de {Xt} son independientes, las leyes de los grandes numeros
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aseguran que la aproximacion puede hacerse tan precisa como se desee,

incrementando el tamafo n.

En general, generar {Xt} independientes de 7(.) no es viable. Sin embargo las
muestras {X,} no deben ser necesariamente independientes. {X,} puede ser

generada por cualquier proceso que saque muestras siempre sobre z(.) en las

proporciones correctas. Una manera de hacer esto, es mediante una cadena de

Markov apropiada en la que z(.) sea su distribucion estacionaria. Esto es MCMC.
2.3 Cadenas de Markov

Supongamos que se genera una sucesion de variables aleatorias, {XO, X Xz,...},
tal que a cada tiempo t>0, el siguiente estado X,,, se obtiene de una distribucion
P[XM\Xt] que depende solamente del estado actual de la cadena, X,. Esto es
que dado X,, el siguiente estado no depende de la historia de la cadena,
{X4, X, X,,..., X, }. Esto es una cadena de Markov, y asumiendo que la cadena

es homogénea, entonces P[\] no depende de t.

Como afecta el punto inicial X, a X, concierne a la distribucion de X, dado X,,
la cual denotamos por P® [xt\xo]. Ya que no se tiene la informacion intermedia
{X,,X,,..X,,}, entonces X, depende de X,. Sujeto a condiciones de
regularidad, la cadena gradualmente ‘olvidara’ su estado inicial y P®[/X,]

eventualmente converge a una unica distribucién estacionaria que no depende ni

de t o X,. Sea ¢(.) la distribucion estacionaria. Entonces mientras aumente t los

puntos {X,} pareceran cada vez mas muestras de 4(.).
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Después de un suficiente ndmero de iteraciones m, {X ;t=m+1..,n} seran
aproximadamente muestras de ¢(.). Ahora ya se puede utilizar la cadena de

Markov para estimar E[f (X)], ya que X tiene una distribucion ¢(.). Esto nos da

un estimador de la siguiente forma

f=

L osrxy).

n-—-m t=m+1

El cual es llamado un promedio ergodico. Esto debido a que la convergencia de

dicha esperanza se fundamenta en el teorema ergddico.
2.4 El algoritmo Metropolis-Hastings

El promedio ergédico muestra coOmo una cadena de Markov puede usarse para

estimar E[f(X)], donde la esperanza es tomada de su distribucion estacionaria
#(.). Esto pareceria ser la solucion para el problema, pero primero se necesita

saber cdmo construir una cadena de Markov tal que su distribucién estacionaria

#(.) sea precisamente la distribucion de interés z(.).

Para el algoritmo Metropolis-Hastings, a cada tiempo t, el siguiente estado X, , se
escoge primero generando un punto candidato Y de una distribucién propuesta

q(.\Xt). El punto candidato Y es entonces aceptado con probabilidad «(X,,Y)

donde

a(X,Y):min[1 ”(Y)q(XY)].

“2(X)a(Y|X)

Si el punto candidato es aceptado, el siguiente estado es X, , =Y . Si se rechaza,

t+1

la cadena no se mueve, X,,, = X,. Entonces el algoritmo Metropolis-Hastings es

bastante simple:
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Inicializa X,; sea t=0

Repetir {
Generar un punto Y de qQXJ
Generar una variable Uniforme(0,1) U
St U<=¢(X,,Y) entonces X, =Y

t+1

En otro caso X, =X,

t+1

Incrementar t

}.

La distribucién propuesta q(.\.) puede tener esencialmente cualquier forma y la

distribucion estacionaria de la cadena sera z(.). Esto se ve en la probabilidad de

transicion de la cadena:
P(Xul‘xt) ( t+l‘x h t+l +I t+1_x I;l' _[ Y‘X )O! )dYJ’

donde () es una funcién indicadora. El primer término viene de la aceptacion de
que Y =X,,, Yy el segundo término se refiere al rechazo de todos los posibles

valores Y . Usando el hecho de que

( t+1‘x )CZ t+l t+1)q(xt‘x+lt)a(xt+l’xt)

se obtiene que
ﬂ-(xt)P(XHl‘xt): ”(XtJrl)P(Xt‘XHl)'

Integrando ambas partes con respecto a X,, se tiene:
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j”(xt)P(Xul‘xt)jxt :”(Xtﬂ)'

El lado izquierdo de la ecuacion da la distribucion marginal X,,, suponiendo que
X, se distribuye z(.). La igualdad nos dice que si X, se distribuye z(.), entonces
X, también. Entonces, una vez que se ha obtenido un valor de la distribucion

estacionaria, todos los valores subsecuentes que se generen tendran esa

distribucion.
2.5 Formas candnicas de distribuciones iniciales

Cualquier distribucion inicial q(.\.) finalmente obtendra observaciones de la
distribucion objetivo z(.). Sin embargo, la tasa de convergencia a la distribucién
estacionaria dependera crucialmente en la relacién que exista entre q(.\.) y z().

En problemas de muchas dimensiones, frecuentemente es necesario realizar

analisis exploratorios para determinar a grosso modo la forma y orientacion de

z(.). Esto ayudara en la construccién de una inicial q(.\.), lo cual llevara a una

rapida convergencia. El progreso en la practica frecuentemente depende en la

experimentacion y construccion, aunque iniciales desatinadas pueden llegar a

trabajar sorprendentemente bien. Para la eficiencia computacional, q(.\.) deberia

ser seleccionada de manera que se puedan obtener observaciones y evaluaciones

de manera sencilla.
2.5.1 El Independence sampler

El Independence Sampler es una forma del algoritmo Metropolis-Hastings, en el

cual q(Y\X):q(Y)no depende de X . Para este caso, la probabilidad de

aceptaciéon toma la forma
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a(X,Y):min( W(Y)j
w(X)

7(X)

dond X) = :
onde w(X) a(X)

En general, este algoritmo puede trabajar muy bien o muy mal. Para que trabaje

bien, g(.) debe ser una buena aproximacion a z(.), pero es mas seguro si q(.)
tiene una cola mas pesada que 7z(.). Para mostrar esto, supongase que q(.) es de
cola mas ligera que z(.), y que X, se encuentra en la cola de z(.). La mayoria de
los candidatos no estaran en la cola, entonces w(X,) serd mucho mas grande que
w(Y) dando una baja probabilidad de aceptacion. De este modo las distribuciones

iniciales independientes con colas pesadas ayudan a evadir largos periodos en la

cola.
2.5.2 El Gibbs Sampling

Para este algoritmo, la distribucion para probabilidad de aceptacion esta dada por

q(Y\X):ﬁ(Y). Substituyendo esto, se obtiene que la probabilidad de aceptacion

es 1; esto es, que los candidatos del Gibbs Sampling siempre se aceptan.
2.6 Cadenas de Markov en Espacio de Estados Generales

Se asume que la distribucion 7 esta definida en un conjunto E llamado espacio

de estados. Frecuentemente E puede encontrarse en R*, pero pueden ser
espacios generales, con la restriccion de que la coleccion formada por los

subconjuntos de E sea una sigma algebra.

Para una distribucién v y una funcién real h evaluada en E, la esperanza de h

bajo v se denota por
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vh = [h(x)v(dx),

donde v(dx) es la probabilidad de un pequefio subconjunto medible dx € E; h(x)
es el valor de h en dx; y la integral esta definida sobre dicho subconjunto dx.

Entonces si v es discreto con funcién de probabilidad f(x), se tiene que

o= ()~ Eh(x) T (0

si v es continua con densidad f(x), entonces

vh = [ h(x)v(dx) = [ h(x)f (x)dx.

La distribucion de una cadena de Markov homogénea en tiempo

{X,}={X,,n=12..} en el espacio de estados E estd especificada por su

distribucion inicial y su kernel de transicion. El kernel de transicién es una funcién

P(x, A) talque para cualquier n>0
P{X,, € AX, = x}=P(x, A)

para todo xeE y AcE. Esto es que P(x,.) es la distribucion de la cadena de
Markov después de un salto dado que comienza en x. Estrategias diferentes,
tales como los algoritmos Gibbs Sampling, Metropolis-Hastings , etc., dan como
resultado diferentes kernels de transicion. Los kernels de transicién son la version

en espacios generales de las matrices de transicion de las cadenas discretas.

Para una distribucion de probabilidad v sobre E, se define la distribucion P

como

W(A)= [ P(x, Ap(dx).

27



Capitulo 2 Metodologia Monte Carlo via Cadenas de Markov

La distribucion P es la distribucion de la posicion de una cadena de Markov con
kernel de transicién P vy distribucion inicial v después de un paso. Una cadena de
Markov tiene distribucion invariante 7~ si 7 =P, también llamada distribucion
estacionaria.

Para una funcion real h evaluada en E, la esperanza esta definida como
E[h(X,)X, = x]=J'P(x,dy)h(y).
El producto PQ de dos kernels de transicion se define como
PQ(x. A)= [ P(x dy)Qly. A)
para todo x,AeE, Entonces la n-ésima iteracion P" de P se define

recursivamente por P" =PP"". Por convencion, P° es el kernel identidad que

asigna una probabilidad igual a 1 para el valor inicial. Usando esta notacion, se

dice que P{X, e AX, = xj=P"(x, A) para cualquier n>0.
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CAPITULO 3

ESTIMACION DE MONTE CARLO VIA CADENAS DE
MARKOV

Se presenta una propuesta para estimar los parametros de un Proceso de Markov
observado discretamente, la cual hace uso de la metodologia MCMC. Considérese

un Proceso de Markov {J(t)} con p=p,+p,+..+p, estados y matriz de

intensidades A . Un nuevo proceso {X(t)} es definido de la siguiente manera:

X(t)=i < JIt)e{p,+L...p,}, i=12..,m;

donde p, =0. De este modo se ha agrupado a los estados de J, y X indica en qué

grupo de los estados se encuentra J en un tiempo cualquiera. El proceso {X(t)},
en general, no es un Proceso de Markov homogéneo, ya que los tiempos de
estancia en los estados 1,2,...m no necesariamente son distribuidos

exponencialmente.

Considerando observaciones en tiempo discreto de X, el propédsito es estimar la
matriz de intensidades A del proceso de Markov J. Si p, =1 para todo i€E,
entonces se podran estimar los parametros de A siempre que esta sea Unica,
determinada por la distribucion de la cadena de Markov incluida en el proceso. Si
algun p, >1, entonces Adeja de ser Unica, y no seria posible estimar todos los
parametros por medio de MCMC, lo cual serd evidente de lo siguiente. Sin
embargo, serd posible hacer estimaciones practicas que sean invariantes bajo
diferentes representaciones. Un ejemplo son las tasas de transicion dependientes

del tiempo en los diferentes estados 1, 2, ..., m del proceso X.
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Descomponiendo la matriz de intensidades del siguiente modo:

Ay Ay e Ay
R LR P o
Am Ay oo A

Considérense las observaciones discretas x=(x,,..,x,) del proceso continuo

{X(t)} observado en tiempos t,,.,t, hasta el tempo 7r(t,=0 y t ,=7). La

n
estructura es esencialmente Bayesiana. Se escoge una distribucion a priori ¢(A) y
se esta interesado en la distribucion condicional de A dada la informacion x. Sin
embargo, debemos estudiar el problema mas general de encontrar la distribucion

condicional de (A,J) dado x, donde J ={J(t)},..., denota la observacién continua

de J.

Para este fin se emplea el método Gibbs Sampling con dos espacios A y J;
muestreando alternativamente la simulacién de J dado (A,x) y de A dado (J,x)
(x no es de importancia cuando se condiciona sobre J). Iterando el método

resulta en una sucesion de variables (A,,J,). Bajo condiciones deseables el

método Gibbs Sampling finalmente producird una sucesion estacionaria Yy
ergddica, lo que es, después de descartar un cierto periodo de “calentamiento”,
por ejemplo, las primeras K-1 iteraciones, la sucesion (An"]n)nzK puede
considerarse estacionaria y la distribucién estacionaria es exactamente aquella de

(A,J) dado x.

Si p, =1 para todo i, entonces por ergodicidad el promedio empirico
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converge a la verdadera esperanza de A condicionada sobre x. Ademas, se
pueden construir intervalos de credibilidad basados en la distribucidon empirica de

(Ay,J,)..» ¥ los cuantiles de dicha distribucion pueden ser de interés también.

En situaciones donde A no es Unica con respecto a la distribucion de la muestra
en tiempo discreto, la esperanza de la distribucion a posteriori puede no ser una

cantidad significativa, aun asi, pueden realizarse estimaciones practicas.

Una eleccion apropiada de la distribucion a priori es usualmente esencial para
asegurar buenas propiedades de combinacién de los datos y una a posteriori que
no sea dominada por la a priori. Algunas veces los hiper-pardmetros tendran que
ser especificados para asegurar una combinacion satisfactoria; la experiencia
muestra, sin embargo, que esto no es necesario para el presente caso. Se escoge

la a priori,

o0 [T e ™"

izl ji

donde ¢; >0,i,jeE y B >0,ieE son constantes conocidas que se escogen

convenientemente. Entonces g ~F(%g ’a”j'
i

Esta familia gamma de distribuciones a priori es conjugada para el modelo de

observaciones continuas en el intervalo de tiempo [0, 7], la cual es una familia de

procesos exponenciales. De hecho la distribucion a posteriori es

p*(A)=L(A)s(A)
oc ﬁHqi;\‘ij vy 1ty (Ri+f)

i=l j#i
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donde L, es la funcion de verosimilitud. La simulacion de J dado (A, x) se realiza
simulando un proceso de Markov salto a salto en los intervalos [t,,t,.,] tomando
una condicion inicial X(t )=i tal que el proceso se encuentre en un estado
X(tm): J, por ejemplo, en el tiempo t, .. Esto puede hacerse por rechazo, lo cual

resulta bastante eficiente hasta en grandes dimensiones. Muestrear de una

distribucion de A dado (J,x) es simplemente simular de la distribucion a

posteriori.
3.1 Simulacion

Retomando el ejemplo del Capitulo 1, se simulard un proceso de Markov con un

espacio de estados E = {15} y la siguiente matriz de intensidades:

-1 025 0.25 0.25 0.25]
025 -1 025 025 0.25
A=]025 025 -1 025 025
025 025 025 -1 025
1025 025 025 025 -1

Asi mismo, los tiempos de estancia en cada uno de los estados tienen una
distribucion exponencial con parametro 1 y ademas probabilidades de saltar de un

estado a otro son iguales en todos los casos:

iaj[1 [2 [3 [4 |5
0.00]0.25[0.25[0.25[0.25
0.25]0.00[0.25[0.25[0.25
0.25]0.25/0.00(0.25[0.25
0.25]0.25/0.25[0.00(0.25
0.25]0.25/0.25[0.25[0.00

gl B~ W N|
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En esta simulacién se obtuvieron la matriz de saltos entre los estados y el vector

de tiempos totales de estancia en un estado especifico:

0 43 58 50 58] 196.30 |
56 0 46 48 42 202.20
N=|49 57 0 58 43 R=|214.06|.
49 42 64 0 46 196.12
156 50 39 45 0 188.60

Dados los datos anteriores se pueden estimar los elementos de la matriz de
intensidades por maxima verosimilitud, dividiendo la cantidad de saltos entre el

tiempo total de estancia en el estado de donde se salta.

[-1.0647 0.2190 0.2955 0..2547  0.2955 |
0.2770 —-0.9495 0.2275 0.2374 0.2077
0.2289 0.2663 —-.09670 0.2710 0.2009
0.2498 0.2141 03263 -1.0248 0.2345

| 0.2969  0.2651 0.2068 0.2386 —1.0074 |

>
I

Esta estimacion es buena, pero tiene el inconveniente de que necesita conocer
toda la informacién continua del proceso hasta un tiempo preciso. Debido a este
problema se recurre a métodos de estimacion como el de Monte Carlo via
Cadenas de Markov, el cual se implementara para obtener una estimacion de la

matriz de intensidades.
3.2 Estimacion
Ahora se discretiza el proceso de Markov. Dicha informacion se separara por

espacio de una unidad de tiempo y esto nos dara los datos para implementar el

método MCMC. Hecho esto, se obtuvo una discretizacion de 998 parejas de datos
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formadas por el tiempo en el que se discretizo y el estado en el que se encontraba

el proceso en ese momento, de la cual se muestra s6lo una parte:

Tiempo|Estado|[Tiempo|Estado|Tiempo|Estado|Tiempo|Estado
0 5 25 4 50 4 75 4
1 3 26 2 51 4 76 1
2 4 27 3 52 2 77 4
3 3 28 3 53 5 78 4
4 3 29 3 54 3 79 3
5 4 30 2 55 5 80 3
6 5 31 3 56 1 81 5
7 2 32 3 57 3 82 1
8 1 33 3 58 4 83 1
9 1 34 5 59 2 84 3

10 1 35 5 60 2 85 3
11 3 36 5 61 2 86 2
12 1 37 1 62 4 87 3
13 5 38 5 63 5 88 4
14 5 39 2 64 2 89 2
15 5 40 5 65 3 90 4
16 3 41 5 66 3 91 4
17 5 42 3 67 2 92 4
18 5 43 3 68 1 93 1
19 2 44 5 69 5 94 3
20 1 45 2 70 1 95 2
21 1 46 2 71 4 96 2
22 5 47 2 72 4 97 1
23 1 48 4 73 2 98 2
24 3 49 4 74 5 99 5

Lo que se pretende con el método MCMC es simular un proceso de Markov que
pase por todos los puntos determinados por la informacion discreta con la que se
cuenta, basandose en una simulacion en los espacios donde falta la informacion,
comenzando en el punto que se tiene y rechazando simulaciones hasta que se
cumpla que termine en el punto final especificado. Por ejemplo, en el tiempo
t =0el proceso se encuentra en el estado 5, se calculan las probabilidades de
transicion basandose en la matriz de intensidades a priori y se simulan los saltos
con respecto a esta distribucion, los tiempos de estancia se simulan como una
distribucion exponencial con el respectivo parametro dependiendo del estado del

que haya saltado. Si al haber hecho esto la simulacion del proceso al tiempo t=1
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no se encuentra en el estado 3, esta simulacion se elimina y se repite hasta que
se cumpla dicha condicién. Asi se sigue para cada bloque hasta llegar al tiempo

final del que se cuenta informacion.

Lo anterior se realiza durante un niumero especifico de iteraciones. Tomando en la

primera iteracion una matriz de intensidades aleatoria en la que las entradas
ﬂifr(/]{gﬂu) i,jeE i# ] tienen una distribucibn gamma con todos los

parametros iguales a 1 o lo que es lo mismo toman una distribuciéon exponencial
con parametro 1, los elementos de la diagonal son también aleatorios pues estan

determinados por los demas elementos de su respectiva fila. Esta matriz es la que

se toma por a priori. Habiendo simulado el proceso se obtienen N; i,jeE y

R. i€ E que son el numero de saltos del estado i al j y el tiempo total de estancia

I
en el estado i respectivamente, y con esto se generan las nuevas variables

aleatorias que seran los elementos de la matriz a posteriori. Entonces las entradas

/Iij~1“( yN;; +aij] i,je E i# ] toman nuevamente una distribucion gamma,
R + 6

pero dado que ¢; = S, =1se tiene que ﬂier{F\’ll’ N; +1j i,je E i#j.Lamatriz
+

a posteriori de la iteracién anterior se convierte en la matriz a priori para la

siguiente iteracion.

Para la simulacién de este ejemplo se tomé la siguiente matriz inicial generada

aleatoriamente con las distribuciones consideradas:

[—-1.7936 0.3597 0.7001 0.4152 0.3187
0.3824 -2.7345 0.1056 1.0730 1.1735
M,=| 1.1948 0.1508 -2.7606 1.2388 0.1761
0.6131 0.1582 0.4386 —1.7755 0.5655
| 1.8913 05216  0.2009  0.6272 —3.2411]
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Después de haber hecho la simulacibn tomando a esta como la matriz de

intensidades y obtenido los saltos totales de iaj (N; i, j e E), asi como el tiempo

total de estancia en el estado i (R, i€ E), se generan valores aleatorios con una

distribucion gamma ﬂ,u.~l”( N +1J i,je E 1 ] paratodos los elementos de

R +1

1
la matriz, a excepcién de la diagonal. Esta matriz se tomara como la nueva matriz
de intensidades, es decir, la matriz a posteriori para la iteracion actual o a priori

para la siguiente:

[-2.2357 0.5942 0.9003 0.4439  0.2974 |

0.3472 -1.9779 0.0986 0.6264  0.9057

M, =| 0.8430 0.0937 -2.1215 1.0463 0.1385
0.7077 0.1425 0.6076 —2.1235 0.6657

| 1.6834 0.6167 0.2775 05007 —3.0784

Asi sucesivamente la matriz a posteriori de una iteracion se convertira en la a
priori para la siguiente. Para la estimacion se tomaran los valores generados
aleatoriamente en cada iteracion, sin tomar en cuenta un “calentamiento”, para
aminorar la variacion de los datos. El “calentamiento” se toma como el tiempo en
que la distribucion de la cadena de Markov del método se estaciona y este es el
momento en que las observaciones que se toman siguen esta distribucion
estacionaria de la cadena. De este modo se puede hacer una estimacion de la

distribucioén, o en este caso, de la matriz de intensidades.

Sea ﬂfjk) i,jeE i# ] la observacion del elemento (i , j) en la k-ésima iteracion.

Entonces la estimacién de cada elemento de la matriz se hara como un promedio

ergodico de las observaciones con las que se cuenta:
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n

/Tij_ : Z)ij").

N—mySmi

Regresando al ejemplo en cuestion, después de iterar el método en 6000
ocasiones, se cuenta con sucesion de datos de 6000 observaciones para cada
una de las entradas de la matriz, aunque obviamente la diagonal de la matriz de
intensidades puede ser facilmente determinada por los demas elementos de la fila
correspondiente. Por lo anterior se tom6 un “calentamiento” de 500 iteraciones,
determinado por medio de la grafica de las iteraciones, que se muestran mas
adelante. El estimador respectivamente para cada elemento de la matriz se
calculé sumando desde la observacion 501 hasta la 6000 para cada entrada (i , j)

y dividiendo cada suma entre 5500:

1 6000

1 == N
’ 550055

Hecho lo anterior se obtuvo la siguiente estimacion de la matriz de intensidades:

[-1.1028 0.3472  0.2123  0.3118 0.2315
0.2576 -1.0323 0.2201 0.2742  0.2804
0.0884 0.2807 -1.0417 0.3895 0.2831
0.3476 0.2398 0.4810 -1.3940 0.3256

| 04252 0.2644 0.2468 0.3702 —1.3066 |

>
I

De la cual se obtienen las siguientes probabilidades de saltar del estado i al j:

ia] 1 2 3 4 5
1 0.00000 0.3149] 0.1925| 0.2828]  0.2099
2| 0.2496] 0.00000 0.2132] 0.2656] 0.2716
3] 00849 0.2695 0.0000] 0.3739] 0.2718
4 02494] 0.17200 0.3451] 0.0000] 0.2336
5/  0.3254] 0.2024] 0.1889] 0.2834] 0.0000
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Esta no es la distribucion uniforme que se tenia y que se podia esperar, pero aun
asi los elementos de la diagonal de la matriz de intensidades estimada resultaron
ser muy parecidos a las intensidades de los tiempos de estancia que se tenia en
un principio, es decir, los elementos de la diagonal son muy cercanos a 1,
independientemente de la matriz inicial. En este sentido tenemos una buena
estimacion de las intensidades para el proceso. En general, podemos decir que la
estimacion conserva la misma distribucion de los tiempos de estancia que la

matriz original del proceso.

Ahora prestemos atencion al “calentamiento” para tener una referencia de la
velocidad de convergencia o velocidad para llegar a la distribucién estacionaria
que se busca con el método Monte Carlo via Cadenas de Markov. Esto lo
estudiaremos con las siguientes gréaficas, tomando las primeras 500

observaciones que se definieron como el “calentamiento”.

-0.5000 1.0000-

-1.0000— 06000

-1 5000
0.6000

LAMBDA11
LAMBDA12

-2.0000 =

0.4000

-2.5000

0.2000

-3.0000
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LAMBDA13
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Estas graficas muestran los valores de las primeras 500 iteraciones para los
elementos de la fila 1 de las matrices obtenidas del proceso. Se puede observar
que dichos elementos tienen una buena convergencia después de
aproximadamente 100 iteraciones, lo cual es una buena velocidad de

convergencia en este ejemplo.
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Ademas, también podemos estudiar la autocorrelacion del proceso para cada una

de las entradas, pero so6lo se mostrara lo respectivo a la primera fila de la matriz. A

continuacion se muestran las graficas de autocorrelacion de dicha fila:
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LAMBDA15
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En términos generales se espera que la autocorrelacion de una serie se encuentre
dentro de las bandas de confianza para poder concluir que la autocorrelacion es
cero o casi nula, en caso de que esto suceda se puede decir que los datos de la
serie segun va avanzando el tiempo dejan de depender de observaciones
pasadas. En este ejemplo se observa que la autocorrelaciéon va disminunyendo
pero ni siquiera entra en las bandas de confianza. Esto es un indicio de que hay
problemas en la simulacion. El problema podria ser que la matriz de intensidades
que determina el proceso que se ajusta a la informacion discreta no es Unica y por
lo tanto depende de las simulaciones anteriores. Asi mismo habria que estudiar

mas a fondo la razén por la que esto sucede.

Se obtiene que la autocorrelacién va disminuyendo en medida que el nUmero de
iteraciones crece pero al final no entra en las bandas de confianza. Esto podria ser
debido a que el problema de la inclusion esta presente y la solucion determinada
por los datos discretos no es Unica. Para observar una manera de solucionar esto
para el ejemplo anterior, se discretizé el proceso de Markov simulado a espacios
de 0.5 unidades de tiempo. Se muestran las primeras 50 unidades de tiempo del
proceso de Markov simulado anteriormente, esto con la finalidad de obtener mas
informacion del proceso para lograr una mejor estimacion de la matriz de

transicion:
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Tiempo |Estado| Tiempo |Estado| Tiempo |Estado| Tiempo |Estado| Tiempo |Estado
0 5 10.5 3 21 1 315 3 42 3
0.5 3 11 3 21.5 5 32 3 42.5 3
1 3 11.5 1 22 5 325 3 43 3
15 4 12 1 22.5 5 33 3 43.5 5
2 4 12.5 5 23 1 335 5 44 5
25 3 13 5 23.5 2 34 5 445 2
3 3 13.5 5 24 3 34.5 5 45 2
3.5 3 14 5 24.5 4 35 5 45.5 2
4 3 14.5 5 25 4 35.5 5 46 2
4.5 4 15 5 25.5 4 36 5 46.5 2
5 4 15.5 3 26 2 36.5 1 47 2
5.5 2 16 3 26.5 3 37 1 475 4
6 5 16.5 5 27 3 37.5 5 48 4
6.5 2 17 5 27.5 3 38 5 48.5 4
7 2 17.5 5 28 3 38.5 5 49 4
7.5 1 18 5 28.5 3 39 2 49.5 4
8 1 18.5 2 29 3 39.5 5 50 4
8.5 1 19 2 29.5 3 40 5 50.5 4
9 1 19.5 4 30 2 40.5 5 51 4
9.5 3 20 1 30.5 2 41 5 51.5 4
10 1 20.5 1 31 3 41.5 3 52 2

Ahora se iterd sobre estos datos y se utilizé la misma matriz inicial:

Se realizaron, igual que en el ejemplo anterior, 6000 iteraciones y se tomd un
“calentamiento” de 500 iteraciones. Se obtuvo la estimacion para la matriz de

intensidades del mismo proceso de Markov pero ahora con la diferencia de que la

[-1.7936  0.3597  0.7001
0.3824 -2.7345 0.1056
1.1948 0.1508 -2.7606
0.6131 0.1582  0.4386

| 1.8913  0.5216  0.2009

0.4152  0.3187 |
1.0730 1.1735
1.2388 0.1761
-1.7755 0.5655
0.6272 —-3.2411

distancia entre los datos no era de una unidad de tiempo, sino de 0.5:
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[-1.0462 0.2923  0.2471 0.2845 0.2224 |
0.2397 -0.9964 0.2368 0.2755  0.2445
0.1814 0.2884 -0.9899 0.3114 0.2087
0.2548 0.2053 0.4227 -1.1484 0.2656

| 0.3210  0.2490 0.1911 0.2729 -1.0341

=
I

De esta se determinan las probabilidades de transicion entre estados:

i aj 1 2 3 4 5
1 0.0000 | 0.2794 | 0.2362 | 0.2720 | 0.2126
2 0.2405 | 0.0000 | 0.2377 | 0.2765 | 0.2453
3 0.1833 | 0.2913 | 0.0000 | 0.3146 | 0.2109
4 0.2219 | 0.1788 | 0.3681 | 0.0000 | 0.2313
5 0.3104 | 0.2408 | 0.1848 | 0.2639 | 0.0000

En este sentido la estimacién mejord en gran medida pues se aproxima mas a la
distribucion original, la cual era uniforme. Como caso especifico, la probabilidad de
saltar del estado 3 al estado 1 en el ejemplo anterior habia sido muy pequefa
(.0884) comparada con la real (0.25), en este ejemplo dicha probabilidad mejora

pues se aproxima mas a la original (0.1833).

La autocorrelacion de los datos debio haber mejorado también pues la menor
distancia entre las observaciones del proceso original proporciona mas
informacion. Se usaron las dltimas 1000 iteraciones para obtener las gréficas de

autocorrelacion. Estos fueron los resultados logrados:
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La autocorrelacion no so6lo disminuyé0 notablemente desde las primeras
observaciones sobre las que se hizo la grafica, sino que también cayeron dentro
de las bandas de confianza. Esto quiere decir que la autocorrelacion se vuelve
nula con respecto al tiempo, o en este caso, el numero de iteraciones del proceso.
Al comparar la autocorrelacion del ejemplo anterior contra ésta, se observa una
gran diferencia pues en el primer el ejemplo la autocorrelacion disminuia muy
lentamente y nunca quedd dentro de las bandas de confianza, por eso que no
pudiera considerarse nula; en este nuevo ejemplo, la autocorrelacion entra en las
bandas de confianza casi desde el principio dando una mayor seguridad de que la
autocorrelacion era nula o casi cero. Lo anterior es debido a que la separaciéon
entre observaciones al volverse menor permite en todos sentidos una mejor

estimacion y mayor confiabilidad en los resultados obtenidos.

Mas adelante se presenta el problema de la inclusion, en el cual se retomara este
mismo proceso de Markov, pero con una distancia mayor entre las observaciones.
Esto servira para ilustrar este problema y darse cuenta de que la solucién de un
proceso de Markov discretizado no siempre es Unica.
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CAPITULO 4

LA INCLUSION

Se tiene interés en hacer inferencia sobre la matriz de intensidades A basandose
en una muestra de observaciones de X, un proceso de Markov, en tiempos

discretos, es decir, {X(t,)...,X(t,)}. También para observaciones discretas la
funcion de verosimilitud es en teoria simple. El proceso Y, = X(t,) es una cadena

de Markov en tiempo discreto, en general no homogénea con respecto al tiempo,

para la cual la matriz de transicion al tiempo i es P*(A), donde A, =t,,, -t, y
P'(A)=exp(tA), t>0,

con exp(-) denotando la funcion exponencial de matrices. Entonces la funcion de

verosimilitud para los datos discretos esta dada por

[

L()=TTP* (M), . Act

i=1

donde x;,...x, denota los valores observados de X . Para una matriz A se denota
la entrada ij por A;. El conjunto de todas las matrices de intensidades se denota

por /. Este es el conjunto de las matrices cuyos elementos fuera de la diagonal
son no negativos y la suma de las entradas en cada fila es igual a cero. En el
caso de observaciones a tiempos equidistantes, es decir, A, =A para alguna
A >0, la cadena de Markov Y es homogénea con respecto al tiempo con matriz

de transicion P*(A), asi que la funcion de verosimilitud se simplifica a
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donde K; (n) es el nmero de transiciones del estado i al j en la cadena de Markov

en tiempo discreto {X(t,)..., X(t,)}. Se considerara el caso de observaciones a

tiempos equidistantes.

Para la clase completa de cadenas de Markov homogéneas con respecto al

tiempo con espacio de estados {l..,m}, la funcién de verosimilitud basada en

observaciones del estado de la cadena en los primeros n puntos de tiempo es

m m

L(P)=TITIP", PeP

i=l j=1

donde K; (n) es de nuevo el niamero de transiciones de i a j hasta el tiempo n, y

P denota el conjunto de las matrices de transicion de mxm (matrices
estocasticas), es decir, matrices de mxm con entradas no negativas y ademas la
suma de cada una de las filas es igual a 1. Esta funcién de verosimilitud es
idéntica a la de m distribuciones multinomiales independientes, asi que el

estimador de maxima verosimilitud del parametro P es

B, =K, (n)/K, (n), donde K, (0)=3 K, (n).

j=1

Se define PO:{exp(A]Aef} el conjunto de las matrices de transicion que

corresponde a la observacion discreta de un proceso de Markov en tiempo

continuo. Ahora supongamos que se calcula P como se muestra anteriormente

basado en las observaciones discretas de un proceso de Markov en tiempo

continuo. Si PeP,, ahi existe un Ae/ tal que P*(A)=P, y la funcién de
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verosimilitud L,(A) alcanza su valor maximo en A, el cual es por lo tanto el

estimador de méaxima verosimilitud. Sin embargo, existen dos problemas aqui. Una

es que el conjunto P, es muy complicado (excepto cuando m=2); el otro es que
la funcién exponencial de matrices no es inyectiva en todas las partes de su
dominio, asi que A no es necesariamente Gnica. Cuando P ¢ P, la situacion no es
clara debido a la complicada estructura de P,, pero parece ser que no es inusual

que el estimador de maxima de verosimilitud no exista, en particular cuando el
tiempo entre observaciones A es grande. Resultados generales acerca de la

existencia y unicidad del estimador de maxima verosimilitud se resumen en un

teorema que se enuncia mas adelante. En particular la probabilidad de que P eP,
tiende a uno cuando n tiende a infinito. Se dara una acercamiento al caso cuando

m =2, donde el estimador de maxima verosimilitud no existe cuando P ¢ P,

El problema de identificar el conjunto P, tiene una larga historia y fue

primeramente estudiado por Elfving (1937). Regularmente se refiere a él como el
problema de inclusion para cadenas de Markov espacio de estados finito. Kingman

(1962) mostr6 que P, =P, cuando m=2, donde
P, = {P e Pldet(P)> 0},

y deriva los siguientes resultados acerca de P,. Para m>3, P, es relativamente

un conjunto cerrado de P, con una compleja forma geométrica. En particular, no
es convexo. Su interior relativo como un subconjunto de P es no vacio, asi que su

dimension es m(m—1). &P, denota la frontera de P, relativa a P, . Entonces

éPo:[UEijJUE,

i#]

48



Capitulo 4 La Inclusion

donde E; es un subconjunto no vacio del conjunto de exponenciales de matrices
con 4; =0,y ¢ es un subconjunto no vacio de las matrices de mxm con menos

de m eigen-valores distintos.

El segundo problema es si existen dos o0 mas matrices de intensidades, A, para
las cuales la correspondiente matriz de transicion, exp(AA) es la misma, es decir,
existen dos o0 mas Procesos de Markov en tiempo continuo para los cuales la
muestra de estados {X(A),.., X(nA)} tiene la misma distribucién. En términos
estadisticos esta es la cuestidn si la parametrizacion de la distribucién de los datos
X(A),..., X(nA) por A es identificable o no. Sea P,,, el subconjunto de P,, de las
matrices PP, para la cuales Aestd determinada Gnicamente por P =exp(A).
Para m=2, P, =P,=P, . La caracterizacion del conjunto P,, es el clasico

problema acerca de cuando el logaritmo real de una matriz es uUnico, el cual fue
resuelto para matrices generales por Culver (1966). Su resultado general es que
P,, consiste en las matrices de transicion P € P, para las cuales todos los eigen-
valores son positivos y no divisores elementales (bloque de Jordan) que pertenece
a cualquier eigen-valor de P mas de una vez. Entonces, una vez que P ha sido
calculado por maxima verosimilitud, en principio es facil comprobar si determina un

estimador Gnico de la matriz de intensidades (proporcionado por PeP,). Si
P ¢P,, hay una infinidad de soluciones X para la ecuacion P =exp(X), de las
cuales no todas pertenecen a P,. El conjunto de soluciones es contable si todos

los eigen-valores reales de P son positivos con sus bloques de Jordan
apareciendo una sola vez y cualquier eigen-valor complejo pertenece a solo un
bloque de Jordan. De otra manera, hay una cantidad incontable de soluciones.
Cuthbert (1973) mostré que en el caso contable sélo un subconjunto finito de las

soluciones esta en P, .
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Condiciones necesarias simples para que una matriz de transicion P pertenezca a

P, las dio Cuthbert. Una condicion simple, pero cruda, para que PeP,
pertenezca a P,, es que

inf P, 21.

i 2

Un criterio menos crudo consiste en lo siguiente:
(inf P, ) det(P)>e " [P: -

Los resultados de la existencia y unicidad para el estimador de maxima

verosimilitud se resumen en el siguiente teorema.

4.1 TEOREMA

Si P estimado por maxima verosimilitud pertenece a P,, entonces el estimador

de maxima verosimilitud de la matriz de intensidad A existe y es la solucion para

P =exp(AA). Si P ¢P,, entonces el estimador de méaxima verosimilitud A existe y
satisface que exp(Af\)e oP,, como se definid anteriormente, o la funcion de
verosimilitud no tiene maximo en /. Si la verdadera matriz de intensidades A,
satisface que exp(AAO)e intP,, y si el proceso de Markov es ergddico, entonces la

probabilidad de que el estimador de maxima verosimilitud exista tiende a uno

cuando n >,y exp(Af\)—> exp(AAO) casi seguramente. Aun mas, si A, satisface
que exp(AA,)eintP,,, entonces la probabilidad de que el estimador de maxima
verosimilitud es Gnico tiende a unoy A — A, casi seguramente cuando n— . La

condicion exp(AA, )eintP,, se satisface cuando A es suficientemente pequefio.

50



Capitulo 4 La Inclusion

Prueba. La situacion donde P eP, es trivial y fue discutida anteriormente. Ahora

se asume que P ¢ P, y se define el conjunto
Pc = {P e Pllog L(P)> —c},

donde L(P) es la funcion de verosimilitud para toda la clase de cadenas de

Markov dadas por Ln(P):HHPUK“(”) y c¢>0. Considerando el conjunto

i-1 j-1
compacto PCﬂFO para alguna c > 0suficientemente grande que PCﬂFO no sea
vacio. Aqui P, el conjunto P, =P, U {P e Pldet(P)=0}. La funcién continua L(P) tiene
un maximo P en P,(P,,y ya que L(P) se incrementa siempre que P se mueve
en la direccién de P, P esta en la frontera de P,(")P, . Entonces, P € &P, en cuyo

caso ahi existe una A tal que exp(Af\)z P (P, es cerrado con relacién a P,), o

det(P)=0, en cuyo caso la funcién de verosimilitud no tiene maximo en ¢.

Ahora se asume que exp(AA,)eintP,. Para procesos de Markov, se sabe que
P —>exp(AA,)eintP, casi seguramente cuando n—w. Luego entonces la

probabilidad de que PeintP, tiende a uno cuando n—o. La unicidad y

consistencia del estimador de maxima verosimilitud se muestra de la misma

manera. El hecho de que exp(Af\)eintPOO cuando A es suficientemente pequefio

se sigue de que inf P, 2;.

La situacion de que el det(ﬁ):o, donde el estimador de maxima verosimilitud no
existe, es mas probable cuando el determinante de exp(AA,) esta cerca de cero.

Cuando el proceso de Markov es ergddico, exp(AAo) converge cuando A > ala
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matriz singular, donde todas las filas son iguales al vector 7z dado por zA, =0 (la

distribucion estacionaria). Entonces la posibilidad de que estimador de maxima
verosimilitud no exista crece con A (por lo menos cuando A es suficientemente

grande).

Para una muestra finita solamente se puede decir de cierto acerca de la unicidad

que el estimador de maxima verosimilitud es Unico cuando P eP,, y que éste no
es Gnico cuando PeP,-P,. Si Pg¢P,, no se puede estar seguro de que el
estimador de méaxima verosimilitud sea Unico, ni siquiera cuando P e P,, por la

complicada estructura geométrica del conjunto P, .

Consideremos mas a detalle el caso de un proceso de Markov con dos estados.

Este caso es mas simple que cuando m>2 porque P, =P,, pero los problemas

estadisticos ocurren en la frontera cuando det(P)=0, asi que este problema es

instructivo.

Para una matriz de intensidades

%)
B -p
donde «,3>0, los eigen-valores son 0 y (a+ ). La matriz de transicion

correspondiente es

-Ala+p) _ g Ala+p)

= o +ﬂ ﬂ(l_efA(gprﬂ)) a +ﬂefA(a'+ﬂ)

que tiene eigen-valores 1y p =exp(—A(a + 3)). Es conveniente reparametrizar el

modelo:
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I ) R )}
a+pf a+pf

Ignoramos el caso trivial donde a=p=0. El conjunto de valores de los

parametros es

I1, :{(77117”21}05”11 <7ty Sl}'

Nétese que IT, es una parametrizacion de P,, mientras P=[01]". El determinante
de P*(A) esigual a 7,, — 7,, corresponde al problema de la frontera de P,, donde

det(P)=0. La funcién de verosimilitud es

L(ﬂ'll oy ) = ﬂ-l'in(n) (1 — 7, )Klz(n) 7[;12101) (1 — 1, )Kzz(n) ’

asi el estimador de maxima de verosimiltud de =z, es 7, =

Kau(n)

KZl(n)< Kll(n)
K, (n)  K.(n)

verosimilitud parcial LC(z,)=L(#,,7,), donde 0<z, <#,, sigue creciendo

, es decir si PeP,, entonces #, = . De otro modo, la

mientras 7, se acerca al punto frontera 7,,. Entonces en este caso la funcion de
verosimilitud no alcanza su maximo en I1,, y el estimador de maxima verosimilitud
no existe. La situacion es mas posible cuando los valores reales de =, y 7,, estan
cerca, lo cual pasa cuando A(a + ,8) es grande porque entonces ambas

probabilidades son cercanas a la probabilidad del estado 1 en la distribucidon

I

a+

estacionatria,
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Debido a que a+pf=-log(z,-7,)/A, la funcién de verosimilitud crece
(ligeramente) cuando « + f — . Si por alguna razoén se piensa que a+ £ no es

grande, se puede acercar al problema penalizando la verosimilitud con una

distribucion a priori, por ejemplo:

Pl f)ocate ™ pe

la cual es la distribucién a priori conjugada para el modelo continuo con funcién de

. m A RT () NT (7 . o .,
verosimilitud T [ Te™* 4" . Las exponenciales aseguran que la distribucion a
i1 ji

posteriori tienda a cero en la frontera cuando 7, =x, de tal modo que un

estimador que maximice la distribucibn a posteriori exista también cuando

<) Ky(n)
<. ()" K, ()

ser encontrado numéricamente.

, es decir, cuando P ¢ P,. Este estimador no es explicito, pero debe

Los valores propios de exp(AA) son e, i=1..,m, donde {y,} son los eigen-
valores de A. Entonces, cuando exp(AA) se acerca a la frontera critica, donde

det(exp(AA))— 0, uno o mas de los eigen-valores de A debe de tender a menos

infinito (A es fijo). Entonces la idea presentada en el ejemplo anterior de penalizar
la funcion de verosimilitud discreta, que esta acotada, por la distribucion a priori
conjugada por la funcién de verosimilitud continua, en general asegurard que no
hay problemas con la existencia de un estimador que maximice la distribucion a

posteriori.
4.2 EJEMPLO 1

Para hacer lo anterior mas claro tomemos un caso especifico. Consideremos la

cadena de Markov Y, =(-1)", n=12,..,N. Después de la estimacion por el
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método MCMC aplicada a esta cadena discreta se espera un estimador dado

aproximadamente por

Ambos estados de la cadena tienen el mismo numero de observaciones en la
serie de datos discretos y estan separados a la misma distancia por lo tanto no
hay ninguna distincidén entre ellos. Esta es la razdn intuitiva para esperar este tipo
de resultado. Ahora tomaremos distintas distribuciones a priori para comprobar si
esta cadena es incluible o no. Pues si distintas distribuciones a priori llevan
aproximadamente al mismo resultado entonces podriamos determinar que esta

cadena es incluible. Se tomaron como a priori matrices de la siguiente forma:

Se usaron tres distribuciones a priori, en donde ¢; y S, se simularon de manera
aleatoria con una distribucidon exponencial (ai,,[i'i~exp(¢9i) ) con tres diferentes
valores para los parametros, 0.1, 1 y 10. Ademas se tom6 una cadena con 1000
elementos, es decir, la cadena de Markov Y, =(-1)", n=12,..,1000. Entonces se

obtuvieron las siguientes matrices a priori para cada uno de los casos:

b _10 MG ~0.0784 0.0784
e °© 1 00272 -0.0272

0.6440 -0.6440

. (-15963 15963
0, =1, M =

—4.9949  4.9949 j

0,=0.1, M =
14.6470 —14.6470
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Se aplicé el método MCMC con cada una de estas matrices a priori con sus
respectivos parametros iniciales. Se hicieron 2000 iteraciones para cada caso y
las primeras 500 iteraciones fueron el “calentamiento”. Se obtuvieron las
estimaciones tomando el promedio de las ultimas 1500 iteraciones para cada uno
de los elementos de la matriz. Estos fueron los resultados para cada uno de los

Ccasos:

. ~2.3589 2.3589
1| 23486 —2.3486

A — 42982 4.2982
2| 42919 -4.2919

A —7.3486 7.3486
* | 73218 -7.3218)

Efectivamente en cada caso la estimacion es de una matriz donde el valor
absoluto de sus elementos son practicamente idénticos, en términos de
estimacion. El problema resultante de esto es que ninguna de las tres
estimaciones es parecida a la otra. Esto contradice la teoria de la metodologia
MCMC, es decir, el hecho de que la estimacién no depende de la distribucion a
priori que se escoja, ya que después del “calentamiento” se “olvida” de la a priori y
alcanza la distribucion estacionaria de la cadena del Markov del método. Una
matriz inicial de elementos pequefios da como resultado una matriz con
intensidades pequefas y a medida que los elementos de la matriz a priori crezcan
la estimacion de las intensidades resultante también crecera. Si tomamos en

cuenta la matriz y su exponencial
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eXMAA%:].(a@+e4M) —a@Q%-4U_

20\ —ale? -1) aft+e?)

Entonces al hacer tender A a infinito, se obtiene la distribucién estacionaria de

este proceso:

pmlewlen- 2 2|
2 /2

Entonces se tiene que la distribucidon estacionaria es 7 = (%%) Esto ejemplifica

lo que se mostré anteriormente, cuando se da el caso que z,, =7,,. Se penaliza la

funcién de verosimilitud discreta como se indica, que es precisamente la
distribucion utilizada por el método de estimacion usado. Efectivamente se
encuentra una solucion numérica para el problema, pero no es una solucién
consistente. Cualquier matriz de intensidades con esta forma tiene la misma
distribucion estacionaria, lo cual es la principal razon para que el estimador no sea
anico, y para el caso de este método de estimacion depende totalmente de la

matriz de intensidades a priori que se tome.
Se tiene interés en estudiar el “calentamiento” para saber que tan rapido se

aproximan los estimadores para cada una de las matrices. Aqui se presentan las

graficas de las primeras 100 iteraciones:
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alfa2
beta2

alfal

3.0000 betal 4.,0000 <

2.5000

3.0000+

2.0000

15000+

20000+

1.0000—

0.5000 |
1.0000

ooooo—q

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Sequence number

alfa3

16.0000 beta3

14.0000 <

12,0000+

10.0000

5.0000

6.0000

40000+

TT T T T T I T T T T T T T T T T T T T I T ITT
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Sequence number

La tendencia en los tres casos es que los estimadores se aproximen el uno al otro
después de un numero pequefio de iteraciones, lo cual nos indica que las
observaciones discretas de la cadena marcan el equilibrio entre los dos estados,
pues los resultados no hacen distinciones entre uno y otro. Los estimadores
tienen una fuerte correlacion pues cuando uno crece el otro también y viceversa.

Aparentemente de las graficas se podria creer que los estimadores estan
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convergiendo y tienden a estacionarse, pero 100 observaciones de 2000 no son
suficientes para determinar que el método converja a una distribucién estacionaria
gue es lo que se busca. En el caso de que se convergiera a esta distribucion el
promedio ergédico de las dUltimas 1500 iteraciones proporcionaria un buen
estimador en cada caso aislado, pero es obvio que aunque el estimador en cada
caso fuese confiable, ninguno de las tres estimaciones se aproximan entre si y por

lo tanto no se llegaria a un resultado enteramente confiable.

Para comprobar lo anterior se obtuvieron las graficas de las ultimas 1000
iteraciones del método, y de este modo determinar si el promedio ergddico daria

una buena estimacion en cada caso:

alfa2

alfar 5.5000 ol

betal

3.0000

5.0000 +
2.8000 -

2 6000 I 4.5000 +

| I | i 4.0000

24000

| L
22000 ‘ ’ | 3.5000

2 0000 3.0000

1.8000 2.5000 +

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
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alfa3

12.0000 petad

10.0000 <

£.0000

£.0000 <

4.0000 —

Para el caso 6, =10 las iteraciones tienen una cierta estabilidad entre 2 y 2.8, se

podria creer que efectivamente se vuelve estacionaria pero el rango en el que se
mueven los datos es relativamente grande y no se puede saber con certeza la
exactitud con la que se estimaria si se tomara el promedio ergodico. Cuando

0, =1, el rango va desde 3 hasta 5.5, la fluctuacion es mas diversa y no sigue una

tendencia especifica, es decir no es creciente ni decreciente; los datos varian de
una manera irregular, por lo tanto el promedio ergddico no seria un buen
estimador para el parametro en el caso de que la cadena en estudio fuera

incluible. Ahora cuando se toma ¢, =0.1 las iteraciones siguen una tendencia

creciente y se mueven en un intervalo entre 5y 12, lo cual no es bueno tampoco
para la estimacion, pues en este caso tampoco seria factible usar el promedio

como un estimador confiable.

Finalmente podemos concluir que la cadena de Markov Y, =(-~1)" no es incluible,

pues la informacién proporcionada no hace ninguna distincion entre los dos
valores que puede tomar. Con probabilidad 1 se sale de un estado para entrar al
otro, y ya que la discretizacion es practicamente la misma para ambos casos, las
intensidades para los tiempos de estancia que pudiese estimar el método MCMC

seran iguales, si no iguales por lo menos muy cercanas.

60



Capitulo 4 La Inclusion

4.3 EJEMPLO 2

Retomando el ejemplo del capitulo anterior (Estimacion), un proceso de Markov

con la matriz de intensidades:

-1 025 0.25 0.25 0.25]
025 -1 025 0.25 0.25
A=|025 025 -1 025 0.25],
025 025 025 -1 0.25
1025 025 025 025 -1

con probabilidades de transicion,

iaj[1 [2 [3 [4 |5
0.00]0.25[0.25[0.25[0.25
0.25]0.00[0.25[0.25[0.25
0.25]0.25/0.00(0.25[0.25
0.25]0.25/0.25[0.00(0.25
0.25]0.25/0.25|0.25 0.00

gl Al W N| P

En los ejemplos anteriores se discretizd el proceso desde el tiempo O hasta el
1000, a distancias 0.5 y 1. En este se hizo a 2 unidades de tiempo, es decir 500
parejas de informacion tiempo-estado. Por lo tanto se tiene una discretizaciéon con
menos informacién; adelante se muestra s6lo una pequefia parte de la

discretizacion:

Tiempo|Estado|Tiempo|Estado[Tiempo|Estado|Tiempo|Estado|Tiempo|Estado
0 5 10 1 20 1 30 2 40 5
2 4 12 1 22 5 32 3 42 3
4 3 14 5 24 3 34 5 44 5
6 5 16 3 26 2 36 5 46 2
8 1 18 5 28 3 38 5 48 4
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Con esta base de informacion se utilizé el método MCMC para estimar la matriz de
intensidades como en los casos anteriores. Se utilizd la misma matriz de

intensidades a priori para la simulacion:

[-1.7936 0.3597 0.7001 0.4152 0.3187
0.3824 -2.7345 0.1056 1.0730 1.1735

M,=| 1.1948 0.1508 -2.7606 1.2388 0.1761
0.6131 0.1582 0.4386 —1.7755 0.5655

| 1.8913 05216  0.2009  0.6272 -3.2411

Se realizaron 6000 iteraciones utilizando el método como se explicé en el capitulo
anterior. El “calentamiento” fue de 500 iteraciones. Es el mismo procedimiento
utilizado en los ejemplos anteriores, y se obtuvo la estimacion para la matriz de

intensidades:

-3.7288 0.6978 0.9590 1.1789  0.8931 |
0.9834 -3.7697 1.1733 0.8653  0.7476
0.6885 1.3200 —-4.0409 0.8572  1.1752
0.8869 0.9224  1.0960 —4.0940 1.1887

| 1.2018 1.1180 1.5032  0.9807 —4.8037 |

)
I

De esta estimacién se obtienen las probabilidades de transicion estimadas:

0.0000 | 0.1871 | 0.2572 | 0.3162 | 0.2395
0.2609 | 0.0000 | 0.3113 | 0.2295 | 0.1983
0.1704 | 0.3267 | 0.0000 | 0.2121 | 0.2908
0.2166 | 0.2253 | 0.2677 | 0.0000 | 0.2903
0.2502 | 0.2327 | 0.3129 | 0.2042 | 0.0000

A WIN|F|D
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La estimacién es mala pues no se acerca a la matriz de intensidades, ni siquiera
es parecida, pero las probabilidades de transicién son parecidas. Esto hace creer
que las observaciones discretas del proceso no determinan una solucién Unica. La
distancia entre los datos no aporta suficiente informacion y por esto la solucion no
es Unica. Es decir, puede existir mas de una matriz de intensidades que tenga la

misma distribucién estacionaria.

Como en los casos anteriores se estudiaran los resultados con respecto a la
primera fila de la matriz de intensidades estimada. En el “calentamiento” no se
observa que la cadena tenga tendencia a estacionarse, entonces no habria

estimacion o no tendria caso.

0.0000— 4.0000 =

-2.0000 |
N 3.0000

-4.0000

2.0000 —

LAMBDA11
LAMEDA12

-5.0000—

1.0000 -
-8.0000—

-10.0000— 0.0000
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Se observa en las graficas de la secuencia que siguieron los elementos de la
matriz de intensidades que en el “calentamiento” no se converge, es mas, en toda
la cadena la secuencia no sigue una tendencia y en ningin momento se llega a la
64

distribucion estacionaria que es lo que busca el método MCMC.
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LAMBDA15
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También la autocorrelacion de los datos es extremadamente alta; esto quiere decir
que las iteraciones dependen completamente de las anteriores y por lo tanto la
estimacion no es correcta. Por lo tanto no tendria caso obtener intervalos de

credibilidad para la matriz de intensidades.

La distribucidbn estacionaria del proceso de Markov en estudio es

zz(o.z, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). Los resultados anteriores vienen de la proximidad a

la distribucién estacionaria:

[0.2657 0.1836 0.1836 0.1836 0.1836]
0.1836 0.2657 0.1836 0.1836 0.1836
exp(2A)=|0.1836 0.1836 0.2657 0.1836 0.1836 |.
0.1836 0.1836 0.1836 0.2657 0.1836
10.1836 0.1836 0.1836 0.1836 0.2657

Esta es la matriz estocastica del proceso al tiempo 2. No se alcanza todavia la
distribucion estacionaria pero se aproxima mucho a ella. Una discretizacion a esta
distancia es representativa de la distribucion mencionada, entonces no es la

representacion de un proceso unico sino de un numero de procesos de Markov
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cuya matriz de intensidades tiene esta distribucion. Esto demuestra que no
cualquier discretizacién del proceso es buena para la estimacion, pues si la
distancia no es suficientemente pequefa se pierde informacion necesaria. En este
ejemplo se entiende como los datos discretos a una distancia pequefia puede
lograr una muy buena estimacion de la matriz de intensidades para el proceso de
Markov. A una distancia de A=0.5, se obtiene una excelente estimacién mientras
que con A=2 la estimacibn ni siquiera existe, pues no cuenta con los
requerimientos necesarios para tomarla como tal, no es estacionaria y es

completamente dependiente de las iteraciones anteriores.
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CAPITULO 5

RIESGO DE CREDITO

5.1 Calificaciones de Moody’s

Una calificacion es una evaluacion de la capacidad y compromiso juridico de un
emisor para efectuar los pagos de intereses y amortizacion del principal en el
plazo previsto en las condiciones de emision de un titulo de renta fijo especifico.

La calificaciéon mide la probabilidad de que un emisor incurra en incumplimiento
(“default”) con respecto al valor o titulo durante la duracion del mismo, la cual,
dependiendo del instrumento, podra ser de unos cuantos dias o hasta 30 afios o
mas. Asimismo, las calificaciones de largo plazo incorporan una evaluacion de
cual seria la pérdida monetaria esperada en caso de producirse un

incumplimiento.

5.2 CALIFICACIONES DE LARGO PLAZO

Los simbolos de calificacibn Aaa a C de Moody’'s se utilizan para calificar la
solvencia crediticia de titulos con plazo de un afio o mas, es decir, de “largo
plazo”. En la parte mas alta de la escala, la “triple A” (Aaa) de Moody'’s representa
una calidad crediticia de “primera categoria”, lo que significa que el valor es muy
superior a las demas categorias en cuanto a los margenes de proteccion contra el
incumplimiento bajo las condiciones econdmicas mas severas. La calificacion mas
baja, C, indica el mas alto nivel de riesgo de crédito, y significa que un titulo tiene
muy pocas posibilidades de representar cualquier valor de inversion real. Ubicados
en el sector medio de la escala, los titulos con calificacion de Baa y superior
generalmente se consideran como aptos para la inversion; los de calificacién Ba e

inferior se consideran especulativos. Los modificadores numéricos (1, 2 y 3) que

68



Capitulo 5 Riesgo de Crédito

se agregan a las categorias de calificacion de Aa a Caa indican graduaciones mas

precisas de riesgo, como se muestra mas adelante.

5.3 CALIFICACIONES DE DEUDA A LARGO PLAZO

Aaa. Los titulos calificados Aaa se consideran como los de mejor calidad.
Conllevan el menor grado de riesgo de inversion y por lo general se conocen como
de “primera categoria”’. Los pagos de intereses estan protegidos por un margen
muy grande o excepcionalmente estable y el cobro del principal es seguro.
Aunque es probable que cambien los diversos elementos de proteccidén, se
considera que los cambios que pueden preverse tienen poca probabilidad de

afectar la solidez fundamental de estas emisiones.

Aa. Los titulos calificados Aa se consideran de alta calidad segun todas las
normas. Junto con el grupo de bonos calificados Aaa, comprenden lo que se
conoce como titulos de alta calidad. Tienen menor calificacién que los titulos Aaa
por ser sus margenes de proteccibn menos amplios, por tener mayor fluctuaciéon
de los elementos de proteccion, o porque existen otros elementos que pueden
hacer que el riesgo a largo plazo parezca algo mayor que el de los titulos

calificados Aaa.

A. Los titulos calificados A poseen muchos atributos de inversion favorables y
deben ser considerados como obligaciones de grado medio superior. Los factores
qgue dan proteccion al principal y los intereses se consideran adecuados, pero
pueden existir elementos que sugieren una susceptibilidad al deterioro en algun

momento futuro.

Baa. Los titulos calificados Baa se consideran obligaciones de grado medio (es
decir, no tienen ni mucha ni poca proteccion). Los pagos de intereses y la
proteccion del principal parecen ser apropiados por el momento, pero ciertos

elementos protectores pueden faltar o ser menos fiables a largo plazo. Estos
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bonos no tienen caracteristicas de inversion sobresalientes y, de hecho, también

tienen caracteristicas especulativas.

Ba. Los titulos calificados Ba se consideran como titulos con elementos
especulativos; su futuro no es muy seguro. Muchas veces la proteccién de los
pagos de intereses y principal puede ser muy moderada y por lo tanto pueden no
estar bien protegidos. Su situacioén de incertidumbre es una caracteristica de los
bonos de esta clase.

B. Los titulos calificados B por lo general no poseen cualidades deseables como
instrumentos de inversion. La seguridad en el cumplimiento de los pagos de
intereses o principal, u otros compromisos contractuales, puede ser limitada a

largo plazo.

Caa. Los titulos calificados Caa son de baja calidad. Estas emisiones pueden
haber incumplido los pagos o pueden contener elementos de riesgo con respecto
al cobro del principal e intereses.

Ca. Los titulos calificados Ca representan obligaciones con alto grado de
especulacién. Estas emisiones a menudo han incumplido pagos o tienen

marcadas deficiencias.

C. Los titulos calificados C pertenecen a la categoria mas baja y la posibilidad de
gue estas emisiones alcancen alguna vez valor de inversibn es remota. Las
calificaciones de titulos de Moody’s, cuando se especifica, se aplican a
obligaciones bancarias con derecho de prioridad (u obligaciones bancarias
“senior”) y obligaciones hacia tenedores de polizas con derecho de prioridad y
reclamaciones de compafias de seguros con un vencimiento original de mas de
un afo. Las obligaciones que dependen de mecanismos de apoyo, tales como
cartas de crédito y bonos o fianzas de indemnizacion, se excluyen a menos que se

califiquen explicitamente. Las obligaciones de una sucursal de un banco se
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consideran como domiciliadas en el pais en donde se encuentra ubicada la
sucursal. Salvo excepcion en contrario, la calificacion de Moody’s sobre la
capacidad de un banco de reintegrar las obligaciones con derecho de prioridad se
extiende solo a sucursales ubicadas en paises que tienen una Calificacién
Soberana para Depdésitos Bancarios de Moody’s. A las obligaciones de sucursales
se les da la calificacion que sea mas baja entre la calificaciéon del banco, o la
Calificacién Soberana para Depdsitos Bancarios de Moody’s para el pais en donde
se encuentra ubicada la sucursal. Cuando la obligacién estd denominada en una
moneda distinta a la moneda del pais en donde se encuentra domiciliada la
obligacion, las calificaciones de Moody’s no incorporan una opinién en cuanto a si
el pago de la obligacion se vera afectado por las acciones del gobierno que
controla la moneda de denominacién. Asimismo, las calificaciones de Moody’s
tampoco incorporan el riesgo relacionado con conflictos bilaterales entre el pais de
domicilio de un inversor por una parte y el pais de domicilio del emisor o el pais en
donde se encuentra ubicada una sucursal del emisor por otra parte. Moody’s no
realiza ninguna afirmacion acerca del hecho de que las obligaciones bancarias u
obligaciones de compafias de seguros calificadas estén exentas de la inscripcién
correspondiente conforme a la Ley de Titulos de los Estados Unidos (U.S.
Securities Act) de 1933 o que han sido emitidas de conformidad con cualquier otra
ley o reglamento aplicable. Las calificaciones de Moody’'s tampoco implican
representaciones sobre la posibilidad de ejecutar legalmente la obligacién
especifica de un banco o una compaiiia de seguros, o sobre el hecho de que la
emision constituye una obligacion con derecho de prioridad valido del emisor

calificado.

5.4 ESTIMACION DE LAS INTENSIDADES PARA LAS CALIFICACIONES
MOODY’S

Después de haber estudiado el método MCMC para estimar la matriz de

intensidades para un proceso de Markov homogéneo, se obtiene un modelo para

el riesgo de crédito de las empresas. Moodys maneja una escala de calificaciones
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de riesgo de crédito sobre la capacidad que tienen las empresas para afrontar sus
responsabilidades en el ambito financiero. Se tomaran estas calificaciones como
los estados del proceso y la unidad de tiempo sera un afio. Las calificaciones se
simplificaran, es decir, solo se tomaran en cuenta las calificaciones estrictas sin
sus subcategorias, asi mismo, las calificaciones Caa, Ca, C se agruparan en una
sola (C). Entonces tenemos un proceso de Markov X en un espacio de

calificaciones E, donde
E ={Aaa, Aa, A Baa,Ba,B,C,D},
sin pérdida de generalidad se define el espacio de estados
E'={1,2,34,56,78},

donde existe la correspondencia Unica entre estados y calificaciones definida de la

siguiente manera:

Calificacion| Aaa Aa A Baa Ba B C D
Estado 1 2 3 8

El proceso se supondra homogéneo con respecto al tiempo, y el estado D (default)
como un estado absorbente, después de saltar a este estado, con probabilidad 1
se mantendra ahi el proceso por todo el tiempo restante. Se busca estimar la
matriz de intensidades para el proceso X , de tal modo que se pueda obtener una

probabilidad de default para las empresas.

Se utilizard una poblaciéon de 1250 empresas. Por confidencialidad, todos los
datos que se emplearan para este ejemplo seran simulados, aunque basados en
datos reales. Lo primero que se obtendra son los estados iniciales para las
empresas y después de esto se simulard la historia de las calificaciones de las
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empresas durante cinco afos. Para lo anterior tomaremos una distribucion de las

calificaciones iniciales de la siguiente manera:

Calificacion

Aaa

Aa

Baa

Ba

Proporcion

0.0360]0.0999

0.3389

0.2566

0.0999/0.1535

0.0152

Para la historia de calificaciones de las empresas, se usara la siguiente matriz de

intensidades obtenida de datos reales:

0

o O O O

0

o O o o

—-0.0592 0.0592
0.0036 —-0.0849 0.0812
0.0233 -0.0788 0.0514

0

0
0
0.0041

0
0
0

0.0463 -0.0928 0.0445
—-0.1809 0.0563

0.0018
0.0032
0
0

0.1182
0.0053
0
0

0.0840
0.0097
0

0

0

0
0.0010

—-0.2193 0.0559 0.0710
—-0.4651 0.3798

0.0756
0

0
0
0
0
0

0

0

0

0
0.0009
0.0046 |

0

Se observa que en la ultima fila de la matriz, correspondiente a la calificacion

default, las entradas son cero; esto es debido a que dicho estado es absorbente,

una vez que se entra en dicho estado no se puede salir de él. Para cada una de

las empresas se tomo la calificacion o el estado inicial al tiempo O; partiendo de

esta calificacion se simulé un proceso de Markov con la matriz de intensidades A

durante cinco afios, es decir, hasta el tiempo 5. Se obtuvieron los siguientes

estados iniciales para las 1250 empresas:

Calificacion

Aaa

Aa

A

Baa

Ba

B

C

Cantidad

43

122

451

313

121

174

26

No se tienen calificaciones D, pues esto implicaria que una empresa en default se

tomara en cuenta para el estudio, pero esto no tiene sentido pues ya no tiene

participacion en el medio.
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Los tiempos de estancia en cada calificacion se simularon con una distribucion

. . 1 . .
exponencial con parametro ———, donde 4; es la entrada (i,j) de la matriz de

intensidades A . Entonces se tienen los pardmetros:

Estado 1 2 3 4 5 6
Calificacion| Aaa Aa A Baa Ba B
Parametro| 16.886 | 11.783 | 12.692 | 10.778 | 5.5282 | 4.5604 2.15

0O~

Asi mismo se tienen las probabilidades de saltar del estado i al j, en el momento

en que dicho salto exista:

Probabilidades

deiaj 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 1.0000 0 0 0 0 0 0
2 0.0429 0 0.9571 0 0 0 0 0
3 0 0.2964 0 0.6520(0.0517 0 0 0
4 0 0 0.4993 0 0.4802/0.0111 0 0.0095
5 0 0 0.0099|0.6534 0 0.3112 0 0.0255
6 0 0 0.0144/0.0243|0.3829 0 0.2548|0.3237
7 0 0 0 0 0.0209/0.1625 0 0.8166
8 0 0 0 0 0 0 0 1.0000

Con lo anterior se tiene toda la informacién necesaria para simular cinco afios de
calificaciones para cada una de las 1250 empresas. En cada caso se simula el
tiempo de estancia en el estado inicial con una distribucion exponencial con el
parametro correspondiente. El siguiente estado es determinado por la distribucion
dada por la tabla de probabilidades que se muestra. Con respecto a dichas
distribuciones, se observa que hay saltos que no sucederan en la simulacion pues

tienen probabilidad O.

Después de haber simulado el proceso continuo para cada una de las empresas,
se discretizd6 el proceso a tres distancias: 3 meses, 6 meses y 1 afo. Para
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ejemplificar lo anterior se muestran las discretizaciones de las primeras 20

empresas para las tres distancias:

3 MESES

9 110(11]12|13|14|15]16|17]18]|19|20

8

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6

3
3
3
3

Empresal 1

Mes 0

Mes 3

Mes 6

Mes 9

Mes 12 | 3

Mes 15 | 3

Mes 18 | 3

Mes 21 | 3

Mes 24 | 3

Mes 27 | 3

Mes 30 | 3

Mes 33 | 3

Mes 36 | 3

Mes 39 | 3

Mes 42 | 3

Mes 45 | 3

Mes 48 | 3

Mes 51 | 3

Mes 54 | 3

Mes 57 | 3

Mes 60 | 5

6 MESES

9110(11]12|13|14|15|16|17]18|19|20

8

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6

3
3

Empresal 1

Mes 0

Mes 6

Mes 12 | 3

Mes 18 | 3

Mes 24 | 3

Mes 30 | 3

Mes 36 | 3

Mes 42 | 3

Mes 48 | 3

Mes 54 | 3

Mes 60 | 5
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1 ANO

Empresa

Ano 0

Ano 1

Afo 2

Ano 3

Ano 4

Ol W|W|W[(W|Ww(F
o oo |00 |O (N
Al || [d|OTIW
AW (d
Al ||| O
o000 oo o
Al OO 01|01 (N
00 (00 |00 |0 [N | [0
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WWwWwWiw(w|w
RS (VR

Ao 5

Una vez que se cuenta con la informacién discreta se aplic6 el método MCMC
para estimar la matriz de intensidades en cada una de las distintas distancias. Las
empresas son independientes entre si, entonces sin pérdida de generalidad se
simulara por MCMC para cada una por separado en cada iteracion. Al final de
cada iteracion se contaran todos los saltos del total de las empresas y de igual
manera se hara con el tiempo total de estancia en cada estado (calificacion).

Se toma una matriz de intensidades a priori de manera aleatoria donde las
entradas tienen una distribucion exponencial con parametro 1. Todas las entradas
se toman de este modo excepto la diagonal pues estos elementos estan
determinados por la suma de las otras entradas en la fila. A partir de esta matriz a
priori se simula el proceso para cada una de las empresas y se obtienen los
totales de saltos y tiempos de estancia en la primera iteracion. Las entradas de la

siguiente matriz de intensidades se simulan como una distribucion gamma. Sea

R™ ieE, he{l2,..1250}, el tiempo de estancia en el estado i en el proceso de

la empresa h y N\" i jeE, i#j, he{l2..1250}, el nimero de saltos del
estado i al estado j en la empresa h. El tiempo de estancia total y el nUmero

total de saltos esta dado por

1250 1250

R =>R" N, = > N
h=1

76



Capitulo 5 Riesgo de Crédito

Los parametros de la distribucion gamma para simular la siguiente matriz de

intensidades estan dados de la siguiente manera:

/111-~1“[1+1,Nij+1J iLjeE i#]j.

Una vez que se simulan las entradas de la nueva matriz de intensidades se vuelve
a simular el proceso de saltos que pase especificamente por todos los puntos
determinados por la informacion discreta. Nuevamente se obtienen el total de
saltos y tiempos de estancia por empresa, se suman respectivamente y se vuelven
a simular las entradas de una nueva matriz de intensidades con la que se repetira

el proceso en la siguiente iteracion.

Para la estimacion de la matriz de intensidades de las calificaciones de riesgo de
credito se realizaron 5000 iteraciones para cada una de las tres series de datos

discretos. Se utilizd la misma distribucién para los tres casos:

—7.4254 0.3514 3.2653 0.0188 1.2628 0.9600 1.0890 0.4781
0.6898 —-3.0820 0.0728 0.5392 0.5108 0.6947  0.2240 0.3007
0.7149  1.0140 -8.9623 0.2799 29049 0.4325 3.5525 0.0636
0.5415 0.1384 1.7357 —8.8401 0.7244 24234  2.4038 0.8728

° 22186  0.6919 0.4381 24511 -7.0383 0.0635 0.4257 0.7493

1.8123  0.0405 0.7379  3.1404 0.8433 —-8.5867 0.8357 1.1765

0.7814 0.0414 0.6885 1.0704 1.4416 0.3603 —4.4448 0.0613

0 0 0 0 0 0 0 0

De esta matriz de intensidades obtenemos las probabilidades de transicion con el
gue se simularan los saltos de estados en el momento en que estos ocurran para
la primera iteracion. Se observa que el renglén correspondiente al estado 8, es
decir, calificacion default no se simula pues es un estado que, con anterioridad se

sabe, es absorbente y por lo tanto no tiene caso hacer estimacion sobre éste.
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Probabilidades
deiaj

1

0.0473

0.4397

0.0025

0.1701

0.1293

0.1467

0.0644

0.2275

0.0240

0.1779

0.1685

0.2291

0.0739

0.0992

0.0798

0.1131

0.0312

0.3241

0.0483

0.3964

0.0071

0.0613

0.0157

0.1964

0.0819

0.2741

0.2719

0.0987

0.3152

0.0983

0.0622

0.3483

0.0090

0.0605

0.1065

0.2111

0.0047

0.0859

0.3657

0.0982

0.0973

0.1370

0.1758

0.0093

0.1549

0.2408

0.3243

0.0811

0.0138

0N OB |N

1.0000

Por el método MCMC se simularon 5000 iteraciones y se tomaron las primeras
500 como “calentamiento”. La estimacion de la matriz de intensidades esta dada

por

donde M, es la matriz de intensidades obtenida en la k-ésima iteracion del

proceso. De este modo se obtienen las estimaciones para las matrices de

intensidades de las tres series de datos discretos:

3 MESES Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa -0.0985 | 0.0610 0.0102 0.0055 0.0055 0.0054 0.0056 0.0054
Aa 0.0031 | -0.0759 | 0.0637 0.0016 0.0030 0.0015 0.0015 0.0015
A 0.0005 0.0193 | -0.0801 | 0.0535 0.0053 0.0005 0.0005 0.0005
Baa 0.0006 0.0011 0.0463 | -0.0953 | 0.0443 0.0018 0.0006 0.0006
Ba 0.0015 0.0016 0.0038 0.1195 | -0.2084 | 0.0714 0.0030 0.0076
B 0.0016 0.0016 0.0092 0.0047 0.0611 | -0.2270 | 0.0709 0.0779
C 0.0099 0.0099 0.0112 0.0117 0.0209 0.1169 | -0.6205 | 0.4401

D 0 0 0 0 0 0 0 0
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6 MESES Aaa Aa A Baa Ba B C D

Aaa -0.0974 | 0.0650 0.0054 0.0053 0.0054 0.0054 | 0.0055 | 0.0054

Aa 0.0031 | -0.0797 | 0.0690 0.0015 0.0015 0.0015 0.0015 0.0015

A 0.0005 0.0205 | -0.0815 | 0.0546 0.0045 0.0005 0.0005 0.0005

Baa 0.0006 | 0.0006 | 0.0464 | -0.0970 | 0.0461 0.0021 | 0.0006 | 0.0006

Ba 0.0016 0.0016 0.0040 0.1206 | -0.2075 | 0.0695 0.0017 | 0.0085

B 0.0016 0.0016 0.0093 0.0039 0.0609 -0.2251 0.0667 0.0812
C 0.0096 0.0096 0.0103 0.0098 0.0193 0.1049 -0.5707 0.4071
D 0 0 0 0 0 0 0 0

1 ANO Aaa Aa A Baa Ba B C D

Aaa -0.0986 | 0.0612 | 0.0095 | 0.0056 | 0.0056 0.0056 | 0.0055 | 0.0055

Aa 0.0032 | -0.0782 | 0.0639 0.0034 | 0.0030 0.0016 0.0015 | 0.0015

A 0.0005 0.0199 | -0.0799 | 0.0530 0.0049 0.0005 0.0005 0.0005

Baa 0.0006 0.0010 0.0458 | -0.0954 | 0.0443 0.0024 0.0007 0.0006

Ba 0.0016 | 0.0017 | 0.0033 | 0.1212 | -0.2089 | 0.0722 | 0.0029 | 0.0061

0.0016 | 0.0016 | 0.0091 | 0.0036 | 0.0628 | -0.2276 | 0.0658 | 0.0831

0.0093 0.0095 0.0118 0.0109 0.0212 0.1011 | -0.5590 | 0.3951

O 0|w

Se obtienen las probabilidades de transicion al momento de existir un salto en el

proceso:
3 MESES Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa 0 0.6673 0.0556 0.0544 0.0556 0.0559 0.0561 0.0552
Aa 0.0395 0 0.8661 0.0188 0.0187 0.0192 0.0191 0.0186
A 0.0059 0.2518 0 0.6697 0.0552 0.0058 0.0058 0.0058
Baa 0.0063 0.0062 0.4783 0 0.4751 0.0213 0.0065 0.0063
Ba 0.0075 0.0076 0.0194 0.5811 0 0.3350 0.0084 0.0409
B 0.0070 0.0070 0.0415 0.0171 0.2705 0 0.2963 0.3606
C 0.0168 0.0169 0.0181 0.0171 0.0338 0.1839 0 0.7134
D 0 0 0 0 0 0 0 1
6 MESES Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa 0 0.6187 0.1037 0.0556 0.0558 0.0551 0.0563 0.0548
Aa 0.0406 0 0.8392 0.0213 0.0393 0.0199 0.0200 0.0198
A 0.0061 0.2415 0 0.6682 0.0664 0.0061 0.0058 0.0059
Baa 0.0064 0.0113 0.4854 0 0.4650 0.0189 0.0065 0.0064
Ba 0.0074 0.0077 0.0181 0.5733 0 0.3427 0.0142 0.0366
B 0.0071 0.0071 0.0406 0.0205 0.2691 0 0.3124 0.3432
C 0.0159 0.0159 0.0180 0.0189 0.0336 0.1884 0 0.7093
D 0 0 0 0 0 0 0 1
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1 ANO Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa 0 0.6211 | 0.0968 | 0.0568 | 0.0570 | 0.0572 | 0.0554 | 0.0557
Aa 0.0405 0 0.8175 | 0.0441 | 0.0390 | 0.0199 | 0.0197 | 0.0192
A 0.0063 | 0.2496 0 0.6639 | 0.0618 | 0.0062 | 0.0061 | 0.0061
Baa 0.0066 | 0.0107 | 0.4806 0 0.4639 | 0.0248 | 0.0068 | 0.0065
Ba 0.0076 | 0.0080 | 0.0157 | 0.5801 0 0.3454 | 0.0141 | 0.0291
B 0.0071 | 0.0071 | 0.0400 | 0.0156 | 0.2758 0 0.2893 | 0.3651
C 0.0167 | 0.0169 | 0.0211 | 0.0195 | 0.0380 | 0.1809 0 0.7069

D 0 0 0 0 0 0 0 1

El resultado es que las matrices obtenidas por el método MCMC para las tres
distancias (3 meses, 6 meses y 1 afio) son bastante similares entre si. Se observa
que los parametros que en la matriz de intensidades original son cero, en el caso
de la estimacion no lo son, aunque aparentemente son suficientemente pequefios.
Esto es un indicio de que dichos pardmetros deberian de ser cero, aunque debido
a la técnica de estimacion en el proceso esto no es posible, ya que los datos estan
dados por una simulacién de una variable aleatoria y esta accién ya lleva consigo
una penalizacion, pues la simulacion por construccion no arroja valores iguales a
cero. Pese a que los parametros dados para la simulacidon de las variables fueran
muy cercanos a cero, la simulacion no arrojaria dicho valor puesto que la

simulacion de una variable aleatoria (Gamma, en este caso) nunca es cero.

Los parametros que originalmente son iguales a cero, influyen de manera directa
en el caso de la estimacién de las tasas totales (diagonal) ademas de afectar las
probabilidades de transicion. Por ejemplo, en el caso de la matriz de intensidades

original implicaba las siguientes probabilidades de saltos:
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Probabilidades
deiaj Aaa | Aa A Baa Ba B c D
Aaa 0 1.0000 0 0 0 0 0 0
Aa 0.0429 0 0.9571 0 0 0 0 0
A 0 0.2964 0 0.6520 | 0.0517 0 0 0
Baa 0 0 0.4993 0 0.4802 | 0.0111 0 0.0095
Ba 0 0 0.0099 | 0.6534 0 0.3112 0 0.0255
B 0 0 0.0144 | 0.0243 | 0.3829 0 0.2548 | 0.3237
C 0 0 0 0 0.0209 | 0.1625 0 0.8166
D 0 0 0 0 0 0 0 1.0000

Mientras que la estimacion en el caso de la distancia a 3 meses, implica las

probabilidades de la siguiente manera:

3 MESES Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa 0 0.6673 0.0556 0.0544 0.0556 0.0559 0.0561 0.0552
Aa 0.0395 0 0.8661 0.0188 0.0187 0.0192 0.0191 0.0186

A 0.0059 0.2518 0 0.6697 0.0552 0.0058 0.0058 0.0058
Baa 0.0063 0.0062 0.4783 0 0.4751 0.0213 0.0065 0.0063
Ba 0.0075 0.0076 0.0194 0.5811 0 0.3350 0.0084 0.0409
B 0.0070 0.0070 0.0415 0.0171 0.2705 0 0.2963 0.3606
C 0.0168 0.0169 0.0181 0.0171 0.0338 0.1839 0 0.7134
D 0 0 0 0 0 0 0 1

El caso mas relevante es la calificacion Aaa, pues originalmente sélo saltaba a la
calificacion Aa con probabilidad 1, y en el caso de la estimacion el salto tiene
probabilidad 0.67 y también los saltos a las demas calificaciones tienen una
probabilidad positiva, lo cual no deberia suceder pues estos saltos no pasan en los
datos originales. Por lo tanto se tiene que determinar qué estimaciones de las
intensidades son significativas y cuales no. En este caso no se podran evaluar por
medio de pruebas de hipétesis puesto que no se cuenta con la distribucidon

explicita de los parametros.

Se empleara un método el cual consiste en evaluar una distribucion al hacer
cortes de la misma a diferentes niveles, y de este modo determinar los puntos
donde se corta la grafica de la distribucion, determinando de este modo las
abscisas, y posteriormente las ordenadas. Conociendo estos ultimos valores se
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calcula la masa contenida entre estos puntos para obtener un intervalo de
credibilidad. Para ejemplificar esto se tomara una distribucibn normal estandar, la
1
2z

valor f(x,), y se determinara la probabilidad acumulada entre —x, y x,, asi hasta

cual tiene la forma f(x)= ef%, después se obtendra el valor de x, dado el

obtener la masa 1-« para obtener un intervalo de “credibilidad” del (1-«)%. Al

evaluar la distribucién normal se obtiene lo siguiente:

f(x) X F(x) |Credibilidad Intervalo
0.3500/0.5115|0.3045 39% [0.5115,-0.5115]
0.2500/0.9670|0.1668 67% [0.967,-0.967]
0.1500(1.3985|0.0810 84% [1.3985,-1.3985]
0.10311.6450|0.0500 90% [1.645,-1.645]
0.05841.9600|0.0250 95% [1.96,-1.96]

dando como resultado los intervalos correspondientes. Esto ejemplifica el método
y da como resultado los intervalos de confianza para una distribucion normal
estandar. Ahora este mismo método se aplicara a las estimaciones de las

entradas de la matriz de intensidades.

Sabemos que el estimador de las intensidades es el promedio de un cierto nimero
de variables aleatorias distribuidas gamma, asi mismo, empiricamente se tomara
el promedio de las distribuciones de cada una de las entradas como la distribucién
del parametro a estimar. Se evaluar4 de la misma manera que en el ejemplo
anterior y se obtendran para los casos de interés, es decir, los parametros
pequefios, su intervalo de “credibilidad” y en los casos para los cuales el cero

quede contenido en dicho intervalo se concluiran como no significativos.

Tomemos en cuenta que la distribucion a posteriori de cada una de las entradas

de la matriz de intensidades se distribuye gamma para cada una de las

1

iteraciones, es decir, ﬂf,(jk)~l"T
R~ +1

,Nigk’+1J i,jeE i#=j en la k-ésima

iteracion. Entonces se estimara el promedio de las distribuciones a posteriori como
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la estimacion de la distribucidon de cada una de las entradas de la matriz de

N
intensidades: f;(x)= lilz £ (x).
k=1

Por lo tanto, la distribucion tiene la siguiente forma:

)Niﬁ-km

13 (R® +1

fi(x)= N;WX

N§ —(Ri(k)+1)x

Esta funcion es una densidad y sobre ésta se determinard la significancia de las
estimaciones de la matriz de intensidades, si el valor 0 queda contenido en el
intervalo obtenido por el método, se dira que la estimacion no es significativa. Para
hacer esta evaluacién existen tres casos, los cuales se explican con su grafica

respectivamente:

CASD |
25 T T T T T T

20 -

0 0.0z 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14

I. El caso en que la distribucion tiene una gréfica de esta forma y ﬂj (0)=0, por

lo tanto el intervalo del 95% no contendra al cero evidentemente. Esta es la

razon por la que se considera significativa.
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CASO I
200 T T T T

60 -

40+ .

0 0.005 0.0 0.015 0.0z 0.025

II. En este caso ﬁj(0)>0, ademas ﬁj(x) es estrictamente decreciente, el

método que se aplica hace un corte a una cierta altura, pero corta en un solo
punto de la grafica y por esto el cero queda contenido en el intervalo. Estos

casos se consideran no significativos.

CASO
40 T T T T T T T

3 -

0 0.0 0.0z 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

lll. Este caso es el que requiere mas analisis pues fij(0)>0, pero el corte

determina dos ordenadas. Para determinar la significancia en estos casos se
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encontré x tal que Jox fij(y)dyz.95. Si ﬂj (O)Z ﬂj (X) se determina que no es
significativa pues el intervalo es de la forma [0,x], pero en el caso en que

ﬂj (O)< ﬂj (X) la estimacion resulta ser significativa pues el intervalo es de la

forma [x;,x] donde X, #0.

En la siguiente tabla se observan las intensidades que son significativas (i), a las
qgue se les aplicé el método y resultaron no significativas ( ii ); las que resultaron
significativas por el método (iii ) :

(i.) 1 2 3 4 5 6 7 8
1 - [ i i i i i i

0 (N (o (01| W IN
1

Finalmente se volvi6 a usar el método MCMC para estimar la matriz de
intensidades del Proceso de Markov determinado por las calificaciones de riesgo
de crédito que se tenian de manera discreta cada 3 meses. En este caso se
consideraron las entradas no significativas como intensidades iguales a cero, es

decir, para estos casos no hubo estimacién ni simulacién.

Se uso la siguiente matriz de intensidades inicial:
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—0.8559 0.8559 0 0 0 0 0 0
0.0449 -0.3070 0.2621 0 0 0 0 0
0 1.7948 —-4.0908 0.8934  1.4026 0 0 0
M. = 0 0 04770 -1.8969 0.5321 0.8878 0 0
° 0 0 0 0.4928 —2.4927 1.2520 0 0.7479
0 0 0.4463 0 0.7662 -1.7241 0.4094 0.1022
0 0 0 0 0 0.6871 —-1.4833 0.7962
0 0 0 0 0 0 0 0

De esta matriz se obtienen las probabilidades de salto del estado i a j:

Probabilidades

deia]j 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 1.0000 0 0 0 0 0 0
2 0.1462 0 0.8538 0 0 0 0 0
3 0 0.4388 0 0.2184 | 0.3429 0 0 0
4 0 0 0.2515 0 0.2805 | 0.4680 0 0
5 0 0 0 0.1977 0 0.5023 0 0.3001
6 0 0 0.2588 0 0.4444 0 0.2375 | 0.0593
7 0 0 0 0 0 0.4633 0 0.5368
8 0 0 0 0 0 0 0 1.0000

De esta matriz inicial se realizaron 5000 iteraciones del MCMC con los mismos
datos discretos a 3 meses, tomando un “calentamiento” de 500 iteraciones,

obteniendo como resultado la siguiente matriz de intensidades:

Intensidades| Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa -0.0658| 0.0658 0 0 0 0 0 0
Aa 0.0030 |-0.0721| 0.0691 0 0 0 0 0
A 0 0.0206 [-0.0797| 0.0546 | 0.0045 0 0 0
Baa 0 0 0.0474 |-0.0957| 0.0462 | 0.0021 0 0
Ba 0 0 0 0.1244 |-0.2030| 0.0699 0 0.0086
B 0 0 0.0099 0 0.0646 [-0.2223| 0.0665 |0.0814
C 0 0 0 0 0 0.1136 |-0.5181|0.4045
D 0 0 0 0 0 0 0 0

Esta matriz presenta probabilidades de transicion muy similares a la matriz de

intensidades original, con la que se simulé todo el proceso a estimar:
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Probabilidades

deiaj 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 1.0000 0 0 0 0 0 0
2 0.0417 0 0.9583 0 0 0 0 0
3 0 0.2581 0 0.6849 | 0.0570 0 0 0
4 0 0 0.4957 0 0.4828 | 0.0215 0 0
5 0 0 0 0.6130 0 0.3444 0 0.0426
6 0 0 0.0444 0 0.2904 0 0.2992 | 0.3659
7 0 0 0 0 0 0.2193 0 0.7807
8 0 0 0 0 0 0 0 1.0000

Observemos la velocidad de convergencia de las entradas significativas y la
autocorrelacion de los datos simulados. El “calentamiento” fue de 500 iteraciones,
pero en la grafica se muestran Unicamente las primeras 50 pues éstas son
suficientes para mostrar la velocidad de convergencia. Para la autocorrelacion se

tomaron las Ultimas 1500 iteraciones.
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Estas graficas demuestran que la velocidad de convergencia del método de
estimacion utilizado es suficientemente rapido, ya que practicamente en las
primeras iteraciones el estimador se vuelve estacional. Las gréficas de
autocorrelacion muestran que los datos son confiables y que no hay sesgos por

alguna dependencia que pudiera existir con las iteraciones anteriores.

Finalmente se cuenta con una buena estimacién para la matriz de intensidades del

Proceso de Markov para las calificaciones de riesgo de crédito.
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CONCLUSIONES

Se han estudiado las Cadenas de Markov y sus propiedades, asi como los
Procesos de Markov, dentro de los cuales encontramos una propiedad importante:
los tiempos de estancia en un estado del proceso antes de saltar a otro siguen una
distribucion exponencial con un parametro fijo, el cual sélo depende del estado en
el que se encuentre. Los resultados permiten llegar a una funcidn de verosimilitud
para los Procesos de Markov. Cuando se cuenta con toda la informacion del
proceso (tiempos de estancia y saltos entre estados de manera continua) es
posible estimar la matriz de intensidades por el método de maxima verosimilitud.
Esto se complica cuando no se tiene la informacion de manera continua y sélo se
cuenta con observaciones discretas de la cadena; para esto se buscd una manera

alternativa de estimacion.

Se ha revisado de manera general el método de Monte Carlo via Cadenas de
Markov para la estimacion de parametros de un problema especifico, tomando las
propiedades de las Cadenas de Markov y fundamentado en la Estadistica
Bayesiana. De manera iterativa se construye una Cadena de Markov la cual tiene
como distribucién estacionaria la distribucién a posteriori de los pardmetros de
interés. Se tiene de este modo una manera eficiente y factible para estimar
parametros de modelos, que posteriormente servirdn para explicar algin
fendmeno del que se tenga interés en estudiar. Este trabajo busco la estimacion
de la matriz de intensidades de un Proceso de Markov dadas las observaciones
discretas que se tengan del mismo. El método MCMC para este caso se basa en
una Cadena de Markov en un espacio de Matrices de Intensidades que cumplan
con las condiciones dadas por la informacion discreta con la que se cuenta. El
método iterativo nos permite llegar a una estimacion eficiente para la matriz de
intensidades, siempre que se cumplan las condiciones suficientes para determinar

una solucion Unica.
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De manera general se estudian las condiciones bajo las cuales es posible obtener
una estimacién de la matriz de intensidades de un Proceso de Markov observado
de manera discreta. Lo anterior debido a que todo Proceso de Markov define una
Unica Cadena de Markov incluida, pero esto no necesariamente se cumple en el
sentido inverso. Por esto la importancia de tener conocimiento de las condiciones
gue determinan la unicidad, para poder concluir si la estimacion obtenida tiene
sentido. Esto depende de manera importante de la distancia entre las
observaciones y el numero de ellas con las que se cuente. Si la discretizacion del
Proceso de Markov no proporciona informacion suficiente se corre el riesgo de que
el método MCMC nunca converja a la distribucion estacionaria, en cuyo caso el
promedio ergodico que se utiliza no seria una estimacion adecuada de la matriz de
intensidades. Por otro lado, si la discretizacion no contiene suficiente informacién,
las iteraciones de las distribuciones a posteriori pueden volverse dependientes de
la distribucion a priori, y por lo tanto la estimacion no seria Unica, pues para
distintas distribuciones a priori que se tomaran se tendrian diferentes

estimaciones.

Existen una gran diversidad de entidades e instrumentos financieros, que
conllevan un riesgo de crédito, esto es que existe la posibilidad de que dichas
entidades o instrumentos incumplan sus obligaciones. Por esta razon se tiene
interés en estudiar este fendmeno. Moody’s nos proporciona una escala de
calificaciones de riesgo de crédito y basandose en estas calificaciones se propone
modelar este fendmeno como un Proceso de Markov. Debido a que las
calificaciones de instrumentos reales es confidencial se tuvieron que simular los
datos discretos. La primera estimacion propone algunas entradas con valores muy
pequefios de la matriz de intensidades para este proceso. Para estos casos se
propuso una manera alternativa de determinar si dichos parametros eran cero. En
un segundo intento, después de haber determinado los pardmetros que son
iguales a cero se volvio a estimar los parametros restantes, obteniendo una
estimacion mas cercana a la matriz de intensidades original. Este trabajo

proporciona un modelo de riesgo de crédito para los instrumentos financieros.
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Existen otros fendmenos que se pueden modelar como un Proceso de Markov;
para esto es necesario contar con la matriz de intensidades correspondiente al
modelo. Esto se puede estimar de manera relativamente sencilla si se cuenta con
la informacién continua. Desafortunadamente existen casos en los que solo es
posible contar con observaciones discretas del fendbmeno; para éstos se puede
usar el método de estimacion propuesto en este trabajo.
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