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Resumen

Para poder recuperar la rotacion instantnea del observador y la direccién de translacién mientras se
mueve a través del ambiente (movimiento propio), se aplico la estimacién mediante la percepcion del entorno. Una
de sus etapas es la correspondencia entre puntos. Si ésta no es solucionada adecuadamente, la estimacion no sera

precisa.

Por este motivo, en esta tesis se implementan algoritmos que permiten encontrar el nimero de
correspondencias correctas, necesario para llevar a cabo la estimacion del movimiento. Dichos algoritmos se basan

en la Geometria Epipolar (GE) y el “Thin-Plate spline” (TPS).

El objetivo del TPS es encontrar una transformacién no rigida entre los conjuntos de puntos
correspondientes de dos imagenes. Como una de sus desventajas es que la solucién es muy costosa, debido a que
durante su calculo se debe invertir una matriz cuadrada del tamafio del ndmero de puntos correspondientes, se
implement6 el algoritmo RANSAC-TPS. El cual selecciona un subconjunto de puntos correspondientes, aplicando el
RANSAC de forma incremental, a partir del cual se obtienen los coeficientes de la transformacion, para luego,
aplicarlos al total de los puntos de la primera imagen. Esto da como resultado unos puntos que deben ser
aproximados a los de la segunda imagen mediante la minimizacion de la energia de la deformacion, que busca la
transformacion Optima entre ellos. Con lo cual se obtiene no solo la transformacion no rigida, sino puntos
correspondientes. Sin embargo, se cre6 el algoritmo ISRANSAC-TPS, con el que se disminuye la aleatoriedad de la
seleccion de las muestras y, con esto, se obtienen mejores resultados que el RANSAC-TPS, pero por su costo

computacional, no es (til para aplicaciones en tiempo real.

Luego, con el objetivo de obtener mas y mejores correspondencias, se aplico la geometria epipolar a los
algoritmos anteriores. La mezcla de ambas técnicas dio origen al algoritmo GE-TPS, el cual permite obtener muy
buenas correspondencias, sin embargo, en algunos casos, no se obtienen las necesarias. Por lo tanto, se
implemento el algoritmo GE-TPS-GE-CT. Este obtiene una matriz fundamental que representa mejor la geometria
de todos los puntos y, con ella, se filtran los datos de entrada, de esta manera se incrementan las correspondencias

y se conservan las transformaciones.




Por otro lado, para resolver el problema de la estimacién del movimiento propio se implementaron
algoritmos basados en la matriz esencial y algoritmos basados en el método directo. Se hicieron experimentos con

datos controlados y se encontrd que los mejores resultados se obtienen con el algoritmo robusto.




Introduccion

La visdn es considerada como uno de los sentidos de mayor uso en la vida de las personas [Audette, R. et al.,
2000], por lo tanto, los humanos somos seres visuales. Si bien el conjunto de los sentidos nos permiten relacionarnos
con el entorno, se estima que cerca del 80 por ciento de la informacion de que disponemos, la obtenemos a través del

sentido de la vista.

Las tareas diarias como viajar, encontrar direcciones y leer sefiales y documentos, son muy dificiles de realizar

para personas con ceguera o debilidad visual.

De acuerdo con los tabuladores tematicos sobre la poblacion con discapacidad del Censo General de
Poblacion y Vivienda 2000, reportados por el INEGI, en México, de una poblacién de aproximadamente 97.4 millones de
personas, 1.7 millones son discapacitadas y, de éstas, cuatrocientas mil (es decir, el 0.48% de la poblacion total), tienen

discapacidades visuales. Lo cual la coloca en el segundo lugar luego de la discapacidad motora.

De esta poblacion, el 47.7% no recibe ingresos, el 29.21% es poblacién ocupada; de los que son mayores de 4
afios, el 33% no tienen instruccion, el grado promedio de escolaridad es tercero de primaria, el 13.71% la termina, el
6.22% termina la secundaria, el 4.85% termina el nivel medio superior 0 estudios técnicos y sdlo el 3.5% tienen

instruccién superior.

Por otro lado, la Organizacién Mundial de la Salud reporta que en el 2002, de un total de aproximadamente
6.200 millones de personas en el mundo, 161 millones (es decir, el 2.59% de la poblacion total) tienen alguna
discapacidad visual, de las cuales, 37 millones de ellas son ciegas y 124 millones son débiles visuales. El 3.9% de éstas

nace con ésta discapacidad y el resto la adquieren por enfermedades, accidentes u otras.

En algunos paises ha tomado tanta importancia atender las necesidades de este grupo minoritario, que han

instituido organismos o centros de investigacion especializados en ello. Por ejemplo, en Espafia, la Organizacion




Nacional de Ciegos Espafioles estimula la investigacion y el desarrollo tecnologico a través del establecimiento de nexos
de colaboracion estrechos con universidades, empresas y entidades publicas y privadas, mediante diferentes estrategias
de apoyo a la investigacion. Su financiamiento ha permitido que se disefien y desarrollen productos de tecnologia para el
acceso a la informacion y autonomia personal. Por una parte, se desarrollan productos de software: convertidores de
textos de tinta a braille, reconocedor dptico de textos en tinta, magnificadores y lectores de voz de pantallas de
computadoras, diccionarios y enciclopedias electronicas, juegos de computadoras, etc. Y, por otra, aparatos y recursos
materiales como: anotadores electronicos, radio lupa, impresoras y monitores/lineas braille, bastones, avisadores

sonoros y tactiles, etc.

Por otro lado, en el Centro de Investigacién en Ingenieria de Rehabilitacidn, localizado en San Francisco
California, E. U. A., el Instituto de Investigacion sobre el Ojo Smith-Kettlewell desarrolla nuevas tecnologias y métodos
para entender, tasar y rehabilitar ciegos y débiles visuales. Su poblacion estd compuesta de ciegos, débiles visuales y
ciegos con sordera. El principal financiamiento del instituto es en gran parte a través del Instituto Nacional de
Discapacidades e Investigacion en Rehabilitacion. Uno de los proyectos del Instituto son las aplicaciones de vision
computacional para personas ciegas, del cual se encarga, por un lado, el laboratorio de Vision Computacional liderado
por el investigador James M. Coughlan, y por otro, el Grupo Sendero, liderado por Mike May. Entre las tareas que tratan

de resolver estan:

1. Analizar intersecciones de trafico (ej. encontrar un cruce peatonal cercano que provea una adecuada
orientacion).

2. Proveer informacion del terreno para usuarios ciegos en sillas de ruedas (usando camaras estéreo para
construir mapas 3D que permitan ubicar curvas, rampas y obstaculos).

3. Encontrary leer textos en ambientes desordenados (como sefialamientos en las calles).

4. Adaptar las tareas anteriores para que funcionen con las camaras de teléfonos celulares (como encontrar
y leer textos y cadigos de barras).

5. Herramientas para viajar y encontrar el camino.

Otros grupos de investigacion también han llegado a trabajar en proyectos de esta indole. Incluso, debido al
creciente nimero de investigadores, en vision computacional, que se han interesado en aplicaciones para personas con
ceguera o dehilidad visual, en el 2005 se inaugurd el primer Taller IEEE en aplicaciones de Visidn Computacional para
las Personas Ciegas (CVAVI por sus siglas en inglés), como parte del congreso en Visién Computacional y
Reconocimiento de Patrones (CVPR por sus siglas en inglés) que se llevé a cabo en San Diego, California, E. U. A. En el
que se juntaron investigadores de visidn computacional y expertos en rehabilitacion y tecnologia asistida para ciegos.

Los principales temas que se abordaron fueron:

1. Herramientas para viajar y encontrar el camino.
2. Interfaces visuales, auditivas y téctiles.

3. Acceso a la informacion.




El desarrollo de herramientas asistidas para la comunidad ciega, requiere un conocimiento informado de varios

factores humanos relevantes, asi como temas de tecnologia, entre los que se pueden mencionar los siguientes:

1. Problemas actuales que impiden la calidad en la vida diaria de estos usuarios.

2. Lafalta de conocimiento de la existencia de primeros auxilios asistidos.

3. Un entendimiento realista de las posibilidades ofrecidas por las interfaces disponibles (visuales, auditivas,
tactiles).

4. Una aproximacion a nivel de sistemas para el disefio de algoritmos y el “hardware”, que toma en

consideracion factores practicos tales como el tamafio, la velocidad y el costo.

La inquietud de hacer este proyecto surge de la necesidad de ayudar a invidentes a vencer una de las barreras
mas significativas para ellos: navegar libremente por un ambiente desconocido. Esto implica responder dos preguntas: 1)

¢Donde estoy con respecto al resto del mundo? y 2) ¢ Cémo llegar a un destino dado?

Para resolver este problema, en algunos paises se ha implementado la tecnologia de Sefiales Parlantes. La
cual usa transmisores infrarrojos, ubicados en lugares especificos, que emiten rayos invisibles a unos receptores
portatiles, los cuales decodifican estos rayos en mensajes de voz. Estos indican si hay cruces peatonales, paradas de
autobus, o teléfonos publicos. A pesar de ser bien aceptada, tiene desventajas, como el costo de instalacion y el

mantenimiento.

También se han desarrollado herramientas Utiles haciendo uso del GPS, el cual ofrece una precision de hasta 3
metros. Los sistemas basados en esta tecnologia proveen localizaciones relativamente buenas en exteriores, sin
embargo, es casi inservible en interiores. Para resolver el problema en este tipo de ambientes, se han propuesto varias
alternativas mediante la visidn computacional, que hace uso de imagenes obtenidas con camaras econémicas, como las
que tienen los teléfonos celulares o en general cualquier camara CCD, que son de uso comun y proveen un amplio rango
de visibilidad dependiendo de la resolucién. De hecho, 1.3 mega pixel de una cdmara de un celular tiene una visién de
20/80 lo cual es ¥4 de la resolucién humana de 20/20 [Coughlan, J. et al., 2006].

El problema de la deteccion, descripcion y comprension del movimiento, son de las tareas mas dificiles de
resolver en esta area, e implican un gran reto. Ya que, en un bajo nivel, el movimiento 3D debe ser analizado con base
en la apariencia 2D y en la evolucion de las caracteristicas que son observables en las imagenes. En un alto nivel, los
campos de movimiento, previamente derivados, deben ser capaces de distinguir entre objetos que tienen distintos

movimientos, estimar los pardmetros del movimiento, etc. [Demirdjian, D. and Horaud, R., 2000].

El objetivo de esta tesis es contribuir en la solucion de una parte de esta problematica, al estimar el
movimiento de una persona a partir de una secuencia de imagenes consecutivas, tomadas con una camara monocular,

obteniendo puntos caracteristicos correspondientes entre ellas. Esto con base en el conocimiento de que los humanos




tenemos dos sistemas de navegacion basados en la integracion de rutas y en puntos caracteristicos visuales precisos
[Foo, P.S. et al., 2004].

La estimacion del movimiento es un problema que, como se vera en el capitulo 1, ha sido ampliamente
investigado y se han generado una gran cantidad de alternativas para resolverlo. Una de las aproximaciones, que se
desarrollard en este trabajo, es la llamada estimacién mediante la percepcion del entorno, cuyo problema es que una de
sus etapas, la correspondencia entre puntos, no ha sido solucionada satisfactoriamente, y esto impide que la estimacion

sea precisa.

Por lo tanto, la principal aportacién de esta tesis es la implementacion de algoritmos que permitan encontrar el
numero de correspondencias correctas, necesario para llevar a cabo la estimacion del movimiento. Dichos algoritmos se
basan en la Geometria Epipolar (GE) y el “Thin-Plate spline” (TPS), las cuales han sido ampliamente utilizadas en varias
areas del conocimiento (i.e. ingenieria, gréficos por computadora, analisis de imégenes), entre ellas, la vision
computacional. Ambas técnicas, asi como la notacién necesaria para entender el resto de la tesis, seran explicadas en

el capitulo 2.

La mezcla de ambas técnicas dio origen al algoritmo llamado GE-TPS, el cual permite obtener muy buenas
correspondencias, sin embargo, en algunos casos, no se obtienen las necesarias. Por lo tanto, se implementd un
algoritmo disefiado para incrementarlas, llamado GE-TPS-GE-CT. En el capitulo 3 se explican dichos algoritmos, y se

presentan una serie de experimentos para verificar su funcionamiento.

Finalmente, en el capitulo 4, se presentan los resultados de la implementacion de cuatro algoritmos, probados

con datos controlados, que permiten estimar el movimiento.




PARTE 1
FUNDAMENTOS




Capitulo 1

Estimacion del movimiento:
Generalidades

En un robot movil (del cual se hablara en esta tesis) se pueden identificar subsistemas de percepcion,
planificacion, control de movimientos y locomocidn, que interaccionan entre si mientras navega, los cuales le brindan
autonomia. El sistema de percepcion le permite al robot adaptarse a situaciones cambiantes del entorno y a reaccionar
ante posibles eventos inesperados. La informacion del entorno es proporcionada mediante un sistema sensorial. Esta
informacion debe permitir al robot realizar tres tareas fundamentales: estimar su posicion, orientaciéon y movimiento;
generar 0 actualizar el mapa del entorno; y detectar los posibles obstaculos. Las cuales requieren distintos tipos de
informacion dependiendo de la velocidad de respuesta que se espere de ellas. Asi, mientras que para la estimacién de
la posicion y la construccion (o actualizacion) del mapa del entorno se tienen en cuenta, sobre todo, caracteristicas como
la precision, la resolucion espacial, el alcance, etc., en la deteccion de obstaculos, el tiempo entre observaciones
normalmente debe ser mucho menor que en las tareas anteriores, resultando vital el disponer de la informacién ya
procesada lo mas rapidamente posible. En este caso, las caracteristicas anteriores no son primordiales. En algunos
robots, la estimacion de la posicién y la actualizacion del mapa recaen sobre cdmaras de video 0 escaneres laser,
mientras que la deteccion de obstaculos se realiza mediante sonares.

Existe una estrecha relacion entre el problema de la estimacion de la posicién y el de la construccién del mapa
del entorno, siendo necesaria la localizacion precisa del robot para poder resolver ambos. Para que un robot pueda llevar
a cabo tareas como la generacion de trayectorias o la evasion de obstaculos, se requiere que este sea capaz de

determinar su localizacion (posicion y orientacion) con respecto a un sistema de referencia absoluto. De forma general,

determinar la localizacién de un robot equivale a encontrar las componentes de translacion ( t,t,t ) y de rotacion

x1ty1tz

(HX,HV,HZ ) del sistema de coordenadas del robot, con respecto a un sistema absoluto.

La estimacion de la posicion o del movimiento de un robot ha recibido una considerable atencién por parte de

numerosos investigadores, quienes han propuesto una gran variedad de técnicas. La mayoria de los robots estan




provistos de codificadores en los ejes de movimiento, lo que permite estimar en cada instante su ubicacion. Sin embargo,
esta estimacién no resulta suficientemente precisa para la mayoria de las aplicaciones. EI motivo se debe,
fundamentalmente, al hecho de que los errores se van acumulando durante la navegacion, lo que origina que la region
de incertidumbre asociada a la posicion y orientacion del robot vaya creciendo conforme éste se mueve. De esta forma,
cada vez que ésta supere unos determinados limites, el robot necesitara de alglin sistema de posicionamiento que
reduzca la incertidumbre. Estos limites vienen impuestos por el tipo de escenario, la naturaleza de la tarea a realizar y la
precision requerida en los movimientos. Asimismo, la precision alcanzada con el sistema de posicionamiento dependeré

de la técnica y del sensor utilizados.

De acuerdo con [Gonzélez, J. and Ollero, A., 1996], las principales técnicas de estimacion de la posicion o del
movimiento se pueden categorizar en dos grupos principales: estimadores explicitos y estimadores basados en la

percepcion del entorno.

1.1 Estimadores de movimiento explicitos

Los estimadores explicitos proporcionan la posicion y la orientacion del robot a partir de medidas mas o menos
directas del sensor, sin que ello exija una interpretacion del entorno. Los dos grupos que se consideran dentro de estos
son [Burgard, W. et al., 1996]: los sistemas de posicionamiento relativo (como el sistema odométrico o el sistema de
navegacion inercial) y los sistemas de posicionamiento absoluto (como los sistemas de localizacion mediante estaciones

de transmision, terrestres u orbitales, y los sistemas de navegacion mediante balizas).

La estimacion de la posicion y la orientacion usando sistemas de posicionamiento relativo se basa en
medidas internas del robot. Consiste en integrar la trayectoria recorrida por éste a partir de una serie de mediciones,
tales como: vueltas dadas por las ruedas, velocidades, aceleraciones y cambios de orientaciones, obtenidas a partir de
sensores integrados en el vehiculo (como los codificadores, girdscopos, acelerdmetros § tacdmetros) y sin ningun tipo de
informacion exterior. Estas mediciones localizan al robot con respecto a su punto de partida, integrando cada uno de sus
movimientos. Pueden distinguirse dos grupos fundamentales (en funcion de la informacion que se utilice):

a) Sistemas odomeétricos. Estiman la posicion y la orientacion de un vehiculo a partir del nimero de vueltas
(las cuales se cuentan con codificadores dpticos de elevada precision) dadas por sus ruedas. La gran ventaja
de la odometria reside en su simplicidad y bajo costo. Sin embargo, ademas de necesitar una frecuente
calibracién (como consecuencia del desgaste y pérdida de presion de las ruedas, 6 del desajuste de los ejes),
esta técnica es vulnerable a considerables imprecisiones causadas fundamentalmente por el deslizamiento de
las ruedas e irregularidades en el suelo. Otro hecho que afecta a la estimacidn son las variaciones en la carga
transportada por el vehiculo. Este se puede evitar disefiando un modelo que, a partir del peso y distribucion de

la carga, permita corregir las desviaciones introducidas.




b) Sistemas de navegacién inercial. Estiman la posicién y orientacion del vehiculo empleando medidas de
aceleracion y angulos de orientacion. Las aceleraciones se miden con el acelerémetro, cuyos errores, aunque
sean pequefios, repercuten notablemente en la posicion estimada (debido a la doble integral con la que se
calcula la posicion a partir de la aceleracion). Los angulos de orientacién se miden con giréscopos, los cuales
pueden ser mecanicos (masa giratoria) u dpticos (de anillo laser 6 de fibra dptica), aunque también se pueden
medir con brijulas. Estos sistemas, en la préctica, son mucho mas fiables y precisos que los sistemas basados
en odometria, debido a que no se ven afectados por los problemas derivados de la interaccion del vehiculo con
el suelo y a que pueden corregir los efectos de las ondulaciones e irregularidades del terreno. Aunque, como

contrapartida, son mas fragiles y caros.

Ambos sistemas son faciles de implementar, sin embargo, los errores se van acumulando y la incertidumbre
crece proporcionalmente al espacio recorrido. Por lo que, generalmente, se complementan con algln otro sistema de
posicionamiento absoluto que reduzca periédicamente dicha incertidumbre (generalmente basados en la percepcion del

entorno).

La estimacion de la posicion y la orientacion usando sistemas de posicionamiento absoluto permiten
localizar a un robot respecto a un sistema de coordenadas fijo o global y basan su funcionamiento en sefiales externas.
Un ejemplo de este tipo de sistemas son las estaciones de transmision, las cuales estan configuradas, por un lado, de
modo que el receptor esté montado sobre el vehiculo y, por otro, de modo que el emisor esté ubicado en una posicion

conocida del entorno. Las estaciones de transmision pueden dividirse en:

a) Terrestres. Este tipo de sistemas se usan en aplicaciones maritimas, aeronauticas, de robots mdviles para
exteriores y de vehiculos auténomos que navegan en todo tipo de terreno. La ventaja de esta técnica es que
proporciona la localizacion absoluta del vehiculo, en un &rea suficientemente grande, sin requerir
estructuracion alguna del entorno. La configuracion de estos sistemas esté& basada en un receptor a bordo del

vehiculo y en un conjunto de estaciones transmisoras de ondas de radio.

b) Orbitales. Se consideran dos diferentes grupos: sistemas de posicionamiento mediante estaciones fijas y
sistemas de posicionamiento mediante estaciones maviles. Los primeros utilizan, fundamentaimente, sefiales
de radio de media y alta frecuencia, que son emitidas por estaciones terrestres fijas. Los sistemas de
estaciones moéviles operados desde satélites son los de mayor interés para los robots moviles. El término
genérico estandar para los sistemas de navegacion satelital es Sistema Satelital de Navegacion Global
(“Global Navigation Satellite System”, GNSS), el cual es un conjunto de satélites que transmite rangos de
sefiales utilizados para el posicionamiento y la localizacion en cualquier parte del globo terrestre (ya sea por

mar, tierra o aire) [University of Newcastle,2007d]. Los GNSS mas desarrollados hasta el momento son:




El Sistema de Posicionamiento Global (“Global Positioning System”, GPS) [NAVCEN: United States Coast
Guard's Navigation Cente, 2007c], el cual fue disefiado por el Departamento de Defensa de los Estados
Unidos. Consta de 30 satélites, en 6 drbitas casi circulares, a una altitud de 20.200 kilémetros (4 satélites
por drbita). Cada uno de ellos transmite dos sefiales de radio (en alta frecuencia) en las que se codifica

cierto tipo de informacion (tal como el instante en el que la sefial fue transmitida o la informacion orbital).

El receptor calcula (por triangulacion) la longitud, la latitud y la altura del vehiculo, de forma instantanea y
continua, utilizando al menos 3 satélites. También puede determinar la velocidad a partir del
desplazamiento en frecuencias mediante el efecto Doppler. Este tipo de sistemas de posicionamiento es

también conocido como Radio-Navegacion.

La precision del GPS depende de numerosos factores, algunos comunes a otros sistemas de
posicionamiento mediante radio (prestaciones del receptor, inestabilidades en el recorrido de la
transmision, o la posicion relativa del receptor con respecto a las estaciones), y otros, especificos del GPS
(alteracion de la velocidad de propagacion de la sefial de radio por la ionosfera, o errores en el
posicionamiento orbital). Esta precision puede llegar a ser de 10 a 20 metros para vehiculos en
movimiento, y algo inferiores para medidas estacionarias. Las medidas pueden llegar a ser mas precisas
con la utilizacién simultdnea de un mayor nimero de satélites. La estimacion precisa de la posicion
mediante GPS ha estado restringida tradicionalmente a aplicaciones militares. Sin embargo, en los dltimos
afios, el empleo del GPS diferencial, basado en la correccion del error utilizando una estacion base de
coordenadas conocidas, esta permitiendo incrementar de forma importante la precision hasta un par de

metros.

El Sistema Satelital de Navegacion Global (“GLObal NAvigation Satellite System”, GLONASS) [Andrews
Space & Technology, 2007a], el cual fue desarrollado por la Unién Soviética y, actualmente, es
administrado por el Gobierno de la Federacion Rusa, por las Fuerzas Espaciales Rusas y operado por la
Coordinacion Cientifica del Centro de Informacion del Ministerio de Defensa de la Federacion Rusa. Es
equivalente al GPS. Esta conformado por 24 satélites (de los cuales 21 estan activos y 3 son de
repuesto), en 3 planos orbitales con 8 satélites cada uno, a una altitud de 19.000 kilémetros. Cada
satélite transmite dos tipos de sefiales a distintas frecuencias, las cuales pueden ser recibidas por

usuarios en cualquier parte de la Tierra para identificar su posicion y su velocidad en tiempo real.

El Sistema de Posicionamiento Galileo (“Galileo Positioning System”, Galileo) [European Space Agency,
2007h], desarrollado por la Unién Europea y la Agencia Espacial Europea. Es una constelacion de 30
satélites y estaciones terrestres, que proveen informacién de la posicion de los usuarios del sistema,

triangulando de la misma forma que lo hace el GPS. Estara ubicado a una altura de 23.616 kilémetros.




Actualmente esta funcionando parcialmente y se espera que esté en funcionamiento en su totalidad para
el 2008.

Otro ejemplo de este tipo de sistemas es la estimacion mediante balizas, la cual permite determinar la
posicién del vehiculo, en un entorno restringido, colocando un determinado nimero de balizas en una ubicacion
conocida. La posicién se estima de una forma mas o menos directa, en base al principio de triangulacion, ya sea a partir

de medidas de distancias, de angulos 6 combinaciones de los dos.

Existen distintas configuraciones para implantar fisicamente este tipo de sistemas. Una opcién es adaptarle al
vehiculo un receptor giratorio que busque sefiales emitidas por las balizas. Un ejemplo de este tipo de configuracion
consiste en una serie de balizas de luz infrarroja y un dispositivo dptico giratorio abordo, capaz de detectar este tipo de
luz. Conocida la velocidad de giro del receptor Optico, el sistema determina los angulos entre balizas consecutivas a
partir del tiempo que transcurre entre las detecciones de éstas. La posicién del robot se estima con base en estos
angulos mediante relaciones trigonométricas. Mientras que la orientacién se obtiene directamente midiendo el 4ngulo
entre cualquiera de las balizas del entorno y otra, colocada abordo con tal fin. Otra opcidén es marcar con sefiales
luminosas (i.e. codigos de barras) un entorno, y dotar al vehiculo de una o varias cdmaras CCD que exploren el entorno

en busca de ellas.

Hay que tomar en cuenta que la precision y la fiabilidad de este tipo de estimacion dependen,
fundamentalmente, del tipo de sefial utilizada (infrarrojos, laser, radio, ultrasonidos, etc.), de las caracteristicas del
sensor y del nimero de balizas utilizadas en la triangulacién. En general, la estimacion mediante balizas est&
considerada como una de las mas precisas. Las principales desventajas radican en la necesidad, tanto de configurar
apropiadamente el entorno de trabajo, como de garantizar que un suficiente nimero de estas sefiales quede en todo
momento libre de oclusiones y dentro del campo visual del sensor. También deben tenerse en cuenta los problemas que
pueden originar las condiciones ambientales de iluminacion y ruido (i.e., acUstico, electromagnético). Todo ello impide la

utilizacién de esta técnica en entornos muy dindmicos o no-estructurados.

1.2 Estimadores basados en la percepcién del entorno

Una alternativa a los estimadores explicitos son los estimadores basados en la percepcion del entorno. Estos
utilizan sensores que suministran informacién sobre el entorno (marcas naturales, puntos de interés, entorno completo
percibido, etc.), para que el robot pueda inferir su localizacién de forma autdnoma. Esto se logra haciendo una
correspondencia entre la informacion (obtenida con los sensores) y los datos previamente conocidos acerca del entorno,

los cuales pueden provenir de un modelo conocido del entorno, o de anteriores observaciones (ver figura 1.1).
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Las técnicas desarrolladas en esta tesis, para resolver el problema de la estimacion del movimiento propio, se
fundamentan en este tipo de estimadores. Esto debido a que es un paso esencial en muchos problemas de vision
computacional [Tian, T. et al., 1996]. Tal como, la utilizacién de una camara para la estimacion de la posicion y la
orientacion de un objeto con respecto a un marco de referencia, a la posicion de otro objeto, o a la posicidn de él mismo
en un tiempo previo.

Informacién del entorno
suministrada por sensores

\ 4
Extraccion de informacion del entorno

A 4

Correspondencias entre los datos extraidos del
entorno y los datos de un modelo conocido del
mismo, 0 de anteriores observaciones

\ 4
Estimacién del movimiento

A 4

Rotacion y direccion de
translacion del robot movil

Figura 1.1 Esquema general de la estimacion del movimiento propio basado en la percepcion del entorno.

1.2.1 Sensores

El sistema sensorial puede operar con base en distintos tipos de sensores, los cuales pueden agruparse en:
activos y pasivos.

a) Los sensores activos son aquellos que emiten algun tipo de energia al medio (por ejemplo: luz infrarroja,

ultrasonidos, luz laser y ondas de radio) y proporcionan directamente medidas de distancias del entorno.

El principio de funcionamiento mas utilizado es el denominado tiempo de vuelo, el cual consistente en medir el
tiempo transcurrido entre la emisién de una sefial y la recepcion del eco correspondiente. A partir de esta
medida y, teniendo en cuenta la velocidad de propagacion de la sefial, es posible estimar la distancia a la que

el objeto ha sido interceptado. Uno de los principales inconvenientes de estos sensores surge cuando se

11



encuentran mas de un robot en la misma &rea de trabajo, pudiendo producirse interferencias entre sus

sistemas sensoriales. Los sensores activos mas utilizados son los sénares y los sensores laser:

Los sénares, también conocidos como sensores de ultrasonido, emiten un pulso que se propaga por el
aire a la velocidad del sonido. Las dos configuraciones mas utilizadas en robots méviles son: el anillo de

sonares y el dispositivo de rastreo radial.

Las principales ventajas de los sénares son su bajo costo y su simplicidad. Sin embargo, son muy
vulnerables a reflexiones especulares (es decir, que un objeto parezca brillante o liso) y al medio;
presentan una muy pobre resolucién angular (sobre 30 grados) y una escasa fiabilidad para angulos de
incidencia mayores de 15 grados. Estas limitaciones obligan al desarrollo de técnicas probabilisticas,
como las celdas de ocupacidn, las cuales permiten la integracién de miles de lecturas conforme el robot
navega, mientras representan el espacio en una matriz de celdas; cada una de las cuales viene
caracterizada por una estimacion de la probabilidad de que esté ocupada por algin objeto del entorno.
Estas estimaciones son obtenidas a partir del modelo de incertidumbre de los sénares utilizados
(generalmente distribuidos en forma de anillo). La estimacién de la posicion se realiza mediante una
correlacion a varios niveles de resolucién entre el mapa global y el mapa local, obtenido desde la posicion

a estimar. Sin embargo, no es precisa ni fiable.

Los sensores laser, a pesar de que tienen un costo elevado, estan cobrando cada vez mayor importancia
en el campo de los robots moviles, gracias a su precision y fiabilidad. Utilizando uno o dos espejos
convenientemente sincronizados, es posible direccionar el rayo de luz laser, configurdndose asi un sensor
de rastreo bidimensional o tridimensional, respectivamente. La luz laser utilizada opera en las
proximidades del infrarrojo, lo que hace que estos sensores sean practicamente insensibles a las
condiciones de iluminacion del entorno. Esto debido a que la radiacion infrarroja es de mayor longitud de
onda que la luz visible, consecuentemente tiene menor frecuencia que ésta, lo que evita que la luz visible
interfiera con la luz laser. Asimismo, la longitud de onda de la sefial, la reducida divergencia del haz y las
caracteristicas propias de la luz laser, permiten obtener un eco, incluso para superficies con un bajo
coeficiente de reflectividad (del orden del 10%).

Con base en la manera en que la sefial laser es transmitida, el funcionamiento de estos sensores puede
clasificarse en tres grupos: i) deteccion de pulsos, en el que la distancia se estima midiendo el tiempo de
vuelo entre la emision y la deteccion de un pulso l&ser; i) modulacion de amplitud, en el que se transmite
una sefial laser modulada en amplitud, obteniendo la distancia a partir de la diferencia de fases entre la
onda emitida y la onda recibida; iii) modulacion de frecuencia, donde la distancia es proporcionada por el
desplazamiento en frecuencia de la onda recibida con respecto a la emitida. Muchos de los sensores laser

(fundamentalmente los 3D, modulados en amplitud), proporcionar un mapa de distancias al entorno,
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aportan informacion adicional sobre las caracteristicas (i.e., rugosidad, textura, color) de las superficies

interceptadas.

Las principales desventajas que presentan estos sensores estan relacionadas con las partes mecanicas
que incorporan (i.e. vibraciones y posicionamiento de espejos) y con su alto costo. A pesar de ello, los
escaneres laser son los sensores que ofrecen mas ventajas para aplicaciones en robots méviles (por

ejemplo, la precisidn, la fiabilidad o el tiempo de procesamiento).

b) Los sensores pasivos captan la energia ya existente en el medio. Para aplicaciones de robots mdviles es
necesario tener en cuenta algunas caracteristicas del sensor, tales como la inmunidad a las variaciones de las
condiciones ambientales, la robustez ante vibraciones y otros efectos del medio y del vehiculo, el tamafio, el

consumo de energfa, el desgaste, la seguridad de su funcionamiento, la resolucion, la precision o el alcance.

Las camaras de tipo “pinhole” (palabra inglesa cominmente utilizada en la visién computacional para referirse
a un modelo de camara especifico) y las camaras omnidireccionales son de este tipo de sensores. Ambas
perciben el entorno a través de la cantidad de luz que les llega, procedente directamente de fuentes luminosas

0 a través de reflexiones en los objetos del entorno:

e Las cadmaras de tipo “pinhole” son utilizadas en percepcion debido a las ventajas que presentan, como
la velocidad en la adquisicion de la informacion, el bajo consumo de energia, 0 su bajo costo. Sin
embargo, la fuerte dependencia de las condiciones ambientales de iluminacion, asi como la excesiva
complejidad computacional requerida a la hora de obtener informacion tridimensional, hacen dificil su

utilizacién en muchas de las aplicaciones de robots méviles (en especial en escenarios de exteriores).

La estimacion del movimiento propio es dificil de calcular con estas cAmaras [Vassallo, R. et al., 2002],
aln cuando la informacion acerca del movimiento del vehiculo se presenta en las imagenes, ya que se
vuelve muy sensible al ruido y a la orientacion de la camara. Esto se debe a que pueden ser modeladas
como la proyeccidn en perspectiva plana (es decir, la proyeccion en perspectiva de la estructura 3D en un
plano de la imagen). Es muy com(n que la direccion de translacion quede fuera de su limitado campo de
vision, lo cual es un reto para muchos métodos. Adicionalmente, los diferentes movimientos de la cdmara
pueden producir campos de movimientos similares en la imagen [Daniilidis, K. and Nagel, H., 1993]. Un
ejemplo es el caso de una camara mirando sobre el eje z, donde la rotacion sobre el eje x produce un

efecto similar a una translacion en la direccion del eje y.

e Las camaras omnidireccionales tienen un campo de vision alargado que simula la retina del observador,
la cual es esférica. Con un campo de vista esférico, tanto el Foco de Expansion (“Focus Of Expansion”,
FOE) como el Foco de Contraccidn (“Focus Of Contraction”, FOC) son visibles en la imagen, lo que

mejora la estimacion del movimiento propio, haciéndolo més sencillo de calcular [Vassallo, R. et al., 2002].
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En [Baker, S. and Nayar, S., 1998] y [Baker, S. and Nayar, S., 1999] se han desarrollado diferentes
sistemas omnidireccionales y, gracias a que el campo de visioén alargado mejora significativamente la
robustez del seguimiento o localizacion de un robot, han sido usadas en muchas aplicaciones de
navegacion de robots auténomos ([Winters, N. et al., 2000], [Matsumoto, Y. et al., 2000]), incluyendo la

estimacién del movimiento propio [Lee, J.W. et al., 2000].

1.2.2 Extraccion de informacion del entorno

En esta tesis se utiliza una cdmara de tipo “pinhole” para captar el entorno, debido, principalmente, a que son
mas faciles de adquirir y son mas econémicas que las omnidireccionales. De las imagenes (que se obtienen con ella) se
extraen puntos sobresalientes, que son los puntos de la imagen caracterizados por ser distintivos, repetibles y
localizados. Estos se llaman puntos de interés [Pratt, W., 2001] y se utilizan como base para muchos algoritmos en
visidn computacional. Por esta razén, una propiedad deseable en los métodos que las detectan (llamados detectores
de puntos de interés), es que exista un alto porcentaje de puntos que estén simultdneamente presentes en dos
imagenes. Ya que, si esto sucede, mayor cantidad de puntos pueden ser potencialmente correlacionados y, por lo tanto,

se tendran mejores resultados en las correspondencias.

La deteccion de puntos de interés es una operacion de procesamiento de imagenes de bajo nivel. Es,
usualmente, desarrollada como la primera operacion en la imagen, en la que se examina cada pixel para ver si hay una

caracteristica presente.

Una vez que los elementos de interés son encontrados, se tiene que codificar su apariencia local, de tal forma

que permita la blUsqueda de elementos similares. Esta codificacion se conoce como descriptor ¢ vector de

caracteristicas.

Existe un gran nimero de posibles descriptores que enfatizan diferentes propiedades en la imagen, como las
intensidades de los pixeles, el color, la textura o los contornos, por mencionar algunos. A continuacién se muestran
algunos descriptores basados en imagenes con valores de gris, que han sido utilizados, satisfactoriamente, en
aplicaciones de correspondencias y reconocimiento de una misma escena u objetos observados bajo diferentes puntos

de vista:

a) Descriptores basados en la distribucidn. Utilizan histogramas para representar diferentes caracteristicas
de apariencia o forma. Un descriptor simple es la distribucién de las intensidades de los pixeles representados

con un histograma, pero existen otro tipo de descriptores mas complejos como los siguientes:
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En [Johnson, A. and Hebert, M., 1997] desarrollaron una representacion de superficies, en donde la forma
de éstas se describen como una coleccién densa de puntos orientados. A partir de un solo punto base,
construido a partir de un punto orientado, la posicién de otros puntos en la superficie puede ser descrita
por dos pardmetros. La acumulacion de estos pardmetros, para muchos puntos en la superficie, resultan
en una imagen en cada punto orientado. A través de la correlacion de imagenes, se establece la
correspondencia de puntos entre superficies. Juntando los puntos orientados y las imagenes asociadas,

se genera la representacion de la superficie (lamada “spin-image”).

En [Zabih, R. and Woodfill, J., 1994] desarrollaron una aproximacion robusta a cambios de iluminacion.
Aplican un histograma de relaciones reciprocas y ordenadas entre intensidades de pixel. Las relaciones
binarias entre intensidades de varios pixeles vecinos son codificadas por cadenas binarias y una
distribucion de todas las posibles combinaciones es representada por histogramas. Este descriptor es (til
para representar texturas, pero se requiere un gran nimero de dimensiones para construir un descriptor

confiable.

En [Lowe, D., 2004] desarrollan un descriptor basado en histogramas de orientacion del gradiente,
llamado Transformacion de Caracteristicas Invariante a Escala (“Scale-Invariant Feature Transform”,
SIFT), el cual es un algoritmo de vision computacional para extraer caracteristicas distintivas de la
imagen. Se utiliza en algoritmos que realizan tareas como la correspondencia entre diferentes vistas de un
objeto en una escena, el reconocimiento de objetos, la correspondencia estéreo, por mencionar algunas.
Las caracteristicas son invariantes a la rotacion y a la escala de la imagen y parcialmente invariantes al

cambio de iluminacién y al punto de vista de la camara 3D (ver cuadro 1.1).

En [Mikolajczyk, K. and Schmid, C., 2005] implementaron una versién de SIFT, para hacerlo mas robusto
y distintivo, llamada Histograma de Gradiente de Orientacién-Localizacion (“Gradient location and
Orientation Histogram”, GLOH).

El Histograma Geométrico y el Contexto de la Forma [Mikolajczyk, K. and Schmid, C., 2005] implementan
la misma idea y son muy similares al descriptor SIFT. Ambos métodos calculan el histograma

describiendo la distribucion de los contornos en una region.

b) Entre las técnicas que describen el contenido de la frecuencia de una imagen, se pueden mencionar las

siguientes:

La transformada de Fourier. Descompone el contenido de una imagen en las funciones base (cosenos).
Sin embargo, en esta representacion, las relaciones espaciales entre puntos no son explicitas y las

funciones base son infinitas, por lo que es dificil de adaptar a una aproximacion local.
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e Las transformadas de ondoletas. Dividen una funcién dada en diferentes componentes de frecuencia y
estudian cada componente con una resolucidn que corresponde a su escala. Esta localizada en espacio y
frecuencia, mientras que la transformada de Fourier estandar solo se localiza en frecuencia. Otra ventaja
es que las transformadas de ondoletas discretas son computacionalmente menos complejas que la

transformada de Fourier rapida.

¢) En los descriptores diferenciales, un conjunto de derivadas de una imagen, calculadas dado un orden,

aproximan a un punto del vecindario. Se pueden mencionar las siguientes:

e En[Florack, L. et al., 1991] derivaron las diferenciales invariantes, las cuales combinan los componentes

de las derivadas locales para obtener invarianza en la rotacion.

e En muchas tareas de visidn y procesamiento de imagenes se requiere usar un mismo filtro orientado,
rotado a diferentes angulos, bajo un control adaptativo, 0 se requiere usar la respuesta del filtro en varias
orientaciones. En [Baird, H.S., 1985] se presenta una arquitectura para sintetizar filtros de orientaciones
arbitrarias, a partir de combinaciones lineales de filtros base, lo cual permite que se pueda dirigir la
orientacion del filtro, usando, por ejemplo, la segunda derivada Gaussiana, y determinar analiticamente la
salida del filtro como una funcién de orientacion.

Para extraer las caracteristicas de las imagenes de los algoritmos, que serdn presentados en los siguientes
capitulos, se seleccionaron dos tipos de extractores; para probar que tan sensibles son al ruido, cuantas

correspondencias iniciales soportan, etc.:

a) Extractor basado en gradiente. Primero se hace una convolucion entre la imagen (en escala de grises) y un
filtro Prewitt (para detectar los bordes). Después, cada pixel de la imagen resultante se compara con sus
vecinos de un radio determinado; para encontrar aquellos que tengan el cambio de intensidad luminosa mas

sobresaliente.

b) Descriptor SIFT. La eleccién de este detector se basa, por un lado, en los resultados presentados en el
articulo [Mikolajczyk, K. and Schmid, C., 2005], en el que se hizo una evaluacién experimental de algunos de
los descriptores de regiones mencionados anteriormente. En la mayoria de los casos, GLOH obtuvo el mejor
resultado, fuertemente seguido de SIFT. Sin embargo, se utiliza este Ultimo debido a que el ejecutable esta
disponible para su uso. Por otro lado, SIFT ya fue aplicado en un proyecto realizado en [Se, S. et al., 2002]

para la localizacion de un robot.

El extractor basado en gradiente no es muy bueno (y menos comparado con SIFT), pero ese es el objetivo. De

esta manera, los algoritmos se podran probar con distintas entradas.
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Cuadro 1.1 Algoritmo de SIFT

Los principales pasos para generar el conjunto de caracteristicas de la imagen con SIFT son:

Deteccion extrema del espacio-escala. En el primer paso, se hace una blsqueda sobre todas las
escalas y localizaciones de la imagen; para identificar cuales puntos de interés son repetibles bajo
diferentes vistas del mismo objeto. Esto se logra mediante el uso de una funcién continua de escala

conocida como espacio-escala, L(x, y,o) , que es producida por la convolucién de una Gaussiana

de escala variable, G(x, y,o) , con una imagen de entrada, I (x,y) :
L(x,y,0)=G(x,y,0)*I(x,Y) (1.1)

donde = es la operacion de convolucionen X Y y,y

G(X, y,o-) :%e*(xzﬁLyZ)/Zo—Z (12)
2no

Para detectar eficientemente la localizacién de puntos de interés estables en el espacio escala, se
utiliza una funcion espacio-escala extrema, formada por la convolucién de una diferencia de

Gaussianas con la imagen, D(x,y,o). Dicha funcidn se calcula con la diferencia de dos escalas

cercanas separadas por un factor constante multiplicativo, k :

D(x,y,0) =(G(X,y,ko) = G(x,y,0) ) * 1 (X, y)
=L(x,y,ko)—L(x,y,0) (1.3

Para detectar el maximo y minimo local de dicha funcién, cada punto muestreado se compara con

sus ocho vecinos en la imagen actual y con sus nueve vecinos de la escala superior e inferior.

Localizacion del punto de interés. En el segundo paso, en cada ubicacion candidata se ajusta un

modelo detallado para determinar su ubicacion y escala. Los puntos de interés son seleccionados

con base en mediciones de su estabilidad.
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Asignacién de orientacion. En el tercer paso, se busca obtener una orientacion consistente, para
cada punto de interés, basada en las propiedades locales de la imagen. El descriptor del punto de
interés puede ser representado con relacion a su orientacion y, por lo tanto, puede ser invariante a la

rotacion de la imagen. Para cada imagen muestreada, L(x, y), la magnitud del gradiente m(x,y) ,

y la orientacién, 6(x, YY), se precalculan utilizando diferencias de pixel:

m(x,y) :\/( L(x+Ly)-L(x=Ly)) +(L(xy+1)-L(xy-1))" (1.4)

0(x,y) = tan’l(( L(xy+1)-L(xy-1))/(L(x+1y)-L(x-1 y))) (1.5)

Se forma un histograma de orientacién con las orientaciones de gradiente de los puntos muestreados
alrededor del punto de interés. Los picos en el histograma de orientacion corresponden a direcciones
dominantes de gradientes locales. Se detecta el pico mas alto en el histograma, y luego, cualquier
otro pico local (es decir, el pico que esté dentro del 80% del pico mas alto) también es usado para
crear un punto de interés con esa orientacion. Por lo tanto, para ubicaciones con picos mdltiples de
magnitudes similares, habra multiples puntos de interés creados con la misma ubicacion y escala

pero con diferentes orientaciones.

Descriptor del punto de interés. El Ultimo paso es calcular un descriptor para la region local de la
imagen, que sea altamente distintivo e invariante a cambios de iluminacién y puntos de vista 3D.
Para lo cual, se muestrean las magnitudes y las orientaciones del gradiente de la imagen (ver figura
1.2.a) alrededor de la ubicacién del punto de interés. Se usa la escala del punto de interés para
seleccionar el nivel de suavizado Gaussiano adecuado a la imagen. Con el objetivo de obtener una
invarianza en la orientacion, se rotan las coordenadas del descriptor y las orientaciones del
gradiente, con relacion a la orientacién del punto de interés. Se utiliza una funcion de peso
Gaussiana (con o igual a la mitad del ancho de la ventana del descriptor), para asignarle un peso a
la magnitud de cada punto muestreado. El propdsito de esta ventana Gaussiana (ilustrada con una
ventana circular en la figura 1.2.a) es, tanto evitar cambios repentinos en el descriptor, con pequefios

cambios en la posicién de la ventana, como darle menos énfasis a los gradientes que estan lejos del

centro del descriptor.
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El descriptor del punto de interés permite crear histogramas de orientacion sobre regiones de
muestreo de 4x4, para cambios significativos en las posiciones del gradiente. La figura 1.2.b

muestra un arreglo de histogramas de orientacion de2x 2, con ocho direcciones cada uno. La
longitud de cada flecha corresponde a la magnitud de ese histograma de entrada. Con esto se logra

el objetivo de permitir cambios de posicion local mas largos.

El descriptor esté formado a partir de un vector que contiene los valores de todas las entradas de los

histogramas de orientacidn, correspondientes a las longitudes de las flechas de la figura 1.2.b.

Los mejores resultados se obtienen con un arreglo de histogramas de orientacion de 4x 4, con 8

cuadros de orientaciones cada uno. Por lo que, cada punto de interés esta formado por un vector de
caracteristicas de 4 x 4x8 =128 elementos.
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Figura 1.2 Célculo del descriptor del punto de interés. Imagen tomada de [Lowe, D., 2004].

El vector de caracteristicas se normaliza, para reducir los efectos de cambios de iluminacion. Tal que,
un cambio en el contraste de la imagen (en el que cada valor de los pixeles es multiplicado por una

constante) seréd cancelado por el vector de normalizacion, y, un cambio en el brillo (en el que una

constante es agregada a cada pixel de la imagen) no afectara los valores del gradiente.
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1.2.3 Correspondencia de datos

Una vez que se localizan los puntos de interés de distintas imagenes (por ejemplo, de una misma escena, o de

una escena y de un modelo 0 mapa conocido a priori), se debe hacer una correspondencia entre ellos.

El problema de la correspondencia es de gran interés en el campo del andlisis de las imagenes, de la
visualizacion y del proceso digital de im&genes, por mencionar algunos. Los puntos de interés correspondientes entre
imagenes constituyen un paso fundamental en muchas aplicaciones de vision computacional, como recobrar escenas
3D, detectar objetos moéviles, o sintetizar las vistas de una camara. Para resolver este problema, se pueden seguir dos

estrategias alternativas: correspondencia icénica y correspondencia basada en la extraccion de caracteristicas.

En la primera, el procesamiento y las operaciones son a nivel de pixeles 6 elementos de la imagen. Se trabaja
directamente con los dos conjuntos de datos, buscando la correspondencia directa de sus elementos. Es menos popular
que la correspondencia basada en caracteristicas, sin embargo, esta técnica ha sido empleada con éxito en aplicaciones
diversas como la estimacion de profundidad ([Lucas, B., 1985], [Matthies, L. et al., 1989]) o la correspondencia entre
mapas ([Elfes, A., 1990], [Gonzalez, J., 1996], [Szeliski, R., 1988]). Una variante normalmente considerada como icénica
es aquella que hace corresponder los datos directamente proporcionados por el sensor con un modelo o mapa formado

por caracteristicas ([Cox, I., 1991], [Gonzalez, J. et al., 1995]).

Por el contrario, en la extraccién de caracteristicas se extraen un conjunto de caracteristicas de cada uno de
los dos conjuntos de interés, para luego buscar los pares de correspondencia entre elementos de ambos conjuntos de
caracteristicas. Este procedimiento corresponde al enfoque tipicamente empleado en los problemas de reconocimiento
de objetos, aunque también ha sido ampliamente utilizado en el campo de los robots mdviles para la construccion de

mapas Y la estimacion de la posicion.

Ambos enfoques del problema presentan ventajas y desventajas [Shaffer, G. et al., 1992]. La correspondencia
basada en extraccion de caracteristicas requiere de una cierta estructuracion subyacente en los datos, que posibilite la
identificacion de objetos o formas determinadas (i.e., segmentos, circulos, poligonos). Ademas, en determinados casos,
el proceso de extraccion puede llegar a ser bastante costoso desde el punto de vista computacional. EI ndmero de
combinaciones a explorar en esta metodologia es considerablemente menor que en la metodologia iconica, si bien, en

este caso, la maxima complejidad es conocida de antemano (en principio todos con todos).

En este trabajo, se decidié utilizar la correspondencia basada en la extraccion de caracteristicas, debido a que

son robustas a cambios de iluminacidn, puntos de vista y oclusiones.

Entre las aplicaciones que utilizan la extraccion de caracteristicas se pueden mencionar las siguientes:
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o  El prototipo de un sistema de vision estéreo portable [Stein, F. and Medioni, G., 1995], el cual utiliza dos
camaras que se conectan a un puerto USB (“Universal Serial Bus”), a un sistema de retroalimentacion
tacti y a una computadora portable. Se aplica un método de correspondencia pixel a pixel utilizando la
restriccion de la geometria epipolar. Trabaja en tiempo real, ya que limita el campo de vision s6lo lo

necesario para la navegacion.

o La etapa de estimacion del movimiento propio desarrollado en [Saez, J.M. et al., 2005] utiliza una
extraccion de caracteristicas sencilla. Para obtener las correspondencias entre ellas, se miden las
similitudes entre las apariencias locales en el vecindario de sus proyecciones respectivas. Con el objetivo
de asegurar la calidad de la correspondencia, se rechazan aquellas con baja similitud, bajos distintivos y
unidireccionalmente, después de calcular las mejores asociaciones para todos los puntos, se procede a
identificar y remover potenciales oclusiones. Finalmente se lleva a cabo la estimacidon de la

transformacion.

e  El sistema de visién DROID [Harris, C. et al., 1992], el cual utiliza filtros de Kalman para el seguimiento de
caracteristicas y, a partir de esto, se determina tanto el movimiento de la cdmara como la posicion 3D de

las caracteristicas.

Los algoritmos para obtener las correspondencias entre puntos de interés tienen el objetivo de reducir el
numero de correspondencias incorrectas, mientras se preservan las correctas. La presencia de correspondencias
incorrectas significa que los puntos de interés resultantes no pueden hacer correspondencias exactas; o que los puntos

de interés en un conjunto de puntos, no tienen correspondencia con los puntos del otro grupo.

Sin embargo, debido a que una blsqueda, que intente hacer corresponder todos los posibles puntos, lleva a
una explosion combinatoria, se han propuesto algunos métodos para poder reducir el espacio de busqueda. Existen tres

tipos principales:

a) Métodos basados en caracteristicas densas. En [Metaxas, D. et al., 1997], [Sclaroff, S. and Pentl, A., 1995],
[Tagare, H.D. et al., 1995], [Szeliski, R. and Lavallée, S., 1996] y [Feldmar, J. and Ayache, N., 1996], las
caracteristicas extraidas de las imagenes son ajustadas a curvas, lineas, o superficies, con lo que el espacio
de correspondencias puede ser drasticamente reducido, haciendo el problema de correspondencia mucho méas
facil. El problema con estos métodos es que solo trabajan bien cuando las curvas que hay que corresponder
son razonablemente suaves. Ademas, se necesita una buena extraccion de caracteristicas para que funcione

bien. La mayoria de estos métodos no pueden manejar mltiples curvas o curvas con oclusiones parciales.

b) Métodos que trabajan con puntos mas dispersos.
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e Se asignan atributos de movimiento a un conjunto de puntos, de acuerdo a las transformaciones no
rigidas que sufran. Dichos atributos son usados para distinguir los puntos y determinar sus
correspondencias ([Scott, G. and Longuet-Higgins, H.C., 1991], [Shapiro, L.S. and Brady, J.M., 1992] y
[Cootes, T.F. et al., 1995]).

e La aproximacion de correspondencia modal descrita en [Sclaroff, S. and Pentl, A., 1995], utiliza una
matriz, que es construida a partir de distancias Gaussianas entre los puntos de interés de un conjunto de
puntos. Se obtienen vectores propios a partir de las llamadas ecuaciones desemparejadas de equilibrio
dinamico, las cuales son definidas usando las matrices, mencionadas anteriormente. La correspondencia
es calculada comparando cada participacion relativa del punto, en los vectores. Una limitacion importante
de estos algoritmos es que no toleran correspondencias incorrectas. Ya que pueden deformar los modos,

invalidando las correspondencias resultantes.

¢) Métodos de correspondencias de grafos con pesos.

e En [Shapiro, L.G. and Haralick, R.M., 1981] utilizan las relaciones espaciales entre los puntos de cada
conjunto para limitar las busquedas de las correspondencias. Esta interrelacion entre los puntos se toma
en cuenta en [Cross, A.D.J. and Hancock, E.R., 1998] para construir una representacion gréfica de la
triangulacion Delaunay. Utilizan un algoritmo llamado “Expectation — Maximization” (EM) para solucionar el
problema de la optimizacion de la correspondencia de grafos. Sin embargo, los mapeos espaciales son

restringidos a ser afines o proyectivos.

e En [Lohmann, G. and von Cramon, D.Y., 2000] presentan un algoritmo basado en grafos para realizar la
correspondencia estructural de caracteristicas locales. El algoritmo consiste en la transformacion
simultnea de dos grafos, uno para los puntos caracteristicos de la imagen del modelo y otro para los de

la escena.

e Los sistemas propuestos en [Lebegue, X. and Aggarwal, J., 1993] y [Tardos, J., 1990], extraen de una
imagen segmentos caracteristicos en las tres direcciones del espacio. Un procedimiento alternativo
consiste en extraer de la imagen aristas verticales para luego establecer la correspondencia entre las
direcciones de las aristas observadas y las esquinas que aparecen en el mapa bidimensional del entorno
[Krotkov, E., 1989], [Mufioz, A. and Gonzalez, J., 1996], [Sugihara, K., 1988]. El problema se formula
como una bisqueda en un arbol de interpretaciones, donde cada nodo es una posible interpretacion de
las aristas observadas, es decir, cada nodo representa un conjunto de posibles correspondencias para las

direcciones observadas.
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Los resultados obtenidos con estas técnicas dependen de la calidad de la imagen, del nimero de aristas
detectadas, de la exactitud del mapa utilizado y, sobre todo, del tipo de escenario. El rango de aplicacion de
estos estimadores queda limitado a entornos fuertemente estructurados. Sin embargo, también se han
propuesto estimadores para robots que navegan en escenarios abiertos. La idea consiste en posicionar una o
varias cdmaras de manera que puedan ver el horizonte. A partir de la forma y posicion del perfil de éste dentro
de la imagen, y suponiendo que se conoce el mapa topografico de la zona (por ejemplo mediante curvas de
nivel), puede estimarse la localizacién del vehiculo estableciendo la correspondencia entre ambos ([Stein, F.
and Medioni, G., 1995], [Sutherland, K. and Thompson, W., 1994], [Szeliski, R., 1988]).

Por otro lado, en el caso, de secuencias de imagenes tomadas con cdmaras monoculares, donde no se tiene la
informacion 3D (que se obtiene de las cAmaras estéreo), el movimiento relativo entre pixeles en imagenes consecutivas,
esta sometido a transformaciones rigidas y no rigidas. Esto también ocurre en muchas otras aplicaciones del mundo real.
Tales transformaciones son dificiles de obtener, debido al ruido producido por el proceso de adquisicion de las
imégenes y a la extraccion de las caracteristicas, por lo que se han propuesto algoritmos para lograrlo. Entre los que se

pueden mencionar los siguientes:

e En [Stockman, G., 1987] plantean la transformada de Hough, donde la transformacién del parametro
espacial es dividido en pequefias secciones, y cada seccion representa una cierta configuracion de los
pardmetros de la transformacion. Los puntos votan por todas las secciones y la que tenga mas votos es

elegida.

e  En [Huttenlocher, D.P. et al., 1993] presentan algoritmos para calcular la distancia Hausdorff, entre todas
las posibles posiciones relativas de un modelo y una imagen. Se enfocan en los casos en los que se
permite que el modelo y la imagen se trasladen con respecto una de la otra, también consideran el caso

mas general de movimiento rigido.

e En [Ullman, S., 1989] se utiliza el método de alineacion, el cual esta dividido en dos partes. La primera
determina la transformacién rigida en el espacio, que es necesaria para alinear el objeto visto, con
posibles modelos de objetos. Este paso puede generarse con minima informacion, como la orientacion
dominante del objeto, 0 un pequefio niumero de puntos caracteristicos correspondientes entre el objeto y
el modelo. El segundo paso, determina el modelo que mejor corresponda con el objeto visto. En esta
etapa, la busqueda es sobre todos los posibles modelos de objetos, no sobre todas sus posibles vistas,
dado que la transformacion ha sido Unicamente determinada en el paso de alineacién. Este método
también propone descripciones abstractas, pero a diferencia de los métodos con descripcion estructural,
utiliza descripciones pictéricas, en lugar de descripciones estructurales simbdlicas.
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Sin embargo, hay casos en los que se requiere que se obtenga tanto la correspondencia como la

transformacion entre los puntos. Por ejemplo: las correspondencias de patrones con caracteres escritos a mano, la

generacion de interpolaciones suaves entre cuadros intermedios y cuadros clave en animaciones de cartones, el

seguimiento del movimiento del cuerpo humano, el recobrar el movimiento dindmico del corazon en los andlisis de

imagenes cardiacas, por mencionar algunas. Todas estas actividades involucran encontrar la transformacion 6ptima

entre formas u objetos cercanamente relacionados.

Este es un problema dificil, dado que la apariencia de la proyeccion de las superficies en las imagenes varia

dependiendo de varios fenémenos, como la posicién de la camara, la deformacion de las superficies o la iluminacion.

Para solucionarlo se han propuesto muchos métodos, sin embargo, debido a lo complejo que es, no lo atacan por

completo, solo lo simplifican. Entre los que se encuentran:

El algoritmo llamado “Iterative Closest Point” (ICP) se utiliza en [Besl, P.J. and McKay, N.D., 1992] para
encontrar el punto mas cercano de una entidad geométrica a un determinado punto. Dado un conjunto
inicial de rotaciones y translaciones, para una clase particular de objetos (con un cierto nivel de
complejidad de la forma), se puede minimizar globalmente la métrica de la distancia de minimos
cuadrados sobre los seis grados de libertad, probando cada correspondencia inicial. Por ejemplo, teniendo
un modelo de una forma y datos censados, que representen la mayor porcion del modelo de la misma,
éstos pueden ser correspondientes probando una traslacion inicial y un conjunto relativamente pequefio
de rotaciones. Este método se puede utilizar para encontrar la equivalencia entre las formas de diferentes
representaciones geométricas, asi como para estimar el movimiento entre conjuntos de puntos, donde las

correspondencias son desconocidas.

En [Cross, AD.J. and Hancock, E.R., 1998] unifican las tareas de estimar las transformaciones
geomeétricas e identificar los puntos correspondientes. Para lo cual construyen un modelo mixto sobre una
gréfica bipartita, que representa la correspondencia de los puntos. Utilizan un algoritmo EM para optimizar.
Las probabilidades de la correspondencia estructural contribuyen a la funcion de probabilidad esperada,
usada para estimar los parametros de transformacion con maxima probabilidad. Estas probabilidades

miden la consistencia de la correspondencia de los vecinos en un grafo.

En [Wells, W., 1997] se utilizan un par de aproximaciones estadisticas para el reconocimiento de objetos
basado en modelos con distribuciones normales de caracteristicas. En la primera, la bisqueda de
soluciones puede ser ordenada como una blsqueda combinatoria en el espacio de correspondencias, 0
como una busqueda sobre el espacio de posiciones. En la segunda, se tiene una funcién suavizada de la
posicidn que es usada para la bisqueda. Utilizan EM para la optimizacion, el cual alterna entre el
refinamiento de la posicién y la reestimacion de las probabilidades de las correspondencias, hasta

converger.
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e En [Hinton, G.E. et al., 1992], digitos escritos a mano son modelados como “splines’, las cuales son
funciones polinomiales que pueden tener una forma localmente muy simple, pero al mismo tiempo son
globalmente muy flexibles y suaves (ver apéndice 1). Las imagenes reales pueden ser reconocidas
encontrando el modelo del digito, que mas se parezca a los datos generados con las “splines”. Para cada
modelo del digito, se utiliza un algoritmo de correspondencia elastico para minimizar una funcion de
energia, que incluye tanto la energia de la deformacion del modelo del digito, como la probabilidad de que
el modelo pueda generar unos puntos de control en la imagen. El modelo con la menor energia total,

gana.

e  El algoritmo mostrado en [Chui, H. and Rangarajan, A., 2000] explota en puntos lo que en [Saez, J.M. et
al., 2005] se explota para grafos. Es un algoritmo tipo EM que calcula la correspondencia y la
transformacion no rigida (descompuesta en parte rigida y parte no rigida) siguiendo el método de los

“Thin-Plate splines” (TPS, ver capitulo 2).

e EnJ[Gold, S. et al., 1995], el problema de correspondencias de puntos se modela como un problema de
optimizacién de una conjuncion de minimos cuadrados y una asignacion lineal, para resolverlo se crearon
nuevos algoritmos llamados “Deterministic Annealing” y “Softassign”. En estos algoritmos se formulan
funciones de energia, caracterizadas por el uso de una matriz de correspondencia que denota
explicitamente la asignacion entre un conjunto de puntos y otro. La matriz de correspondencia es una
matriz de ceros y unos, donde los unos indican que un punto en un conjunto esté asociado a un punto en
el otro conjunto. Las variables de la matriz de correspondencia deben satisfacer las restricciones de la
matriz de asignacion (i.e. las filas y las columnas deben sumar a lo més, uno y las entradas deben ser
cero 0 uno). Para ello, a cada par de puntos se les asigna una funcién de probabilidad de correspondencia
basada en una funcion Gaussiana de la distancia entre ellos “Softassign” y, el “Deterministic Annealing”

controla lo difuso de lo generado en el “Softassign”, agregando un término de entropia.

e En [Chui, H. and Rangarajan, A., 2003] se plantea un algoritmo para resolver las correspondencias no
rigidas entre puntos, llamado TPS-RPM (“Robust Point Matching”, RPM), que utiliza, por un lado, el TPS
para la parametrizacion del mapeo espacial no rigido y, por otro, el Asignado Suave para las
correspondencias. Es relativamente robusto cuando se considera un nimero reducido de
correspondencias incorrectas. La robustez también ha sido considerada en [Rohr, K. et al., 2001]. Una
aproximacion (y mas eficiente estimacion) del TPS es discutido en [Donato, G. and Belongie, S., 2002].
También se ha aplicado en combinacion con el ICP [Brown, B. and Rusinkiewicz, S., 2004] para la

alineacion no rigida de acoplamientos 3D.

1 . - , - ., ., .
La palabra inglesa “spline” es comtnmente utilizada en varias areas, entre ellas, la vision computacional.
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En esta tesis, para resolver el problema de la correspondencia y la transformacion, se proponen algunos

algoritmos (basados en TPS y Geometria Epipolar, ver capitulo 2) que se detallan en el capitulo 3.

1.2.4 Estimacion del movimiento

El problema de la deteccion, descripcién y entendimiento del movimiento, a partir de datos visuales, son de los
problemas mas dificiles en vision computacional. Esto se debe a que existen dos tareas principales que deben ser
resueltas: i) La estimacion del movimiento del sensor visual (llamado movimiento propio), con respecto a alguna
referencia estatica y al movimiento asociado con los objetos observados; v i) la discriminacion de la segmentacion del
movimiento, donde, los campos de movimiento 2D, previamente derivados, deben ser interpretados en términos de

objetos rigidos, articulados o deformables, discriminando entre objetos que tienen distintos movimientos.

Las técnicas propuestas para resolver estas tareas, caen en dos categorias: andlisis de una secuencia de
imagenes y analisis del movimiento estéreo. Solo serdn mencionadas las primeras, debido a que el problema que se
pretende resolver, es la estimacion del movimiento a partir de una secuencia de imagenes obtenidas con una camara

monocular.

De acuerdo con [Armangue, X. et al., 2003], las aproximaciones a la estimacién del movimiento a partir de
una secuencia de imagenes, pueden ser clasificadas en métodos discretos y métodos diferenciales, dependiendo de si

se utiliza un conjunto de puntos correspondientes o el flujo dptico.

Cuando se comparan los métodos diferenciales con los discretos, la ecuacion epipolar discreta incorpora una
sola matriz, mientras que la ecuacion epipolar diferencial incorpora dos matrices. Estas matrices codifican la informacion

acerca de las velocidades lineales y angulares de la camara.

En [Tian, T. et al., 1996] y [Haralick, R., 1988] hacen un comparativo de algunos algoritmos diferenciales

para calcular la estimacion del movimiento. Aqui solo seran mencionados algunos:

e En [Bruss, A. and Horn, B.K.P., 1983] aplicaron una manipulacion algebraica simple para eliminar la
profundidad y obtener restricciones bilineales, en la velocidad de traslacion y la velocidad de rotacion, por
cada pixel de la imagen. En [MacLean, W. et al., 1994] derivaron las mismas restricciones bhilineales
(mencionadas en el punto anterior). Estimaron la translacion minimizando la restriccidn no lineal sobre las

velocidades de toda la imagen.

e En[Longuet- Higgins, H.C., 1984] propusieron un método basado en la paralaje del movimiento, en el que
si dos puntos 3D tienen la misma ubicacion en la imagen, pero tienen diferentes profundidades, entonces

la diferencia de vectores estara orientada a través del FOE, el cual se localiza a partir de la diferencia de
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vectores de flujo locales. El problema con este algoritmo es que es particularmente dificil medir los

vectores de flujo cerca de los limites de la oclusién.

e En [Tomasi, C. and Shi, J., 1993] se desarroll6 un método que usa informacién de la paralaje del
movimiento en una forma distinta a las anteriores. Su método estima la translacién a partir de
deformaciones de la imagen, definida como el cambio en la distancia angular entre pares de puntos de la

imagen mientras se mueve la camara.

e En [Prazdny,K., 1980] se propone un algoritmo que en lugar de calcular primero la translacién como los
algoritmos anteriores, calcula primero la rotacion. A partir de una tripleta de puntos de la imagen, la
siguiente restriccion en los pardmetros de rotacion (independientes de la translacion y la profundidad) fue

derivada por manipulacién algebraica.

e En [Kanatani, K., 1993] se reformuld la restriccion epipolar del tiempo instantdneo en términos de
parametros esenciales y flujo giratorio (una version rotada del vector de velocidad). También se propuso
otro algoritmo, en el que se encontrd que la estimacion de minimos cuadrados de translacién son
sistematicamente sesgados. Se analizd el sesgo estadistico, usando un modelo simple de ruido
Gaussiano, después, se propuso un método (llamado método de renormalizacion) que elimina los sesgos

compensando automaticamente para el ruido desconocido.

En [Torr, P. and Murray, D.W., 1997] se hace un comparativo de algunos algoritmos discretos para calcular la

estimacion del movimiento. Entre los que se pueden mencionar:

e El desarrollado en [Longuet-Higgins, H.C., 1981] donde presentaron un algoritmo para calcular la
estructura y el movimiento a partir de un pequefio grupo de puntos correspondientes en dos imagenes.
Plantearon una solucién cerrada al problema usando ocho puntos 3D y dos cuadros, con base en la

suposicion de que el problema de correspondencia habia sido resuelto.

e Otros han extendido la aproximacién de los parametros esenciales a lineas ([Faugeras, O., 1993],
[Spetsakis, M. and Aloimonos, J., 1990]), desarrollado andlisis mas detallados del error [Weng, J. et al.,
1992], y desarrollado técnicas de minimos cuadrados no lineales para el problema de dos iméagenes
[Weng, J. et al., 1989].

e En[Saez, J.M. et al., 2005] utilizan un plano retinal estandar. El objetivo es desarrollar tanto la accion de
estimacion como el de correspondencia. Se tienen nubes de puntos 3D restringidas, y dado que cada
punto en la primera nube corresponde a un punto en la segunda, la accion 6ptima es la que lleve a la

transformacion (rotacién y traslacion) que maximice el grado de alineacion entre ambas nubes, esto es,
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aquella que minimice una funcién de energia cuadratica. Para lo cual, se desarrollo un gradiente

conjugado descendiente con un paso adaptativo a través de acciones incrementales.

e En [Fischler, M. and Bolles, R., 1981] proponen utilizar una retina esférica en lugar de un plano retinal
estandar, ya que se dieron cuenta de que los parametros del movimiento del observador son mas faciles
de estimar. En trabajos previos a este se encontré como proyectar vectores de velocidad de la imagen en
la superficie de una retina esférica (unitaria). La transformacion entre los vectores de la imagen planar y
los vectores esféricos se alcanzan con una matriz Jacobiana que es especifica para el uso de sistemas
omnidireccionales. Asi, cada vez que un sistema de imagenes de angulos amplios es usado, se debe
derivar una nueva ecuacion para la Jacobiana. Para superar esta limitacién, en este articulo se propuso
una expresion general para la Jacobiana que puede ser usada por muchas cdmaras omnidireccionales
diferentes, simplemente mandando dos pardmetros. Para lograrlo se basaron en un modelo de formacion
de la imagen general, valido para todas las camaras con un solo centro de proyeccion. También discuten
el problema de escoger entre dos modelos de estimacion de movimiento propio. Un modelo considera
solamente movimiento rotacional, mientras que el segundo aplica simultdneamente traslacion y rotacion.
El criterio de seleccion se basa en la desviacién media y estandar de los residuos entre el campo del

movimiento reconstruido y el observado. Obteniendo buenos resultados.

e En [Debrunner, C.H. and Ahuja, N.A., 1990] proveen expresiones de forma cerrada para formas y
movimiento asumiendo que el movimiento es constante sobre la secuencia. Las soluciones incrementales

para movimientos mdltiples se calculan tomando ventaja de la redundancia de las mediciones.

e En[Cui, N. et al., 1990] utilizan una técnica de estimacion éptima (minimos cuadrados no lineales) entre

cada par de imagenes, y un filtro de Kalman extendido para acumular informacién en el tiempo.

e En[Tomasi, C. and Kanade, T., 1990] utilizan un método de factorizacion, el cual extrae la forma y el
movimiento de una secuencia de imagenes, sin calcular la profundidad del centro de la camara. Sus
aproximaciones formularon la forma a partir del problema de movimiento en coordenadas centradas del

objeto, a diferencia de las formulaciones mas convencionales centradas en la camara.

Debido a que en este trabajo se utiliza un conjunto de puntos correspondientes, se aplicardn algoritmos

discretos para resolver la estimacion del movimiento.

Se pueden tener cuatro tipos de problemas, para estimar el movimiento, dependiendo de los datos iniciales:
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Los conjuntos de datos consisten en puntos bidimensionales en un espacio bidimensional. Estos datos
surgen cuando objetos planos en 3D, son vistos bajo la proyeccion en perspectiva, con el angulo de vista

siendo el mismo que la superficie normal del objeto visto.

Los conjuntos de datos consisten en un conjunto de puntos 3D en un espacio 3D. Este conjunto de datos

surgen cuando los objetos en 3D, son vistos con un sensor buscador de rango.

Se tiene un conjunto de datos consistente en proyecciones en perspectiva 2D de puntos 3D, y otro
conjunto de datos consistente en un conjunto de puntos 3D. Este caso se conoce como problema de
orientacion absoluta.

Se tiene un conjunto de puntos 3D, proyectados en perspectiva 2D, los cuales tienen un movimiento rigido
(rotacién y traslacién) desconocido, reflejado en una segunda vista en proyeccién en perspectiva 2D, del
mismo conjunto de puntos en 3D. Dicho de otro modo, se toman dos vistas del mismo objeto, que se
pueden considerar como el movimiento rigido desconocido de un cuerpo de la primera vista a la segunda.
Ambas vistas son proyecciones en perspectiva 2D. Este caso se conoce como problema de orientacion
relativa.

En [Haralick, R. et al., 1989] se muestran una serie de algoritmos para resolverlos. Sin embargo, debido a que

en este trabajo se pretende resolver, solamente, el problema de orientacion relativa, a continuacion se muestra una

clasificacion de los algoritmos que resuelven este problema:

a)

Algoritmos de la matriz esencial. Son algoritmos lineales que requieren por lo menos ocho puntos,

aunqgue se han hecho extensiones de estos algoritmos cuando solo hay cinco o siete puntos disponibles.

Algoritmos directos. Estos algoritmos encuentran la rotacion y la traslacion directamente y requieren la

minimizacion de funciones de costo no lineales.

Algoritmos de subespacio. Estos algoritmos son validos para rotaciones pequefias entre dos imagenes.

Se requiere de la minimizacion de una funcién de costo bidimensional.

En el capitulo 4 se describiran, a detalle, los algoritmos implementados en este trabajo, que se ubican dentro

de las dos primeras clasificaciones.
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Capitulo 2

Fundamentos de la GE y del TPS

Como se menciond en el capitulo anterior, en esta tesis se proponen algunos algoritmos (los cuales se
explicaran en los capitulos 3 y 4) para resolver el problema de la correspondencia y la transformacion entre los puntos
extraidos de un par de imagenes. Dichos algoritmos estan basados en los métodos de la Geometria Epipolar y el “Thin-

Plate spline”, por lo cual, en este capitulo se explican a detalle.

2.1 Notacion

A continuacion se muestra la notacion relevante para comprender las ecuaciones presentadas en esta tesis.

A Vector.
n Escalar.
() Funcion.
M Matriz.

I Matriz identidad.

A'B Producto interno entre dos vectores, también conocido como producto escalar o producto
punto.

Ax A Producto cruz entre dos vectores.

M* Pseudoinversa de M.

[ A]X Matriz antisimétrica de A , usada para calcular un producto cruz.

0 Vector cero.

M Matriz inversa de M.

MT Transpuesta de M.
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Al Norma del vector A .

det(M) Determinante de M.

R Conjunto de puntos.

2.2 Geometria Epipolar

La Geometria Epipolar (GE) ha sido ampliamente utilizada en el campo de la vision computacional, debido, entre
otras cosas, a que se pueden obtener correspondencias entre pares de imagenes y, a partir de ellas, se puede calcular la

calibracion de las camaras, o viceversa.

Por ejemplo, en [Wexler, Y. et al., 2003] la GE se usa en la calibracién automatica de los sistemas de las
cémaras estéreo. Esto se logra con un método que permite el aprendizaje de las formas de las curvas epipolares, a través
de la adquisicién de las correspondencias de multiples pares de imagenes (via cdmaras estéreo) con configuracion fija.
Este método tiene dos beneficios secundarios: primero, permite la estimacién de la geometria epipolar cuando el modelo
paramétrico es desconocido (i.e. con material archivado). Segundo, aln cuando el modelo paramétrico sea conocido, el
algoritmo no paramétrico puede ser un paso de preproceso valioso, ya que puede minimizar el costo computacional. Otro
uso es en la estimacién del movimiento de la cdmara estéreo [Goshen, L. et al., 2003], aplicado al movimiento de un robot
mavil [Armangue, X. et al., 2003] o la medicién de la profundidad para sistemas de vision estereoscdpica para invidentes
[Audette, R. et al., 2000]. También ha sido la base para el calculo de la geometria de tres vistas (llamada tensor trilineal),
que es usada para describir la posicion de la camara a partir de una secuencia de imagenes, ya que produce un conjunto
de correspondencias confiable y preciso ([Roth, G. and Whitehead, A., 2000] y [Kimura, M. and Saito, H., 2002]). Por otro
lado, la GE es el modelo geométrico detras de la reconstruccion de escenas del mundo real a través de imagenes, ya que,
modela la posicion relativa y la orientacion del plano de la imagen. Para cada punto en una imagen, define una linea en la
otra imagen, donde podria estar su punto correspondiente. Esto puede ser usado para restringir la bisqueda en la

correspondencia densa [Megyesi, Z. and Chetverikov, D., 2003].

2.2.1 Geometriade la camara tipo “pinhole”

La camara tipo “pinhole” es un sistema compuesto por dos planos (6 pantallas). En el primero, llamado plano
principal, existe un agujero pequefio (centro de proyeccién o centro dptico) a través del cual pasan algunos de los

rayos de luz emitidos o reflejados por el objeto observado, que, al impactarse en la pelicula, forman una imagen invertida

del mismo en la segunda pantalla, también conocida como plano de la imagen o plano de la retina (;z) . Esta imagen

se forma a partir de una operacién llamada proyeccién en perspectiva (ver figura 2.1).
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Figura 2.1 Camara tipo “pinhole”.

En este tipo de proyeccion, cuanto mas lejos estd un objeto del observador, en este caso la camara, mas
reducida es su proyeccién. Esto permite al observador tener una idea de profundidad. Es una indicacion de qué porciones

de la imagen corresponden a las partes del objeto que estan méas cerca 0 mas lejos del observador.

Si el centro de proyeccion esta en el sistema de coordenadas estandar de la cdmara, O =(0,0,0)T ,yun

punto en el objeto estaen P :( XY, z)T (en coordenadas homogéneas P =(x, y, z,1)T ), entonces, el rayo proyectante

sera la recta que pasa por estos dos puntos (ver figura 2.2).

El eje 6ptico se define como la linea que pasa por el centro de proyeccion y es perpendicular al plano de la
imagen. Para simplificar, el sistema de coordenadas de la cAmara coincide con el del mundo exterior. La distancia focal,

f, mide la distancia desde el plano de la imagen al centro de proyeccion. El punto proyectado, tiene coordenadas

homogéneas P = (X,,1)", sera el punto de interseccién del rayo proyectante con el plano de la imagen (ver figura 2.3).

El eje de la coordenada z es la linea que pasa por el eje 6ptico. De lo anterior se pueden obtener las siguientes

ecuaciones:

Para poder operar con algebra matricial (y sea mas sencillo de trabajar en computadora), se puede reformular la

ecuacion anterior en coordenadas homogéneas como:
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Figura 2.3 Geometria de la camara tipo “pinhole”.

Donde M es la matriz de proyeccién
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—f 0 00
0 -f 00 (2.4)
0 0 10

Asi, la ecuacion (2.3) queda como:

P =MP (2.5)

Sin embargo, como no afecta multiplicar un esclara por coordenadas homogéneas, la ecuacion (2.5) queda

como:

ol

- MP (2.6)

La férmula matematica de la matriz de proyeccion M es mas complicada cuando los sistemas de coordenadas

no coinciden, ya que es necesario calibrar los parametros de camara.

2.2.2 Analisis de la Geometria Epipolar

Supéngase que se tiene un punto P del espacio, que se proyecta en el punto P de la primera imagen, y el

punto P’ de la segunda imagen. Entonces, por aplicacion directa de la ecuacién (2.6) a este escenario, se tiene el

sistema de ecuaciones matriciales:

P'=MP (2.8)

Donde, M es la matriz de proyeccion de la primera imagen, M'es la matriz de proyeccién de la segunda
imagen, P son las coordenadas homogéneas del punto en el espacio, P son las coordenadas homogéneas de la

proyeccién del punto P en la primera imagen, P’ son las coordenadas homogéneas de la proyeccion del punto P en la

segunda imagen.

Se define la vision estéreo como aquella en la que se emplea mas de una imagen para obtener una idea de
tridimensionalidad. Segun el nimero de imagenes que sean empleadas, se hablara de visién bifocal — dos imagenes -,
trifocal — tres imagenes —, quadrifocal — cuatro imagenes — o N-focal — N imagenes —. En este caso, se empleara el

sistema bifocal.
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La geometria estéreo, denominada geometria epipolar (figura 2.4), es, esencialmente, la geometria de la

interseccion de los planos de la imagen, tomando como linea base el eje que une los centros de las camaras. Se
compone de dos cdmaras cuyos centros de proyeccion son O y Q', y sus planos de la imagen (7z, n’)estén en
coordenadas normalizadas. Las distancias focales se nombran f y f'. Cada camara identifica un sistema de referencia
3D, el origen del cual se sitia en el centro de proyeccion de la camara, y el eje z con el eje Optico. Los vectores
P=(xY,z )T y P'=(x.y, z’)T se refieren al mismo punto 3D, P, como vectores en los sistemas de referencia de la

camara izquierda y derecha respectivamente.

Linea Linea
Epipolar P Epipolar
AN /

Plano
Epipolar

Figura 2.4 Geometria epipolar.

Los vectores P =(X,y,))" y P'=(X"y¥"1)" definen las proyecciones del punto P en la imagen izquierda y

derecha respectivamente y estan expresados en su correspondiente sistema de referencia.

Los sistemas de referencia de las camaras izquierda y derecha estan relacionados a través de los parametros
extrinsecos. Estos definen una transformacién rigida, en el espacio 3D, definida por un vector de traslacién

T =0’-0 y una matriz de rotacion R. Dado un punto P en el espacio, la relacion entre P y P’ es por tanto

P'=R(P-T) (2.9)

El nombre de geometria epipolar se debe a que los puntos, en los cuales la recta (que une los centros de
proyeccion de las camaras) corta a los planos de proyeccion, se llaman epipolos. La notacion para estos puntos es E y
E’, el epipolo izquierdo y derecho respectivamente. Por construccidn, ambos epipolos representan la proyeccion, en su
correspondiente plano de la imagen del centro de proyeccion de la otra camara. En el caso de que uno de los planos de la

imagen sea paralelo a la recta que une los centros de proyeccion, el epipolo de ese plano estar situado en el infinito.

La importancia practica de la geometria epipolar parte del hecho de que el plano identificado por P, O y O’

(lamado plano epipolar) interseca cada imagen en una linea, llamada linea epipolar (Figura 2.5).

35



Considérese la tripleta P, Py P'. Dado P, P puede caer en cualquier punto del rayo definido por O y P.

Pero, dado que la imagen de este rayo, en la imagen derecha, es la linea epipolar a través del punto correspondiente P’

dicho punto debe estar sobre la linea epipolar. Esta correspondencia establece una aplicacion entre puntos de la imagen

Figura 2.5 Lineas Epipolares.

izquierda y rectas de la imagen derecha y viceversa. Una consecuencia de esta correspondencia es que, dado que todos
los rayos pasan (por construccion) por el centro de proyeccion, todas las rectas epipolares deben pasar por el epipolo.

Por tanto, si se determina la aplicacion entre puntos de la imagen izquierda (derecha) y las rectas epipolares de

la imagen derecha (izquierda), se puede restringir la bisqueda para la correspondencia de P a lo largo de la linea
epipolar correspondiente. Alternativamente, este conocimiento también se puede usar para verificar si una potencial
pareja de puntos correspondientes, lo son de verdad o no. Esta técnica es normalmente una de las mas efectivas para
detectar las posibles falsas correspondencias debidas a la oclusion.

La restriccidn epipolar es la que indica que los puntos correspondientes deben estar sobre lineas epipolares

conjugadas.




2.2.3 Matriz fundamental

La geometria epipolar se puede representar algebraicamente por una matriz, conocida como matriz

fundamental.

El primer paso para deducir la matriz fundamental, sera buscar la formulacién matematica para la linea epipolar
(1') de la segunda proyeccién (M’ ), de tal forma que sea funcién de P, M y M’ . Se parte del supuesto de que P es

desconocido.

Para ello, se usara un punto arbitrario P, , cuya formulacion es:

P =M"P (2.10)

a

Es decir, P, sera el producto de la pseudoinversa de la primera matriz de proyeccion por la primera proyeccion
del punto. Siendo M de 3x4 elementos, M™* sera, forzosamente, de 4x3 elementos, segln la definicion de

pseudoinversa por la derecha. Dado que el vector P es de 3x1 elementos, el vector resultante P, es de 4x1

elementos, lo que significa que P, formula matematicamente un punto.

Este punto tiene una propiedad importante. Si se aplica a la ecuacién (2.6) se tiene:

P, =MP (2.12)

a

Donde P, es el punto P, proyectado en el plano 7 . Sustituyendo el valor de P, se obtiene:

a

=MM*P (2.12)

»0l

Aplicando la definicién de pseudoinversa, se tiene que

MM* =1 (2.13)

por lo que:

» Ul
[
ol

(2.14)
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Esto quiere decir que la proyeccion F_>a de este punto P, esiguala P, por lo que el punto esta en la linea entre

el centro dptico O y la proyeccion en M del punto P. Luego:
P/ =M'P, (2.15)
Aplicando (2.10):
P/ =M'M"P (2.16)

a

Para el segundo punto, se aplica la ecuacion de (2.8), al centro dptico O de la primera imagen, con objeto de

obtener el segundo epipolo. Se tiene:
E'=M'O (2.17)
Conacidos estos dos puntos, el calculo de la linea epipolar es el producto cruz de:
I'=E'xP, (2.18)
Sustituyendo el calculo de F_’a’ de (2.16) y de E' de (2.17), se tiene:
I'=M'OxM'M*P (2.19)

Aln se puede simplificar mas la formulacién, sustituyendo la matriz, resultado del producto de M'O, por su

antisimétrica; y asi se tiene que la nueva formulacion de la linea epipolar I es:

I'=[M'O] M'M*P (2.20)

Se define la matriz F o matriz fundamental como:

F=[MO] M'M* (2.21)

Asi, la linea epipolar 1" pasa a ser:
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I'=FP (2.22)
La matriz fundamental se usa para relacionar las dos proyecciones Py P’ de un punto en el espacio. Para

deducir la expresién que relaciona las dos proyecciones, se analizaré la linea epipolar 1’ de nuevo. Como P’ pertenece

alalinea epipolar 1", se tiene que:

PTI'=0 (2.23)

Pero, aplicando la nueva definicién de linea epipolar de (2.22), se tiene que:

PTFP =0 (2.24)

Las propiedades de la matriz fundamental se pueden dividir en dos tipos, las propiedades algebraicas y las

propiedades geométricas.
Algunas de las propiedades algebraicas mas importantes son las siguientes:

e F es una matriz homogénea. En la practica, significa que para todo «, si x =0, la matriz xF sigue

siendo matriz fundamental.

e Es derango 2, lo que significa que, luego de reducir la matriz fundamental por medio de operaciones
elementales, solo dos renglones de ésta son distintos de cero. Es decir, una de las filas debe ser

linealmente dependiente de las otras dos.

e Tiene siete grados de libertad, es decir, de los nueve componentes de la matriz, dos pueden ser calculados

a partir de los otro siete.

e Lasiguiente no solo es una propiedad sino una restriccion, llamada restriccion de singularidad. En la que
el determinante de la matriz fundamental es cero. Lo cual significa que es una matriz singular y no
invertible. El espacio nulo izquierdo y el derecho de F son generados por los vectores que representan (en
coordenadas homogéneas) los dos epipolos en las dos imagenes. Si F es no singular, entonces, las lineas

epipolares no coinciden.

Algunas de las propiedades geométricas mas importantes son las siguientes:
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e Dada una geometria bifocal, la matriz fundamental es funcion exclusiva de dicha geometria. Esto significa

que es independiente de todos los puntos de la escena Py de las proyecciones P y P’ (de los puntos

de la escena).

e La matriz fundamental define las lineas epipolares:

I’=FP es lalinea epipolar que corresponde a P (2.25)

| =F"P’ es la linea epipolar que corresponde a P’ (2.26)

e Lamatriz fundamental define los epipolos:

FE=0 (2.27)
FFE'=0 (2.28)

e Lamatriz fundamental define la restriccion epipolar: Si P y P’ son puntos correspondientes de las dos

imagenes, entonces P"TFP =0 .

Existe una gran cantidad de algoritmos desarrollados para obtener la matriz fundamental, por lo que se han

formado las siguientes cuatro categorias:

a) Métodos de solucién directa. Se basa en una propiedad de la matriz fundamental que dice que para

cualquier par de puntos correspondientes P <> P’ en las dos imagenes, P""FP =0 . Esto es porque si los

puntos P y P’ corresponden, entonces P’ cae en la linea epipolar, 1'=FP , correspondiente al punto P .
En otras palabras, 0= P’"I’ = P'TFP . En esta opcion no hay que conocer los parametros de la camara, solo

Se requiere conocer cuantas correspondencias se necesitan para calcular F, y las circunstancias bajo las que la
matriz es Unicamente definida por estas correspondencias. ES una relacion algebraica simple entre puntos
correspondientes y la geometria epipolar, la cual permite recuperar la matriz fundamental, dados ocho puntos
correspondientes en pares estereoscopicos. Ejemplos de este tipo son el algoritmo normalizado de 8 puntos
(ver cuadro 2.1) [Longuet-Higgins, H.C., 1981] y el algoritmo de restriccion de dos epipolos [Chengke, W. et al.,
2000]. En este ultimo, se introducen nuevas restricciones geométricas para eliminar la inestabilidad de la matriz
fundamental, que surge de la inestabilidad de los epipolos. Es mas robusto y mejor que el algoritmo normalizado

de 8 puntos, pero es no lineal.

b) Métodos algebraicos. Estos métodos son (tiles cuando existen mas de 8 puntos correspondientes y con

errores en las coordenadas. La forma de la matriz fundamental puede ser derivada algebraicamente, con base
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en los pardmetros intrinsecos y extrinsecos de las camaras (en términos de las matrices de proyeccion M y
M"). Esto se logra aproximando una solucién que minimice la suma de los cuadrados de la relacién algebraica

entre los puntos correspondientes y la geometria epipolar.

) Métodos geométricos. En estos métodos, el objetivo es encontrar una configuracion geométrica “legal” (i.e.
una que satisfaga las restricciones de la geometria epipolar), tal como la suma de los cuadrados de las
distancias de los pares correspondientes, a partir de su minimo. El mapeo de un punto en una imagen a la linea

epipolar correspondiente en la otra imagen, puede ser descompuesto en dos pasos. En el primer paso, el punto
P se mapea a algiin punto de P’ en la otra imagen, cayendo en la linea epipolar 1". Este punto es una
correspondencia potencial para el punto P . Para poder obtener este mapeo Se necesitan conocer los

parametros intrinsecos y extrinsecos. En el segundo paso, I’ se obtiene como la linea que une P’ al epipolo

E’. Este problema es numéricamente mas complicado que los anteriores, pero da mejores resultados. Un

ejemplo de esta categoria es el método Estandar de Gold.

d) Métodos de maxima probabilidad. La idea es recuperar la geometria epipolar que tenga la mayor
probabilidad de ajustarse a los datos de medicidén dados (en este caso, los pares correspondientes). Por

ejemplo, el propuesto en [Goshen, L. et al., 2003].

La ecuacion (2.24) puede ser utilizada para calcular la matriz desconocida F. Cada punto correspondiente crea

una ecuacion lineal para las entradas de F. Los coeficientes de esta ecuacion pueden ser facilmente escritos en términos
de coordenadas conocidas P y P'. Especificamente, la ecuacion correspondiente a un par de puntos (X,y,1) y
(x,y"1) es
X'XFE+X'VF+X'F+Y'XF,+yY' YR +y'Fs+XF +yFR+F =0 (2.29)
denotando por F el 9-vector hecho por las entradas de F.
Luego, esta ecuacion puede ser expresada como el producto interno del vector

X'XXVXT KV YK YIF =0 (230)

A partir de un conjunto de m puntos correspondientes, se obtiene un conjunto de ecuaciones lineales de la

forma

AF

I
o

(2.31)

Donde A es un conjunto de ecuaciones homogéneas, de a lo mas rango 8:

41



|
2
<
|
2
.
>
2
<
=
<
<
<
=
<
<l
H

A=| : ; : : - (2.32)
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Sin embargo, pueden darse los siguientes casos:

1. Caso minimo - correspondencias con siete pares de puntos. En el caso de que la matriz A tenga
rango siete, es posible resolver la matriz fundamental haciendo uso de la restriccidn de singularidad. El
caso mas importante es cuando son conocidos solo siete puntos correspondientes. Pero también hay otros
casos llamados degenerados. La solucién a estos problemas pueden encontrarse en [Hartley, R. and
Zisserman, A., 2004].

2. Correspondencias con ocho pares de puntos. Se puede calcular la matriz fundamental con ocho pares
de puntos. En este caso, se tendran 8 ecuaciones con nueve incégnitas. La novena ecuacion se puede
obtener sabiendo que el rango de la matriz fundamental es dos. Por ello, una de las filas debe ser
linealmente dependiente de otra. Se escoge una fila al azar, y se dice que es igual a otra fila (también
elegida al azar) multiplicada por cualquier constante distinta de cero. Esto dara una ecuacién mas. Lo cual
significa que se tendran exactamente nueve ecuaciones con nueve incdgnitas. Como el rango de A es

exactamente 8, entonces la solucion es Unica, y puede ser encontrada por métodos lineales.

3. Correspondencias con mas de ocho pares de puntos. Si se tienen mas de ocho puntos, quiere decir
que los datos no son exactos, porque hay ruido en los puntos correspondientes. Entonces, el rango de A
puede ser mayor que 8 (de hecho igual a 9, dado que A tiene 9 columnas). En este caso, se pueden
emplear las restricciones del algoritmo de ocho puntos, que aseguran que la matriz fundamental va a
cumplir sus propiedades matematicas; para luego aplicar un procedimiento que optimice el error cuadratico
medio de ocho variables, respecto a las restricciones derivadas de las ecuaciones del algoritmo de ocho
puntos. Las opciones para minimizar dicho error pueden ser: el RANSAC, el descenso por gradiente, las

redes neuronales, los algoritmos genéticos o los algoritmos miméticos.

2.2.4 Matriz esencial

Hasta ahora se ha trabajado en coordenadas de los sistemas de referencia asociados a las camaras. Sin
embargo, cuando se miden los puntos proyectados, estos estdn medidos en términos de pixeles. Los pardmetros que
transforman las coordenadas de la cdmara en coordenadas de pixeles, se conocen como pardmetros intrinsecos
[Hartley, R. and Zisserman, A., 2004], cuyas matrices se denotan como K y K' de las cdmaras izquierda y derecha

respectivamente.
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Si las calibraciones de las matrices K y K' son conocidas, entonces, se pueden aplicar sus inversas para

obtener los puntos de la imagen expresados en coordenadas normalizadas. Es decir,

Cuadro 2.1 Algoritmo normalizado de ocho puntos

1. Seleccion de puntos. Se seleccionan ocho pares de puntos correspondientes, denotados como

®=P,P,,... P, para la primera imagen y @' =P/,P,,...,P, para la segunda imagen. Estos

puntos son coordenadas de pixel no homogéneas que se denotan como P; =(X;,Y;)

correspondientes con |5J.' =(X';,y";) dondej=1,2,..8.

2. Normalizacion. El objetivo es transformar las coordenadas de la imagen de acuerdo a
transformaciones normalizadas que consisten en una translacion y una escala. Para ello se siguen

los siguientes pasos:

a. Se calculan los centroides de tal forma que los puntos de referencia estan en el origen de las

coordenadas:
8 8
= 'Zl ! = ’%yi 2.33
Para ® p=—e— Y p=g (2.33)
8 8
2 X 2
Para @’ u' = ]78 y o' =L 5 (2.34)
b.  Se calcula la norma
Para cada P, de @ A =(%.5;)- (o) (2.35)
Para cada P/ de @' A =(X.9) (1 e) (2.36)
D e I R
Para ? n=1F -1 == (2.37)
8 8 8
YA| (x5 2w+
Para @ n=t =2 =2 (2.38)

8 8 8
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c.  Se obtiene la traslacion y el escalamiento

Para @ t =% (2.39)
t 0 —tu

T=|0 t -to (2.40)
00 1

Para @' t' =£ (2.41)

n

t" 0 —t'y

T={0 t -ty (2.42)
00 1

d. Se trasladan y escalan los puntos (en coordenadas homogéneas)
Para cada P, de @ P, =T(7j,7].,1)T (2.43)
D’ S (o1 o T
Paracada P/ de ¢’ P =T'(X".¥'.1) (2.44)

Encontrar la matriz fundamental no restringida F'. Se determina F' a partir de vectores

singulares correspondientes al valor singular méas pequefio de A, donde A esta compuesta de las

correspondencias P <> P'.Paraellose aplica la solucién directa siguiendo los siguientes pasos:

a. Se obtiene la matriz A (2.32), a partir de las correspondencias P <> P’ en coordenadas no

homogéneas, es decir, F~’j =(X;.¥, ) correspondientes con P/ =(X";,¥"; ) donde j=1,2..8.

b. Se obtiene la descomposicion SVD (ver apéndice 4) de la matriz A tal que A =UDV".

b. Se encuentra el vector correspondiente al valor propio mas pequefio de V. Este vector de

9x1,V, es la dltima columna de V' porque es el correspondiente al vector mas pequefio de D,

el cual esté organizado en forma descendente y siempre es la Gltima columna ([Hartley, R. and
Zisserman, A., 2004], [Haralick, R. et al., 1989]).

44



c. La matriz fundamental no restringida F’ esta formada por el vector encontrado en el paso

anterior:
Vl V2 V3
F'=|V, V, V, (2.45)
V7 V8 Vg
4, Denormalizacién. Se deshace la transformacion aplicada en el paso 2
F=TTFT (2.46)

5. Restringir la matriz fundamental F . Forzar la restriccion de singularidad, en la que det(F)=0y

elrango de F es 2. Para lograrlo se siguen los siguientes pasos:

a. Sedetermina la SVD de la matriz fundamental no restringida F,tal que

F=UDV' (2.47)

b. Probablemente, debido a errores numéricos en el calculo y a errores en la exactitud de los

puntos, la matriz D tendra la forma:

kk 0 0
D=[ 0 k, 0 (2.48)
0 0 kg

Por lo que debera modificarse a la forma:

(k00
D=[0 k, 0 (2.49)
0 0 0
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Que es la forma que la matriz D tendria si la matriz fundamental no restringida F fuese

exactamente la matriz fundamental F.

c. Se estima la matriz fundamental definitiva F como

F=0DV". (2.50)

P=K'P (2.51)

P =K' P’ (2.52)

Cuando los parametros intrinsecos de la cAmara son conocidos, es posible obtener la matriz esencial (E). La
cual establece una union natural entre la restriccion epipolar y los parametros extrinsecos del sistema estéreo. Se
considera a la matriz fundamental F como la matriz que relaciona dos proyecciones, es decir, que relaciona a las dos
imagenes de una misma escena; mientras que la matriz esencial E relaciona el movimiento relativo para llegar de una

vista a la otra.

Si se aplican los puntos de (2.51) y (2.52) a la formula de la matriz fundamental (2.24), entonces, de acuerdo a

la demostracion dada en [Hartley, R. and Zisserman, A., 2004], se obtiene la siguiente expresion
BT(TxR)P=0 (2.553)
Luego, se puede definir la matriz esencial como:
E=TxR (2.54)

Por lo que se tendré la expresion:
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PTEP =0 (2.55)
Las propiedades de la matriz esencial son:

e Es de rango 2, lo que significa que luego de reducir la matriz esencial por medio de operaciones
elementales, solo dos renglones de ésta son distintos de cero. Es decir, una de las filas debe ser

linealmente dependientes de las otras dos.

e Siendo T el vector de translacion de 3xZ1entre las dos vistas, se tiene que;

TTE=0 (2.56)
e Y R lamatriz de rotacién de 3x3 entre las dos imagenes, se tiene que:

E(RT)=0 (2.57)
e  Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:

E=UDV' (2.58)

La forma general de la matriz D sera:

100
D=0 1 0 (2.59)
000
e Lamatriz de rotaciéon R seréa:
0 -1 0
R=U/1 0 0|V (2.60)
0 0 1

e ylamatriz correspondiente a la translacién T seré:
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T=U/-10 0|U" (2.61)

donde el vector de traslacion es la (itima columna de U .

En caso de que no se cuente con los parametros intrinsecos de la cAmara, es decir, que no se tengan ni T ni R
(que es el caso de este trabajo), se tendra que encontrar una matriz E' que se aproxime a la matriz esencial E. Para ello,

existen diversos algoritmos entre los que se pueden mencionar:

a) El algoritmo lineal (ver cuadro 2.2). Originalmente, este algoritmo aplicado a la estimacion de los parametros
de movimiento, fue desarrollado en [Tsai, R.Y. and Huang, T.S., 1984], unificado en [Zhuang, X. et al., 1986], y
simplificado en [Haralick, R. et al., 1989]. Su principal ventaja es que es simple y rapido, y siempre puede
encontrar una solucién Unica, excepto en los casos degenerados. Sin embargo, es muy sensible al ruido y a
puntos correspondientes incorrectos. El principal problema de este algoritmo es la estimacion de minimos

cuadrados, la cual se basa en una evaluacion de la magnitud de los residuos.

Cuadro 2.2 Algoritmo lineal

El algoritmo lineal se calcula igual que el algoritmo normalizado de ocho puntos. La Unica diferencia es

que, en la etapa 5 (en la que se forza la restriccion de singularidad), en el paso b, la matriz D=D dela

ecuacion (2.59). La cual es una de las propiedades de la matriz esencial.

b) El algoritmo robusto [Haralick, R. et al., 1989] (ver cuadro 2.3). Se disefi¢ para evitar los problemas
generados por la estimacion de minimos cuadrados del algoritmo lineal. Tiene buena resistencia y robustez a

errores de correspondencia.

2.3 “Thin-Plate spline”

El nombre “Thin-Plate spline” (TPS) se refiere a una analogia fisica de la deformacion de una hoja de metal
delgada (como un plato). EI TPS se desarrollo en [Wahba, G., 1990] como una herramienta de proposito general, que
genera un mapeo funcional suave para aprendizaje supervisado. El trabajo presentado en [Bookstein, F.L., 1989], fue el

primero en usar TPS para generar un mapeo espacial suave entre dos conjuntos de puntos, con correspondencias uno a
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uno en imagenes médicas. Esta técnica se ha elegido en varios trabajos, como en [Chui, H. and Rangarajan, A., 2000],
para calcular la correspondencia y la transformacion no rigida entre conjuntos de puntos.

Cuadro 2.3 Algoritmo robusto

1. Seleccion de puntos. Se seleccionan nueve pares de puntos correspondientes, denotados como

®=P,P,,...,P, paralaprimeraimageny ®' =P/, P,,...,P, parala segundaimagen.

2. Estimacion de la matriz E’. Se tiene que, con base en (2.55), para cualquier par de puntos

correspondientes [(YV)(YV)] la matriz E' satisface la siguiente ecuacion lineal

homogénea con respecto a los nueve elementos de E'.

(x,y'1) E'(X,7,1)=0 (2.62)
Donde
H, H, H,
E'=|H, H, H, (2.63)
H7 H8 H9

Luego, haciendo:
H=(H, H, H; H, H; H; H, H, HQ)T (2.64)
la ecuacion (2.62) puede ser transformada en la siguiente ecuacion lineal, para estimar E' ;
AH =0 (2.65)

Para hacer el algoritmo mas robusto [Haralick, R. et al., 1989], se introduce una matriz de mxm

de bipesos, W, donde m es el nimero de puntos correspondientes, tal que:

WAH =0 (2.66)
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Obtencion de W. Inicialmente W es la

matriz identidad. Luego, se utiliza un estimador de

minimos cuadrados en el que iterativamente se recalcula W, hasta que algin criterio sea

satisfecho. En el caso de este trabajo, se itera w veces (establecido en 300 iteraciones debido a

los resultados obtenidos en los experimentos con datos controlados).

Para obtener los valores de W se utiliza un

a funcion yp de estimador de bipesos, que puede ser

representada como sigue:
w() 0 0
0 u 0
w=| O v (267
: : 0
0 0 w(U,)
Tal que
u(1-u?)’ Ju st
wu)=4" ' ' (2.68)
0 u|>1
Graficamente se ve de la siguiente forma:
i) 1—
03}
0.2
0.1 B
_|_|l|I'J|JIII1|I|||IIl|II’_
-1.0 —0.5 | 0.5 1.0 u
— —0.1
:——0.2
E—D.G

Figura 2.6 Gréfica de una funcién de bipesos.

Donde u; es la funcidn objetivo:
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m=¢@) (2.69)
Cs

c es una constante fijada en 4 con base en [Haralick, R. et al., 1989]

s eslamedianade ¢ (¢)

@, ( g) 1<i<m,conel errorresidual, que se obtiene de la siguiente forma:

E.
(g) = — 2.70
#e)=1"g (2.70)
Donde B, se define mas adelante y & es un vector de mx1 tal que
&= AH (2.717)

Obtencion de H
i.  Se obtiene la descomposicion SVD (ver apéndice 4) de WA tal que WA = UDV".

Donde U es una matriz de mxm, D es una matriz diagonal de mxn y V es una

matriz de nxn donde n=9.

i. H es el vector correspondiente al valor propio mas pequefio de V. Este vector de

9x1 es la (lima columna de V, y es el correspondiente al valor més pequefio de D,

el cual esté organizado en forma descendente y siempre es la Ultima columna ([Hartley,
R. and Zisserman, A., 2004], [Haralick, R. et al., 1989]).

B, es un vector de mx1 que se obtiene de la siguiente forma:

9 .
B =>Uj 2.72)

k=1

Como puede verse en la ecuacién anterior, este algoritmo requiere 9 correspondencias.
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Con el objetivo de aplicar esta idea al problema de la transformacion de coordenadas, el alisado del plato se
puede interpretar como un desplazamiento en la direccién de las coordenadas x o y, de tal manera que el TPS permite
una perfecta alineacion de los puntos, mientras minimiza la energia de la deformacion requerida para hacerlo. En la figura
2.7.a, se muestra un ejemplo de una proyeccion en perspectiva de puntos 3D en el plano de la imagen, y en la figura 2.7.b

se puede ver como se deforma la cuadricula, para hacer que los puntos coincidan.

El TPS, aplicado a la alineacién de los puntos correspondientes, utiliza dos “splines’, uno para el

desplazamiento en la direccion de X y otra para el desplazamiento en la direccion de y. El resultado de ambas

transformaciones son combinadas en un nico mapa.

El TPS es la generalizacion 2D de la “spline” cubica (ver apéndice 1). Es una funcién base, formada por

componentes afines globales y componentes no afines locales, cominmente usada para representar el mapeo de

coordenadas de R® a R?. Su objetivo es minimizar la energia de la deformacion, necesaria para hacer coincidir dos
conjuntos de puntos. Para lograrlo, se obtiene la segunda derivada del mapeo espacial. Consecuentemente, el termino de
suavizado del TPS es solamente dependiente de los componentes no afines. Esta es una propiedad deseable,
especialmente cuando se compara contra otros “splines”, dado que los pardmetros de la posicidn global, incluidos en la

transformacion afin, no son penalizados. A continuacion se dara una explicacion mas detallada de su funcionamiento.

Figura 2.7 Ejemplo del TPS aplicado a la alineacién de puntos correspondientes: (a) proyeccion en perspectiva de puntos 3D en el

plano de la imagen, (b) cuadricula plegada que muestra el resultado de la deformacion necesaria para hacer que los puntos coincidan.

2.3.1 Algoritmo RANSAC-TPS

El objetivo de este algoritmo es hacer el mapeo no rigido, a través del TPS, entre puntos caracteristicos de dos

imagenes, correspondientes al mismo elemento de la escena, que son parte de una secuencia de imagenes consecutivas.

Una de las desventajas del TPS es que la solucién es computacionalmente muy costosa, debido a que durante
su célculo (el cual seré presentado méas adelante) se debe invertir una matriz de tamafio k xk , donde k es el nimero de

puntos correspondientes. En [Donato, G. and Belongie, S., 2002] se muestran tres métodos que tratan de solucionar el
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modelo de una manera mas econdmica, al procesar solo un subconjunto de k, de tamafio n, para, posteriormente,
aplicar la transformacion resultante al resto de los puntos. Una alternativa a estos métodos, es aplicar el RANSAC (ver

apéndice 2) para seleccionar los puntos que conformaran dicho subconjunto.

Esta dltima fue la opcién elegida para ser implementada en esta tesis. Solo que, usualmente, el tamafio del
subconjunto definido en este método debe ser constante. Pero, debido a que se asume que la distribucion de
correspondencias incorrectas es desconocida (y dificil de predecir, por lo menos en los problemas de estimacion de
movimiento), y, tomando en cuenta que incrementar n también incrementa la probabilidad de incluir correspondencias

incorrectas en las muestras, se siguid una aproximacion incremental. El algoritmo resultante se nombré RANSAC-TPS.

Algoritmo RANSAC-TPS (ver cuadro 2.4)

1. Seleccion de un subconjunto de puntos
Los conjuntos de puntos correspondientes se denotan como ® =R,,R,,...,R, para la primera imagen y
®'=R/,R},...,R] parala segunda imagen. Estos puntos son coordenadas de pixel, tal que R, = (X;,y,)

y R/ =(X',¥'),conl=1,2,..., K donde K es el nimero de puntos correspondientes. De los cuales se

seleccionan aleatoriamente una muestra del 30% (n=0.30k ). Denotando como §=S,,S,,...,S, el

conjunto de puntos de ® y como §'=S.,S;,...,S! el conjunto de puntos de ®' correspondientes a

ellos. Estos puntos son coordenadas de pixel que se denotan como S; =(X;,y;), S| =(X";,¥";) con

=1,2,...,n.

2. Calculo del “Thin-Plate spline “

El calculo del TPS puede dividirse en dos tareas principales:

a. Transformacion del TPS. La transformacion del TPS estd compuesta de una parte afin y una parte

deformable o no affn, cuyos coeficientes (i) se obtienen a partir del subconjunto de puntos ($,5").
Dichos coeficientes (i) son aplicados a todos los puntos de ® , para obtener puntos aproximados

(llamados @) a sus puntos correspondientes en ® " .

i.  Obtencion de coeficientes

Para calcular los coeficientes, primero es necesario obtener una matriz de (n+3)x(n+3), L. Tal

que,
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[ o
L= 2.73)
HT O

Donde O es una matriz de 3x3 de ceros, H es el subconjunto de puntos seleccionados, S, en

coordenadas homogéneas:

1 Sl 1 )?1 Y1
1§ 1 X, V

H=|) T2, 2 (2.74)
15 ) 1 x vV,

Y Kees una matriz de nxn que contiene a £(I; ), la cual es una funcion radial basica (Figura
2.8), que se basa en el subconjunto de puntos seleccionados S. La funcion ¢(l; ) se conoce

como TPS Kernel y contiene la informacidn de la estructura interna del conjunto de puntos.

Figura 2.8 Funcién radial basica.

0 §(|12) ;(Iln)
é/(lnl) é/(lnz) 0
Tal que
K= é’(lij ) (2.76)
¢(l; )ZIi? IOin? (2.77)
1 =[S -8, =[x %) - (%, - 7)) = (& = %)) + (7 - ¥,)? (2.78)
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Luego, los coeficientes de la transformacion del TPS estan formados a partir de la matriz C de

tamafio (n+3)x 2

c=L'B" (2.79)
donde B esunamatrizde 2x (n+3) conformada por las matrices

B=[s" G] (2.80)

tal que s’ esuna matriz de nx2

X 1 y 1
L[ X2 Y,
= (2.81)
Xy
y G es una matriz de ceros de 2x3.
Se nombran C xy Cy las dos columnas de C
Cx=[C;;,Cyys.-. IC(n+3)1]T (2.82)
Cy=[C,.Cpp- - ’C(n+3)2]T (2.83)
Finalmente, se obtienen los coeficientes de la parte afin, donde
AX =[C X1, C X291 C Xz I' (2.84)
A y= [C y(n+l) ' C y(n+2) ! C y(n+3) ]T (285)
y los coeficientes de la parte deformable o no afin, donde
N=[Wx Wy] (2.86)
Wx =[Cx,CX,,...,Cx,]" (2.87)
Wy =[Cy;,CY,,....Cy,T' (2.88)

Obtencidn de los puntos transformados

Para obtener los puntos ®'(tal que ®' =B,,B},...,B/), los cuales son el conjunto de puntos

aproximados a ®', la transformacién TPS utiliza dos “splines”, una para el desplazamiento en la
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direccion de X y otra para el desplazamiento en la direccion de . Los resultados de ambas son
combinados en un Gnico mapa denotado por y, el cual aplica los coeficientes calculados en el

punto anterior.

Asique, paracadapunto R, e ® , se aplica la transformacion TPS, y(ﬁ, ) . Tal que,

B =7(R) =[rx(R) 7y(RI=[rx(%. Vi) 7y(%, Vi (2.89)
AT =0 % FIAK S Wl (Gh) 290
YT % TAY+ S Wyl () 291)
donde1<is K.

Luego, £(d,; )=dZ logd?, es una funcion radial basica. Donde d,; es la distancia del origen

Cartesiano, entre los puntos de ® Y los puntos del subconjunto seleccionado .§. Donde

Ay =[50 = R =R ¥) (% =9 = (K = R)? + (T, ~70)? (2.92)

b. Calculo de la energia de la deformacién. Una vez que se calculan los puntos @', se obtiene la

’

funcién de energia, &, usada para medir la diferencia que existe entre éstos y los datos reales ® ' .

k ) ) ,
’ § 2 2.93
Sl A
X y
i=1

i

La primera parte de la expresion determina qué tanto se aproximan los puntos, transformados con el

TPS, alos puntos reales ® ' .

La segunda parte de la expresion, ir, es llamada norma de flexion integral y cuantifica la energia de la

deformacion, es decir, es la medida de suavizado. Si se denota el bloque superior izquierdo nx n de
L* como L, se puede mostrar ([Chui, H. and Rangarajan, A., 2003], [Donato, G. and Belongie, S.,

2002]) que

ir o §TL LS =NTS(di)N (2.94)
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Asi, la funcion de energia de la deformacion queda como
S(®,R ) =med (IR -Bll}+Atrace(NT{(d;;)N) (2.95)

Donde med es la mediana de los residuos de || R'-®'||, para determinar qué tanto se aproximan los

puntos transformados con el TPS (®') a los puntos ® ',y tra ce[Chui, H. and Rangarajan, A., 2003]

es la suma de los elementos de la diagonal de la energia de la deformacion (NTg“(d i )N) .

A es el parametro de regularizacion, el cual es un escalar positivo que controla la cantidad de
suavizado. Es dificil estimarlo, porque, grandes valores de éste limitan el rango de no rigidez de la
transformacion, mientras que, pequefios valores hacen que la transformacion sea muy flexible y esto
provoca que el algoritmo sea inestable. El valor de este pardmetro depende mucho de la cantidad de
correspondencias iniciales incorrectas, ya que, un valor de A que podria ser adecuado para datos que
fueron extraidos, por ejemplo, con SIFT (el cual da datos muy precisos), no funciona bien para datos
extraidos con gradiente. En [Chui, H. and Rangarajan, A., 2000] se utilizé un parametro de entropia que
ayudé a reducir A gradualmente. Pese a ello, en esta tesis, A se establecié como una constante (cuyo

valor se fij6 en 10.000 debido a los buenos resultados que se obtienen).

Optimizacion de la transformacion

El objetivo que se persigue es aproximar lo mas posible los puntos @' a los puntos ® ', para obtener una

transformacion 6ptima. Esto se logra minimizando la energia de la deformacion & .

Para ello, se aplica un procedimiento de optimizacién (que termina de completar el RANSAC), en el que se

repiten t veces los pasos 2 y 3. Cada vez que se itera, se compara la energia generada & con la energia
de la iteracion anterior (la cual se llamard ') para verificar si se optimiz6, es decir, si & < &' . De ser asi,
se conservan tanto la energia & como los subconjuntos de puntos correspondientes (.5, "), utilizados para

calcular los coeficientes de la transformacion.

Al finalizar las t iteraciones, se selecciona en forma aleatoria un subconjunto n=0.10k puntos

correspondientes de (®,®") los cuales se adicionardn al subconjunto de puntos correspondientes (5,.5")

conservados en la etapa anterior. Y se repite todo el procedimiento de optimizacion.

Hay dos condiciones de terminacion del procedimiento, la primera es cuando a partir de que se incrementan

las muestras no se logra minimizar mas & , y la segunda es cuando se ha tomado el nimero de muestras

equivalente a k .
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Una vez terminado el procedimiento anterior, los subconjuntos de puntos correspondientes (S,S") se
renombran como 7, donde T =T,,T,,...,T, los puntos del subconjunto Sy como 7’ =T,,T,,...,T,
los puntos del subconjunto s'. Donde m es el nimero de puntos que finalmente conforman los

subconjuntos (s,5").

Cuadro 2.4 Algoritmo de RANSAC-TPS

Puntos correspondientes
(®,R)

l

— 1. Seleccién de un subconijunto

®_> Seleccion de un subconjunto de n=0.30k puntos

correspondientes ($,S’) de (R,R.")

2. Calculo del TPS l
— Deformacion del TPS

— Obtencion de coeficientes

Obtencion de los coeficientes de la transformacion afin y
de la deformacion a partir del subconjunto de puntos

correspondientes ($,.S")

O v

— Obtencidn de los puntos transformados

Aplicacion del TPS a los puntos filtrados de ® para
obtener los puntos transformados @B’

v

Célculo de la energia de la deformacion
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3. Optimizacion de la transformacion

Seleccion aleatoria de un
subconjunto de n=0.10k puntos
correspondientes de

(®,R) adicionandolos al
subconjunto (s, .5") que optimiz6 la
energia.

No

¢Se optimiz0 la energia & con
respecto a la energia de la
deformacion de la iteracion

anterior?

Conservar el subconjunto de puntos (s, s)

¢Se lter6 T veces?

¢Se optimiz6 la energia O con
respecto a la energia de la
deformacion del grupo de

iteraciones anterior?

No

A 4

Puntos correspondientes alineados (7', 7") con
una transformacion no rigida dptima

59




PARTE 2
APORTACIONES
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Capitulo 3

Algoritmos de correspondencias y
transformaciones

En este capitulo se presentan tres algoritmos para encontrar las correspondencias y las transformaciones 6ptimas
no rigidas entre dos imagenes consecutivas. El primero, llamado ISRANSAC-TPS, tiene el objetivo de disminuir la
aleatoriedad de la seleccién de las muestras y, con esto, obtener mejores resultados que la version RANSAC-TPS  (ver
capitulo 2). El segundo, llamado GE-TPS, tiene el objetivo de aplicar la geometria epipolar a los algoritmos RANSAC-TPS e
ISRANSAC-TPS para obtener mejores correspondencias. Finalmente, el tercero, llamado GE-TPS-GE-CT, tiene el objetivo

de incrementar las correspondencias obtenidas con el GE-TPS.

3.1 Algoritmo ISRANSAC-TPS

El objetivo del algoritmo ISRANSAC-TPS es reducir la aleatoriedad (generada con el RANSAC-TPS) de la
seleccion de las muestras. Esto se logra guiando dicha seleccion, mediante un muestreo por importancia, el cual se basa en

el “comportamiento” de cada correspondencia.

Dicho “comportamiento” se califica con base en la energia de la deformacion que genera el grupo de puntos al que
pertenece la correspondencia evaluada. A las correspondencias que en promedio tengan el mejor “comportamiento”, se les
da una mayor probabilidad de ser elegidas, para formar el subconjunto de puntos que permite solucionar el TPS de una

forma mas econdmica.

Algoritmo ISRANSAC-TPS

1. Preproceso
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Seleccion de un subconjunto de puntos. Los conjuntos de puntos correspondientes se denotan como

® =R,,R,,...,R, paralaprimeraimageny ®'=R/,R},...,R; parala segunda imagen. Estos puntos
son coordenadas de pixel, tal que R, =(X,,V,) y R/ =(X',,¥"), coni =1, 2,..., K, donde K es el

ndimero de puntos correspondientes. De los cuales se seleccionan aleatoriamente una muestra de cierto
porcentaje (se recomienda que la muestra no sea muy grande, ya que mientras mayor sea, Se incrementa

la posibilidad de seleccionar correspondencias incorrectas), en el caso de este trabajo, se selecciond el

30% (n=0.30k ). La cual es denotada como # = M,,M,,..., M el conjunto de puntos de ® y

como M'=M],M/,..., M/ elconjunto de puntos de ® correspondientes a ellos.

Generaciéon de grupos de puntos correspondientes. Los conjuntos de puntos correspondientes

(M, "), seleccionados en el punto anterior, forman un primer grupo de correspondencias, G,. De
manera similar, se forman q grupos de correspondencias. Un mismo punto de ® puede participar en
varios grupos. Donde cada grupo G, =[(M,,M!),(M,,M}),...,(M,,M)]. El objetivo es lograr

que las correspondencias participen un mismo niimero de veces.

Célculo del “Thin-Plate spline”. Se calcula el TPS (ver en el capitulo 2: Algoritmo RANSAC-TPS, paso 2)

para cada grupo G,, denotando a la energfa de la deformacion &; . Esta se asocia a cada par de puntos

de (M,M") que conforman el grupo, los cuales, a su vez, estdn asociados a cada pareja de

correspondencias de (®,®'), de acuerdo con la definicion dada anteriormente. Asi, la suma de las
energias de cada pareja de correspondencias (R,,R/) de (®,®’) se denota como

¢, =0, +J,+...+0, coni=1,2,..,p,donde p eselnumero de grupos en los que participo.

Seleccion proporcional.
i.  Se obtiene el promedio de las energias de cada par de correspondencias:
Paracada (R,,R]) de (®,®) e =¢/p (3.1)

ii. Con base en la seleccion proporcional o de ruleta (ver anexo 3), se obtiene la probabilidad de

seleccidn de cada par de correspondencias, proporcional al promedio de sus energias:

Para cada (R;,R!) de (®,®’) 6,= > 1-9(j)) (32)
i1

Donde
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9(i) = —

(33)

Mo
P

1
2N

2. RANSAC-TPS
Finalmente, se aplica el RANSAC-TPS, de la forma explicada anteriormente (ver capitulo 2: Algoritmo
RANSAC-TPS), tomando en cuenta que ahora, la seleccion del subconjunto de puntos § y §' sera redefinido

de la siguiente forma:

Se denotan como §=S,,S,,...,S, el conjunto de puntos de ® que cumplan las condiciones i) de que para
cada R;, 6, <B<¢, yii)queR, no se haya elegido anteriormente (pensando en la seleccion iterativa de

muestras del RANSAC-TPS); y como §'=S",S",,...,S ", el conjunto de puntos de ® " correspondientes a

n

ellos. Donde

B:(o,é(l—g(j))j (34)

3.1.1 Experimentos

El objetivo de los experimentos que se muestran a continuacion es determinar las mejoras o, en su defecto, las
desventajas, que ofrece el ISRANSAC-TPS con respecto al RANSAC-TPS, en tres aspectos principales: tiempo de

procesamiento, robustez al ruido, correspondencias y transformaciones. Para lo cual se aplicaron las siguientes pruebas a
10 pares de imagenes (parl, par2, ..., parl0) de 640x480, que muestran distintos movimientos de la camara

(acercamientos suaves, acercamientos bruscos, translaciones pequefias, translaciones grandes, etc.).
Prueba 1: Robustez

El objetivo de esta prueba es conocer como afectan las correspondencias incorrectas a los algoritmos. Para ello,

los puntos de interés se extrajeron de las imagenes ya sea con el extractor basado en gradiente o con el descriptor SIFT

(ver capitulo 1). Los puntos de interés forman un conjunto de puntos @ = I31I52l3k para la primera imagen y
®' =P,P},..., I5k' para la segunda imagen. Estos puntos son coordenadas de pixel que se denotan como P, = (X, V)

coni=1.2,.., ky I5j' =(X";,¥';) conj=12,..., k,. Donde k; es el nimero de puntos caracteristicos de la primera

imageny k, es el nimero de puntos caracteristicos de la segunda imagen.
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Como los algoritmos requieren puntos correspondientes, se busca que cada P sea un punto correspondiente a

F_’j’. Los datos de salida del ejecutable de SIFT son puntos correspondientes, por lo que solo es necesario hacer

corresponder los puntos obtenidos con el extractor basado en gradiente. Para ello, se obtienen los coeficientes de

correlacion (obtenidos con una funcion de covarianza), denotados como s;;, para cuantificar la similitud entre cada par

<s

(P,P). Si las caracteristicas tienen una baja relacion, es decir, que SHES donde s,;, €s un umbral que

min @
empiricamente se determind como 0.8 (debido a que se obtienen los mejores resultados), quiere decir que no son

correspondientes, en cuyo caso, el valor s;; se reemplaza por cero. Los conjuntos de puntos correspondientes se denotan
como ® =R,,R,,...,R,_ para la primera imagen y ® '=R/,R},...,R, para la segunda imagen. Estos puntos son
coordenadas de pixel, tal queR, =(X,y,) y R =(X',¥"), coni =1, 2,..., K, donde K es el nimero de puntos

correspondientes.

Para probar los algoritmos, se experiment6 con distintos grados de correspondencias incorrectas. EI mejor de los
casos es usando solamente SIFT. El cual obtiene correspondencias muy buenas y en mayor cantidad que el extractor
basado en gradiente. El caso intermedio es usando los siguientes dos filtros en los datos obtenidos con el extractor basado

en gradiente:

e El primer filtro, llamado Filtro de Unicidad [Vincent, E. and Laganiere, R., 2001], forza a que cada

correspondencia del grupo de puntos @ extraidos en la primera imagen, tenga solo una correspondencia en el

grupo de puntos @' extraidos en la segunda imagen. Para lograrlo, para todo P e ® se buscan los dos

puntos F_’j’ €®' que tengan la correlacion s;; mas alta con P.. La correlacion de cada uno se denota como

c, Y ¢, respectivamente, donde c, es la correlacion mas altay c, es la siguiente correlacion més alta.

Si c,/c, ~1, quiere decir que existe poca diferencia entre ellos por lo que cualquiera de los dos puntos podria

ser candidato a ser asociado con P, , por lo tanto, se descarta la correspondencia para evitar esa ambigiiedad.

e El segundo filtro, llamado Filtro de Simetria [Vincent, E. and Laganiére, R., 2001], verifica que el punto

encontrado en @’ con la correlacion s; mas alta con P., sea el mismo punto que el encontrado en @ con la

correlacion s;; mas alta con P; .

Finalmente, el peor caso es usar el extractor basado en gradiente pero sin filtros.
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El nimero de iteraciones para minimizar la energia de la deformacion se fij6 en 100 para todos los casos. Pero,
debido al preproceso, este nimero varia en el caso del ISRANSAC-TPS. El esquema general de los experimentos a
los que se sometieron los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS, puede verse en el cuadro 3.1.

Cuadro 3.1 Esquema de experimentos de los algoritmos TPS

Imagenes de entrada

— Extraccion de caracteristicas

y y
Gradiente SIFT

\ 4

— Correspondencias iniciales
\ 4
Filtro de Unicidad

v
Filtro de Simetria

A

— Algoritmos de correspondencias

y transformaciones
v
A 4 A 4
RANSAC-TPS ISRANSAC-TPS

A 4

Puntos correspondientes
alineados con una
transformacion no rigida optima
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a) Caso intermedio. Uso del Filtro de Unicidad y del Filtro de Simetria en los datos obtenidos con el extractor
basado en gradiente.

e Transformaciones. En el cuadro 3.2 se presentan los resultados (energia de la deformacién &'y tiempo)
de aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS. A partir de los cuales se concluyo que, en la
mayoria de los casos (9 de 10), se encontraron mejoras, aunque en algunas poco significativas, en la
o obtenida con el ISRANSAC-TPS. Y que, el tiempo del procesamiento es similar y en algunos casos un
poco menor en el RANSAC-TPS.

264.8356 92.3763
6320 0.937 | 35193 | 2.641
11200 | 0.625 | 89773 | 1.578
3840 5.75 1236.9 | 10.109
7810 139 | 188.032 | 13.922
19.5097 | 0.703 | 18.2055 | 4.625
523.9792 | 0.922 | 496.9456 | 2.172
408.8174 | 7.797 | 404.0985 | 12.203
124.8409 | 1.235 | 26.7959 | 2.484
1480 1297 | 15815 | 8.657

Cuadro 3.2 Muestra los resultados (energia de la deformacién oy tiempo) de aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con
el Filtro de Unicidad y el Filtro de Simetria.

e Correspondencias. En el cuadro 3.3 se presentan los resultados de un proceso de validacién aplicado al
RANSAC-TPS y al ISRANSAC-TPS respectivamente, que determinan la proporcion de correspondencias
finales (Salida-Finales-E%) con respecto a las correspondencias iniciales (Entrada-Iniciales) y mas
especificamente, la proporcion de correspondencias correctas finales con respecto a las correspondencias
correctas iniciales (Salida-Correctas-%E); la proporcion de correspondencias correctas finales con respecto
a las correspondencias finales (Salida-Correctas-%F); la proporcién de correspondencias incorrectas
finales con respecto a las correspondencias incorrectas iniciales (Salida-Incorrectas-%E) y la proporcion de
correspondencias incorrectas finales con respecto a las correspondencias finales (Salida-Correctas-%F). El

conteo de las correspondencias se obtuvo observando las imagenes y contando manualmente una a una.

Se puede observar que los resultados son casi los mismos, salvo algunas excepciones, en las que el
ISRANSAC-TPS los mejora por poco. También se puede observar que en ambos casos se conservan
aproximadamente el 30% de las correspondencias iniciales. Esto debido a que la seleccion aleatoria de

puntos es sobre una muestra del 30%. En algunos casos dificiles de resolver para el RANSAC-TPS (como
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Par2 y Parl0), donde son pocas las correspondencias finales y no logra dejar pasar correspondencias
correctas, el ISRANSAC-TPS las resuelve mejor al incrementar el nimero de correspondencias correctas.

El tiempo del procesamiento es similar y en algunos casos un poco menor en el RANSAC-TPS.

RANSAC-TPS: 100 iteraciones ISRANSAC-TPS:100 iteraciones+ Extra
Correctas Incorrectas Correctas | Incorrectas
% | % % | % % | % % | %
E| F E | F | Tiempo E| F E | F | Tiempo
19f35]100f0] 0| O 7.953 19[35]100]0f 0| O 7.203
0]J0O) 0 J7]70]100f 0.937 6 |55] 86 |1[10] 14 [ 2.641
1120] 20 [6]55f120| 0.625 2 |40] 40 | 3|27 ] 60| 1578
2631 93 |2f22] 71 5.75 27133] 96 |1]11]3.6] 10.109
13[37]100f0] 0| O 1.39 13[37]100]0fJ 0] 0 ] 13.922
8 |38]100f{0] 0| O 0.703 8 [38]100]0f 0] O 4.625
8 |44] 89 |1]10| 11 0.922 8 |44] 89 |1]10] 11 2.172
33]32]100)0f0 ) O 7.797 33]132]100f0) 0| 0 ] 12.203
12(38]100f0] 0| O 1.235 1238]100]0f 0| O 2.484
0]JO)] 0 J9]69]100(f 1297 8 |50) 89 J1| 8 ] 11| 8657

Cuadro 3.3 Muestra las correspondencias obtenidas al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con el Filtro de Unicidad y
el Filtro de Simetria. La columna Entrada indica el nimero de correspondencias iniciales, es decir, aguellas obtenidas después de haber
aplicado los filtros. La columna Finales indica el nimero de correspondencias finales, es decir, aquellas obtenidas después de haber
aplicado los algoritmos. La columna %E indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segun sea el caso) con respecto
a las correspondencias iniciales. La columna %F indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segln sea el caso) con
respecto a las correspondencias finales. La columna Tiempo indica los segundos de procesamiento del algoritmo.

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran ejemplos (no necesariamente correspondientes con los datos de las tablas)

de los casos de Par2 y Parl0, y en las figuras 3.3 y 3.4 se pueden ver otros resultados.

b) El peor caso. Sin filtros en los datos obtenidos con el extractor basado en gradiente

e Transformaciones. En el cuadro 3.4 se presentan los resultados ( &'y tiempo) de aplicar los algoritmos
RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS. A partir de los cuales se concluy6 que, en cualquiera de los algoritmos,
la & es mucho mayor que en el peor de los casos cuando se utilizan los filtros. Esto quiere decir que el
algoritmo es sensible a correspondencias incorrectas a pesar del uso de RANSAC. El ISRANSAC-TPS
utiliza en algunos casos incluso el doble de iteraciones que el RANSAC-TPS, por lo tanto, es mas costoso.
Esto se debe a que en la etapa de preprocesamiento se itera, por lo menos, el nimero de
correspondencias iniciales.
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(a) Después de filtros (b) RANSAC-TPS (c) ISRANSAC-TPS

Figura 3.1 Resultados de Par2 (acercamiento y pequefia traslacion) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con el Filtro
de Unicidad y el Filtro de Simetria.

(a) Después de filtros (b) RANSAC-TPS (c) ISRANSAC-TPS

Figura 3.2 Resultados de Par10 (un caso dificil, subir escaleras) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con el Filtro de
Unicidad y el Filtro de Simetria.
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(a) Después de filtros (b) RANSAC-TPS (c) ISRANSAC-TPS

Figura 3.3 Resultados de Par7 (pequefio acercamiento) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con el Filtro de
Unicidad y el Filtro de Simetria.

(a) Después de filtros (b) RANSAC-TPS (c) ISRANSAC-TPS

Figura 3.4 Resultados de Par9 (campo de movimiento semidenso) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con el Filtro
de Unicidad y el Filtro de Simetria.
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1.50E+07 | 136.828 | 1.40E+07 | 399.391
1.80E+07 | 135.735 | 2.10E+07 | 421.359
240E+07 | 150 | 2.10E+07 | 705.344
2.10E+07 | 139.031 | 2.30E+07 | 411.266
1.90E+07 | 152.969 | 1.80E+07 | 458.688
2.00E+07 | 185.61 | 2.10E+07 | 2436
1.80E+07 | 140.078 | 2.00E+07 | 1173.1
1.60E+07 | 196.188 | 1.90E+07 | 932.531
1.80E+07 | 162.875 | 1.80E+07 | 542.61
4.20E+07 | 177.719 | 3.70E+07 | 34975

Cuadro 3.4 Muestra los resultados (energia de la deformacién & y tiempo) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS sin
filtros.

e Correspondencias. No es posible analizar si existen correspondencias correctas, como se podra observar
en las figuras 3.5 y 3.6. Por lo que se concluye que los filtros son necesarios para disminuir las
correspondencias incorrectas y, asi, cualquiera de los dos métodos puedan resolver el problema, cada uno

€on sus respectivas ventajas y desventajas.

(a) Sin filtros (b) RANSAC-TPS (c) ISRANSAC-TPS

Figura 3.5 Resultados de Parl (pequefia traslacion) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS sin filtros.
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©)

(a) Sin filtros (b) RANSAC-TPS (c) ISRANSAC-TPS

Figura 3.6 Resultados de Par3 (fuerte acercamiento) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS sin filtros.

El mejor caso. Usando SIFT.

e Transformaciones. En el cuadro 3.5 se presentan los resultados (energia de la deformacién &'y tiempo)
de aplicar ISRANSAC-TPS. Solo se probd con este algoritmo, ya que, dadas las buenas correspondencias
que arroja SIFT, no tiene caso comparar los algoritmos. A partir de los resultados, se concluy6 que o fue
mucho mejor en todos los casos, que al utilizar el extractor basado en gradiente, debido a que SIFT es un
buen extractor de caracteristicas que no genera muchas correspondencias incorrectas. Ademas, con este
experimento se pudo conocer el limite aproximado de las caracteristicas que el algoritmo ISRANSAC-TPS
soporta. Por ejemplo, en el Par8, el nimero de caracteristicas que SIFT arroja (1545) es muy alto, y no se
logré procesar. Esto debido a que el tiempo que tarda el algoritmo depende del nimero de
correspondencias iniciales. Por lo tanto, el algoritmo no es util para aplicaciones en tiempo real, a menos

que se limite la cantidad de correspondencias iniciales, por ejemplo, mediante una seleccion aleatoria de

puntos.

e Correspondencias. Lo mas importante que puede observarse en la figura 3.7 es que el ISRANSAC-TPS
no conserva todas las correspondencias correctas. Esto se debe a que, por construccion, este algoritmo
selecciona un porcentaje determinado de puntos correspondientes, v, si considera que el error de la

deformacion no puede ser mejorado, no busca incrementar mas dichas correspondencias.
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482

92.75

420.8142

128.984

250.2199

77.031

209.916

193.438

598.9494

386.094

122.1045

8.938

195.209

2.766

127.7725

29.062

134.4934

8.812

Cuadro 3.5 Muestra los resultados (energia de la deformacién & y tiempo) de aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con

SIFT.

(a) Después de filtros

Figura 3.7 Resultados de Parl (pequefia traslacion) al aplicar los algoritmos RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS con SIFT.

Prueba 2: Iteraciones

Los algoritmos se sometieron a variaciones en el niimero de las iteraciones necesarias para la minimizacion de la

energia de la deformacion. Esta prueba tiene el objetivo de identificar si la variacion de las iteraciones se traduce en una

mejora en los resultados.
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Los resultados del cuadro 3.6 muestran que al incrementar:

a) De 100 a 5,000 iteraciones, el 100% de los casos mejord.
b) De 5,000 a 10,000 iteraciones, el 80% de los casos mejoro.
c) De 10,000 a 15,000 iteraciones, el 60% de los casos mejord.

Los resultados del resto de los casos que no mejoraron, se aproximan a los obtenidos en las 5,000 iteraciones.
Con estas cifras se puede concluir que 5,000 son las iteraciones Optimas para tener buenos resultados, a partir de ahi, las

mejoras se reducen.

Los resultados del cuadro 3.7 muestran que al incrementar:

a) De 100 a 1,000 iteraciones base, el 80% de los casos mejord.

b) De 1,000 a 5,000 iteraciones base, el 60% de los casos mejord. El 20% mejord las 100 iteraciones y el
resto las empeord.

c) De 5000 a 10,000 iteraciones base, el 60% de los casos mejord. EI 20% mejor6 las 100 iteraciones y el
resto las empeoro.

d) De 10,000 a 15,000 iteraciones base, el 40% de los casos mejord. Del 60% restante, el 50% mejord las

100 iteraciones.

Con estas cifras se puede concluir que 1,000 son las iteraciones dptimas para tener buenos resultados, a partir de

ahi, las mejoras se reducen.

Comparando los resultados de los cuadros 3.6 y 3.7 se puede ver que:

a) En 100 iteraciones, ISRANSAC mejora el 90% de los casos.

b) En 1,000 iteraciones, ISRANSAC mejora el 60% de los casos.
C) En 5,000 iteraciones, ISRANSAC mejora el 40% de los casos.
d) En 10,000 iteraciones, ISRANSAC mejora el 30% de los casos.
d) En 15,000 iteraciones, ISRANSAC mejora el 30% de los casos.

Y se puede concluir que el tiempo del procesamiento es similar y en algunos casos menor en el RANSAC-TPS.
Esto se debe al preproceso del ISRANSAC-TPS.
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264.8356 | 7.953 | 139.9126 | 31.969 | 78.0135 | 151.5940 | 89.7339 | 160.6870 | 78.0135 | 406.0310
6320 0.937 1610 8.265 | 31.0747 | 90.829 27.3819 | 150.531 | 31.0747 | 256.109
11200 | 0.625 6130 5406 | 6129.5 | 27.5940 6020.4 | 16.0620 5722 43.0470
3840 5.75 2640 | 57.078 | 12.1455 | 573.843 | 8.2213 1772 3.7681 2857
7810 1.39 130.38 | 14.375 | 72.5180 | 73.3590 | 80.0495 | 74.0150 | 40.2189 | 194.9220
19.5097 | 0.703 | 9.2511 | 5984 | 7.3289 | 41.0150 | 5.7578 | 62.5780 7.5872 | 81.1400
523.9792 | 0.922 | 352.0333 | 7.265 | 365.5792 133 347.5515 | 36.5940 | 339.2957 | 99.7970
408.8174 | 7.797 | 274.0239 | 78.187 | 234.1309 | 393.342 | 225.5593 | 729.875 | 225.8679 | 1076.9
124.8409 | 1.235 | 24.0805 | 11.515 | 15.8442 | 58.437 13.014 | 108.079 | 16.4092 | 172.359
1480 1.297 1130 | 12.422 | 1010 65 957.8017 | 69.062 | 957.6413 | 184.937

Cuadro 3.6 Comparativo de los resultados obtenidos al iterar hasta 15,000 veces al aplicar el algoritmo RANSAC-TPS con el Filtro de
Unicidad y el Filtro de Simetria. Para cada imagen se presenta en la columna Tiempo los segundos que tardé el algoritmo en resolver el

problemay en la columna & se muestra la minimizacion de la energia de la deformacién obtenida en cada caso.

92.3763 | 7.203 116.1 | 40.625 | 120.8193 | 46.187 | 120.0574 | 46.36 | 137.9263 | 42.4070
3519.3 | 2.641 | 2971.3| 7.376| 3004.4 9.0630 3217.1 7.8900 | 32735 7.5150
8977.3| 1578 6172.8 4.76 | 9584.3 5.4380 6721.7 | 5.5320 6316 5.0150
1236.9 | 10.109 | 2315.2| 83.46 | 676.4700 | 97.1720 1369.7 | 86.0310 1170.6 | 85.8900

188.032 | 13.922 | 165.656 | 20.21 | 58.3050 | 23.7970 | 202.3854 | 23.906 | 78.5399 | 20.7970

18.2055 | 4.625 7.269| 8.454| 88231 |10.1100 8.0851 | 9.7970 6.2059 | 8.9380

496.9456 | 2.172 | 333.84 | 10.282 | 308.9936 | 13.2350 | 264.9948 | 12.8130 | 365.6224 | 10.7340
404.0985 | 12.203 | 290.16 | 110.26 | 198.94 547.95 152.93 1082.8 162.38 1697.4

26.7959 | 2.484 1629 | 2474 2214 85.672 18.39 171.157 | 19.3785 | 249.625

1581.5( 8.657| 12172 1187.4| 747.725 | 55.157 | 683.007 | 109.375 | 71042 | 164.265

Cuadro 3.7 Comparativo de los resultados obtenidos al iterar hasta 15,000 veces al aplicar el algoritmo ISRANSAC-TPS con el Filtro de
Unicidad y el Filtro de Simetria. Para cada imagen se presenta en la columna Tiempo los segundos que tardé el algoritmo en resolver el
problemay en la columna & se muestra la minimizacion de la energia de la deformacién obtenida en cada caso.

3.2 Algoritmo GE-TPS

Como se menciond anteriormente, la geometria epipolar se puede representar algebraicamente por la matriz

fundamental F (ver capitulo 2), la cual puede ser calculada a partir de un conjunto de puntos.

Esto hace que no sea una herramienta muy robusta en si misma, porque se trata de representar la geometria de

todos los puntos de una imagen, a partir de unos cuantos. Los cuales pueden tener correspondencias tanto correctas como
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incorrectas, y, por lo tanto, la aproximacion de la geometria epipolar puede ser muy mala. Este problema se soluciona, en
gran medida, agregando algoritmos de muestreo aleatorio, como el RANSAC (ver apéndice 2) o Minimos cuadrados
(ortogonales u ordinarios) [Torr, P. and Murray, D.W., 1997]. Sin embargo, para hacer mas economico el algoritmo, no se

utilizé ninguno de ellos.

Con el objetivo, no solo de mejorar las correspondencias obtenidas con la GE, sino de obtener las
transformaciones, se decidié unir la GE con los algoritmos basados en TPS, de manera que se explotaran las ventajas de

cada uno. El algoritmo resultante se nombré GE-TPS.

Algoritmo GE-TPS

1. Geometria epipolar

a. Seleccién de un subconjunto de puntos. Los conjuntos de puntos correspondientes se denotan como

® =R,,R,,...,R, parala primeraimageny ®'=R!/,R},...,R, parala segunda imagen. Donde K es
el nimero de puntos correspondientes. De los cuales se seleccionan aleatoriamente 8 puntos, denotados
como $=5,,S,,...,S, el conjunto de puntos de ® y como 5" =S/,S;,...,S; el conjunto de puntos de

®' correspondientes a ellos.

b. Obtencién de la matriz fundamental F. Para este proyecto se utiliza una solucién directa, ya que solo se
cuenta con puntos correspondientes y no se tienen los parametros de la camara. Especificamente, el
algoritmo normalizado de 8 puntos (ver cuadro 2.1) debido a que es lineal, suficientemente preciso y facil

de implementar [Hartley, R. and Zisserman, A., 2004].

c. Aplicacién de la restriccion epipolar. A cada par de correspondencias iniciales ( R, F_e,’) se le aplica la

restriccion epipolar (2.24):
RTFR <u (3.5)

Donde u es un escalar positivo (fijado como 0.09 con base en los resultados de los experimentos) que
mientras mas se aproxime a cero, mas rigido es en la seleccion de las correspondencias y mientras mas

grande sea, la restriccion se vuelve muy flexible, incrementando el paso de correspondencias incorrectas.
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Las correspondencias que cumplen con esta restriccion se denotan como ¢ =G,,G,....,G, y como

G = él’ , G; peees Gr’n . Donde m es el nimero de correspondencias que cumplen con la restriccion epipolar.

Si no se encontraron puntos que cumplan esta restriccidn, se repiten los pasos anteriores.

2. RANSAC-TPS 6 ISRANSAC-TPS. Las correspondencias (G,G') son depuradas con el RANSAC-TPS o con

el ISRANSAC-TPS con el objetivo de obtener mejores correspondencias y calcular las transformaciones.

El conjunto de las correspondencias resultantes seran denotadas como T =T_1T_2T para la primera

r
imagen y como T’ :T_l',T_z’,...,T_,' para la segunda imagen. Donde r es el nimero de correspondencias

resultantes después de aplicar el algoritmo.

3.2.1 Experimentos

El objetivo de los experimentos que se muestran a continuacion, es determinar las mejoras o, en su defecto, las
desventajas, que ofrece el GE-TPS con respecto a la GE, a los algoritmos de TPS y a un algoritmo de correspondencias

basado en grafos, en tres aspectos principales: tiempo de procesamiento, robustez al ruido y correspondencias.

Prueba 1: Robustez

Esta prueba se aplicé a 10 pares de imagenes (parl, par2, ..., parl0) de 640x480, que muestran distintos

movimientos de la camara (acercamientos suaves, acercamientos bruscos, translaciones pequefias, translaciones grandes,
etc.). Esla misma prueba que la aplicada en el experimento de la seccién anterior (3.1.1). Excepto por que no se probara el
mejor caso (el cual usa el descriptor SIFT). Esto es porque, por un lado, la complejidad de la GE no depende del nimero de
correspondencias iniciales, que es uno de los posibles resultados que se podrian analizar, y, por el otro, lo deseable es

probar casos con correspondencias incorrectas para conocer la robustez del algoritmo.

Para el algoritmo GE-TPS se decidi6 utilizar el RANSAC-TPS porque es mas econémico, y la aplicacion que se

plantea en esta tesis, es en tiempo real.

a) Caso intermedio. Uso del Filtro de Unicidad y del Filtro de Simetria en los datos obtenidos con el extactor

basado en gradiente.
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e Transformaciones. En el cuadro 3.8 se presentan los resultados (energia de la deformacion & y tiempo)
de aplicar el algoritmo GE-TPS con 100 iteraciones. Comparandolos con los resultados mostrados en el
cuadro 3.6, se concluyd que, en todos los casos con 100 iteraciones y en el 70% de los casos con 5000
iteraciones, se encontraron mejoras en la energia de la deformacién usando el GE-TPS.

123.8904

0 2.016
831.0199 0.968
43.7235 2.109
23.4358 1.641
3.4916 0.984

101.1231 0.891
271.7048 8.625

14.4167 1578
1.2537 0.766

Cuadro 3.8 Muestra los resultados (energia de la deformacién ¢ vy tiempo) al aplicar el algoritmo GE-TPS con el Filtro de Unicidad y el
Filtro de Simetria.

e Correspondencias. El cuadro 3.9 presenta los resultados de un proceso de validacion aplicado al
algoritmo GE y al GE-TPS.

Comparando el cuadro 3.3, que muestra los resultados de los algoritmos de TPS (RANSAC-TPS e
ISRANSAC-TPS), contra el 3.9, se puede observar que, en todos los casos, el tiempo es menor en el
algoritmo de GE. Su ventaja principal, es que deja pasar muchas correspondencias correctas. La
desventaja es que también pasan muchas incorrectas. Mientras que en los algoritmos basados en TPS
ocurre lo contrario, dejan pasar pocas correspondencias incorrectas, aunque también pocas correctas. Por
otro lado, el ISRANSAC-TPS es mas caro que cualquiera de los anteriores, aunque las correspondencias
sean mejores en la mayoria de los casos. El GE-TPS logré una mejora sobre los resultados del GE y
RANSAC-TPS y sobre el tiempo del ISRANSAC-TPS. Pero también disminuyé el ndmero de
correspondencias correctas, lo que ain sigue siendo un problema. La ventaja hasta este punto es que se
tiene un algoritmo no solo con transformaciones, sino con buenas correspondencias. Las figuras 3.8-3.11
muestran algunos resultados.
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GE GE-TPS

Finales Correctas | Incorrectas Finales | Correctas | Incorrectas

% % | % % | % % % | % % | %

E E | F E | F | Tiempo E E|F E | F | Tiempo
45 | 73]45( 83 [100f0| 0 ) O 0.015 1612616301000 0] 0 2.313
8 13843650 [4]40]50 0 4119[4136]100f0j0] 0| 0301
8 |50 3|60 38 |5[45|63| 0.015 3119124067 |1]9 ]33 0.25
52 |57 [47]57 | 90 |5]56]10[ 0.016 22124(22]27]100f0f| 0] 0| 4546
32 |76]30| 86 | 94 |2]29| 6 | 0.062 6 |14 6 |17]100]0]J 0O 0.547
21 |88[21]100/100/0] 0| O 0 7129] 7 f33]100j0f0 )0 0719
6 |21{5]28]83|1]10|17 0 6 121]6|33]100)1]10])17| 0.578
100/93(99] 95| 99 [1f33] 1 | 0.016 32]30f32(31]100f0 0 8.89
15 [41)15( 47 {1000 0| O 0 912419 (28]100j0f0]0]| 0938
19 1661483 | 74 |5[38]26]| 0.016 4114{3]19] 75 f1]8 25| 0313

Cuadro 3.9 Muestra las correspondencias obtenidas al aplicar los algoritmos GE y GE-TPS con el Filtro de Unicidad y el Filtro de Simetria.
La columna Entrada indica el nimero de correspondencias iniciales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado los filtros.
La columna Finales indica el nimero de correspondencias finales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado los algoritmos
La columna %E indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segun sea el caso) con respecto a las correspondencias
iniciales. La columna %F indica el porcentaje de correspondencias correctas 0 incorrectas (seglin sea el caso) con respecto a las
correspondencias finales. La columna Tiempo indica los segundos de procesamiento del algoritmo.

b) El peor caso. Sin filtros en los datos obtenidos con el extractor basado en gradiente

No se puede evitar usar filtros para los algoritmos basados en GE. Esto se debe a que la matriz A (ver capitulo
2) debe tener a lo mas rango 8 para poder utilizar el algoritmo normalizado de 8 puntos. Si los datos no son
exactos, porque hay ruido en los puntos correspondientes, entonces el rango de A puede ser mayor que 8y,

por lo tanto, este algoritmo no funcionaria.

Ademas, uno de los objetivos, es hacer mas econdmico el algoritmo GE-TPS, por eso no se utilizd ningln
método de muestreo aleatorio. Pero si se necesita eliminar la mayor cantidad de correspondencias incorrectas
posibles. Por lo menos, aplicando el Filtro de Unicidad, ya que este evita las correspondencias de una a

muchas, lo cual genera el problema del rango mencionado anteriormente.
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i

(a) Después de filtros (c) GE-TPS

Figura 3.8 Resultados de Parl (pequefia traslacion) al aplicar los algoritmos GE y GE-TPS con el Filtro de Unicidad y el Filtro de Simetria.

(a) Después de filtros (c) GE-TPS

Figura 3.9 Resultados de Par4 (pequefio acercamiento) al aplicar los algoritmos GE y GE-TPS con el Filtro de Unicidad y el Filtro de
Simetria.
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(a) Después de filtros

Figura 3.10 Resultados de Par10 (un caso dificil, subir escaleras) al aplicar los algoritmos GE y GE-TPS con el Filtro de Unicidad y el Filtro
de Simetria.

(a) Después de filtros

Figura 3.11 Resultados de Par6 (traslacion) al aplicar los algoritmos GE y GE-TPS con el Filtro de Unicidad y el Filtro de Simetria.
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Prueba 2: Comparacion contra el algoritmo de Transformacién de Grafos

Con el objetivo de poder comparar el desempefio del algoritmo GE-TPS contra otras técnicas, se decidio utilizar el
algoritmo de Transformacion de Grafos (TG) presentado en [Aguilar, W. et al., 2006], el cual fue disefiado con el objetivo de
reconocer objetos en una escena. Consiste en extraer caracteristicas tanto de la imagen de la escena como de la imagen

del objeto a reconocer, para luego hacer un emparejamiento estructural entre las caracteristicas de ambas imagenes.

Las estructuras son grafos que se forman con las caracteristicas de cada imagen, que, al irlos transformando

simultineamente, al final del algoritmo se conservan solo las correspondencias correctas.

En la fase de extraccion de caracteristicas puede utilizar cualquier extractor, que puede ir desde uno muy simple
basado en gradiente hasta uno mucho mas sofisticado como SIFT. Una vez que se obtienen las caracteristicas de ambas

imagenes, se les aplica un algoritmo que realiza una comparacion de los descriptores y obtiene una correspondencia inicial.

El algoritmo tiene un limite mé&ximo de hasta 200 correspondencias iniciales para que pueda funcionar en tiempos
razonables, las cuales son suficientes para realizar el reconocimiento de objetos. Es bueno trabajando con oclusiones
porgue el algoritmo permite que el grafo sea disconexo, con lo que, aunque las caracteristicas se encuentren acumuladas en

grupos espacialmente lejanos, se puede hacer una buena correspondencia.

La prueba se dividié en dos secciones principales, dependiendo del tipo de deformaciones que presentan las

imagenes: deformaciones suaves y deformaciones profundas.

Las deformaciones suaves se pueden entender como transformaciones que llevan de una imagen a otra de una
manera relativamente fluida, como seria el caso de una secuencia de imagenes que representan el andar de un robot o de

una persona, o el caso de imagenes médicas de fondo de ojos, por nombrar algunas.

Mientras que las deformaciones profundas se pueden entender como movimientos bruscos entre una imagen y
otra, por ejemplo, el tipo de imagenes utilizadas en aplicaciones como el reconocimiento de objetos en escenas, donde la

imagen del objeto esta fuera del contexto de la imagen que representa la escena en la que tiene que ser buscado.

a) Deformaciones suaves. Se hicieron experimentos con 2 pares de imagenes (parl, par8) que muestran
distintos movimientos de la camara. A cada par de imagenes se les aplico una extraccion de caracteristicas

basada en el gradiente.

i.  Caso intermedio. Uso del Filtro de Unicidad y del Filtro de Simetria en los datos obtenidos con el extractor

basado en gradiente.
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El cuadro 3.10 presenta los resultados de un proceso de validacion aplicado al TG y al GE-TPS, a partir del

cual se puede observar que el TG deja pasar mas correspondencias correctas que el GE-TPS y es mas

rapido.
TG GE-TPS
Finales | Correctas | Incorrectas Finales | Correctas | Incorrectas
% % | % % | % % % | % % | %
E E| F E | F | Tiempo E E| F E | F | Tiempo
62 54 [ 87| 8 13 38(61|38(70[100({0 |00 0.09 17 [27]17|31]100|0 0 2.12
107 | 104 |97 | 3 3 75]170|75(72[100({0]0]0 0.25 27125|27(26[100({0] 0] 0 4.9

Cuadro 3.10 Muestra las correspondencias obtenidas al aplicar los algoritmos TG y GE-TPS con Filtro de Unicidad y Filtro de Simetria en
imagenes suaves. La columna Entrada indica el niimero de correspondencias iniciales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles
aplicado los filtros. La columna Finales indica el nimero de correspondencias finales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles
aplicado los algoritmos. La columna %E indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segun sea el caso) con respecto
a las correspondencias iniciales. La columna %F indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segun sea el caso) con
respecto a las correspondencias finales. La columna Tiempo indica los segundos de procesamiento del algoritmo.

ii. Elpeor caso. Uso del Filtro de Unicidad en los datos obtenidos con el extractor basado en gradiente.

El Filtro de Unicidad elimina la relacidon una a muchas correspondencias en la etapa de correspondencias

iniciales de los algoritmos. El objetivo de este experimento es ver como funcionan los algoritmos con un

alto porcentaje de correspondencias iniciales incorrectas.

El cuadro 3.11 presenta los resultados de un proceso de validacion aplicado al TG y al GE-TPS, a partir del

cual se puede observar que el TG deja pasar mas correspondencias correctas que el GE-TPS, y con

menos errores en algunos casos, el TG es mas rapido y puede trabajar sin filtros.

TG GE-TPS
Finales | Correctas | Incorrectas Finales | Correctas | Incorrectas
% % | % % | % % % | % % | %
E E|F E | F| Tiempo E E|F E | F | Tiempo
42135[40(73|95(2[3 |5 0.42 11 6 [11[55|5(8 |45 1.23
7653 |74[72197|12]5 |3 0.58 34124|31[30]91|3[8 ]9 7.75

Cuadro 3.11 Muestra las correspondencias obtenidas al aplicar los algoritmos TG-GE y GE-TPS con Filtro de Unicidad en imagenes
suaves. La columna Entrada indica el nimero de correspondencias iniciales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado
los filtros. La columna Finales indica el nimero de correspondencias finales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado los
algoritmos. La columna %E indica el porcentaje de correspondencias correctas 0 incorrectas (segun sea el caso) con respecto a las
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correspondencias iniciales. La columna %F indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segln sea el caso) con
respecto a las correspondencias finales. La columna Tiempo indica los segundos de procesamiento del algoritmo.

b) Deformaciones profundas. Se hicieron experimentos con 2 pares de imagenes (Poster y Lab) a los cuales se
les extrajeron las caracteristicas con SIFT (ver capitulo 2). A continuacion se presentan los resultados de aplicar
los algoritmos a imagenes que presentan deformaciones profundas. Hay que tomar en cuenta que, en general,
los algoritmos de transformaciones no pueden representar transformaciones globales en los casos donde las
variaciones entre las imagenes son profundas y por lo tanto, aunque resuelven las correspondencias, no
necesariamente dan tan buenos resultados.

El cuadro 3.12 presenta los resultados de un proceso de validacion aplicado al TG y al GE-TPS
respectivamente, a partir del cual se observa que el TG, como en los casos anteriores, deja pasar mas

correspondencias correctas que el GE-TPS y es més rapido. En la figura 3.12 se muestran los resultados de

aplicar ambos algoritmos a la imagen Pdster.

TG

GE-TPS

Finales Correctas Incorrectas Finales Correctas Incorrectas
% % | % % | % % % | % % | %
E E| F E | F | Tiempo E E| F E | F | Tiempo

170|58|170])69]|100f0f0OfJO | 1.15 51]118]50)120] 98 |12 |2 288
35 163] 3570100 0] 0|0 0.06 15(27]15|30|100f0fj0O|O| 281

Cuadro 3.12 Muestra las correspondencias obtenidas al aplicar los algoritmos TG y GE-TPS con SIFT en imagenes profundas. La
columna Entrada indica el nimero de correspondencias iniciales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado los filtros. La
columna Finales indica el nimero de correspondencias finales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado los algoritmos.
La columna %E indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (seglin sea el caso) con respecto a las correspondencias
iniciales. La columna %F indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segin sea el caso) con respecto a las
correspondencias finales. La columna Tiempo indica los segundos de procesamiento del algoritmo.

3.3 Algoritmo GE-TPS-GE-CT

El algoritmo GE-TPS, a pesar de que su ventaja es obtener buenas correspondencias en poco tiempo, recupera
pocas de ellas. Para solucionar este problema, se aprovecha dicha ventaja para obtener una matriz fundamental que
represente mejor la geometria de todos los puntos y, con esta matriz, filtrar los datos de entrada. Esta idea con base en el
esquema que se ha manejado en la literatura, como en [Roth, G. and Whitehead, A., 2000], [Torr, P. and Zisserman, A.,

1998] y [Zhang, Z. et al., 1995], donde los pasos generales a seguir son:

1. Se detectan los puntos correspondientes y se aplica la correlacion entre ellos
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2. Se aplica un umbral para obtener un primer conjunto de correspondencias candidatas.

Figura 3.12 Resultados para Poster (a) — (c) y Lab (d) - (f) con SIFT. (a) Correspondencias iniciales para Péster, (b) Correspondencias
finales para el TG, (c) Correspondencias finales para el GE-TPS, (d) Correspondencias iniciales para Lab, (e) Correspondencias finales
para el TG, (f) Correspondencias finales para el GE-TPS.

84



3. Se utiliza un método robusto, como RANSAC o minimos cuadrados, para estimar la geometria epipolar o
trifocal del sistema de la camara.
4. Los pares candidatos, que son incompatibles con la geometria de la cdmara, son rechazados.

5. Sedesarrolla la geometria estimada para encontrar mas correspondencias.

La eficiencia y precision de este esquema depende mucho de la calidad de las correspondencias candidatas
obtenidas en el paso 2. El estimador usado en el paso 3, aunque es robusto al ruido, requiere de un conjunto inicial de
correspondencias candidatas, con un ndmero de correspondencias suficientes para encontrar una solucion precisa, y con
una proporcién baja de errores. Por estas razones, se necesita agregar otro paso entre los pasos 2 y 3 para filtrar las
correspondencias candidatas. Esto, generalmente, se hace con la introduccién de algunas restricciones basicas. Sin
embargo, en este trabajo, se utilizaran las correspondencias generadas con el GE-TPS.

Debido a esta modificacion, no sdlo se logran incrementar las correspondencias, sino que la transformacion se
pierde. Por lo tanto, se desarroll6 una ultima fase, llamada campo de terminacion (CT). El cual esta basado en el célculo del
TPS (ver capitulo 2) cuyo objetivo es relajar algunos pardmetros del TPS, para permitir que correspondencias, que
originalmente no fueron seleccionadas, se consideren para formar parte del grupo de correspondencias finales. Esto logra
incrementar alin mas las correspondencias mientras recalcula las transformaciones. El algoritmo resultante se llama GE-
TPS-GE-CT.

Algoritmo GE-TPS-GE-CT

1. Algoritmo GE-TPS

2. Algoritmo GE. Recordemos que, el conjunto de las correspondencias resultantes de aplicar el GE-TPS, son
denotadas como 7 =T,,T,,...,T, para la primera imagen y comoZ'=T/,T,,...,T, para la segunda
imagen. Donde r es el nimero de correspondencias. Estas seran las correspondencias base de las que se
seleccionaran 8 puntos en forma aleatoria que serviran para estimar de nuevo la matriz fundamental. La cual
representara la geometria epipolar de una forma méas precisa. De tal modo que, al aplicarse a los puntos
correspondientes (®,R), se seleccionaran puntos que se habian pasado por alto y seran rechazadas un

mayor nimero de correspondencias incorrectas y, de esta manera, se lograra incrementar la cantidad de

correspondencias. Las cuales, se denotan como 0=0,,0,,...,0, . el conjunto de puntos extraido de ®
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y como O' = (31',(3;,...,6;n el conjunto de puntos de ® " correspondientes a los puntos de ® . Donde m

es el nimero de correspondencias que cumplen con la restriccion epipolar.

3. Calculo del CT. (veren el capitulo 2; Algoritmo RANSAC-TPS, paso 2)
a. Obtencion de coeficientes. Se obtienen los coeficientes del TPS a partir de los conjuntos de

correspondencias resultantes (0,0") .

b. Obtencién de los puntos transformados. Recordemos que ® y @’ son puntos caracteristicos que
se obtienen a partir de la aplicacion de ciertos algoritmos de extraccion de caracteristicas. Luego, los

coeficientes del TPS son aplicados a todos los puntos @, para obtener los puntos transformados

Q (talque Q =Q,,Q,,.-..,Q,).
c. Correlacion de los puntos. Los puntos @ y @' seran correlacionados con base en dos condiciones:

i Laprimera se basaen la medida h;;, donde

hij :||Qi —|51’||:||(x _yi)_(ilj_ylj)”:\/(ii _X'j)2+(yi —7'1)2 (3-6)

La cual trata de seleccionar los puntos de @' que sean mas cercanos a los puntos de Q, de modo
que si h;; <r,,,,donde r . fue determinado experimentalmente como 5 pixeles, entonces, el

par (R, P/) se considera como candidato a ser correlacionado.

ii. En la segunda condicién, se obtienen los coeficientes de correlacién (con una funcion de

covarianza), denotados como s;;, para cuantificar la similitud entre cada par (P, ISJ.’) . Silas

caracteristicas tienen una alta relacion, es decir, que s;. > s donde s

ij = “min> min

es un umbral que

empiricamente se determiné como 0.8 (debido a que se obtienen los mejores resultados), quiere

decir que son correspondientes.

3.3.1 Experimentos

El objetivo de este experimento es encontrar las ventajas y desventajas de que tiene el algoritmo GE-TPS-GE-CT
sobre el GE-TPS y sobre el TG.
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Prueba 1: Comparacién contra el algoritmo GE-TPS

Esta prueba se aplico a 10 pares de imagenes (parl, par2, ..., parl0) de 640x480 , que muestran distintos
movimientos de la cAmara (acercamientos suaves, acercamientos bruscos, translaciones pequefias, translaciones grandes,

etc.).

a) Caso intermedio. Uso del Filtro de Unicidad y del Filtro de Simetria en los datos obtenidos con el extractor

basado en gradiente.

e Transformaciones. En el cuadro 3.13 se presentan los resultados ( 8y tiempo) de aplicar el algoritmo GE-
TPS-GE-CT con 100 iteraciones. Comparandolos con los resultados mostrados en el cuadro 3.8, se
concluyé que en la mayoria de los casos empeoraron tanto la energia de la deformacion como el tiempo.
Aln asi, comparandolo con el cuadro 3.6, se puede ver que el 50% de los casos es mejor que el RANSAC-

TPS con 100 iteraciones.

56.4472
3329.4 15.688
2607.1 21.64

469.2019 | 25.625

419.2321 18.75

4212117 18.86

2704.7 15.719

3478 20.297
673.1877 | 11.078
5536.5 19.61

Cuadro 3.13 Muestra los resultados (energia de la deformacion ¢ y tiempo) de aplicar el algoritmo GE-TPS-GE-CT con el Filtro de
Unicidad y el Filtro de Simetria.

e Correspondencias. El cuadro 3.14 presenta los resultados de un proceso de validacion aplicado al
algoritmo GE-TPS-GE-CT. Comparandolo con el cuadro 3.9, se puede observar que el nimero de
correspondencias correctas se incrementd en el 80% de los casos, aunque también se incrementd o se
iguald el numero de correspondencias incorrectas. Del 20% restante, disminuyeron tanto las
correspondencias correctas como las incorrectas. En todos los casos el tiempo se incrementd. Las figuras

3.13- 3.15 muestran algunos resultados. Comparandolo con el cuadro 3.3, se encontr6 que en la mayoria
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de los casos se incrementaron las correspondencias correctas, y las incorrectas se incrementaron o se

mantuvieron iguales.

GE-TPS-GE-CT
Finales Correctas Incorrectas

% % % % %

E E F E F Tiempo
24 | 387 | 24| 444 | 100 [ O 0 0 18.36
22| 105 |13 |1181| 50 | 9 | 90 50 8.579
4125 [1] 2 25 | 3 1213 | 75 3.531
97 | 105 | 97| 117 | 100 [ O 0 0 15.453
33| 786 (32914 | 97 | 1 | 143|303 | 12438
22 1917 | 20) 952 | 909 | 2 | 66.7 | 9.09 | 13.547
511792 | 111 ] 40 | 3 | 30 60 7.094
46| 43 |46 | 442 | 100 | O 0 0 24.078
29| 784 129|906 | 100 [ O 0 0 17.766
38| 131 | 26| 163 | 684 |12 | 923 | 316 | 21.172

Cuadro 3.14 Muestra las correspondencias obtenidas al aplicar el algoritmo GE-TPS-GE-CT con el Filtro de Unicidad y el Filtro de
Simetria. La columna Entrada indica el nimero de correspondencias iniciales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado
los filtros. La columna Finales indica el nimero de correspondencias finales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado los
algoritmos. La columna %E indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segun sea el caso) con respecto a las
correspondencias iniciales. La columna %F indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segln sea el caso) con
respecto a las correspondencias finales. La columna Tiempo indica los segundos de procesamiento del algoritmo.

Prueba 2: Comparacion contra el algoritmo de Transformacion de Grafos

Se hicieron experimentos con 2 pares de imagenes (parl, par8) que muestran distintos movimientos de la camara.
A cada par de imagenes se les aplicd una extraccion de caracteristicas basada en el gradiente haciendo uso del Filtro de
Unicidad y del Filtro de Simetria. En el cuadro 3.15 se puede observar que no se logré mejorar ni los tiempos, ni la cantidad

de correspondencias del algoritmo TG.
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(a) GE-TPS (b) GE-TPS-GE-CT

Figura 3.13 Resultados de Parl (pequefia traslacion) al aplicar los algoritmos GE-TPS y GE-TPS-GE-CT con el Filtro de Unicidad y el Filtro de
Simetria.

(a) GE-TPS (b) GE-TPS-GE-CT

Figura 3.14 Resultados de Par5 (Traslacion) al aplicar los algoritmos GE-TPS y GE-TPS-GE-CT con el Filtro de Unicidad y el Filtro de Simetria.
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() GE-TPS (b) GE-TPS-GE-CT

Figura 3.15 Resultados de Par6 (Traslacion) al aplicar los algoritmos GE-TPS y GE-TPS-GE-CT con el Filtro de Unicidad y el Filtro de Simetria.

TG

GE-TPS-GE-CT

Finales Correctas Incorrectas Finales |  Correctas | Incorrectas
% % | % % | % % % | % % | %
E E F E | F | Tiempo E E| F E
38|61 38|70 100]0] 0] 0 0.09 24139 24 144|100 (0] 0] 0| 18.36
75170 75| 72| 100| 0] 0| O 0.25 46|43 46 |44]1100]10] 0

F | Tiempo

0 | 24.078

Cuadro 3.15 Muestra las correspondencias obtenidas al aplicar los algoritmos TG y GE-TPS-GE-CT con el Filtro de Unicidad y el Filtro de
Simetria. La columna Entrada indica el nimero de correspondencias iniciales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado
los filtros. La columna Finales indica el nimero de correspondencias finales, es decir, aquellas obtenidas después de haberles aplicado los
algoritmos. La columna %E indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segun sea el caso) con respecto a las
correspondencias iniciales. La columna %F indica el porcentaje de correspondencias correctas o incorrectas (segln sea el caso) con
respecto a las correspondencias finales. La columna Tiempo indica los segundos de procesamiento del algoritmo.

3.4 Sintesis

En este capitulo se describieron los algoritmos ISRANSAC-TPS, GE-TPS y GE-TPS-GE-CT. También se
presentaron los resultados obtenidos en los experimentos realizados a los algoritmos.
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Por un lado, al comparar el ISRANSAC-TPS contra el RANSAC-TPS, se concluy6 que el primero tuvo mejoras en
la energia de la deformacion con respecto al segundo, aunque en algunas, poco significativas. Sin embargo, el tiempo de
procesamiento es menor en el RANSAC-TPS. También se observé que en ambos casos se conservan aproximadamente el
30% de las correspondencias iniciales. Esto debido a que la seleccién aleatoria de puntos es sobre una muestra del 30%.
Se mostro que en algunos casos dificiles de resolver para el RANSAC-TPS, donde son pocas las correspondencias finales y
no logra dejar pasar correspondencias correctas, el ISRANSAC-TPS las resuelve mejor al incrementar el nimero de
correspondencias correctas. También se encontrd que el algoritmo es sensible a correspondencias incorrectas a pesar del
uso de RANSAC. Se encontré que si el nimero de correspondencias iniciales es muy alto, este método no es capas de
resolverlo, ya que el nimero de iteraciones se basa en las correspondencias iniciales. Por lo que, el algoritmo no es (til para
aplicaciones en tiempo real, a menos que se limite la cantidad de correspondencias iniciales, por ejemplo, mediante una
seleccion aleatoria de puntos. Las iteraciones dptimas, para tener buenos resultados, son 5,000 para el RANSAC-TPS y
1,000 para el ISRANSAC-TPS.

Por otro lado, al comparar los resultados de los algoritmos de TPS (RANSAC-TPS e ISRANSAC-TPS), contra el
algoritmo de GE, se pudo observar que, en todos los casos, el tiempo en éste es menor. Su ventaja principal, es que deja
pasar muchas correspondencias correctas. La desventaja es que también pasan muchas incorrectas. Mientras que en los
algoritmos basados en TPS ocurre lo contrario, dejan pasar pocas correspondencias incorrectas, aungque también pocas
correctas. Por otro lado, el ISRANSAC-TPS es més caro que cualquiera de los anteriores, aunque las correspondencias
sean mejores en la mayoria de los casos. EI GE-TPS logré una mejora sobre los resultados de GE y RANSAC-TPS y sobre
el tiempo del ISRANSAC-TPS, tanto en correspondencias como en la energia de la deformacion (en todos los casos con
100 iteraciones y en el 70% de los casos con 5000 iteraciones), pero disminuyé el nimero de correspondencias correctas.
También se encontrd que el eliminar todos los filtros, hace indtil es uso de un algoritmo directo. La ventaja hasta este punto

es que se tiene un algoritmo no solo con transformaciones, sino con buenas correspondencias.

Para tratar de solucionar el problema de la escasa cantidad de correspondencias del GE-TPS, se implemento el
algoritmo GE-TPS-GE-CT. Luego de algunas pruebas, se encontrd que este algoritmo logra incrementar las
correspondencias correctas, sin embargo, en algunos casos, también incrementa las incorrectas. También se pudo ver que

la energia de la deformacién es mejor que el RANSAC-TPS con 100 iteraciones en el 50% de los casos.

Finalmente, se hizo un comparativo entre el algoritmo TG contra el GE-TPS y el GE-TPS-GE-CT y, en ambos

casos, se observo que TG deja pasar mas correspondencias correctas y es mas rapido.
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PARTE 3
CALCULO DE LA ESTIMACION DEL MOVIMIENTO
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Capitulo 4

Estimacion del movimiento

Como se explic anteriormente, el objetivo de la estimacién del movimiento propio consiste en recuperar la

rotacion instantanea del observador y la direccion de translacion mientras se mueve a través del ambiente, tomando una

secuencia de imagenes como entrada.

En esta tesis se implementaron cuatro algoritmos para resolver el problema de la orientacion relativa, los

cuales se clasifican en:

a)

Algoritmos de la matriz esencial. Son algoritmos lineales que requieren por lo menos ocho puntos,

aunqgue se han hecho extensiones de estos algoritmos cuando solo hay cinco o siete puntos disponibles.

Recordemos que P =(Xx, y,z)T y P'=(x, y’,z’)T son los puntos del objeto antes y después del
movimiento y que P =(X,y,))" =P/z y P'=(X'y'1)" =P'/z representan las coordenadas en

perspectiva de los puntos P y P respectivamente en el plano de la imagen.
La ecuacion del modelo de movimiento rigido esta dada como:
P'=RP+T (4.1)

Escogiendo cualquier vector no-cero T, que es colineal con T, y tomando su producto cruz con ambos
lados de (4.1), se obtiene:

2Ty x (X, 7)) = 2T <[ R(X,7.1)" | (4.2)
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Tomando el producto interno de ambos lados de (4.2) con (X', y',1) sellega a:

(X,y,1)(T,xR)(X,¥,1) =0 (4.3)
6

PT(T,xR)P=0 (4.4)
Donde

ToxR=[Tyxr, Ty xr,, Tyxr, ] (4.5)

y 1,1, 1, son las columnas de R.

De acuerdo a (2.54), se define la matriz E', la cual es una matriz que se aproxima a la matriz esencial E

(ver capitulo 2) , a partir de la siguiente ecuacion:

E'=T,xR (4.6)

Pero también puede descomponerse como (—TO )>< R . Con el objetivo de determinar la descomposicion

correcta se nota que

E'=[T0><r1,TO><I’2,TO><I’3] 4.7)
Asi, sus tres columnas expanden a un espacio 2D. Por otro lado,

[EN=[T] (48)
Por lo tanto se pueden tener tres restricciones como sigue:

1. Elrangode E'=2.
2 |E=IT].

3. E™T,=0 (4.9)
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b)

Donde T, es un vector propio unitario de E'" correspondiente al valor propio cero.

Asi que se utilizd un método de optimizacion restringido no lineal para encontrar los valores del vector T,

que minimizan la funcion (4.9), iniciando con un valor de T, aleatorio y sujeto a las restricciones 1y 2.

Un cuerpo rigido esta en movimiento en el medio espacio z <0 (ver figura 4.1), lo cual implica que T

tiene la misma orientacion que T, o (~T, ), siy solo si (X'y"1)" x[ R(X,y,1)" J tiene la misma

orientacion que (Y',V',l)T xT, 0 [—(7',7',1)T xTOJ.

X

(% .p.2]
(o, o, q0)

o ®

"
R.T"

Figura 4.1 Geometria de la imagen.

Una vez que la T, correcta es determinada, la verdadera R es determinada como sigue:

R:[E’2xE’s,E’st;,E;xE;]—[TO]X><E’ (4.10)
Donde
E’:[E;,E’Z,E;] (4.11)

El célculo de la matriz E' se implementd con el algoritmo lineal (Algl) (ver cuadro 2.2) y con el

algoritmo robusto (Alg2) (ver cuadro 2.3).

Algoritmos directos. Estos algoritmos encuentran la rotacion y la traslacion directamente y requieren la
minimizacion de funciones de costo no lineales.
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A continuacion se explicaran los algoritmos directos implementados como ejemplo de esta clasificacion.

1. Algoritmo para minimizar la ecuacion del movimiento rigido (Alg3). El objetivo de este
algoritmo es encontrar los parametros de movimiento directamente minimizando la funcién de

costo:

M=

P (T,xR)P,

J J (4.12)

0

que es derivada directamente de la ecuacion (4.4). Para poder resolver este problema, se aplica la

optimizacion lineal restringida, basada en el siguiente criterio de minimizacion:

w, (P (ToxR)P, ) (4.13)

M=

0

donde w; es un peso que se calcula con el criterio de la distancia entre los puntos en ambas

imagenes a sus lineas epipolares correspondientes:

1
L e ——T — (4.14)
|R™(Tox P )| +|R(Tox Pl )|
Se inicia con una T, y una R aleatorias.
2. Algoritmo para minimizar la ecuacion del movimiento rigido, guiando la matriz de rotacion

(Algd). Es una version del algoritmo anterior en la que, para tratar de minimizar la ecuacion (4.13)
de forma mas precisa, en lugar de iniciar con una R aleatoria, se trata de guiar la matriz de

rotacion.

Para ello se toman en cuenta dos valores basicos para calcular dicha matriz. Por un lado se tiene

el angulo de rotacion 8y por el otro el eje sobre el cual se rota.

El angulo de rotacion tiene un limite minimo de 0 y maximo de 359 grados, aunque se podria

restringir el movimiento de la camara para incrementar la precision como en [Zhang, Z., 1998].

Se tienen tres ejes de rotacion ( XY, z) :
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e Rotacidn tridimensional alrededor del eje z y en coordenadas homogéneas:

cosd, send, 0 O
—send, cosgd, 0 O

7l o 0 10 (4.15)
0 0 01

En esta rotacion, se piensa en el eje z como fijo mientras que algln objeto se mueve en el
espacio. Se puede pensar también que el objeto permanece inmadvil mientras los ejes se
mueven. La diferencia entre uno y otro planteamiento es la direccion de la rotacion. Fijar el eje
y girar el objeto en sentido antihorario es lo mismo que fijar el objeto y mover el eje en sentido
horario.

e La rotacién alrededor del eje x se realiza con una matriz de transformacién similar a la

anterior:

1 0 0 0
0 cosd, send, O

= x x (4.16)
0 -send, cosd, O
0 0 0 1

e  Para hacer una rotacion alrededor del eje y, se realiza la siguiente matriz;

cosd, 0 -send, O
0 1 0 0

,= (4.17)
send, 0 cosd, O
0 0 0 1

Asi que, para tratar de guiar la matriz de rotacion, aleatoriamente se selecciona, por un lado, un

&ngulo de rotacion (ax,ey,ez ) entre los limites definidos y por otro, un eje de rotacion. Con estos

datos se calcula la matriz de rotacion y se aplica la funcion a minimizar (4.13). El algoritmo no esta

optimizado ya que el objetivo es analizar si existe alguna mejora.

4.1 Experimentos

Para realizar los experimentos, se crearon datos controlados que permitieran evaluar los resultados de los

algoritmos. Se gener6 un conjunto de puntos 3D, P, a los que se les aplicd una matriz de rotacién R y un vector de
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traslacion T determinados. Posteriormente, se aplicé la formula (4.1) para obtener sus puntos correspondientes, P’.

Luego, los puntos P y P’ fueron proyectados en 2D para poder aplicar los algoritmos.

La forma de verificar que los resultados fueran correctos, fue aplicando la formula (4.1), para obtener los

puntos correspondientes calculados P”, con las R y T obtenidas. Finalmente se obtuvo la distancia entre P" y P”.

Mientras menor sea la distancia entre ellos, se considera que es mejor el algoritmo.

Se hicieron dos tipos de experimentos: datos controlados con y sin correspondencias incorrectas.

a)

Datos controlados sin correspondencias incorrectas. Se generaron grupos de 10 y 100 puntos
correspondientes, a los cuales se les aplicaron los algoritmos mencionados anteriormente, con el objetivo
de analizar cual obtiene las distancias entre P" y P" mas pequefias y cual es el mas rapido. Se hicieron

10 corridas para cada algoritmo.

En el cuadro 4.1 se muestran los resultados (distancia, D, entre P’ y P", y tiempo) de las pruebas
realizadas a los algoritmos anteriormente descritos, aplicados a 10 pares de puntos correspondientes. A
partir del promedio de ellos, se puede observar que el Alg2 obtiene los mejores resultados, ya que
muestra las distancias entre P’ y P" maés cortas. El tiempo es un poco mayor que el Alg2, sin embargo,
es bastante bueno. Por otro lado, el haber guiado la matriz de rotacion en el Alg4 resulté en una mejora en

comparacion al Alg3.

Las figuras 4.2-4.9 muestran algunos resultados graficados en un plano de coordenadas. Los puntos del
que parten las dos lineas (puntos rojos) representan a los puntos P, los puntos obscuros (azules)
representan a los puntos P’ y los puntos claros (verdes) representan a los puntos P”. Las lineas que

vande P a P’ ode P a P" indican la correspondencia entre esos puntos.

Figura 4.2 Algoritmo lineal con 10 puntos generados. Los resultados son casi iguales en cada corrida.
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3.3137 1.10E-04 62.4383 62.237

3.3138 | 0.109 | 5.74E-05 | 0.359 46.57 3.063 | 34.7898 | 6.969
3.3141 | 0.156 | 0.0156 | 0.328 | 54.4996 | 3.157 | 88.2533 | 3.234
3.3137 | 0.078 | 0.0017 | 0.359 | 26.6839 | 3.234 | 109.4485 | 3.172
3.3136 | 0.094 | 1.04E-04 | 0.328 | 1.06E+03 | 3.203 | 122.554 | 3.109
3.3091 | 0.156 | 6.37E-04 | 0.312 | 232.9773 | 1.422 | 83.8347 | 0.969
3.3137 | 0.078 | 7.84E-05 | 0.344 | 117.6297 | 0.796 | 74.452 | 3.203
3.3138 | 0.141 | 3.13E-06 | 0.343 | 151.6369 | 3.25 | 84.2461 | 3.156
3.3136 | 0.109 | 1.38E-04 | 0.391 | 694.2791 | 3.157 | 37.8766 | 3.203
3.3138 | 0.156 | 1.06E-04 [ 0.344 | 52.0534 1.36 | 109.7986 [ 3.25
3.31329 | 0.1218 | 1.85E-03 | 0.35 | 250.3368 | 2.5876 | 80.74906 | 3.3562

Cuadro 4.1 Muestra los resultados obtenidos al aplicar los algoritmos de la estimacion del movimiento a un conjunto de 10 pares de
puntos. Se hicieron 10 corridas con los mismos datos de entrada. La columna D indica la distancia entre P’ y P”. La columna Algl
se refiere al algoritmo lineal, la columna Alg2 se refiere al algoritmo robusto, la columna Alg3 se refiere al algoritmo para minimizar la
ecuacion del movimiento rigido y la columna Alg4 se refiere al algoritmo para minimizar la ecuacién del movimiento rigido, guiando la

matriz de rotacion.

0

Figura 4.3 Algoritmo lineal con 100 puntos generados. Los resultados son casi iguales en cada corrida.

i I
100 200

1 ol
300 400
X

500

B00

|
700

99



Figura 4.4 Algoritmo para minimizar la ecuacion del movimiento rigido con 10 puntos generados. Los resultados pueden variar mucho
entre cada corrida, aqui se presentan dos ejemplos.
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Gt 0 b 56 S Gn i Rn At 2000 1500 1000 500 O 00 1000 1500 2000
x x

Figura 4.5 Algoritmo para minimizar la ecuacion del movimiento rigido con 100 puntos generados. Los resultados pueden variar
mucho entre cada corrida, aqui se presentan dos ejemplos.

Figura 4.6 Algoritmo para minimizar la ecuacion del movimiento rigido, guiando la matriz de rotacién con 10 puntos generados. Los
resultados pueden variar mucho entre cada corrida, aqui se presentan dos ejemplos.

100



Fu it minosssiel oo s s rssindinsseontses ' i i i ' i L
400 300 200 4100 0 100 200 300 400 500 GO 400 -200 d 20 40 BOD 8O0 1000
x x

-300 =

Figura 4.7 Algoritmo para minimizar la ecuacion del movimiento rigido, guiando la matriz de rotacion con 100 puntos generados. Los
resultados pueden variar mucho entre cada corrida, aqui se presentan dos ejemplos.

-100 0 100 20 30 400 500 60 70

X

Figura 4.9 Algoritmo robusto con 100 puntos generados. Los resultados son casi iguales en cada corrida.
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b) Datos controlados con correspondencias incorrectas. Como se pudo observar en el experimento
anterior, los algoritmos con mejores resultados fueron el algoritmo lineal y el algoritmo robusto por lo que
también fueron sometidos a un experimento con datos que tenian hasta 3 y 4% de correspondencias
incorrectas (porque mas de esto ya no se obtienen buenos resultados) con el objetivo de encontrar quien

tiene una mayor robustez. Se hicieron 5 corridas de cada algoritmo.

En el cuadro 4.2 se muestran los resultados de las pruebas realizadas al algoritmo lineal aplicados a 100
pares de puntos correspondientes. Se encontré que el que soporta mas correspondencias incorrectas es
el algoritmo robusto sin embargo solo soporta menos del 4% antes de que genere malos resultados.

69.7156 | 201.6151 | 9690 | 0.031 | 0.0742 | 1.0472 37300
67900 28400 [ 40800 0.0314 | 0.07 0.3011 31100
31900 77600 | 35700 | 0.032 | 0.0492 | 37300 43600
45.2049 | 78300 | 76500 | 0.0719 | 1.2197 | 0.0378 | 215.7449
42.7412 | 827.627 | 25900 | 0.1567 | 0.0311 | 37300 49400
19991.5 | 37065.85 | 37718 | 0.0646 | 0.2888 | 14920.28 | 32323.15

Cuadro 4.2 Muestra la distancia entre P’ y P" obtenidos al aplicar el algoritmo lineal a un conjunto de 100 pares de puntos
correspondientes, con hasta el 3% de correspondencias incorrectas. Se hicieron 5 corridas con los mismos datos de entrada.

4.2 Estructura de la estimacion de movimiento

La estructura de la estimacién del movimiento propio y las herramientas que se sugieren para cada etapa se

pueden resumir en el esquema mostrado en la figura 4.10.

Se sugiere que las imagenes de entrada sean adquiridas con cadmaras de tipo “pinhole”, porque son mas
comunes y econdémicas que las camaras de retina esférica, aunque, como ya se explicd en el capitulo 1, éstas

técnicamente tienen mas ventajas.

Para la extraccion de caracteristicas se sugiere el uso de SIFT (ver capitulo 1) por ser un muy buen extractor

de caracteristicas y porque el ejecutable esta disponible para su uso.

Para la correspondencia entre pares de imagenes se recomienda usar el GE-TPS (ver capitulo 3). Sin

embargo, debido a que el tiempo que tarda en resolver las correspondencias entre pares de imagenes, depende del
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numero de las caracteristicas extraidas, se deben seleccionar en forma aleatoria un conjunto de éstas, dependiendo del

tiempo requerido en la aplicacion en la que se vaya a implementar.

Finalmente, para estimar el movimiento propio se sugiere aplicar el algoritmo robusto. Recordemos que éste
necesita como minimo 9 correspondencias correctas, asi que, en caso de que las correspondencias obtenidas no sean

suficientes, serd necesario aplicar el algoritmo GE-TPS-GE-CT.

Secuencia de imagenes:
Cémara “pinhole”

\ 4
Extraccion de caracteristicas: SIFT

A 4

Correspondencias entre pares de imagenes:
GE-TPS 6 GE-TPS-GE-CT

Estimacion del movimiento: Algoritmo robusto

Rotacion y direccion de
translacion del robot movil

Figura 4.10 Esquema de estimacion del movimiento y herramientas sugeridas

4.3 Sintesis

En este capitulo se mostraron los resultados de la implementacion de dos algoritmos basados en la matriz
esencial: el algoritmo lineal y el robusto; y dos basados en el método directo: algoritmo para minimizar la ecuacién del

movimiento rigido y su versién guiando la matriz de rotacion.

Se hicieron dos experimentos con datos controlados, el primero de los cuales se hizo sin correspondencias
incorrectas, para comparar las distancias entre los puntos calculados y los puntos reales, asi como el costo
computacional, de los cuatro algoritmos. En esta prueba se encontrd que los mejores en ambos aspectos fueron el

algoritmo robusto y el algoritmo lineal. El segundo experimento se hizo con cierto porcentaje de correspondencias
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incorrectas, para comparar la robustez de los dos algoritmos. En esta prueba se puede ver que el que soporta mas

correspondencias incorrectas es el algoritmo robusto, sin embargo, solo soporta menos del 4%.

Finalmente se sugiere que, para obtener las correspondencias necesarias para estimar el movimiento propio,
se utilice el GE-TPS (ver capitulo 3). El cual es un algoritmo que obtiene buenas correspondencias que, aunque pocas,
son suficientes para aplicar el algoritmo robusto, ya que éste necesita como minimo 9 correspondencias correctas. En

caso de que no se consigan las necesarias, se recomienda utilizar el GE-TPS-GE-CT para incrementarlas.
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Conclusiones y trabajo futuro

Para poder recuperar la rotacidn instantanea del observador y la direccién de translacion mientras se mueve a
través del ambiente (movimiento propio), se aplicé la estimacion mediante la percepcidn del entrono, cuyo problema es
que una de sus etapas, la correspondencia entre puntos, no ha sido solucionada satisfactoriamente, y esto impide que la

estimacion sea precisa.

Por lo tanto, en esta tesis se implementaron algoritmos que permiten encontrar el niimero de correspondencias
correctas, necesario para llevar a cabo la estimacién del movimiento. Dichos algoritmos se basan en la Geometria
Epipolar (GE) y el “Thin-Plate spline” (TPS).

El objetivo del TPS es encontrar una transformacién no rigida entre los conjuntos de puntos correspondientes
de dos imagenes. Como una de sus desventajas es que la solucién es muy costosa, debido a que durante su calculo se
debe invertir una matriz cuadrada del tamafio del nimero de puntos correspondientes, se decidid implementar el
algoritmo llamado RANSAC-TPS. El cual selecciona un subconjunto de puntos correspondientes, aplicando el RANSAC
de forma incremental, a partir del cual se obtienen los coeficientes de la transformacion, para luego, aplicarlos al total de
los puntos de la primera imagen. Esto da como resultado unos puntos que deben ser aproximados a los de la segunda
imagen mediante la minimizacion de la energia de la deformacion, que busca la transformacion éptima entre ellos. Con lo

cual se obtendra no solo la transformacion no rigida, sino puntos correspondientes.

Sin embargo, se cred el algoritmo ISRANSAC-TPS, con el objetivo de disminuir la aleatoriedad de la seleccion

de las muestras y, con esto, obtener mejores resultados que la version RANSAC-TPS.

Estos dos algoritmos fueron sometidos a ciertos experimentos, de los que se concluy6 que se obtienen
transformaciones similares en ambos casos y algunas un poco mejores con el ISRANSAC-TPS; que el tiempo del

procesamiento para el mismo nimero de iteraciones es similar y en algunos casos mayor con este Ultimo; y que en

105



amhos casos se mejoran los resultados al incrementar el nimero de iteraciones. Una de las mayores desventajas del
ISRANSAC-TPS es que el nimero de iteraciones depende del ndmero de correspondencias iniciales, lo cual lo hace
ineficiente para aplicaciones en tiempo real. También se encontré que en algunos casos dificiles de resolver para el
RANSAC-TPS, donde son pocas las correspondencias finales y no logra dejar pasar correspondencias correctas, el
ISRANSAC-TPS las resuelve mejor al hacer casi iguales el nimero de correspondencias correctas que el ndmero de
correspondencias finales. También se encontrd que los algoritmos son sensibles a correspondencias incorrectas.

Luego, con el objetivo de obtener mas y mejores correspondencias, se aplicd la geometria epipolar a los
algoritmos anteriores. La mezcla de ambas técnicas dio origen al algoritmo llamado GE-TPS, el cual permite obtener muy

buenas correspondencias, sin embargo, en algunos casos, no se obtienen las necesarias.

A través de varios experimentos se encontrd que los algoritmos son muy sensibles al ruido porque la GE tiene
que representar con 8 puntos, seleccionados de forma aleatoria, la geometria de todos los demés. El tiempo que tarda el

algoritmo en resolver el problema esta relacionado con el nimero de correspondencias iniciales.

Debido a que se requiere un algoritmo lo mas econdmico posible, se utilizé en todos los casos el RANSAC-
TPS. Sin embargo, queda como trabajo futuro buscar reducir los tiempos de procesamiento del ISRANSAC-TPS para

aprovechar las ventajas que tiene sobre éste.

El algoritmo GE-TPS logré disminuir el nimero de correspondencias incorrectas que se encontraban en cada
algoritmo por separado, pero también el nimero de correspondencias correctas. La ventaja de este algoritmo es que se

obtienen transformaciones con buenas correspondencias.

Por lo tanto, aprovechando dichas ventajas, se implementd un algoritmo disefiado para incrementar las

correspondencias, llamado GE-TPS-GE-CT.

El cual obtiene una matriz fundamental que representa mejor la geometria de todos los puntos y, con ella, se
filtran los datos de entrada. Este algoritmo incrementa las correspondencias incorrectas pero también puede incrementar
el nimero de correspondencias correctas, en algunos casos hasta del 70% sin incremento del error y sobre todo,

conserva las transformaciones.

También se implementaron algunos algoritmos para estimar el movimiento propio, basados en la matriz
esencial: el algoritmo lineal y el robusto; y algunos basados en el método directo: algoritmos para minimizar la ecuacion

del movimiento rigido y su versién guiando la matriz de rotacion.

Se hicieron experimentos con datos controlados y se encontré que los mejores resultados se obtuvieron con el
algoritmo lineal y con el algoritmo robusto, el cual soporta mas correspondencias incorrectas, aunque solo menos del
4%,
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Finalmente, se sugiere que para obtener las correspondencias necesarias para estimar el movimiento propio,
se utilice el GE-TPS. El cual es un algoritmo que obtiene buenas correspondencias que, aunque pocas, son suficientes
para aplicar el algoritmo robusto, ya que éste necesita como minimo 9 correspondencias correctas. En caso de que no

se consigan las necesarias, se recomienda utilizar el GE-TPS-GE-CT para incrementarlas.

Como trabajo futuro, por un lado, seria deseable hacer un comparativo entre el algoritmo GE-TPS vy el
propuesto en [Chui, H. and Rangarajan, A., 2000] y, por otro lado, se deben probar los algoritmos con imagenes reales,
para que, una vez ajustados los parametros necesarios que permitan tener buenas estimaciones, se implemente en un

robot movil, con el objetivo de mejorar el algoritmo antes de adaptarlo a algln sistema para invidentes.
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Apéndice 1

“Splines”

Es una funcién polinomial que puede tener una forma localmente muy simple, pero al mismo tiempo es
globalmente muy flexible y suave. Las “splines” (ver figura Al.1) son muy dUtiles para el modelado de funciones
arbitrarias, y son extensivamente utilizadas en computacion gréfica, debido, principalmente, a la simplicidad de su

construccion y a su capacidad para aproximar formas complejas a través de la adaptacion de curvas.

Figura A1.1 “Splines”.

Cada polinomio de la funcion “spline” esta definido sobre un subintervalo, que se unen entre si obedeciendo a

ciertas condiciones de continuidad.

Supongase que se dispone de n+1 puntos denominados nudos, t; , tales que t, <t <...<t,. Supongase

ademas que se ha fijado un entero k>0. Se dice entonces que una funcion “spline” de grado k con nudos

en t,,t,....t, esunafuncién S que satisface las condiciones:

n

a) Encada intervalo [t; ;,t,), S es un polinomio de grado menor o igual a k .
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b) S tiene una derivada de orden (k —1) continuaen [t,,t,].

La funcion “spline” esta dividida en las siguientes curvas:

- “Spline” de grado cero.
- “Spline” de grado uno.
- “Spline” cubica.

- “Thin-Plate splines”.

- “B-spline”.

- Curvas Bézier.

- Curva NURBS.

e “Spline” de grado cero

Las “splines” de grado cero son funciones constantes por zonas. Una forma explicita de presentarlas es la
siguiente:

Se(X)=¢, X €ty t)

S, (x) =¢ xe[t,t,)

S(x)= (AL1)

Sn—l(x) = Cn—l Xe [tn—17tn)

Los intervalos [t;_;,t;) no se intersectan entre si, por lo que no hay ambigiiedad en la definicion de la funcion

en los nudos. En lafigura A1.2 se muestra la gréfica correspondiente a las “splines” de grado cero.

I.g d

—n
. I-g'l
Sy

L4

I ! '
=2 3 i .z

fy h — 2 i I5

S
[

Figura A1.2 “Spline” de grado cero.

e “Spline” de grado uno

Una “spline” de grado uno se puede definir por:
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Sy(X) =a,x+b, X €[ty 1)

S, (x) =ax+hb xelt,t,)

S(x) = (AL2)

Sn—l(x) = an—lx + bn—l Xe [tn—l’tn)

En la figura A1.3 se muestra la gréfica correspondiente a las “splines” de grado uno respectivamente.

Figura A1.3 “Spline” de grado uno.

e “Spline” cdbica

La “spline” cubica (ver figura Al.4) (k =3) es la “spline” mas empleada, debido a que proporciona un

excelente ajuste a los puntos tabulados y su célculo no es excesivamente complejo.

Figura A1.4 “Spline” clbica.
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Sobre cada intervalo [ty,t]1,[t,.t,],....[t,;,t,], S esta definido por un polinomio cubico diferente. Sea S; el

polinomio cubico que representaa S en el intervalo [t;,t;.,], por tanto:

So(X) xelty,t)

S,(x X t
500 = 1(:) [y ) 3
Sn—l(x) Xe [tn—l’tn)
Los polinomios S, , y S; interpolan el mismo valor en el punto t;, es decir, se cumple:
Sat) =y, =S(t) (l<i<n-1) (A1.4)

por lo que se garantiza que S es continuo en todo el intervalo. Ademas, se supone que S'y S" son continuas,

condicion que se emplea en la deduccion de una expresion para la funcion de la “spline” clbica.

Aplicando las condiciones de continuidad de la “spline” S y de las derivadas primera S' y segunda S", es
posible encontrar la expresion analitica de la “spline”. La expresion resultante es:
8,00 =2, ) + 2 (xmt Y+ (et Bty oy e By ) (aLs)
i 6h i+1 6hl i hi 6 i hi 6 i+l *

En la expresion anterior, h =t —t vy z,,2,...,z, son incognitas. Para determinar sus valores, se utilizan
las condiciones de continuidad que deben cumplir estas funciones. El resultado es:

5

i+1:h

Vo= Y0) = (s~ Yi2) (ALS)

h_z,+2(h+h_ )z +hz -
i-1

i-1

La ecuacién anterior, con i=1,2,...,n—1 genera un sistema de n-1 ecuaciones lineales con n+1
incognitas z,,z,,...,z,. Se puede elegir z, y z, de forma arbitraria y resolver el sistema de ecuaciones resultante para
obtener los valores de z,,z,,...,2,, . Una eleccién especialmente adecuada es hacer z, =z, =0 . La funcion “spline”

resultante se denomina “spline” cubica natural y el sistema de ecuaciones lineal expresado en forma matricial es:

ul hl Zl v1
hl u2 h2 Z2 V2
hz U3 h3 Z3 — V3 (Al 7)
hn—3 un—z hn—z anz Vn—Z
hn—Z un—l ans Vn—l
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donde:

hi =, (A1.8)
h_Z

u =2(h +h_ )= (AL.9)
Uiy

6
b, =E(yi+1—yi) (AL.10)
v, =t by, - (A1)
Uiy

El valor de la “spline” S en un punto x cualquiera interpolado se puede calcular de forma eficiente empleando

la siguiente expresion:

en donde

5,00 =y, + (x={)le, + (x—t)[b, + (x-t)a]] (A112)
a ZG_E(ZM 1) (AL13)
b Z? (AL.14)
G =~ 2y =7 (g - Y) (AL15)

“Thin-Plate spline” (ver capitulo 2)

“B-spline”

Figura AL5 “B-Spline”.
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Es una generalizacion de las curvas Bézier (ver figura A1.5). Sea un vector conocido como el vector nudo a ser

definido T =(t,,t,,...,t,) donde T es una secuencia no decreciente con t; €[0,1], y se definen los puntos de control

R, P..., P, Se define el grado como p=m-n-1. Losnudos t,,,,...,t, , ; sonllamados nudos internos.

La funcién base se define como

N, (1) = {3 S th Sl ¥ <hy (A1.16)
e otra forma
t—t, t,.,, -t
Nip (8) = === N oy () + 2N, 1 (1) (AL17)
ti+p _ti ti+p+1 “hHa
Luego, la curva definida por
C(t) = iF’iNi,p(t) (A1.18)
i=0

es la “B-Spline”. Existen dos tipos especificos, la “B-Spline” no periddica (el primer nudo p+1=0 yel Gltimo p+1=1)

y la “B-Spline” uniforme (donde los nodos internos estan igualmente espaciados). Una “B-Spline” sin nudos internos es

una curva Bézier.

e CurvaBézier

)
L
Fy
Py
"
*
Fy
Figura A1.6 Curva Bézier.

Dado un conjunto de n+1 puntos de control By, P,...,P,, la curva correspondiente Bézier (o curva Bernstein-

Bézier, ver figura AL.6) es dada por
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C(t) =2 RB,, (1) (A119)
i=0
Donde B, ,(t) sonlos polinomios Bernsteiny t [0,1] . Una curva de Bézier racional se define como

3B, (t)w,P
() = — (A1.20)
EO Biyp (tw;,

Donde p es el orden, B, , son los polinomios Berstein, P, son los puntos de control, y el peso w; de P, es

el Gltimo punto homogéneo P". Estas curvas son cerradas bajo la perspectiva de transformacion, y pueden ser

representadas exactamente en secciones conicas. La propiedad “disminucion de la variacion” de estas curvas es que
ninguna linea puede tener mas intersecciones con una curva Bézier que con la curva obtenida al tener puntos
consecutivos unidos con segmentos de lineas rectas.

Una buena propiedad de estas curvas es que pueden ser trasladadas y rotadas implementando estas
operaciones a los puntos de control. La desventaja de estas curvas es que son inestables numéricamente para muchos
puntos de control, y el hecho de que al mover un solo punto de control cambia la forma global de la curva. Lo anterior se

puede evitar parchando suavemente con curvas Bézier de bajo orden. Una generalizacion de las curvas Bézier es la “B-
spline”.

e CurvaNURBS

La curva “Non Uniform Rational Bézier Spline” (NURBS) es una “B-Spline” racional no uniforme definida por

M:

N; , (OWP
cy=i2 """

I
o

(A1.21)
N; , (Ow,

I

Donde p es el orden N; ; son la funciones base de “B-Spline”, P, son los puntos de control, y el peso w; de

P. es el dltimo punto homogéneo P". Estas curvas son cerradas bajo la perspectiva de transformacion, y pueden ser

representadas exactamente en secciones conicas.
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Apéndice 2

RANSAC

De acuerdo con [13], el algoritmo llamado “RANdom SAmple Consensus” (RANSAC) se explica de la siguiente
forma: dado un modelo que requiere un minimo de n puntos para instanciar sus parametros libres, y un conjunto de P

puntos tal que el nimero de puntos en P es mayor que n, aleaotriamente se selecciona un subconjunto S7 de n puntos
de Py se instancia el modelo. Se usa el modelo instanciado M1 para determinar el subconjunto de 51 de puntos en P

que tienen algunos errores de tolerancia de M1. El conjunto $1° es llamado el conjunto de consenso de S1.

Si el nimero de puntos en S1° es mayor que algan umbral t, el cual es una funcion del nimero de errores

burdos estimados en P, se utiliza sz” para calcular (tal vez con minimos cuadrados) un nuevo modelo M1,

Si el nimero de puntos en S1° es menor que t, se selecciona aleaotriamente un nuevo subconjunto S2 y se
repite el proceso anterior. Si, después de cierto nimero predeterminado de intentos, no se encuentra un conjunto de

consenso con t 0 mas miembros, se resuelve el modelo con el conjunto de consenso mas grande o se termina en fallo.

A continuacion se explica un ejemplo para que sea mas claro. El problema es el siguiente, dado un conjunto de
puntos 2D, encontrar la linea que minimiza la suma de las distancias cuadradas perpendiculares (regresion ortogonal)
sujeto a la condicion de que ninguno de los puntos validos se desvie de esta linea mas de t unidades. Esto plantea dos
problemas: por un lado, una linea en la que encajen los datos y por otro una clasificacién de los datos en puntos validos
y puntos no validos o correspondencias incorrectas. Una caracteristica del RANSAC es que puede manejar las

situaciones en las que hay una gran cantidad de puntos no validos.

La forma en que lo resuelve es seleccionando dos puntos aleaotriamente, estos puntos definen una linea. El
soporte para esta linea es medida por el nimero de puntos que encajan en ella a cierto umbral de distancia. Esta
seleccion aleatoria se repite cierto nimero de veces y se selecciona la que hace encajar el mayor nimero de puntos. La

intuicién dice que si uno de los puntos es un punto no valido, entonces la linea no ganara mucho soporte.
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La muestra aleatoria consiste en un subconjunto de datos minimo, en este caso dos puntos son suficientes
para determinar el modelo. El nimero de muestras n se puede escoger lo suficientemente grande para asegurar con
una probabilidad p que al menos una de las muestras aleatorias de s puntos es libre de puntos no vélidos. Usualmente p
se escoge en un 0.99. Siw es la probabilidad de que cualquier punto seleccionado es un punto valido, asi ¢ =1-w

es la probabilidad de que sea un punto no valido. Entonces, por lo menos n selecciones (cada una de s puntos) son

requeridas, donde (1-w*)" =1-p, asi que

n=log (L- p)/log (- (L-&))’ (A2.1)

El umbral, que en este caso fue la distancia, depende del modelo y usualmente se selecciona empiricamente.
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Apéndice 3

Seleccion proporcional o por ruleta

La seleccion proporcional o por ruleta se aplica en algoritmos genéticos para seleccionar a los individuos. En
esta seleccion se suma la calificacion de todos los individuos y esta suma se considera el 100% de una circunferencia.
Luego, a cada individuo se le asigna el trozo que le corresponde de ésta segun su aportacion a la suma de las
calificaciones.

Si se considera que la circunferencia es una ruleta, y se coloca una lengiieta que roce el borde de ella (Figura

Ap3.1), la probabilidad de que dicha lenglieta quede en el arco correspondiente al individuo de comportamiento g; ,

cuando la ruleta se detenga tras realizar algunos giros, es:

. q;
P(i)=—_ A3.1
(M 5., (A3.1)

Lo que es proporcional al comportamiento ( g; ) del individuo

- lengiieta
-~
el ~ lestra | Calificacion
4 N X |
! Loy :
| X4 v " #a 3
‘ = II'_ X. ; XS 3
\ X3 ”:* X, 6
s Total | 18

Figura Ap3.1 Seleccidn proporcional o por ruleta.
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Apéndice 4

Descomposicion del valor singular

O SVD por sus siglas en inglés (Singular Value Decomposition), es una herramienta comdn para resolver
sistemas de ecuaciones, y para diagonalizar matrices cuando el sistema es singular, 0 numéricamente muy préximo del
singular — el error acumulado del método numérico por la precision finita de los célculos de una maquina es suficiente
muchas veces para convertir sistemas no singulares en sistemas singulares —. En estos casos, se puede hacer una

resolucion por minimos cuadrados del sistema, o plantearse la resolucion del sistema por SVD.
Cualquier matriz A, sea singular o no, puede ser descompuesta en un producto de tres matrices, de la forma:

A=UVD' (Ad.1)

Donde U y V son matrices ortogonales, por lo que sus inversas son iguales a sus transpuestas; y D es una

matriz diagonal.

La aplicacion mas comdn de la SVD es el calculo rapido de la inversa de una matriz para resolver un sistema

de ecuaciones. La inversa de la matriz A, conocida su descomposicién SVD, es:
Al=VvD'U" (A4.2)

El computo de la inversa de la matriz D es facil de calcular; aplicando la propiedad de las matrices diagonal por
la que la inversa de una matriz diagonal se obtiene invirtiendo los elementos diagonales de dicha matriz. Esto funciona si
la matriz no es singular, lo que significa en la practica que todos los elementos diagonales de la matriz D son distintos de
0; lo que no es caso ni en la matriz fundamental ni en la matriz esencial, que son matrices singulares - y que en

particular tendran un elemento de D igual a 0.
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SVD es interesante para este trabajo porque define un espacio ortogonal en U cuyo nimero de vectores
directores coincide con el rango de la matriz A, 'y este espacio define la parte no-singular de la matriz, y un espacio
ortogonal en V cuyo nimero de vectores directores coincide con la dimensidn de la matriz A menos su rango — es decir,

el nimero de ceros en la diagonal de la matriz D —, y este espacio define la parte singular de la matriz.
4.1 Propiedades de la SVD

Las propiedades méas importantes de la SVD son:

e Sea A=UDV' una descomposicion SVD, o, el mayor elemento diagonal de D y o, el menor
elemento diagonal de D. Se llama grado de singularidad al cociente o, /a, ;y si la inversa del grado de
singularidad es del orden de magnitud que la precision de la maquina, se denomina a la matriz mal
condicionada, y se puede considerar singular.

e Sea A=UDV" unadescomposicion SVD, y A una matriz cuadrada no singular. La inversa de A sera:

Al=VDWUT (A4.3)

e Sea A=UDVT una descomposicion SVD, y A una matriz cuadrada singular. La pseudoinversa de A

sera:

A" =VD,'U" (A4.4)

Donde D, es una matriz en la que se sustituyen los elementos de la diagonal que valgan cero por o; lo que es

lo mismo que decir que los elementos de D,™ que valgan oo seran sustituidos por cero.

e Los autovalores no nulos de ATA yde AAT son los cuadrados de los valores singulares no nulos de A.

e Sea A =UDV unadescomposicion SVD, las columnas de U son los autovectores de AAT y las columnas

de V son los autovectores de ATA .

e Sea A =UDV unadescomposicion SVD, todo elemento de la diagonal o, cumple que:

AV, =g U (A4.5)
k k~k
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Y que :

A'U, =0V,

Siendo:

0 U, lacolumnade U correspondiente a o,

0 'V, lacolumnade V correspondiente a o,

(A4.6)
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Glosario

Acelerémetro

Es un instrumento destinado a medir aceleraciones.

Algoritmo “Expectation — Maximization”

Es un algoritmo para encontrar la maxima probabilidad estimada de pardmetros en modelos probabilisticos,
donde el modelo depende de variables latentes (es decir, variables que son inferidas a partir de otras variables
observadas y medidas directamente). Alterna entre un paso de expectativa (E), el cual calcula una expectativa
de la probabilidad, incluyendo las variables latentes como si fueran observadas; y un paso de maximizacion
(M), el cual calcula la méxima probabilidad estimada de los pardmetros, minimizando la probabilidad esperada
encontrada en el paso E. Los pardmetros encontrados en el paso M son usados para empezar otro paso E, y el
proceso se repite.

Algoritmo “Iterative Closest Point”

Es un algoritmo empleado para hacer corresponder dos conjuntos de puntos, estimando, iterativamente, la
transformacion (translacion y rotacion) entre ellos, para lo cual, asocia los puntos con el criterio del vecino mas
cercano, estima los pardmetros usando una funcién de minimos cuadrados, transforma los puntos usando los
parametros estimados, reasocia los puntos e itera. Ese un algoritmo simple usado para aplicaciones en tiempo

real.

Baliza

Es un objeto sefializador, utilizado para indicar un lugar geografico o una situacién de peligro potencial.

Codificador

Es un circuito combinacional que presenta la salida en el cédigo binario correspondiente a la entrada activada.
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Convolucion
Es un operador matematico definido como la integral del producto de dos funciones, donde una de ellas ha sido

desplazada e invertida. Se denota como * . En un sistema unidimensional, se dice que g(x) convoluciona con

f (x) cuando:

f(x)*g(x)=["7 f(x)g(x—x")dx’ (G.D)
Donde x’ es una variable de integracion.

En el caso de una funcion continua bidimensional, la convolucion de f (x, y) por g (x, y) sera:

fy)*g(x,y) =10 2 f(x,y)g(x=x,y—y")dxdy’ (G.2)

Para el caso de los sistemas discretos bidimensionales (como lo son las im&genes digitales) la convolucion de

de f(xy) por g(x,y)yenlaque g(x,y) esunamatrizde m filas por n columnas seré:

m-1n-1

f(xy)*g(xy)= _ZO _ZO f(mn)g(x=i,y-j) (G.3)
1=0 J=

Endonde, x=0,1,2,....my y=0,1,2,...,n.

Curvas de nivel
Es una linea que une todos los puntos, que tienen igualdad de condiciones, en un mapa. Para el caso de un

mapa topografico, es cada una de las curvas que materializan una seccion horizontal de relieve.

Distancia Hausdorff
Mida la distancia que existe entre dos subconjuntos compactos de un espacio métrico (el cual es un espacio

topoldgico en donde la distancia entre puntos esta definida).

Girdscopo
Es un aparato constituido principalmente por un volante pesado que gira rapidamente y tiende a conservar el

plano de rotacién reaccionando contra cualquier fuerza que lo aparte de dicho plano (gj. volante de un barco).
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Filtro Kalman

Es un conjunto de ecuaciones matematicas, que proveen una solucién recursiva eficiente del método de
minimos cuadrados. Esta solucion permite calcular un estimador lineal de un proceso, en cada momento del
tiempo, con base en la informacion disponible en el momento t—1, y actualizarlo, con la informacion adicional

disponible en el momento t.

Matriz antisimétrica

Se define una matriz antisimétrica por la izquierda [A]X de una matriz A, a aquella matriz tal que:

AxB=[A]'B (G.4)

Por ejemplo, si se tiene la matriz de 3x1:

Su antisimétrica [A]" seré:

0 -a &
A=|a 0 -a (G.6)
- a8 0

Matriz identidad

Son matrices cuadradas (tienen el mismo nimero de columnas y de filas) con todos los elementos excepto los

elementos de la diagonal principal, que valen todos 1. Por ejemplo:

1 00
10
1] ‘ ‘ 010
01
0 01
De forma matematica:
A=Al (G.7)
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Matriz Jacobiana

Es una matriz de orden mxn, que tiene como elementos a las derivadas parciales (si existen) de la funcién.

Matriz inversa

La matriz inversa de A se denota por A" y satisface la igualdad: AA™ =A"A=1. Esta viene dada por:
A* = = (adi(A)) ©8)
|A]
donde

|A| = determinante de A,
adj(A) = matriz adjunta de A.

Nétese que A tiene inversa si no es una matriz singular.

Matriz no singular
Una matriz A de dimensiones nxn se dice que es invertible, inversible 0 no singular si existe una matriz B

de dimensiones nxn tal que

AB=BA=I_ (G.9)

donde 1, denota la matriz identidad de orden n (dimensiones nxn)y el producto utilizado es el producto de

matrices usual. En este caso, la matriz B es Unica y se dice que es la inversa de A. Esto se denota por A™.

Una matriz no invertible se dice que es singular.

Matriz pseudoinversa

Se define como pseudoinversa por la derecha de una matriz A, que se denota como A™, a una matriz que
multiplicada por la derecha por A da la matriz diagonal con todos los elementos diagonales iguales a 1 — matriz

| -; es decir:

I=AA" (G.10)
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Esta definicion de matriz pseudoinversa permite que la matriz A no sea cuadrada. Esto es fundamental para
esta tesis, ya que las matrices de proyeccion no son cuadradas. Si se tienen las matrices de proyeccién M1y
M2, estas tendran como dimension 4x 3. Esto significa que la matriz pseudoinversa por la derecha debe ser

una matriz con dimensiones 3% 4 . Se calcula la pseudoinversa con de A con la ecuacion:
A" =AT[ATA]? (G.11)

Como la matriz [AT AJ es cuadrada, suponiendo que sea una matriz regular, es una matriz que pude ser

invertida, y su inversa es Unica; por lo que el calculo de esta expresion no debe tener ningln problema

adicional.

Matriz Singular

Una matriz cuadrada A de orden n es singular si su determinante es nulo. En tal caso se dice que dicha matriz

no tiene inversa.

Minimos cuadrados
Es una técnica cldsica para la estimacion de parametros que optimiza (de acuerdo a una funcion objetivo
especifica) el ajuste de una descripcion funcional (modelo) a todos los datos presentados. Esta técnica no tiene
mecanismos internos para detectar y rechazar errores burdos. Es una técnica de porcentajes que se basan en
el supuesto de que la méxima desviacion esperada de cualquier conjunto de datos del modelo asumido es una
funcion directa del tamafio de los datos, y asi, sin importar el tamafio del conjunto de datos, siempre habra
suficientes valores buenos para suavizar cualquier desviacion burda.

Multiplicacion de Matrices
La multiplicacién de matrices supone varios productos sencillos y sumas de los elementos de la matriz. Se
pueden multiplicar dos matrices A y B si el nimero de columnas de la primera matriz A es igual al nimero de
filas de la segunda matriz B. La multiplicacién de matrices no es conmutativa. Cuando se multiplican dos
matrices se obtiene como resultado otra matriz. Esta matriz producto tendra el mismo ndmero de filas que la

primera de las matrices que se multiplican y el mismo nimero de columnas que la segunda.

Los elementos de la matriz producto C se expresan en funcion de los elementos de las matrices A por B

mediante la siguiente formula:

C(i,k):gA(i,j)B(j,k) (G.12)
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La multiplicacién de matrices es una operacion asociativa. Esto significa que si se tienen varias matrices para

multiplicar a la vez, no importa cuales se multipliquen primero. De forma matemética: S

A(BC) = (AB)C (G.13)

Ortonormal

Una matriz cuadrada A con matriz transpuesta A" y matriz inversa A™ es ortogonal, siempre que

AT=AT,

Paralaje

Es la desviacion angular de la posicién aparente de un objeto, dependiendo del punto de vista elegido.
Determina que lo captado a través del visor no coincide con la imagen capturada a través del objetivo de la

camara. Este desplazamiento por paralaje puede ser vertical, horizontal 0 ambos a la vez.

Rango de una matriz

Es el nimero de lineas de esa matriz (filas o columnas) que son linealmente independientes.

Una linea es linealmente dependiente de otra u otras cuando se puede establecer una combinacién lineal entre
ellay es linealmente independiente de otra u otras cuando no se puede establecer una combinacion lineal

entre ellas.

Como minimo, el rango de una matriz siempre serd 1, salvo para la matriz nula, cuyo rango es cero. Para
poder calcular el rango de una matriz ésta no tiene por que ser necesariamente cuadrada. Una matriz
cuadrada de orden n, como méaximo su rango es n. Una matriz cuadrada de orden n es inversible (regular) si el

rango es n. Es decir, cuando las filas (columnas) son linealmente independientes.

Dos matrices A'y B son equivalentes (A ~ B) si tienen el mismo rango.

Tacotmetro

Es un dispositivo para medir la velocidad de giro de un eje, normalmente de un motor.

Transformada de Hough

Es un algoritmo para aislar caracteristicas de formas particulares (i.e. lineas, circulos, elipses) en una imagen.
Tiene dos funciones principales, por un lado, detectar las caracteristicas para las cuales tiene una descripcion
paramétrica u otra descripcion, y por otro, indicar cuantas de éstas existen en la imagen. Pude ser empleada

en aplicaciones donde no es posible hacer una descripcion analitica simple de una caracteristica.
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Triangulacion Delaunay

Para un conjunto de puntos en el plano, es una triangulacién tal que ningin punto esta dentro de la

circunferencia de ningun tridngulo generado en el conjunto.

Vectores propios
Los vectores propios (0 eigenvector del aleman eigen que significa "propio, inherente, caracteristico") de un
operador lineal son los vectores diferentes de cero que, cuando son transformados por el operador, dan lugar a

un multiplo escalar de si mismo. El escalar entonces se llama el valor propio asociado al vector propio.

Por ejemplo, considere la matriz

1 2 1
Al |=l 2 |=21
-1 -2 -1

y por lo tanto 2 es un valor propio de Ay hemos encontrado un vector propio correspondiente.
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