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1.3. Modelo de difusíon de un mercado financiero . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4. Estrategias autofinanciables con consumos y dividendos . . . . . . . . . . . 19

2. Opciones Europeas y Americanas 23
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Introducci ón

En el mundo de los negocios existen diversas instituciones que practican intercambios

comerciales de manera organizada. A dichas instituciones se les conoce comomercados

financieros. Entre la diversidad de mercados que existen en la actualidad, se puede men-

cionar el mercado de seguros o el mercado de bonos bancarios.

El origen de las actividades comerciales es el intercambio de bienes básicos, es decir,

de art́ıculos o servicios que permiten satisfacer alguna necesidad. Más tarde, gracias al va-

lor monetario que se le daba a ciertos bienes, los intercambios empezaron a realizarse por

las ganancias económicas a que daban lugar. Actualmente, a los bienes que dan pretexto

para alguna actividad comercial y cuyo valor depende directamente de factores económi-

cos se les conoce comobienes primarios. Algunos ejemplos de bienes primarios son los

siguientes:

Commodities. Con este nombre se conoce el conjunto de bienes que se pueden comer-

cializar a granel, tales como granos (frijol, trigo, maı́z), metales (oro, plata), y ali-

mentos.

Stock. Los Stocks o acciones surgen con el objetivo de acumular capital para actividades

posteriores. El duẽno de una acción obtiene tanto el derecho de participar en el con-

trol de la compãnia (de acuerdo a la regla: el número de acciones es igual al número

de votos), como el derecho a recibir dividendos.

1
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Bond. Los bonos son seguros contra deudas emitidos por unórgano gubernamental o por

varios tipos de firmas con el objetivo de acumular capital, y aprovechar el tiempo que

hay hasta el pago de la deuda para realizar actividades que permitan restructurarla.

Los bonos se emiten por un cierto perı́odo de tiempo, y al momento de su vencimien-

to se remueven de la circulación por el pago (o cumplimiento) de los mismos.

Existe otro tipo de bienes que se manejan en el mercado financiero, cuyo valor depende

del valor de los bienes primarios. A estos se les conoce comoinstrumentos derivados

o simplementederivados. Al bien primario de cuyo valor depende el del derivado se le

conoce tambíen comobien subyacente.

A los participantes en el mercado comúnmente se les denominainversionistas. Su pa-

pel es invertir capital constantemente en determinados bienes primarios o secundarios. Las

ganancias de los inversionistas dependen de la habilidad que posean para elegir estrategias

de inversíon. Cuando el inversionista genera ganancias sin arriesgarse se le conoce como

oportunidad de arbitraje .

El mercado de instrumentos derivados resulta atractivo, principalmente para el pequeño

inversionista, debido a que para participar en este se requiere de un desembolso mucho

menor que en el mercado de bienes primarios. En consecuencia, hay una gran partici-

pacíon de inversionistas en este mercado, lo cual aumenta la intensidad de los negocios y

la liquidez del mercado, estóultimo se refiere a la habilidad para comprar o vender un bien

rápidamente y en grandes cantidades sin afectar considerablemente el precio de dicho bien.

Como ejemplo de instrumentos derivados están las

Opciones. Éstos instrumentos otorgan el derecho, pero no la obligación, de comprar o

vender un bien primario a un precio fijo en una fecha establecida. Su uso es para

protegerse contra variaciones inconvenientes en el precio del bien subyacente. Para
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acceder áeste tipo de contratos o instrumentos hay que pagar unaprima inicial al

momento en que se establece o inicia el contrato. El cálculo de esta prima es uno de

los problemas ḿas importantes en el comercio de opciones.

Para la mayorı́a de los instrumentos derivados existe unmercado secundario, en el cual

determinados derivados se pueden vender o comprar antes de su fecha de vencimiento. La

importancia de este mercado radica en que por ser cortos los perı́odos que se manejan entre

las operaciones, se tiene una idea más precisa de los precios de dichos instrumentos. Este

hecho permite a los inversionistas mantener actualizada su información, de manera que en

cualquier momento pueden cambiar de opinión acerca de las expectativas de los precios en

el mercado.

Como se menciońo anteriormente las actividades comerciales tienen como base el in-

tercambio de bienes (ya sea dinero, bienes primarios, instrumentos derivados, o servicios).

En general se llamaactivo a cualquier cosa de valor que se pueda comprar, vender o in-

tercambiar. De esta manera, un mercado financiero se puede definir como la colección de

estos activos. Luego, un inversionista es un participante en el mercado financiero que in-

vierte capital libre en varios activos, y a la colección de tales activos en que invierte se le

conoce como suportafolio de inversión.

En el presente trabajo discutiremos los instrumentos financieros llamados opciones. La

definición deéstas y su relación con el problema del inversionista será estudiado en el

caṕıtulo 1 donde se discutirá el problema de la valuación y el problema de cobertura.Éste

último se refiere b́asicamente al problema del inversionista que consiste en como distribuir

el capital que se posee en activos, de tal manera que el portafolio compuesto por estos no

pierda valor para el inversionista, o lo que es lo mismo, para el vendedor de la opción.

En este mismo capı́tulo se propondŕa un modelo matematico, el modelo de Black-Scholes,
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que consiste de un par de activos uno sin riesgo y otro con riesgo. Bajo este modelo estu-

diaremos algunas de las propiedades de los procesosS y Xπ que representan el proceso

de precios del activo con riesgo y el capital correspondiente a una estrategia de inversión

π, respectivamente. En cuanto a la estrategia de inversión π, se hace enfasis en aquellas

que son autofinanciables cuya definición y caracterización se establecen en este mismo

caṕıtulo. Continuaremos trabajando en el capı́tulo 2 con el modelo de Black-Scholes el

cual desarrollaremos con las opciones Americanas y Europeas cuyas funciones de pago

sonft = (St − K)+, 0 ≤ t ≤ T y fT = (ST − K)+ respectivamente. Esto significa que

calcularemos el precio justo para ambas opciones ası́ como el tiempo racional úoptimo

de ejercicio para el caso de las opciones Americanas. Los cálculos de estas cantidades se

llevaran a cabo usando el Teorema 2.1 el cual nos da una caracterización del precio justo

y el tiempo racional de ejercicio para las opciones Americanas. En este mismo capı́tulo

estudiaremos algunas otras propiedades como ¿cuál es el tiempo racional de ejercicio para

un call Americano? Finalmente en el capı́tulo 3 desarrollaremos la opción Rusa.́Esta es un

put Americano que da el derecho de vender al precio máximo que el activo con riesgo ha al-

canzado. En este caso la función de pago esft = e−λt máx [M0, máx0≤t≤T St], 0 ≤ t ≤ T .

Desde el punto de vista matematico, este problema es muy interesante pues en este caso la

función de pago depende de toda la trayectoria. Nuevamente haremos uso del Teorema 2.1

para el ćalculo del precio justo y el tiempo racional de ejercicio de la opción Rusa.



Caṕıtulo 1

Opciones y el problema del inversionista

1.1. Introducción

En esta primera parte trataremos con los contratos financieros llamados opciones y el

problema del inversionista en un mercado financiero.

Comenzamos este capı́tulo en la seccíon 1.2 explicando a detalle que son las opciones,

incluyendo cada uno de los conceptos relacionados conéstas, y en que consiste el proble-

ma de la valuación de estos instrumentos financieros. También se discutiŕan los dos tipos

principales de opciones que existen, a saber las opciones Americanas y las Europeas. Rela-

cionado con las opciones es el problema del inversionista, el cual consiste en incrementar

un cierto capital inicial para protegerse de alguna posible reclamación. Éste es también

conocido como problema de cobertura.

Con el objetivo de poner en claro las ideas y conceptos damos un ejemplo de una op-

ción de venta de d́olares, a trav́es del cual entenderemos con detalle ambos problemas, el

de valuacíon y el de cobertura, y la relación entreéstos. En este ejemplo, en particular

hacemos enfasis en las partes donde pareciera haber mayor confusión en los conceptos. En

la última parte de esta sección se discutiŕan las suposiciones que se considerarán para la

5
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modelacion de este tipo de fenomenos, por ejemplo, el no poder hacer dinero sin arries-

gar alguna cantidad inicial (estrategias libres de arbitraje) o el no poder inyectar o extraer

capital (estrategias autofinanciables).

En la seccíon 1.3 introducimos el modelo de Black-Scholes, el cual consiste en un

portafolio compuesto de dos activos, uno sin riesgo y otro con riesgo. En dicho modelo el

activo sin riesgo se modela mediante una ecuación diferencial determinista mientras que el

activo con riesgo con una ecuación diferencial estoćastica cuya solución es el movimiento

Browniano Geometrico. Bajo este modelo, el Black-Scholes, estudiaremos la estructura en

el proceso del activo con riesgo y la del capital generado ası́ como tambíen caracterizaremos

las ideas de estrategias autofinanciables y libres de arbitraje.

Finalmente, en la sección 1.4 expondremos brevemente los casos en el que se permite

tanto la extraccíon de capital como la inyección deéste. Es decir, estudiaremos las es-

trategias autofinanciables libres de arbitraje con consumos y dividendos. En particular, de

inteŕes para nosostros es la parte con dividendos donde trabajaremos el modelo en el cual

éstos son obtenidos de manera proporcional a la cantidad de capital invertida en el activo

con riesgo.

1.2. Opciones

1.2.1. Descripcíon del problema

Unaopción es un contrato entre dos partes que otorga el derecho, pero no la obligación,

de comprar (opción tipo call) o vender (opción tipo put) un activo o bien subyacente a un

precio (precio de ejercicio) en una fecha posterior durante cierto periodo establecido. La

persona (o compãńıa) que vende el contrato se le conoce comoemisor. Su contraparte, la
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persona que compra el contrato, se conoce comotenedor. A la fecha de vencimiento del

contrato se le llamará tiempo deexpiración o demaduración.

Ahora bien, al comprar la opción se puede acordar que elúnico momento en que se

puede ejercer es al tiempo de expiración. En este caso, la opción recibe el nombre deEu-

ropea. Por otro lado, también podŕıa acordarse que la opción puede ejercerse en cualquier

momento antes de que llegue la fecha de expiración, en este caso se trata de una opción

Americana.

Por otro lado, ambas partes acuerdan en que tal contrato debe tener uncosto inicial.

Esta cantidad es pagada al momento de la firma del contrato por el tenedor al emisor de

la opcíon, quien adquiere un compromiso a futuro, es decir sabe que en caso en que el

tenedor de la opción decida ejercer, el estará perdiendo la cantidad que el tenedor gana, a

esta ganancia le llamaremosfunción de pago. Por tanto durante el tiempo de vigencia de

la opcíon, el emisor usando sólo la prima inicial, sin la aportación o retiro de capital, debe

de generar una estrategia de inversión de tal forma que al tiempo en que el tenedor decida

ejercer la opcíon, el emisor tenga un capital equivalente a la ganancia del tenedor.

En el caso de las opciones Americanas debido a que es posible ejercer el derecho de

compra o venta de activos antes del tiempo de expiración, lo ideal para el tenedor serı́a

ejercer este derecho cuando la cantidad o ganancia que demanda seaóptima, en alǵun

sentido. La pregunta es cuándo o ćomo se sabe en dónde séoptimiza esta cantidad.

En t́erminos generales, el problema consiste en determinar el precio justo del contrato

para ambas partes, ası́ como por parte del emisor idear estrategias de inversión que le per-

mitan tener garantizado cierto nivel de capital para cubrirse y determinar o caracterizar el

tiempo ideal úoptimo para ejercer.
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1.2.2. Un ejemplo

Supongamos que una compañ́ıa de bienes y raı́ces (el emisor) quiere vender una casa,

dentro de un ãno. Por supuesto la compañı́a no sabe nada acerca del comportamiento del

mercado y quiere asegurarse de que la casa no tenga un valor menor al actual, que es de un

mill ón de pesos mexicanos. Ahora supongamos que una persona (el tenedor) está interesada

en la compra de la casa y quiere asegurarse en no pagar más del valor actual de la casa.

Entonces la persona puede entrar en un contrato con la empresa de bienes y raı́ces, llamado

općon tipo call, el cual estipula que dentro de un año es posible adquirir la casa, al precio

actual, que denotaremos por K.

Ahora, al final del siguiente año supongamos que hay dos posibles escenarios: el valor

de la casa aumenta o disminuye. Si el valor de la casa disminuye, digamos a 900,000.00,

claramente la persona interesada en la casa no va a hacer uso de este contrato y optará por

comprar directamente como sı́ no se hubiera firmado el contrato tipo call; en este caso la

persona interesada no obtiene ganancia alguna. En cambio, si el valor de la casa aumenta

a 1,100,000.00, es claro que se va a hacer uso del contrato el cual permite comprar la casa

a un millón de pesos, la cual podrá ser vendida directamente en el mercado a 1,100,000.00

obteniendo una ganancia de 100,000.00.

En cualquiera de los dos escenarios, denotando conST el valor de la casa al final del

primer ãno, la ganancia o función de pago es(ST −K)+ := máx {ST −K, 0}. La gŕafica

de esta funcíon de pago se muestra en la figura 1.1. La curva inicia en el valor 0 cuando

el precio de la casa es 0 y se mantiene en ese valor hasta que el precio de la casa alcanza

el precio de ejercicioK = 1, 000, 000. A partir de este punto la curva crece un peso por

cada peso arriba del precio de ejercicio. En la gráfica vemos adeḿas que las ganancias por

entrar en un contrato tipo call son ilimitadas mientras que las pérdidas est́an acotadas por
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abajo por el valor cero.

PRECIO DE LA CASA

VA
LO

R
 D

EL
 C

AL
L

0 500,000 1,000,000 1,500,000 2,000,000 2,500,000

0

500,000            

 1,000,000                 

   1,500,000                  

Figura 1.1: Funcíon de pago para el tenedor de una opción tipo call a la fecha de maduración

Ahora supongamos que la compañı́a de bienes y raı́ces se dedica no solo a la venta de

casas sino también a la reventa déestas, quien para garantizar la venta de una de sus casas

adquiere una opción de venta de casas con una empresa del mismo ramo. A la primera

de éstas le llamaremos compañ́ıa y a la segunda empresa. Supongamos entonces que la

compãnı́a quiere vender una cierta casa el siguiente año. El precio al que lo va vender es

al precio actual de la casa que es de un millón de pesos. Denotaremos este precio, cono-

cido como precio de ejercicio, porK y por ST el precio de la casa al final del siguiente

año. Entonces siST > K la compãnı́a no ejercera este derecho porque no le va convenir

vender una casa a un precio más barato que el del mercado. En este caso la compañı́a no

obtendŕa ganancia alguna. En cambio, siST ≤ K, la compãnia podŕa seguir la sigiente
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estrategia: comprar la casa directamente en el mercado aST e inmediatamente venderla a

la empresa al precioK obteniendo una ganancia deK − ST . En cualquiera de estos dos

casos la ganancia o función de pago es(K − ST )+ := máx {K − ST , 0}.
La gŕafica de esta función se muestra en la figura 1.2. La curva de esta opción tipo

put inicia en su valor ḿas alto deK pesos y va decreciendo un peso por cada peso que

aumenta el valor de la casa hasta queésta alcanza el valor de ejercicio. Para precio más

altos al precio de ejercicio, la curva se mantiene constante en el valor cero.

PRECIO DE LA CASA

VA
LO

R
 D

EL
 P

U
T

0 500,000 1,000,000 1,500,000 2,000,000 2,500,000

0

500,000            

 1,000,000                 

   1,500,000                  

Figura 1.2: Funcíon de pago para el tenedor de una opción tipo put a la fecha de maduración

Continuando con este ejemplo, se pudo haber acordado que la fecha de ejercicio fuese

cualquier d́ıa antes de finalizar el contrato que es de un año, con precio de ejercicio el precio

actual de la casa, que es deK = 1, 000, 000,00. En este caso la ganancia o función de pago

seŕıa{(K − St)+}0≤t≤T , dondeSt es el valor de la casa al tiempot.
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Ahora con respecto al precio del contrato, que tiene que pagar la compañı́a a la empresa

por la optencíon de la opcíon de venta, tiene que ser una cantidad que le permita a la

empresa de cubrirse. Es decir, la empresa de bienes y raı́ces podŕa invertir este capital inicial

en distintos activos financieros, pedir prestado (a una tasa de interés) o hacer ventas al

descubierto (vender activos financieros sin poseerlos), con el objetivo de generar un capital

no menor a la ganancia o función de pago. En otras palabras, la empresa de bienes y raı́ces

invertira la prima inicial en unmercado financieroen el cual, bajo ciertas operaciones,

logre obtener capital suficiente con que solventar una posible reclamación de capital. Por

otro lado, la compãnı́a acuerda en que este precio tiene que ser la mı́nima cantidad que le

permita a la empresa cubrirse.

Finalmente, en el caso en que sea posible ejercer cualquier dı́a del ãno, el tiempóoptimo

para ejercer debe ser aquel en el cual la función de pago se maximice, en algún sentido,

pues de esta forma la persona interesada en la casa obtendrı́a una ganancia significativa.

1.2.3. Algunas consideraciones generales sobre la modelación

Una vez entendido el problema financiero con más detalle, es necesario hablar de un

modelo mateḿatico que permita la descripción de este tipo de fenómenos.

Empecemos denotando conT el tiempo de expiración de una opción. Un mercado

financiero consistiŕa de un bono o activo sin riesgo y un activo con riesgo. Puesto que al

invertir en un bono bancario no hay incertidumbre sobre su precio, un proceso determinista

B = (Bt)0≤t≤T seŕa suficiente para describir su comportamiento. Para el activo con riesgo,

al existir incertidumbre sobre los precios deéste, es conveniente modelarlo mediante un

proceso estoćasticoS = (St)0≤t≤T . De manera queBt y St representaŕan los precios de

una unidad del activo sin riesgo y con riesgo al tiempo t, respectivamente. También, en el
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caso de una opción Europea, denotaremos confT a la funcíon de pago y con un proceso

estoćasticof = (ft)0≤t≤T cuando se esté tratando con opciones Americanas. Algunas veces

nos referiremos af = (ft)0≤t≤T como coleccíon de funciones de pago.

Algunas consideraciones que se supondrán en el desarrollo del modelo:

a) No hay costos de transacción.

b) Con el valor del contrato o prima inicial el emisor debe de construir estrategias autofi-

nanciables, es decir, que no haya aportes ni retiros de capital. Exclusivamente con la

prima inicial, el emisor, debe poderse cubrir.

c) No hay informacíon privilegiada, esto es, todas las deciciones a tomar serán śolo en base

a la informacíon disponible hasta el momento.

d) Hay ausencia de oportunidad de arbitraje. Esto significa que no es posible obtener

ganancias sin arriesgar capital.

e) Se podŕa comprar fracciones de activos.

En esta primer parte vamos a estudiar opciones donde el activo con riesgo no paga di-

videndos. Dejaremos para al final de este capı́tulo la discusíon cuando hay dividendos y

mencionaremos un poco sobre consumos.

1.3. Modelo de difusíon de un mercado financiero

Como ya se ha mencionado, un mercado financiero consistirá de un par de procesos

(B,S), los cuales corresponden al precio de una unidad del bono bancarioB = (Bt)0≤t≤T
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o activo sin riesgo y al precio de una unidad del activo con riesgoS = (St)0≤t≤T , respec-

tivamente. A continuación introduciremos un modelo matemático para poder llevar a cabo

un ańalisis sobre el problema en cuestión.

1.3.1. Modelo de Black-Scholes

Para el bono bancarioB se supondŕa queB = (Bt)0≤t≤T es un proceso determinista

que satisface la siguiente ecuación diferencial

dBt = rBtdt, (1.1)

cuya solucíon es

Bt = B0e
rt, (1.2)

donder ≥ 0 es la tasa de interés y condicíon inicialB0 = 1.

Para describir la evolución del precio del activo con riesgo supondremos que el activo

S = (St)0≤t≤T es un proceso estocástico que satisface la ecuación diferencial estoćastica

dSt = St(µdt + σdWt), (1.3)

cuya solucíon es

St = S0 exp

{(
µ− σ2

2

)
t + σWt

}
, (1.4)

dondeµ ∈ R es la tasa de apreciación,σ > 0 la volatilidad,S0 = s > 0 el valor inicial y

W = (Wt)0≤t≤T un movimiento Browniano definido en un espacio de probabilidad filtrado

(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P).

1.3.2. El emisor como inversionista en un mercado financiero

Una vez establecido un modelo matemático, discutamos como va a proceder el emisor

de una opcíon para cubrirse.
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Denotemos conX0 el pago que recibe el emisor. Supongamos que la firma del contrato

se realiza al tiempot = 0 y que en ese momento el emisor, quien hará un papel de inver-

sionista, adquiereβ0 unidades de un activo sin riesgo yγ0 unidades de un activo con riesgo

con preciosB0 y S0 respectivamente. Entonces podemos escribir su capital inicial de la

siguiente forma

X0 = β0B0 + γ0S0. (1.5)

De manera similar, seaπt = (βt, γt) un parFt-adaptado representando el número de

unidades que se poseen de los respectivos activos al tiempot. El capital,Xt, correspondi-

ente a este par estará dado por

Xt = βtBt + γtSt. (1.6)

La parejaπt = (βt, γt) forma, lo que se conoce como estrategia de inversión o portafolio

de inversíon al tiempot y al procesoπ = (πt)0≤t≤T lo llamaremos proceso portafolio.

1.3.3. Estrategias autofinanciables

Diremos que un proceso portafolioπ = (πt)0≤t≤T , πt = (βt, γt) es una estrategia de

inversíon autofinanciable si el capital correspondiente aπ al tiempot, el cual denotaremos

porXπ
t , satisface

Xπ
t = X0 +

∫ t

0

βudBu +

∫ t

0

γudSu. (1.7)

bajo las condiciones

∫ t

0

|βu| dBu < ∞,

∫ t

0

(γuSu)
2 du < ∞, P-c.s. (1.8)

las cuales garantizan la existencia de las integrales en (1.7)

La definicíon anterior de estrategia autofinanciable es una generalización del caso dis-

creto, la cual explicaremos a continuación.
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Partiendo de la ecuación (1.5) y suponiendo que el inversionista decide cambiar el

número de activos que posee justo antes de que un nuevo precio, al tiempot = 1, del

activo con riesgo se conozca. Pensemos entonces que el decide ahora comprarβ1 unidades

del activo sin riesgo yγ1 unidades del activo con riesgo tomando solo en cuenta la informa-

cion sobre los valores(B0, S0) y sin la aportacíon o retiro de capital. Entonces, su capital

inicial se puede reexpresar de la siguiente forma

X0 = β1B0 + γ1S0. (1.9)

Una vez que se den a conocer los precios de los activos, al tiempot = 1, el capital

inicial, bajo el nuevo portafolioπ1 = (β1, γ1), se tranformaŕa en el siguiente

X1 = β1B1 + γ1S1 (1.10)

obteniendose un incremento de capital

∆X1 = β1∆B1 + γ1∆S1 (1.11)

donde∆X1 := X1 −X0, ∆B1 := B1 −B0 y ∆S1 := S1 − S0.

Generalizando (1.9) y (1.10) obtenemos para cualquier tiempot = n,

Xn−1 = βnBn−1 + γnSn−1 (1.12)

y

Xn = βnBn + γnSn. (1.13)

Se sigue entonces de (1.12) y (1.13), que los incrementos de capital son de la forma

∆Xn = βn∆Bn + γn∆Sn. (1.14)

y el capital total es

Xn = X0 +
n∑

k=1

βk∆Bk +
n∑

k=1

γk∆Sk. (1.15)
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Ahora, cambiando las sumas en la ecuación anterior por integrales de Itô obtenemos la

ecuacíon (1.7) como una generalización de estrategia autofinanciable al tiempo continuo.

Observacíon. Es aqúı donde usamos la hipótesis deno costos de transacción. En la

práctica, cada vez que un inversionista decide redistribuir su portafolio tiene que pagar una

cantidad.

La raźon de porque se escoge la integral de Itô es porque el proceso que se integra se

hace de manera predecible, esto es, se toman los valores del extremo izquierdo de cada

intervalo (infinitesimal).

Denotaremos conAF a las estrategias autofinanciables.

1.3.4. Más sobre la estructura en los procesosS y Xπ

Para proceder con el análisis en la estructura de los procesosS y Xπ introduzcamos la

medida deriesgo neutral Pµ−r definida mediante la derivada de Radon-Nikodym de las

restriccionesPµ−r
t = Pµ−r|Ft y Pt = P|Ft,

dPµ−r
t

dPt

= Zµ−r
t P-c.s. (1.16)

donde

Zµ−r
t = exp

{
−µ− r

σ
Wt − 1

2

(
µ− r

σ

)2

t

}
. (1.17)

Para0 ≤ t ≤ T introducimos el siguiente proceso

W µ−r
t = Wt +

µ− r

σ
t, (1.18)

el cual es un movimiento Browniano con respecto a la medida de riesgo neutralPµ−r (ver

aṕendice, para su demostración).

De manera que la distribución o ley del procesoW con respecto aP es la misma

que la del procesoW µ−r con respecto aPµ−r. Esto lo denotaremos mediante la siguiente
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expresíon

Ley(Wt|P) = Ley
(
W µ−r

t |Pµ−r
)
. (1.19)

l primer resultado que tenemos sobre el procesoS es la propiedad de Markov, la cual

mostraremos a continuación. Parah > 0 tenemos,

St+h = S0e
(µ−σ2/2)(t+h)+σWt+h

= S0e
(µ−σ2/2)t+σWt+(µ−σ2/2)h+σ(Wt+h−Wt)

= Ste
(µ−σ2/2)h+σ(Wt+h−Wt), (1.20)

y comoWt+h −Wt es independiente de laσ-algebraFt, vemos queSt+h sólo depende del

valor deSt. Esto muestra la propiedad de Markov del procesoS con respecto aPµ−r (ver

aṕendice C).

Consideremos ahorãSt := St/Bt, el proceso de precios actualizado. Usando la fórmula

de It̂o obtenemos

dS̃t = σS̃tdW µ−r
t , (1.21)

lo cual nos dice que el proceso de precios actualizadosS̃ = (S̃t)0≤t≤T es una martingala

con respecto a la medidaPµ−r.

De manera ańaloga consideremos el capital actualizadoY π
t = Xπ

t /Bt correspondiente

a una estrategiaπ. Aplicando la f́ormula de It̂o obtenemos

dY π
t = σγtS̃tdW µ−r

t , 0 ≤ t ≤ T, (1.22)

o en forma integral

Y π
t = Y π

0 +

∫ t

0

σγuS̃udW µ−r
u , 0 ≤ t ≤ T. (1.23)

Esto significa que el procesoY π = (Y π
t )0≤t≤T es una martingala local con respecto aPµ−r.
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Para continuar con el análisis en la estructura de los procesosXπ y Y π vamos a hacer

más suposiciones sobre la subclase de estrategias autofinanciables AF.

Seaξ una variable no negativaF-medible conEµ−r [ ξ ] < ∞, dondeEµ−r[ · ] es la

esperanza con respecto aPµ−r.

Diremos que una estrategiaπ de AF pertenece a la claseAFξ si para0 ≤ t ≤ T

Y π
t ≥ −Eµ−r [ξ|Ft] Pµ−r- c.s. (1.24)

Tenemos por el lema de Fatou, paraπ ∈ AFξ, la martingala localY π resulta ser una

supermartingala.

Ahora, śı τ1 y τ2 son dos tiempos de Markov finitos tal quePµ−r(τ1 ≤ τ2) = 1, entonces

Eµ−r
[
Y π

τ2
|Fτ1

] ≤ Y π
τ1

. (1.25)

En particular, siXπ
0 = x ≥ 0 y π ∈ AFξ obtenemos

Eµ−r [Y π
t ] = Eµ−r

[
e−rtXπ

t

] ≤ x. (1.26)

En el caso en queπ ∈ AFξ y ξ = 0, escribiremosπ ∈ AF+, la clase de estrategias

donde el inversionista no cae en posición de deudor. A estas estrategias las llamaremos

estrategias de inversiónadmisibles.

De (1.26) obtenemos paraπ ∈ AF+

0 ≤ Eµ−r [Y π
t ] ≤ x. (1.27)

Resumamos los resultados obtenidos en el siguiente

Lema 1.1. Para π ∈ AF, los procesos̃S = (S̃t)0≤t≤T , S̃t = St/Bt y Y π = (Y π
t )0≤t≤T ,

Y π
t = Xπ

t /Bt son martingala y martingala local con respecto aPµ−r, respectivamente.

Adeḿas, siπ ∈ AFξ el procesoY π es una supermartingala, y siπ ∈ AF+ el procesoY π es

una supermartingala no negativa, ambos con respecto aPµ−r.



19

1.3.5. Estrategias libres de arbitraje

La consideracíon de clases de estrategias AFξ pareciera ser un poco artificial, que son

sólo puestas por demandas técnicas del ańalisis estoćastico y no con un objetivo económico.

Sin embargo, resulta que todas las estrategias de la clase AFξ son de no arbitraje y esto es

lo que las hace interesantes desde el punto de vista económico.

Definición 1.1.Diremos que una estrategiaπ ∈ AF es de arbitraje en[0, T ], siP- c.s.Xπ
0 =

0 y conP-probabilidad positiva,Xπ
t > 0, 0 < t ≤ T .

Lema 1.2. Toda estrategiaπ ∈ AF+ es de no arbitraje.

Demostracíon. La demostracíon de este hecho se sigue directamente de la propiedad de

supermartingala del procesoY π. SiXπ
0 = x = 0 P- c.s., entoncesx = 0 Pµ−r-c.s. por serP

y Pµ−r medidas de probabilidad equivalentes, de igual forma siXt > 0 con probabilidad

Pµ−r positiva entoncesXt > 0 con probabilidadP positiva. Por tanto, de (1.26),siπ fuera

de arbitraje, entonces

0 < Eµ−r
[
e−rtXπ

t

] ≤ x = 0,

que es una contradicción.

1.4. Estrategias autofinanciables con consumos y dividen-

dos

Ya hemos abordado el problema en donde de manera autofinanciable un inversionista

crea su portafolio de inversión con el objetivo de incrementar y mantener un cierto nivel de

capital a partir de un capital inicial.
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Nuestro principal inteŕes es abordar el tema para el caso con dividendos, debido a que

la exposicíon no es muy diferente si tomamos en cuenta los consumos, aprovecharemos

de una vez para describir la modelación en ambos casos. Nos adentraremos en el caso

discreto primero antes de pasar al caso continuo para lograr una explicación intuitiva a esta

extensíon.

1.4.1. Caso discreto

Suṕongamos que un inversionista tiene un capital inicialX0 distribuido de acuerdo a

un portafolio de inversión inicialπ0 = (β0, γ0),

X0 = β0B0 + γ0S0, (1.28)

y súpongamos que recibe un capitalD1 obtenido, por ejemplo, de dividendos, y que además

necesita extraer una cierta cantidadC1

De manera que la transformación del portafolioπ0 = (β0, γ0) en π1 = (β1, γ1) es-

taŕa basada tomando en cuenta los valoresC1 y D1, esto es,β1 y γ1 deben ser elegidos de

tal forma que

β1B0 + γ1S0 = Xπ
0 − C1 + D1. (1.29)

Al tiempo t = 1, cuando se den a conocer los nuevos valoresB1 y S1, un nuevo capital

se forma,

Xπ
1 = β1B1 + γ1S1. (1.30)

y por tanto un incremento de capital

∆Xπ
1 = β1∆B1 + γ1∆S1 − C1 + D1. (1.31)

De manera similar para cualquier tiempot = n, tenemos,

βnBn−1 + γnSn−1 = Xπ
n−1 − Cn + Dn, Xπ

n = βnBn + γnSn, (1.32)
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y

∆Xπ
n = βn∆Bn + γn∆Sn − Cn + Dn. (1.33)

Obviamente los valoresCn y Dn, que se reciben y extraen justo antes del tiempot = n,

sonFn−1-medibles.

El capital total formado es

Xπ
n = Xπ

0 +
n∑

k=1

βk∆Bk +
n∑

k=1

γk∆Sk −
n∑

k=1

Ck +
n∑

k=1

Dk. (1.34)

1.4.2. Caso continuo

Para la respectiva generalización al tiempo continuo de las ecuaciones (1.32) y (1.33)

vamos a considerarπ = (πt)t≥0, πt = (βt, γt) un proceso portafolio,C = (Ct)t≥0 y D =

(Dt)t≥0 dos procesos estocásticos continuos por la derecha, no decrecientes y adaptados a

la filtraciónF = (Ft)t≥0, conC0 = 0 y D0 = 0.

Diremos queπ es una estrategia autofinanciable con dividendosD = (Dt)t≥0 y con-

sumosC = (Ct)t≥0 si el capital correspondiente aπ:

Xπ
t = βtBt + γtSt, (1.35)

satisface la ecuación

Xπ
t = X0 +

∫ t

0

βudBu +

∫ t

0

γudSu − Ct + Dt. (1.36)

Ésta es la generalización del capital total generado al tiempo continuo de la ecuación

(1.34). Interpretaremos aCt y Dt como los consumos y dividendos acumulados hasta el

tiempo t, esto es,dCt y dDt son las cantidades que se consumen e inyectan justo al tiempo

t.
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Si no hay flujo de capital hacia adentro (Dt = 0 en 1.36), solo flujo de capital hacia

afuera, entonces la correspondiente estrategia es naturalmente llamadaestrategia autofi-

nanciable con consumo. En el otro caso, cuando no hay flujo de capital hacia afuera, solo

hacia adentro, estaremos hablando de unaestrategia autofinanciable con dividendos.

Denotaremos conX(π,D) el capital correspondiente a una estrategia autofinanciable con

dividendos.



Caṕıtulo 2

Opciones Europeas y Americanas

2.1. Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos los dos principales tipos de opciones que existen, a saber,

las opciones Europeas y las Americanas. Uno de los problemas de mayor interés es la va-

luación de estos intrumentos financieros, es decir determinar para ambos tipos de opciones

el capital que las partes involucradas en estos contratos, el vendedor y el comprador, están

dispuestas a sacrificar. Como hemos visto, la principal diferencia entre las opciones Euro-

peas y Americanas es en el momento en que estas se pueden aprovechar para obtener algún

beneficio, como el comprar barato y vender caro.Ésto nos lleva a la siguiente pregunta:

¿es posible determinar o caracterizar el momento en el cuál el beneficio que se obiene es

óptimo? Estos dos problemas de mayor interés seŕan ańalizados bajo el modelo de Black-

Scholes.

Este caṕıtulo se distribuye de la siguiente forma. En la sección 2.2 estudiaremos las

opciones Europeas donde determinaremos el precio justo y hallaremos la dinámica de un

23
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proceso portafolio ası́ como tambíen caracterizaremos la dinámica del capital correspon-

diente a este proceso portafolio. En la sección 2.3 incluimos un ejemplo donde hallamos

expĺıcitamente las cantidades anteriores. Las opciones Americanas son estudiadas en la

siguiente sección donde caracterizamos el precio justo y el tiempoóptimo para ejercer,

aśı como tambíen se establecen las condiciones para la existencia de tiemposóptimos de

ejercicio. Acompãnamos esta parte con un ejemplo de opción Americana en la sección 2.5

donde mostramos el proceso de como valuar estos instrumentos financieros ası́ como el

tiempo de ejercicióoptimo. Esta parte es importante porque nos da una metodologia que

sólo cambia dependiendo de la función de pago, para valuar opciones Americanas.

2.2. Opciones Europeas

2.2.1. Precio justo para una opcíon Europea

SeaT el tiempo de expiración de una opción Europea yfT la función de pago la cual

supondremos es una variable aleatoria no negativaFT -medible.

Diremos que una estrategia de inversionπ ∈ AF+ es de cobertura Europea de la función

de pagofT y capital inicialXπ
0 = x, si el capital correspondiente al tiempo de expiración

satisface

Xπ
T ≥ fT . (2.1)

Denotaremos conΠ(x, fT ) la clase de estrategias de cobertura Europea. Ahora fije-

monos en el capital inicial ḿınimo para el cual (2.1) se cumple. Esta mı́nima cantidad es

la que el tenedor está dispuesto a sacrificar para obtener un beneficio por la transacción

de una opcíon Europea. Al mismo tiempo, el emisor sabe que con esta mı́nima cantidad
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se podŕa cubrir de cualquier eventualidad relacionada con la transaccion de la opción Eu-

ropea. Es razonable entonces llamar a esta mı́nima cantidad elprecio justo para una op-

ción Europea porque este precio resulta conveniente para ambas partes involucradas con la

transaccíon de una opción Europea.

Formalmente, la expresión para el precio justo de una opción Europea es

C = ı́nf {x : Π(x, fT ) 6= ∅} . (2.2)

Si π es una estrategia autofinanciable,π ∈ AF+, entonces de acuerdo con (1.25)

Xπ
0 ≥ Eµ−r

[
e−rT Xπ

T

]
(2.3)

y si π es una estrategia de cobertura Europea,π ∈ Π(x, fT ),

x ≥ Eµ−r
[
e−rT fT

]
, (2.4)

en particular

C ≥ Eµ−r
[
e−rT fT

]
. (2.5)

A continuacíon mostraremos que la igualdad en (2.5) se cumple. La demostración de

este hecho involucra la construcción de una estrategia de inversión de cobertura Europea la

cual desarrollaremos como sigue.

Suṕongamos que

Eµ−r [fT ] < ∞ (2.6)

y sea

Mt = Eµ−r

[
fT

BT

∣∣∣ FW µ−r

t

]
. (2.7)

El procesoM = (Mt)0≤t≤T es una martingala no negativa con respecto a la medidaPµ−r

y la filtración (FW µ−r

t )0≤t≤T .
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Por el teorema de representación de martingalas de Itô-Klark

Mt = M0 +

∫ t

0

αudW µ−r
u , (2.8)

donde los valoresαu, 0 ≤ u ≤ T sonFW µ−r

u medibles para cadau y satisfacen

∫ T

0

α2
u du < ∞ Pµ−r-c.s. (2.9)

Formamos la estrategiaπ∗ = (π∗t )0≤t≤T conπ∗t = (β∗t , γ
∗
t ) dados por

γ∗t =
αtBt

σSt

, (2.10)

β∗t = Mt − γ∗t
St

Bt

. (2.11)

La estrategia de inversiónπ∗ definida por las ecuaciones anteriores es autofinanciable.

Para probar esto observemos que

Xπ∗
t = β∗t Bt + γ∗t St (2.12)

y junto con la definicíon deβ∗t y γ∗t , obtenemos de (2.11)

β∗t Bt + γ∗t St = MtBt, (2.13)

esto es

Xπ∗
t = MtBt. (2.14)

La fórmula de It̂o y (2.8) implican

dXπ∗
t = MtdBt + BtdMt

= MtdBt + BtαtdW µ−r
t

= (Mt − γ∗t
St

Bt

)dBt + γ∗t
St

Bt

dBt + αtBtdW µ−r
t

= β∗t dBt + γ∗t dSt.
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Demostrando ası́ que la estrategiaπ∗ es autofinanciable, es decirπ∗ ∈ AF.

La propiedad (2.14) nos dice que laPµ−r martingalaM = (Mt)0≤t≤T es realizable

como el capital descontado de la estrategiaπ∗ construida anteriormente,

Mt =
Xπ∗

t

Bt

, 0 ≤ t ≤ T.

Además

Xπ∗
t = MtBt = Eµ−r

[
e−r(T−t)fT

∣∣∣ FW µ−r

t

]
(2.15)

y evidentemente

Xπ∗
0 = Eµ−r

[
e−rT fT

]
,

Xπ∗
T = fT P-c.s. (2.16)

Estas ecuaciones significan que la estrategiaπ∗ es de cobertura Europea con capital

inicial x = Eµ−re−rT fT .

Esto muestra junto con (2.5) que el precio justo para una opción Europea es

C = Eµ−r
[
e−rT fT

]
. (2.17)

2.2.2. Independencia del precio justo en el parámetro µ

A continuacíon mostraremos que basta con tomar como tasa de apreciación la tasa de

inteŕes, esto es, basta con hacerµ = r, sólo para ciertos tipos de funciones de pago.

De (1.4) y (1.18) podemos escribir el proceso de precios del activo con riesgo de la

siguiente forma

St(µ) = S0 exp

{(
r − σ2

2

)
t + σW µ−r

t

}
,
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donde usamos la notaciónS(µ) para indicar la dependencia en el parámetroµ. En particular

St(r) = S0 exp

{(
r − σ2

2

)
t + σWt

}
. (2.18)

Por otro lado, de (1.19) obtenemos que para cualquier funcióng F-medible

Ley
(
g(W µ−r

t )|Pµ−r
)

= Ley(g(Wt)|P)

o equivalentemente

Eµ−r
[
g(W µ−r

t )
]

= E [g(Wt)] .

Ahora, fijemonos en las funciones de pago que dependen en el proceso de precios del

activo con riesgo,S(µ) = (St(µ))t≥0, que a su vez depende del movimiento Browniano,

W µ−r = (W µ−r
t )t≥0. Usaremosft = ft(S(µ)) para indicar que la función de pago depende

del movimiento BrownianoW µ−r = (W µ−r
t )t≥0 a trav́es del procesoS(µ) = (St(µ))t≥0.

Por tanto podemos escribir las ecuaciones (2.17) y (2.15) como

C = E
[
e−rT fT (S(r))

]
. (2.19)

Xπ∗
t = E

[
e−r(T−t)fT (S(r))

∣∣∣ FW
t

]
(2.20)

2.3. Un ejemplo de opcíon Europea, f́ormula de Black-

Scholes

2.3.1. Call Europeo

En esta sección nos enfocaremos a la opción Europea cuya función de pago está dada

por

fT = (ST −K)+ (2.21)
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dondeK es el precio de ejercicio.

A continuacíon procederemos con el cálculo expĺıcito de la siguiente cantidad

E
[
e−r(T−t)(ST −K)+

∣∣Ft

]

la cual necesitaremos para el cálculo del precio justo en (2.19).

De la propiedad de Markov del procesoS(r) = (St(r))t≥0 con respecto aP (ver

ecuacíon (1.20)), tenemos

E
[
e−r(T−t)(ST −K)+

∣∣Ft

]

= e−r(T−t)E
[
(ST −K)+

∣∣ St

]

= e−r(T−t)E
[(

St exp
{(

r − σ2/2
)
(T − t) + σ(WT −Wt)

}−K
)
+

∣∣St

]

= e−r(T−t)Es

[(
s exp

{(
r − σ2/2

)
(T − t) + σ(WT −Wt)

}−K
)
+

]
◦ St

Denotemos conFT−t(s) estaúltima esperanza y procedamos con su cálculo. Tenemos

entonces

FT−t(s)

=
1√

2π(T − t)

∫ ∞

y0(t,s)

(
s exp

{(
r − σ2

2

)
(T − t) + σy

}
−K

)
e−

1
2(T−t)

y2

dy

(2.22)

dondey0(t, s) es la solucíon a la ecuación

s exp
{
(r − σ2/2)(T − t) + σy

}
= K,

esto es,

y0(t, s) =
(σ2/2− r)(T − t) + log(K/s)

σ
.
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El primer t́ermino del integrando en (2.22) después de completar cuadrados, se puede

escribir como

1√
2π(T − t)

ser(T−t) exp

{
− 1

2(T − t)
(y2 − 2(T − t)σy + σ2(T − t)2)

}

=
1√

2π(T − t)
ser(T−t) exp

{
− 1

2(T − t)
(y − σ(T − t))2

}
,

que junto con los cambios de variablez = (y − σ(T − t))/
√

T − t y x = y/
√

T − t

obtenemos para la ecuación (2.22)

1√
2π

(
ser(T−t)

∫ ∞

z0(t,s)

exp

{
−1

2
z2

}
dz −K

∫ ∞

x0(t,s)

exp

{
−1

2
x2

}
dx

)

conz0(t, s) = (y0(t, s)− σ(T − t))/
√

T − t y x0(t, s) = y0(t, s)/
√

T − t.

Finalmente, tomando en cuenta la simetrı́a de la distribucíon normal obtenemos

FT−t(s) = ser(T−t)Φ(−z0(t, s))−KΦ(−x0(t, s)), (2.23)

dondeΦ(·) es la funcíon de distribucion Normal.

Por tanto

E
[
e−r(T−t)(ST −K)+

∣∣Ft

]
= e−r(T−t)FT−t(St)

= StΦ(d1(t, St))−Ke−r(T−t)Φ(d2(t, St)) (2.24)

donde

d1(t, s) = −z0(t, s)

=
(σ2/2 + r)(T − t) + log(s/K)

σ
√

T − t

y

d2(t, s) = −x0(t, s)

=
−(σ2/2− r)(T − t) + log(s/K)

σ
√

T − t
.
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Por lo tanto, la expresión para el ćalculo del precio justo es

C = FT (S0) = S0Φ(d1(0, S0))−Ke−rT Φ(d2(0, S0)) (2.25)

y de (2.20) y (2.24), la dińamica del capital correspondiente a la estrategia autofinan-

ciableπt = (βt, γt) dadas por las ecuaciones (2.10) y (2.11) es

Xπ∗
t = StΦ(d1(t, St))−Ke−r(T−t)Φ(d2(t, St)). (2.26)

Para el ćalculo deγ consideremos ahora la siguiente cantidad

H(t, x) = FT−t(e
rtx).

Entonces de (2.20) tenemos

Xπ∗
t e−rt = e−rT H(t, e−rtSt), (2.27)

y por la fórmula de It̂o

d(Xπ∗
t e−rt) = e−rT d(H(t, e−rtSt))

= e−rT

{
dH

dx
d(e−rtSt) +

(
dH

dt
+

1

2

d2H

dx2
σ2S2

t e
−2rt

)
dt

}
.

o en forma integral

Xπ∗
t e−rt = Xπ∗

0 +

∫ t

0

e−rT

{
dH

dx
d(e−ruSu) +

(
dH

du
+

1

2

d2H

dx2
σ2S2

ue
−2ru

)
du

}
(2.28)

De (2.8) y (2.10), conµ = r, obtenemos

Mt = M0 +

∫ t

0

γ∗u
σSu

Bu

dWu (2.29)

Se sigue, de (2.14) y (1.21), que

e−rtXπ∗
t = Xπ∗

0 +

∫ t

0

γ∗ud(e−ruSu) (2.30)
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Comparando las ecuaciones (2.28) y (2.30) obtenemos

e−rT

∫ t

0

(
dH

dx
− erT γ∗u

)
d(e−utSu)

= −e−rT

∫ t

0

(
dH

du
+

1

2

d2H

dx2
σ2S2

ue
−2ru

)
du. (2.31)

Esta igualdad significa, que la martingala continua del lado izquierdo de (2.31), es al mismo

tiempo un proceso de variación finita y por tanto, de la unicidad en la representación de

Doob-Meyer, esta martingala es igual a cero. Esto significa que

γ∗t = e−rT dH

dx
(t, e−rtSt) = e−r(T−t)dFT−t

ds
(St). (2.32)

El cálculo de esta derivada no lo mostraremos explı́citamente, śolo el resultado, el cual

es,

d

ds
FT−t(St) = er(T−t)

{
Φ(d1(t, St)) + Stφ(d1(t, St))

(r + σ2/2)(T − t) + 1/St

σ
√

T − t

}

−Kφ(d2(t, St))
(r − σ2/2)(T − t) + 1/St

σ
√

T − t
,

dondeΦ(·) y φ(·) son la distribucíon y densidad de una variable aleatoria Normal.

Finalmente de las ecuaciones (2.11), (2.14) y (2.26) obtenemos la expresión paraβ

βt = Ste
−rtΦ(d1(t, St))−Ke−rT Φ(d2(t, St))− γ∗t

St

Bt

. (2.33)

2.3.2. Put Europeo

La función de pago de una opción tipo Put Europeo es

fT = (K − ST )+ (2.34)

dondeK es el precio de ejercicio.
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Denotaremos porP el precio justo que hay que pagarse para obtener este tipo de op-

ciones.

Como

(K − s)+ = (s−K)+ − s + K,

tenemos

E
[
e−rT (K − ST )+

]
= E

[
e−rT (ST −K)+

]− E [
e−rT ST

]
+ Ke−rT = C− S0 + Ke−rT .

Luego entonces, la siguiente relación llamadaparidad call-putentre los precios racionales

C y P de las opciones call y put se cumple:

P = C− S0 + Ke−rT . (2.35)

2.4. Opciones Americanas

Antes de entrar a detalle con el análisis de las opciones Americanas haremos un co-

mentario sobre el tiempo de ejercicio el cual, para este tipo de opciones, no es una cantidad

determinista, por lo cual es necesaria modelarla mediante una variable aleatoria.

Tenemos entonces que el tenedor decidirá ejercer o no śolo tomando en cuenta la infor-

macíon sobre el estado del mercado financiero. Esto es, si el tenedor opta por no ejercer,

esta decisíon estaŕa basada śolo con la informacíon que se posea del mercado hasta el mo-

mento de la decisión. Esto informalmente significa que el tiempo de ejercicio, es un tiempo

deparo o tiempo deMarkov .

2.4.1. Precio justo y caracterizacíon del tiempo racional de ejercicio

Examinaremos opciones Americanas con tiempo de expiraciónT < ∞ y coleccíon de

funciones de pagof = (ft)0≤t≤T . Supondremos entonces que se puede ejercer en cualquier
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tiempo de Markovτ con valores en[0, T ] y que el proceso estocásticof = (ft)0≤t≤T es

adaptado, esto es,ft esFt-medible para cada0 ≤ t ≤ T , con trayectorias enD, el espacio

de procesos estocásticos con trayectorias continuas a la derecha y lı́mites por la izquierda.

Estaúltima suposicíon, en particular implica que la variable aleatoriafτ esFτ -medible.

Diremos que una estrategia de inversiónπ es decobertura Americana de la funcíon de

pagof = (ft)0≤t≤T con capital inicialXπ
0 = x, si el capital correspondiente aπ satisface

Xπ
t ≥ ft para toda0 ≤ t ≤ T .

Para la funcíon de pagof = (ft)0≤t≤T y el capital inicialX0 = x, denotaremos con

Π(x, f) al conjunto de estrategias de inversión π que son de cobertura Americana de la

función de pagof . Esto esΠ(x, f) es el conjunto de todas las estrategias de inversión con

las cuales es posible cubrirse en cualquier momento comenzando con un capital inicialx.

De manera que el valor

C = ı́nf{x ≥ 0 : Π(x, f) 6= ∅}

es la ḿınima cantidad con la cual el emisor puede idear estrategias de inversión para

cubrirse.

A la cantidadC es lo que llamaremos precio justo para una opción Americana.

Introduciremos la siguiente definición relacionada con el problema de determinar un

tiempo conveniente en el cual la opción puede ejercerse.

Definición 2.1. Diremos que un tiempo de Markovτ ∗ es un tiempo racional de ejercicio

de una opcíon Americana con tiempo de expiraciónT y coleccíon de funciones de pago no

negativas(ft)0≤t≤T , si para cualquier estrategiaπ ∈ AF+ conXπ
τ∗ ≥ fτ∗ y capital inicial

x = C, se satisface

Xπ
τ∗ = fτ∗ .
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Denotaremos conMT
t a la coleccíon de tiempos de Markov finitosτ cont ≤ τ ≤ T y

consideremos una estrategia de cobertura Americana,π ∈ Π(x, f), y Xπ = (Xπ
t )0≤t≤T el

capital correspondiente. De la propiedad de supermartingala (1.25), se sigue paraπ ∈ AF+

que

Xπ
0 ≥ Eµ−r

[
e−rτXπ

τ

] ≥ Eµ−r
[
e−rτfτ

]
, (2.36)

y por tanto el precio justoC satisface la desigualdad

C ≥ sup
τ∈MT

0

Eµ−r
[
e−rτfτ

]
. (2.37)

El siguiente teorema muestra que la igualdad en (2.37) se cumple.

Teorema 2.1. (a)El precio justo para una opción Americana es

C = sup
τ∈MT

0

Eµ−r
[
e−rτfτ

]
. (2.38)

(b) Un tiempo de paroτ ∗ ∈MT
0 es tiempo racional de ejercicio si y sólo si el supremo en

(2.38) se alcanza enτ ∗, es decir

C = Eµ−r
[
e−rτ∗fτ∗

]
. (2.39)

Antes de demostrar el Teorema 2.1 vamos a demostrar el siguiente lema auxiliar.

Lema 2.2. Sea(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P) un espacio de probabilidad filtrado que satisface

las condiciones habituales y seag = (gt)0≤t≤T un proceso consistente no negativo con

trayectorias en el espacioD. Entonces es posible encontrar una supermartingalaV ∗ =

(V ∗
t )0≤t≤T con trayectorias en el espacioD tal que, para todo0 ≤ t ≤ T ,

V ∗
t = esssup

τ∈MT
t

E[gτ |Ft] P-c.s., (2.40)

dondeesssupes un supremo esencial (ver apéndice A para su definición).
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Demostracíon. Pongamos directamente

Vt := esssup
τ∈MT

t

E[gτ |Ft], (2.41)

y fijemoss y t ∈ [0,∞). Elijamos (basandonos en la definición de esssup ) una sucesión

(σn)n≥1 de tiempos de Markov deMT
t de tal forma que

Vt = sup
n≥1

E[gσn |Ft]. (2.42)

De la sucesíon(σn)n≥1 construiremos una nueva sucesión(τn)n≥1 de tiempos de Markov

enMt mediante la siguiente regla:

τ1 = σ1

y, paran ≥ 1,

τn+1 =





τn, si E[gτn |Ft] ≥ E[gσn+1|Ft],

σn+1, si E[gτn |Ft] < E[gσn+1|Ft].

Entonces

E[gτn|Ft] = máx
k≤n

E[σk|Ft] ↑ Vt, n →∞.

Ahora por el Teorema de convergencia monótona y el hecho de queMT
t ⊆MT

s paras ≤ t,

E[Vt|Fs] = E[ĺım
n
E[gτn |Ft]|Fs] = ĺım

n
E[E[gτn |Ft]|Fs]

= ĺım
n
E[gτn|Fs] ≤ esssup

τ∈MT
t

E[gτ |Fs] ≤ esssup
τ∈MT

s

E[gτ |Fs] (2.43)

= Vs.

Esto es, el procesoV = (Vt)0≤t≤T posee la propiedad de supermartingala.

Tambíen de (2.43) y convergencia monótona se obtiene la siguiente desigualdad

E[Vt] = E[E[Vt|Fs]] = E[ĺım
n
E[gτn|Fs]] = ĺım

n
E[E[gτn |Fs]] ≤ sup

τ∈MT
t

E[gτ ], (2.44)
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y de (2.41)

Vt ≥ E[gτ |Ft] c.s. paraτ ∈MT
t (2.45)

es decir,

E [Vt] ≥ sup
τ∈MT

t

Egτ (2.46)

y por tanto la siguiente igualdad se cumple

E [Vt] = sup
τ∈MT

t

Egτ (2.47)

Por otro lado, es un hecho conocido que una supermartingalaV = (Vt)t≥0 admite una

modificacíon V ∗ = (V ∗
t ) con trayectorias enD si y solo si(EVt)0≤t≤T es una funcíon

continua por la derecha. Demostremos entonces que(EVt)0≤t≤T es una funcíon continua

por la derecha.

Seant, tn ∈ [0, T ], contn ↓ t y tn ≤ t + 1, n ≥ 1. ComoV es una supermartingala,

E [Vt] ≥ ĺım
n→∞

EVtn . (2.48)

Para demostrar la desigualdad inversa, seaε > 0 fijo y elijamos un tiempo de Markov

σ = σ(ε) deMT
t tal que

E [Vt] ≤ E [gσ] + ε,

esta eleccíon es posible en virtud de (2.47), mas aun es posible escogerσ tal queP(σ >

t) = 1 por la continuidad a la derecha del proceso no negativog = (gt)0≤t≤T .

Para cadan ≥ 1 definimos los siguientes tiempos de Markovσn ∈ Mtn mediante las

siguientes f́ormulas

σn =





σ, σ ≥ tn,

t + 1, σ < tn.
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Entonces

|E [gσ]− E [gσn ] | ≤ E [(gσ + gt+1)I(σ < tn)] → 0, n →∞,

y tomando en cuenta (2.45) obtenemos

E [Vtn ] ≥ E [gσn ]

puesσn ∈MT
tn .

Por lo tanto

E [Vt] ≤ E [gσ] + ε = ĺım
n
E [gσn ] + ε ≤ ĺım

n
E [Vtn ] + ε

y comoε > 0 es arbitrario, estáultima desigualdad junto con (2.48) dan la propiedad de

continuidad por la derecha.

En virtud del lema 2.2, el procesôY = (Ŷt)0≤t≤T con

Ŷt = esssup
τ∈MT

t

Eµ−r

[
fτ

Bτ

∣∣∣ Ft

]
(2.49)

puede ser considerado como una supermartingala no negativa en[0, T ] con trayectorias

continuas por la derecha y lı́mites por la izquierda.

Por tanto, del teorema de descomposición de Doob-Meyer existe una martingalâM =

(M̂t)0≤t≤T y un proceso creciente predecibleA = (At)0≤t≤T conA0 = 0 tales que

Ŷt = M̂t − At, 0 ≤ t ≤ T, (2.50)

y por It̂o-Klark

M̂t = M̂0 +

∫ t

0

α̂udW µ−r
u , (2.51)

conα̂ un proceso adaptado a la filtraciónFW µ−r
.
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De manera ańaloga a como se hizo con la martingalaM = (Mt)0≤t≤T definida en (2.7)

el portafolioπ̂ = (π̂t)0≤t≤T , π̂t = (β̂t, γ̂t), dado mediante

γ̂t =
α̂tBt

σSt

, (2.52)

β̂t = M̂t − γ̂t
St

Bt

. (2.53)

es una estrategia autofinanciable con la propiedad de que la martingalaM̂ = (M̂t)0≤t≤T es

realizable como el capital descontado correspondiente aπ̂,

M̂t =
X π̂

t

Bt

, 0 ≤ t ≤ T.

Demostracíon del Teorema 2.1.a) Como se mostró anteriormente, existe un portafoliôπ

tal que

X π̂
0

B0

= Ŷ0 = sup
τ∈MT

0

Eµ−r

[
e−rτ

B0

fτ

]
,

de (2.37) y el valor inicialB0 = 1,

X π̂
0 = sup

τ∈MT
0

Eµ−r
[
e−rτfτ

] ≤ C

y comoC es la ḿınima cantidad con la cual es posible cubrirse,Xπ∗
0 = C, y por tanto

C = sup
τ∈MT

0

Eµ−r
[
e−rτfτ

]
. (2.54)

b) Seanτ ∗ un tiempo racional de ejercicio,

c = C− Eµ−r
[
e−rτ∗fτ∗

]
,

y Y = (Yt)0≤t≤T un proceso estocástico con

Yt = Eµ−r

[
fτ∗

Bτ∗

∣∣∣Ft

]
+ c.
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Por su definicíon el procesoY es una martingala no negativa y por tanto coincide con un

proceso capital descontadoY π
t = Xπ

t /Bt de alguna estrategiaπ ∈ AF.

Tenemos entonces

Xπ
0 = B0Y

π
0 = B0Y0 = C (2.55)

y

Xπ
τ∗ = Bτ∗Y

π
τ∗ = fτ∗ + cerτ∗

Por tanto, siτ ∗ es un tiempo racional de ejercicio entoncesc = 0. Esto es

C = Eµ−r
[
e−rτ∗fτ∗

]
. (2.56)

Rećıprocamente, seaτ ∗ un tiempo de paro para el cual (2.56) se cumple y seaXπ =

(Xπ
t )0≤t≤T el capital correspondiente a una estrategiaπ ∈ AF+ tal queXπ

τ∗ ≥ fτ∗ (P-c.s.)

y Y π el capital actualizado.

De la propiedad de supermartingala del procesoY π obtenemos

Xπ
0 ≥ Eµ−r

[
e−rτ∗Xπ

τ∗
] ≥ Eµ−r

[
e−rτ∗fτ∗

]
= C.

Por lo tanto, siXπ
0 = C, entoncesXπ

τ∗ = fτ∗, lo cual quiere decir queτ ∗ es un tiempo

racional de ejercicio.

2.4.2. Condiciones para la existencia de tiempos racionales de ejercicio

Vamos a considerar el siguiente problema: ¿cuándo es posible garantizar la existencia

de un tiempo racional de ejercicio?

En esta dirección introducimos las siguientes condiciones sobre la colección de fun-

ciones de pagof = (ft)0≤t≤T .
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I La familia de funciones de pago descontadas
{
e−rτfτ : τ ∈MT

0

}
es uniformemente

integrable con respecto a la medidaPµ−r.

II El procesof = (ft)0≤t≤T tiene solo saltos positivos (es decir,∆ft := ft − ft− ≥ 0).

Teorema 2.3.Si las condiciones I y II se cumplen, entonces el tiempo

τ ∗ = ı́nf{0 ≤ t ≤ T : Xπ∗
t ≤ ft} (2.57)

es un tiempo racional de ejercicio, dondeXπ∗ = (Xπ∗
t )0≤t≤T es el capital correspondiente

a una estrategia de cobertura Americanaπ∗ con Xπ∗
0 = C y coleccíon de funciones de

pagof = (ft)0≤t≤T .

Observacíon 2.1. Las condiciones I y II son lo ḿınimo para garantizar la existencia de

tiempos racionales de ejercicio.

Demostracíon. Paraε > 0 definimos el siguiente tiempo de Markov

τ(ε) = ı́nf{t ≥ 0 : ft ≥ Xπ∗
t − ε}. (2.58)

Vamos a mostrar que este tiempo esε-óptimo en el problema de paroóptimo

sup
τ∈MT

0

Eµ−r
[
e−rτfτ

]
,

es decir,

Eµ−r
[
e−rτ(ε)fτ(ε)

] ≥ C− ε. (2.59)

Sea(σn)n≥1 una sucesión de tiempos de Markov tal que

Eµ−r
[
e−rσnfσn

] ↑ C, (2.60)



42

entonces, la siguiente cadena de cálculos

Eµ−r
[
e−rσnfσn

]
= Eµ−r

[
e−rσnfσnI(σn < τ(ε))

]
+ Eµ−r

[
e−rσnfσnI(σn ≥ τ(ε))

]

≤ Eµ−re−rσn [Xπ∗
σn
− εI(σn < τ(ε))] + Eµ−r

[
e−rσnXπ∗

σn
I(σn ≥ τ(ε))

]

≤ Eµ−r
[
e−rσnXπ∗

σn

]− εEµ−r
[
e−rσnI(σn < τ(ε))

]

≤ C− ε e−rTPµ−r(σn < τ(ε)) debido a queσn ≤ T ,

junto con (2.60) implican

Pµ−r(σn < τ(ε)) → 0, n →∞. (2.61)

Seaτn = mı́n(σn, τ(ε)), entonces

Eµ−r
[
e−rτnfτn

]
= Eµ−r

[
e−rσnfσnI(σn < τ(ε))

]
+ Eµ−r

[
e−rτ(ε)fτ(ε)I(σn ≥ τ(ε))

]

≥ Eµ−r
[
e−rσnfσnI(σn < τ(ε))

]
+ Eµ−r

[
e−rτ(ε)[Xπ∗

τ(ε) − ε]I(σn ≥ τ(ε))
]

≥ Eµ−r
[
e−rσnfσnI(σn < τ(ε))

]
+ Eµ−r

[
e−rτ(ε)Xπ∗

τ(ε)I(σn ≥ τ(ε))
]− ε puesτ(ε) ≥ 0

(1)

≥ Eµ−r
[
e−rσnfσnI(σn < τ(ε))

]
+ Eµ−r

[
e−rσnXπ∗

σn
I(σn ≥ τ(ε))

]− ε

(2)

≥ Eµ−r
[
e−rσnfσnI(σn < τ(ε))

]
+ Eµ−r

[
e−rσnfσnI(σn ≥ τ(ε))

]− ε

= Eµ−r
[
e−rσnfσn

]− ε, (2.62)

donde en (1) se usó la propiedad de supermartingala del procesoXπ∗ y en (2) el hecho de

queXπ∗
t ≥ ft.

Para probar (2.59) notamos que

Eµ−r
[
e−rτ(ε)fτ(ε)

]
= Eµ−r

[
e−rτnfτnI(τ(ε) < σn)

]
+ Eµ−r

[
e−rτ(ε)fτ(ε)I(τ(ε) ≥ σn)

]

= Eµ−r
[
e−rτnfτn

]− Eµ−r
[
e−rτnfτnI(τ(ε) ≥ σn)

]

+Eµ−r
[
e−rτ(ε)fτ(ε)I(τ(ε) ≥ σn)

]

≥ Eµ−r
[
e−rσnfσn

]− ε− Eµ−r
[
e−rτnfτnI(τ(ε) ≥ σn)

]
por (2.62). (2.63)
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Ahora por la integrabilidad uniforme de la familia(e−rτnfτn) y (2.61) tenemos

ĺım
n→∞

∫

[σn<τ(ε)]

e−rτnfτn = ĺım
n→∞

∫

[σn<τ(ε)]∩[e−rτnfτn>c]

e−rτnfτndPµ−r

+ ĺım
n→∞

∫

[σn<τ(ε)]∩[e−rτnfτn≤c]

e−rτnfτndPµ−r

≤ ĺım
n→∞

cPµ−r(σn < τ(ε))

= 0,

es decir, eĺultimo sumando en (2.63) tiende a cero cuandon → ∞. Por tanto de (2.60),

obtenemos la desigualdad necesaria (2.59).

Escojamos una sucesión εn ↓ 0, n → ∞. Entonces es claro, queτ(εn) ↑ y τ(εn) ≤
τ ∗ = ı́nf{0 ≤ t ≤ T : X∗

t ≤ ft(w)} para todon ≥ 1, aśı τ(εn) ↑ τ̃ ≤ τ ∗.

Por la condicíon II,

fτ̃ ≥ ĺım
n

fτ(εn). (2.64)

La condicíon I de integrabilidad uniforme (ver (2.59)) y el lema de Fatou implican

C ≤ ĺım sup
n

Eµ−r
[
e−rτ(εn)fτ(εn)

] ≤ Eµ−r

[
ĺım sup

n
e−rτ(εn)fτ(εn)

]
(2.65)

≤ Eµ−r

[
ĺım sup

n
e−rτ(εn)fτ̃

]
= Eµ−r

[
ĺım

n
(sup
m≥n

e−rτ(εm))fτ̃

]

= Eµ−r
[
e−rτ̃fτ̃

]
,

peroC = supτ Eµ−r [e−rτfτ ], por tanto

C = Eµ−r
[
e−rτ̃fτ̃

]
. (2.66)

Luego entonces del Teorema 2.3 concluimos queτ̃ es un tiempo racional de ejercicio.

Ahora, como

C = Eµ−r
[
e−rτ̃fτ̃

] ≤ Eµ−r
[
e−rτ̃Xπ∗

τ̃

] ≤ Eµ−r
[
e−r·0Xπ∗

0

] ≤ C,
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obtenemosX∗
τ̃ = fτ̃ . Entonces de la definición deτ ∗ como el tiempoτ ∗ = ı́nf{0 ≤ t ≤

T : Xπ∗
t ≤ ft} se sigue queτ ∗ ≤ τ̃ . Esto junto con el hechõτ ≤ τ ∗ muestra queτ ∗ = τ̃ y

Xπ∗
τ∗ = fτ∗ , (2.67)

es decir,τ ∗ es un tiempo racional de ejercicio.

2.5. Un ejemplo de opcíon Americana, precio y tiempo

racional de ejercicio

En est́a seccíon se expondrán los resultados referentes a la valuación de opciones Amer-

icanas, aśı como a la descripción de la estructura de los tiempos racionales de ejercicio para

los dos tipos de opciones Americanas: el call estándar cuya función de pago es

ft = e−λt(St −K)+, 0 ≤ t ≤ T, (2.68)

y el put est́andar con funcíon de pago

ft = e−λt(K − St)+, 0 ≤ t ≤ T, (2.69)

dondeK ≥ 0, St = St(r), λ ≥ 0.

SeaM0 = {τ : τ < ∞} la coleccíon de tiempos de Markov finitos.

Para hacer enfasis en el parámetroλ, denotaremos conC(λ) y P∗(λ) de las opciones

tipo call y put.

Teorema 2.4.Opción tipo Call

a Siλ = 0, entonces no existe tiempo racional de ejercicio, y en este caso

C∗(0) ≤ S0. (2.70)
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Para cadaε > 0, en la claseM0, el tiempo determinista

Tε =
1

r
log

K

εS0

(2.71)

esε-óptimo en el sentido que

C∗(0)(1− ε) ≤ S0E
[
e−rTε(STε −K)+

] ≤ C∗(0). (2.72)

b Siλ > 0, entonces

C∗(λ) =





C1S
γ1

0 , S0 < s∗1,

S0 −K, S0 ≥ s∗1,

donde

γ1 =

(
1

2
− r

σ2

)
+

√(
1

2
− r

σ2

)2

+
2(λ + r)

σ2
, (2.73)

C1 = γ−γ1

1

(
γ1 − 1

K

γ1−1
)

, (2.74)

s∗1 = K
γ1

γ1 − 1
. (2.75)

El tiempo racional de ejercicio es

τ ∗1 = ı́nf {t ≥ 0 : St ≥ s∗1} . (2.76)

La finitud de este tiempo no se garantiza, pero esta es caracterizada mediante la

siguiente medida

P(τ ∗1 < ∞) =





1 si r − σ2/2 ≥ 0 o S0 ≥ s∗1,(
S0

s∗1

)1−2r/σ2

si r − σ2/2 < 0 y S0 ≤ s∗1.

Teorema 2.5.Opción tipo Put

Paraλ ≥ 0 se tiene

P∗(λ) =





C2S
γ2

0 , S0 > s∗2,

K − S0, S0 ≤ s∗2,
(2.77)
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donde

γ2 =

(
1

2
− r

σ2

)
−

√(
1

2
− r

σ2

)2

+
2(λ + r)

σ2
, (2.78)

C2 = |γ2||γ2|
(

K

1 + |γ2|
)1+|γ2|

, (2.79)

s∗2 = K
|γ2|

1 + |γ2| . (2.80)

El tiempo racional de ejercicio en este caso es

τ ∗2 = {t ≥ 0 : St ≤ s∗2} (2.81)

cuya finitud esta caracterizada mediante la siguiente medida

P(τ ∗2 < ∞) =





1 si r − σ2/2 ≤ 0 o S0 ≤ s∗2,(
s∗2
S0

)2r/σ2−1

, si r − σ2/2 > 0 y S0 > s∗2.
(2.82)

Demostracíon del Teorema 2.4.Como se muestra en la proposisión del teorema, los casos

λ = 0 y λ > 0 se trataŕan por separado. Siλ = 0, las funciones de pago sonft = (St−K)+,

0 ≤ t ≤ T . ComoSt = S0e
rteσWt−(σ2/2)t tenemos

e−rtft = (S0e
σWt−(σ2/2)t −Ke−rt)+, (2.83)

donde(eσWt−(σ2/2)t)t≥0 es una martingala.

De esta forma,(S0e
σWt−(σ2/2)t −Ke−rt)t≥0 es una submartingala y por la desigualdad

de Jensen{(S0e
σWt−(σ2/2)t −Ke−rt)+}t≥0 es tambíen una submartingala.

Luego entonces, para cualquierT > 0 y tiempo de Markov finitoτ ,

E
[
e−rτfτ

] ≤ E [
e−rT fT

]
,

y por tanto el tiempoτ ∗ = T es óptimo en la claseMT
0 . Esto significa que, en el caso

de un call Americano con tiempo de expiración T , el tiempo que coincide con la fecha
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de expiracíon T es un tiempo racional de ejercicio. Esto puede ser interpretado diciendo

que una opcíon Americana tipo call es igual a una opción Europea tipo call con tiempo de

expiracíonT .

Paraτ ∈M0,

E
[
e−rτfτ

]
= E

[
(S0e

σWτ−(σ2/2)τ −Ke−rτ )+

]
≤ S0E

[
eσWτ−(σ2/2)τ

]
= S0,

por lo tanto

C∗(0) ≤ S0. (2.84)

Consideremos ahora el tiempo deterministaτ = Tε definido en (2.71). Para este tiempo,

E
[
e−rTεfTε

]
= S0E

[(
eσWTε−(σ2/2)Tε − K

S0

e−rTε

)
I

(
eσWTε−(σ2/2)Tε ≥ K

S0

e−rTε

)]

= S0E
[(

eσWTε−(σ2/2)Tε − K

S0

e−rTε

)]

−S0E
[(

eσWTε−(σ2/2)Tε − K

S0

e−rTε

)
I

(
eσWTε−(σ2/2)Tε <

K

S0

e−rTε

)]

≥ S0

(
1− K

S0

e−rTε

)
= S0(1− ε),

que junto con (2.84) muestra la validez de las ecuaciones (2.70) y (2.72) de la parte (a) del

teorema.

Ahora, supongamos queλ > 0. En este caso tenemos queγ1 > 1 (ver (2.73)).

Denotemos con

V ∗(s) = sup
τ∈M0

Es

[
e−(λ+r)τg(Sτ )

]
, (2.85)

donde, paras > 0, Ps es una distribución de probabilidad para(St)t≥0 conS0 = s y Es es

la esperanza con respecto a la medidaPs.

La teoŕıa general sobre tiempos de paroóptimo para procesos de Markov nos dice que

V ∗(s) es la ḿınima funcíon (λ + r)-excesiva mayorante de la función g(s) = (s − K)+,
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s > 0, es decir, la menor de las funcionesU = U(s) tal que

U(s) ≥ g(s),

y

U(s) ≥ e−(λ+r)tTtU(s), (2.86)

dondeTtU(s) = Es [U(St(r))].

De acuerdo con resultados generales sobre reglas de paroóptimo,V ∗(s) tiene una es-

tructura simple, a saber, es convexa en el intervalo(0,∞) y V ∗(s) = g(s) paras su-

ficientemente grande. Esto implica, que los conjuntosC∗ = {s : V ∗(s) > g(s)} y

D∗ = {s : V ∗(s) = g(s)} tienen la siguiente estructura:

C∗ = {s : s < s∗1}, D∗ = {s : s ≥ s∗1},

cons∗1 ∈ (K,∞).

Además, el tiempo de paroτ ∗1 definido como la primera vez que se llega al conjuntoD∗ es

un tiempo de paróoptimo. Se sabe también que cuandoV ∗(s) es suave,V ∗(s) y el punto

fronteras∗1 son solucíon del problema de Stephan (o problema con frontera movible):

LV (s) = (λ + r)V (s), s < s∗1,

V (s) = g(s), s ≥ s∗1,
(2.87)

donde

LV (s) = rsV ′(s) +
σ2

2
s2V ′′(s). (2.88)

A continuacíon proseguiremos con la solución al problema de Stephan. Buscaremos

una solucíon a la ecuación diferencial (2.87), es decir a la ecuación

rsV ′(s) +
σ2

2
s2V ′′(s) = (λ + r)V (s) (2.89)
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en la formaV (s) = csγ. Entonces para funciones de esta forma, obtenemos paraγ

γ2 −
(

1− 2r

σ2

)
γ − 2(λ + r)

σ2
= 0. (2.90)

Supondremos, sin perdida de generalidad, queσ2 = 1. (Para el caso general, hay que

hacer simplemente los cambiosr → r/σ2, λ → λ/σ2 )

La ecuacíon (2.90) conσ2 = 1 tiene dos ráıces,

γ1 =

(
1

2
− r

)
+

√(
1

2
− r

)2

+ 2(λ + r) (2.91)

y

γ2 =

(
1

2
− r

)
−

√(
1

2
− r

)2

+ 2(λ + r). (2.92)

Es claro que śı λ > 0, entoncesγ1 > 1; śı λ = 0 entoncesγ1 = 1. Śı λ ≥ 0, entonces

γ2 < 0. Por lo tanto la solución general a la ecuación (2.89) en la regiónC∗ = {s : s < s∗1}
tiene la siguiente forma

V (s) = C1s
γ1 + C2s

γ2 . (2.93)

En nuestro caso de opción tipo call,C2 = 0 porque en caso contrarioV (s) → ±∞,

s → 0, el cual debe ser excluido debido a que por naturaleza del problemaV (s) ≥ 0 y

V (s) ≤ s, ver ecuacíon (2.86).

De esta manera,V (s) = C1s
γ1 paras < s∗1, dondeC1 y s∗1 son constantes por determi-

narse.

La condicíon (2.87) nos lleva a la relación

C1(s
∗
1)

γ1 = s∗1 −K (2.94)

y haciendo uso de la condición de pegado suave

V ′(s)
∣∣∣
s↑s∗1

= g(s)
∣∣∣
s↓s∗1

, (2.95)
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la cual implica

C1γ1(s
∗
1)

γ1−1 = 1,

esto es

C1(s
∗
1)

γ1 = s∗1/γ1. (2.96)

Luego entonces de (2.86) y (2.94) obtenemos

s∗1 = K
γ1

γ1 − 1
, C1 = γ−γ1

1

(
γ1 − 1

K

)γ1−1

. (2.97)

Por lo tanto en la regiónC∗ = {s : s ≤ s∗1},

V (s) =

(
s

γ1

)γ1
(

γ1 − 1

K

)γ1−1

. (2.98)

A continuacíon mostraremos que en efecto la funciónV (s) dada por el lado derecho de

(2.98) en la regionC∗ e igual ag(s) en la regíonD∗ coincide conV ∗(s) definida en (2.85)

y que el tiempoτ ∗1 esóptimo.

Para probar esto es suficiente con verificar las siguientes dos propiedades:

(A1) Es

[
e−(λ+r)τV (Sτ )

] ≤ V (s), s > 0 para cualquierτ ∈M0;

(A2) Es

[
e−(λ+r)τ∗1 g(Sτ∗1 )

]
= V (s), s > 0.

La función V = V (s), s > 0, definida anteriormente pertenence a la claseC2 de fun-

ciones dos veces continuamente diferenciables. Por lo tanto, de la fórmula de It̂o aplicada

aV (St), vemos que para cualquierτ ∈M0,

e−(λ+r)τV (Sτ ) = V (S0) +

∫ τ

0

e−(λ+r)u[LV (Su)− (λ + r)V (Su)] du

+

∫ τ

0

e−(λ+r)uσSuV
′(Su) dWu. (2.99)

Ahora, comoV (s) en (2.98) satisface la primer ecuación en (2.87), tenemos que en la

regionC∗ se verifica la siguiente ecuación LV (s) − (λ + r)V (s) = 0. Mientras que para
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regiónD∗ se tiene lo siguienteLV (s)−(λ+r)V (s) ≤ 0, en efecto, comoV (s) = (s−K)+

enD∗ tenemos queLV (s) = rs, adeḿas sis > K obtenemos de (2.97)

rs− (λ + r)(s−K)+ = Kr − λ(s−K) ≤ Kr − λ(s∗1 −K)

= K

(
γ1r − (λ + r)

γ1 − 1

)
, (2.100)

y de la ecuacíon (2.90) (conσ2 = 1) tenemos

rγ − (λ + r) = −γ2 − γ

2
= −γ(γ − 1)

2
,

y comoγ1 > 1, se sigue entonces de la ecuación anterior y (2.100) que en la regiónD∗,

LV (s)− (λ + r)V (s) ≤ 0. (2.101)

Sea

It :=

∫ t

0

e−(λ+r)uσSuV
′(Su)dWu. (2.102)

Entonces, puesto que para todos > 0, LV (s)− (λ + r)V (s) ≤ 0, (2.99) implica que

It ≥ e−(λ+r)tV (St)− V (S0) ≥ −V (S0). (2.103)

Luego entonces la martingala local(It)t≥0 uniformemente acotada por la constante

−V (S0) es, por el lema de Fatou, una supermartingala y por tanto para cualquierτ ∈M0

E [Iτ ] ≤ E [I0] = 0. (2.104)

Tomando en (2.99) la esperanzaEs, en ambos lados, vemos que, paraτ ∈M0,

Es

[
e−(λ+r)τV (Sτ )

] ≤ V (s) (2.105)

y por tantoV ∗(s) ≤ V (s) ya queg(s) ≤ V (s).



52

Ahora, veremos que la propiedad (A2) es valida. De (2.99) paraτ = t ∧ τ ∗1 tenemos

e−(λ+r)(t∧τ∗1 )V (St∧τ∗1 )

= V (S0) +

∫ t∧τ∗1

0

e−(λ+r)u[LV (Su)− (λ + r)V (Su)] du + It∧τ∗1 (2.106)

Si S0 ≥ s∗1, entoncesτ ∗1 = 0 y V (S0) = g(S0), es decir, la propiedad (A2) es obvia-

mente valida.

SeaS0 < s∗1. EntoncesLV (Su)− (λ + r)V (Su) = 0 para todou ≤ t ∧ τ ∗1 y de (2.106)

se tiene

−V (S0) ≤ It∧τ∗1 = e−(λ+r)(t∧τ∗1 )V (St∧τ∗1 )− V (S0) ≤ V (S∗1)− V (S0)

Esto implica que la martingala local(It∧τ∗1 )t≥0 es uniformemente acotada y por tanto

una martingala. Adeḿas, para cualquierS0 > 0, ĺımt→∞ It∧τ∗1 = Iτ∗1 existe y

ES0

[
Iτ∗1

]
= 0. (2.107)

Hagamost →∞ en (2.106). Entonces, sobre el conjunto{w : τ ∗1 < ∞}

e−(λ+r)τ∗1 g(Sτ∗1 ) = e−(λ+r)τ∗1 V (Sτ∗1 ) = V (S0) + Iτ∗1 , (2.108)

Tomando la esperanzaES0 en el primer yúltimo término de las ecuaciones anteriores

considerando (2.107) obtenemos la relación (A2)

Para completar la prueba del teorema, solo basta examinar la pregunta sobre los valores

de la probabilidadP(τ ∗1 < ∞).

FijandoS0 = s obtenemos

τ ∗1 = ı́nf{t ≥ 0 : St ≥ s∗1} = ı́nf

{
t ≥ 0 : eσWt+(r−σ2/2)t ≥ s∗1

s

}
. (2.109)

Por lo tanto,

P(τ ∗1 > T ) = P

(
sup
t≤T

[σWt + µt] < x

)
, (2.110)
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dondeµ = r − σ2/2, x = log(s∗1/s). De acuerdo con el apéndice D

P

(
sup
t≤T

[σWt + µt] < x

)
= Φ

(
x− µT

σ
√

T

)
− e2µx/σ2

Φ

(−x− µT

σ
√

T

)
. (2.111)

Esto implica que, siµ = r − σ2/2 ≥ 0, entonces para cualquierx ≥ 0 la probabilidad

P
(
supt≤T [σWt + µt] < x

) → 0 cuandoT →∞. Si µ < 0, entonces, cuandoT →∞,

Φ

(
x− µT

σ
√

T

)
− e2µx/σ2

Φ

(−x− µT

σ
√

T

)
→ 1− e2µx/σ2

. (2.112)

Aśı si r ≥ σ2/2, entoncesP(τ ∗1 < ∞) = 1. Es decir, el tiempoτ ∗1 ∈ M0. Si r < σ2/2

tenemos paraS0 = s ≤ s∗1,

P(τ ∗1 < ∞) =

(
s

s∗1

)1−2r/σ2

. (2.113)

El Teorema (2.4) está probado.

Demostracíon del teorema 2.5.Consideremos los conjuntos

C∗ = {s : s > s∗2} D∗ = {s : s ≤ s∗2} (2.114)

y el correspondiente problema de Stephan

LV (s) = (λ + r)V (s), s > s∗2

V (s) = g(s), s ≤ s∗2,
(2.115)

V ′(s)
∣∣∣
s↓s∗2

= g′(s)
∣∣∣
s↑s∗2

. (2.116)

Ahora, tomando en cuenta que la funcion de interés para nosotros, es decir la funcion de

pago, esta acotado por arriba, obtenemos que la solución debe de ser de la forma

V (s) = C2s
γ2 , s > s∗2, (2.117)

dondeγ2 < 0.
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La solucíon al problema de Stephan en (2.115), que es de la forma (2.117), está dada

por las ecuaciones (2.78)-(2.80), la cual se hace de manera análoga a la del teorema 2.4.

Procedamos con el cálculo de la probabilidadP(τ ∗2 < ∞).

Es claro que siS0 ≤ s∗2, entoncesτ ∗2 = 0. Sea entoncesS0 > s∗2, recordando que

µ = r − σ2/2, tenemos

P(τ ∗2 > T ) = P

(
ı́nf
t≤T

[S0e
σWt+µt] > s∗2

)
= P

(
ı́nf
t≤T

(σWt + µt) > log
s∗2
S0

)

= P

(
sup
t≤T

(−σWt − µt) < log
S0

s∗2

)

= Φ

(
x + µT

σ
√

T

)
− e−2µx/σ2

Φ

(−x + µT

σ
√

T

)

dondex = log(S0/s
∗
2) > 0. Esta representación muestra que siµ = r−σ2/2 ≤ 0, entonces

P(τ ∗2 > T ) → 0, conformeT →∞.

En el caso en queµ > 0, tenemos

P(τ ∗2 > T ) → 1−
(

s∗2
S0

)2r/σ2−1

. (2.118)

El teorema (2.5) esta probado



Caṕıtulo 3

La Opción Rusa

3.1. Introducción

La opcíon Rusa, introducida por Shepp y Shiryaev, es un put Americano que otorga

el derecho de vender a un precio fijoM0 o al valor ḿaximo que el activo con riesgo ha

alcanzado hasta la fecha de ejercicioτ , la que resulte ḿas grande. Este tipo de opciones

est́a caracteŕızada porḿınimo arrepentimientodebido a que el tenedor de la opción al no

ejercer o vender al tiempo de ejercioτ sabe que posteriormente podrá vender almenos al

precio que se tenı́a al tiempoτ .

En esta parte del escrito obtendremos el precio justo de la opción, es decir, hallaremos

el supremo en (2.38) explı́citamente aśı como tambíen determinaremos el tiempo racional

u óptimo de ejercicio. Estas cantidades por determinar dependen fuertemente en el valor

del activo y el valor ḿaximo del activo al tiempot. Es decir en un proceso bivariado el cual

resulta ser de Markov.

La introduccíon de una nueva medida de probabilidad, conocida como medida martin-

gala dual, nos permitirá reducir la optimización de un proceso de Markov bidimensional en

uno de Markov unidimensional que se obtiene haciendo el cociente entre el valor máximo

55
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del activo y el valor del activo al tiempot.

Mediante la f́ormula de It̂o transformaremos el problema de optimización de un proceso

de Markov unidimensional en un problema determinista. Esto se logrará representando

la expresíon a óptimizar en una parte que es supermartingala e investigar para la parte

restante cuando se hace cero. Estoúltimo lleva al planteamiento de una ecuación diferencial

determinista que en la literatura es conocido como problema de Stephan o problema con

frontera movil.

La parte que es supermartingala en la representación que se menciona arriba, se puede

transformar en una martingala, mediante la elección de un tiempo de Markov adecuado,

al considerar el proceso parado de la expresión aóptimizar. Este tiempo de Markov que

transforma la supermartingala en una martingala resultará ser el tiempóoptimo de ejercicio.

Este caṕıtulo est́a organizado de la siguiente manera. En la sección 3.2 daremos la

definición formal de la opcíon Rusa con su correspondiente colección de funciones de

pago. En la siguiente sección introduciremos y expondremos la construcción de la medida

martingala dual. En la sección 3.4 demostraremos que el cociente entre el valor máximo del

activo y el valor del activo al tiempot es un proceso de Markov con respecto a la medida

martingala dual. En la sección 3.5 trataremos el problema de Stephan cuya solución nos

da la solucíon al problema de optimización del proceso de Markov mencionado arriba.

Finalmente en la sección 3.6 trataremos el problema con dividendos, donde veremos que el

precio justo se puede determinar a través del precio justo en el problema sin dividendos.

3.2. Definicíon de la opcíon Rusa

La Opcíon Rusa es una opción del tipo Americana que da al tenedor el derecho de

vender un activo con riesgo o bien subyacente al precio máximo que este ha alcanzado
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o a un precio fijoM0. Es decir, la Opcíon Rusa es un Put Americano con colección de

funciones de pago dadas por

ft = e−λt máx

[
M0, máx

u≤t
Su

]
, (3.1)

dondeSu es el precio del activo con riesgo al tiempou, M0 ≥ S0 y λ > 0.

La constanteM0 puede ser pensada como un máximo inicial, por ejemplo el ḿaximo

valor que el bien subyacente alcanzó en el periodo anterior[−t0, 0). Tambíen podemos

pensar aM0 como el valor ḿınimo al cual el tenedor le estará permitido vender, esto es,

M0 es un tipo de seguro o garantı́a en caso de que el máximo del precio del activo con

riesgo no alcance un valor atractivo para vender. Podemos escribir el valorM0 en t́erminos

del valor inicial del precio del activo comoM0 = ψ0S0, conψ0 ≥ 1. El factor positivo de

actualizacíonλ en (3.1) es necesario para garantizar que esóptimo ejercer en alǵun tiempo

de paro finito.

Análizaremos la opción Rusa con tiempo de expiración infinito, esto significa que el

tenedor podŕa ejercer en cualquier momento posterior a la firma del contrato. De manera

ańaloga a la expresión para el precio justo y la caracterización del tiempo racional úopti-

mo de ejercicio de una opción Americana con tiempo de expiración finito, la expresíon y

caracterizacíon respectivas con tiempo de expiracion infinito están dadas respectivamente

por

C = sup
0≤τ<∞

Eµ−r
[
e−rτfτ

]
, (3.2)

y

C = Eµ−r
[
e−rτ∗fτ∗

]
, (3.3)

es decir,τ ∗ es aquella variable aleatoria donde el supremo en (3.2) se alcanza.

El cálculo deC y la caracterización especifica deτ ∗ para el caso de la opción Rusa

est́an dados por el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.El costo racionalC de la opcíon Rusa con colección de funciones de pago

f = (ft)0≤τ<∞ dadas en (3.1) y tiempos de Markov con valores en[0,∞) est́a dado por

C = S0 ·





ψ̃
x2−x1

[
(x2 − 1)

(
ψ0

ψ̃

)x1

+ (1− x1)

(
ψ0

ψ̃

)x2
]

, 1 ≤ ψ0 < ψ̃,

ψ0, ψ0 ≥ ψ̃,

(3.4)

dondex1, x2, son las ráıces de la ecuación (3.33), definidas por (3.35), (3.36), y

ψ̃ =

(
x2

x1

· x1 − 1

x2 − 1

)1/(x2−x1)

. (3.5)

El tiempo racional úoptimo de ejercicio es

τ ∗ = ı́nf
{

t ≥ 0 : ψt ≥ ψ̃
}

, (3.6)

donde

ψt =
máx {máxu≤t Su, S0ψ0}

St

t ≥ 0. (3.7)

Para la demostración de este teorema introduciremos una nueva medida de probabilidad

la cual nos permitiŕa obtener una nueva representación para el precio justo de una opción

Americana.

3.3. Medida martingala dual

3.3.1. Definicíon de la medida martingala dual

Consideremos nuevamente el proceso de precios actualizados

S̃t =
St

Bt

,

el cual es una martingala con respecto aPµ−r y por tanto

Eµ−r

[
St

Bt

]
=

S0

B0

= S0 porqueB0 = 1,
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esto es,

Eµ−r

[
St

Bt

· 1

S0

]
= 1.

Estaúltima relacíon permite definir, parat ≥ 0, la siguiente colección de medidas

P̃µ−r
t (A) := Eµ−r

[
St

Bt

· 1

S0

· I(A)

]
paraA ∈ Ft, (3.8)

las cuales se pueden extender a unaúnica medida que denotaremos porP̃µ−r que satisface

que las restricciones̃Pµ−r|Ft coinciden coñPµ−r
t , t ≥ 0. A P̃µ−r le llamaremos medida

martingala dual.

3.3.2. Nueva representación para el costo de opciones

Recordemos que en la sección §2.2.2. vimos que es posible tomar como tasa de apre-

ciación la tasa de interés, esto es podemos hacerµ = r. Esto nos permitiŕa escribir la

ecuacíon (3.2) de la siguiente forma

C = sup
0≤τ<∞

E
[
e−rτfτ (S(r))

]
. (3.9)

Ahora, la siguiente cadena de igualdades

Eµ−r
[
e−rtft

]
= Eµ−r

[
ft

Bt

]
= S0Eµ−r

[
St

Bt

· 1

S0

· ft

St

]
= S0Ẽµ−r

[
ft

St

]

dan una nueva representacion para el precio justo de una opción.

En particular paraµ = r tenemos

E
[
e−rtft(S(r))

]
= E

[
ft(S(r))

Bt

]
= S0Ẽ

[
ft(S(r))

St(r)

]
. (3.10)

Por tanto el precio justo en la nueva representación para la opcíon Rusa con tiempo de

expiracíon infinito est́a dado por

C = S0 sup
0≤τ<∞

Ẽ
[
fτ (S(r))

Sτ (r)

]
. (3.11)
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3.4. La estructura del proceso(ψt)t≥0

Primero introduzcamos el siguiente proceso

W̃ µ−r
t = W µ−r

t − σt, t ≥ 0,

el cual es un movimiento Browniano con respecto a la medidaP̃µ−r. En particular, para

µ = r el procesõW = (W̃t)t≥0 es un movimiento Browniano con respecto aP̃.

3.4.1. El procesoψ = (ψt)t≥0 es de Markov

Escribamos el proceso de precios del activo en términos dẽW ,

St(r) = S0 exp

{(
r +

σ2

2

)
t + σW̃t

}
. (3.12)

De la definicíon deψ = (ψt)t≥0,

ψt =
máx {máxu≤t Su, S0ψ0}

St

, (3.13)

tenemos

ψt+∆ = máx

{
máxu≤t+∆ Su

St+∆

,
S0ψ0

St+∆

}

= máx

{
máxu≤t Su

St · St+∆/St

,
S0ψ0

St · St+∆/St

,
máxt≤u≤t+∆ Su/St

St+∆/St

}

= máx

{
ψt · 1

St+∆/St

,
máxt≤u≤t+∆ Su/St

St+∆/St

}
. (3.14)

De (3.12), parat ≤ u ≤ t + ∆, obtenemos la siguiente relación,

Su

St

= exp

{
σ

(
W̃u − W̃t

)
+

(
r +

σ2

2

)
(u− t)

}
, (3.15)

y como
(
W̃u − W̃t

)
es independiente deFt, las siguientes variables

Su/St, máx
t≤u≤t+∆

(Su/St) , St+∆/St (3.16)
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son tambíen independientes deFt por ser funciones del incremento
(
W̃u − W̃t

)
. Luego

entonces (3.14) no depende de la historiaFt, solo deψt, es decir

Ley
(
ψt+∆|Ft; P̃

)
= Ley

(
ψt+∆|ψt; P̃

)
, (3.17)

demostrando la propiedad de Markov del procesoψ = (ψt)t≥0 con respecto ãP.

3.4.2. El procesoψ = (ψt)t≥0 se refleja al llegar al punto 1

Sea

Mt = máx

{
máx
0≤u≤t

Su, S0ψ0

}
,

entonces

ψt =
Mt

St

.

Usando la f́ormula de It̂o tenemos

dψt = d

(
Mt

St

)
= Mtd

(
1

St

)
+

1

St

dMt = −ψt

[
rdt + σdW̃t

]
+

dMt

St

,

o en forma integral

ψt = ψ0 − r

∫ t

0

ψudu− σ

∫ t

0

ψudW̃u +

∫ t

0

dMu

Su

.

Análogamente, para cualquier funcióng = g(ψ), ψ ≥ 1, de claseC2,

dg(ψt) = g′(ψt)dψt +
1

2
g′′(ψt)σ

2ψ2
t dt

o en forma integral

g(ψt) = g(ψ0) +

∫ t

0

[
−rψug

′(ψu) +
1

2
σ2ψ2

ug
′′(ψu)

]
dt

−σ

∫ t

0

ψug
′(ψu)dW̃u +

∫ t

0

g′(ψu)
dMu

Su

= g(ψ0) +

∫ t

0

Lg(ψu)du− σ

∫ t

0

ψug
′(ψu)dW̃u +

∫ t

0

g′(ψu)
dMu

Su

, (3.18)
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dondeL es el operador diferencial

L = −rψ
∂

∂ψ
+

σ2

2
ψ2 ∂2

∂ψ2
. (3.19)

La última integral en (3.18) puede ser escrita como
∫ t

0

g′(ψu)
dMu

Su

=

∫ t

0

g′(ψu)
dMu

Su

I(ψu = 1) +

∫ t

0

g′(ψu)
dMu

Su

I(ψu > 1). (3.20)

Vamos a mostrar que el segundo término de la derecha en (3.20) es idéntico a cero. De

la definicíon deψt en (3.7), tenemos queψt > 1 si y śolo si Mt > St, pero esto sucede en

la regíon dondeMt = Mt−, es decir, dondeMt es constante (ver Figura 3.1).

0 0.25 0.5 0.75 1

2
4

6
8

Figura 3.1: Gŕafica de St = exp
{(

r − σ2

2

)
+ σWt

}
(linea delgada) yMt =

máx {máxu≤t Su, sψ0} (linea gruesa )

Pero en esta región la integral
∫ t

0

g′(ψu)
dMu

Su

I(ψu > 1) = 0. (3.21)
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Esto permite escribir la ecuación (3.18) como

g(ψt) = g(ψ0) +

∫ t

0

Lg(ψu)du− σ

∫ t

0

g′(ψu)ψudW̃u

+

∫ t

0

g′(ψu)
dMu

Su

I(ψu = 1). (3.22)

Ahora consideremos el tiempo que el procesoψ = (ψt)t≥0 pasa en el punto 1. Por el

teorema de Fubini

Ẽ
[∫ ∞

0

I(ψt = 1)dt

]

=

∫ ∞

0

Ẽ [I(ψt = 1)] dt (3.23)

=

∫ ∞

0

P̃(ψt = 1)dt (3.24)

= 0 (3.25)

debido a queψt = Mt/St al ser funcíon del procesõW = (W̃t)t≥0 que tiene densidad,ψt

tambíen tiene densidad y por tantõP(ψt = 1) = 0.

El significado de la ecuación (3.25) es que el tiempo que el procesoψ = (ψt)t≥0 pasa

en el punto 1 es cerõP- c.s. Esto es, el procesoψ = (ψt)0≥0 se refleja inmediatemente al

tocar el punto 1.

3.5. El problema de Stephan relacionado con el problema

de paro óptimo del procesoψ = (ψt)t≥0

Sea

Ṽ (ψ) = sup
0≤τ<∞

Ẽψ

[
e−λτψτ

]
, (3.26)

dondeẼψ es la esperanza con respecto aP̃ψ, la ley de distribucíon del procesoψ = (ψt)t≥0.
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Por (3.11)

C = S0Ṽ (ψ0), (3.27)

dondeψ0 es una constante de (3.1) contenida en la definición de funcíon de pagof =

(ft)0≤t≤T .

De acuerdo con la teorı́a general sobre reglas de paroóptimo para procesos de Markov

es natural esperar que la estructura del tiempo de paroóptimo τ ∗ en el problema (3.26)

tenga la siguiente forma:

τ ∗ = ı́nf
{

t ≥ 0 : Ṽ (ψt) ≥ ψt

}
. (3.28)

De hecho, la estructura deτ ∗ debe ser bastante simple:

τ ∗ = ı́nf
{

t ≥ 0 : ψt ≥ ψ̃
}

, (3.29)

dondeψ̃ es una constante. En otras palabras, se puede decir queτ ∗ es la primera vez que el

proceso(ψt)0≤t≤T llega al conjuntoD̃ =
{

ψ : ψ ≥ ψ̃
}

Suṕongamos que la función Ṽ (ψ) es suficientemente suave, entonces de acuerdo con la

teoŕıa general sobre reglas de paróoptimo la funcíon Ṽ (ψ) satisface, para

1 < ψ < ψ̃, la ecuacíon diferencial

LṼ (ψ) = λṼ (ψ), (3.30)

dondeL es el operador diferencial (3.19) con la condición de frontera

Ṽ ′(1+) = 0. (3.31)
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Vamos a buscar la solución de (3.30) en la formaV (ψ) = ψx. Entonces parax obtene-

mos

LV (ψ) = Lψx

= −rψ
∂

∂ψ
ψx +

σ2

2
ψ2 ∂2

∂ψ2
ψx

= −rψxψx−1 +
σ2

2
ψ2x(x− 1)ψx−2

= −rxV (ψ) +
σ2

2
x(x− 1)V (ψ). (3.32)

De manera que la ecuación (3.30) para la funciónV (ψ) = ψx, x ∈ R es

−rxV (ψ) +
1

2
σ2x(x− 1)V (ψ) = λV (ψ),

simplificando obtenemos

x2 −
(

1 +
2r

σ2

)
x− 2λ

σ2
= 0,

o bien

x2 − Ax−B = 0, (3.33)

con

A = 1 +
2r

σ2
, B =

2λ

σ2
, (3.34)

cuyas soluciones están dadas por

x1 =
A

2
−

√(
A

2

)2

+ B, (3.35)

x2 =
A

2
+

√(
A

2

)2

+ B. (3.36)

Por tanto para1 ≤ ψ < ψ̃, la solucíon generalV (ψ) es de la forma

V (ψ) = C1ψ
x1 + C2ψ

x2 , (3.37)
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dondeC1, C2 y ψ̃ son constantes por determinar.

Para encontrar el valor de estas tres constantes se deben cumplir tres condiciones:

V (ψ̃) = ψ̃

V ′(ψ̃) = 1

V ′(1+) = 0

las cuales llevan respectivamente a las siguientes relaciones

C1ψ̃
x1 + C2ψ̃

x2 = ψ̃ (3.38)

C1x1ψ̃
x1−1 + C2x2ψ̃

x2−1 = 1 (3.39)

C1x1 + C2x2 = 0 (3.40)

Multiplicando la relacíon (3.39) porψ̃ y tomando en cuenta (3.38) se obtiene

C1ψ̃
x1 + C2ψ̃

x2 = C1x1ψ̃
x1 + C2x2ψ̃

x2 (3.41)

pasando todo al lado izquierdo y tomando en cuenta (3.40) obtenemos

C1ψ̃
x1(1− x1)−

(
x1

x2

C1

)
ψ̃x2(1− x2) = 0 (3.42)

o lo que es lo mismo

ψ̃x1−x2 =
1− x2

1− x1

· x1

x2

(3.43)

es decir

ψ̃ =

(
x2

x1

· x1 − 1

x2 − 1

)1/x2−x1

. (3.44)

Ahora dividiendo (3.38) por̃ψ, tomando en cuenta la relación (3.40) y la expresión
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anterior obtenemos

1 = C1ψ̃
x1−1 − x1

x2

C1ψ̃
x2−1

= C1ψ̃
x1−1

(
1− x1

x2

ψ̃x2−x1

)

= C1ψ̃
x1−1

(
1− x1

x2

· x2

x1

· x1 − 1

x2 − 1

)

= C1ψ̃
x1−1 · x2 − x1

x2 − 1
.

lo cual nos da la expresión para

C1 =
x2 − 1

x2 − x1

· 1

ψ̃x1−1
. (3.45)

De manera ańaloga

C2 =
1− x1

x2 − x1

· 1

ψ̃x2−1
. (3.46)

Resumiendo la información obtenida obtenemos el siguiente resultado

Lema 3.2. En la clase de funcionesC2, V = V (x), la solucíon (V, ψ̃) del problema de

Stephan o problema con frontera movible

LV (ψ) = λV (ψ), 1 < ψ < ψ̃,

V (ψ̃) = ψ̃, V ′(ψ̃−) = 1, V (1+) = 0,
(3.47)

est́a dado por la formula:

V (ψ) =





ψ̃
x2−x1

[
(x2 − 1)

(
ψ

ψ̃

)x1

+ (1− x1)

(
ψ

ψ̃

)x2
]

, 1 ≤ ψ < ψ̃,

ψ, ψ ≥ ψ̃,

(3.48)

donde

ψ̃ =

(
x2

x1

· x1 − 1

x2 − 1

)1/(x2−x1)

, (3.49)
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x1 =

(
1

2
+

r

σ2

)
−

√(
1

2
+

r

σ2

)2

+
2λ

σ2
, (3.50)

x2 =

(
1

2
+

r

σ2

)
+

√(
1

2
+

r

σ2

)2

+
2λ

σ2
. (3.51)

Demostracíon del Teorema.Comparando (3.27) con (3.4), vemos que la proposición (3.4)

del teorema consiste en lo siguiente:

Ṽ (ψ) = V (ψ), (3.52)

dondeV = V (ψ) es una solución del problema de Stephan (3.47) definido en el lema

anterior.

Para probar (3.52) es suficiente con establecer las siguientes dos condiciones

A1 para cualquier tiempoτ (P̃ψ-c.s.,ψ ≥ 1) finito

Ẽψ

[
e−λτψτ ≤ V (ψ)

]
,

A2 el tiempoτ ∗ = ı́nf
{

t ≥ 0 : ψt ≥ ψ̃
}

es (̃Pψ-c.s.,ψ ≥ 1) finito y

Ẽψ

[
e−λτ∗ψτ∗

]
= V (ψ).

Aplicando la f́ormula de It̂o al procesoe−λtV (ψt), tomando en cuenta (3.18), obtene-

mos

d
(
e−λtV (ψt)

)
= e−λtd (V (ψt)) + V (ψt)d

(
e−λt

)

= e−λt

{
LV (ψt)dt− σV ′(ψt)ψtdW̃ + V ′(ψt)

dMt

St

I(ψt = 1)

}

−λe−λtV (ψt)dt.

Entonces para cualquier tiempo de Markov finitoτ

e−λτV (ψτ ) = V (ψ0) +

∫ τ

0

e−λu [LV (ψu)− λV (ψu)] du

−
∫ τ

0

e−λuσV ′(ψu)ψudW̃u +

∫ τ

0

e−λuV ′(ψu)
dMu

St

I(ψu = 1). (3.53)
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Tenemos de (3.47),LV (ψ)− λV (ψ) = 0 para1 ≤ ψ < ψ̃, y tomando en cuenta (3.32)

conx = 1, LV (ψ)−λV (ψ) = −rψ−λψ ≤ 0 paraψ ≥ ψ̃. Aśı, LV (ψ)−λV (ψ) ≤ 0 para

todoψ ≥ 1. Más áun, laúltima integral en (3.53) es igual a cero debido a queV ′(1) = 0.

Luego entonces se sigue de (3.53) que la martingala local

It = −
∫ τ

0

e−λuσV ′(ψu)ψudW̃u

es uniformemente acotada por abajo:

It ≥ e−λτV (ψt)− V (ψ0) ≥ 0− V (ψ0). (3.54)

Por lo tanto,(It)0≤t<∞ es una supermartingala conẼψ [Iτ ] ≤ Ẽ [I0] = 0.

Tomando la esperanzãEψ en ambas partes de (3.53) obtenemos por la propiedad de

supermartingala

Ẽψ

[
e−λτV (ψτ )

]
= V (ψ) + Ẽψ

[∫ τ

0

e−λu [LV (ψu)]− λV (ψu)

]
du

+Ẽψ

[∫ τ

0

−e−λuσψuV
′(ψu)dW̃u

]

≤ V (ψ) + 0 + 0

= V (ψ) (3.55)

para cualquierψ ≥ 1 y tiempo de Markov finitoτ .

Por otro lado,ψ ≤ V (ψ) como se muestra a continuación:

ψ ≤ V (ψ)

⇐⇒ ψ ≤ C1ψ
x1 + C2ψ

x2

⇐⇒ 1 ≤ C1ψ
x1−1 + C2ψ

x2−1 =: G(ψ)

derivandoG(ψ) y tomando en cuenta (3.40)

d

dψ
G(ψ) = C1(x1 − 1)ψx1−2 + C2(x2 − 1)ψx2−2

= C2

(
−x2

x1

(x1 − 1)ψx1−2 + (x2 − 1)ψx2−2

)
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esto implica que

G′(ψ) ≤ 0

⇐⇒ (x2 − 1)ψx2−2 ≤ x2

x1
(x1 − 1)ψx1−2

⇐⇒ ψx2−x1 ≤ x2

x1
· x1−1

x2−1

⇐⇒ ψ ≤
(

x2

x1
· x1−1

x2−1

)1/(x2−x1)

= ψ̃

por lo tantoG′(ψ) ≤ 0 en [1, ψ̃], aśı G(ψ) es no creciente en[1, ψ̃] y por tanto el valor

mı́nimo se alcanza eñψ. El valor de la funcíonG(ψ) enψ̃ es

G(ψ̃) = C1ψ̃
x1−1 + C2ψ̃

x2−1

=
x2 − 1

x2 − x1

+
1− x1

x2 − x1

= 1.

Por lo tantoG(ψ) ≥ 1, ψ ≥ 1. Aśı ψ ≤ V (ψ) que junto con (3.55) se obtiene

Ẽψ

[
e−λτψτ

] ≤ Ẽψ

[
e−λτV (ψτ )

] ≤ V (ψ)

para cadaψ ≥ 1 y tiempo de paro finito (̃Pψ-c.s.). Esto prueba la propiedad A1.

Para la propiedad A2.

De (3.53)

e−λ(t∧τ∗)V (ψt∧τ∗) = V (ψ0) +

∫ t∧τ∗

0

e−λu [(LV )(ψu)− λV (ψu)] du + It∧τ∗ . (3.56)

Si ψ ≥ ψ̃, entoncesτ ∗ = 0 y la propiedad A2 evidentemente se cumple. Seaψ < ψ̃,

entoncesLV (ψu)− λV (ψu) = 0 parau ≤ t ∧ τ ∗. Entonces la ecuación (3.56) se reduce a

e−λ(t∧τ∗)V (ψt∧τ∗) = V (ψ0) + It∧τ∗ , (3.57)

por lo tanto

−V (ψ0) ≤ It∧τ∗ = e−λ(t∧τ∗)V (ψt∧τ∗)− V (ψ0) ≤ V (ψt∧τ∗)− V (ψ0) ≤ V (ψ̃)− V (ψ0),

(3.58)
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estaúltima desigualdad es debido a queV (ψ) es creciente en[1, ψ̃]:

0 ≤ V ′(ψ) ⇐⇒ 0 ≤ C1x1ψ
x1−1 + C2x2ψ

x2−1 ⇐⇒ 0 ≤ −x2

x1
C2x1ψ

x1−1+

C2x2ψ
x2−1 ⇐⇒ C2x2ψ

x1−1 ≤ C2x2ψ
x2−1 ⇐⇒ ψx1−1 ≤ ψx2−1 ⇐⇒

1 ≤ ψx2−x1 ⇐⇒ 1 ≤ ψ.

Por lo tanto la martingala local,(It∧τ∗)0≤t≤T , uniformemente acotada (ver (3.58)), es

una martingala. Del teorema de DoobẼψ [It∧τ∗ ] = 0 ∀t > 0 y del Lema de Fatou,

0 ≤ ĺım supn→∞ Ẽψ [(In∧τ∗)] ≤ Ẽψ [ĺım supn→∞ In∧τ∗ ] = Ẽψ [Iτ∗ ] = Ẽψ [ĺım infn→∞ In∧τ∗ ]

≤ ĺım infn∧τ∗ Ẽψ [In∧τ∗ ] = 0

por lo tanto de (3.56),̃Eψ

[
e−λτ∗V (ψτ∗)

]
= V (ψ) ∀ψ ≥ 1. PeroP̃ψ(V (ψτ∗) = ψτ∗) = 1.

Aśı, Ẽψ

[
e−λτ∗ψτ∗

]
= V (ψ) lo que prueba la propiedad (A2).

Solo resta probar la finitud̃Pψ-c.s. del tiempoτ ∗ = ı́nf
{

t ≥ 0 : ψt ≥ ψ̃
}

para cualquier

ψ ≥ 1.

Seat fijo, pero arbitrario con0 ≤ t ≤ T , y definaCt = máxu≤t
Su

St
, entonces

ψt =
máx {máxu≤t Su, S0ψ0}

St

= máx

{
máx
u≤t

Su

St

,
S0ψ0

St

}
= máx

{
Ct,

S0ψ0

St

}

por lo tantoψt ≥ Ct y aśı

máx
0≤t≤T

ψt ≥ máx
0≤t≤T

Ct = máx
0≤u≤t≤T

Su

St

.

Aśı, tenemos

P̃ψ

{
máx
0≤t≤T

ψt ≥ ψ̃

}
≥ P̃ψ

{
máx

0≤u≤t≤T

Su

St

≥ ψ̃

}

= P̃ψ

{
máx

0≤u≤t≤T
eσ(W̃u−W̃t)+(r+σ2/2)(u−t) ≥ ψ̃

}

≥ P̃ψ

{
er+σ2/2 máx

[
eσ(W̃1−W̃0), . . . , eσ(W̃T−W̃T−1)

]
≥ ψ̃

}

= P̃ψ

{
máx

[
W̃1 − W̃0, . . . , W̃T − W̃T−1

]
≥ C

}
(3.59)
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dondeC =
[
log ψ̃ − (r + σ2/2)

]
/σ. Pero es evidente que para cualquier realC la proba-

bilidad del lado derecho de (3.59) tiende a 1 conformeT →∞. Luego entonces el proceso

alcanza cualquier nivel con probabilidad 1 y, en particular, el nivelψ̃, lo que prueba la

finitud (̃Pψ-c.s.,ψ ≥ 1) del tiempoτ ∗.

El teorema esta probado.

3.6. La opcíon Rusa con dividendos

Vamos a considerar un modelo con dividendos dondeéstos son obtenidos continua-

mente en el tiempo de manera proporcional al valor del capital en el activo con riesgo. Esto

es, vamos a considerar el modelo

dDt = δγtStdt, (3.60)

dondeδ > 0, es la tasa con que se reciben los dividendos.

HaciendoCt = 0 en la ecuacíon (1.36) obtenemos que el capital total correspondiente

a una estrategia exclusivamente con dividendos(π,D) es

Xπ
t = X0 +

∫ t

0

βudBu +

∫ t

0

γudSu + Dt, (3.61)

o en forma diferencial

dXπ
t = βtdBu + γtdSt + dDt. (3.62)

Introduzcamos el proceso

W µ−r+δ
t = Wt +

µ− r + δ

σ
t, t ≥ 0, (3.63)

el cual es un Movimiento Browniano con respecto a la medidaPµ−r+δ definida mediante

la derivada de Radon Nikodym de las restriccionesPµ−r+δ
t = Pµ−r+δ|Ft y Pt = P|Ft, a
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saber,
dPµ−r+δ

t

dPt

= Zµ−r+δ
t P-c.s. (3.64)

donde

Zµ−r+δ
t = exp

{
−µ− r + δ

σ
Wt − 1

2

(
µ− r + δ

σ

)2

t

}
, (3.65)

cumple conEZµ−r+δ
t = 1. Expresaremos el hecho deW µ−r+δ = (W µ−r+δ

t )t≥0 ser un

movimiento Browniano con respecto aPµ−r+δ mediante la siguiente ecuación,

Ley(W µ−r+δ|Pµ−r+δ) = Ley(W |P). (3.66)

Estaúltima ecuacíon en particular implica

Ley(S(µ)|Pµ−r+δ) = Ley(S(r − δ)|P). (3.67)

Consideremos la forma diferencial del capital correspondiente a (π,D), ecuacíon (3.62).

Ésta la podemos escribir en términos deW µ−r+δ, a saber,

dXπ
t = rXπ

t dt + σγtdStdW µ−r+δ
t . (3.68)

Introduzcamos el capital actualizado

Y
(π,D)
t =

X
(π,D)
t

Bt

. (3.69)

Tomando en cuenta las ecuaciones (3.60) y (3.68) obtenemos

dY
(π,D)
t =

σγtSt

Bt

dW µ−r+δ
t . (3.70)

La ecuacíon anterior significa que el procesoY (π,D) es una martingala local, y si consider-

amos estrategias de inversión admisibles, el procesoY (π,D) resulta ser una supermartingala

no negativa (ver lema 1.1).
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Denotemos conCdiv el precio racional de una opcion Americana con dividendos con

función de pago (3.1). Entonces comenzando con (3.70), usando el mismo método para

la prueba del teorema 1.3 encontramos que el precio racional de ejercicio en el caso con

dividendos est́a dado por

Cdiv(δ, µ, λ) = sup
0≤τ<∞

Eµ−r+δ
[
e−rτfτ (S(µ))

]
(3.71)

donde

ft(St(µ)) = e−λt máx

{
máx
0≤u≤t

Su(µ), S0ψ0

}
(3.72)

λ > 0, ψ0 ≥ 1, S0 > 0.

De (3.9), el precio justo de la opción Rusa para el caso sin dividendos esta dado por

C = sup
0≤τ<∞

E
[
e−rτfτ (S(r))

]
,

tomando en cuenta la definición de funcion de pagoft, ver ecuacíon (3.1), obtenemos que

esta cantidad es igual a

sup
0≤τ<∞

E
[
e−(r+λ)τ máx

{
máx
0≤u≤τ

Su(r), S0ψ0

}]
.

Denotemos conC(r, λ) estaúltima cantidad. Entonces el precio justo para la opción

Rusa en el caso con dividendos,Cdiv(δ, µ, λ), en t́erminos de la funciónC(·, ·) est́a dado

por

Cdiv(δ, µ, λ) = sup
0≤τ<∞

Eµ−r+δ
[
e−rτfτ (S(µ))

]

= sup
0≤τ<∞

E
[
e−rτfτ (S(r − δ))

]
por ecuacíon (3.67)

= sup
0≤τ<∞

E
[
e−(r+λ)τ máx

{
máx
0≤u≤τ

Su(r − δ), S0ψ0

}]

= sup
0≤τ<∞

E
[
e−(r−δ+λ+δ)τ máx

{
máx
0≤u≤τ

Su(r − δ), S0ψ0

}]

= C(r − δ, λ + δ).
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Estaúltima relacíon quiere decir que la fórmula para el precio racional en el proble-

ma con dividendos es obtenida de la formula para el precio racional en el problema sin

dividendos remplazandor por r − δ y λ porλ + δ.

Esto da como resultado el siguiente

Teorema 3.3.El costo racionalCdiv de la opcíon Rusa con dividendos con colección de

funciones de pagof = (ft)0≤τ<∞ dadas en (3.1) y tiempos de Markov con valores en

[0,∞) est́a definido por

Cdiv = S0 ·





ψ̃
x2−x1

[
(x2 − 1)

(
ψ0

ψ̃

)x1

+ (1− x1)

(
ψ0

ψ̃

)x2
]

, 1 ≤ ψ0 < ψ̃,

ψ0, ψ0 ≥ ψ̃,

(3.73)

dondeψ̃ es el dado en (3.5) yx1, x2, son las ráıces de la ecuación (3.33), pero con

A = 1 +
2(r − δ)

σ2
, B =

2(λ + δ)

σ2
. (3.74)

cuyas soluciones están dadas por las ecuaciones (3.35) y (3.36) con las respectivasA y B

dadas arriba en (3.74).
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Apéndice A

Supremo Escencial de una Familia de

Variables Aleatorias

Sea{Ft}t≥0 una filtracíon. DefinimosFt− = σ (∪s<tFs) como la sigma algebra de

eventos antes del tiempot > 0 y Ft+ = σ (∩ε>0Ft+ε) como la sigma algebra de eventos

inmediatamente después det ≥ 0. Diremos que la filtracion{Ft}t≥0 es continua por la

derecha (izquierda) siFt = Ft+ (resp.,Ft = Ft−) se cumple para cadat ≥ 0.

Diremos que una filtración{Ft} satisface las condiciones habituales si es continua por

la derecha yF0 contiene todos los eventos enF que son de probabilidad cero.

Definición A.1. Sean(Ω,F ,P) un espacio de probabilidad yX una familia no vacia

de variables aleatorias no negativas definidas en(Ω,F ,P). El supremo escencialdeX ,

denotado poresssupX es una variable aleatoriaX∗ que cumple:

i ∀ X ∈ X , X ≤ X∗ c.s., y

ii SiY es una variable aleatoria que satisfaceX ≤ Y c.s. para todaX ∈ X , entonces

X∗ ≤ Y c.s.
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Debido a que las variables aleatorias están definidas śolo hasta equivalencia c.s., en

general no tiene sentido hablar de un supremoω por ω sup{X(w) : X ∈ X}. El supremo

escencial sustituye por este concepto.

Es aparente de la definición A.1 que si el supremo escencial deX existe, entonces

esúnico. El proṕosito de este aṕendice es establecer su existencia y algunas propiedades

básicas.

DadaX como en la definicíon A.1 yA ∈ F , diremos queπ = (K; A1, . . . , AK ; X1, . . . , XK)

es unaX -partición deA, si

i K es un entero positivo

ii A1, . . . , AK son conjuntos disjuntos deF cuya union esA, y

iii X1, . . . , XK son variables aleatorias enX .

Paraλ ∈ (0,∞] se define

µλ
π(A) := E

[
K∑

k=1

(Xk ∧ λ) · 1Ak

]
(A.1)

µλ(A) := sup{µλ
π(A) : π es unaX -partición deA}. (A.2)

Entoncesµλ es una funcíon de conjuntos definida enF , que es aditiva finita. Por el teorema

de convergencia monotona,

µ∞(A) = sup
π

sup
λ∈(0,∞)

µλ
π(A) = sup

λ∈(0,∞)

sup
π

µλ
π(A) = sup

λ∈(0,∞)

µλ(A). (A.3)

Lema A.1. Paraλ ∈ (0,∞], µλ es contable aditiva.

Demostracíon. Primero consideramos el casoλ < ∞. Sea{Aj}∞j=1 una sucecíon creciente

de conjuntos enF conA = ∪∞j=1Aj. Entoncesµλ(A) = µλ(Aj) + µλ(A Aj) ≥ µλ(A Aj),

por tantoĺımj→∞ µλ(Aj) ≤ µλ(A). Dadoε > 0, elijamosj tal queP(A Aj) < ε. De (A.1)
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y (A.2) tenemosµλ(AAj) ≤ λε, y aśı µλ(A) ≥ µλ(Aj)−ε. Se sigue queĺımj→∞ µλ(Aj) ≥
µλ(A).

Finalmente consideramos el casoλ = ∞. Tenemos de (A.3) que

ĺım
j→∞

µ∞(Aj) = sup
j

sup
λ∈(0,∞)

µλ(Aj) = sup
λ∈(0,∞)

sup
j

µλ(Aj)

= sup
λ∈(0,∞)

µλ(A) = µ∞(A)
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Apéndice B

La medida Pµ−r

En esta parte vamos a demostrar la existencia de la medidaPµ−r conocida como medida

de riesgo neutral o medida martingala.

Sea(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P)un espacio de probabilidad filtrado.

Introduzcamos el proceso

Zµ−r
t = exp

{
−µ− r

σ
Wt − 1

2

(
µ− r

σ

)2

t

}
. (B.1)

dondeW = (Wt)t≥0 es un movimiento Browniano con respecto a la medidaP y la filtra-

cionF .

SeaPt = P|Ft una restriccíon de la medidaP en Ft. Como para0 ≤ s < t y

A ∈ Fs, Ps(A) = P(A) = Pt(A), tenemos que la familia(Pt)t≥0 es consistente, esto es

Pt|Fs = Ps.

Parat ≥ 0 introducimos nuevas medidasPµ−r
t poniendo

Pµ−r
t (A) = E

[
(Zµ−r

t I(A))
]
, A ∈ Ft. (B.2)

Antes de continuar, recordemos que comoWt es una variable aleatoriaN(0, t) para
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cadat > 0, su funcíon generadora de momentos es,

MWt(u) = E [exp {uWt}] = exp

{
1

2
u2t

}
, (B.3)

de donde se obtiene la siguiente identidad,

E
[
exp

{
uWt − 1

2
u2t

}]
= 1, u ∈ R. (B.4)

De la ecuacíon anterior (B.4) conu = −µ−r
σ

se obtieneE
[
Zµ−r

t

]
= 1, lo que nos dice que

la medidaPµ−r
t es de probabilidad. La nueva familia(Pµ−r

t )t≥0 es tambíen consistente. En

efecto, para ello verificaremos primero queZµ−r
t es una martingala,

E

[
exp

{
−µ− r

σ
Wt − 1

2

(
µ− r

σ

)2

t

} ∣∣∣Fs

]

= E
[
exp

{
−µ− r

σ
(Wt −Ws)− µ− r

σ
Ws

} ∣∣∣Fs

]
exp

{
−1

2

(
µ− r

σ

)2

t

}

= exp
{
−µ− r

σ
Ws

}
E

[
exp

{
−µ− r

σ
(Wt −Ws)

}]
exp

{
−1

2

(
µ− r

σ

)2

t

}

= exp
{
−µ− r

σ
Ws

}
exp

{(
µ− r

σ

)2 (t− s)
2

}
exp

{
−1

2

(
µ− r

σ

)2

t

}

= exp

{
−µ− r

σ
Ws − 1

2

(
µ− r

σ

)2

s

}
.

Luego entonces, paraA ∈ Fs tenemos

Pµ−r
t (A) =

∫

A

dPµ−r
t =

∫

A

Zµ−r
t dP = E[IAZµ−r

t ]

= E[E[IAZµ−r
t |Fs]] = E[IAE[Zµ−r

t |Fs]]

= E[IAZµ−r
s ] =

∫

A

Zµ−r
s dP

= Pµ−r
s (A).

Verificando aśı la consistencia de la familia(Pµ−r
t )t≥0.

Consideremos ahora el algebraA =
⋃

t≥0Ft y definamos la siguiente función de con-

juntosPµ−r = Pµ−r
t (A) de la siguiente forma,Pµ−r(A) = Pµ−r

t (A), si A ∈ Ft. Como
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la coleccíon de medidas(Pµ−r
t )t≥0 es consistente (es decir,Pµ−r

t |Fs = Pµ−r
s para todo

s ≤ t), Pµ−r es una funcíon bien definida paraA ∈ A y es aditiva finita. De hecho,Pµ−r

esσ-aditiva enA y de acuerdo con el teorema de CaratheodoryPµ−r admite unáunica

extensíon a una medida de probabilidad en laσ-algebraσ(A), la cual denotaremos también

porPµ−r.
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Apéndice C

El procesoWµ−r es un movimiento

Browniano con respecto aPµ−r

En este apartado vamos a demostrar un caso muy particular del teorema de Girsanov

(ver aṕendice E). Para ello vamos a platicar un poco de como saber cuando un proceso es

martingala.

Ausencia de tendencia

Cuando platicamos acerca de martingalas, tenemos la idea intuitiva de que una martin-

gala no tiene tendencia a subir ni bajar. Sin embargo, tenemos una definición t́ecnica de

tendencia a trav́es de nuestra formulación de diferenciales estocásticas. ¿Será cierto que

los procesos estocásticos sin t́ermino de tendencia son siempre martingalas?, y ¿qué tal

viceversa? Es decir, ¿pueden simpre las martingalas ser representadas comoσtdWt? La

respuesta la da el siguiente teorema
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Teorema C.1.SiX es un proceso estocástico con volatilidadσt (i.e.,dXt = µtdt+σtdWt),

la cual satisface la condición t́ecnica

E

[(∫ T

0

σ2
s ds

) 1
2

]
< ∞,

entoncesX es una martingala si y śolo siX no tiene tendencia,µt = 0.

Si la condicíon t́ecnica no se cumple, un proceso sin tendencia puede no ser martingala.

Tales procesos son llamadosmartingalas locales.

Martingalas exponenciales

Consideremos la EDE sin tendencia para un proceso exponencial:

dXt = σtXtdWt

La condicíon t́ecnica

E

[(∫ T

0

σ2
sX

2
s ds

) 1
2

]
< ∞

es dif́ıcil de verificar, pero para estos ejemplos exponenciales especı́ficos existe un mejor

resultado:

Teorema C.2.SidXt = σtXtdWt, para alǵun procesoσt adaptado, tal que

E
(

exp

(
1

2

∫ T

0

σ2
s ds

))
< ∞,

entoncesX es una martingala.

Ahora procedamos con la demostración de que el procesoW µ−r es un movimiento

Browniano con respecto aPµ−r.



87

De la fórmula de It̂o y (B.1) tenemos

dZµ−r
t = −Zµ−r

t

(
µ− r

σ

)
dWt. (C.1)

HaciendoK(t) := Zµ−r
t W µ−r

t y aplicando nuevamente la fórmula de It̂o obtenemos

dK(t) = Zµ−r
t dW µ−r

t + W µ−r
t dZµ−r

t + dZµ−r
t dW µ−r

t

= Zµ−r
t

(
dWt +

µ− r

σ
dt

)
−W µ−r

t Zµ−r
t

(
µ− r

σ

)
dWt

−Zµ−r
t

(
µ− r

σ

)
dt

= Zµ−r
t

(
1−W µ−r

t

(
µ− r

σ

))
dWt

= Zµ−r
t dWt − Zµ−r

t W µ−r
t

(
µ− r

σ

)
dWt

= Zµ−r
t dWt −K(t)

(
µ− r

σ

)
dWt.

Por tantoK(t) es una martingala con respecto aP, porque es suma de dos procesos que

son martingala.

En lo que sigue vamos a hacer uso de un resultado auxiliar acerca de esperanzas condi-

cionales, el cual enunciamos aquı́

Lema C.3. Seanµ yν dos medidas de probabilidad definidas en un espacio medible(Ω,F)

tales quedν(w) = f(w)dµ(w) para alguna funcíon integrablef . Denotemos conEν y Eµ

las esperanzas con respecto a las medidasν y µ respectivamente. Sea también X una

variable aleatoria definida en(Ω,F) tal que

Eν [|X|] =

∫

Ω

|X(w)|f(w)dµ(w) < ∞,

y seaH una subσ-algebra,H ⊂ F , entonces

Eν [X|H] · Eµ[f |H] = Eµ[fX|H] c.s.
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Vamos a denotar porEµ−r la esperanza con respecto aPµ−r, entonces por el Lema C.3,

paras < t,

Eµ−r[W µ−r
t |Fs] =

E[Zµ−r
t W µ−r

t |Fs]

E[Zµ−r
t |Fs]

=
E[K(t)|Fs]

Zµ−r
s

=
K(s)

Zµ−r
s

= W µ−r
s c.s.

lo cual muestra queW µ−r
t es una martingala con respecto aPµ−r.

De manera ańaloga, vamos a demostrar que ((W µ−r
t )2 − t)0≤t≤T es una martingala.

Primero observemos lo siguiente,

d((W µ−r
t )2 − t) = d(W µ−r

t )2 − dt

= W µ−r
t dW µ−r

t + dW µ−r
t W µ−r

t + dW µ−r
t dW µ−r

t − dt

= 2W µ−r
t dW µ−r

t + dt− dt

= 2W µ−r
t dW µ−r

t

= 2W µ−r
t dWt + 2W µ−r

t

(
µ− r

σ

)
dt. (C.2)
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Entonces poniendoH(t) = Zµ−r
t ((W µ−r

t )2 − t), y al considerar (C.2) y (C.1), obtenemos

dH(t) = d(Zµ−r
t [(W µ−r

t )2 − t])

= Zµ−r
t · d((W µ−r

t )2 − t) + ((W µ−r
t )2 − t)dZµ−r

t + d((W µ−r
t )2 − t) · dZµ−r

t

= Zµ−r
t (2W µ−r

t dWt + 2W µ−r
t

(
µ− r

σ

)
dt)

−((W µ−r
t )2 − t)Zµ−r

t

(
µ− r

σ

)
dWt

−2Zµ−r
t W µ−r

t

(
µ− r

σ

)
dt

= Zµ−r
t

(
2W µ−r

t − ((W µ−r
t )2 − t)

(
µ− r

σ

))
dWt

= 2Zµ−r
t W µ−r

t dWt − Zµ−r
t ((W µ−r

t )2 − t)

(
µ− r

σ

)
dWt

= 2K(t)dWt −H(t)

(
µ− r

σ

)
dWt

Por lo tanto, por el Lema C.3, paras < t,

Eµ−r[(W µ−r
t )2 − t|Fs] =

E[Zµ−r
t ((W µ−r

t )2 − t)|Fs]

E[Zµ−r
t |Fs]

=
E[H(t)|Fs]

Zµ−r
s

=
H(s)

Zµ−r
s

= (W µ−r
s )2 − s c.s. (C.3)

lo cual muestra que((W µ−r
t )2 − t)0≤t≤T es una martingala con respecto aPµ−r. Por lo

tanto, de acuerdo con el Teorema de Levy (ver teorema E.7 en el apéndice E), si el proceso

W µ−r = (W µ−r
t )0≤t≤T es una martingala continua con la propiedad (C.3), entonces el

procesoW µ−r = (W µ−r
t )0≤t≤T es un movimiento Browniano. Es decir,

Ley(W µ−r|Pµ−r) = Ley(W |P). (C.4)
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Apéndice C

El procesoWµ−r es un movimiento

Browniano con respecto aPµ−r

En este apartado vamos a demostrar un caso muy particular del teorema de Girsanov

(ver aṕendice E). Para ello vamos a platicar un poco de como saber cuando un proceso es

martingala.

Ausencia de tendencia

Cuando platicamos acerca de martingalas, tenemos la idea intuitiva de que una martin-

gala no tiene tendencia a subir ni bajar. Sin embargo, tenemos una definición t́ecnica de

tendencia a trav́es de nuestra formulación de diferenciales estocásticas. ¿Será cierto que

los procesos estocásticos sin t́ermino de tendencia son siempre martingalas?, y ¿qué tal

viceversa? Es decir, ¿pueden simpre las martingalas ser representadas comoσtdWt? La

respuesta la da el siguiente teorema
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Teorema C.1.SiX es un proceso estocástico con volatilidadσt (i.e.,dXt = µtdt+σtdWt),

la cual satisface la condición t́ecnica

E

[(∫ T

0

σ2
s ds

) 1
2

]
< ∞,

entoncesX es una martingala si y śolo siX no tiene tendencia,µt = 0.

Si la condicíon t́ecnica no se cumple, un proceso sin tendencia puede no ser martingala.

Tales procesos son llamadosmartingalas locales.

Martingalas exponenciales

Consideremos la EDE sin tendencia para un proceso exponencial:

dXt = σtXtdWt

La condicíon t́ecnica

E

[(∫ T

0

σ2
sX

2
s ds

) 1
2

]
< ∞

es dif́ıcil de verificar, pero para estos ejemplos exponenciales especı́ficos existe un mejor

resultado:

Teorema C.2.SidXt = σtXtdWt, para alǵun procesoσt adaptado, tal que

E
(

exp

(
1

2

∫ T

0

σ2
s ds

))
< ∞,

entoncesX es una martingala.

Ahora procedamos con la demostración de que el procesoW µ−r es un movimiento

Browniano con respecto aPµ−r.
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De la fórmula de It̂o y (B.1) tenemos

dZµ−r
t = −Zµ−r

t

(
µ− r

σ

)
dWt. (C.1)

HaciendoK(t) := Zµ−r
t W µ−r

t y aplicando nuevamente la fórmula de It̂o obtenemos

dK(t) = Zµ−r
t dW µ−r

t + W µ−r
t dZµ−r

t + dZµ−r
t dW µ−r

t

= Zµ−r
t

(
dWt +

µ− r

σ
dt

)
−W µ−r

t Zµ−r
t

(
µ− r

σ

)
dWt

−Zµ−r
t

(
µ− r

σ

)
dt

= Zµ−r
t

(
1−W µ−r

t

(
µ− r

σ

))
dWt

= Zµ−r
t dWt − Zµ−r

t W µ−r
t

(
µ− r

σ

)
dWt

= Zµ−r
t dWt −K(t)

(
µ− r

σ

)
dWt.

Por tantoK(t) es una martingala con respecto aP, porque es suma de dos procesos que

son martingala.

En lo que sigue vamos a hacer uso de un resultado auxiliar acerca de esperanzas condi-

cionales, el cual enunciamos aquı́

Lema C.3. Seanµ yν dos medidas de probabilidad definidas en un espacio medible(Ω,F)

tales quedν(w) = f(w)dµ(w) para alguna funcíon integrablef . Denotemos conEν y Eµ

las esperanzas con respecto a las medidasν y µ respectivamente. Sea también X una

variable aleatoria definida en(Ω,F) tal que

Eν [|X|] =

∫

Ω

|X(w)|f(w)dµ(w) < ∞,

y seaH una subσ-algebra,H ⊂ F , entonces

Eν [X|H] · Eµ[f |H] = Eµ[fX|H] c.s.
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Vamos a denotar porEµ−r la esperanza con respecto aPµ−r, entonces por el Lema C.3,

paras < t,

Eµ−r[W µ−r
t |Fs] =

E[Zµ−r
t W µ−r

t |Fs]

E[Zµ−r
t |Fs]

=
E[K(t)|Fs]

Zµ−r
s

=
K(s)

Zµ−r
s

= W µ−r
s c.s.

lo cual muestra queW µ−r
t es una martingala con respecto aPµ−r.

De manera ańaloga, vamos a demostrar que ((W µ−r
t )2 − t)0≤t≤T es una martingala.

Primero observemos lo siguiente,

d((W µ−r
t )2 − t) = d(W µ−r

t )2 − dt

= W µ−r
t dW µ−r

t + dW µ−r
t W µ−r

t + dW µ−r
t dW µ−r

t − dt

= 2W µ−r
t dW µ−r

t + dt− dt

= 2W µ−r
t dW µ−r

t

= 2W µ−r
t dWt + 2W µ−r

t

(
µ− r

σ

)
dt. (C.2)
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Entonces poniendoH(t) = Zµ−r
t ((W µ−r

t )2 − t), y al considerar (C.2) y (C.1), obtenemos

dH(t) = d(Zµ−r
t [(W µ−r

t )2 − t])

= Zµ−r
t · d((W µ−r

t )2 − t) + ((W µ−r
t )2 − t)dZµ−r

t + d((W µ−r
t )2 − t) · dZµ−r

t

= Zµ−r
t (2W µ−r

t dWt + 2W µ−r
t

(
µ− r

σ

)
dt)

−((W µ−r
t )2 − t)Zµ−r

t

(
µ− r

σ

)
dWt

−2Zµ−r
t W µ−r

t

(
µ− r

σ

)
dt

= Zµ−r
t

(
2W µ−r

t − ((W µ−r
t )2 − t)

(
µ− r

σ

))
dWt

= 2Zµ−r
t W µ−r

t dWt − Zµ−r
t ((W µ−r

t )2 − t)

(
µ− r

σ

)
dWt

= 2K(t)dWt −H(t)

(
µ− r

σ

)
dWt

Por lo tanto, por el Lema C.3, paras < t,

Eµ−r[(W µ−r
t )2 − t|Fs] =

E[Zµ−r
t ((W µ−r

t )2 − t)|Fs]

E[Zµ−r
t |Fs]

=
E[H(t)|Fs]

Zµ−r
s

=
H(s)

Zµ−r
s

= (W µ−r
s )2 − s c.s. (C.3)

lo cual muestra que((W µ−r
t )2 − t)0≤t≤T es una martingala con respecto aPµ−r. Por lo

tanto, de acuerdo con el Teorema de Levy (ver teorema E.7 en el apéndice E), si el proceso

W µ−r = (W µ−r
t )0≤t≤T es una martingala continua con la propiedad (C.3), entonces el

procesoW µ−r = (W µ−r
t )0≤t≤T es un movimiento Browniano. Es decir,

Ley(W µ−r|Pµ−r) = Ley(W |P). (C.4)
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Apéndice D

Distribuci ón del máximo y mı́nimo del

proceso{σWt + µt}0≤t≤T

El siguiente resultado sobre la distribución del proceso{σWt +µt}0≤t≤T es muy cono-

cido.

Lema D.1. Parax ≥ 0 y µ ∈ R,

P

(
máx
s≤t

(σWs + µs) ≤ x

)
= Φ

(
x− µt

σ
√

t

)
− e2µx/σ2

Φ

(−x− µt

σ
√

t

)
(D.1)

y

P

(
mı́n
s≤t

(σWs + µs) ≤ x

)
= Φ

(−x− µt

σ
√

t

)
− e2µx/σ2

Φ

(
x− µt

σ
√

t

)
(D.2)

donde

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−y2/2 dy.

Demostracíon. La demostracíon de la relacíon D.1 se haŕa por medio delcambio de medida

Eρ

[
máx
s≤t

(σWs + µs), σWt + µt

]
= E

[
exp

{
µ

σ
Wt − µ2

2σ2
t

}
ρ

(
máx
s≤t

σWs, σWt

)]
,
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dondeρ(x, y) ≥ 0, y el principio de refleccíon del movimiento Browniano para el cual,

parax ∈ R, el proceso

σW̃t =





σWt, t ≤ τx,

2x− σWt, t > τx,

dondeτx = ı́nf {t ≥ 0 : σWt ≥ x}, es un movimiento Browniano también.

Tomando en cuenta que{σWt + µt > x} ⊂ {máxs≤t(σWs + µs) > x} obtenemos,

P

(
máx
s≤t

(σWs + µs) ≤ x

)

= 1−P

(
máx
s≤t

(σWs + µs) > x, σWt + µt ≤ x

)

−P

(
máx
s≤t

(σWs + µs) > x, σWt + µt > x

)

= P (σWt + µt ≤ x)−P

(
máx
s≤t

(σWs + µs) > x, σWt + µt ≤ x

)
(D.3)

Ahora, comoTx es lo mismo paraW y W̃ , si máxs≤t σW̃s > x, entoncesτx < t.

Tomando en cuenta esta observación procedamos con el cálculo del segundo término en

(D.3),

P

(
máx
s≤t

(σWs + µs) > x, σWt + µt ≤ x

)

= E
[
exp

{
µ

σ
Wt − µ2

2σ2
t

}
I

(
máx
s≤t

σWs > x, σWt ≤ x

)]

= E
[
exp

{
µ

σ
W̃t − µ2

2σ2
t

}
I

(
máx
s≤t

σW̃s > x, σW̃t ≤ x

)]

= e2µx/σ2E
[
exp

{
−µ

σ
Wt − µ2

2σ2
t

}
I

(
máx
s≤t

σWs > x, σWt > x

)]

= e2µx/σ2

P (σWt − µt ≥ x) , (D.4)

donde estáultima igualdad se obtuvo del hecho{σWt > x} ⊂ {máxs≤t σWs > x}.
De esta forma, tomando en cuenta (D.3) y (D.4) obtenemos la expresion en (D.1). Pro-

cediendo de manera análoga se obtiene (D.2).



Apéndice E

Cálculo estoćastico de It̂o

En esta sección se da un breve resumen sobre integración estoćastica. Primero se intro-

duce la nocíon cĺasica de la integral estocástica de It̂o con respecto al movimiento Brow-

niano (es decir, un proceso de Wiener). Después se estudia la fórmula fundamental del

cálculo estoćastico que es la fórmula de It̂o junto con sus aplicaciones más importantes,

entre ellas la caracterización de Levy del movimiento Browniano.

Movimiento Browniano

Consideremos un espacio de probabilidad filtrado(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P).

Definición E.1. Un procesoW con trayectorias continuas,F-adaptado, conW0 = 0

definido en un espacio de probabilidad filtrado, es llamado movimiento Browniano estándar

con respecto a la filtraciónF si, parau ≤ t ≤ T , el incrementoWt−Wu es independiente

de laσ-algebraFu, y la distribucíon de probabilidad deWt−Wu es Gausiana, con media

0 y varianzat− u.
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Vamos a describir las propiedades más importantes del movimiento Browniano. Primero,

el movimiento Browniano es una martingala continua con respecto a la filtración F , en

efecto,Ep [|Wt|] < ∞ y

Ep [Wt|Fu] = Ep [Wt −Wu|Fu] + Ep [Wu|Fu] = Wu, u ≤ t ≤ T. (E.1)

Otra de las propiedades del movimiento Browniano es que posee trayectorias de variación

infinita en cualquier intervalo abierto, ası́ la teoŕıa de integracíon cĺasica de Lebesgue Stielt-

jes no puede ser aplicada para definir una integral de un proceso estocástico con respecto

al movimiento Browniano. FinalmenteW es un proceso de variación cuadŕatica, como se

muestra en el siguiente resultado

Proposición E.1. Para todo0 ≤ u ≤ t ≤ T y una sucecíon arbitraria {T n} de particiones

finitasT n = {tn0 = u < tn1 < · · · tnn = t} del intervalo[u, t] que satisfaceĺımn→∞ δ(T n) =

0, donde

δ(T n) = máx
k=0,··· ,n−1

(tnk+1 − tnk), (E.2)

se verifica

ĺım
n→∞

n−1∑

k=0

(Wtnk+1
−Wtnk

) = t− u, (E.3)

donde la convergencia en (E.3) es enL2(Ω,FT ,R).

Integral de It ô

SeaW un movimiento Browniano estándar definido en un espacio de probabilidad

filtrado (Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P). Vamos a introducir la integral estocástica de It̂o como

una isometŕıa I de un cierto espacioL2
P(W ) de procesos estocásticos en el espacioL2 =

L2(Ω,FT ,P) de variables aleatorias cuadrado integrables yFT -medibles. Denotemos con



95

L2
P(W ) la clase de aquellos procesos estocásticos progresivamente mediblesγ definidos en

(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P) con

‖γ‖2
W

def
= Ep

[∫ T

0

γ2
udu

]
< ∞. (E.4)

Tambíen, seaK el espacio deprocesos elementales, esto es, procesos de la forma

γ(t) = γ−1I0 +
m−1∑
j=0

γjI(tj ,tj+1)(t), ∀t ∈ [0, T ] , (E.5)

donde0 = t0 ≤ t1 < · · · < tm = T , las variables aleatoriasγj, sonFtj -mediblesj =

0, . . . , m − 1 y uniformemente acotadas, y la variable aleatoriaγ−1 esF0 medible. Para

cualquier procesoγ ∈ K la integral estoćastica de It̂o ÎT (γ) con respecto aW sobre el

intervalo de tiempo[0, T ] se define por la f́ormula

ÎT (γ) =

∫ T

0

γudWu
def
=

m−1∑
j=0

γj(Wtj+1
−Wtj). (E.6)

Similarmente, la integral estocástica de It̂o deγ con respecto deW sobre cualquier subin-

tervalo[0, t], dondet ≤ T , est́a definida como

Ît(γ) =

∫ t

0

γudWu
def
= ÎT (γI[0,t]) =

m−1∑
j=0

γj(Wtj+1∧t −Wtj∧t), (E.7)

dondex ∧ y =min{x, y}. Es f́acil ver que para cualquier procesoγ ∈ K, la integral de

Itô It(γ), t ∈ [0, T ] es una martingala continua en el espacio(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P),

esto es,Ep[It(γ)|Fu] = Iu(γ) parau ≤ t ≤ T .

Lema E.2. La claseK es un subconjunto deL2
P(W ), y

Ep

[∫ T

0

γudWu

]2

= ‖IT (γ)‖2
L2 = ‖γ‖2

W (E.8)

para cualquier procesoγ deK. El espacioL2
P(W ) de procesos estocásticos progresiva-

mente medibles, equipados con la norma‖·‖W es un espacio lineal, normado y completo,
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esto es, un espacio de Banach. Además, la claseK de procesos estocásticos elementales es

un subespacio lineal y denso deL2
P(W ).

Por el Lema E.2, la isometriâIT : (K, ‖·‖W ) → L2(Ω,FT ,P) puede ser extendida a

una isometriaIT : (L2
P(W ), ‖·‖W ) → L2(Ω,FT ,P). Esto permite la siguiente definición.

Definición E.2. Para cualquier procesoγ ∈ L2
P(W ), la variable aleatoriaIT (γ) es llama-

da la integral estoćastica de It̂o deγ con respecto aW sobre[0, T ], la cual se denota por
∫ T

0
γudWu.

Más generalmente, paraγ ∈ L2
P(W ) y t ∈ [0, T ] se define

It(γ) =

∫ t

0

γudWu
def
= IT (γI[0,t]), (E.9)

aśı que la integral estocástica de It̂o It(γ) es un proceso estocástico bien definido. El sigui-

ente resultado define las propiedades más importantes de este proceso. Por〈I(γ)〉 denota-

mos el proceso estocástico dado por la fórmula

〈I(γ)〉t def
=

∫ t

o

γ2
u du, ∀t ∈ [0, T ]. (E.10)

Proposición E.3. Para cualquier procesoγ ∈ L2
P(W ), la integral estoćastica de It̂o It(γ)

es una martingala continua cuadrado integrable en(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P). Adeḿas el

proceso

(It(γ))2 − 〈I(γ)〉t, ∀t ∈ [0, T ], (E.11)

es una martingala continua en(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P).

Recordemos que un procesoM es una martingala local si existe una sucesion creciente

de tiempos de paro tal queτn tiende aT c.s. y para cadan el procesoMn, dado por la

fórmula

Mn
t =

{
Mt∧τn(w)(w) si τn(w) > 0,

0 si τn(w) = 0,
(E.12)
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es una martingala uniformemente integrable.

Entonces en un contexto más general, siM es una martingala local continua, denotemos

con 〈M〉 al único proceso continuo, creciente y adaptado, que se anula en el cero tal que

hace al procesoM2 − 〈M〉 una martingala. El proceso〈M〉 es referido como la variación

cuadŕatica deM .

Es posible extender la definición de la integral estocástica de It̂o a la clase de procesos

progresivamente mediblesγ tales que

P
{∫ T

0

γ2
u du < ∞

}
= 1. (E.13)

En este caso, la integral estocástica de It̂o, I(γ), es una martingala local continua en

(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P).

Procesos de It̂o

Definición E.3. Un proceso continuo y adaptadoX es un proceso de Itô si admite la

representacíon

Xt = X0 +

∫ t

0

αu du +

∫ t

0

βu dWu, ∀t ∈ [0, T ], (E.14)

para procesos adaptadosα, β definidos en(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P).

En notacíon diferencial (E.14) se escribe como

dXt = αt dt + βt dWt. (E.15)

Teorema E.4 (F́ormula de It ô.). Suṕongamos queg : R→ R es una funcíon de claseC2.

Entonces para cualquier proceso de Itô X, el procesoYt = g(Xt), t ∈ [0, T ], es tambíen un

proceso de It̂o, cuya representación en forma diferencial esta dada por

dYt = gx(Xt)dXt +
1

2
gxx(Xt) (E.16)
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Definición E.4. Un proceso estoćastico con valores enRd W = (W 1, . . . , W d) definido

en un espacio de probabilidad filtrado(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P) es un movimiento Brow-

niano est́andard-dimensional siW 1,W 2, . . . , W d son movimientos Brownianos estándar

mutuamente independientes

Seaγ un proceso adaptado con valores enRd que satisface la siguiente condición

P
{∫ T

0

|γu|2 du < ∞
}

= 1, (E.17)

donde| · | es la norma euclidiana enRd. Entonces la integral estocástica de It̂o deγ con

respecto aW es

It(γ) =

∫ t

0

γu · dWu =
d∑

i=1

∫ t

0

γi
u dW i

u, ∀t ∈ [0, T ]. (E.18)

SeaX = (X1, X2, . . . , Xk) un procesok-dimensional tal que

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

αi
u du +

∫ t

0

βi
u · dWu, (E.19)

dondeαi son procesos adaptados real valuados, yβi
u son procesosRd-valuados parai =

1, 2, . . . , k. ParaX1 y X2 procesos de It̂o dados por (E.19), el proceso covariación cuadŕatica

est́a dado por

〈X1, X2〉t =

∫ t

0

β1
uβ

2
u du, ∀t ∈ [0, T ]. (E.20)

Proposición E.5. Suṕongase queg : Rk → R es una funcíon de claseC2. Entonces la

siguiente forma de la fórmula de It̂o es valida

dg(Xt) =
k∑

i=1

gxi
(Xt)dX i

t +
1

2

k∑
i,j=1

gxixj
(Xt)d〈X i, Xj〉t. (E.21)

Un caso especial de la fórmula de It̂o, conocido como fórmula de integracíon por

partes, se obtiene al considerar la funcióng(x1, x2) = x1x2.
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Corolario E.6. Suṕongase queX1, X2 son procesos de Itô real valuados dados por (E.19).

Entonces la siguiente fórmula de integracíon por partes es valida

X1
t X2

t = X1
0X

2
0 +

∫ t

0

X1
u dX2

u +

∫ t

0

X2
u dX1

u + 〈X1, X2〉t. (E.22)

Teorema E.7. [Teorema de Caracterización de Ĺevy] Suṕongase queM es una martingala

continua en un espacio de probabilidad(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P)tal queM0 = 0, y el

procesoM2
t − t es una martingala, esto es

Ep

[
M2

t −M2
u |Fu

]
= t− u, ∀u ≤ t ≤ T. (E.23)

EntoncesM es un movimiento Browniano en(Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P).

Teorema E.8. SeaW un movimiento Brownianod-dimensional en un espacio de proba-

bilidad filtrado (Ω,F ,F = (Ft)0≤t≤T ,P). Suṕongase queγ es un proceso adaptado con

valores enRd tal que

Ep

[
E

(∫ .

0

γu · dWu

)]
= 1. (E.24)

Se definẽP una medida de probabilidad en(Ω,FT ) equivalente aP por medio de la deriva-

da de Radon Nikod́ym

dP̃
dP

= ET

(∫ .

0

γu · dWu

)
, P - c.s. (E.25)

Entonces el procesõW , dado por la f́ormula

W̃t = Wt −
∫ t

0

γu du, ∀t ∈ [0, T ] (E.26)

es un movimiento Browniano estándard-dimensional con respecto ãP.
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