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Introducci on

En el mundo de los negocios existen diversas instituciones que practican intercambios
comerciales de manera organizada. A dichas instituciones se les conoceneooaalos
financieros Entre la diversidad de mercados que existen en la actualidad, se puede men-
cionar el mercado de seguros o el mercado de bonos bancarios.

El origen de las actividades comerciales es el intercambio de bi@seob, es decir,
de arfculos o servicios que permiten satisfacer alguna necesidasltdfide, gracias al va-
lor monetario que se le daba a ciertos bienes, los intercambios empezaron a realizarse por
las ganancias ecémicas a que daban lugar. Actualmente, a los bienes que dan pretexto
para alguna actividad comercial y cuyo valor depende directamente de factorémecon
cos se les conoce contdenes primarios Algunos ejemplos de bienes primarios son los

siguientes:

Commodities. Con este hombre se conoce el conjunto de bienes que se pueden comer-
cializar a granel, tales como granos (frijol, trigo, i@)a metales (oro, plata), y ali-

mentos.

Stock. Los Stocks o acciones surgen con el objetivo de acumular capital para actividades
posteriores. El dde de una acoin obtiene tanto el derecho de participar en el con-
trol de la compéia (de acuerdo a la regla: dimero de acciones es igual dmero

de votos), como el derecho a recibir dividendos.
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Bond. Los bonos son seguros contra deudas emitidos porgemo gubernamental o por
varios tipos de firmas con el objetivo de acumular capital, y aprovechar el tiempo que
hay hasta el pago de la deuda para realizar actividades que permitan restructurarla.
Los bonos se emiten por un cierto fwefo de tiempo, y al momento de su vencimien-

to se remueven de la circuléai por el pago (o cumplimiento) de los mismos.

Existe otro tipo de bienes que se manejan en el mercado financiero, cuyo valor depende
del valor de los bienes primarios. A estos se les conoce gostiumentos derivados

o simplementalerivados Al bien primario de cuyo valor depende el del derivado se le
conoce taml&in comabien subyacente

A los participantes en el mercado conmente se les denomiimaersionistas Su pa-
pel es invertir capital constantemente en determinados bienes primarios o secundarios. Las
ganancias de los inversionistas dependen de la habilidad que posean para elegir estrategias
de inversbn. Cuando el inversionista genera ganancias sin arriesgarse se le conoce como
oportunidad de arbitraje .

El mercado de instrumentos derivados resulta atractivo, principalmente para éipeque
inversionista, debido a que para participar en este se requiere de un desembolso mucho
menor que en el mercado de bienes primarios. En consecuencia, hay una gran partici-
pacbn de inversionistas en este mercado, lo cual aumenta la intensidad de los negocios y
la liquidez del mercado, estdtimo se refiere a la habilidad para comprar o vender un bien
rapidamente y en grandes cantidades sin afectar considerablemente el precio de dicho bien.

Como ejemplo de instrumentos derivadosiadas

Opciones. Estos instrumentos otorgan el derecho, pero no la obbgade comprar o
vender un bien primario a un precio fijo en una fecha establecida. Su uso es para

protegerse contra variaciones inconvenientes en el precio del bien subyacente. Para



acceder @&ste tipo de contratos o instrumentos hay que pagaptme inicial al
momento en que se establece o inicia el contratoalEldo de esta prima es uno de

los problemas i@&s importantes en el comercio de opciones.

Para la mayda de los instrumentos derivados existern@rcado secundariq en el cual
determinados derivados se pueden vender o comprar antes de su fecha de vencimiento. La
importancia de este mercado radica en que por ser cortos loslpgique se manejan entre

las operaciones, se tiene una ide@srprecisa de los precios de dichos instrumentos. Este
hecho permite a los inversionistas mantener actualizada su inf@nmale manera que en
cualquier momento pueden cambiar de apirécerca de las expectativas de los precios en

el mercado.

Como se menciananteriormente las actividades comerciales tienen como base el in-
tercambio de bienes (ya sea dinero, bienes primarios, instrumentos derivados, 0 servicios).
En general se llamactivo a cualquier cosa de valor que se pueda comprar, vender o in-
tercambiar. De esta manera, un mercado financiero se puede definir como labcotkcci
estos activos. Luego, un inversionista es un participante en el mercado financiero que in-
vierte capital libre en varios activos, y a la col@stide tales activos en que invierte se le
conoce como sportafolio de inversion.

En el presente trabajo discutiremos los instrumentos financieros llamados opciones. La
definicion deéstas y su relaén con el problema del inversionista degstudiado en el
caritulo 1 donde se discufirel problema de la valuari y el problema de coberturste
ultimo se refiere Asicamente al problema del inversionista que consiste en como distribuir
el capital que se posee en activos, de tal manera que el portafolio compuesto por estos no
pierda valor para el inversionista, o lo que es lo mismo, para el vendedor de &a.opci

En este mismo cafulo se propondr un modelo matematico, el modelo de Black-Scholes,



gue consiste de un par de activos uno sin riesgo y otro con riesgo. Bajo este modelo estu-
diaremos algunas de las propiedades de los procesoX ™ que representan el proceso

de precios del activo con riesgo y el capital correspondiente a una estrategia dé@mversi

m, respectivamente. En cuanto a la estrategia de irrersise hace enfasis en aquellas

gue son autofinanciables cuya defiaitiy caracterizabin se establecen en este mismo
caftulo. Continuaremos trabajando en el itajp 2 con el modelo de Black-Scholes el

cual desarrollaremos con las opciones Americanas y Europeas cuyas funciones de pago
sonf; = (S — K),,0<t<Ty fr=(Sr— K), respectivamente. Esto significa que
calcularemos el precio justo para ambas opciones@so el tiempo racional Bptimo

de ejercicio para el caso de las opciones Americanas. alosllos de estas cantidades se
llevaran a cabo usando el Teorema 2.1 el cual nos da una caracteridatiprecio justo

y el tiempo racional de ejercicio para las opciones Americanas. En este misitdacap
estudiaremos algunas otras propiedades comal gsiel tiempo racional de ejercicio para

un call Americano? Finalmente en el @afio 3 desarrollaremos la ofizi RusaEsta es un

put Americano que da el derecho de vender al preé@rimo que el activo con riesgo ha al-
canzado. En este caso la fulicide pago eg; = ¢ max [My, maxg<i<r Si], 0 <t < T

Desde el punto de vista matematico, este problema es muy interesante pues en este caso la
funciéon de pago depende de toda la trayectoria. Nuevamente haremos uso del Teorema 2.1

para el @lculo del precio justo y el tiempo racional de ejercicio de la @p&usa.



Capitulo 1

Opciones y el problema del inversionista

1.1. Introduccion

En esta primera parte trataremos con los contratos financieros llamados opciones y el

problema del inversionista en un mercado financiero.

Comenzamos este daylo en la secdn 1.2 explicando a detalle que son las opciones,
incluyendo cada uno de los conceptos relacionado€stas, y en que consiste el proble-
ma de la valuaéin de estos instrumentos financieros. Tamlse discutan los dos tipos
principales de opciones gue existen, a saber las opciones Americanas y las Europeas. Rela-
cionado con las opciones es el problema del inversionista, el cual consiste en incrementar
un cierto capital inicial para protegerse de alguna posible reclamaEste es tamkin

conocido como problema de cobertura.

Con el objetivo de poner en claro las ideas y conceptos damos un ejemplo de una op-
cion de venta dedaares, a tra@s del cual entenderemos con detalle ambos problemas, el
de valuadbn y el de cobertura, y la reld@n entreéstos. En este ejemplo, en particular
hacemos enfasis en las partes donde pareciera haber mayor @omrflu$ds conceptos. En

la Ultima parte de esta seéti se discutin las suposiciones que se considemgrara la
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modelacion de este tipo de fenomenos, por ejemplo, el no poder hacer dinero sin arries-
gar alguna cantidad inicial (estrategias libres de arbitraje) o el no poder inyectar o extraer
capital (estrategias autofinanciables).

En la secdn 1.3 introducimos el modelo de Black-Scholes, el cual consiste en un
portafolio compuesto de dos activos, uno sin riesgo y otro con riesgo. En dicho modelo el
activo sin riesgo se modela mediante una e@radiferencial determinista mientras que el
activo con riesgo con una ecuaoidiferencial estdastica cuya solubn es el movimiento
Browniano Geometrico. Bajo este modelo, el Black-Scholes, estudiaremos la estructura en
el proceso del activo con riesgo y la del capital generabooaso tambén caracterizaremos
las ideas de estrategias autofinanciables y libres de arbitraje.

Finalmente, en la sedm 1.4 expondremos brevemente los casos en el que se permite
tanto la extrac@in de capital como la inyedm deéste. Es decir, estudiaremos las es-
trategias autofinanciables libres de arbitraje con consumos y dividendos. En particular, de
interés para nosostros es la parte con dividendos donde trabajaremos el modelo en el cual
éstos son obtenidos de manera proporcional a la cantidad de capital invertida en el activo

con riesgo.

1.2. Opciones

1.2.1. Descripodn del problema

Unaopcion es un contrato entre dos partes que otorga el derecho, pero no la d@lligaci
de comprar@pcion tipo call) o vender ¢pcion tipo puj un activo o bien subyacente a un
precio precio de ejercicip en una fecha posterior durante cierto periodo establecido. La

persona@ compdiia) que vende el contrato se le conoce cognuisor. Su contraparte, la



persona que compra el contrato, se conoce ctamedor. A la fecha de vencimiento del

contrato se le llamartiempo deexpiracion o demaduracion.

Ahora bien, al comprar la opmh se puede acordar quelglico momento en que se
puede ejercer es al tiempo de expitaciEn este caso, la o@ei recibe el nombre deu-
ropea. Por otro lado, tamkin podra acordarse que la ojari puede ejercerse en cualquier
momento antes de que llegue la fecha de expira@n este caso se trata de una opci

Americana.

Por otro lado, ambas partes acuerdan en que tal contrato debe terwstarnicial.
Esta cantidad es pagada al momento de la firma del contrato por el tenedor al emisor de
la opcibn, quien adquiere un compromiso a futuro, es decir sabe que en caso en que el
tenedor de la opon decida ejercer, el estaperdiendo la cantidad que el tenedor gana, a
esta ganancia le llamaremfagcion de pago Por tanto durante el tiempo de vigencia de
la opcbn, el emisor usand®o la prima inicial, sin la aportagn o retiro de capital, debe
de generar una estrategia de invensile tal forma que al tiempo en que el tenedor decida

ejercer la opdn, el emisor tenga un capital equivalente a la ganancia del tenedor.

En el caso de las opciones Americanas debido a que es posible ejercer el derecho de
compra o venta de activos antes del tiempo de exj@rado ideal para el tenedor $er
ejercer este derecho cuando la cantidad o ganancia que demandlatises en algn

sentido. La pregunta es@ando o ©mo se sabe erbtide sebptimiza esta cantidad.

En trminos generales, el problema consiste en determinar el precio justo del contrato
para ambas partes,ia®mo por parte del emisor idear estrategias de invergue le per-
mitan tener garantizado cierto nivel de capital para cubrirse y determinar o caracterizar el

tiempo ideal wptimo para ejercer.



1.2.2. Un ejemplo

Supongamos que una confifide bienes y iaes (el emisor) quiere vender una casa,
dentro de unio. Por supuesto la comifia no sabe nada acerca del comportamiento del
mercado y quiere asegurarse de que la casa no tenga un valor menor al actual, que es de un
millon de pesos mexicanos. Ahora supongamos que una persona (el tenédot@etada
en la compra de la casa y quiere asegurarse en no pagadeh valor actual de la casa.
Entonces la persona puede entrar en un contrato con la empresa de biéoes, lamado
opadn tipo call, el cual estipula que dentro de Woas posible adquirir la casa, al precio

actual, que denotaremos por K.

Ahora, al final del siguientef® supongamos que hay dos posibles escenarios: el valor
de la casa aumenta o disminuye. Si el valor de la casa disminuye, digamos a 900,000.00,
claramente la persona interesada en la casa no va a hacer uso de este contraaqopioptar
comprar directamente comorso se hubiera firmado el contrato tipo call; en este caso la
persona interesada no obtiene ganancia alguna. En cambio, si el valor de la casa aumenta
a 1,100,000.00, es claro que se va a hacer uso del contrato el cual permite comprar la casa
a un millon de pesos, la cual pddser vendida directamente en el mercado a 1,100,000.00

obteniendo una ganancia de 100,000.00.

En cualquiera de los dos escenarios, denotandaSgoel valor de la casa al final del
primer &0, la ganancia o funén de pago e§Sy — K), := max {Sr — K, 0}. La grafica
de esta fund@n de pago se muestra en la figura 1.1. La curva inicia en el valor 0 cuando
el precio de la casa es 0 y se mantiene en ese valor hasta que el precio de la casa alcanza
el precio de ejercicidd = 1,000,000. A partir de este punto la curva crece un peso por
cada peso arriba del precio de ejercicio. En kEfiga vemos adeas que las ganancias por

entrar en un contrato tipo call son ilimitadas mientras que éadigas estn acotadas por



abajo por el valor cero.

1,500,000 T

1,000,000

VALOR DEL CALL

500,000

[ T T T T 1
0 500,000 1,000,000 1,500,000 2,000,000 2,500,000

PRECIO DE LA CASA

Figura 1.1: Fun@n de pago para el tenedor de una épdipo call a la fecha de maduraai

Ahora supongamos que la confiide bienes y fiaes se dedica no solo a la venta de
casas sino tamén a la reventa destas, quien para garantizar la venta de una de sus casas
adquiere una opeén de venta de casas con una empresa del mismo ramo. A la primera
de éstas le llamaremos conffla y a la segunda empresa. Supongamos entonces que la
compdiia quiere vender una cierta casa el siguiefii@ &I precio al que lo va vender es
al precio actual de la casa que es de unanillie pesos. Denotaremos este precio, cono-
cido como precio de ejercicio, pdt y por St el precio de la casa al final del siguiente
ano. Entonces sbr > K la compdiia no ejercera este derecho porque no le va convenir
vender una casa a un preci@snbarato que el del mercado. En este caso la cliap®

obtenda ganancia alguna. En cambio,%t < K, la compdiia podéa seguir la sigiente
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estrategia: comprar la casa directamente en el merc&goeanmediatamente venderla a
la empresa al preci& obteniendo una ganancia @& — Sr. En cualquiera de estos dos
casos la ganancia o furdei de pago e6K — Sy); := max {K — Sz, 0}.

La grafica de esta funén se muestra en la figura 1.2. La curva de estaboptipo
put inicia en su valor s alto dek” pesos y va decreciendo un peso por cada peso que
aumenta el valor de la casa hasta s alcanza el valor de ejercicio. Para precasm

altos al precio de ejercicio, la curva se mantiene constante en el valor cero.

1,500,000 T

1,000,000 -

VALOR DEL PUT

500,000

f T T T T 1
0 500,000 1,000,000 1,500,000 2,000,000 2,500,000

PRECIO DE LA CASA

Figura 1.2: Fund@n de pago para el tenedor de una 6pdipo put a la fecha de maduréni

Continuando con este ejemplo, se pudo haber acordado que la fecha de ejercicio fuese
cualquier dla antes de finalizar el contrato que es defum aon precio de ejercicio el precio
actual de la casa, que es He= 1,000, 000,00. En este caso la ganancia o fumtide pago

sefia {(K — Si)4 }o<i<p» dondes; es el valor de la casa al tiempo
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Ahora con respecto al precio del contrato, que tiene que pagar la d@gla empresa
por la optendn de la opdn de venta, tiene que ser una cantidad que le permita a la
empresa de cubrirse. Es decir, la empresa de bienésagaoda invertir este capital inicial
en distintos activos financieros, pedir prestado (a una tasa désphwrhacer ventas al
descubierto (vender activos financieros sin poseerlos), con el objetivo de generar un capital
no menor a la ganancia o fudci de pago. En otras palabras, la empresa de bienésagra
invertira la prima inicial en ummercado financieroen el cual, bajo ciertas operaciones,
logre obtener capital suficiente con que solventar una posible reclammdeicapital. Por
otro lado, la compi@ia acuerda en que este precio tiene que seliténma cantidad que le
permita a la empresa cubrirse.

Finalmente, en el caso en que sea posible ejercer cualdaideltio, el tiempaptimo
para ejercer debe ser aquel en el cual la foimade pago se maximice, en atgsentido,

pues de esta forma la persona interesada en la casa datendrganancia significativa.

1.2.3. Algunas consideraciones generales sobre la modetaci

Una vez entendido el problema financiero coasndetalle, es necesario hablar de un
modelo materatico que permita la descrifiri de este tipo de fémenos.

Empecemos denotando cd@hel tiempo de expirabin de una opéin. Un mercado
financiero consistia de un bono o activo sin riesgo y un activo con riesgo. Puesto que al
invertir en un bono bancario no hay incertidumbre sobre su precio, un proceso determinista
B = (By)o<t<r Sek suficiente para describir su comportamiento. Para el activo con riesgo,
al existir incertidumbre sobre los precios @&te, es conveniente modelarlo mediante un
proceso estd@sticoS = (S;)o<i<r. D& manera qués; y S; representamn los precios de

una unidad del activo sin riesgo y con riesgo al tiempo t, respectivamente.é&rarehiel
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caso de una opoh Europea, denotaremos cfip a la funcbn de pago y con un proceso
esto@sticof = (f;)o<i<r CUando se esttratando con opciones Americanas. Algunas veces
nos referiremos & = (f;)o<:< cOmo colecd@n de funciones de pago.

Algunas consideraciones que se supandrn el desarrollo del modelo:

a) No hay costos de transaoai.

b) Con el valor del contrato o prima inicial el emisor debe de construir estrategias autofi-
nanciables, es decir, que no haya aportes ni retiros de capital. Exclusivamente con la

prima inicial, el emisor, debe poderse cubrir.

¢) No hay informaaddn privilegiada, esto es, todas las deciciones a tomansglo en base

a la informacbn disponible hasta el momento.

d) Hay ausencia de oportunidad de arbitraje. Esto significa que no es posible obtener

ganancias sin arriesgar capital.

e) Se poda comprar fracciones de activos.

En esta primer parte vamos a estudiar opciones donde el activo con riesgo no paga di-
videndos. Dejaremos para al final de esteittép la discusbn cuando hay dividendos y

mencionaremaos un poco sobre consumos.

1.3. Modelo de difuson de un mercado financiero

Como ya se ha mencionado, un mercado financiero colsdgirun par de procesos

(B,S), los cuales corresponden al precio de una unidad del bono baicarioB;)o<i<r
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0 activo sin riesgo y al precio de una unidad del activo con ri€sgo (.S;)o<:<7, respec-
tivamente. A continuadn introduciremos un modelo matéatico para poder llevar a cabo

un aralisis sobre el problema en cuésti

1.3.1. Modelo de Black-Scholes

Para el bono bancariB se supondr queB = (B;)o<:<r €S un proceso determinista
gue satisface la siguiente ecuatdiferencial
dB; = rBydt, (1.1)
cuya soluabn es
B, = Bye™, (1.2)

donder > 0 es la tasa de intés y condiadbn inicial By = 1.
Para describir la evoluan del precio del activo con riesgo supondremos que el activo

S = (St)o<t<T €S UNn proceso estastico que satisface la ecudeidiferencial estaxstica
dSt = St(,udt + O'th), (13)

cuya soluabn es
2
S, = Soexp{(u— %)t+aWt}, (1.4)

dondeu € R es la tasa de apreciédai, o > 0 la volatilidad, Sy, = s > 0 el valor inicial y
W = (W})o<i<r Un movimiento Browniano definido en un espacio de probabilidad filtrado

(Q>f7]F = (Ft)0§t§T7P)'

1.3.2. El emisor como inversionista en un mercado financiero

Una vez establecido un modelo ma#gino, discutamos como va a proceder el emisor

de una opdn para cubrirse.
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Denotemos cotX, el pago que recibe el emisor. Supongamos que la firma del contrato
se realiza al tiempo = 0 y que en ese momento el emisor, quiendhan papel de inver-
sionista, adquierg, unidades de un activo sin riesgoyunidades de un activo con riesgo
con preciosB, y Sy respectivamente. Entonces podemos escribir su capital inicial de la
siguiente forma

Xo = BoBo + 7050- (1.5)

De manera similar, seg = (5;,7:) un parF;-adaptado representando éinmero de
unidades que se poseen de los respectivos activos al tierpoapital, X;, correspondi-
ente a este par eséadado por

X = BiBy + 7S (1.6)
La parejar; = (f;,7:) forma, lo que se conoce como estrategia de ingarsiportafolio

de inversbn al tiempot y al procesar = (m;)o<i<r 0 llamaremos proceso portafolio.

1.3.3. Estrategias autofinanciables

Diremos que un proceso portafoio= (m;)o<i<r, 7 = (8¢, 7:) €S una estrategia de
inversibn autofinanciable si el capital correspondientea tiempot, el cual denotaremos

por X[, satisface
t t
0 0

bajo las condiciones

t t
/ |8u| dB,, < o0, / (uSu)? du < oo, P-c.s. (1.8)
0 0

las cuales garantizan la existencia de las integrales en (1.7)
La definicbn anterior de estrategia autofinanciable es una generailizdel caso dis-

creto, la cual explicaremos a continuai
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Partiendo de la ecudm (1.5) y suponiendo que el inversionista decide cambiar el
nimero de activos que posee justo antes de que un nuevo precio, al tiemsplg del
activo con riesgo se conozca. Pensemos entonces que el decide ahora compicades
del activo sin riesgo y; unidades del activo con riesgo tomando solo en cuenta la informa-
cion sobre los valore&B,, Sy) Y sin la aporta®n o retiro de capital. Entonces, su capital

inicial se puede reexpresar de la siguiente forma
Xo = B1Bo + 71150. (1.9)

Una vez que se den a conocer los precios de los activos, al tiempa, el capital

inicial, bajo el nuevo portafolia; = (/5;,71), se tranformaa en el siguiente
X1 = (1B1 +71151 (1.10)
obteniendose un incremento de capital
AX, = f1AB; +71AS, (1.11)

dondeAX1 =X — Xo, ABl = By — BQ Yy A51 = Sl — S().

Generalizando (1.9) y (1.10) obtenemos para cualquier tiempa,

Xn—l - 6an—1 + fYnSn—l (112)

Se sigue entonces de (1.12) y (1.13), que los incrementos de capital son de la forma
AX, = (,AB, + 7,AS,. (1.14)

y el capital total es

Xo=Xo+ > BB+ > wAS. (1.15)
k=1 k=1
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Ahora, cambiando las sumas en la ec@aanterior por integrales deblbbtenemos la
ecuacdn (1.7) como una generalizéadi de estrategia autofinanciable al tiempo continuo.

Observaddn. Es aqil donde usamos la hipesis deno costos de transadmi. En la
practica, cada vez que un inversionista decide redistribuir su portafolio tiene que pagar una
cantidad.

La radn de porque se escoge la integral deds porque el proceso que se integra se
hace de manera predecible, esto es, se toman los valores del extremo izquierdo de cada
intervalo (infinitesimal).

Denotaremos coAF a las estrategias autofinanciables.

1.3.4. Mas sobre la estructura en los procesoSy X7

Para proceder con el alisis en la estructura de los procesbg X ™ introduzcamos la
medida deriesgo neutral P#*~" definida mediante la derivada de Radon-Nikodym de las

restriccione®)” " = P* | F, y P, = P|F,

dPy" B
=" P-c.s. 1.16
dPt t ( )
donde
_ 1 R
Zf-’”:exp{—“ “w, - = (“ r) t}. (1.17)
o 2 o

Paral <t < T introducimos el siguiente proceso
W =w, + By (1.18)
g

el cual es un movimiento Browniano con respecto a la medida de riesgo retitrajver
apendice, para su demostranj.
De manera que la distribuian o ley del procesdl con respecto & es la misma

que la del procestl’*~" con respecto ®#~". Esto lo denotaremos mediante la siguiente
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expreson

Ley(W,|P) = Ley(W/}"|P*™"). (1.19)

| primer resultado que tenemos sobre el procgss la propiedad de Markov, la cual

mostraremos a continuaeci. Parah > 0 tenemos,

Sten = Soe(”_UQ/z)(HhHUWH"

= Soe(u*ch/?)tJrUWﬁ(M*UQ/2)h+U(Wz+h*Wt)

= S /Dhto(Wepn=W) (1.20)

y comoW,,, — W, es independiente de taalgebraF;, vemos ques,. ; sdlo depende del
valor deS;. Esto muestra la propiedad de Markov del proc€smn respecto &+~ (ver
apendice C).

Consideremos aho@ := S;/ B, el proceso de precios actualizado. Usandétefila
de It0 obtenemos

dS, = oS, dW! ", (1.21)

lo cual nos dice que el proceso de precios actualiz&as(@)oStST es una martingala
con respecto a la medid2' .
De manera asloga consideremos el capital actualizagfo= X[ /B, correspondiente

a una estrategia. Aplicando la brmula de 16 obtenemos
dY] = 07, S, dWF, 0<t<T, (1.22)
o en forma integral
t —~
YT Y+ / S dWET, 0<t<T. (1.23)
0

Esto significa que el proce$d™ = (Y;")o<:<r €S una martingala local con respect®/a”.
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Para continuar con el afisis en la estructura de los procesoSy Y™ vamos a hacer
mas suposiciones sobre la subclase de estrategias autofinanciables AF.

Sea¢ una variable no negativ&-medible conE*~" [£] < oo, dondeE*~"[-] es la
esperanza con respect®& .

Diremos que una estrategiade AF pertenece a la clagd* sipara) <t < T
Y > —EFTT €| F) Pt "-c.s. (1.24)

Tenemos por el lema de Fatou, parae AF¢, la martingala local’™ resulta ser una
supermartingala.

Ahora, $ 11 y 75 son dos tiempos de Markov finitos tal qgé~"(m; < 1) = 1, entonces
B [Y|FL] <V (1.25)
En particular, SiX7 = 2 > 0y 7 € AF® obtenemos
EF [V = B [eTXT] < w (1.26)
En el caso en que € AF°y ¢ = 0, escribiremosr € AF T, la clase de estrategias
donde el inversionista no cae en poditide deudor. A estas estrategias las llamaremos

estrategias de invefsi admisibles

De (1.26) obtenemos parac AF™"
0 <E"[Y]] <. (1.27)
Resumamos los resultados obtenidos en el siguiente

Lema 1.1. Parar € AF, los procesos§ = (§t)0§tg, S, = St/Bey Y™ = (Y[ )o<i<r,
Y," = X[ /B, son martingala y martingala local con respectdP# ", respectivamente.
Adends, sir € AF* el procesoY’™ es una supermartingala, y sic AF" el procesoy’™ es

una supermartingala no negativa, ambos con resped & .
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1.3.5. Estrategias libres de arbitraje

La consideradin de clases de estrategias*Afareciera ser un poco artificial, que son
solo puestas por demand&shicas del aaisis estoastico y no con un objetivo ecomico.
Sin embargo, resulta que todas las estrategias de la classofle no arbitraje y esto es

lo que las hace interesantes desde el punto de vistdetoo.

Definicion 1.1. Diremos que una estrategiac AF es de arbitraje efD, 7], siP-c.s.X] =

0y conP-probabilidad positiva,X] > 0,0 <t <T.
Lema 1.2. Toda estrategiar ¢ AF' es de no arbitraje.

Demostracdn. La demostradin de este hecho se sigue directamente de la propiedad de
supermartingala del proce3@. Si X[ =z =0 P-c.s., entonces = 0 P#~"-c.s. por seP

y P#~" medidas de probabilidad equivalentes, de igual formé;si- 0 con probabilidad
P#~" positiva entonces; > 0 con probabilidad® positiva. Por tanto, de (1.26),sifuera

de arbitraje, entonces

0 < EAT [e_”Xﬂ <z=0,

gue es una contradid@n. O

1.4. Estrategias autofinanciables con consumos y dividen-
dos

Ya hemos abordado el problema en donde de manera autofinanciable un inversionista
crea su portafolio de invei@n con el objetivo de incrementar y mantener un cierto nivel de

capital a partir de un capital inicial.
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Nuestro principal inteé#s es abordar el tema para el caso con dividendos, debido a que
la exposicbn no es muy diferente si tomamos en cuenta los consumos, aprovecharemos
de una vez para describir la modefatien ambos casos. Nos adentraremos en el caso
discreto primero antes de pasar al caso continuo para lograr una explig#citiva a esta

extenson.

1.4.1. Caso discreto

Supngamos que un inversionista tiene un capital ini¢igldistribuido de acuerdo a

un portafolio de inversin inicial 7o = (5o, Y0),
Xo = BoBo + 7050, (1.28)

y sipongamos que recibe un capifal obtenido, por ejemplo, de dividendos, y que adem
necesita extraer una cierta cantidad
De manera que la transforméani del portafolior, = (5o, v) enm = (51,71) €s-
tara basada tomando en cuenta los val@rey D, esto esf3; y v, deben ser elegidos de
tal forma que
BBy + 7150 = Xg — C1 + Dy (1.29)
Altiempot = 1, cuando se den a conocer los nuevos valéieg S;, un nuevo capital
se forma,
X[ = i B1 +75:. (1.30)
y por tanto un incremento de capital
AXT = /1AB; + 11AS; — Cy + Dy (1.31)

De manera similar para cualquier tiempe: n, tenemos,

/67LBTL—1 + ’VnSn—l - XTTLL1 - Cn + Dna X:qr - ﬁan + ’VnSna (132)
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AXT = 3,AB, +7.AS, — C,, + Di,. (1.33)

Obviamente los valoreS,, y D,,, que se reciben y extraen justo antes del tiempon,
sonF,,_;-medibles.

El capital total formado es

XT=X7+Y BABi+ Y wASy—> Crp+> Dy (1.34)
k=1 k=1 k=1 k=1

1.4.2. Caso continuo

Para la respectiva generalizacial tiempo continuo de las ecuaciones (1.32) y (1.33)
vamos a considerar = (m;):>0, 7 = (B¢, ) un proceso portafolic’ = (Cy)>0 Yy D =
(Dy):>0 dos procesos estasticos continuos por la derecha, no decrecientes y adaptados a
la filtracion F = (F)i>0, cONCy = 0y Dy = 0.

Diremos quer es una estrategia autofinanciable con dividendos (D;):>, y con-

sumosC' = (Cy);>o Si el capital correspondientera
X{ = BBt + 754, (1.35)

satisface la ecuatn
t t
X =Xo+ /0 B.dB,, + /0 YudSy — Cy + Dy. (1.36)
Esta es la generalizani del capital total generado al tiempo continuo de la eéuaci
(1.34). Interpretaremos @; y D, como los consumos Yy dividendos acumulados hasta el
tiempo t, esto es{C; y dD, son las cantidades que se consumen e inyectan justo al tiempo

t.
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Si no hay flujo de capital hacia adentrb,(= 0 en 1.36), solo flujo de capital hacia
afuera, entonces la correspondiente estrategia es naturalmente llestiadegia autofi-
nanciable con consum&n el otro caso, cuando no hay flujo de capital hacia afuera, solo
hacia adentro, estaremos hablando deastetegia autofinanciable con dividendos

Denotaremos coX (™-?) el capital correspondiente a una estrategia autofinanciable con

dividendos.



Capitulo 2

Opciones Europeas y Americanas

2.1. Introduccion

En este calpulo estudiaremos los dos principales tipos de opciones que existen, a saber,
las opciones Europeas y las Americanas. Uno de los problemas de mayes gdda va-
luacion de estos intrumentos financieros, es decir determinar para ambos tipos de opciones
el capital que las partes involucradas en estos contratos, el vendedor y el comprador, est
dispuestas a sacrificar. Como hemos visto, la principal diferencia entre las opciones Euro-
peas y Americanas es en el momento en que estas se pueden aprovechar para dlmener alg
beneficio, como el comprar barato y vender cétsto nos lleva a la siguiente pregunta:
¢es posible determinar o caracterizar el momento enatletieneficio que se obiene es
optimo? Estos dos problemas de mayor iesesean aralizados bajo el modelo de Black-

Scholes.

Este capiulo se distribuye de la siguiente forma. En la sénc2.2 estudiaremos las

opciones Europeas donde determinaremos el precio justo y hallaremoanaiatine un

23
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proceso portafolio &xomo tambgn caracterizaremos la éimica del capital correspon-
diente a este proceso portafolio. En la sénc2.3 incluimos un ejemplo donde hallamos
explicitamente las cantidades anteriores. Las opciones Americanas son estudiadas en la
siguiente secéin donde caracterizamos el precio justo y el tiendptimo para ejercer,

ad como tambén se establecen las condiciones para la existencia de tigippo®s de
ejercicio. Acompaamos esta parte con un ejemplo de 6pdhmericana en la se@ 2.5

donde mostramos el proceso de como valuar estos instrumentos financiecomasel

tiempo de ejercicidptimo. Esta parte es importante porque nos da una metodologia que

sblo cambia dependiendo de la fuaoide pago, para valuar opciones Americanas.

2.2. Opciones Europeas

2.2.1. Precio justo para una op@n Europea

Seal el tiempo de expiradin de una opén Europea yf+ la funcion de pago la cual
supondremos es una variable aleatoria no neg#&tjvanedible.

Diremos gque una estrategia de inversioa AF" es de cobertura Europea de la fuorci
de pagofr y capital inicial X[ = =z, si el capital correspondiente al tiempo de expaci

satisface

X7 > fr. (2.1)

Denotaremos coiil(z, fr) la clase de estrategias de cobertura Europea. Ahora fije-
monos en el capital inicial mimo para el cual (2.1) se cumple. Estinima cantidad es
la que el tenedor estdispuesto a sacrificar para obtener un beneficio por la trabsacci

de una op@n Europea. Al mismo tiempo, el emisor sabe que con egténma cantidad
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se poda cubrir de cualquier eventualidad relacionada con la transaccion de éndpai

ropea. Es razonable entonces llamar a estama cantidad eprecio justo para una op-

cion Europea porgue este precio resulta conveniente para ambas partes involucradas con la
transacdn de una opén Europea.

Formalmente, la exprdsi para el precio justo de una opgiEuropea es
C=inf{z : I(x, fr) # 0}. (2.2)
Si 7 es una estrategia autofinanciabtes AF', entonces de acuerdo con (1.25)
X§ > EF" e X7 (2.3)
y Si w es una estrategia de cobertura Europea,l1(z, fr),
x>E e fr], (2.4)

en particular

C>E+" e fr]. (2.5)

A continuacdn mostraremos que la igualdad en (2.5) se cumple. La demastrdei
este hecho involucra la construaoide una estrategia de invénside cobertura Europea la
cual desarrollaremos como sigue.

Supbngamos que

EF" [fr] < o0 (2.6)
y sea
o —_r fT p=r
M, — ¥ {B—T ‘ FW } . 2.7)

El procesoM = (M,)o<i<r €S una martingala no negativa con respecto a la mdefida

y la filtracion (FV" " )o<i<r.
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Por el teorema de representatde martingalas dedtKlark

t
M, = M, + /  dWH, (2.8)

0

donde los valores,,, 0 < u < T sonEF"""" medibles para caday satisfacen
T
/ o’du<oo PFT-cCs. (2.9)
0

Formamos la estrategid = (7} )o<i<r CON7; = (5/, ;) dados por

OétBt
x _ MOt 2.10
,Yt O_St 9 ( )
S
B = M, — %*ﬁ. (2.11)
t

La estrategia de invei@n 7* definida por las ecuaciones anteriores es autofinanciable.

Para probar esto observemos que
X[ = BB +7;' S (2.12)
y junto con la definidn deg; y 7, obtenemos de (2.11)
By By + 75 = My By, (2.13)

esto es

X" = M,B,. (2.14)

La formula de 16 y (2.8) implican

dXT = M,dB, + B,dM,
= MtdBt + Btatdmt_r
* St * St u—r
= (Mt -V E)dBt -+ Vi EdBt + CYtBtth

= B/dB; +;dS;.
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Demostrando agjue la estrategia* es autofinanciable, es deeit € AF.
La propiedad (2.14) nos dice que " martingalaM = (M;)o<i<r €S realizable

como el capital descontado de la estrategiaonstruida anteriormente,

X7
\/z = t
t Bt )

0<t<T.

Ademas

X™ = M,B,=E+ [e—“T—” fr ‘ FV ’”} (2.15)
y evidentemente

X§ = B e,

X5 = fr P-cs. (2.16)

Estas ecuaciones significan que la estrategias de cobertura Europea con capital
inicial z = E*—"e™ "7 fp.

Esto muestra junto con (2.5) que el precio justo para unaaoggiiropea es

C=E"[e""fr]. (2.17)

2.2.2. Independencia del precio justo en el pametro u

A continuacdn mostraremos que basta con tomar como tasa de aptecladasa de
interés, esto es, basta con haget r, solo para ciertos tipos de funciones de pago.
De (1.4) y (1.18) podemos escribir el proceso de precios del activo con riesgo de la

siguiente forma

2
Si(p) = Soexp { (7’ - %) t+ UWtM_T} :
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donde usamos la not&cei S (1) paraindicar la dependencia en elgaetrou. En particular

2
Si(r) = Soexp{(r— %) t+aWt}. (2.18)
Por otro lado, de (1.19) obtenemos que para cualquierdancF-medible
Ley(g(W¢")|[P*™") = Ley(g(W:)|P)

0 equivalentemente

EX [g(Wi )] = E[g(Wy)] .

Ahora, fijemonos en las funciones de pago que dependen en el proceso de precios del
activo con riesgoS(u) = (Si¢(1))e>0, que a su vez depende del movimiento Browniano,
WH=" = (W} ")>0. Usaremos; = f,(S(n)) para indicar que la funoh de pago depende
del movimiento BrowniandV*~" = (W} ");>¢ a traves del proces®' (i) = (S¢(i))i>o-

Por tanto podemos escribir las ecuaciones (2.17) y (2.15) como

C = E[ef(S(r))]. (2.19)

Xr' = B[ T (S0 | A (2.20)

2.3. Un ejemplo de opan Europea, brmula de Black-

Scholes

2.3.1. Call Europeo

En esta secbn nos enfocaremos a la opoi Europea cuya fungn de pago eatdada
por

fr=(5r—K)4 (2.21)
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dondeK es el precio de ejercicio.

A continuacon procederemos con dlculo expicito de la siguiente cantidad
E [e " (Sr — K)4|F]

la cual necesitaremos para @laulo del precio justo en (2.19).
De la propiedad de Markov del proces@gr) = (Si(r)):>0 con respecto & (ver

ecuacdn (1.20)), tenemos

E [efr(Tft)<ST _ K)Jr} Fi]
TR [(Sr — K)+| S|
— T [ (Seexp { (7 - 0*/2) (T — 1) + o(Wr ~ W)} — K), | ]

= IR, [(sexp {(r = 02/2) (T~ 1) + o(Wy = W)} = K) | o 5,

Denotemos cotf’r_,(s) estalltima esperanza y procedamos con 8lcglo. Tenemos

entonces

FT_t(S)

L /OO (se p{(r 02) (T —1t)+ y} K) ¢ T >y2dy
= _— X _— —_— J— o — —t
V21(T = 1) Jyo(t.s) 2

(2.22)

dondeyy(t, s) esla soludn a la ecuaéin
sexp {(r—o?/2)(T —t) + oy} = K,

esto es,
(02)2 =7)(T —1t) + log(K/s).

g

yo(t, s) =
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El primer £rmino del integrando en (2.22) degswle completar cuadrados, se puede
escribir como

1
5" T Vexp {
27(T —t) ( —t)

1 2
= T _t Y
T ey 0T 07
que junto con los cambios de variable= (y — o(T — t))/VT —ty x = y/vT —t

obtenemos para la ecuéni(2.22)

1 o 1 1
- T(Tt)/ {__ 2}d . / {__ 2}d )
Sse exXp z z K exp Xz X
V 2w < z0(t,s) 2 zo(¢,s) 2

conzo(t,s) = (yo(t,s) —a(T —t))/VT —ty zo(t,s) = yolt,s)/VT —t.

Finalmente, tomando en cuenta la sirteette la distribu@n normal obtenemos

L (22T —toy+o? <T—t>2>}

Fr_y(s) = se" " ®(—z(t,s)) = KO(—o(t, 5)), (2.23)

donde®(-) es la funcdn de distribucion Normal.
Por tanto
E [e_T(T_t)(ST — K)+| ft] = 6_T(T_t)FT_t(St)

= Si®(di(t,5)) — Ke "% ®(do(t,5r) (2.24)

donde
di(t,s) = —z(t,s)
_ (02/2 4+ 7)(T —t) + log(s/K)
oV —t
y
dy(t,s) = —xo(t,s)
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Por lo tanto, la expre8n para el alculo del precio justo es
C = Fr(Sy) = So®(d1(0,50)) — Ke "™ ®(dy(0, ) (2.25)

y de (2.20) y (2.24), la diamica del capital correspondiente a la estrategia autofinan-

ciabler, = (0, ;) dadas por las ecuaciones (2.10) y (2.11) es
X7 = S, ®(dy(t, Sy)) — Ke "I Dd(dy(t, Sy)). (2.26)
Para el é@lculo dey consideremos ahora la siguiente cantidad
H(t,z) = Fr_(e"x).
Entonces de (2.20) tenemos
X et =eTH(t e™S,), (2.27)
y por la formula de 16

d(XT e = e Td(H(t,e™S,))

dH dH 1d°H
— 1T - 202 —2r
=e {%CKG tSt) + (E + 5@0’ Ste t) dt} .

o en forma integral

T _—rt __ ™ —rT —Tru 2Q2_—2ru
X[ e =X] —1—/0 e {_dx d(e™™S,) + (_du + 52 Sie ) du} (2.28)

De (2.8) y (2.10), com = r, obtenemos

t
M, = My + / ’yz(j;"qu (2.29)
0 Uu

Se sigue, de (2.14) y (1.21), que

t
e X = XT + / yid(e™™S,) (2.30)
0
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Comparando las ecuaciones (2.28) y (2.30) obtenemos

Y (dH
—rT o T d futSu
ot [ (G - o) dees,

Y(dH 1d°H
— _ T - 2Q2,-2ru . 231
e /O(du+2d:c205“€ )du (2.31)

Esta igualdad significa, que la martingala continua del lado izquierdo de (2.31), es al mismo

tiempo un proceso de vari@ai finita y por tanto, de la unicidad en la represeritaae

Doob-Meyer, esta martingala es igual a cero. Esto significa que

dH
* e—'rT_

Fr_
st = e ety = e gy (2.32)

ds

El calculo de esta derivada no lo mostraremos iexaimente, 8lo el resultado, el cual

€s,

L Er(s) = e’“‘T‘”{@(dla,&))+St¢(d1<t,5t>>(

ds
(r—o?/2)(T —t)+1/S;
oV —1t 7

donde®(-) y ¢(+) son la distribudn y densidad de una variable aleatoria Normal.

r+0%/2)(T —t) + 1/St}
oV —

~+

—K¢(da(t,5))

Finalmente de las ecuaciones (2.11), (2.14) y (2.26) obtenemos la éppasas

St

By = Sie " D(dy(t, Sy)) — Ke "™ ®(dy(t, S,)) — %*g- (2.33)
t
2.3.2. Put Europeo
La funcion de pago de una ojiei tipo Put Europeo es
fr=(K —57)+ (2.34)

dondeK es el precio de ejercicio.
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Denotaremos paP el precio justo que hay que pagarse para obtener este tipo de op-
ciones.
Como
(K —s)4 =(s—K)y —s+ K,
tenemos
E[e"(K —Sr)y] =E[e"(Sr — K)4] —E e Sr] + Ke ™" =C — Sy + Ke ™.

Luego entonces, la siguiente refacillamadaparidad call-putentre los precios racionales

Cy PP de las opciones call y put se cumple:

P=C—Sy+Ke . (2.35)

2.4. Opciones Americanas

Antes de entrar a detalle con el&isis de las opciones Americanas haremos un co-
mentario sobre el tiempo de ejercicio el cual, para este tipo de opciones, no es una cantidad
determinista, por lo cual es necesaria modelarla mediante una variable aleatoria.

Tenemos entonces que el tenedor degidjercer o no@o tomando en cuenta la infor-
macbn sobre el estado del mercado financiero. Esto es, si el tenedor opta por no ejercer,
esta decigin estad basada@o con la informadn que se posea del mercado hasta el mo-
mento de la decién. Esto informalmente significa que el tiempo de ejercicio, es un tiempo

deparo o tiempo deMarkov .

2.4.1. Precio justo y caracterizadn del tiempo racional de ejercicio

Examinaremos opciones Americanas con tiempo de expidti< oo y coleccbn de

funciones de pagé = (f;)o<:<r. Supondremos entonces que se puede ejercer en cualquier
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tiempo de Markovr con valores er0, T'] y que el proceso estasticof = (fi)o<t<r €S
adaptado, esto eg, esF;-medible para cada < ¢t < T, con trayectorias el, el espacio
de procesos estasticos con trayectorias continuas a la derechmitds por la izquierda.
Estadlltima suposidn, en particular implica que la variable aleatofisesF,-medible.

Diremos que una estrategia de invérsi es decobertura Americanade la funcén de
pagof = (f:)o<t<r CON capital inicialX] = z, si el capital correspondienterasatisface
X[ > fiparatodd) <t <T.

Para la fund@dn de pagof = (f;)o<t<r Y €l capital inicial X, = z, denotaremos con
II(z, f) al conjunto de estrategias de invérsir que son de cobertura Americana de la
funcion de pagqf. Esto edlI(z, f) es el conjunto de todas las estrategias de inversbn
las cuales es posible cubrirse en cualquier momento comenzando con un capitat.inicial

De manera que el valor
C=inf{z >0 : Iz, f) # 0}

es la mnima cantidad con la cual el emisor puede idear estrategias de @vegrara
cubrirse.
A la cantidadC es lo que llamaremos precio justo para una @pé@mericana.
Introduciremos la siguiente definii relacionada con el problema de determinar un

tiempo conveniente en el cual la opripuede ejercerse.

Definicion 2.1. Diremos que un tiempo de MarkaV es un tiempo racional de ejercicio
de una opdn Americana con tiempo de expiraniT y coleccon de funciones de pago no
negativas f;)o<:<7, Si para cualquier estrategia € AF* con X7. > f,. y capital inicial

z = C, se satisface
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Denotaremos copM ! a la colecadn de tiempos de Markov finitascont < 7 < T'y
consideremos una estrategia de cobertura Americagall(z, f), y X™ = (X[ )o<i<r €l
capital correspondiente. De la propiedad de supermartingala (1.25), se siguepAfa
que

X7 > BT [T X > B[] (2.36)

y por tanto el precio just@ satisface la desigualdad

C> sup EF7" [e_TTfT] . (2.37)

TEME;

El siguiente teorema muestra que la igualdad en (2.37) se cumple.

Teorema 2.1. (a)El precio justo para una opbn Americana es

C= sup E' [e’”ff} : (2.38)

remMy

(b) Untiempo de paro* € M es tiempo racional de ejercicio si pI® si el supremo en

(2.38) se alcanza en, es decir
C=E*"[e" fu]. (2.39)
Antes de demostrar el Teorema 2.1 vamos a demostrar el siguiente lema auxiliar.

Lema2.2.Sea(), F,F = (F;)o<i<7, P) un espacio de probabilidad filtrado que satisface
las condiciones habituales y s@a= (g;)o<:<7 Un proceso consistente no negativo con
trayectorias en el espaci®. Entonces es posible encontrar una supermartingata=
(V;")o<t<T CON trayectorias en el espacio tal que, para todd <t < T,
V) = esssuE|g,|F:] P-c.s, (2.40)
rem?

dondeesssupes un supremo esencial (veraplice A para su definign).
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Demostraddbn. Pongamos directamente
V; := esssufE[g.|F], (2.41)
reMT
y filemoss y t € [0, 00). Elijamos (basandonos en la defidicide esssup ) una suc@si

(0,)n>1 de tiempos de Markov d#41? de tal forma que

Vi = sup Elgo, | 73] (2.42)

n>1
De la sucedin(o,,),,>1 construiremos una nueva suces(r,, ),,>1 de tiempos de Markov

en M, mediante la siguiente regla:

71 = 01
Y, paran > 1,
Tn, Si E[g‘rn|ft] > E[gcnﬂlﬁ]?
Tpn+1 = ]
On+1, Sl E[g‘r’n‘ft] < E[gdn+1’ft]'
Entonces
Blg.,| 7] = mixElol ) 1 Vi, n— oo

Ahora por el Teorema de convergencia rotmma y el hecho de quet? € M7 paras < ¢,

EVi|F] = ElimElg., |F]|F] = HmE[R[g, |F]F]
= lmE[g,, |Fs] < essupElg,|Fs] < esssupE[g.|Fs]  (2.43)

remy TeMT

pr— VS"

Esto es, el procesB = (V;)o<:<r posee la propiedad de supermartingala.

Tambén de (2.43) y convergencia matona se obtiene la siguiente desigualdad

E[Vi] = E[E[V,|F,]] = E[lim Egy, | F,]] = im E[E[gy, |F]] < sup Elg,], ~ (2.44)

rem?t
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y de (2.41)

Vi > Elg,|F] c.s. parar € MT (2.45)

es decir,

E[V)] > sup Eg, (2.46)

TEMtT

y por tanto la siguiente igualdad se cumple
E[V;] = sup Eg, (2.47)
reM?

Por otro lado, es un hecho conocido que una supermartifgata(V;),~o admite una
modificacbn V* = (V;*) con trayectorias e si y solo si(EV;)o<i<r €s una fun@n
continua por la derecha. Demostremos entoncegBug),<;<r €s una funén continua
por la derecha.

Seart,t, € [0,7],cont, | tyt, <t+1,n>1.ComoV es una supermartingala,

E[V;] > lim EV,, . (2.48)

n—oo

Para demostrar la desigualdad inversa,esea0 fijo y elijamos un tiempo de Markov
o = o(e) de M7 tal que

EVi] <Elg] +e¢

esta elecdn es posible en virtud de (2.47), mas aun es posible eseoggiqueP (o >
t) = 1 por la continuidad a la derecha del proceso no negativo(g:)o<i<r-
Para cada > 1 definimos los siguientes tiempos de Markgy € M, mediante las

siguientes®rmulas
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Entonces
IE [95] — E[90,] | < E[(95 + ge1)1(0 < t,)] — 0, n — oo,
y tomando en cuenta (2.45) obtenemos
E[V.] > E[gs,]

pueso,, € M{ .

Por lo tanto
E[V,] <Elg,] + e =lmE][g,, ] +e <IMmE[V, |+ ¢

y comoe > 0 es arbitrario, estaltima desigualdad junto con (2.48) dan la propiedad de

continuidad por la derecha. O

En virtud del lema 2.2, el proced6 = (Y;)o<;< cON

Y, = esssupEr " {g

rem?T

Ft} (2.49)

T

puede ser considerado como una supermartingala no negatjgaZdncon trayectorias
continuas por la derecha yites por la izquierda.
Por tanto, del teorema de descompdsiaile Doob-Meyer existe una martingaia =

(M,)o<i<7 Y Un proceso creciente predecible= (4,)o<,<r con A, = 0 tales que
Y, = M, — A, 0<t<T, (2.50)

y por Ito-Klark
t
M, = My + / Gy dWHT, (2.51)
0

conéa un proceso adaptado a la filtrani 7" .
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De manera a@oga a como se hizo con la martingdla= (M, )o<:<r definida en (2.7)

el portafolionr = (7;)o<i<1, Tt = (Bt,’%), dado mediante

. By
= — 2.52
Vi O'St ) ( )
N A 5
B = M — g (2.53)
t

es una estrategia autofinanciable con la propiedad de que la marmﬁgalwt)ogtg es

realizable como el capital descontado correspondiefite a

Demostraddbn del Teorema 2.1a) Como se mosir anteriormente, existe un portafolio

tal que
X5

. e T
—:Y:supE“’"[ T],
BO ’ TEME; BO f

de (2.37) y el valor iniciaB, = 1,

Xg = sup EA7" [e_”fT} <C

TEMg

y comoC es la ninima cantidad con la cual es posible cubrit&g, = C, y por tanto

C= sup E" [e’”ff} . (2.54)

remMy

b) Seanr* un tiempo racional de ejercicio,

Y'Y = (Yi)o<t<r UN proceso est@stico con

fT*
B,-

KZW”[

ft:| + c.
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Por su definidn el procesd” es una martingala no negativa y por tanto coincide con un
proceso capital descontadfd = X[ /B, de alguna estrategiac AF.
Tenemos entonces

XT = ByYJ = ByYy=C (2.55)

X5 =DBY. = fro + ce’™

7_*:

Por tanto, sir* es un tiempo racional de ejercicio entonees 0. Esto es
C=E*T" [e*”* fre] (2.56)

Redprocamente, sea" un tiempo de paro para el cual (2.56) se cumple yJséa=
(XT)o<t<7 €l capital correspondiente a una estrategia AF" tal queX™. > f,. (P-c.S.)
y Y™ el capital actualizado.

De la propiedad de supermartingala del procésmbtenemos
XE)T 2 E/L*’r‘ [eiTT*X:*] Z E'u'ir [eiTT*fT*} — C

Por lo tanto, siX; = C, entoncesX”. = f.«, lo cual quiere decir que* es un tiempo

racional de ejercicio. O

2.4.2. Condiciones para la existencia de tiempos racionales de ejercicio

Vamos a considerar el siguiente problema:anclo es posible garantizar la existencia
de un tiempo racional de ejercicio?
En esta direcén introducimos las siguientes condiciones sobre la calacde fun-

ciones de pagg = (fi)o<i<r-



41
| La familia de funciones de pago descontac{aS”fT ITE Mg} es uniformemente
integrable con respecto a la mediB& .

Il El procesof = (fi)o<t<r tiene solo saltos positivos (es dedyf; := f; — fi— > 0).

Teorema 2.3.Si las condiciones | y Il se cumplen, entonces el tiempo
T=mf{0<t<T: X" < f} (2.57)

es un tiempo racional de ejercicio, dond€” = (X7 )o<;<r €s el capital correspondiente

a una estrategia de cobertura Americana con X7 = C y coleccon de funciones de

pagof = (fi)o<i<r-

Observacbn 2.1. Las condiciones | y Il son lo mimo para garantizar la existencia de

tiempos racionales de ejercicio.
Demostradbn. Parac > 0 definimos el siguiente tiempo de Markov

(&) =mf{t >0: f, > X —e}. (2.58)
Vamos a mostrar que este tiempocggptimo en el problema de paéptimo

sup B [e7"7f,],
reMT

es decir,

EF [e7Of 9] > C —e. (2.59)

Sea(o,),>1 una sucesin de tiempos de Markov tal que

B [ f,.] 1C, (2.60)



42

entonces, la siguiente cadena éécalos

Ex—T [efranfgn] — [E#T [eiranfo-n[(an < T(G))] + R+ [efranfan[(o_n > T(G))]

E* e XD —el(o, <T(e)] + B [e7 X (0, > T(€))]

IN

< EAT [e_m"X;r:] —eE+TT [e_m”](an < T(e))]

IN

C—ce P (0, < 1(€)) debido a que,, < T,
junto con (2.60) implican
P* (o, < 7(€)) — 0, n — oo. (2.61)

Sear,, = min(o,, 7(€)), entonces

BT e g] = B [ (o < r(e))] SR [ L 10 2 7()]
> B [ o (0 < )] + B O - (o 2 7(0)]
> B e f, I(o, < 7(€))] + EFTT [e7T W >7(€)] — € puesr(e) > 0
S B [ g, 1o < 7(6))] + BT [e_”’"X“ V> r(e)] —e
S B [ fy (00 < 7(€)] 4 BT [ o I(0n 2 7(6))] — €
= [E+7T [e_m"fan} €, (2.62)

donde en (1) se ada propiedad de supermartingala del proc&so y en (2) el hecho de
quex’ > f,.

Para probar (2.59) notamos que

E+T [e*"T(G)fT(E)} = B e fr d(1(e) < o) + EFTT [e*TT(G)fT(E)I(T(e) > 0,)]
= E+T [e_””an] — E#T [G_TT"an](T(E) > an)]
+E+T [e_TT(E)fT(E)I(T(e) > Un)]

> R4 [e—ranfon] — e —[E#T [e—rTnanI(7-<€) > O-n)} por (262) (263)
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Ahora por la integrabilidad uniforme de la familia™"™ f,. ) y (2.61) tenemos

lim e"™f, = lim e "™ f dP*TT
=0 Jlon<7(e)] =0 Jlon<r(e)|N[e="™ fr,, >

+ lim e dPPT

"0 Jlon<r ()Nl fr, <]

< lim ¢P* (o, < 7(€))

- n—oo

= 0,

es decir, elultimo sumando en (2.63) tiende a cero cuande- oo. Por tanto de (2.60),
obtenemos la desigualdad necesaria (2.59).

Escojamos una sucésie, | 0, n — oo. Entonces es claro, qude,) Ty 7(e,) <
=mf{0 <t <T: X/ < fi(w)} paratodon > 1,ad 7(¢,,) T 7 < 7.

Por la condiadn I,

La condicbn | de integrabilidad uniforme (ver (2.59)) y el lema de Fatou implican

C < limsupE*™ [e_”(E")fT(en)} < EFTT [h’m sup e_”(gn)ff(en)} (2.65)

n n

n n m>n

= [E+" [Q_T%f%] )
peroC = sup, E*~" [e7"" f,], por tanto
C=E""[e""f:]. (2.66)

Luego entonces del Teorema 2.3 concluimos#@es un tiempo racional de ejercicio.

Ahora, como

(C = ErT [e—r%f;—} S EHx—T [e—r%X;r*] S E+T [e—r-OXg*} S (C’
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obtenemosX: = f:. Entonces de la definioh der* como el tiempor* = inf{0 < t <

T: X < f;} se sigue que* < 7. Esto junto con el hechd < 7* muestra que™* = 7y
XI = fre, (2.67)

es decir7* es un tiempo racional de ejercicio. O

2.5. Un ejemplo de op@dn Americana, precio y tiempo
racional de ejercicio

En esh secadn se expondm los resultados referentes a la valdaale opciones Amer-
icanas, ascomo a la descripbn de la estructura de los tiempos racionales de ejercicio para

los dos tipos de opciones Americanas: el cakhedar cuya funéin de pago es

fi = e (S, — K., 0<t<T, (2.68)
y el put eshndar con funén de pago

fi=e MK —8,),, 0<t<T, (2.69)

dondeK >0, S; = Si(r), A > 0.
SeaM,, = {7 : 7 < oo} la coleccon de tiempos de Markov finitos.
Para hacer enfasis en el paretro)\, denotaremos coff(\) y P*(\) de las opciones

tipo call y put.
Teorema 2.4.0pcion tipo Call

a Si\ = 0, entonces no existe tiempo racional de ejercicio, y en este caso

C*(0) < S,. (2.70)
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Para cadae > 0, en la claseM,,, el tiempo determinista

1 K
T. = —log — (2.71)
T ES[)

ese-optimo en el sentido que

C*(0)(1 — ) < SoE [e7"™(Sy, — K)4] < C*(0). (2.72)

b Si\ > 0, entonces
C’ngl, S() < ST,

SO_K7 S()ZST,

1 7 1 r\? 2(A+7)
Y1 = (5 - E) + \/(5 - ;) + 02 , (2.73)
_ 171—1
Ci = 37 (“ ) , (2.74)

s = K-t (2.75)

donde

El tiempo racional de ejercicio es

m=mf{t>0:5 >s]}. (2.76)

La finitud de este tiempo no se garantiza, pero esta es caracterizada mediante la

siguiente medida

. 1 si r—0%/2>0 0 Sy > si,
P(rf <o0) = 1-2r/02
(S—S> si r—0%/2<0 y Sy <si

Teorema 2.5.0pcion tipo Put

Para A > 0 se tiene
CyS7?, Sy > s,
P =4 o (2.77)
K — SO? SO S S;a
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donde

= (2GR e

el K 1+ |y2|
C, = 72 2.79
|72|
=K ) 2.80
” L+ 17| (280

El tiempo racional de ejercicio en este caso es
,={t>0:5 <s} (2.81)
cuya finitud esta caracterizada mediante la siguiente medida

1 si r—0%/2<0 0o Sy < s,

P(r; < o0) = (2.82)

o 2r/a?—1 .
(s‘i) , 8l T—0%/2>0 'y Sy>s;
Demostracdn del Teorema 2.4Como se muestra en la propoéisidel teorema, los casos
A =0y \ > 0setratadn por separado. Si= 0, las funciones de pago sgn= (S;— K,

0<t<T.ComoS; = Sye"te”Wt=(e%/2)t tenemos
e fy = (Soe™ T — e, (2.83)

donde(e”":~(*/2)1) . | es una martingala.
De esta forma(Sye”"t~(**/2t — [{¢~""),5, es una submartingala y por la desigualdad
de Jenser(S,e”"i—(7*/2t — Kem), 1,50 es también una submartingala.

Luego entonces, para cualquier> 0 y tiempo de Markov finitor,

E [e_”fT} <E [e_TTfT] ,

y por tanto el tiempa™ = T esoptimo en la claseM{. Esto significa que, en el caso

de un call Americano con tiempo de expi@cil’, el tiempo que coincide con la fecha
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de expiraddn 7' es un tiempo racional de ejercicio. Esto puede ser interpretado diciendo
gue una op@n Americana tipo call es igual a una opeiEuropea tipo call con tiempo de
expiracbnT.

Parar € M,,
E [eirTfT} =FE [(Soegwff(az/Q)T — K(E*TT)J < SoE [eoWTf(UQ/mT} = S,

por lo tanto

C*(0) < Sp. (2.84)

Consideremos ahora el tiempo determinista 7, definido en (2.71). Para este tiempo,

E [e_TTefTJ — SO]E [(enge—(UQ/Q)Te . SEB_TTG) I (GUVVTE—(UZ/Q)Te > Sge—rTe>:|
0

) -

— SOE |:(6UI/VT€—(02/2)T6 . Ee—rTe):|
So

—S,E Wt —(0?/2)Te _ Ee—rTe I [ eoWr—(a?/2)Te Ee—rTe
SO SO

> So (1 - EerTE) = So(1 —e),
So

gue junto con (2.84) muestra la validez de las ecuaciones (2.70) y (2.72) de la parte (a) del
teorema.

Ahora, supongamos que> 0. En este caso tenemos que> 1 (ver (2.73)).

Denotemos con

V*(s) = sup E, [e”7g(S,)], (2.85)
TEM,

donde, para > 0, P es una distribuéin de probabilidad pargs;);>o conSy; = sy E; es
la esperanza con respecto a la medida
La teoiia general sobre tiempos de paatimo para procesos de Markov nos dice que

V*(s) es la minima funcbn (A + r)-excesiva mayorante de la fuboig(s) = (s — K)4,
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s > 0, es decir, la menor de las funcionés= U(s) tal que

U(s) = g(s),

U(s) > e” MU (s), (2.86)

dondeT,U(s) = E, [U(S(r))].

De acuerdo con resultados generales sobre reglas dépimmw, 1*(s) tiene una es-
tructura simple, a saber, es convexa en el intery@lec) y V*(s) = ¢(s) paras su-
ficientemente grande. Esto implica, que los conjur@s= {s : V*(s) > g(s)} y

D* = {s: V*(s) = g(s)} tienen la siguiente estructura:
C*={s:s<s}}, D*={s:s>s}},

cons;j € (K, 00).
Ademas, el tiempo de parg" definido como la primera vez que se llega al conjuitoes
un tiempo de par@ptimo. Se sabe tamém que cuand®*(s) es suavel *(s) y el punto

fronterast son soluadn del problema de Stephan (o problema con frontera movible):

LV(s) = (A+n)V(s), s<si, (2.87)
V(s) = g(s), S 2 81,

donde
2

LV (s) =rsV'(s) + %S2V/,(S). (2.88)

A continuacon proseguiremos con la soloai al problema de Stephan. Buscaremos

una soluddn a la ecuadin diferencial (2.87), es decir a la ecuati

rsV'(s) + %252‘/”(3) = (A+nr)V(s) (2.89)
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en la formaV/ (s) = c¢s”. Entonces para funciones de esta forma, obtenemosypara

2 (1 B 27") . 2\ + 1) _o (2.90)

o2 o?
Supondremos, sin perdida de generalidad, #fue- 1. (Para el caso general, hay que
hacer simplemente los cambios— r/a%, A — \/o?)

La ecuacdn (2.90) corv? = 1 tiene dos races,

71:(%—7")+\/(%—T)2+2()\+7’) (2.91)
= (% _T) - \/(% —r)2+2()\+r). (2.92)

Es claro queis\ > 0, entonces; > 1;si A = 0 entoncesy; = 1. S A > 0, entonces

72 < 0. Por lo tanto la soluéin general a la ecuam (2.89) enlare@nC* = {s: s < si}
tiene la siguiente forma

V(s) = C1s" 4 Cys™. (2.93)

En nuestro caso de ojei tipo call,C; = 0 porque en caso contrarid(s) — +oo,
s — 0, el cual debe ser excluido debido a que por naturaleza del probiféma> 0y
V(s) < s, ver ecuadn (2.86).

De esta manerd/(s) = C;s™ paras < s}, dondeC' y s} son constantes por determi-
narse.

La condicbn (2.87) nos lleva a la relam
Ci(spm =57 — K (2.94)
y haciendo uso de la condiri de pegado suave

V'(s) , (2.95)

=g(s
9( )Sls;

*
sTsy
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la cual implica

Cim(s))" ' =1,

esto es

Cals)™ = 83/ (2.96)

Luego entonces de (2.86) y (2.94) obtenemos

. " R - 1 y1—1
S1 = th — 1, Cl =M T . (297)

Porlo tanto enlare@n C* = {s : s < s}},

=2 )

A continuacdn mostraremos que en efecto la fuorcl/(s) dada por el lado derecho de

(2.98) en la regio* e igual ag(s) en la regbn D* coincide conl/*(s) definida en (2.85)
y que el tiempar; esoptimo.

Para probar esto es suficiente con verificar las siguientes dos propiedades:
(A1) E; [e"P7V(S)] < V(s), s > 0 para cualquier € M,;
(A,) E, [e‘(”")Tikg(STl*)] =V(s),s>0.

La funcionV = V (s), s > 0, definida anteriormente pertenence a la ctadele fun-
ciones dos veces continuamente diferenciables. Por lo tanto, deralf de 16 aplicada

aV(S;), vemos que para cualquierc M,
eIITY(S) = V(Sy) + / eIV (S,) = (A+ 1)V (S,)] du
0
+ / e~ MG S V(S,) dW,,. (2.99)
0

Ahora, comoV/(s) en (2.98) satisface la primer ecuamien (2.87), tenemos que en la

regionC* se verifica la siguiente ecuéci LV (s) — (A + )V (s) = 0. Mientras que para
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regibn D* se tiene lo siguientéV (s) — (A+7)V (s) < 0, en efecto, com®'(s) = (s—K)

en D* tenemos qué.V (s) = rs, adends sis > K obtenemos de (2.97)

rs—(A+7r)(s—K); = Kr—As—K)<Kr—\s]—K)

_ K (—W — (A 7“)) , (2.100)
n—1

y de la ecuadin (2.90) (cornv? = 1) tenemos

2
=7 Yy =1
=) = -1t 202D,

y como~y; > 1, se sigue entonces de la ecdacanterior y (2.100) que en la régi D*,
LV(s)—(A+r)V(s) <0. (2.101)

Sea

t
I = / e~ MG S V(S,)dW,. (2.102)
0

Entonces, puesto que para todo 0, LV (s) — (A + 1)V (s) < 0, (2.99) implica que
I, > e OIS = V(Sy) > =V (So). (2.103)

Luego entonces la martingala locdl);>, uniformemente acotada por la constante

=V (Sy) es, por el lema de Fatou, una supermartingala y por tanto para cualgeigf,
E[,] <E[l] =0. (2.104)
Tomando en (2.99) la esperarizg en ambos lados, vemos que, para M,,
Eg [e"MTV(S)] < V(s) (2.105)

y por tantoV*(s) < V(s) ya queg(s) < V (s).
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Ahora, veremos que la propiedad.jfes valida. De (2.99) para= t A 7 tenemos
e_(A+T)@ATf)L/(E%ATf)

— V(S + /0

Si Sy > si, entonces; = 0y V(Sy) = g(So), es decir, la propiedad (A es obvia-

mente valida.

AT

1 e_(/\—i-r)u[Lv(Su) _ ()\ + T)V(Su)} du + [t/\rl* (2.106)

SeaS, < si. Entonced .V (S,) — (A +7)V(S,) = 0 paratoda: < ¢t A 7y de (2.106)

se tiene
—V(Sp) < Iipry = e MDY (S, ) — V(Sp) < V(ST) — V(So)
Esto implica que la martingala locél;,-+):>o €s uniformemente acotada y por tanto
una martingala. Adeas, para cualquie$, > 0, lim; .., [\ = I+ eXiste y
Es, [Lﬂ =0. (2.107)

Hagamog — oo en (2.106). Entonces, sobre el conjufite: 71 < oo}
eI g(Se) = e MV (S ) = V(So) + Iy, (2.108)

Tomando la esperani, en el primer yultimo termino de las ecuaciones anteriores

considerando (2.107) obtenemos la rédadiA;)

Para completar la prueba del teorema, solo basta examinar la pregunta sobre los valores
de la probabilidad (7] < c0).

FijandoS, = s obtenemos

=mf{t >0:5, > s} =inf {t >0 Wit (r—a?/2)t - ﬁ} . (2.109)
s

Por lo tanto,

t<T

P(rf>T)=P <sup[aWt + pt] < x) : (2.110)
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dondeu = r — 02/2, z = log(s;/s). De acuerdo con el @&ndice D

x—pT oyt )0 (—ZE—/LT)
P(suplcW,+ut|l<z )= — e[ — . 2.111
(supiet sy <) = (*E7) T @110

Esto implica que, st = r — 02?/2 > 0, entonces para cualquier> 0 la probabilidad

P (sup,<p[oW; + put] < z) — 0 cuandol’ — oo. Sip < 0, entonces, cuandb — oo,

xz —/LT 2ux/o? (_37 - :LLT) 2ux/o?
o — et | —— ) =1 —¢* ) 2.112
( T ) T (2.112)

Asi sir > o%/2, entonce® (77 < oo) = 1. Es decir, el tiempa; € M,. Sir < 02/2

tenemos pard, = s < s},

s 1-2r/0?
P(rf < o0) = (—) . (2.113)

31

El Teorema (2.4) eatprobado. O

Demostracdbn del teorema 2.5Consideremos los conjuntos
C*={s:s> s} D*={s:s<s3} (2.114)
y el correspondiente problema de Stephan

LV(s) = A+nr)V(s), s>s5 (2.115)
V(s) = gls), s < 83,

= g'(s)

sls3

V'(s) (2.116)

sTsS'
Ahora, tomando en cuenta que la funcion de iggpara nosotros, es decir la funcion de

pago, esta acotado por arriba, obtenemos que la soldebe de ser de la forma
V(s) = Cys™, 5> 85, (2.117)

dondey; < 0.
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La solucbn al problema de Stephan en (2.115), que es de la forma (2.11&
por las ecuaciones (2.78)-(2.80), la cual se hace de man@i@garae la del teorema 2.4.

Procedamos con ebtculo de la probabilida® (75 < o).

Es claro que si5, < s3, entonces; = 0. Sea entonces, > s, recordando que

w=r—oc%/2, tenemos

t<T

P(r;, >T) = P <1’nf [Spe?WiHt] > 33) =P (inf(aWt + pt) > log 8—2>
t<T SO

=P <Sup(—0Wt — ut) < log %)

t<T 2
:c—l—,uT) oo (—:c—i—uT)
= & L Y I ol
( oT oT

donder = log(Sy/s%) > 0. Esta representam muestra que i = r—o?/2 < 0, entonces
P(r; > T) — 0, conformeTl” — oo.

En el caso en qug > 0, tenemos
5" 2r/o%—1
P(r; >T) —1-— (-2) : (2.118)

El teorema (2.5) esta probado



Capitulo 3

La Opcion Rusa

3.1. Introduccion

La opcbn Rusa, introducida por Shepp y Shiryaev, es un put Americano que otorga
el derecho de vender a un precio fij@, o al valor maximo que el activo con riesgo ha
alcanzado hasta la fecha de ejerciejda que resulte @s grande. Este tipo de opciones
esh caractédrzada pominimo arrepentimientalebido a que el tenedor de la opial no
ejercer o vender al tiempo de ejercicabe que posteriormente padrender almenos al

precio que se téa al tiempor.

En esta parte del escrito obtendremos el precio justo de lampes decir, hallaremos
el supremo en (2.38) expltamente d@scomo tamb&n determinaremos el tiempo racional
u 6ptimo de ejercicio. Estas cantidades por determinar dependen fuertemente en el valor
del activo y el valor raximo del activo al tiempé. Es decir en un proceso bivariado el cual

resulta ser de Markov.

La introduccon de una nueva medida de probabilidad, conocida como medida martin-
gala dual, nos permitarreducir la optimizaéin de un proceso de Markov bidimensional en

uno de Markov unidimensional que se obtiene haciendo el cociente entre el zionon

55
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del activo y el valor del activo al tiempo

Mediante laérmula de 16 transformaremos el problema de optimifexile un proceso
de Markov unidimensional en un problema determinista. Esto se bgepresentando
la expresbn aoptimizar en una parte que es supermartingala e investigar para la parte
restante cuando se hace cero. Estiono lleva al planteamiento de una ecuacdiferencial
determinista que en la literatura es conocido como problema de Stephan o problema con
frontera movil.

La parte que es supermartingala en la represéntagie se menciona arriba, se puede
transformar en una martingala, mediante la efatde un tiempo de Markov adecuado,
al considerar el proceso parado de la exresioptimizar. Este tiempo de Markov que
transforma la supermartingala en una martingala resudtrel tiemp@ptimo de ejercicio.

Este cajtulo esh organizado de la siguiente manera. En la $ec8.2 daremos la
definiciobn formal de la op&n Rusa con su correspondiente coléncde funciones de
pago. En la siguiente seéti introduciremos y expondremos la constréaaie la medida
martingala dual. En la sedni 3.4 demostraremos que el cociente entre el vatoimmo del
activo y el valor del activo al tiempbes un proceso de Markov con respecto a la medida
martingala dual. En la sedm 3.5 trataremos el problema de Stephan cuya soiutos
da la soluadbn al problema de optimizam del proceso de Markov mencionado arriba.
Finalmente en la sedm 3.6 trataremos el problema con dividendos, donde veremos que el

precio justo se puede determinar a &sidel precio justo en el problema sin dividendos.

3.2. Definicbn de la opcbn Rusa

La Opcibn Rusa es una opm del tipo Americana que da al tenedor el derecho de

vender un activo con riesgo o bien subyacente al pre@gimmo que este ha alcanzado



57

0 a un precio fijoM,. Es decir, la Op&n Rusa es un Put Americano con coléccie

funciones de pago dadas por
fr = e M max {MO, max Su} , (3.1)

dondes, es el precio del activo con riesgo al tiempall, > Sy y A > 0.

La constantel/, puede ser pensada como uaximo inicial, por ejemplo el @ximo
valor que el bien subyacente alcénen el periodo anteriof—ty,0). Tamben podemos
pensar a\l, como el valor nmimo al cual el tenedor le estapermitido vender, esto es,
M, es un tipo de seguro o gar@men caso de que elarimo del precio del activo con
riesgo no alcance un valor atractivo para vender. Podemos escribir elWgkm €rminos
del valor inicial del precio del activo comt, = Sy, cony, > 1. El factor positivo de
actualizaddn ) en (3.1) es necesario para garantizar quepgisno ejercer en algn tiempo
de paro finito.

Analizaremos la opéin Rusa con tiempo de expiraai infinito, esto significa que el
tenedor poda ejercer en cualquier momento posterior a la firma del contrato. De manera
araloga a la expre8n para el precio justo y la caracterizatidel tiempo racional opti-
mo de ejercicio de una opm Americana con tiempo de expiranifinito, la expregin y

caracterizadn respectivas con tiempo de expiracion infinitcaastiadas respectivamente

por
C= sup E* [e’TTfT} , (3.2)
0<r<o0
y
C=E*"[e7" fr], (3.3)

es decir* es aquella variable aleatoria donde el supremo en (3.2) se alcanza.
El calculo deC vy la caracteriza@n especifica de* para el caso de la ogm Rusa

estin dados por el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.El costo racionalC de la opcon Rusa con colecsn de funciones de pago

f = (fi)o<r<o dadas en (3.1) y tiempos de Markov con valorefenc) esé dado por

mil {(932 —1) (%) 1 + (1 =) (%) 2] C 1< <,

C == So : 5 (34)
wo; wo 2 %
dondex;, x4, Son las races de la ecuabn (3.33), definidas por (3.35), (3.36), y
" B 1/(x2—21)
§ = (ﬂ et 1) . (3.5)
Ty Tog—1
El tiempo racional wbptimo de ejercicio es
T*:inf{tZO:wtziz}, (3.6)
donde
by = mAax {max,<; Su, Soto } >0, (3.7)

Si
Para la demostra@n de este teorema introduciremos una nueva medida de probabilidad
la cual nos permita obtener una nueva represendagpara el precio justo de una opui

Americana.

3.3. Medida martingala dual

3.3.1. Definicon de la medida martingala dual

Consideremos nuevamente el proceso de precios actualizados

el cual es una martingala con respect®‘a” y por tanto

i] = & =5 porqueB, = 1,
By

EFTT = =
{ By
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esto es,
Sy 1
EFT |2 —| =1.
{Bt 50}

Estadltima relacon permite definir, para> 0, la siguiente colecon de medidas

~ 1

P/ (A) . =EFTT S L I(A) paraA € F, (3.8)

B, Sy

las cuales se pueden extender a uniga medida que denotaremos ﬁw que satisface
que las restriccioneﬁ“ﬂ]—} coinciden corf’fj*”, t > 0. A P* le llamaremos medida

martingala dual.

3.3.2. Nueva representadin para el costo de opciones

Recordemos que en la se@ai§2.2.2. vimos que es posible tomar como tasa de apre-
ciacion la tasa de intés, esto es podemos hager= r. Esto nos permita escribir la

ecuaobn (3.2) de la siguiente forma

C= sup El[e " f(S(r))]. (3.9)

0<7<0

Ahora, la siguiente cadena de igualdades

vt [f] s[5 4] s €

dan una nueva representacion para el precio justo de un@nopci
En particular para = r tenemos
_ fi(S5(r)) = [ fi(S(r))
E[e™ =E = SoE . 1
e sty =B [ 5] — s | B (3.10

Por tanto el precio justo en la nueva represebtapiara la opén Rusa con tiempo de

expiracbn infinito esé dado por

C=25, sup E [M} , (3.11)

0<7<0c0 ST(T)
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3.4. Laestructura del procesqy),-

Primero introduzcamos el siguiente proceso
Wtu_r - th"‘_r - Ut, t Z O,

el cual es un movimiento Browniano con respecto a la meRi¢ial. En particular, para

w =1 el procesdV = (W,),;>0 €s un movimiento Browniano con respectB a

3.4.1. Elprocesa) = (1:):>o €s de Markov

Escribamos el proceso de precios del activoegminos dev,

Si(r) = Spexp { (7" + %2) t+ aﬁt} . (3.12)

De la definicon dey = ()0,

max {méx,<; Sy, Soto }

wt = St )

(3.13)

tenemos

o f méxy<ira Su Soto
(PN max

Seen Seia
méx { MAXy,<¢ Su Sotho MAX; <y <t4A Su/St }
St Seia/S Si-Sea/Se SwalSi

(3.14)

1 X<y S./S
— mix {wt MmaXi<u<t4+A / t} ‘

‘ St+A/St’ St+A/St

De (3.12), para < u < t + A, obtenemos la siguiente reléni,

?—:_exp {a (W= W) + (r+%2> (u—t)}7 (3.15)

y como (Wu — Wt> es independiente d&,, las siguientes variables

Su/St, méX (Su/St) s St+A/St (316)

t<u<t+A
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son tambén independientes dg; por ser funciones del incremen(ch — Wt>. Luego

entonces (3.14) no depende de la histdjasolo dey,, es decir

Ley (virral7iiP) = Ley (viralvii P) (3.17)

demostrando la propiedad de Markov del proceése (v;);>o con respecto R.

3.4.2. Elprocesa) = (1;):>o Se refleja al llegar al punto 1

Sea
M,; = max { max Sy, Sowo} ,
0<u<t

entonces
M,

thE.

Usando ladrmula de 16 tenemos

dM,

M, 1 1 __
di, = d <—’f) — M,d (—) - dM; = —, [rdt v ade} +=
t

Sy St St

o en forma integral

t t "M,
¢t=wo—r/wudu—a/¢udwu+/ |
0 0 0 Su

Analogamente, para cualquier funig = g(v), v > 1, de claseC?,

dg(r) = g'(Ve)d¥; + % g" () o 22 dt

o en forma integral

9(W) = g(tho) +/0t {—T@Dug’(%) + %021&39”(%)} dt

t . . t , %
o [ @)W+ [ )%

u

= o)+ [ Lawai—o [Cvg@aal+ [ gw)r @)

u
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dondeL es el operador diferencial

a o* , 0%
La Gltima integral en (3.18) puede ser escrita como
b dM, b dM, b dM,
[ow) S = [ @) trw =+ [ dw) gtiw >, 620
0 Su 0 Su 0 Su

Vamos a mostrar que el seguné@orhino de la derecha en (3.20) egiitico a cero. De
la definicbn dey; en (3.7), tenemos que > 1 siy lo si M, > S;, pero esto sucede en

la regibn dondeM; = M,-, es decir, dond@/; es constante (ver Figura 3.1).

B

T T
0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 3.1: Gafica de S, = exp{(r—";) —{—aWt} (linea delgada) yM, =
max {max,<; Sy, st} (linea gruesa)

Pero en esta regn la integral

/ 9 W) S (> 1) = 0. (3.21)
0 u
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Esto permite escribir la ecuaci (3.18) como

o) = g+ | Lo(bu)du—o / ) udiT

+ [ dw) S = 1), (322)

u

Ahora consideremos el tiempo que el procese- ();>o pasa en el punto 1. Por el

E MOO I(th, = 1)dt1

teorema de Fubini

= /OOIE[I(¢t:1)]dt (3.23)
0

S TR (3.24)

= 0 (3.25)

debido a que), = M,;/S, al ser funcdn del proceS(W = (V[N/t)tzo gue tiene densidady
también tiene densidad y por tarﬁ@zbt =1)=0.

El significado de la ecuamn (3.25) es que el tiempo que el procese- (v;):>o pasa
en el punto 1 es cer®- c.s. Esto es, el proceso= (v:)o>o Se refleja inmediatemente al

tocar el punto 1.

3.5. El problema de Stephan relacionado con el problema
de paro optimo del procesoy = (¢),~

Sea

V(¢) = sup Ey[e ], (3.26)

0<T<00

dondeﬁw es la esperanza con respec@ala ley de distribudn del proces@ = (¢):>o.
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Por (3.11)

C = SoV (1), (3.27)

donde, es una constante de (3.1) contenida en la definide funcbn de pagof =

(ft)ogth'
De acuerdo con la tetar general sobre reglas de pa&mimo para procesos de Markov
es natural esperar que la estructura del tiempo de @aticno 7* en el problema (3.26)

tenga la siguiente forma:
™ = inf {t >0: V() > wt} . (3.28)
De hecho, la estructura dé debe ser bastante simple:
r*:inf{tzozwt 2&}, (3.29)

donde@ es una constante. En otras palabras, se puede decit @gda primera vez que el
procesq(¢;) <, llega al conjunt05 = {@b D > J}

Supngamos que la fungh V () es suficientemente suave, entonces de acuerdo con la
teofia general sobre reglas de par@ptimo la funcén XN/(w) satisface, para

1 < < 1, la ecuaddn diferencial

LV () = AV (), (3.30)

dondelL es el operador diferencial (3.19) con la conaditde frontera

V'(14) = 0. (3.31)
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Vamos a buscar la solun de (3.30) en la form¥ () = ¢*. Entonces para obtene-

mos

LV(y) = Ly*
o? . 0?

_ e T
= T¢a¢¢+2¢a¢2

= —rvwyr + Dta(e -
2

= —rzV(yY)+ %!E(ff = V(). (3.32)

z/]ac

De manera que la ecuéci (3.30) para la funon V() = v, x € R es

—raV () + 2ol — V() = WV (),

simplificando obtenemos
2 2\
2 - (1+—T>x——:O,

o2 0?2
o0 bien
2> — Az — B =0, (3.33)
con
2r 2\
A:1+;, B = 2 (3.34)
cuyas soluciones est dadas por
A A\?
= —— — B 3.35
n o= 5-y(5) +2 (335
A A\?
Ty = 5 + 5 + B. (336)

Por tanto pard < v < v, la solucbn general/ (¢)) es de la forma

V() = Crp™ + Corp™, (3.37)
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dondeC;, C, y ¢ son constantes por determinar.

Para encontrar el valor de estas tres constantes se deben cumplir tres condiciones:

V) = o
V(@) = 1
V'(l+) = 0

las cuales llevan respectivamente a las siguientes relaciones

Crip™ + Cot™ = ) (3.38)
Cll’l{/;zl—l + 021,2{/;@—1 =1 (339)
Clxl + CQI‘Q =0 (340)

Multiplicando la relacdn (3.39) porzZy tomando en cuenta (3.38) se obtiene
Crip™ 4 Cytp®™ = Cra b + Cogth™ (3.41)
pasando todo al lado izquierdo y tomando en cuenta (3.40) obtenemos
G (1= ) = (261) (1 - ) =0 (3.42)

o lo que es lo mismo

].—.I‘Q T

U = (3.43)
1-— r1 X2
es decir
" 1 1/xo—x1
b= (@ .4 ) . (3.44)
T, Tog—1

Ahora dividiendo (3.38) por/Nz, tomando en cuenta la reléai (3.40) y la expreén
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anterior obtenemos
Sl Tl Sy
1 = Ciy™ 1—x—01w2 !
2

_ Cl,ggxl—l (1 . ﬂ&l‘z—xl)
T2

— 0177}/“?1—1 (1_ﬂ.ﬁ.x1_1)
To X1 T — 1
Tei—1 L2 — 1

= O™ 1

XU P

lo cual nos da la expre&sn para
-1 1
Cp=2"". (3.45)

De manera azoga

- 1
Cp= — L. = (3.46)
Ty — T1 ¢I2—1

Resumiendo la informagn obtenida obtenemos el siguiente resultado

Lema 3.2. En la clase de funcione§?, V = V(z), la solucbn (V, zZ) del problema de

Stephan o problema con frontera movible

LV(p) = AWV(), 1<y <,

~ - _ (3.47)
V(l/}) - wv V,(¢_) = 17 V(1+) =Y
est dado por la formula:
& {(xg _1) (ﬂ) (=) (z)} 1< <,
V() = ) (3.48)
¢7 w Z ¢7
donde

" B 1/(z2—x1)
&= (ﬁ .4 1) 7 (3.49)



68

1 r 1 r\> 2\

Ty = <§+§)—\/(§+;> +§, (3.50)
1 r 1 r\> 2\

To = <§+ﬁ)+\/(§+ﬁ> +F. (351)

Demostracdn del Teorema.Comparando (3.27) con (3.4), vemos que la proposi¢8.4)

del teorema consiste en lo siguiente:

V() =V(y), (3.52)

dondeV = V(v) es una soluéin del problema de Stephan (3.47) definido en el lema
anterior.

Para probar (3.52) es suficiente con establecer las siguientes dos condiciones
A1 para cualquier tiempo (P,-c.s.,;» > 1) finito
Ey ey, <V(¥)],
A2 el tiempor* = inf {t >0 > zZ} es P,-c.s.,¢ > 1) finitoy
Ey [e ] = V(1).

Aplicando la brmula de 16 al procesa V' (v;), tomando en cuenta (3.18), obtene-

mos

d(eMV () = e Nd(V (1) + V(h)d (e7)
= ¢ M {LV(wt)dt — UV/<¢t)¢tdW + V/(wt)dgftj(wt - 1>}
— e MV (4, )dt.

Entonces para cualquier tiempo de Markov finito

V() = Vo) + / e LV (i) — AV ()] du

dM,
St

— / ' eV () 1hudW, + / ' e MV () ——I (1, = 1).  (3.53)
0 0
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Tenemos de (3.47),V () — AV (¢) = 0 paral < ¢ < ¥, y tomando en cuenta (3.32)
conz =1, LV () = AV (¥) = —rp — A\p < 0 paray > 1. Asi, LV (1) — AV () < 0 para
todowy > 1. Mas ain, latltima integral en (3.53) es igual a cero debido a fu@) = 0.

Luego entonces se sigue de (3.53) que la martingala local
I = - /0 LV ()T,
es uniformemente acotada por abajo:
I > eV () = V(tho) = 0=V (1o). (3.54)

Por lo tanto,(I;) es una supermartingala cﬁz@ [I,] <E ] = 0.

0<t<oo

Tomando la esperan&b en ambas partes de (3.53) obtenemos por la propiedad de

supermartingala
B [ V)] = v+ B | [ e v - v a
1, { /0 ' —e—MU%V’(wu)qu]
< V(@)+0+0
— V() (3.55)

para cualquiet) > 1y tiempo de Markov finitar.
Por otro ladoy) < V(1) como se muestra a continuaoi

(4 V()
= ¥ < Cp" + O™

IN

— 1 < Cﬂbmlil + 021/1‘76271 = G(@b)
derivandoG(v)) y tomando en cuenta (3.40)

d

@G(¢) = Ci(zy — D)™ 2 4 Colag — 1™ 2

= (O (_ﬁ(ﬂfl — D)™ % 4 (29 — 1)¢x2_2>

T
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esto implica que

G'(y) <0
= (-7 < 2(r - Yn?
To—x x x1—1
— ¢ 2 1 S ﬁ . ﬁ
< oo @1 1/(x2—x1) ~
= P < (E : m) =1

por lo tantoG’(¢) < 0 en|[1,%], ad G(¢) es no creciente ef1, | y por tanto el valor

minimo se alcanza eﬁ El valor de la funddn G(¢)) en{/; es

GW) = Cu™™ + G

.1172—1 4 1—.]71

To —T1 To — T
= 1.

Por lo tantoG(¢) > 1,4 > 1. Asi ¢» < V() que junto con (3.55) se obtiene
Ey [e 0] <Ey eV (¥,)] < V(1)

para cada) > 1y tiempo de paro finitoﬁw-c.s.). Esto prueba la propiedad Al.
Para la propiedad A2.
De (3.53)

e MY (ypre) = V(o) + /0 MLV () — V()] du T (3.56)

Siy > @Z entonces™ = 0y la propiedad A2 evidentemente se cumple. $ea {/7

entonced.V (v,) — AV (¥,,) = 0 parau < t A 7. Entonces la ecuamn (3.56) se reduce a
e MV (upge) = V(10) + Linge, (3.57)
por lo tanto

~V (@) < Iprr = e NIV (Wynre) = V(tho) < V(Winre) — V(tho) < V(@ — V (%),
(3.58)
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estalltima desigualdad es debido a guéy)) es creciente efl, zZ]:

0<V(¢) <= 0<Cp™ '+ Compp™ ! = 0< —2Cmy™ '+
Coxghp™ ! = Chupp™ ! < Chupp™ ™! = " <yl =
1<y = 1<)

Por lo tanto la martingala local/; -+ )<,<p,» Uniformemente acotada (ver (3.58)), es

una martingala. Del teorema de Doﬁp [Iia<] =0 ¥t > 0y del Lema de Fatou,

0 < lmsup,, . By [(Inpr)] < By limsup,, . Ioar] = By [I+] = By [fminf, oo uar]
< lm infy,pre By [Lupre] = 0
por lo tanto de (3.56)E, [e "V (¢,-)] = V(¢) Vib > 1. PeroPy(V (i) = ) = 1
Asi, E, [e™* 4] = V() lo que prueba la propiedad (A2).
Solo resta probar Iafinitu~§¢-c.s. deltiempo™* = inf {t >0: > J} para cualquier
Y > 1.

Seat fijo, pero arbitrario co) < ¢t < T,y definaC; = max,<; g—: entonces

by = max {maxy, < Su, Soto} — max maxs— Sowo C Sotbo
' Sy ust Sy’ St S S
por lo tantoy, > C, y ad
) Sy
max ¢, > max C; = max —
0<t<T 0<t<T 0<u<t<T S,
Asi, tenemos
P > > P s
Py {orgt%XT & 1/1} = Py 0<€?§3§T S; 1/1}

I
@'UE

méx e Wu*Wz)+(r+02/2)(u7t) > {/;}

{
[
{

€T+0' /2 maX |: U(Wl—W0)7 oo eU(WT—WTfl)} Z 7;5}

Y
Jt o

mé [ W Wy — WT_I] > c} (3.59)
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dondeC = logzZ —(r+ 02/2)] /o. Pero es evidente que para cualquier feé#h proba-
bilidad del lado derecho de (3.59) tiende a 1 confoifme> oo. Luego entonces el proceso
alcanza cualquier nivel con probabilidad 1 y, en particular, el nﬁ;db que prueba la
finitud (P,-c.s.,1» > 1) del tiempor*.

El teorema esta probado. O

3.6. Laopcbn Rusa con dividendos

Vamos a considerar un modelo con dividendos doestes son obtenidos continua-
mente en el tiempo de manera proporcional al valor del capital en el activo con riesgo. Esto

es, vamos a considerar el modelo
d_Dt = 6’ytStdt, (360)

dondes > 0, es la tasa con que se reciben los dividendos.
HaciendoC; = 0 en la ecuadn (1.36) obtenemos que el capital total correspondiente

a una estrategia exclusivamente con dividerdo®) es

t t
X7 =Xo+ [ BBt [ wdS.+ Dy (3.61)
0 0
o en forma diferencial
dX] = BdBy, + v:dS; + dD;. (3.62)
Introduzcamos el proceso

—r44
ur—l—t

WETH =W, + . t>0, (3.63)

el cual es un Movimiento Browniano con respecto a la me#ida ™ definida mediante

la derivada de Radon Nikodym de las restriccioﬁ’é?” =P FyP, =P|F,a
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saber,
u—r+0
dPC;T = Zm e P-c.s. (3.64)
t
donde
—r+4 1 (u—r+6\>
thfwé = exp {—%Wt -5 <%> t} : (3.65)

cumple conEZ!" "™ = 1. Expresaremos el hecho d&*—"+ = (W/ "), ser un

movimiento Browniano con respectd® "% mediante la siguiente ecuadai,
Ley(WH " |Pr=+9) = Ley(W|P). (3.66)
Estalltima ecuadn en particular implica
Ley(S(u)|P* %) = Ley(S(r — 6)[P). (3.67)

Consideremos la forma diferencial del capital correspondientefa)( ecuacdn (3.62).

Esta la podemos escribir eériinos déV*—"+9, a saber,
AXT = rX7dt + oy, dS,dWr . (3.68)

Introduzcamos el capital actualizado

X(ﬂ.vD)
A .
: B (3.69)
Tomando en cuenta las ecuaciones (3.60) y (3.68) obtenemos
ay,™P) = %dWﬁ_r*‘s. (3.70)

B,

La ecuaddn anterior significa que el proce30™") es una martingala local, y si consider-
amos estrategias de inveéysiadmisibles, el proces6(™) resulta ser una supermartingala

no negativa (ver lema 1.1).



74

Denotemos corCyy, el precio racional de una opcion Americana con dividendos con
funcion de pago (3.1). Entonces comenzando con (3.70), usando el migtndaorpara
la prueba del teorema 1.3 encontramos que el precio racional de ejercicio en el caso con

dividendos est dado por

Canll, . 0) = sup BP0 [ ()] (3.71)
donde
Fi(Su() = e méx { s S, (4) sowo} (3.72)

)\>O,"¢021,S0>0.

De (3.9), el precio justo de la ofizi Rusa para el caso sin dividendos esta dado por

C = sup ]E[e_TTfT(S(T))}’

0<r<00
tomando en cuenta la definici de funcion de pag¢, ver ecuadn (3.1), obtenemos que

esta cantidad es igual a

sup E {e_(””\)T max { max S, (r), SO¢O}} .

0<1<00 0<u<rt
Denotemos coi©(r, \) estalltima cantidad. Entonces el precio justo para la opci

Rusa en el caso con dividendd, (9, i1, A), en €rminos de la funéin C(-,-) est dado

por
Can(@,pA) = sup B/ [e‘”ﬂ(smm

<r<o0

= sup E[e"f(S(r—9))] por ecuadn (3.67)
0<r<00

_ —(r+X)71 ¢ .

- ogsll<poo max{OIg?SXT Su(r 5),501/10}]

= sup E [e_(r_‘s“”” méx{ max S, (r — 4), Soon
0<T<00 0<u<r

= C(r—o0,A+9).
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Estalltima relacon quiere decir que labfmula para el precio racional en el proble-
ma con dividendos es obtenida de la formula para el precio racional en el problema sin
dividendos remplazandoporr — § y A por A + 9.

Esto da como resultado el siguiente

Teorema 3.3. El costo racionalCgy, de la opcon Rusa con dividendos con colegntide
funciones de paggd = (fi)o<r<oo dadas en (3.1) y tiempos de Markov con valores en

[0, 00) est definido por

w()a wo Z wa

Cav = So - (3.73)

dondey es el dado en (3.5) y1, z», son las races de la ecuadh (3.33), pero con

2(r —0)

b
o2 o

p_ 2A+0) (3.74)

A=1+ :

cuyas soluciones &at dadas por las ecuaciones (3.35) y (3.36) con las respectiva®

dadas arriba en (3.74).
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Apéendice A

Supremo Escencial de una Familia de

Variables Aleatorias

Sea{F;}:>o una filtracbn. DefinimosF,_ = o (U;.Fs) como la sigma algebra de
eventos antes del tiemgo> 0y 7. = o (Ne>oFi1ec) COMO la sigma algebra de eventos
inmediatamente despa det > 0. Diremos que la filtraciod ; };>¢ es continua por la
derecha (izquierda) st;, = F;, (resp..F; = F;_) se cumple para cada> 0.

Diremos que una filtradn { F; } satisface las condiciones habituales si es continua por

la derecha yF, contiene todos los eventos ghque son de probabilidad cero.

Definicion A.1. Sean(2, F,P) un espacio de probabilidad & una familia no vacia
de variables aleatorias no negativas definidas(&n.F, P). El supremo escenciade X',

denotado poesssupY es una variable aleatori&* que cumple:
IvXeX X <X*cs.,y

il SiY es una variable aleatoria que satisfagde< Y c.s. para todaX € X, entonces

X*<Yec.s.

77
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Debido a que las variables aleatoriasaestlefinidas &lo hasta equivalencia c.s., en
general no tiene sentido hablar de un suprenporw sup{X (w) : X € X'}. El supremo
escencial sustituye por este concepto.

Es aparente de la defin@ri A.1 que si el supremo escencial deexiste, entonces
esUnico. El profsito de este @émdice es establecer su existencia y algunas propiedades
basicas.

DadaX comoenladefini@dn A.1yA € F,diremos quer = (K; Ay, ..., Ax; X1,..., Xk)

es unaX-particion deA, si
i K es un entero positivo
il Ay, ..., Ag son conjuntos disjuntos d€ cuya union esA, y
i Xi,..., Xk son variables aleatorias én

Para\ € (0, co| se define

K

pa(A) = E D (XeAN)- 1Ak] (A.1)
k=1

pMA) = sup{p}(A) : 7 es unaX-particion deA}. (A.2)

Entonces:* es una fundn de conjuntos definida &F, que es aditiva finita. Por el teorema

de convergencia monotona,

pe(A) =sup sup p3(A) = sup supp(A) = sup p*(A). (A.3)
T AE(0,00) Ae(0,00) T A€(0,00)

Lema A.1. Para ) € (0, ], u* es contable aditiva.

Demostraddn. Primero consideramos el case< oo. Sea{ A;}32, una sucedn creciente
de conjuntos etF con A = U2, A;. Entonces:*(A) = p(A4)) + p*(A A;) > p (A 4Ay),

por tantolim; .., u*(A;) < p*(A). Dadoe > 0, elijamos; tal queP (A A;) < e. De (A.1)
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y (A.2) tenemogi* (AA;) < Xe,yad pr(A) > p*(A;) —e. Se sigue quBEm,;_, p*(A4;) >
1 (A).

Finalmente consideramos el case- co. Tenemos de (A.3) que

lim ;°(A;) = sup sup p*(A;) = sup supp’(A;)

Jj—o0 J  A€(0,00) A€(0,00) J
= sup pM(A) = pe(A)
A€(0,00)
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Apéendice B
La medida P~A~"

En esta parte vamos a demostrar la existencia de la mPdidaconocida como medida
de riesgo neutral o medida martingala.
Sea(Q2, F,IF = (F;)o<t<7, P)un espacio de probabilidad filtrado.

Introduzcamos el proceso

_ 1 —r\?
Z{tu—T = eXp{—MO_rWt—§(’uar> t} (Bl)

dondelW = (W,);>0 €S un movimiento Browniano con respecto a la medtdala filtra-

cion F.

SeaP; = P|F; una restricddn de la medidd® en F,. Como pard) < s < ty
A e F,,Ps(A) = P(A) = P.(A), tenemos que la familiéP,);>, es consistente, esto es
P,|F, = Ps.

Parat > 0 introducimos nuevas medid®' " poniendo
P (A) =E[(Z{71(A))], Ae F. (B.2)

Antes de continuar, recordemos que colipes una variable aleatorid (0, ¢) para
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cadat > 0, su funcon generadora de momentos es,
1
My, (u) = E [exp {uW3}] = exp {;ﬂt} | (8.3)
de donde se obtiene la siguiente identidad,

1
E {exp {th — §u2t}] =1, u € R. (B.4)

De la ecuadn anterior (B.4) com = —“~ se obtienél [Z;H} =1, lo que nos dice que
la medidaP} " es de probabilidad. La nueva familiR}~"),~, es tambén consistente. En

efecto, para ello verificaremos primero gd¢ " es una martingala,

_ 1 —r\2
p————

=F [exp{—M_T(Wt—WS) — H_TWS}
o

:exp{_“;’"ws}nz [exp{—“;’"(wt—wg}] exp{_; (“; > t}
} :

E

Luego entonces, path € F, tenemos

PLT(A) = /A IPIT = /A Z0TdP = B[ 28]
= E[E[.ZI"|F]] = E[LE[Z|F]]
= E[[4Z2"7] = /A Z1T AP
= PLTT(A).

Verificando asla consistencia de la familid@} ™" );>o.

Consideremos ahora el algebfa= UtZO F: y definamos la siguiente furamn de con-

juntosP#~" = Py "(A) de la siguiente formaP* " (A) = P} "(A), si A € F,. Como
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la coleccon de medidagP; "), es consistente (es decP; "|F, = P para todo
s < t), P#~" es una fundn bien definida para € Ay es aditiva finita. De hech@®@*~"

esc-aditiva enA y de acuerdo con el teorema de Caratheod®ty” admite unainica
extensbn a una medida de probabilidad ewlalgebras(.A), la cual denotaremos tanéui

por P#~".
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Apéendice C

El procesolW#~" es un movimiento

Browniano con respecto aP#~"

En este apartado vamos a demostrar un caso muy particular del teorema de Girsanov
(ver agendice E). Para ello vamos a platicar un poco de como saber cuando un proceso es

martingala.

Ausencia de tendencia

Cuando platicamos acerca de martingalas, tenemos la idea intuitiva de que una martin-
gala no tiene tendencia a subir ni bajar. Sin embargo, tenemos una @efigichica de
tendencia a traéds de nuestra formulam de diferenciales estasticas. ¢ Sércierto que
los procesos estasticos siné&rmino de tendencia son siempre martingalas?, ¥ 4aju
viceversa? Es decir, ¢pueden simpre las martingalas ser representadas @difoLa

respuesta la da el siguiente teorema
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Teorema C.1.Si X es un proceso estastico con volatilidad, (i.e.,dX; = p,dt+o,dW;),

la cual satisface la condibn t€cnica

T 2
(/ des) < 00,
0

entoncesX es una martingala si y&o si X no tiene tendenciagy; = 0.

E

Si la condicon tecnica no se cumple, un proceso sin tendencia puede no ser martingala.

Tales procesos son llamadwosrtingalas locales

Martingalas exponenciales

Consideremos la EDE sin tendencia para un proceso exponencial:

dXt = O-tXtth

T 3
(/ angds) ] < 00
0

es dificil de verificar, pero para estos ejemplos exponenciales #igpscexiste un mejor

La condicbn tecnica

E

resultado:
Teorema C.2.SidX; = 0, X;dW,, para algin procesa; adaptado, tal que
1 T
E (exp (—/ o’ ds)) < 00,
2 0
entoncesX es una martingala.

Ahora procedamos con la demostfatide que el procesd’#~" es un movimiento

Browniano con respecto2* .
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De la formula de 16 y (B.1) tenemos

Azl = — 7t (“ - r) AW, (C.1)

g

HaciendoK (t) := Z!""W}~" y aplicando nuevamente larimula de 16 obtenemos

AK(t) = ZPTdWPT + WETTAZET 4 dZE T AW

— g (th + udt) WPz (“ - T) AW,
g

o
g (” - r) dt
= Zéu_r( W,M 7‘( ))th
)th

— ZTAW, — 2T (
Por tantoK (¢) es una martingala con respectdaporque es suma de dos procesos que

= Z'TAW, — K (1) ( r) dw,.

son martingala.
En lo que sigue vamos a hacer uso de un resultado auxiliar acerca de esperanzas condi-

cionales, el cual enunciamos aqu

Lema C.3. Searnu y v dos medidas de probabilidad definidas en un espacio mediblg)
tales quedv(w) = f(w)dp(w) para alguna fundn integrablef. Denotemos coli, y E,,
las esperanzas con respecto a las medidas . respectivamente. Sea tar@biX una

variable aleatoria definida efX2, F) tal que

B (X)) = [ 1X()|fw)dn(e) < o0
y seaH una subv-algebra,H C F, entonces

EXIH] - E.fIH] =E[fX|H]  cs.
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Vamos a denotar pd“ " la esperanza con respect®4 ", entonces por el Lema C.3,

paras < t,

e Elz7"Wi|x] _ E[K@)]F]
E* [Wtu |:F8] = E%[Zuf;’f] - Zﬂ*r
t s s
K(s) -
= Zg-"' p— Wéu C.S.

lo cual muestra qu&//'~" es una martingala con respect®a .

De manera amloga, vamos a demostrar quéi{' ")? — t)o<<r €S una martingala.

Primero observemos lo siguiente,

AW —t) = dWF )2 —dt
= WETTAWET 4+ dWETTWET 4 dWETTAWETT — d
— QWPTAWET + dt — dt
= QWPTAWST

= WA, + 2T (?) dt. (C.2)
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Entonces poniend& (t) = Z/" " ((W}"")? — t), y al considerar (C.2) y (C.1), obtenemos

dH(t) = d(Z;7"[(W}™)? —1])

= Zi7T AW =) + (W) = t)dZ) ™" + d(W)7)* —t) - dz}™"

= ZFTTRWETTAW, 4 2WPT (“ ; T) dt)

(= oz (M0 aw

g

oz (“ - T) dt

g

— (zw,;““ (WY = 1) (“ — T)

g

) AW,
L

= 2ZFTTWETTAW, — ZE T (WETTY — 1) ( - T) AW,
o
= 2K (t)dW, — H(1) <” - T) AW,
Por lo tanto, por el Lema C.3, pasa< t,
E[Z " (WF)? —t E[H (t
i ayr] — BATWTR - 0lE) _ EHOIF
E[ZI"|F Zt
B ey s, (C.3)

lo cual muestra qué(W/}")?* — t)o<;<r €S Una martingala con respect®&". Por lo
tanto, de acuerdo con el Teorema de Levy (ver teorema E.7 ebrdli@e E), si el proceso
we= = (W} ")o<t<r €S una martingala continua con la propiedad (C.3), entonces el

procesdV =" = (W} ")o<i<r €S un movimiento Browniano. Es decir,

Ley(W"~"|P*~") = Ley(WW|P). (C.4)
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Apendice D

Distribuci 6n del maximo y minimo del

proceso{ocW; + ut}o<i<r

El siguiente resultado sobre la distribbicidel procesgoW; + ut }o<;<7 €S muy cono-

cido.

LemaD.1. Paraz > 0y u € R,

, _ i S AN —x — ut
P(rglggc(aws%—us)ﬁx)—(b( i ) e <I>( i (D.1)
y
! _ -z - ,U/t _ _2ux/o? L — :ut
P(I?SI?(O'WS—I—/LS)SZL‘)—(D( i ) e (I)(Uﬂ (D.2)
donde

1 [
q)(x)zﬁ/ e V2 dy.

Demostraddbn. La demostradin de la reladin D.1 se ha por medio detambio de medida

2
Ep |max(cWs + us),cW; + ut} =K {exp {HWt - M—t} p (méx oW, UW,)} ,
s<t o 202 s<t
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dondep(z,y) > 0, y el principio de reflecén del movimiento Browniano para el cual,

parax € R, el proceso

— oW, t <714,
O'Wt =
20 — oWy, t > 1.,

donder, = inf {¢t > 0: ¢W, > z}, es un movimiento Browniano tanési.

Tomando en cuenta qyeW; + ut > =} C {méax,<;(cW; + us) > =} obtenemos,
P (Ilslégi(UWs + ps) < x)
= 1-P (H;ég((aWS + ps) > x, oWy + ut < a:)
-P (r?étx(aws + ps) > x, oWy + ut > m)
= P(oW,+ut<z)-P (ng;igc(aWs + ps) > x, oWy + pt < :c) (D.3)

Ahora, como7, es lo mismo pardV y W, si max,<; oW, > x, entonces, < t.
Tomando en cuenta esta obser@acprocedamos con ehlculo del segundaetmino en

(D.3),

P (mix(aWs + us) > x, oW, + ut < 93)

- 2o {* Wt——t} (1ot > w.oWi <)
= & [on {4, } (mieot¥. > .07, < o )|

e2u$/U2E {exp {—_Wt - _t} 1 (métXUWs > .Z',O'Wt > l’)

202

= /P (cWy — ut > x), (D.4)

donde estaltima igualdad se obtuvo del heckeW; > x} C {méx;<; oWy > z}.
De esta forma, tomando en cuenta (D.3) y (D.4) obtenemos la expresion en (D.1). Pro-

cediendo de maneraaloga se obtiene (D.2). O



Apendice E

Calculo esto@stico de IO

En esta secbn se da un breve resumen sobre inte@graeistoastica. Primero se intro-
duce la nodn clasica de la integral estastica de b con respecto al movimiento Brow-
niano (es decir, un proceso de Wiener). D&spae estudia ladbfmula fundamental del
calculo estoastico que es ladfmula de 16 junto con sus aplicacionesas importantes,

entre ellas la caracterizéci de Levy del movimiento Browniano.

Movimiento Browniano
Consideremos un espacio de probabilidad filtrédaF, F = (F;)o<i<r, P).

Definicibn E.1. Un procesol/ con trayectorias continuasF-adaptado, coni/, = 0
definido en un espacio de probabilidad filtrado, es llamado movimiento Brownigiuoest
con respecto a la filtraéin F si, parau < ¢t < T, el incrementdV, — W, es independiente
de lac-algebraF,, y la distribucbn de probabilidad déV, — WV, es Gausiana, con media

0y varianzat — u.

93



94

Vamos a describir las propiedade&simportantes del movimiento Browniano. Primero,
el movimiento Browniano es una martingala continua con respecto a la 6lracien

efecto,E, [|[W:]] < ooy
E, Wi F.] = E, [Wy — W, |F.] + E, [Wu|F.] = W, u<t<T. (E.1)

Otra de las propiedades del movimiento Browniano es que posee trayectorias déwariaci
infinita en cualquier intervalo abierto,ida teofia de integradin clasica de Lebesgue Stielt-
jes no puede ser aplicada para definir una integral de un procesastgtocon respecto
al movimiento Browniano. Finalmenié” es un proceso de varidéei cuadatica, como se

muestra en el siguiente resultado

Proposicion E.1. Paratodo0 < u < ¢t < 7'y unasucedn arbitraria {7} de particiones

finitas7™ = {t§ = u <t} < ---t' =t} delintervalo[u, t] que satisfac&m,, .., 6(7") =

0, donde

0(T") =, max (i, — 1), (E.2)
se verifica

lim Z Wi, —Wa)=t—u, (E.3)

donde la convergencia en (E.3) esbﬁQ, Fr,R).

Integral de Ito

SeallV un movimiento Browniano eahdar definido en un espacio de probabilidad
filtrado (Q, F,F = (F:)o<t<T, P). Vamos a introducir la integral estastica de b como
una isomefia I de un cierto espacig?(1W) de procesos estasticos en el espacit’ =

L?(Q, Fr,P) de variables aleatorias cuadrado integrablgg-ymedibles. Denotemos con
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L2(W) la clase de aquellos procesos eagiicos progresivamente medibledefinidos en

(Qvf7]F = (}-t)ogth,P) con

T
def
Il 28, | [ o
0

Tambien, sedC el espacio d@rocesos elementalessto es, procesos de la forma

< 00. (E.4)

m—1

’}/(t) - 7—1[0 + Z le(tj,thrl)(t)a Vit € [OaT] ) (ES)

j=0
donde0 =ty < t, < --- < t,, = T, las variables aleatoriag, sonF; -medibles;j =
0,...,m — 1y uniformemente acotadas, y la variable aleatoria es 7, medible. Para
cualquier procese € K laintegral estoéstica de 10 fT(y) con respecto & sobre el
intervalo de tiempd0, 7'] se define por ladrmula

T m—1

~ def

hm—/vMMEZ%Wm—mJ (E.6)
0

7=0
Similarmente, la integral estastica de b de~ con respecto d& sobre cualquier subin-
tervalo[0, t], dondet < T, est definida como

m—1

t
L(v) = / YW € Ir(Mio) = 3 % (Weaine = Wyne), (E.7)
0

=0
dondez A y =min{z,y}. Es facil ver que para cualquier procesoc K, la integral de
1td I;(v), t € [0,7] es una martingala continua en el espaéoF,F = (F;)o<i<r, P),

esto esE,[1;(y)|Fu] = Lu(v) parau <t < T.

Lema E.2. La clasek es un subconjunto dé2(1V), y

T 2
EﬂA%MJzMM%zM% E8)

para cualquier proceso de K. El espaciol2(1W) de procesos estésticos progresiva-

mente medibles, equipados con la norj, es un espacio lineal, normado y completo,
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esto es, un espacio de Banach. Adenta claseC de procesos estésticos elementales es

un subespacio lineal y denso d&(W).

Por el Lema E.2, la isometrig- : (K, |||,,) — L*(Q, Fr,P) puede ser extendida a

una isometridy : (L2(W), ||-|ly) — L*(Q, Fr, P). Esto permite la siguiente defini.

Definicion E.2. Para cualquier procese € L£2(V), la variable aleatorialz(v) es llama-

da la integral estoastica de 16 de~y con respecto & sobre[0, 7, la cual se denota por
fOT YudW,,.

Mas generalmente, patec L3(W)yt € [0,T] se define

t
I(y) = / edW & o (1 0), (E.9)
0

ad que la integral estd@stica de b /() es un proceso estastico bien definido. El sigui-
ente resultado define las propiedadésimportantes de este proceso. Pl@ry)) denota-

mos el proceso estastico dado por labrmula

(I(y)), & / t V2 du, vt € [0,T7. (E.10)

Proposicion E.3. Para cualquier procesg € L2(1V), la integral estoastica de 16 7,(~)
es una martingala continua cuadrado integrable(€nh F,F = (F;)o<i<7, P). Adenas el
proceso

(1e(7))* = (T(M)e, vt € [0, 7], (E.11)

es una martingala continua €f2, 7, F = (F;)o<i<7, P).

Recordemos que un procesbes una martingala local si existe una sucesion creciente
de tiempos de paro tal qug tiende a7’ c.s. y para cada el procesoM™, dado por la
formula

0,
(E.12)
0
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es una martingala uniformemente integrable.

Entonces en un contextoas general, i/ es una martingala local continua, denotemos
con (M) al Unico proceso continuo, creciente y adaptado, que se anula en el cero tal que
hace al procesd/? — (M) una martingala. El procesd/) es referido como la variawn
cuadatica del.

Es posible extender la defin@ei de la integral estéstica de b a la clase de procesos

progresivamente mediblestales que

T
P {/0 v du < oo} =1 (E.13)

En este caso, la integral eshstica de b, (), es una martingala local continua en

(Qaf7]F = (Ft)OStSTa:P)'

Procesos de lb

Definiciobn E.3. Un proceso continuo y adaptad® es un proceso dedtsi admite la

representa@én
Xt:X0+/0taudu+/0tﬂuqu, vt € [0, 7], (E.14)
para procesos adaptades [ definidos e, 7, F = (F;)o<i<1, P).
En notacbn diferencial (E.14) se escribe como
dX, = oy dt + B, dW,. (E.15)

Teorema E.4 (Formula de It6.). Sugbngamos que : R — R es una fundn de clase>?.
Entonces para cualquier proceso dé X, el procesd; = g(X;),t € [0,T], es tamb&n un

proceso de fi, cuya representaon en forma diferencial esta dada por

1
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Definicion E.4. Un proceso estdxstico con valores e®? W = (W1, ... W) definido
en un espacio de probabilidad filtrad®, 7, F = (F;)o<;<7, P) €S un movimiento Brow-
niano eshndar d-dimensional siv', W2, ... W% son movimientos Brownianos astlar

mutuamente independientes

Seay un proceso adaptado con valoresique satisface la siguiente condioi

T
P {/ Vul” du < oo} =1, (E.17)
0

donde| - | es la norma euclidiana €R?. Entonces la integral estastica de kb de~ con

respecto al’ es
¢ d t '
L) = [ =30 [iawy e (E.18)
0 i—1 /0
SeaX = (X!, X2 ..., X*) un procesd:-dimensional tal que
X;:X3+/ a;du+/ Bl dW,, (E.19)
0 0

dondea’ son procesos adaptados real valuado$) gon proceso®?-valuados para =
1,2,..., k. ParaX'y X? procesos de dtdados por (E.19), el proceso covar@actuadatica
esht dado por

(X', X%, = / e, vien.T) (E.20)
0

Proposicion E.5. Sugngase que : R* — R es una fundn de claseC?. Entonces la
siguiente forma de ladfmula de 106 es valida
k 1 k
dg(X;) = ; 90 (X)AX] + 3 ]221 G, (X) (X7, XY, (E.21)
Un caso especial de lsedbfmula de 16, conocido comodrmula de integra@n por

partes, se obtiene al considerar la fudnig(z,, z3) = x125.
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Corolario E.6. Supngase quel!, X? son procesos dedtreal valuados dados por (E.19).

Entonces la siguienté&fmula de integradn por partes es valida
t t
Af%fzzk%%ﬁ%—/qude%—/mXﬁdXﬁ+%XﬂwX%p (E.22)
0 0

Teorema E.7.[Teorema de Caracterizéti de Levy] Supngase qué/ es una martingala
continua en un espacio de probabilida®, 7, F = (F;)o<i<r, P)tal que My = 0, y el

procesoM? — t es una martingala, esto es
E, [M{ — M;|F,] =t —u, Vu<t<T. (E.23)
EntoncesV/ es un movimiento Browniano éR, 7, F = (F;)o<i<7, P).

Teorema E.8. SealV un movimiento Browniand-dimensional en un espacio de proba-

bilidad filtrado (Q2, F,F = (F;)o<:<r, P). Supngase quey es un proceso adaptado con

EPF(AydeO}:1. (E.24)

Se defin@® una medida de probabilidad €k, ) equivalente & por medio de la deriva-

da de Radon Nikagn

valores erR‘ tal que

@z&(/wwmg, P-cs. (E.25)
0

dP
Entonces el procesﬁ/v, dado por la brmula

. t
I%z%—/ywm vt € [0,T] (E.26)
0

es un movimiento Browniano éasidar d-dimensional con respectola
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