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Capitulo 1

Introduccion

El coarsening (maduracién o embastecimiento) es un proceso que ocurre cuando un
sistema es llevado rdapidamente por un punto de bifurcacion o transicién a un estado de
menor simetria y se forman dominios correspondientes a las fases de simetria rota. El ta-
mano promedio de los dominios crece en el tiempo debido a la dindmica de los defectos
topoldgicos presentes (interfaces, dislocaciones, etc.). Puede ser un proceso transitorio de
un estado inicial de equilibrio a un estado final asintdtico también de equilibrio, como ocu-
rre en transiciones ferromagnéticas, separacion de fases fluidas y descomposicion espinodal
de aleaciones binarias, por citar los més conocidos [1]. En estos ejemplos, el sistema pue-
de ser caracterizado por un pardmetro de orden local que es uniforme cuando el sistema
estd ordenado. Mientras el sistema se ordena, a tiempos suficientemente grandes existe una
unica longitud caracteristica, L(t), relacionada con el tamano promedio de los dominios,
que crece en el tiempo obedeciendo una ley de potencias L(t) ~ t" (con correcciones lo-
garitmicas en algunos casos especiales). El coarsening obedece en muchos casos una relacién
de escalamiento dindmico [1, 2]. Esto significa que la estructura de dominios, medida me-
diante funciones de correlacién espaciales, es independiente del tiempo después de escalar
las coordenadas espaciales por L(t). Se han establecido esquemas de crecimiento de domi-
nios relativamente simples en estos casos, obtenidos a partir de la dindmica de defectos
topoldgicos y de la hipétesis de escalamiento dindmico [2, 3, 4, 5]. Por ejemplo, se tiene
que n = 1/3 para sistemas caracterizados por un parametro de orden local conservado [6],
mientras que n = 1/2 en el caso no conservado [7].

El estudio de la dindmica de ordenamiento en sistemas formando patrones periédicos
(fases moduladas) resulta mas complejo que el de fases uniformes. Los patrones periddicos
se observan en una gran variedad de sistemas espacialmente extendidos debido a mecanis-
mos de inestabilidad que rompen la simetria inicial del sistema [8]. Pueden aparecer como
estados asintdticos de equilibrio termodindmico, como es el caso de franjas en copolimeros
de dibloque y dominios magnéticos en peliculas delgadas [9, 10]. Asimismo, pueden apare-
cer en forma de estructuras disipativas en sistemas fuera de equilibrio, como respuesta a un
forzamiento externo. Algunos ejemplos de este 1ltimo caso son los patrones de franjas en la
conveccién térmica de fluidos, capas de liquidos sometidas a vibraciones verticales (experi-
mento de Faraday) y electroconveccién de cristales liquidos neméticos [8, 11, 12, 13, 14]. La
presencia de modulaciones espaciales localmente periddicas, asi como de diversos defectos



topoldgicos, puntuales o entendidos, produce una dinamica de ordenamiento méas compleja
que en sistemas con parametro de orden local uniforme. La existencia de diferentes escalas
de longitud caracteristicas, la hipdtesis de escalamiento dindmico y los mecanismo fisicos
que controlan el coarsening atin son puntos debatibles y polémicos para sistemas espacial-
mente modulados. En general, no existen esquemas de clasificacién simples como en el caso
de sistemas caracterizados por un parametro de orden local uniforme. En el caso de for-
macioén de franjas en sistemas isotrépicos bidimensionales, se han logrado algunos avances
significativos mediante estudios experimentales y numéricos. Contrariamente al caso de las
fases uniformes, se observa que en general las leyes de crecimiento dependen de la profundi-
dad del quench (la distancia al punto de bifurcacién), de la presencia de ruido térmico y del
método empleado para extraer la longitud caracteristica en el coarsening. Se han observado
leyes de crecimiento de la forma L(t) ~ t'/#, con z variando en el intervalo (2,5) en simu-
laciones numéricas basadas en modelos de Swift-Hohenberg [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22],
mientras que el valor z = 4 ha sido obtenido experimentalmente en copolimeros de dibloque
[23, 24] y capas granulares con vibracién vertical [25].

Por otro lado, hay un interés creciente en el estudio de la dinamica de ordenamiento
de sistemas de franjas anisotrépicas debido a la realizacién reciente de experimentos de
coarsening en electroconveccion de nemadticos [26, 27, 28]. Este sistema consiste en una
capa delgada de nematico dopada con impurezas iénicas, confinada entre dos placas pa-
ralelas de vidrio. Las placas estan tratadas adecuadamente para alinear el campo director
del nemético en equilibrio (la direccién media de sus moléculas) en una direccion fija (Z).
El nemético es llevado fuera de equilibrio mediante la aplicaciéon de un campo eléctrico ac
perpendicular al plano de las placas. Cuando el valor de la amplitud del campo eléctrico ac
estd por arriba de un valor umbral, a una frecuencia fija, el estado uniforme se vuelve ines-
table y aparecen rollos de conveccién. Dos tipos de patrones anisotropicos se forman como
bifurcacién primaria dependiendo de la frecuencia: rollos normales (orientados perpendicu-
larmente a Z) y rollos oblicuos (zig-zag) [29]. La dindmica de ordenamiento de estos iltimos
es el objetivo de estudio en el presente trabajo de tesis. El vector de onda de los rollos obli-
cuos forma tnicamente dos dngulos posibles (6 o —#) con Z. Dicha restriccién geométrica
conduce a la formacién de dos tipos de defectos topolégicos: dislocaciones y fronteras de
chevrones horizontales. Asimismo, evita la formacién de disclinaciones, que aparecen en
sistemas isotrdpicos. A diferencia de los sistemas de franjas isotrépicas, la dindmica de
defectos es altamente anisotrépica. Se ha observado (numérica y experimentalmente) un
régimen en el cual las fronteras de chevrones permanecen bloqueadas e inméviles mientras
que el coarsening es controlado por el movimiento y la aniquilacién practicamente hori-
zontal de dislocaciones [27, 30]. La dindmica anisotrépica de defectos conduce a leyes de
crecimiento de dominios diferentes en las direcciones & y ¢ [27]. Ademads, de manera similar
a los sistemas de franjas isotrépicas, algunos resultados numéricos basados en un modelo
anisotropico de Swift-Hohenberg revelan que la dindmica de ordenamiento se vuelve lenta
debido a efectos denominados “no adiab&aticos”a medida que se incrementa la profundidad
del quench [30].

La electroconveccion en nematicos es un fenémeno de gran complejidad y los modelos
empleados para su estudio son bédsicamente fenomenoldgicos [31, 32, 33, 34]. Los trabajos
numéricos realizados hasta ahora estan basados en modelos de Swift-Hohenberg con estruc-



tura potencial. Lo anterior significa que las ecuaciones derivan de un funcional de energia
libre, que determina la dindmica asintética del sistema por un principio de minimizacion.
Sin embargo, la dindmica de sistemas fuera de equilibrio queda en principio mejor descrita
por ecuaciones no potenciales (que no derivan de ningin funcional), sobre todo lejos del
umbral de bifurcacién [13, 35]. Los modelos no potenciales pueden dar lugar a una dindmica
de formacién de patrones muy diferente a su versiéon potencial. Por ejemplo, en sistemas
de franjas isotrépicas se ha observado que al incorporar términos no potenciales a la ecua-
cion clasica de Swift-Hohenberg, la dinamica de ordenamiento cambia lejos del umbral de
bifurcacion. A diferencia del caso potencial, en donde el coarsening es controlado por el
movimiento de fronteras de grano [19, 20], en un caso no potencial estd controlado por el
movimiento de dislocaciones aisladas [17]. Los efectos no potenciales afectan dramética-
mente la selecciéon del nimero de onda del patrén peridédico y las leyes de crecimiento de
las longitudes de correlacién. Ademads, algunas simulaciones numéricas de las ecuaciones de
Boussinesq para la conveccién de Rayleigh-Bénard sugieren que es necesario extraer varias
escalas de longitud, definidas de distintas maneras, para describir correctamente el coarse-
ning de sistemas no potenciales [36, 37]. Motivados por estos resultados y considerando que
la electroconveccién es un proceso forzado fuera de equilibrio, en la presente tesis se pro-
popen modelos reducidos no potenciales de formacién de patrones de franjas oblicuas, que
capturan las propiedades generales de estabilidad y simetria observadas experimentalmen-
te. Para caracterizar el coarsening, se estudia la evolucién temporal de las densidades de
defectos y longitudes de correlacién asociadas a las dos direcciones preferidas en el sistema
(Z y ). Se investigan los siguientes aspectos en la dindmica de ordenamiento:

= la existencia de diferentes escalas caracteristicas en el coarsening asociadas a las
direcciones preferidas en el sistema,

s ¢l papel de la anisotropia intrinseca del sistema en las leyes de crecimiento,
= la verificacién de la hipétesis de escalamiento dinamico en el coarsening,

» la influencia de efectos no potenciales y efectos no adiabdticos en la dindmica de
ordenamiento lejos del umbral de bifurcacién,

= la existencia de transiciones entre diferentes regimenes de coarsening al variar el
parametro de control principal y

s la deduccién de modelos dindamicos reducidos que describan adecuadamente el creci-
miento del orden orientacional en el sistema cerca del umbral de bifurcacién.

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo 2 se presentan algunos
aspectos generales sobre la formacién de patrones en sistemas espacialmente extendidos.
Se describen la conveccion de Rayleigh-Bénard, algunos de los modelos matematicos de
formacién de patrones mas conocidos y la importancia de los defectos topolégicos en la
dindmica de los patrones. El capitulo 3 esta dedicado a la descripcién de la formacion de
patrones anisotrépicos en electroconveccién de nemaéticos, sus mecanismos de inestabilidad
y las diferentes bifurcaciones observadas experimentalmente. En el capitulo 4 se presentan



los modelos propuestos en este trabajo para el estudio del coarsening en patrones de franjas
oblicuas anisotrépicas. Se realizan andlisis lineal de establidad y anélisis débilmente no
lineal para obtener ecuaciones que permitan describir la dindmica de interfaces. Asimismo,
se describen los métodos numéricos empleados para obtener soluciones numéricas. En el
capitulo 5 se presentan y discuten los resultados numéricos de los modelos propuestos en el
capitulo 4. Se estudia la dindmica de ordenamiento para diferentes valores de la profundidad
del quench y se presenta una comparacién con resultados experimentales disponibles. El
capitulo 6 presenta un estudio analitico de los efectos no adiabaticos, que se manifiestan
como potenciales periédicos que se oponen al movimiento de interfaces y que dan origen a
la anisotropia en la dindmica de defectos lejos del umbral de bifurcacién. Finalmente, en el
capitulo 7 se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Aspectos generales

2.1. Introduccién

En la naturaleza existen sistemas que presentan modulaciones o heterogeneidades espa-
ciales con simetrias bien definidas, denominadas patrones. Por ejemplo, podemos observar
patrones de franjas en pieles de animales, en las dunas de arena y en la conveccién térmica
de fluidos. Patrones con simetrias similares pueden formarse en sistemas microscopicamen-
te diferentes, tanto en procesos naturales como en experimentos de laboratorio (figuras
2.1(a)-2.1(h)). Este hecho refleja que los procesos de formacién de patrones son robustos
y obedecen principios generales de simetria [8, 12]. Algunos de los patrones més comunes
son: franjas, cuadrados, hexdgonos, espirales, estructuras dendriticas, blancos, estructu-
ras cuasicristalinas, etc. Pueden emerger en la conveccién de fluidos, reacciones quimicas
oscilantes, procesos de reaccién-difusion, crecimiento de cristales, formaciones geoldgicas,
medios granulares, electroconveccién de cristales liquidos nematicos, éptica no lineal, creci-
miento de colonias de bacterias, etc. [8, 11, 12, 13, 14]. Segtn el caso, estos patrones pueden
ser estacionarios o bien presentar una dindmica més o menos compleja.

En un sistema fuera de equilibrio sujeto a forzamientos externos, la formacién de patro-
nes es la consecuencia de alguna inestabilidad que rompe la simetria de un estado uniforme
estacionario inicial. Usualmente esto sucede cuando se excede un valor critico del forza-
miento externo. Las medidas accesibles y controlables de los forzamientos externos son
denominados pardmetros de control. Las amplitudes de las perturbaciones (modos) ines-
tables crecen exponencialmente a tiempos cortos, mientras que la dindmica asintética es
controlada por efectos no lineales. El crecimiento de los modos linealmente inestables es sa-
turado por interacciones no lineales, que conducen a la formacién de estructuras disipativas
con cierto grado de organizacién espaciotemporal. Estas estructuras pueden ser ordenadas
o parcialmente ordenadas. Cuando al variar algin parametro de control el sistema sufre un
cambio abrupto de estado acompanado de un rompimiento de simetria, se habla de una bi-
furcacion [38]. Las bifurcaciones son un concepto crucial en la teoria de sistemas no lineales
y en particular, en la formacién de patrones. Se manifiestan como cambios abruptos en el
comportamiento dindamico del sistema, en forma similar a una transicion de fase de equili-
brio. Desde el punto de vista matemadtico, una bifurcaciéon corresponde a un cambio en la
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(h)

Figura 2.1: Patrones de diferente simetria en diversos sistemas fuera de equilibrio. Franjas:
a) dunas de arena, b) piel de una cebra; hexdgonos: ¢) conveccién térmica de silicén; d)
reaccién de sulfito-oxigeno-azul metileno en un gel de poliacrilamida; espirales: e) reaccién
de Belousov-Zhabotinsky, ) caos de defectos espirales en la conveccién térmica de un fluido;
dendritas: g) canales geolégicos y h) colonia de bacterias Paenibacillus dendritiformis.
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topologia de las trayectorias en el espacio fase del sistema, ocurriendo a un valor critico de
algin parametro de control [14, 38]. Cuando se incrementa ain mas el valor del pardmetro
de control de un sistema, ocurren otras bifurcaciones (denominadas bifurcaciones secunda-
rias) en las que hay mds rompimientos de simetria y en donde se forman estructuras con
un nivel de complejidad cada vez mayor.

En este capitulo se presentan algunos aspectos fenomenolégicos importantes en el es-
tudio de la dindmica de formacién de estructuras espaciotemporales en sistemas fuera de
equilibrio espacialmente extendidos. Esto ultimo significa que se trata con sistemas basica-
mente bidimensionales, con dos de sus dimensiones mucho més grandes que la tercera. Los
aspectos que se presentan en las siguientes secciones son: la descripcion de la conveccién
de Rayleigh-Bénard (seccién 2.2), algunos de los modelos mateméticos de formacién de
patrones més conocidos (seccién 2.3) y la importancia de los defectos topoldgicos en los
patrones (seccién 2.4).

2.2. Conveccion de Rayleigh-Bénard

La conveccién de Rayleigh-Bénard es un paradigma en el estudio de la formacién de
patrones [39, 40]. Este fen6meno se presenta cuando una capa horizontal de fluido espacial-
mente extendida es calentada en su parte inferior a una temperatura 77 mientras que la
superior es mantenida a una temperatura T» mas baja (figura 2.2). El fluido se encuentra
fuera del equilibrio y existe un flujo de calor de la parte caliente a la fria. Cuando la dife-
rencia de temperatura entre las capas es pequena, el flujo de calor se establece mediante
conduccion térmica. Este régimen es conocido como uniforme porque el campo de velocidad
del fluido es nulo y el campo de temperatura dentro del fluido tiene la misma simetria que
en las fronteras: sélo depende de la coordenada vertical z. Sin embargo, se puede llegar a un
régimen convectivo si el sistema es alejado mas del equilibrio termodinamico aumentando
la diferencia de temperatura AT =T — 1.

Existen tres factores cuyo balance determina la estabilidad del estado conductivo del
fluido: la fuerza de flotacidn, la viscosidad y la difusién del calor (figura 2.2). El primero
tiende a desestabilizar al sistema y poner en movimiento al fluido debido a la fuerza de
gravedad. Debido a la diferencia de temperatura entre las capas inferior y superior existe un
gradiente de temperatura a lo largo de la direccion vertical y por consiguiente la densidad
aumenta en la direccién positiva de z. Entonces, cuando un elemento de fluido es desplazado
una pequena distancia hacia arriba (abajo) de su posicién original, experimenta una fuerza
de flotacién dirigida hacia arriba (abajo) al encontrarse en un entorno mas frio (caliente).
Por otro lado la viscosidad y la difusién del calor son factores que tienden a estabilizar el
estado conductivo uniforme, pues la primera se opone al movimiento del fluido mientras que
la segunda tiende a homogeneizar la temperatura del elemento de fluido desplazado con la de
sus alrededores, atenuando la fuerza de flotacién. Considerando los tiempos caracteristicos
de los procesos de flotacién (7p), disipacién por viscosidad (7,,) y disipacién por difusién
de calor (7,) se puede establecer una condicién cualitativa para la conveccién

(g) <:;> > 1. (2.1)
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z
d T,
R | 7 flujo de calor
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Figura 2.2: Esquema del mecanismo de inestabilidad en la conveccion de Rayleigh-Bénard,

en donde f;, representa la fuerza de flotacién y f,, la fuerza de viscosidad sobre un elemento
de fluido desplazado de su posicién de equilibrio.

»

i

Figura 2.3: Esquema de la estructura de rollos paralelos que emergen en la conveccién de
Rayleigh-Bénard. La componente vertical (v,) del campo de velocidad del fluido medida en

el plano medio del sistema (z = d/2) presenta modulaciones periédicas con una longitud
de onda caracteristica A ~ O(d).
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(a) (b)

Figura 2.4: Patrones en la conveccién de Rayleigh-Bénard: a) rollos paralelos (0 < € < 1);
b) espirales (e ~ 0.5); ¢) caos de defectos espirales (e ~ 1) [14].

Tp es el tiempo caracteristico que tarda un elemento de volumen en subir una distancia d,
en ausencia de disipacién. La conveccién se presenta cuando el tiempo caracteristico que
tarda un elemento de fluido en subir o bajar a través de toda la capa es menor que los
tiempos caracteristicos de los dos factores estabilizantes. A partir de la condicién (2.1) se
puede definir un pardametro de control adimensional que indica que tan alejado se encuentra
el sistema del estado conductivo. Este pardametro es el nimero de Rayleigh R, dado por el
lado izquierdo de la desigualdad (2.1). R se puede escribir en términos de la diferencia de
temperatura AT y de los coeficientes fenomenoldgicos del fluido: el coeficiente de expansion
térmica «, la viscosidad cinemadtica v y la difusividad de calor &, asi como de la aceleracion
de la gravedad g y el espesor de la capa de fluido d

B gaATd?

VK

R (2.2)
Ahora, suponiendo que existe un valor critico del nimero de Rayleigh R, a partir del cual se
establece un régimen convectivo (R > R.) se puede definir un nimero de Rayleigh reducido
R

€= R 1. (2.3)
Para ¢ < 0, por definicién el fluido se encuentra en un estado conductivo. Si 0 < € se
observa experimentalmente que se rompe la homogeneidad de este estado y se establece
un régimen convectivo. Se dice entonces que la bifurcacién es supercritica debido a que
la inestabilidad ocurre para R > R.. Cuando 0 < ¢ < 1 el movimiento ascendente y
descendente del fluido puede dar lugar a la formacién de estructuras ordenadas en el sistema.
La configuracion ordenada mas sencilla es en patrones de rollos convectivos paralelos con
una longitud de onda caracteristica A ~ O(d) (figuras 2.3 y 2.4(a)). A medida que se
incrementa e pueden ocurrir bifurcaciones secundarias a patrones de rollos con orientaciones
arbitrarias o espirales (como el que se muestra en la figura 2.4(b)), o estados de caos
espaciotemporal en forma de patrones de espirales y blancos (franjas concéntricas) con una
dindmica relativamente compleja (figura 2.4(c)). Para valores muy grandes de € el fluido
presenta turbulencia.
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2.3. Modelos de formacion de patrones

Los sistemas espacialmente extendidos poseen un nimero N — oo de grados de li-
bertad, por lo que generalmente pueden ser descritos en el limite continuo por ecuaciones
diferenciales parciales no lineales. Por ejemplo, las ecuaciones de Navier-Stokes, de conti-
nuidad, de difusién de calor y de expansién térmica son las ecuaciones constitutivas en el
problema de la conveccién de Rayleigh-Bénard. Las soluciones para los campos de veloci-
dad, presién y temperatura en el fluido, describen de una forma determinista la evolucion
del sistema dadas las condiciones iniciales y las condiciones de frontera. Sin embargo, un
estudio basado en las ecuaciones constitutivas de un problema a veces puede resultar muy
dificil (incluso imposible) de realizar tanto analitica como numéricamente. Una forma de
superar esta dificultad es mediante el empleo de modelos reducidos, en los que se hace
una descripcién del problema desde la perspectiva de los sistemas dindmicos, empleando
un nimero més pequenio de variables dindmicas (pardmetros de orden) y conservando las
simetrias del problema inicial. Estos modelos son de la forma

opu = f(u,Vu,...;u), (2.4)

en donde u(7, t) denota al parametro de orden local, que puede ser escalar, vectorial, tenso-
rial, etc., dependiendo del sistema bajo estudio; f es un operador que consta de una parte
lineal y una parte no lineal; u representa al conjunto de pardmetros de control (constantes
en las ecuaciones). Se puede demostrar formalmente que cerca de un punto de bifurcacion,
la descripcion de cualquier sistema dindmico con un ntimero infinito de grados de libertad
puede reducirse a un ntmero finito de variables dindmicas, resultado conocido como teore-
ma de la variedad central [11, 41]. De esta manera, los modelos reducidos de la forma (2.4)
pueden proporcionar una descripcién muy buena de la dindmica de sistemas fuera de equi-
librio cerca de un punto de bifurcacién, cuando se eligen parametros de orden adecuados y
se incorporan correctamente en f las simetrias del problema.

2.3.1. El modelo de Swift-Hohenberg

El modelo reducido maés sencillo para describir la formacion de patrones bidimensionales
de franjas isotrépicas (con cualquier orientacién sobre el plano x — y), como ocurre en la
conveccién de Rayleigh-Bénard de un fluido de Boussinesq ! cerca del umbral de bifurcacion
(0 < € < 1), es la llamada ecuacién de Swift-Hohenberg [42]

52
O = etp — (A4 kg) P — . (2.5)
4kg
El campo escalar 1 (7, t) es el parametro de orden local del sistema; kg es el nimero de onda
caracterisitico del problema; &y es llamada longitud de coherencia y es de orden &y ~ 1/ko;
€ es el parametro de control principal.

'En un fluido de Boussinesq solamente la densidad depende linealmente de la temperatura. El resto de
las pardmetros del fluido (viscosidad, conductividad térmica, etc.) son a primer orden independientes de la
temperatura.
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En el caso de la conveccién de Rayleigh-Bénard, (7, t) representa la componente ver-
tical v,(7,t) del campo de velocidad del fluido medido en el plano medio (ver figura 2.3).
€ estd dado por la Ec. (2.3). El nimero de onda kg es de orden ky ~ 1/d, en donde d
es el espesor de la capa de fluido. La parte lineal de (2.5) puede ser derivada de mane-
ra aproximada a partir de las ecuaciones de Boussinesq, que describen la conveccion de
Rayleigh-Bénard cerca del punto de bifurcacién. La parte no lineal (—1?) se propone en
base a argumentos de simetria en el sistema. Esencialmente, el término no lineal ciibico
impide que las soluciones diverjan asintéticamente en el tiempo (una situacién no fisica) y
preserva la simetria de paridad (si ¢ es solucién de (2.5), —1 también lo es).

La parte lineal del lado derecho de la ecuacién (2.5) es tal que de los modos (¢p ~
o exp(ik - 7)) con nimero de onda k cercano a ko (para € > 0) crecen. La ecuacién (2.5)
captura la transicién en la cual un estado espacialmente uniforme y estacionario (solucién
trivial ¢)(7,t) = 0) se vuelve inestable cuando se cruza el punto € = 0. Analicemos la forma
en que los modos linealmente inestables pueden generar estructuras periddicas estables,
como los rollos formados en la convecciéon de Rayleigh-Bénard.

Analisis lineal

=

z
>
—

"’

€ ko
» k K, S

£<0 &y 'e"” ﬁb

Figura 2.5: a) Forma de la relacién de dispersién o(k) dada por la ecuacién (2.7) para
dos valores del parametro €. La parte sombreada del espacio de Fourier indica los modos
inestables en la ecuacién de Swift-Hohenberg para 0 < €, que tienen un numero de onda
k = ||k|| cercano a kg. La evolucién no lineal de estos modos puede generar patrones
de franjas estables con degeneracién orientacional, como los mostrados en una solucién
numérica de (2.5) con € = 0.1 (figura (b)).

Supongamos que se perturba el estado conductivo 1) = 0 con perturbaciones pequenas
(|0y| < 1) y espacialmente periddicas (sinusoidales)
5 = 8ty exp(at + ik - 7), (2.6)

con 04y una constante. Sustituyendo (2.6) en (2.5) y despreciando el término —1)3 se obtiene
una relacién entre o y k (relacién de dispersion)

o=¢e— 2 (k* - k3)>. (2.7)
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Una perturbacion alrededor del estado conductivo ¢ = 0 tiende a cero a medida que t — oo
si su nimero de onda k es tal que o < 0. Los modos con niimero de onda k tal que o > 0
son inestables y crecen exponencialmente en el tiempo. Si € < 0 la relacién de dispersién
(2.7) implica que o < 0 para todo k: no existen modos inestables y por consiguiente la
solucién trivial ¥ = 0 es estable. Si 0 < € <« 1, existe una pequena ventana de nimeros de
onda cercanos a ko para los cuales o > 0, como se muestra en la figura 2.5(a). El ancho
de esta ventana es aproximadamente /e/&y < ko. Los modos més inestables son aquellos
con numero de onda k = k. Esto es, en el espacio de Fourier los modos linealmente
inestables estan localizados en un anillo de radio kg y anchura proporcional a /e para
0 < e. Por lo tanto, la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.5) tiene un punto de bifurcacién
en € = 0 asociado al crecimiento de ciertos modos que destruyen el estado conductivo. Sin
términos no lineales en la ecuacién (2.5), estos modos divergirian en t — oco. El término no
lineal (—1%) satura el crecimiento de los modos inestables. Dado que los modos inestables
tienen ntmero de onda k ~ kg, es de esperar que para 0 < € el sistema evolucione hacia
nuevos estados localmente periddicos y con nimero de onda cercano a kg. El andlisis de
la siguiente subseccién muestra que para € > 0 existen nuevas soluciones estables que
corresponden a un patron de franjas localmente paralelas. En el caso general, dada la
invarianza de la ecuacién (2.5) ante rotaciones sobre el plano x — y, las franjas resultantes
tienen degeneracién orientacional. El patrén mostrado en la figura 2.5(b) y generado a
partir de una condicién inicial aleatoria para v (ver seccién 4.3 para més detalles) muestra
que se forman naturalmente configuraciones policristalinas sin orden de largo alcance y de
evolucién temporal lenta.

Se pueden hacer generalizaciones de la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.5) de tal forma
que se rompan otras simetrias y se obtengan patrones méas complejos que franjas. Un
ejemplo es cuando se considera una dependencia lineal de la viscosidad del fluido con la
temperatura y una dependencia no lineal de la densidad con la temperatura (efectos no
Boussinesq). Un modelo reducido que no conserve la simetria vertical v — —1 se puede
obtener mediante la adicién de un término no lineal cuadratico, incorporando los efectos
no Boussinesq

2

Bup = e - f,%(A TR+ go? — (2.8)
La ecuacién (2.8) admite soluciones hexagonales estables para un intervalo [e, €p] (con
€0 < 0) del pardmetro de control, andlogas a las observadas experimentalmente en la figura
2.1(c). En este modelo la bifurcacién al estado convectivo es subcritica, pues ocurre para
un valor critico €y < 0.

La ecuacién de Swift-Hohenberg tiene cierto cardcter genérico en la formacion de patro-
nes isotrépicos. Ademads de describir cuantitativamente la formacién de rollos en la convec-
cién de Rayleigh-Bénard, en otros contextos modela procesos tales como la segregaciéon de
copolimeros de dibloque [18, 43], la formacién de patrones en sistemas de reaccién-difusion
[11] y la formacién de patrones de vegetacion en ecosistemas con recursos limitados [44].
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Analisis débilmente no lineal

Hemos descrito cualitativamente la formacion de estructuras periddicas estables a partir
de la ecuacién (2.5) para 0 < e. Estas estructuras surgen de la saturacién de los modos
linealmente inestables y poseen una periodicidad espacial muy cercana a kg. Para poder
describir cuantitativamente estos patrones asi como posibles heterogeneidades alrededor del
patrén perfecto (debidas por ejemplo a defectos topolégicos), se puede emplear el llamado
formalismo de ecuaciones de amplitud. Se trata de reducir atin mas la complejidad del
problema suponiendo que la evolucién temporal del sistema estd completamente dominada
por los modos inestables. Estos modos crecen lentamente, mientras que los modos estables
no influyen en la dindmica del sistema puesto que decaen muy réapidamente hacia cero.
Segin la figura 2.5(a) esta situacién se presenta cuando 0 < € < 1. Se buscan soluciones
de la ecuacién (2.5) en la forma de una superposicién de N ondas sinusoidales de amplitud
A, (dependiente de la posicién y del tiempo en general) y de vector de onda .

N
P = Z ApeFn T e, (2.9)
n=1
en donde |\En|| = ko y el simbolo c.c. representa al complejo conjugado. N = 1 corres-

ponde a franjas (rollos bidimensionales), N = 2 cuadrados, N = 3 hexdgonos, etc. Los
A, son funciones (denominadas amplitudes o envolventes) que describen las variaciones
espaciotemporales de las heterogeneidades de un patrén perfecto (que corresponde a A,, =
constante). En el caso particular de patrones de franjas en la ecuacién (2.5), la solucién
que se propone es

Y = A(X,Y,T)e™* - A(X,Y,T)e o, (2.10)

En el ansatz (2.10), A es la amplitud (compleja en el caso mds general) de una onda
estacionaria de vector de onda paralelo al eje & de periodo 27 /kg. La barra indica el complejo
conjugado, dado que 1 es real. A continuacién se hace una analisis de multiescalas, que
consiste en suponer que las escalas de variacién de las amplitudes (variables X,Y y T) y las
del término oscilante (variable 7= (z,y)) en (2.10) son muy diferentes. Esto significa que la
escala de variacién espacial de las amplitudes es mucho més grande que 27 /kg. Para estimar
el orden de magnitud de las variables lentas (X,Y,T'), se pueden suponer perturbaciones
pequenas en la periodicidad del patrén de franjas con vector de onda kyZ

k = (ko + 0ky)& + 0k, (2.11)

y sustituyendo en la tasa lineal de crecimiento (2.7) se obtiene, suponiendo que los términos
son todos del mismo orden,
o~e~k2~ k:;1 ,

de donde, asociando a las perturbaciones k; y k, con las variaciones espaciales de las
amplitudes (k;A — 0, A, kyA — 0yA), se obtiene

A~ €A~ oA~ OyA~ AP (2.12)
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Por consiguiente, (X,Y,T) pueden ser definidas como

T = e,
X = 61/2x,
Yy = €Yy (2.13)

Se verifica que la evolucién temporal de las heterogeneidades es lenta y que las variables
espaciales (z,y) y (X,Y) son muy diferentes si 0 < ¢ < 1. Entonces, cerca del umbral de
bifurcacién las variables (x,y) pueden considerarse independientes de las variables (X,Y").
Esto permite desacoplar la dindmica de las amplitudes para 0 < ¢ < 1 de las oscilaciones
espaciales rdpidas del patrén periddico. A partir de (2.12) es facil notar que A ~ O(y/e).
Por lo tanto, suponemos que el pardmetro de orden local v se puede desarrollar como serie
de potencias en e/2

= 61/2%/2 + ey + 63/2¢3/2 o (2.14)

con Py, 91,%3/2, ... funciones de orden O(1). Se sustituye el ansatz (2.14) en la ecuacién
(2.5). Empleando el escalamiento (2.13), se desglosa la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.5)
en ecuaciones a diferentes 6rdenes en €'/2. Luego se imponen condiciones de solubilidad a
las ecuaciones diferenciales ordinarias inhomogéneas resultantes (teorema de Fredholm) [8].
Esto conduce directamente a la ecuacién de amplitud obtenida a orden O(€%/2), en términos
de las variables fisicas (z,y,t) 2

. 2
A = eA + €2 <ax - 2;083) A—3|APA, (2.15)

llamada ecuacién de Newell-Whitehead-Segel [45, 46]. La evolucién temporal de los defec-
tos asi como cualquier deformacién de las franjas paralelas puede ser descrita mediante
esta ecuacién de amplitud (2.15). Esta ecuacién es valida unicamente cerca del punto de
bifurcacién (0 < € < 1). Cuando € no es despreciable comparado con 1, se deben incluir
términos de 6rdenes mayores O(e?) en su deduccion.

2.3.2. Ecuacién de Ginzburg-Landau compleja

Es importante mencionar que la ecuacién (2.15) es un caso particular de una clase
de ecuaciones diferenciales parciales muy comunes en la fisica, denominadas ecuaciones de
Ginzburg-Landau. Una de esas ecuaciones, de forma similar a (2.15), es la llamada ecuacién
de Ginzburg-Landau compleja [47, 48], que en su versién isotrépica tiene la forma

HA = €A+ (1+ia)AA - (1+iB)|A]A, (2.16)

en donde A es un parametro de orden complejo y a 'y § son pardmetros reales. La ecuacion
(2.16) describe una gran variedad de fenémenos, tales como la propagaciéon de ondas no
lineales en medios excitables, transiciones de fase de segundo orden, superconductividad,

2Para més detalles en la deduccién general de ecuaciones de amplitud, se puede observar la deduccién
de las ecuaciones de amplitud para un patrén de franjas oblicuas anisotrépicas desarrollada en el capitulo
4, seccion 4.2, subseccién 4.2.2.
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superfluidez, condensacién de Bose-Einstein y formacién de patrones de colonias de bacte-
rias [49], por mencionar algunos. Por ejemplo, cuando o« = 3 = 0 describe la dindmica de
vértices en superconductores de tipo II y en superfluidos [49]. Asimismo, ecuaciones simila-
res a (2.16) describen la dindmica de patrones anisotrépicos de franjas en electroconveccién
de nematicos [8, 32]. Para «, 5 # 0, describe la dindmica de patrones no estacionarios, tales
como ondas viajeras, espirales (como los observados en la reaccién de Belousov-Zhabotinsky
de la figura 2.1(e)), propagacién de pulsos en medios excitables y estados de caos espacio-
temporal (como los estados cadticos en la conveccién térmica de fluidos de la figura 2.4(c))
8, 14, 49]. La ecuacién (2.16) es invariante ante la transformacién de norma A — Ae'®
(con ¢ = const.), debido a la invariancia ante un cambio de origen temporal o espacial en
sistemas autéonomos.

2.3.3. Modelos potenciales y no potenciales

Una caracteristica interesante de las ecuaciones (2.5) y (2.15) es que pueden escribirse
en forma potencial (o gradiente) haciendo uso del concepto de derivada funcional o de

I écllet SF
A (5U ’ ( )

siendo u el pardmetro de orden local (complejo en el caso mas general, siendo @ su complejo
conjugado) y F' el funcional de Lyapunov

Flu] = /Qf(u,ﬂ, Vu,Va,...)dr. (2.18)

Aqui f representa una densidad de energia libre por unidad de drea y € es la regién del
espacio ocupada por el sistema. En el caso de la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.5) u = 9
es real y el funcional de Lyapunov del cual deriva es

1 1 £2 .
Fly] = / —ep® + ot + 2L p(A + kG ) dF, (2.19)
mientras que para la ecuacién de amplitud NWS (2.15), u = A y el potencial de Lyapunov
del cual deriva es

F[A] —/ AR+ AP 1 10,4 - o242 ar (2.20)
0 2 2k Y

En este tltimo caso A y A son consideradas como funciones independientes. Se puede
demostrar que cualquier sistema dindmico descrito por una ecuacién de la forma (2.17)
presenta una dinamica disipativa, esto es, el valor del funcional de Lyapunov decrece en el
tiempo

dF

— <

dt
Lo anterior significa que un sistema potencial evoluciona hacia estados correspondientes a
algin minimo del funcional F. Por lo tanto, al funcional de Lyapunov también se le de-
nomina funcional de energia libre, en analogia al funcional de energia libre de los sistemas

0. (2.21)
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en equilibrio termodindmico. Hay que enfatizar que a priori las ecuaciones con estructu-
ra potencial sélo son relevantes para la descripcién de una dindmica relativamente simple
de sistemas no muy lejanos del equilibrio termodinamico. Para considerar fenémenos ta-
les como pulsaciones periédicas y dindmicas cadticas, tipicos de muchos sistemas fuera del
equilibrio, las ecuaciones modelo no deben restringirse a una forma potencial [14]. Cuando
una ecuacién dindmica no puede escribirse en la forma (2.17), se dice que es no poten-
ctal. Para un modelo no potencial no existe a priori ningin funcional que determine su
comportamiento dindmico asintético y no se pueden aplicar principios de minimizacion.

Los modelos no potenciales resultan a priori mas adecuados para describir la dinamica
de un sistema que forma patrones fuera de equilibrio. Ademaés, cada fendémeno fisico en par-
ticular puede presentar caracteristicas que no son capturadas por los modelos potenciales y
por consiguiente, su dindmica debe ser no potencial. Por ejemplo, en el caso de la conveccion
de Rayleigh-Bénard cerca del umbral de bifurcacién, la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.5)
incorpora adecuadamente las simetrias del problema y presenta una relacién de dispersién
cualitativamente correcta, por lo que reproduce la bifurcacion de un estado homogéneo a
un estado espacialmente modulado de franjas. Sin embargo, no resulta ser del todo exacta
para describir la dindmica de rollos en la convecciéon de Rayleig-Bénard por la siguiente
razon: el término no lineal (—3) no se puede derivar rigurosamente a partir de las ecua-
ciones del fluido ni siquiera cerca del umbral de bifurcacién. El desarrollo de las ecuaciones
de Boussinesq cerca del umbral es en realidad una suma cibica de modos de Fourier para
la cual no existe una expresion local en el espacio real. Algunos modelos toman en cuenta
esta propiedad incluyendo de manera fenomenolégica términos ciibicos no potenciales, que
involucran gradientes del pardmetro de orden local [50]. Por ejemplo

O = (e — (V2 + 1)) — ay® — byp(V)? + cyp? V24, (2.22)

Op = (e — (V2 + 1)*) + dV*P (V) + (3 — d)(9i) (0;4) ;0. (2.23)

La ecuacién (2.22) es no potencial cuando b # —c, mientras que (2.23) es no potencial
cuando d # 1. En particular, la ecuacién (2.23) con d = 3 es no potencial y reproduce ade-
cuadamente la estabilidad de la fase de franjas en la conveccién de Rayleigh-Bénard cerca
del umbral de bifurcacién cuando se varian el niimero de onda y el pardmetro de control €
[50]. Asimismo se pueden incorporar en el modelo original de Swift-Hohenberg (2.5) efec-
tos tales como el flujo medio de variacién lenta con respecto las coordenadas horizontales
(z,y) y promediado a lo largo de la coordenada vertical (z). El flujo medio produce una
vorticidad vertical. Un modelo que incorpora adecuadamente estas caracteristicas es [17]

O + U - Vi) = et — (V2 + 1) + 3V (Vh)?
VxU=0Qz
7Q — (V2 = A)Q = g2 - V(V3)) x V4, (2.24)

en donde ﬁ(x,y,t) es una velocidad de adveccién horizontal sin divergencia, la cual se
puede escribir en términos de la vorticidad vertical €, g,, es un parametro que acopla el
flujo medio con el patrén de franjas y 7,, 0 y ¢ son pardmetros que caracterizan al fluido.
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El modelo (2.24) es no potencial y da lugar a patrones de franjas muy diferentes (ma-
croscépicamente) a los del modelo potencial de Swift-Hohenberg (2.5). Por otra parte, el
mecanismo de seleccién del vector de onda del patrén de franjas es completamento distinto
para cada modelo. En el modelo potencial (2.5) el niimero de onda predominante ||£|| en el
patrén de franjas es aquel que minimiza el funcional de Lyapunov (2.19), es decir, ||k|| = ko.
En el modelo no potencial (2.24) la evolucién temporal del nimero de onda predominante
es més complicada y los resultados numéricos indican que tiende a un valor HEH < ko que
corresponde al nimero de onda para el cual las dislocaciones aisladas son estacionarias [17].

2.4. Defectos topologicos
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Figura 2.6: Defectos topolégicos en patrones de diversos sistemas: a) frontera de grano
y dislocaciones en las dunas de arena; b) disclinaciones y dislocaciones en las pieles de
cebras; c) disclinaciones y dislocaciones en la segregacién de copolimeros de dibloque; d)
dislocaciones y fronteras de grano en los rollos convectivos de un cristal liquido nemaético;
e) frontera entre una fase hexagonal y una de blancos en la termoconveccién de un fluido.
La perturbacién en la periodicidad espacial del patrén en (f) no es un defecto topolégico.

Un aspecto interesante de los patrones que forman estructuras periédicas es que rara-
mente son perfectos. Las condiciones iniciales, las condiciones de frontera o la degeneracion
de modos con la misma simetria pueden generar imperfecciones en el orden traslacional o
rotacional de un patrén ideal. Algunas de estas imperfecciones, o defectos pueden ser remo-
vidas con un simple cambio de coordenadas locales, como el defecto en el patrén de franjas
periédico que se muestra en la figura 2.6(f). Sin embargo, existe otro tipo de defectos que
no pueden eliminarse con un cambio de coordenadas locales, por lo que son llamados singu-
laridades topoldgicas o defectos topoldgicos, como los mostrados en las figuras 2.6(a)-2.6(e).
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Figura 2.7: Esquemas de diversos defectos topoldgicos en patrones periédicos: a)-b) Dis-
locaciones de carga topoldgica a) n = +1 y b) n = —1; las regiones II poseen una franja
menos que las regiones I, por lo que A\; < Arr. ¢)-d) Disclinaciones de carga topoldgica c)
n=+1/2yd) n=—1/2; la rotacién del vector de onda local k¥ = V¢ en un angulo £
al recorrer la trayectoria C' se muestra en rojo. e)-f) Fronteras de grano entre e) fase de
franjas y fase hexagonal y f) fases de franjas de diferente orientacion.
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Una situacién idéntica se presenta en las fases ordenadas (cristalinas o cristal-liquidas) de
la materia condensada [51]. En general los defectos topoldgicos no son estaticos, y controlan
en gran medida la estructura y dindmica asintotica de los sistemas con simetrias rotas. La
dindmica de los defectos topoldgicos es mas lenta que la de otros modos de deformacién de
un patrén perfecto.

Una forma de caracterizar a un defecto topoldgico es mediante el concepto de carga
topoldgica [51]. La carga topoldgica de un defecto se define a partir de la circulacién del
gradiente de la fase ¢(7,t) del pardmetro de orden local ¢ (7, t), a lo largo de una trayectoria
cerrada arbitraria C' que encierre al defecto

7{ V- dl = £2mn. (2.25)
C

El niimero n en (2.25) recibe el nombre de carga topoldgica, la cual puede ser entera o
fraccional. La carga topoldgica es una cantidad aditiva: la carga topoldgica total de un
conjunto de defectos topoldgicos dentro de una trayectoria cerrada C' es igual a la suma de
las cargas topoldgicas de cada uno de los defectos [12, 51]. En fases periddicas de sistemas
espacialmente extendidos con parametro de orden local escalar, existen basicamente tres
tipos de defectos topoldgicos: dislocaciones, disclinaciones y fronteras de grano.

Las dislocaciones resultan de la interseccién de dos estructuras con vectores de onda
localmente diferentes. En el caso de franjas, aparecen en donde una franja adicional termina
(ver las figuras 2.6(a) y 2.6(d)). La carga topoldgica de las dislocaciones es siempre entera
puesto que al calcular la circulacién (2.25) alrededor de una dislocacién hay una diferencia
de fase de £27. Por ejemplo, la carga topolégica de la dislocacién de la Fig. 2.7(a) es
n = +1, mientras que la de la Fig. 2.7(b) es n = —1. La presencia de dislocaciones rompe
el orden traslacional del sistema, como ocurre en los sélidos cristalinos. Las dislocaciones
pueden aniquilarse en pares de carga topolégica opuesta (como las de las Figs. 2.7(a) y
2.7(b)), conservando la carga topoldgica total del sistema [51].

Las disclinaciones estan asociadas a un rompimiento en el orden orientacional de un
patrén, como se puede observar en las figuras 2.6(b) y 2.6(c). Las disclinaciones tienen
carga topoldgica semientera, pues al recorrer una trayectoria cerrada C alrededor de una
disclinacién, el vector de onda local k= V¢ cambia su orientacién en un édngulo igual a
+m, como se muestra en las Figs. 2.7(c) (n = +1/2) y 2.7(d) (n = —1/2). Una dislocacién
puede ser nucleada a partir de dos disclinaciones de la misma carga topoldgica [51]. Las
dislocaciones y disclinaciones son defectos topoldgicos puntuales (con dimensién topoldgica
d=0).

Una frontera de grano es un defecto topolégico extendido (de dimensién d > 1) que
separa dos regiones (dominios) de diferente simetria, como las fronteras que se muestran en
las figuras 2.6(e) y 2.7(e), separando un dominio con simetria hexagonal de uno con franjas.
Asimismo, pueden separar regiones con la misma simetria, pero de diferente orientacion
relativa (ver figuras 2.6(d) y 2.7(f)). Las fronteras de grano estén asociadas al rompimiento
del orden traslacional y orientacional de un patron perfecto.



Capitulo 3

Patrones anisotropicos en cristales
liquidos nematicos

3.1. Introduccion

En este capitulo se presenta una breve revisiéon de algunos aspectos experimentales,
relevantes para el presente trabajo, relativos a la formacién de patrones anisotrépicos en
cristales liquidos nemdticos. Se trata de sistemas fluidos en donde las moléculas tienen
formas alargadas y a baja temperatura presentan un orden orientacional medio (caracteri-
zado por un campo director), lo cual induce una anisotropia intrinseca en sus propiedades
(conductividad térmica, conductividad eléctrica, etc.).

La importancia del estudio de la formacién de patrones en cristales liquidos nematicos
radica en que presentan mecanismos de inestabilidad diferentes a los que se encuentran
en sistemas de fluidos isotrépicos (tales como en la conveccién de Rayleigh-Bénard y en
la conveccién de Rayleigh-Marangoni). Estas nuevas inestabilidades, bajo condiciones ex-
perimentales adecuadas, pueden dar lugar a la formacion de patrones estacionarios y no
estacionarios en los que hay una ruptura en la invariancia orientacional del sistema. Varian-
do pardmetros de control adecuados (diferencias de temperatura, amplitudes y frecuencias
de campos eléctricos oscilantes, etc.) se presenta una serie de bifurcaciones en las cuales
se pueden observar patrones de diversas simetrias, tales como rollos convectivos normales,
rollos convectivos oblicuos, estructuras bimodales y estados de caos espaciotemporal, entre
otros. La anisotropia intrinseca de los nematicos puede influir significativamente en la for-
macién de patrones, pudiendo presentar una dinamica muy diferente a la de patrones con
simetrias similares en sistemas isotrépicos. Esto hace de los neméticos un sistema particu-
larmente fructifero en el estudio de nuevos mecanismos de formacién, seleccion, estabilidad
y dindmica de ordenamiento de patrones.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 3.2 se presentan
algunas propiedades fisicas generales de los cristales liquidos nematicos que permiten com-
prender los mecanismos de inestabilidad que pueden generar patrones. En la seccion 3.3 se
describe un mecanismo de inestabilidad responsable de la formacién de rollos de conveccién
inducidos por campos eléctricos ac (electroconveccion), conocido como mecanismo de Carr-
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Helfrich. Asimismo se describe la serie de bifurcaciones que ocurren experimentalmente en
la electroconveccién con alineaciéon plana.

3.2. Propiedades generales de los nematicos

Los cristales liquidos son compuestos intrinsecamente anisotropicos formados por molécu-
las elongadas u obladas, las cuales inducen un gran orden estructural debido a que pre-
sentan una moiedad rigida, denominada mesdgeno. También poseen una o varias partes
flexibles que inducen propiedades tipicas de un fluido. Los meségenos estan formados por
anillos arométicos y alifiticos que se enlazan formando estructuras elongadas (mesdgenos
calamiticos) o anillos aromaticos formando centros con forma de disco (mesdgenos discdti-
cos) [52, 53].

Los cristales liquidos presentan varias fases intermedias (mesofases) de acuerdo al or-
den orientacional y posicional de sus moléculas constituyentes. Cuando un cristal liquido
presenta transiciones entre mesofases debido a un cambio de temperatura, se dice que es
termotrdpico. Cuando estas transiciones ocurren debido a un cambio de concentracién se
denominan liotrépicos. Las principales mesofases que se presentan son la esméctica, la quiral
o colestérica y la nemdtica. La fase esméctica presenta un orden orientacional y posicional
de largo alcance debido a una agrupacion de los meségenos en capas. Por otro lado, la
fase nematica también posee un orden orientacional de largo alcance en sus moléculas pero
su orden posicional es de corto alcance. Esto es, sus moléculas se encuentran distribuidas
sin correlaciones a distancias mayores que unos cuantos didmetros moleculares, en forma
similar a las de un liquido simple, pero apuntando en una direccién media bien definida
[53]. Esta ultima propiedad es de gran relevancia en la dindmica de formacién de patrones
pues da lugar a mecanismos de inestabilidad (inestabilidades nematohidrodindmicas) que
no se observan en sistemas isotrépicos.

En el equilibrio termodindmico los cristales liquidos nematicos estan caracterizados por
un campo director, 7i(7), espacialmente uniforme. Este director corresponde a la direccién
media del eje de las moléculas del nemético [53]. Bajo forzamientos externos se producen
distorsiones espaciales del campo director y el sistema se encuentra fuera de equilibrio. Los
nematicos presentan propiedades eldsticas y en consecuencia, las distorsiones en 7(7) indu-
cen una torca eldstica que tiende a reducirlas localmente. Esto representa un mecanismo
estabilizante cuando el sistema se somete a forzamientos externos.

Debido al caricter anisotrépico de los nematicos, muchas de sus propiedades quedan
descritas por tensores. Sin embargo esta descripcién tensorial puede simplificarse tomando
en cuenta las diferentes simetrias del sistema. Presentan simetria de inversién (si son no qui-
rales) y en primera aproximacién simetria cilindrica alrededor de su director 7. Asimismo
los nemaéticos son invariantes ante la transformacién 77 — —n. Estas simetrias implican que
algunas propiedades, tales como la susceptibilidad eléctrica (€), la conductividad eléctrica
(6), la susceptibilidad magnética (x) y la conductividad térmica (&), s6lo poseen dos com-
ponentes diferentes: una paralela a la direccién de 7 y la otra perpendicular. Esto es, el
campo director en equilibrio establece dos orientaciones bien definidas en el sistema: una
direccién paralela a 71 (||) y otra perpendicular (L). A partir de estas orientaciones favore-
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cidas se puede definir un sistema de coordenadas adecuado para describir las propiedades
fisicas del sistema.

Al aplicar a un nemético campos externos E (eléctrico) y H (magnético), se inducen
un desplazamiento eléctrico, una densidad de corriente y una magnetizacion de la forma
[35]

D=¢e,E +¢(ii - E)it, (3.1)
j=0.E +o0,.(it- E)i, (3.2)
M = x 1 H + xa( - H)#, (3.3)

respectivamente, en donde €, = €| —€L,0a =0 —0LY Xa = X|| — XL Son medidas de la
anisotropia de la susceptibilidad eléctrica, la conductividad eléctrica y la susceptibilidad
magnética del nematico. Los valores de estas diferencias son generalmente dependientes de
la temperatura y pueden cambiar de signo. El signo de las constantes de anisotropia ¢, y xa
determina el comportamiento del nemético bajo la influencia de un campo electromagnético.
Cuando €, > 0 0 x4 > 0, el director 7 tiende a alinearse con el campo, mientras que cuando
€a < 0 0 xq < 0, el director tiende a una orientacién perpendicular al campo. Asimismo,
al aplicar un gradiente de temperatura V1" a un nemaético, se induce un flujo de calor que
obedece una ley andloga a (3.1), (3.2) y (3.3)

Jg = —k|VT — ka(t - V)i, (3.4)

en donde Kk, = K| — L es una medida de la anisotropia en la conductividad térmica del
nemético [35].

3.3. Formacién de patrones anisotrépicos en electroconvec-
ciéon de nematicos con alineacion plana

La electroconveccion en cristales liquidos se ha convertido en un paradigma en el estudio
de la formacién de patrones anisotropicos. Son sistemas espacialmente extendidos, en donde
el espesor d =~ 20 pum es mucho menor que la dimensién lateral L ~ 1 cm [8]. Definiendo la
razén de aspecto como

I'=1L/d, (3.5)

se tiene que para la electroconvecciéon de nematicos la razén de aspecto es tipicamente
I ~ 500. Asimismo presentan un gran niimero de pardmetros de control accesibles, que no se
encuentran en la conveccion térmica de fluidos isotrépicos. Dadas sus propiedades eléctricas
vy magnéticas anisotrépicas, los nematicos presentan acoplamientos electrohidrodinamicos
que generan inestabilidades particulares. El mecanismo de inestabilidad més conocido es
el llamado mecanismo de Carr-Helfrich [54, 55, 56]. Este mecanismo explica la formacién
de una gran variedad de estructuras convectivas periddicas al aplicar una diferencia de
potencial oscilante a una capa espacialmente extendida de nematico.
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Figura 3.1: Esquema del mecanismo de Carr-Helfrich. Fluctuaciones pequenas en la cur-
vatura del director inducen una componente lateral Ex del campo eléctrico, que produce
un flujo hidrodindmico debido al acoplamiento entre el campo de velocidad (), el campo
director 7i(7) y la densidad de carga p(r) del nemaético.

Mecanismo de Carr-Helfrich [35]

Consideremos una capa delgada de un cristal liquido nemético confinado entre dos pla-
cas de vidrio paralelas (figura 3.1). Supongamos que las placas estédn tratadas de manera
adecuada para alinear al campo director del nemético en equilibrio en una direccion fija
(7i(7) = z), paralela al plano de las placas. A esta configuracién se le denomina alineacidon
plana. Ahora, supongamos que se aplica una diferencia de potencial de amplitud Vj entre las
placas. Esto induce un campo eléctrico de amplitud Ey = Vj/d en la direccién perpendicu-
lar a las placas (2). El nematico es previamente dopado con impurezas iénicas, de tal forma
que posee cargas libres y es conductor eléctrico. En el caso de nematicos con anisotropia
en la conductividad eléctrica 0 < o4, la densidad de carga eléctrica local p(7) se acopla
con el campo director y se concentra en regiones de mayor curvatura (9,n;). Esto produce
una componente del campo eléctrico Ex en la direccién z, la cual induce una modulacién
o estratificacion de la distribucién lateral de carga, como se muestra esqueméaticamente en
la Fig. 3.1. El campo eléctrico resultante E produce un flujo hidrodindmico debido a la
fuerza electrostatica p(ﬁﬁ que actia sobre el fluido en cada posicién 7. El gradiente del
flujo hidrodinamico produce una torca viscosa en el director, lo cual tiende a amplificar
sus fluctuaciones iniciales. Este efecto desestabilizante es contrarrestado por efectos estabi-
lizantes debidos a las constantes eldsticas y a la viscocidad del fluido. Para una diferencia
de potencial suficientemente pequena el nemdtico se encuentra en un estado espacialmente
uniforme caracterizado por un campo director 7(7) = & y campo de velocidad nulo #(7) = 0.
Sin embargo, cuando V| excede un valor critico V,, el estado uniforme se vuelve inestable
y aparece un flujo hidrodindmico convectivo. Cuando la diferencia de potencial aplicada
entre las placas oscila con una frecuencia w # 0, se eliminan los efectos de acumulacién de
carga en las placas y el flujo convectivo es persistente en el tiempo. Entonces es posible la
formacién de estructuras peridédicas estables en forma de rollos orientados perpendicular-
mente a &, con longitud de onda de orden del espesor de la capa de nematico A\ ~ d (figura



3.3 Formacién de patrones anisotrépicos en electroconveccién de nematicos
con alineacién plana 26

CCD
Camer:

imaging Nikon Camara
system Le

Tower

lens <___>

re-
Control Stage™ ]

Figura 3.2: Esquema de un arreglo experimental empleado en la electroconvecciéon de cris-
tales liquidos nematicos. El aparato consiste basicamente en un dispositivo de control de
temperatura y un sistema de visualizacién de imagenes [60].

3.4(a)). El punto de bifurcacién del estado homogéneo al estado convectivo espacialmente
modulado depende de la amplitud del campo eléctrico oscilante y de su frecuencia, asi como
de las constantes anisotrépicas del material. Los parametros de control principales son 1
vy w, y variandolos adecuadamente se obtiene toda una serie de bifurcaciones a patrones
anisotrépicos de diferentes simetrias con orientaciones bien definidas con respecto a Z.

Cabe mencionar que, dada la gran complejidad del problema, la teoria de formacién de
patrones en la electroconveccién de nematicos estd mucho menos desarrollada y compren-
dida que para la conveccién de Rayleigh-Bénard. Las teorfas no lineales disponibles son
esencialmente fenomenoldgicas [29, 31, 33, 34, 56, 57, 58, 59].

Arreglo experimental

En la figura 3.2 se muestra el esquema de un arreglo experimental tipico empleado
en la electroconveccion de nematicos. El aparato consiste en un dispositivo de control de
temperatura, dentro del cual se coloca una celda de vidrio que contiene la muestra del
nematico. A esta celda se le aplica una diferencia de potencial oscilante a una temperatura
practicamente constante. El otro dispositivo importante en el aparato es un sistema de
imagen (shadowgraph) para la visualizacién de los patrones electroconvectivos. Este sistema
emplea las variaciones espaciales en el indice de refraccion de los cristales liquidos para
poder obtener imagenes a partir de luz dispersada y transmitida a través de la capa de
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcaciones tipico para la electroconveccién del cristal liquido
nematico N4. Los simbolos representan los puntos experimentales de bifurcacién entre los
diferentes patrones observados [61].

nematico.

Bifurcaciones

En la figura 3.3 se muestra el diagrama de bifurcacién experimental tipico en la elec-
troconvecciéon de un nematico [61]. € es un pardmetro de control adimensional definido

Ccomo 9
Vo
=(2) -1

de modo que € = 0 corresponde a la bifurcacién primaria del estado homogéneo al estado
convectivo. Para obtener dicho diagrama, a un valor fijo de la frecuencia w se varia cua-
siestaticamente € en pasos de orden Ae ~ O(1073). Esto se hace para diferentes frecuencias
w y a una temperatura fija del nematico para mantener sus parametros de anisotropia a
valores practicamente constantes. Cuando se incrementa €, aparecen bifurcaciones secun-
darias a patrones de diferente simetria, que en la figura 3.3 son representadas por simbolos.
En este diagrama experimental es posible observar una caracteristica que tienen en comun
la mayoria de los nemaéticos sometidos a una diferencia de potencial oscilante: existe una
frecuencia de corte, w. (frecuencia de Lifshitz), que divide al diagrama de bifurcaciones
en dos regiones [8, 29, 32]. Para frecuencias w < we, la bifucacién primaria es del estado
uniforme a un estado de rollos oblicuos que forman un angulo diferente de cero con respecto
al eje &, como los que se muestran en las figuras 3.4(b), 3.5(b), 3.5(c) y 3.5(d). Los rollos
con orientacién 0 < § < /2 son llamados estados zig (figura 3.5(b)) mientras que los rollos
con orientacién —7/2 < 6 < 0 son llamados estados zag (figura 3.5(c)). Para w. < w, la
bifurcacién primaria es del estado uniforme al estado de rollos normales (ver figura 3.4(a)).
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Figura 3.4: Patrones observados en la electroconveccion de neméticos con alineacién plana:
a) rollos normales [29]; b) rollos oblicuos (zig-zag); ¢) estructuras bimodales [60]; d) estado
cadtico espaciotemporal que aparece como bifurcaciéon secundaria [61]; e) estado cadtico
espaciotemporal que aparece como bifurcacién primaria [60]; y f) gusanos (estructuras
localizadas viajeras) [64]. La orientacién del campo director del nemdtico en equilibrio
corresponde al eje horizontal en estas figuras.
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Al punto (e = 0,w = w,) sobre el diagrama de bifurcacién se le denomina punto de Lifshitz
y en el diagrama de la figura 3.3 corresponde a (e = 0,w, ~ 2200 Hz).

Es importante mencionar que la mayoria de las estructuras periédicas observadas expe-
rimentalmente resultan de la interaccién no lineal de una cantidad muy pequena de modos
linealmente inestables (con razén lineal de crecimiento positiva) cuya orientacién queda
bien definida con respecto a la orientacién del director en equilibrio (z). Esto difiere nota-
blemente de la formacién de patrones periddicos isotrépicos, en los que existe degeneracién
en la orientacién: cualquier modo con vector de onda k tal que |k — ke|/ke < /€ (con
k = ||K||) es linealmente inestable y las estructuras resultantes después de la saturacién no
lineal pueden tener a priori cualquier orientaciéon sobre el plano del sistema.

Incrementando el valor de € se observan bifurcaciones secundarias a patrones de diferen-
tes simetrias. Para w. < w también se observan rollos oblicuos, pero en este caso aparecen
como una bifurcacion secundaria a partir del estado de rollos normales mediante una ines-
tabilidad de zig-zag . Los dos estados de rollos zig y zag son degenerados y cuando se varia
rapidamente € a través del punto del bifurcacién correspondiente aparecen en diferentes
regiones del sistema, formando dominios de diferente orientacién. Estos dominios estén se-
parados por fronteras (interfaces) bien definidas [26, 27, 60], como puede observarse en las
figuras 3.4(b) y 3.5(d). Los dominios de rollos oblicuos presentan propiedades espaciotem-
porales muy interesantes. La dindamica de defectos conduce a un crecimiento del tamamio
promedio de los dominios y a un ordenamiento global del sistema en el tiempo. Vale la pena
mencionar que en estos patrones las estructuras peridédicas son estacionarias, y el ordena-
miento del sistema se debe principalmente a la dinamica de los defectos topoldgicos. La
dindmica de ordenamiento de fases moduladas oblicuas en electroconveccion con alineacion
plana ha sido estudiada experimentalmente en los tltimos anos [26, 27, 28]. Este problema
representa la principal motivaciéon para el estudio numérico y tedrico desarrollado en la
presente tesis.

Incrementando atin mas el valor de € el estado de rollos oblicuos se vuelve inestable y
se observan bifurcaciones secundarias a estructuras mas complejas, tales como estructuras
bimodales y patrones de caos espaciotemporal. Las estructuras bimodales (figura 3.4(c)) se
forman a partir de los rollos oblicuos mediante una inestabilidad conocida como bifurcacién
de rollos oblicuos de segundo tipo o bimodal-varicose [58, 60, 62]. Esta inestabilidad consiste
en la apariciéon de un nuevo modo marginalmente inestable con vector de onda Ebv, formando
un dngulo 6y, ~ 7/2 con respecto a alguno de los modos oblicuos. El otro modo oblicuo
es suprimido y por lo tanto las estructuras periédicas resultantes tienen simetria cuasi-
rectangular. Aumentando més el valor de € se observan otras bifurcaciones secundarias,
en las cuales el patrén emergente presenta una dindmica espaciotemporal cadtica (figura
3.4(d)). Para conductividades ¢, muy bajas (del orden ~ 10~%ohm™'m~") se observan
bifurcaciones primarias del estado uniforme a estados cadticos temporales (figura 3.4(e)) y a
estructuras localizadas viajeras (gusanos, como los mostrados en la figura 3.4(f)) [60, 63, 64].
La cinética de los gusanos es anisotropica, pues se mueven basicamente en la direccién z.

Para valores suficientemente grandes de e el sistema presenta turbulencia [61, 65]. La

1Una inestabilidad de zig-zag consiste en la aparicién de perturbaciones inestables transversales en un
patrén de franjas paralelas. Esta inestabilidad genera estructuras oblicuas (zig-zag) con respecto a la orien-
tacién inicial de las franjas. Para més detalles consultar [11, 14, 38, 35]



3.3 Formacién de patrones anisotrépicos en electroconveccién de nematicos
con alineacién plana 30

W

\ \‘\
& (b) . l

_”/,3,’/,’/,’///// I

Figura 3.5: a) Esquema de los dos modos oblicuos zig y zag, cuya orientacién es simétrica
con respecto a . La saturacién no lineal de cada uno de los modos oblicuos puede dar lugar
a la formacién de patrones estacionarios periédicos de franjas con diferente orientacién: b)
rollos zig y ¢) rollos zag experimentales [60]. d) Cuando € es variado rapidamente a través
de un punto de bifurcacién a un estado de rollos zig-zag, se pueden formar dominios de
ambas orientaciones [26, 27].
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sucesion de patrones al variar € es reversible.



Capitulo 4

Modelos de ordenamiento de fases
de franjas oblicuas anisotropicas

4.1. Coarsening en sistemas con simetrias rotas

El coarsening es un proceso que ocurre cuando un sistema es llevado rapidamente por
un punto de transicién o bifurcacién de un estado uniforme (homogéneo) a un estado de
menor simetria y se forman dominios de fases de simetria rota que crecen en el tiempo.
El crecimiento de dominios se debe a que las diferentes fases de simetria rota compiten
mediante la creacion, interaccion, movimiento y aniquilacién de defectos topoldgicos. Los
procesos tipicos en los que se presenta coarsening son la separacion de fases en mezclas de
fluidos, las transiciones de orden-desorden en sistemas ferromagnéticos y la descomposicion
espinodal de aleaciones binarias [1, 2], por citar algunos.

El coarsening puede ser un proceso transitorio entre dos estados de equilibrio termo-
dindmico, en el que los dominios resultantes del rompimiento de simetria presentan fases
localmente uniformes y tienden asintéticamente a un estado final de equilibrio. El tiempo
de relajacién mas largo diverge con el tamano del sistema, por lo que éste trata de alcanzar
un equilibrio global incrementando sus escalas de longitud y en consecuencia aumentando
el tamano de los dominios en el tiempo. [1, 2] La dindmica de ordenamiento de estos siste-
mas depende basicamentede del tipo de pardmetro de orden local que describe al sistema
(conservado o no conservado, escalar o vectorial). Una propiedad interesante que ha sido
observada es que el crecimiento de dominios en sistemas de simetria rota con fases unifor-
mes obedece una relacién de escalamiento dindmico. La estructura de dominios (medida
por funciones de correlacién espaciales, por ejemplo) es estadisticamente independiente del
tiempo (después de un posible transitorio) a condicién de realizar a cada tiempo un cambio
de escala espacial adecuado . Ademds, una sola longitud caracteristica, L(t), es suficiente
para describir el sistema. En base a esto se han establecido esquemas bien definidos para

'La hipétesis de escalmiento dindmico no ha sido probada rigurosamente, salvo en algunos modelos muy
simples, como el modelo unidimensional de Glauber [66, 67] y el modelo n-vectorial con n — oo [68]. Sin
embargo, hay evidencias numéricas y experimentales que motivan su validez en los procesos de coarsening
de sistemas con fases uniformes [2].
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las leyes de crecimiento de dominios y se han identificado muy bien los mecanismos fisicos
que permiten el ordenamiento en sistemas con fases de simetria rota uniformes y dindmica
potencial [2, 3, 69]. Por ejemplo, en el caso de sistemas espacialmente extendidos en dos
dimensiones con pardametro de orden local escalar no conservado, el mecanismo que permite
el ordenamiento de fases del sistema es el movimiento de interfaces, que tienden a minimi-
zar la tensién superficial de los dominios mediante una reduccién de la curvatura local de
las interfaces. La ley de crecimiento de dominios es en este caso L(t) ~ t'/2 [7]. Por otro
lado, cuando el pardmetro de orden es conservado, el mecanismo fisico de ordenamiento
es la difusién del parametro de orden de interfaces de alta a baja curvatura, con ley de
crecimiento de dominios L(t) ~ t'/3 [6].

El problema de crecimiento de dominios en sistemas que no tienden a un estado final de
equilibrio termodindamico resulta mas complejo que el de coarsening en fases de equilibrio.
Como ha sido expuesto en los capitulos anteriores, la dinamica de estos sistemas puede ser
no potencial al no existir un funcional de Lyapunov que determine la evolucién temporal
asintotica. El crecimiento de dominios en sistemas no potenciales ha sido estudiado en al-
gunos casos particulares, tales como en los patrones de polarizaciéon en una cavidad éptica
que contiene un medio kerr no lineal iluminado con luz linealmente polarizada [70, 71] y la
propagacién de frentes no potenciales en patrones de conveccién [72]. Es de especial interés
el estudio de la dinamica de ordenamiento de sistemas caracterizados por un pardmetro
de orden local espacialmente modulado. Los sistemas espacialmente extendidos que forman
patrones periddicos presentan una mayor complejidad dindmica debido a la presencia e in-
teraccién de diferentes tipos de defectos topoldgicos. Algunos estudios experimentales sobre
la dindmica de ordenamiento de patrones de franjas en copolimeros de dibloque [23, 24]
y electroconveccién de cristales liquidos nematicos [26, 27, 28] han sido realizados en los
ultimos anos. Asimismo se han hecho estudios numéricos basados en la ecuacién de Swift-
Hohenberg potencial [15, 16, 19, 20, 21, 22, 73], no potencial [17] y en las ecuaciones de
Boussinesq para la conveccién de Rayleigh-Bendard cerca del umbral de bifurcacién [36, 37].
En algunos casos ha sido posible identificar el mecanismo dominante que ordena al sistema,
en el coarsening. Por ejemplo, en copolimeros de dibloque se forman patrones de franjas
isotropicas que se ordenan debido principalmente a la aniquilacién de cuadrupolos de dis-
clinaciones [24]. Sin embargo, a diferencia del coarsening de sistemas con fases uniformes,
las leyes de crecimiento de dominios en patrones periédicos dependen fuertemente de varios
factores, tales como la intensidad del quench (es decir, el valor pardmetro de control €),
la presencia de ruido térmico y la forma de extraer las longitudes caracteristicas del siste-
ma. La hipotesis de escalamiento dindmico, aparentemente valida para sistemas con fases
uniformes, sigue siendo polémica para fases moduladas, pudiendo haber en el coarsening
varias escalas caracteristicas y varios mecanismos de crecimiento, segiin el sistema en estu-
dio. En consecuencia, la aparente universalidad observada en los procesos de coarsening en
sistemas con fases de simetria rota uniformes de equilibrio no existe para sistemas con fases
espacialmente moduladas. Uno de los mecanismos responsables es la presencia de efectos
no adiabaticos creados por el mismo patrén periédico, que inducen potenciales periédicos
efectivos de bloqueo (pinning) sobre los defectos topoldgicos del sistema y cuya intensidad
depende de la profundidad del quench. Se ha verificado que estos efectos pueden tener con-
secuencias draméaticas en los procesos de coarsening, frenando la dindamica de los defectos
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Figura 4.1: Dominios de franjas oblicuas anisotrépicas, cuyo vector de onda sélo puede
tener dos orientaciones posibles (Ej y EC_ ) con respecto a & (ver seccién 4.3 para detalles en
la solucién numérica). Los dos tipos de defectos topoldgicos predominantes son los arreglos
de dislocaciones (encerrados en azul) y fronteras horizontales de chevrones (encerradas en
rojo).

topoldgicos, llevando el patrén a configuraciones congeladas y desordenadas [19, 20].

En este capitulo se presentan algunos modelos reducidos que describen la dindmica de
un patrén de franjas oblicuas anisotrépicas después de llevar rapidamente un sistema bidi-
mensional por un punto de bifurcacién de un estado uniforme a un estado espacialmente
modulado. El estado final corresponde a un patrén de franjas cuyo vector de onda sélo
puede tener dos orientaciones posibles (simétricas) con respecto a una direccién preferida
(). A tiempos iniciales se forman dominios correspondientes a las dos fases espacialmente
moduladas, separados por dos tipos de defectos topolégicos: arreglos lineales de dislocacio-
nes verticales o inclinados con respecto a la direccién vertical y fronteras horizontales en las
cuales la fase de las franjas es continua pero su vector de onda cambia de una orientacién
a otra (chevrones, por su forma en “V”), como se muestra en la Fig. 4.1. Contrariamente
a las fases lamelares isotrépicas, la anisotropia del patrén impide la formacién de discli-
naciones. Por lo tanto la configuracién del sistema difiere notablemente de los patrones de
franjas isotrépicas modelados por la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.5), en los cuales las
disclinaciones juegan un papel importante en la dindmica de ordenamiento. Los patrones
modelados numéricamente en el este trabajo de tesis son morfolégicamente similares a los
patrones de rollos zig-zag experimentales observados la electroconveccién de cristales liqui-
dos nemadticos con alineacién plana [26, 27, 29, 61] y en la termoconveccién de una capa de
nematicos con alineacién plana [74, 75, 76]. Algunos resultados sobre la dindmica de de-
fectos topolégicos y crecimiento de dominios han sido obtenidos recientemente [26, 27, 28].
La principal motivacién para el presente trabajo es estudiar en detalle algunos aspectos en
la dindmica de ordenamiento en estos sistemas anisotropicos.

Los principales aspectos investigados en esta tesis acerca del coarsening de un patron
de franjas oblicuas anisotrépicas son los siguientes: la existencia de diferentes escalas de
longitud asociadas a la anisotropia intrinseca del sistema, la existencia de escalamiento
dindmico y el papel que juegan los términos no potenciales en la dindmica de ordena-
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miento. Hasta donde sabemos, este 1ltimo aspecto nunca ha sido investigado. Dado que
los dominios de franjas oblicuas estan muy bien delimitados por los dos tipos de defectos
mencionados anteriormente, su identificacién y su caracterizacion mediante dos escalas de
longitud (paralela y perpendicular a la direccién z) resultan relativamente féciles de reali-
zar. En la seccién 4.2 se presentan las ecuaciones propuestas para modelar la formacién de
franjas oblicuas anisotrépicas. Los métodos empleados para obtener soluciones numéricas e
identificar dominios y defectos topolégicos son presentados en la seccién 4.3. Los resultados
son presentados y discutidos en el capitulo siguiente.

4.2. FEcuaciones modelo

Basados en argumentos de simetria y estabilidad, Pesch y Kramer [31] propusieron un
modelo bidimensional no lineal fenomenoldgico que describe la transicién de rollos normales
a oblicuos en la electroconveccién de cristales liquidos nematicos con alineacién plana

10000 = 1 — CHA + E3)? —%%¢+g%%¢—w. (4.1)
0 0

El modelo (4.1) es una extensién de la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.5) que incorpora
términos anisotrépicos que rompen la invariancia orientacional del sistema. Los ejes x y
y representan las direcciones paralela y perpendicular al campo director del nematico en
equilibrio, seleccionado apropiadamente por las placas de vidrio que lo confinan; 7y repre-
senta el tiempo de relajacién del director; 1 (7, t) es un parametro de order local escalar
(adimensional) que puede ser interpretado como un desplazamiento eldstico lateral pequeno
del nemaético; los parametros adimensionales ¢ y  modelan constantes elasticas anisotrépi-
cas; 1 representa el parametro de control (adimensional) principal del sistema, relacionado
con la amplitud del forzamiento externo y con las constantes eldsticas restauradoras del
nematico; kg es el nimero de onda del patrén base y ( es una longitud de coherencia.
Para ¢ = n = 0 la ecuacién (4.1) se reduce a la conocida ecuacién bidimensional de Swift-
Hohenberg isotrépica (2.5). La ecuacién (4.1) tiene una estructura potencial

oF
5’

con ¢/61 una derivada funcional y F' un funcional de Lyapunov, dado por

00 = — (4.2)

4
Pl = gy [ 16 (= ) + 108+ AP = 0.0, + | (43)
0

El modelo potencial (4.1) ha sido empleado por Boyer [30] para estudiar el coarsening
de franjas oblicuas anisotrépicas, encontrando algunas similitudes en la dindmica de rollos
electroconvectivos oblicuos experimentales [27]. Otros modelo bidimensionales de formacién
de patrones de franjas anisotrépicas son:

a) La versién anisotrépica de la ecuacién de Proctor-Sivashinsky [11]

OF

Oy = =50 = —HV (A4 12 = 2005050 — 7046 + V(VH(V4)?), (4.4)
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que deriva del funcional de Lyapunov

2 2,/1,\2
Pl = far(—a+ e+ G 5
4
VO @)@ + ;<a§w>2) . (45)

La ecuacién (4.4), al igual que (4.1), modela la formacién de patrones de franjas oblicuas
en la electroconveccién de nematicos.
b) La ecuacién anisotrépica de Swift-Hohenberg

Orw = 5o T W (A + k3 — |w|*w + yw, (4.6)
que deriva del funcional
1
Flw,w] = /dF <—e|w\2 - %(w2 +@%) + S|t + (A + kg)w|2) : (4.7)

empleada en [77] para modelar la formacién de estructuras lamelares magnéticas en pelicu-
las de granate. El término vyw estd asociado a las propiedades anisotrépicas de la pelicula.

c) La ecuacién anisotrépica de Swift-Hohenberg, empleada recientemente para estudiar
la cinética de dislocaciones en patrones de franjas normales [78]

_OF
5

en donde el término anisotréopico corresponde, por ejemplo, a un campo magnético externo
aplicado sobre el sistema. El funcional de Lyapunov del cual deriva la ecuacién (4.8) es

Pl = 3 [ (et + (84007 + 5 40,07, (49)

o = = e — (A+1)% —¢° + 7970, (4.8)

Sin embargo, dada la estructura potencial de los modelos (4.1), (4.4) (4.6) y (4.8), la
dindmica de los patrones que exhiben es relajacional y siempre tienden a minimizar sus
funcionales de Lyapunov (4.3), (4.5), (4.7) y (4.9), respectivamente, lo cual generalmente
no ocurre cuando un sistema se encuentra lejos del equilibrio termodinamico. Una genera-
lizacién del modelo (4.1), que proponemos en este trabajo, es

w0 = ro— CA ) — G + 1ok + NLL) (4.10)

en donde N L[] es un término no lineal ciibico, no necesariamente potencial, que satura
el crecimiento de los modos linealmente inestables. Anteriormente no se habian estudiado
modelos anisotrépicos de Swift-Hohenberg con términos no potenciales, a pesar de que

son a priori méas relevantes para describir situaciones experimentales. Con el objetivo de
encontrar posibles diferencias entre dindmicas de ordenamiento potenciales y no potenciales



4.2 Ecuaciones modelo 37

de dominios de franjas oblicuas, en este trabajo se estudian tres modelos correspondientes a
la ecuacién de Swift-Hohenberg anisotrépica (4.10), con los siguientes términos no lineales

NL[y] = —q3 modelo potencial, (4.11)

NL[l=  —y® - S9(Vy)+
+31p% (V1)) modelo no potencial 1, (4.12)

0
NL[l =  SVR(Ve)+
+5582(0:)(059) i,

i,j=x,y modelo no potencial 2, (4.13)
en donde ¢1, ¢ y c3 son constantes tales que ¢; # —co y ¢3 # 1 (parac; = —ca y c3 =1

ambos modelos son potenciales). Los términos no potenciales 1 y 2 han sido propuestos
y empleados por Greenside y Cross [50], y Cross y Meiron [17] para investigar algunos
aspectos sobre la dindmica no relajacional en el modelo de Swift-Hohenberg. En el presente
trabajo se seleccionan, por simplicidad, ¢ = 1/kg, 70 = 1 (0 equivalentemente, el tiempo
se escala por 7p), ¢ = ¢ca = 1y ¢3 = 3. Dado que los modelos no potenciales (4.12) y
(4.13) incorporan las mismas simetrias que el modelo potencial (4.1), también reproducen
la transicién de rollos normales a oblicuos. Sin embargo, las dindmicas de los patrones
que presentan es a priori diferente, pues no derivan de ningun funcional de Lyapunov que
determine su evolucion temporal. Es de esperar que estos dos modelos no potenciales hagan
una mejor descripcion de los experimentos de electroconveccién de nemaéticos que el modelo
potencial (4.11), sobre todo lejos del punto de bifurcacion.

4.2.1. Anadlisis lineal

Analicemos el mecanismo mediante el cual un modelo anisotrépico de la forma (4.10)
reproduce la formacion de franjas oblicuas formando un dngulo con solamente dos orienta-
ciones posibles, £|6|, con respecto al eje x. Primero encontremos el umbral de inestabilidad
en el que ocurre una bifurcacién del estado uniforme (7, ¢) = 0 a uno espacialmente mo-
dulado. Suponiendo perturbaciones periddicas 09 (7, t) = dibo(t) exp(z’lz -7, k= T + qy,
alrededor del estado uniforme y linealizando la ecuacién resultante para 0 (t), se encuentra
que inicialmente las perturbaciones peridédicas crecen como

Si(7,t) ~ exp(ot + ik - 7), (4.14)

en donde la razon lineal de crecimiento o estd dada por

1
o(rpq) =7 =13 ((k§ —p* — ¢*)* + cg* — 20p*¢?) . (4.15)
0

El umbral de inestabilidad se encuentra maximizando o(r,p,q) con respecto a py q y
buscando el valor critico del parametro de control » = r. para el cual existe a lo menos un
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vector de onda ke = pod + gy tal que Ugrc,pc, gc) = 0 (superficie neutral). Se encuentra
que dos modos con vector de onda finito k = pZ + qf, se vuelven marginalmente inestables

cuando el pardmetro de control » aumenta y cruza dos valores umbrales rén) y rﬁ")
franjas normales: r = 0,{p? = k3,q*> =0}, (4.16)
. . —_ 2
franjas oblicuas: rl = m < 0,{p? = ;;;ZUQ k2,

en donde ¢ > 0. Los modos correspondientes a franjas normales tienen vector de onda en la
direccién &, mientras los modos de franjas oblicuas forman un angulo § = £ arctan(q./p.) =
+ arctan /n/(c + n) con respecto a . De acuerdo a la expresién (4.17), las franjas oblicuas
s6lo pueden ser observadas si 7 > 0. El crecimiento exponencial de los modos linealmente
inestables es saturado por el término cibico no lineal N L[], lo que da lugar a la formacién
de estructuras periddicas. Por consiguiente, cuando se varia 1 de un valor negativo a uno
positivo, la ecuacion reproduce la transicion de modos normales a oblicuos.

La superposicién de modos oblicuos puede dar lugar a diversas estructuras periédicas:
franjas oblicuas, estructuras bimodales y franjas onduladas. Todas estas estructuras han
sido observadas experimentalmente en cristales liquidos nematicos, en la forma de rollos
de conveccién [61]. Los patrones que son de interés aqui son las franjas oblicuas, las cuales
predominan eligiendo un valor del pardmetro de control 0 < r (para rﬁo) < r <0 sdlo se
observan franjas onduladas) [30].

4.2.2. Analisis débilmente no lineal

Analisis general

Se puede hacer un andlisis débilmente no lineal de la ecuacién (4.10) (con términos

no lineales (4.11), (4.12) y (4.13)) alrededor del punto de bifurcacién réo), basado en el
formalismo de ecuaciones de amplitud [8, 31]. Este andlisis es util para estudiar algunas
propiedades de la dindmica de defectos cerca del umbral [8, 35, 79]. Para ello, se puede
definir la profundidad del quench como

P (4.18)

en donde se ha denotado, por simplicidad, r. = r£o) . Este pardmetro mide que tan alejado

se encuentra el sistema del punto de bifurcacién. Eligiendo |r.| < € < 1, de modo que
r > 0, se puede hacer una expansién del pardmetro de orden local v en 6rdenes de €

¥ =g + ey + €/ 2y + .. (4.19)

Buscamos soluciones de las ecuaciones (4.10), de la forma

W) =Y A7 )R T 4 ce, (4.20)
J
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en donde c.c. denota el complejo conjugado y las amplitudes A; son funciones (complejas en
el caso més general) que toman en cuenta inhomogeneidades o defectos del patrén periédico
perfecto con vectores de onda Ej, que corresponden a los modos linealmente inestables
mas peligrosos (con mayor razoén lineal de crecimiento). Las amplitudes varian lentamente
en el espacio y en el tiempo con respecto a las oscilaciones rdpidas del patrén perfecto.
Supondremos que las amplitudes A dependen tinicamente de variables lentas (X,Y,T). En
este formalismo (X, Y, T) son independientes de las oscilaciones rapidas del patrén (z,y).
Esta suposicién es correcta tinicamente cuando € — 0. Para estimar el orden de magnitud de
las variables lentas (X,Y,T'), consideremos cambios espaciales pequernios en la regularidad
del patrén [35]
p=pc+dp

q=qc+0q. (4.21)

Sustituyendo (4.21) en la ecuacién (4.15), al orden més bajo se obtiene
o~ €~ O0p*~ g2,

y regresando al espacio real, se obtiene la siguiente relacion entre las magnitudes relativas
de las derivadas parciales de las envolventes

B A~ A~ A~ DA,

de donde las variables lentas (X,Y,T) obedecen el escalamiento [31]

X =22 Y =%y, T =et, (4.22)
de tal modo que
0y — Oy + €0y, (4.23)
9y — O+ %oy, (4.24)
Oy — O+ eor. (425)

El andlisis de multiescalas consiste en sustituir (4.19), (4.23), (4.24) y (4.25) en cada una
de los modelos anisotrépicos (4.11), (4.12) y (4.13), y encontrar las ecuaciones resultantes
a los diferentes érdenes en €!/2. De esta forma se obtienen las siguientes ecuaciones

orden €'/2: Lo =0, (4.26)
orden e: Lovr + Ly = 0, (4.27)
orden €%/2: Lotbg + L1ty 4 Natbg = drib, (4.28)

en donde Ly y Ly son operadores lineales definidos por

R e P (4.29)

IA/O =Tc
4 47y 4Ty
kO ko ko
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4
L = _ﬁ[(kg + 82)0:0x + kgdydy + (c +1)050y +
0
+(1 = 1)(0:0y + 9y0x)0:0,], (4.30)
y Ny es el operador definido por

- 2
Ny = 1- =
2 ké

+(1 — ) (020} + 920% + 49,0,0x 9y + NL, (4.31)

[3020% + 3(1 + ¢)0;05 + k§ (0% + 0%) +

siendo N L el operador no lineal dado por

—3, modelo potencial,
—p3 — %MVWQ + ;%wQ(Vzw), modelo no potencial 1,
0 0

HVIR(VY)
+55 (0i0)(059) 9059,
(¢

k
] =1T,Y), modelo no potencial 2.

Las soluciones generales de las ecuaciones (4.26) y (4.27) son
Yo = AT(X,Y,T)e ™4 A~(X,Y,T)e™ ™ + cec., (4.32)

Y1=0 (4.33)

en donde AT es la envolvente a orden ¢!/2

del patron de franjas oblicuas de dngulos 10,
con vector de onda kX, definido como

FE = [pel + |geli- (4.34)

Esto es, los términos rapidamente oscilantes en la expresién (4.32) representan al patrén
periédico perfecto cuyos vectores de onda sélo pueden tener dos orientaciones posibles
(Ej y IZC_ ) 2, mientras que las funciones A* (en principio complejas), que dependen sélo
de las variables lentas (X,Y,T), representan envolventes del patrén periédico y permiten
modulaciones espaciales y defectos. Dadas las soluciones (4.32) y (4.33), la ecuacién a orden
€3/2 (4.28) se reduce a

Loz = (Or — Na)yo. (4.35)

Invirtiendo el operador Ly en la ecuacién (4.35) se obtiene la solucién 1, en términos de ).
Sin embargo, debido a que este operador tiene eigenvectores nulos, su invertibilidad requiere
imponer una condicién de solubilidad. El teorema de Fredholm establece que una condicién
suficiente es que el lado derecho de (4.35) sea ortogonal a cualquier eigenvector nulo del

N
2En la electroconveccién de neméticos con alineacién plana, los modos con vector de onda k7t correspoden
a los rollos zig mientras que los modos con vector de onda k. corresponden a los rollos zag.
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adjunto de Lg. Como Ly es autoadjunto y sus tnicos eigenvectores nulos son exp(:til;ér - 7)
y exp(+ik; - 7), la condicién de solubilidad requerida es
+1 / -+l / .
/y ' ify dli(awﬁo — Nogg)e ™ = 0. (4.36)
Y y Jz z

A continuacién se sustituye (4.32) en (4.36). Cualquier término de (Op — Na)iy que no
oscile como exp(+ik¥ - 7) contribuye en el integrando de (4.36) en la forma exp(ink¥ - 7)
(con n entero) y la integral es trivialmente cero. A este tipo de términos se les denomina
no resonantes. Existe otro tipo de términos en (Op — Ng)woz aquellos que oscilan como
exp(—H'l_fEE -7) y que al ser multiplicados por exp(—i!%E -7) producen términos no oscilantes
en el integrando de (4.36). A este tipo de términos se les denomina resonantes, y a priori su
contribucién a la integral (4.36) no es cero. Por consiguiente, para que (4.36) se cumpla, la
suma de todos los término resonantes de (O — Ng)i/)o debe ser igual a cero, lo cual conducen
a las siguientes ecuaciones de Ginzburg-Landau acopladas para las dos amplitudes A" y
A~ de los dos modos de franjas oblicuas 3

4
OAT = eA® 4 D707 & 21 = mpeaedady + (1+ €)gz0,] A
0
—3v|AT2AT — 69|AT|2 A%, (4.37)
con
(1, modelo potencial,

1+ % (Cf;fjﬁ) , modelo no potencial 1,

2
L (Cfgﬁnz) ) modelo no potencial 2.

La condicién de ortogonalidad entre (07 — NQ)T/J() y los otros dos eigenvectores nulos de Lo,
exp(—l—z'l;:(j:E -7), conducen a las mismas ecuaciones (4.37), pero para los complejos conjugados
de las amplitudes, A*. A pesar de que la ecuacién (4.10) es no potencial para los casos
(4.12) y (4.13), las ecuaciones (4.37) tienen una estructura potencial en los tres modelos

_5FGL

+ _
KA” = 5%

con funcional de Lyapunov
R _ 4
FGL = /dT{—E (’A+|2+’A |2) —I—E‘[pcax—l—(l—n)qcay] AJF‘Q
0
4 _2  4n _
s — (1= mad AP+ 23 (10,47 + 0,47 2)
0 0

3
+30AM A1+ APl (4.38)

3Ecuaciones de amplitud similares a (4.37) son propuestas como modelos fenomenolégicos de formacién
de rollos oblicuos en electroconveccién de nemadticos cerca del umbral [32, 33, 34] y en conveccién térmica
de neméticos cerca del umbral [80].
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Hay que recordar que las ecuaciones de amplitud (4.37) son vélidas sélo para 0 < € < 1. De-
bido a su estructura potencial, la dinamica de las amplitudes que describen es relajacional,
de tal forma que siempre tiende a minimizar al funcional de Lyapunov (4.38)

dFgr
<0.
dt <0

Para valores de € no despreciables comparados con 1, se deben emplear términos a O(€?) o
mayores en la deduccién de las ecuaciones de amplitud, lo que puede dar lugar a dindmicas
no potenciales para AT y A~ dependiendo de la estructura (potencial o no potencial) del
modelo del cual derivan. Asimismo, se deben hacer correcciones no adiabéticas (como se
muestra en el capitulo 6) para tomar en cuenta el hecho de que para e suficientemente
grande las variables rapidas (z,y,t) y lentas (X,Y,T') pueden llegar a ser del mismo orden
y deben dejar de considerarse independientes.

Aplicacién a la descripcion de una interfaz

Las ecuaciones de amplitud (4.37) permiten describir la dindmica de las fronteras (in-
terfaces) entre dominios de franjas de diferente orientacién. Asimismo, cuando AT # 0 y
A~ = 0 (o viceversa) describen la dindmica de un dominio de frajas con una sola orien-
tacion [31]. Por ejemplo, para las ecuaciones (4.37), se encuentra que dos de sus posibles
soluciones estacionarias y uniformes son

At = = A =0, (4.39)

At =0, A==, ]—, (4.40)

las cuales representan a un solo dominio de franjas con vector de onda k} o k , respectiva-
mente 4. Por consiguiente, para que (4.37) describan una frontera horizontal separando dos
dominios con franjas de diferente orientacién, se requieren aniadir las siguientes condiciones

asintoticas
lim AT = \/¢/(3y),
y—00
lim A~ =0,
Yy—00
lim A"t =0,
y——00
lim A~ =/¢/(3v),
y——00

y condiciones asintéticas similares a lo largo de & para una frontera vertical. Un perfil
tipico de las amplitudes que describen una frontera entre dos dominios de franjas de dife-
rente orientacién se muestra en la figura 4.2. Estas interfaces planas son estables. Algunos
ejemplos numéricos son presentados en el capitulo 6.

4Las soluciones AT = A~ = const., correspondientes a un patrén de "rombos”, son inestables. Ver [35]
para maés detalles.
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Figura 4.2: Perfiles tipicos de las amplitudes que describen la dindmica de dominios de una
frontera plana vertical u horizontal, separando dos dominios de franjas oblicuas cerca del
umbral de bifurcacién (|r.| < e < 1). n representa la direccion perpendicular a la interfaz
(Z o g, respectivamente).

De las ecuaciones de amplitud obtenidas anteriormente, se pueden inferir algunas pro-
piedades de la dindamica de los dominios de franjas modeladas por una ecuacion anisotropica
de la forma (4.10), cerca del umbral de bifurcacién. La primera es que, dado que las ecua-
ciones de amplitud para los tres modelos (4.11), (4.12) y (4.13) tienen la misma forma
(4.37), los patrones de franjas que exhiben deben presentar una dindmica de ordenamiento
de dominios similar cuando 0 < € < 1. Otra propiedad es que los dominios tienden a tomar
formas anisotrépicas a lo largo de las dos direcciones favorecidas (& y 3). Esta propiedad
puede ser inferida de la siguiente manera. Mediante el escalamiento

, e+ 2n—n?

T =4,
c+n

y': my (4.41)
(I+cny 7 '

las ecuaciones de amplitud (4.37) toman la forma

4 2(1—mn)
+ + 2 2 +
O, AT = eAT + i [0y + 0, JTTe Oy Oy ] AT + t.n.l., (4.42)

las cuales son anisotrépicas (para n # 1), pues dependen las direcciones Z y ¢, pero son
invariantes ante el intercambio de coordenadas z’ < y’. Por lo tanto, la variaciones es-
paciales de las amplitudes son favorecidas a lo largo de las direcciones & y ¢, siendo las
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escalas de longitud a lo largo de estas direcciones del mismo orden, dada la invariancia
en el intercambio de coordenadas escaladas 2’ y 3. Por lo tanto, si (L, L,/) denotan las
escalas de longitud caracteristicas horizontal y vertical de los dominios formados después
de un quench en las coordenadas (2/,y’) y (Lg, Ly) las mismas escalas en las coordenadas
(z,y), entonces se debe cumplir

(o Lo [t <Lw> ’ (4.43)
Ly/ c+ n Ly

de donde se espera que las escalas de longitud de los dominios a lo largo de las direcciones
I y ¢ tengan una magnitud relativa

Lo [ ctn _
Ly YV (1+cn

Para n # 1, los dominios deben de tomar formas elongadas a lo largo de alguna de las
direcciones & o y. En particular, para 0 < 1 < 1, se espera que los dominios sean mas
alargados en la direccion Z. Por ejemplo, para los valores de los parametros anisotrépicos
empleados en las soluciones numéricas del siguiente capitulo (¢ = 12, n = 0.5), el valor
estimado para el cociente entre las longitudes caracteristicas de los dominios es

(’1’_1)6. (4.44)

LN (4.45)

4.3. Solucion numérica

(a) (b)

Figura 4.3: a) Solucién numérica de la ecuacién (4.10) con término no lineal (4.12) (modelo
no potential 1) a t = 1000 con € = 0.2157, ¢ = 12 y n = 1.0; b) patrén de rollos oblicuos
(zig-zag) en la electroconveccion de cristales liquidos nematicos con alineacién plana [81].

La forma de resolver numéricamente las ecuaciones (4.10) en este trabajo, es empleando
un método pseudoespectral y un procedimiento de integracién temporal, descritos en el
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apéndice A. El espacio bidimensional es discretizado en una red cuadrada con 1024 x 1024
nodos, con una longitud internodo Az = 1. Se emplean condiciones de frontera periédicas.
El periodo base del patrén es establecido igual a A = 27 /ky = 8 Ax. La integracién temporal
es realizada con un paso de tiempo At = 1 o At = 0.5, dependiendo del valor de e definido
en (4.18) y del modelo empleado °. Los valores de los pardmetros anisotrépicos, empleados
en todas las soluciones numéricas de este trabajo, son

c=12,

n =0.5,

lo cual corresponde a los vectores de onda marginales Ef = p. + q.y del patrén de franjas,
con componentes

pe = 0.9804ky,
qec = 0.0392ky,
y formando un dngulo
f=11.31°

con respecto a &. El quench del estado uniforme al estado de franjas oblicuas es simulado con
condiciones iniciales aleatorias para el parametro de orden local v, empleando un campo
aleatorio de distribucién gaussiana, con media y desviaciéon estandar

(¥(7,0)) =0,
V(@(7,0)2 — ((7,0))2) = Ve, (4.46)

respectivamente. Una configuracion tipica del patrén de franjas oblicuas, obtenida median-
te la solucién numérica del modelo no potencial 2 (4.13) para e = 0.2157, se muestra en la
figura 4.3(a). Los dominios de franjas oblicuas presentan dos tipos de fronteras: fronteras
verticales o inclinadas formadas por arreglos densos de dislocaciones, y fronteras horizon-
tales en las que la fase del patrén periddico es continua y en donde el vector de onda de las
franjas cambia rdpidamente de una orientacién a otra (chevrones, por su forma en “V”).
Una configuracion de un patrén experimental de rollos oblicuos en electroconveccién de
nematicos con alineacién plana se muestra en la figura 4.3(b), el cual es morfoldgicamente
muy similar al obtenido numéricamente. Asimismo, se han observado dominios de rollos
oblicuos en la conveccién térmica de nematicos, en donde la capa de nematico es someti-
da a una diferencia de temperatura, en forma similar a la conveccién de Rayleigh-Bénard
[74, 75, 76].

Identificacion de dominios

Puesto que el interés principal de este trabajo es estudiar la dindmica de ordenamien-
to de los dominios, conviene hacer un mapeo del parametro de orden local espacialmente

SPara los modelos potencial (4.11) y no potencial 1 (4.12), las soluciones numéricas encontradas son
estables e independientes de At para 0 < € < 0.6 y At < 1. Para 0.6 < € se requiere reducir el paso de
tiempo a At < 0.5. En el caso del modelo no potencial (4.13) se debe emplear un paso de tiempo At < 0.5
en el intervalo 0 < € < 0.4 y At < 0.1 en el intervalo 0.4 < e.



4.3 Solucién numeérica 46

——

e s — - -
- - -
" I —
- -
—_—
_— . - -
-\___\w —
-
'\___\_ 7 - - - -
—_—_— - —_ -
——
- - - - - . * -
- R - - - -
—- =~ - - - L]
f— T~
_ - e
-
— - ——— b4 -
b ——— -
- -
[
™ - -
—_ - - - .
—— - -
- . - - L}
- -
e -
L] - . -
—_—— -
- - -
—_ — -

Figura 4.4: Identificacién de dominios y defectos en un patrén de franjas oblicuas con e
= 0.4118 a t = 500 (modelo no potencial 1): a) patrén localmente periédico; b) dominios
de franjas de diferente orientacién correspondiente a la configuracién en (a) (los dominios
blancos corresponden a ¥y = +1 mientras que los negros a 1y = —1); ¢) fronteras de
chevrones del patrén en (a); d) dislocaciones del patrén en (a).



4.3 Solucién numeérica 47

S(gx,qy,t=200)

S(ax.qy.t=200)
7e+08

6e+08
5e+08
4e+08
3e+08
2e+08
1e+08

7e+08
6e+08
5e+08
4e+08
3e+08
2e+08
1e+08

7e+08
6e+08
5e+08
4e+08
3e+08
2e+08
1e+08

02 -015 -01 -005 0 005 01 015 02
ax

(a) (b)

Figura 4.5: a) Gréfica del factor de estructura S(q,t) del pardmetro de orden orientacional
14 para el modelo no potencial 1, con € = 0.2157 y a t = 200. b) Grafica de densidad de la
figura (a).

modulado (7, t), a un campo escalar uniforme 4(7, t) que dependa solamente de la orien-
tacién de las franjas en el punto 7 (fig. 4.4(b)). Tomando en cuenta la periodicidad del
patron de franjas, cada una de las dos posibles orientaciones que puede tomar el vector de
onda puede ser identificada empleando el gradiente del campo escalar, Vi) = 0,92 + 0y1y.
El parametro de orden local en un dominio de franjas con vector de onda formando un
angulo 6 con respecto al eje x (0 uno cercano a éste), satisface

(029)(0yp) > 0, angulo +46,
(0,0)(8y0) < 0, dngulo —,

siendo 6 = \/n/(c+n); (0¢)(0y¥) ~ 0 en una frontera de chevrones. Empleando estas
relaciones, es posible construir un parametro de orden orientacional mediante el siguiente
campo escalar
" +1, s (0:4)(9yv) = 0,
r,t) = .
va(rt) { 1, s (80)(9y8) < 0.

Para caracterizar el tamafio de los dominios a lo largo de las direcciones & y ¢, se definen
dos longitudes de correlacion, L,(t) y Ly(t), de la siguiente manera. Consideremos el factor
de estructura del campo escalar 14(7,t), definido como

S(@,t) = (Va(d, )da(=q. 1)), (4.47)

en donde los brakets indican un promedio sobre un ensamble de condiciones iniciales, y
Yq(q,t) denota la transformada de Fourier bidimensional del campo v4(7, t)

Va(q,t) = / Va7, t)e T dF. (4.48)

En las figuras 4.5(a) y 4.5(b) se grafica el factor de estructura del campo orientacional 14
para una configuraciéon del patrén peridédico a t = 200, con € = 0.2157. Se observa que
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S(g,t = 200) es en promedio més ancho a lo largo en la direccién § que en la direccién
Z, lo que indica que para esta configuracién los dominios son en promedio méas elongados
en la direcciéon & que en la direcciéon g. Por consiguiente, dada la posible anisotropia en la
estructura de dominios, es razonable definir los factores de estructura (unidimensionales)
a lo largo de z y ¢, mediante

Sulaert) = [ S(3.0day (4.49)
Sy(ay,t) = / - S(q,t)dgs- (4.50)

Se puede demostrar que estos factores de estructura unidimensionales son las transforma-
das de Fourier unidimensionales de las funciones de correlacién del campo ¢4(7,t) en las
direcciones Z y ¥, respectivamente. Estas funciones de correlacién se definen como

Ol ) = / (a7 )a(F + 2, ) dF, (4.51)

Cyly.t) = / (Gal™ £ 0a(7 + yd, 1)) dF. (4.52)

Se definen las longitudes de correlaciéon a los largo de £ y ¢ como los inversos de las
anchuras de las curvas de los factores de estructura unidimensionales S;(¢z,t) y Sy(qy,1),

respectivamente [2]
o) -1
I (t) _ ffoo |Qx|5m(%m t)d(h (4 53)
! fjooo S (G, t)dqy ’ '

i Y Sy Y d Y B
falt) = (f_fogqu'y(qz,qt)il)qu ) ' (4.54)

Maés adelante discutiremos las formas simples que toman las funciones de correlacion (4.51)
y (4.52) y los factores de estructura unidimensionales cuando se cumplen leyes de escala-
miento dindmico.

Identificaciéon de defectos

Las fronteras de chevrones, que son las fronteras horizontales de dominios en las cuales
las franjas cambian de orientacién sin cambiar su fase, son identificadas localizando los
puntos en los cuales el pardmetro de orden orientacional 14(7,t), definido anteriormente,
cambia de signo a lo largo de la direccién g. Esto es, el punto 7 = 2'% + /4 es identificado
como frontera de chevron si

‘ HH}+ ¢d(33,a Y, t) - h,Hlli ¢d($/, Y, t)| =2. (455)
Y=y Y=y

Numéricamente, la densidad de chevrones, p.p(t), es definida como la fraccién de nodos del
sistema discretizado que satisfacen (4.55). La configuracién de las fronteras de chevrones



4.3 Solucién numeérica 49

del patrén de franjas oblicuas de la figura 4.4(a), identificadas por el método descrito
anteriormente, se muestra en la figura 4.4(c).

Las dislocaciones son identificadas tomando en cuenta el hecho de que la amplitud de un
patrén periddico se anula en el nicleo de una dislocacién. Tomando a la cantidad definida
por

A2(F. 1) = p2(7, 1) + ljg{w(f, 2, (4.56)

como una medida del cuadrado de la amplitud del patrén periédico de franjas, las disloca-
ciones son identificadas numéricamente como los nodos para los que
A (P t) < AL o (4.57)

con A2 una amplitud de corte. A2, se define como una fraccién del cuadrado del valor

de la amplitud més frecuente en el patrén de franjas. Esta tltima se determina haciendo
un histograma de la distribucién de amplitudes en todo el sistema mediante (4.56). Una
vez localizado el valor mas frecuente A?M, (que corresponde a las franjas sin defectos), se
define

A2 = pmaxA%\/ja

max

CON Pnag una constante (0 < ppar < 1). En las soluciones numéricas realizadas en este
trabajo se elige pmqer = 0.5. Posteriormente se aplica un procedimiento de filtrado adecuado
a los nodos de la red discretizada que cumplen con (4.57). La densidad de dislocaciones,
pais(t), es calculada como la fraccién relativa de nodos obtenidos que cumplen con (4.57).
Una imagen tipica de las dislocaciones del patrén de franjas oblicuas de la figura 4.4(a), se
muestra en la figura 4.4(d).

Las densidades de defectos, pgis(t) v pen(t), y las longitudes de correlacién, L,(t) y
L, (t), son las cantidades estadisticas empleadas en este trabajo para describir la dindmica
de ordenamiento de los dominios de franjas oblicuas, pues su evolucién temporal muestra
la forma en que el sistema se ordena y los dominios crecen en promedio en el tiempo.

Las densidades de defectos, pgis(t) v pen(t), fueron promediadas sobre diez diferentes
corridas (i) (condiciones iniciales) para cada valor de la profundidad del quench estudiado:

10
1 .
Pdis,ch(t) = 10 Z pglli)s,ch(t)
i=1

La forma de obtener las longitudes de correlacién promedio L;(t) y Ly(t) de los dominios
es un poco distinta. Primero se promediaron los factores de estructura bidimensionales
S2(qz,t) y Sy(gy,t), calculados a partir de las ecuaciones (4.49) y (4.50), sobre diez condi-
ciones iniciales diferentes (7)

10
1 %
Sey(qoy, t) = 10 Z Sa(:,g/(qw,% t)
=1

y las longitudes de correlacion fueron extraidas de estos promedios mediante (4.53) y (4.54).
Los resultados numéricos obtenidos para la evolucion temporal de las densidades de defectos
v las longitudes caracteristicas de los dominios se presentan en el siguiente capitulo.



Capitulo 5

Resultados de coarsening

Cerca del umbral de bifurcacion (|r.| < € < 1), los tres modelos ((4.11), (4.12) y (4.13))
presentan configuraciones policristalinas similares correspondientes a patrones de franjas
oblicuas. Los dominios de franjas oblicuas quedan separados por fronteras de chevrones y
fronteras inclinadas y muy curvadas compuestas de arreglos densos de dislocaciones (Fig.
5.1(a)). Las dislocaciones aisladas son muy escasas. Ambos tipos de fronteras son méviles
y su traslacién y aniquilacion tienen como efecto global un incremento en el tiempo del ta-
maiio promedio de los dominios. Esto puede observarse en las figuras 5.2(a)-5.2(f), en donde
se muestran algunas configuraciones a diferentes tiempos en el coarsening de dominios de
franjas oblicuas correspondientes al modelo no potencial 1 (4.12) con una profundidad del
quench ¢ = 0.0392. Los otros dos modelos (4.11 y 4.12) presentan una dindmica simi-
lar. Cerca del umbral de bifurcacién la dindmica de fronteras (interfaces) queda descrita
correctamente por las ecuaciones de amplitud (4.37).

MI \\

h
.
| ) 4 b (b) |

Figura 5.1: Soluciones numéricas obtenidas a partir de una condicién inicial aleatoria del
modelo no potencial 1 (4.12) a t = 1000, para diferentes valores de la profundidad del
quench: a) cerca del umbral de bifurcacién (e = 0.0392) y b) lejos del umbral (¢ = 0.4118).

A medida que se incrementa la profundidad del quench y € deja de ser despreciable com-
parado con 1 (0.1 < €), correcciones de orden mayor deben ser incluidas en las ecuaciones
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Figura 5.2: Soluciones numéricas del modelo no potencial 1 (4.12) a diferentes tiempos,
cerca del umbral de bifurcacién (¢ = 0.0392): a) t = 0 (condicién inicial aleatoria); b)
t = 100; ¢) t = 250; d) t = 500; e) t = 1000; y f) ¢ = 3000. Los modelos potencial (4.11) y
no potencial 2 (4.13) presenta configuraciones muy similares a éstas. S6lo se muestra una
porcién de 400 x 400 nodos de un sistema de 1024 x 1024 nodos.
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de amplitud (4.37). Nos referiremos al coarsening con valores de € no despreciables com-
parados con 1 como lejos del umbral de bifurcacion. La anisotropia del sistema comienza a
tener consecuencias marcadas en el crecimiento de los dominios. A diferencia del coarsening
cerca del umbral, que sélo depende de propiedades de simetria del sistema, lejos del umbral
se observan diferencias entre la dinamica de ordenamiento de los tres modelos. La forma
ligeramente curvada de los dominios cerca del umbral de bifurcaciéon cambia a formas alar-
gadas cuasi-rectangulares (a tiempos cortos) con fronteras de chevrones casi paralelas a la
direccién z y arreglos de dislocaciones orientados cerca de la direccién g (figura 5.1(b)).
Asimismo, las fronteras de chevrones permanecen practicamente inmdéviles mientras que las
dislocaciones son los defectos que se mueven y permiten el ordenamiento del patrén en el
tiempo. Configuraciones de dominios de rollos oblicuos muy parecidas han sido observadas
experimentalmente en electroconveccién de nemédticos con alineacién plana [26, 27].

5.1. Seleccidon del nimero de onda

Antes de investigar las leyes de crecimiento de dominios en el coarsening, abordamos
el problema de seleccion del numero de onda del patrén periddico, puesto que puede jugar
un papel importante en la dindmica de defectos subsecuente [17, 36, 37, 61, 85]. El nimero
de onda predominante k del patrén de franjas oblicuas, a un tiempo t dado, es obtenido
numéricamente localizando la posicién del médximo del factor de estructura del campo
escalar ¥: S(k,t) = ((k, t)b(—k,t)).

En forma similar al modelo potencial isotrépico de Swift-Hohenberg (2.5) [8, 12], el
numero de onda seleccionado & en el modelo potencial (4.1) corresponde a aquel que mini-
miza el funcional de Lyapunov (4.3). Después de un transitorio corto, k tiende a un valor
practicamente constante que es igual al niimero de onda marginal que maximiza la razén
de crecimiento lineal (4.15) (ver Fig. 5.3(a))

/ +2n
ke = /p? 2=, /T 1
Pe +qc C-|-277—’I’]20 (5 )

El nimero de onda seleccionado en el caso de los modelos no potenciales 1 (4.12) y 2 (4.13)
también estd muy cercano a k. suficientemente cerca del umbral de bifurcacién (e < 1),
como se muestra en las Figs. 5.3(b) y 5.3(c) para ¢ = 0.0392. Esto sucede puesto que
cerca del umbral de bifurcacién, los términos no lineales tienen un efecto muy débil en
la seleccién del vector de onda predominante del patron periddico. Por ejemplo, Tesauro
y Cross [82] encontraron que para el modelo isotrépico no potencial de Swift-Hohenberg
con un término no lineal parecido al del modelo anisotrépico no potencial 2 (4.13), el
nimero de onda seleccionado difiere de k. en O(e) cuando € — 0. Entonces, para ¢ < 1,
se espera que, independientemente de la forma (potencial o no potencial) del término no
lineal en la ecuaciéon modelo, el vector de onda predominante seleccionado en el patrén
sea muy cercano al que maximiza la razén lineal de crecimiento (4.15). La simetria del
término no lineal (cibico en los 3 modelos estudiados) asegura la saturacién del crecimiento
exponencial de los modos linealmente mas inestables, y la estabilidad de las estructuras de
franjas periddicas oblicuas emergentes con respecto a otros patrones (estructuras bimodales,
franjas onduladas, etc.) para los valores del pardmetro de control 0 < r estudiados.
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Figura 5.3: Evolucion temporal del nimero de onda predominante k del patrén de franjas
oblicuas para diferentes profundidades del quench, en el modelo potencial (a), no potencial
1 (b) y no potencial 2 (c¢). El nimero de onda marginal obtenido del analisis lineal es

ke = 1.0098k.
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Una propiedad que ha sido observada en la dindmica no potencial del modelo isotrépico
de Swift-Hohenberg (2.24) es la dependencia del niimero de onda seleccionado en el patrén
periédico de franjas con la intensidad del quench: el nimero de onda seleccionado disminuye
al aumentar la profundidad del quench [17, 82]. En algunos casos el mecanismo de seleccién
en sistemas no potenciales es el de aquellos modos para los cuales las dislocaciones aisladas
permanecen inméviles [17]. Sin embargo, el mecanismo de seleccién no es tinico, como ocurre
en patrones periddicos modelados por ecuaciones con estructura potencial. En modelos
potenciales el mecanismo de seleccién del niimero de onda parece ser en todos los casos el
de los modos que maximizan la razén de crecimiento lineal y que generalmente coinciden con
los modos que minimizan su funcional de Lyapunov [8, 17]. Para los modelos potencial (4.11)
y no potenciales (4.12) y (4.13), se encuentran resultados para la evolucién temporal del
numero de onda seleccionado cualitativamente similares con los de los modelos isotrépicos.
En el caso del modelo potencial (4.11), el nimero de onda seleccionado corresponde a ke,
dado por (5.1), independientemente de la profundidad del quench (Fig. 5.3(a)). Para los
modelos no potenciales 1 y 2, el niimero de onda seleccionado disminuye a medida que se
incrementa la profundidad del quench (figuras 5.3(b) y 5.3(c)). Este efecto en la periodicidad
del patréon de franjas es mucho mas intenso para el modelo no potencial 2. Para el modelo
no potencial 1 (4.12) el nimero de onda predominante k del patrén de franjas oblicuas se
mantiene cercano (|k — k.|/k. < 0.03) al valor marginal k. (dado por la Ec. (4.17)) para un
intervalo relativamente amplio de la profundidad del quench (e < 35|r.|, con r. = —0.0196).
Por consiguiente, la primera diferencia dindmica entre los tres modelos (4.11), (4.12) y
(4.13) lejos del umbral de bifurcacién es la seleccién del nimero de onda predominante en
el patrén periédico. Esto puede tener consecuencias muy importantes en la dinamica de
defectos y dar lugar a diferencias en el coarsening de cada modelo cuando se incrementa €.
Algunos resultados experimentales muestran que el nimero de onda predominante de los
rollos oblicuos en electroconveccién de nematicos, disminuye al incrementar la profundidad
del quench [61], en forma cualitativalente similar a los resultados numéricos de los modelos
no potenciales 1 y 2. Lo anterior justifica el empleo de modelos no potenciales con las
simetrias adecuadas para describir formacién de patrones de franjas oblicuas en situaciones
experimentales.

5.2. Evolucion temporal de las longitudes de correlacion

Las evoluciones temporales de las longitudes de las longitudes de correlacién, L,(t) y
L, (t), son mostradas en las Figs. 5.4-5.5 (modelo potencial), 5.6-5.7 (modelo no potencial
1) y 5.8-5.9 (modelo no potencial 2), para diferentes valores de e.

Cerca del umbral (e = 0.0392), las leyes de crecimiento de L,(t) and L, (t) quedan bien
ajustadas por las leyes de potencia

Lp(t) ~ Y%= Ly(t) ~ /5, (5.2)

en donde 1/z, = 1/z, ~ 0.45 para los tres modelos, como puede observarse en las Figs.
5.4-5.9. A tiempos grandes (10* < t) se observan desviaciones con respecto a las leyes de
potencia (5.2). Estas desviaciones se deben a efectos de tamano finito, que ocurren cuando
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Figura 5.4: Evolucién temporal de la longitud de correlacién a lo largo de & para diversos
valores de la profundidad del quench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de
su posicion original en la grafica para distinguirlas entre si con mayor claridad.
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Figura 5.5: Evolucién temporal de la longitud de correlacion a lo largo de g para diversos
valores de la profundidad del quench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de
su posicion original en la grafica para distinguirlas entre si con mayor claridad.
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Figura 5.6: Evolucién temporal de la longitud de correlacién a lo largo de & para diversos
valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 1). Las curvas han sido movidas
de su posicién original en la grafica para distinguirlas entre si con mayor claridad.
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Figura 5.7: Evolucién temporal de la longitud de correlacion a lo largo de y para diversos
valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 1). Las curvas han sido movidas
de su posicién original en la grafica para distinguirlas entre si con mayor claridad.
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Figura 5.8: Evolucién temporal de la longitud de correlacién a lo largo de & para diversos
valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 2).
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Figura 5.9: Evolucién temporal de la longitud de correlacion a lo largo de § para diversos
valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 2).



5.2 Evolucién temporal de las longitudes de correlacion 58

100 T T

Longitud de correlacion

100 1000 10000 100000
t

Figura 5.10: Evolucién temporal de las longitudes de correlacién para € = 0.4118 (modelo
no potencial 1). En t* ~ 23000 ambas curvas se intersectan (L, = Ly).

el tamano de los dominios es comparable con el tamano total del sistema. Cabe mencionar
que los efectos de tamano finito pueden conducir a evoluciones temporales de las longitudes
de correlaciéon que obedecen aparentemente leyes de potencia t" con exponentes efectivos
n < 1/2;,1/2,, como se muestra en las Figs. 5.4-5.5 para ¢ = 0.0392 y 20000 < t. Estos
resultados son similares a los obtenidos previamente por Boyer [30], en donde se reportan
leyes de crecimiento consistentes con un exponente cercano a 1/2 cerca del umbral de
bifurcacién a tiempos intermedios. El valor 1/2 es tipico de procesos controlados por la
curvatura de las interfaces, como se discutird mas adelante. En la seccién 5.5.1 se presentan
argumentos analiticos basados en las ecuaciones de amplitud (4.37) que muestran que
los tres modelos de formacién de patrones de franjas oblicuas anisotrépicas, pueden ser
reducidos cerca del umbral a una ecuaciéon de Ginzburg-Landau isotropica para el parametro
de orden orientacional 14, definido en el capitulo anterior.

Para valores intermedios de €, comprendidos al menos en el intervalo [0.2157,0.4118]
en el caso del modelo potencial y el modelo no potencial 1, las leyes de evolucién temporal
de las longitudes de correlacién quedan bien ajustadas por leyes de potencia de la forma
(5.2), pero con dos exponentes distintos: 1/z, ~ 0.33 y 1/2, ~ 0.45, como se muestra en
las Figs. 5.4-5.7 para € = 0.2157 y € = 0.4118. Este comportamiento se observa también
para el modelo no potencial 2, pero en un intervalo de valores de € menor. Por ejemplo,
para € = 0,1176 se observan las leyes L(t) ~ t933 y L, (t) ~ t%45 hasta ¢ ~ 10%, como se
muestra en las Figs. 5.8-5.9.

Este régimen de coarsening, caracterizado por dos exponentes de crecimiento bien de-
finidos (1/z, ~ 0.33 y 1/2z, ~ 0.45), indica que L, crece mas rdpidamente que L,. Sin
embargo, a tiempos cortos los dominios son en promedio mas elongados a lo largo de z
que de § (Ly > Ly), por lo que existe un tiempo caracteristico t* tal que L, (t*) = Ly (t*).
Cuando t > t*, los dominios se vuelven més elongados a lo largo de ¢ (ver Fig. 5.10). Sin
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Figura 5.11: Evolucién temporal de las longitudes de correlacién para € = 0.3137 (modelo
no potencial 2). En ¢t* ~ 3000 ambas curvas se intersectan (L, = Ly).

embargo, dadas las limitaciones impuestas por el tamano finito del sistema y el tiempo de
céomputo, solo se investigo el coarsening hasta t = 40000.

Para valores suficientemente grandes de ¢, la evolucién temporal de ambas longitudes
de correlacién, L,(t) and Ly(t), se vuelve muy lenta en el caso del modelo potencial y
no potencial 1, como se muestra en las Figs. 5.4-5.7 para ¢ = 0.8039. Para este valor de
€ las evoluciones temporales de las longitudes de correlacién atin pueden ser ajustadas a
leyes de potencia de la forma (5.2), con exponentes efectivos de crecimiento 1/z,,1/2, <
1/10. Este régimen de coarsening esta fuertemente influenciado por los llamados efectos no
adiabdticos, que conducen a un congelamiento de la dindmica de ordenamiento a tiempos
intermedios y largos (ver capitulo 6). La transicién a esta dindmica lenta de ordenamiento
es relativamente abrupta, puesto que para € = 0.6078, las evoluciones temporales de las
longitudes de correlacién ain quedan bien ajustada por las leyes Ly (t) ~ t930 y L, (¢) ~ ¢0-42
para el modelo potencial, y Ly (t) ~ t%30 y L, (t) ~ t%5 para el modelo no potencial 1.

Mientras que la dindmica de ordenamiento del modelo no potencial 1 es similar a la
del modelo potencial para un amplio intervalo de valores de €, los términos no lineales
del modelo no potencial 2 tienen efectos mas dramaéticos lejos del umbral de bifurcacion.
Para e = 0.2157 y ¢ = 0.3137 ambas longitudes de correlacién crecen mas rapido que
leyes de potencia simples a tiempos intermedios y grandes (ver Figs. 5.8-5.9). Solamente
a tiempos cortos (t < 10%), su evolucién temporal se ajusta adecuadamente a leyes de
potencia con 1/z, < 1/3 y 1/2z, < 0.45. Se observa que L,(t) crece mas rapidamente que
L,(t) y que a tiempos cortos L, > L,, por lo que existe un tiempo caracteristico t* para
el cual L,(t*) = Ly(t*). No obstante, dado que el crecimiento de L, es muy rapido, este
tiempo caracteristico es relativamente corto: t* ~ 3000 (ver figura 5.11).

Para el valor ¢ ~ 20|r.| ~ 0.384, el modelo no potencial 2 presenta una bifurcacién
secundaria de franjas oblicuas a franjas normales. Este punto de bifurcaciéon impide estu-
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Figura 5.12: Patréon de franjas normales a t = 1000 que aparece como una bifurcacion
secundaria en el modelo no potencial 2 cuando se cruza el valor critico del parametro
de control principal r9g = 19|r.| ~ 0.3725. Los tunicos defectos topoldgicos presentes son
dislocaciones aisladas.

— -

diar el coarsening de franjas oblicuas para valores mas grandes de €. Los unicos defectos
topoldgicos presentes el el patrén de franjas normales son las dislocaciones aisladas, puesto
que no hay fronteras que separen diferentes fases espacialmente moduladas (ver Fig. 5.12).
Un estudio numérico de la dindmica de ordenamiento en patrones de franjas normales

anisotrépicas ha sido efectuado recientemente empleando como modelo la ecuacién (4.8)
[78].

5.3. Evolucion temporal de las densidades de defectos

Los resultados mostrados anteriormente para las leyes de crecimiento de las longitudes
de correlacién a lo largo de Z y 4 son respaldados por los resultados de las leyes de decai-
miento de las densidades de defectos (fronteras de chevrones y dislocaciones) presentados
en esta seccién. Suponiendo que la hipétesis de escalamiento dindmico (ver siguiente sec-
cién) es vélida a lo largo de las direcciones & y ¢, se pueden obtener relaciones entre las
leyes de evolucién de las longitudes de correlacién y de las densidades de defectos mediante
un simple argumento geométrico. Las longitudes medias de los dominios a lo largo de & y
y deben ser proporcionales a Ly (t) y Ly(t), respectivamente (Fig. 5.13). Entonces el 4rea
tipica de los dominios debe ser proporcional a L (t)Ly(t), de donde el nimero de dominios
en el sistema (de area total constante S) al tiempo ¢ debe ser

S 1

MO~ oL T LoLe

Por otro lado, el nimero de dislocaciones en un dominio, localizadas principalmente en las
fronteras verticales, debe ser proporcional a Ly (t), por lo que la densidad de dislocaciones
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Figura 5.13: Dominio de franjas oblicuas con vector de onda Eg obtenido de la solucién
numérica del modelo no potencial 1 (4.12) a t = 500, para e = 0.0392. Suponiendo que éste
es un dominio tipico en el coarsening, la hipétesis de escalamiento dinamico a lo largo de &
v ¢ implica que las Unicas escalas de longitud relevantes a lo largo de esas direcciones son
proporcionales a L;(t) y Ly(t), respectivamente.

en el sistema al tiempo t debe ser

1
Ly(t)’

pdis(t) ~ N(t)Ly(t) ~ (5.3)
De manera similar, la longitud tipica de una frontera de chevrones, orientada casi paralela
a &, debe ser proporcional a L,(t). Entonces la densidad de chevrones en el sistema al

tiempo t debe ser
1

Ly(t)
Por consiguiente, si en los regimenes de coarsening en los que las longitudes de correla-

cién obedecen las leyes (5.2) el sistema presenta escalamiento dindmico, se espera que las
densidades de defectos sean consistentes con las leyes

pan(t) ~ N(H) Lo () ~

(5.4)

pdis(t) ~ t_l/Zdisv pch(t) ~ t_l/ZChv (5'5)

CON Zgis R 2z Y Zeh R Zy-

Las evoluciones temporales de las densidades de defectos, pgis ¥ pen, son mostradas en
las Figs. 5.14-5.15 (modelo potencial), 5.16-5.17 (modelo no potencial 1) y 5.18-5.19 (modelo
no potencial 2), para diferentes valores de e. Cerca del umbral de bifurcacién, el decaimiento
temporal de pgis ¥ per queda bien ajustado por las leyes (5.5), con zg;s = 2zep, = 0.45 para
los modelos potencial y no potencial 1, mientras que zgs = 2., = 0.5 para el modelo no
potencial 2, como puede observarse en las Figs. 5.14-5.19 para ¢ = 0.0392. Este resultado
muestra que las relaciones (5.3) y (5.4) se satisfacen adecuadamente y ademads sugiere que
la dindmica de ordenamiento es isotrdpica cerca del umbral. Esto es, el crecimiento de
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Figura 5.14: Evolucién temporal de la densidad de dislocaciones para diversos valores de
la profundidad del guench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de su posicién
original en la gréafica para distinguirlas entre si con mayor claridad.
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Figura 5.15: Evolucion temporal de la densidad de chevrones para diversos valores de la
profundidad del quench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de su posicién
original en la grafica para distinguirlas entre si con mayor claridad.
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Figura 5.16: Evolucién temporal de la densidad de dislocaciones para diversos valores de
la profundidad del quench (modelo no potencial 1). Las curvas han sido movidas de su
posicién original en la grafica para distinguirlas entre si con mayor claridad.
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Figura 5.17: Evolucién temporal de la densidad de chevrones para diversos valores de la
profundidad del quench (modelo no potencial 1). Las curvas han sido movidas de su posicién
original en la grafica para distinguirlas con mayor claridad.
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Figura 5.18: Evolucién temporal de la densidad de dislocaciones para diversos valores de
la profundidad del quench (modelo no potencial 2).
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Figura 5.19: Evolucién temporal de la densidad de chevrones para diversos valores de la
profundidad del quench (modelo no potencial 2).
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Figura 5.21: Reduccién de la longitud de una frontera de chevrones (en rojo) por el movi-
miento horizontal de dos arreglos inclinados de dislocaciones de carga topolégica opuesta
para el modelo no potencial 1, con € = 0.2157 a: a) ¢ = 8000 y b) ¢ = 12000. Las flechas
indican la direccién y sentido de movimiento de los arreglos de dislocaciones. La frontera
horizontal permanece inmovil en este proceso y su aniquilacién tiene como consecuencia
la aniquilacién del par de dislocaciones de carga topoldgica opuesta (encerradas por los
circulos azules).

dominios en cualquier direccién queda caracterizado por una tnica ley de la forma t/#, con
z =~ 2. Para 10000 < t se observan desviaciones de estas leyes debido a efectos de tamano
finito.

Al incrementar el valor de €, la dindmica de defectos se vuelve anisotrépica y el decai-
miento de las densidades de cada uno de los dos tipos de defectos (fronteras de chevrones
y dislocaciones) obedece leyes diferentes. Las Figs. 5.20(a)-5.20(f) muestran configuracio-
nes del patrén de franjas oblicuas del modelo no potencial 1 a diferentes tiempos en este
régimen de coarsening (con € = 0.2157). Las fronteras de chevrones son bloquedas y perma-
necen practicamente inméviles, mientras que el coarsening es controlado por el movimiento
de dislocaciones, principalmente a lo largo de Z. La reduccién de la longitud de una fron-
tera horizontal ocurre por el movimiento horizontal de arreglos de dislocaciones de carga
topoldgica opuesta localizados en sus extremos, como se muestra en las Figs. 5.21(a) y
5.21(b). Adicionalmente, la aniquilacién de una frontera horizontal tiene como consecuen-
cia la aniquilacién de un par de dislocaciones de carga topoldgica opuesta. Este mecanismo
de reduccion de longitud de interfaces ha sido identificado experimentalmente en electro-
conveccioén [27].

Para valores moderados de €, las relaciones (5.3) y (5.4) también se cumplen, a pesar de
que la dindmica de defectos es anisotrépica. En las figuras 5.14-5.17 se muestra que en el
caso de los modelos potencial y no potencial 1, para e = 0.2157 y € = 0.4118, pg;s(t) v pen(t)
decaen obedeciendo las leyes de potencia (5.5), pero ahora con dos exponentes diferentes:
1/24is = 0.33 y 1/zcn, =~ 0.45. Estos mismos dos exponentes de decaimiento son observados
en la evolucion temporal de las densidades de defectos en el caso del modelo no potencial
2 para € = 0.1157 y t < 10%, como se muestra en las Figs. 5.18-5.19.

Para una profundidad del quench e = 31|r.| = 0.6078, las evoluciones temporales de
las densidades de defectos cambian ligeramente con respecto a aquellas para 0.2157 < e <
0.4118 en el caso de los modelos potencial y no potencial 1. La evolucién temporal de pg;s(t)
se ajusta a la ley de decaimiento t—Yzais | con 1 /zais =~ 0.28, mientras que la evolucién de
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pen(t) se ajusta a la ley t~/zen con 1/z, =~ 0.5 para el modelo potencial y 1/z., ~ 0.6
para el modelo no potencial 1. Para este valor de € comienzan a observarse desviaciones de
las relaciones (5.3) y (5.4).

Al igual que con las longitudes de correlacion, al incrementar el valor de € por arriba de
e = 0.6078 se verifica que ocurre una transicién abrupta en la dindmica de ordenamiento
para los modelos potencial y no potencial 1. Se observa un nuevo régimen de coarsening
para el cual la dindmica de defectos topoldgicos, tanto de fronteras de chevrones como de
dislocaciones, es extremadamente lenta, como puede observarse en las configuraciones del
patrén periddico a diferentes tiempos para e = 0.8039, en las Figs. 5.22(a)-5.22(f). En este
caso las evoluciones temporales de pg;s(t) v pen(t) se ajustan a tiempos cortos (del orden de
t < 2000) con leyes de potencia de la forma (5.5), en donde 10 < zg;s, zop. Para 2000 < ¢, se
saturan a valores practicamente constantes, indicando que los defectos son bloquedos y el
sistema permanece congelado y altamente desordenado, con una gran cantidad de defectos
topolégicos que no logran ser aniquilados (ver Fig. 5.22(f)).

En el caso del modelo no potencial 2, la dindmica de defectos topolégicos conduce a
un comportamiento opuesto al de las leyes de decaimiento de defectos de los otros dos
modelos: al incrementar € el decaimiento se acelera, presentando un comportamiento mas
rapido que el de leyes de potencia simples. Esto puede observarse en las Figs. 5.18 y 5.19
para € = 0.2157 y € = 0.3137. A tiempos cortos (t < 10%) es posible ajustar las evoluciones
temporales de pg;s v pen @ las leyes de potencia t—1/zdis y ¢=1/%en con 3 < zgis v 2 < Zen,
respectivamente. No obstante, para 103 < t los efectos no potenciales dominan la dindmica
de dislocaciones y el patron de franjas oblicuas alcanza configuraciones muy ordenadas
en las que los defectos topoldgicos predominantes son fronteras curvadas y verticales de
dislocaciones, como se muestra en las Figs. 5.23(a)-5.23(f).

5.4. Escalamiento dinamico

En el caso del coarsening de sistemas isotrépicos bidimensionales con parametro de
orden local uniforme, las simulaciones numéricas y los experimentos parecen respaldar la
validez de la hip6tesis de escalamiento dindmico [2]. Una forma de verificar esta hip6tesis es
considerar a alguna longitud caracteristica, L(t) (obtenida numérica o experimentalmente
1), como la tinica escala de longitud relevante en la dindmica de ordenamiento del sistema.
Si todas las coordenadas (z,y) se dividen por L(t), la hipdtesis de escalamiento dinamico
implica que la estructura del sistema es estadisticamente independiente del tiempo. Para
sistemas isotropicos, lo anterior implica que la funcién de correlacién radial del sistema

debe tener la forma
r

Crt) = f <L(t)> , (5.6)

'La longitud caracteristica de las fases de simetrfa rota puede ser extraida de diversas maneras, de-
pendiendo del sistema bajo estudio. Por ejemplo, se puede extraer de la anchura de la curva del factor de
estructura del campo escalar correspondiente al pardmetro de orden local que describe al sistema, o de la
posicién del maximo en el factor de estructura [2].
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con r = ||[F]| = ||zZ + yy||, mientras que el factor de estructura (la transformada de Fourier
bidimensional de la funcién de correlacion) tiene la forma
S(a,t) = L(t)* f(aL(1)), (5.7)

siendo f la transformada de Fourier 2D de la funcién f y ¢ = ||q]| = ||qud + qyyl|, con ¢
el vector conjugado a 7 en el espacio de Fourier. Por consiguiente, para verificar si L(t)
es realmente la escala de longitud caracteristica en el coarsening y si el sistema presenta
escalamiento dindmico, al graficar a C'(r,t) como funcién de r/L(t), se debe obtener una
curva unica (f) con un perfil independiente del tiempo. Equivalentemene, al graficar a
S(q,t)/L(t)? como funcién de ¢L(t) se debe obtener una curva tinica (f) independiente del
tiempo.

En el caso bajo estudio en el presente trabajo, la anisotropia intrinseca del sistema
conduce a suponer a priori la existencia de al menos dos escalas de longitud caracteristicas,
siendo las mds naturales aquellas asociadas con las direcciones favorecidas & y ¢. Para
verificar la hipétesis de escalamiento dindmico en este caso (en cada una de las direcciones
de interés), se debe hacer una pequena modificacién a la prueba mencionada anteriormente
para sistemas isotrépicos. Suponiendo que el crecimiento de los dominios se lleva a cabo de
manera autosimilar a lo largo de cada una de las direcciones & y ¥, y suponiendo ademas
que las longitudes de correlacién L,(y) y Ly(t) (obtenidas numéricamente mediante las
férmulas (4.53) y (4.54)) son respectivamente las tnicas escalas de longitud relevantes
en el coarsening a lo largo de dichas direcciones, entonces las funciones de correlacion
unidimensionales (4.51) y (4.52) deben tener la forma

Cu(a.t) = fo (Lj(t)> , (5.8)

Cy(y,t) = fy <Lyy(t)> ; (5.9)

y sus transformadas de Fourier unidimensionales, los factores de estructura unidimensio-
nales (4.49) y (4.50), deben obedecer el siguiente ansatz

Sz(%cat) = Lx(t)f:c(QxLar(t))v (510)

Sy(‘]yvt) = Ly(t)fy(QyLy(t))- (5.11)

En consecuencia, si hay escalamiento dindmico a lo largo de las direcciones Z y g, al graficar
a Sz (qa,t)/Le(t) como funcién de g, L(t) se deben obtener curvas a diferentes tiempos que
colapsan todas sobre una unica curva con perfil independiente del tiempo. Analogamente,
al graficar a Sy(qy,t)/Ly(t) como funcién de g,L,(t) se debe obtener una unica curva
independiente del tiempo (no necesariamente la misma curva que aquella en correspondiente
a la direccién ). En las figuras 5.24(a) y 5.25(a) se muestran las curvas de los factores de
estrucutura unidimensionales a diferentes tiempos, para un quench de € = 0.0392. S, (qy,t)
y Sy(gy,t) son calculados a partir de las ecuaciones (4.47), (4.49) y (4.50). En las figuras
5.24(b) y 5.25(b) se observa que cuando S;(¢z,t) y Sy(gy,t) son escalados adecuadamente
por las longitudes de correlacion L,(t) y L,(t), respectivamente, obedecen muy bien el
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ansatz (5.10) y (5.11) en un intervalo de tiempo de dos 6rdenes de magnitud. Esto muestra
que en efecto, la hipétesis de escalamiento dinamico se cumple a lo largo de las direcciones
2z y y. Las Unicas escalas de longitud relevantes a lo largo de estas dos direcciones son las
longitudes de correlacién L (t) y Ly(t) (que caracterizan a las longitudes medias horizontal
y vertical de los dominios, respectivamente), y el crecimiento unidimensional de dominios
a lo largo de dichas direcciones es autosimilar y estadisticamente independiente del tiempo
cuando las coordenadas  y y se escalan por L, (t) y Ly(t), respectivamente.
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Figura 5.24: a) Curvas del factor de estructura S, (g, t) a diferentes tiempos para el modelo
no potencial 2 cerca del umbral de bifurcacién (e = 0.0392); b) verificacién de la hipdtesis
de escalamiento dindmico a lo largo de & para las curvas mostradas en (a).
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Figura 5.25: Curvas del factor de estructura Sy(gy,t) a diferentes tiempos para el modelo
no potencial 2 cerca del umbral de bifurcacién (e = 0.0392); b) verificacién de la hipdtesis
de escalamiento dindmico a lo largo de ¢ para las curvas mostradas en (a).

Las curvas de los factores de estructura unidimensionales obedecen razonablemente el
ansatz (5.10) y (5.11) incluso en el régimen de coarsening caracterizado por dos exponentes
diferentes con z, =~ 3 y 2z, ~ 2, como se muestra en las Figs. 5.26(a) y 5.26(b) para € =
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Figura 5.26: a) Graficas de S;(gz,t)/Lz(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos
para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.2157); b) graficas de
Sy(qy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial
1 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.2157).

0.2157, y en las Figs. 5.28(a) y 5.28(b) para ¢ = 0.4118. No obstante, los picos centrales en
estas graficas, S;(q, = 0,t)/Ly(t) y Sy(qy = 0,t)/Ly(t), crecen ligeramente en el tiempo en
vez de permanecer constantes. Entonces, a diferencia del coarsening cerca del umbral de
bifurcacién (y de la mayoria de procesos de coarsening en sistemas con fases de simetria rota
uniformes), el crecimiento de dominios no es autosimilar, lo que indica que existen varias
escalas de longitud en el sistema que posiblemente crecen con leyes diferentes. Sin embargo,
el hecho de que aparentemente en las figuras 5.26(a) y 5.26(b) se observen desviaciones del
ansatz (5.10) y (5.11) solamente cuando ¢, g, ~ 0 (para e = 0.2157 y € = 0.4118), sugiere
que sigue habiendo escalamiento dindmico localmente en el sistema. Podemos clasificar a
las correlaciones en el sistema de la siguiente forma:

1. Correlaciones a distancias grandes: |qz Ly (t)| < 1y |gyLy(t)| < 1. Estas correlaciones
corresponden distancias de orden [, y [,, en donde [, y I, son las longitudes totales
del sistema en las direcciones & y gy, respectivamente.

2. Correlaciones a distancias medias: |qz Ly (t)| ~ 1y |qyLy(t)] ~ 1. Estas correlaciones
corresponden a distancias de orden L,(t) y Ly(t), esto es, de unas cuantas veces los
tamanos medios de los dominios en las direcciones & y ¢, respectivamente.

3. Correlaciones a distancias cortas: 1 < |qzL(t)| y 1 < |gyLy(t)|. Estas correlaciones
corresponden a distancias mucho menores al tamano promedio de los dominios en las
direcciones z y 9.

El hecho de que los picos centrales de las gréficas en las figuras antes mencionadas
crezcan en el tiempo muestra que las funciones de correlacién a distancias grandes a lo
largo de £ y § dependen de unas longitudes de correlacién que crecen en el tiempo méas
rapidamente que L, (t) y Ly(t), respectivamente. Dicho de otra manera, la longitud de
correlacién depende de la escala considerada.
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Figura 5.27: a) Cola del factor de estructura unidimensional S;(gz,t)/Ls(t) como funcién
de ¢, L, (t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién
(e = 0.2157). La linea continua (~ [g.L.(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de
Z. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy (gy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién (e =
0.2157). La linea continua (~ [g,Ly(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de .
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Figura 5.28: a) Graficas de S;(gz,t)/Lz(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos
para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.4118); b) graficas de
Sy(qy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial
1 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.4118).
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Figura 5.29: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sy (gy,t)/L.(t) como funcién
de q; L, (t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién
(e = 0.4118). La linea continua (~ [g,L.(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de
Z. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(g,,t)/L,(t) como funcién de g, L,(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién (e =
0.4118). La linea continua (~ [g,Ly(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de 4.

Para correlaciones a distancias medias, se puede considerar que hay escalamiento dindmi-
co a lo largo de las direcciones Z y ¢, con longitudes de correlacién L,(t) y Ly(t) dadas por
las férmulas (4.53) y (4.54). Esto puede ser observado en las figuras 5.26(a) y 5.26(b) para
e = 0.2157, y 5.28(a) y 5.28(b) para € = 0.4118. En estas gréficas, los perfiles de las cur-
vas Sz(qz,t)/Le(t) como funcién de ¢, L, (t) v Sy(qy,t)/Ly(t) como funcién de g,Ly(t) son
practicamente independientes del tiempo en los intervalos 0.5 < |g; Ly (t)| y 0.5 < |qyLy(2)],
respectivamente.

Las correlaciones a distancias cortas requieren un poco mas de cuidado, dado que las
magnitudes de los factores de estructura unidimensionales son mucho menores (en algu-
nos é6rdenes de magnitud). Vale la pena hacer referencia a un resultado muy general para
las correlaciones a distancias cortas en el coarsening de sistemas isotropicos con fases de
simetria rota uniformes, conocido como ley de Porod [2]. Esta ley establece la forma fun-
cional explicita para la cola del factor de estructura y fue deducida por primera vez en el
problema de dispersién por un medio bifasico [83].

Por simplicidad, consideremos el coarsening de un sistema d-dimensional descrito por
un parametro de orden escalar ¢(7) con fases de simetria rota ¢ = +1y ¢ = —1, sepa-
radas por interfaces de anchura £ (la escala mas pequena del problema). Por el momento
consideraremos la configuracién del sistema a un tiempo fijo, por lo que ignoraremos la
dependencia explicita con t. Consideremos dos puntos £y £+ 7, con £ < r < L, en donde
r = ||F]| y L es la longitud media de los dominios. El producto ¢(Z)¢(Z + 7) es —1 si existe
una interfaz entre ambos puntos, y +1 si no hay ninguna interfaz. Como r < L, la pro-
babilidad de que exista mas de una interfaz entre ambos puntos puede ser despreciada. La
probabilidad de encontrar una interfaz es de orden /L, por lo que la funcién de correlacién
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radial C(r,t) = (¢(Z)p(Z + 7)) es aproximadamente

C(r,t) ~ (=1)xO(r/L)+ (+1) x (1 =0O(r/L)),
1—0(r/L), (5.12)

La expresion (5.12) implica que, para correlaciones a distancias cortas, § < r < L, la cola
del factor de estructura S(q,t) = (¢(q)p(—q)) tiene la forma de ley de potencia dada por

1
S(g,t) ~ Lt (5.13)

Es importante mencionar que en la deduccion de la ley de Porod se supone implicitamente
la hipétesis de escalamiento dinamico a distancias cortas, al considerar al tamano medio L
de los dominios como la tnica escala de longitud caracteristica en el sistema.

En el problema del presente trabajo, los argumentos descritos anteriormente para sis-
temas isotrépicos son aplicables a lo largo de cada una de las direcciones Z y ¢, tomando
d =1 en la ecuacién (5.13). Entonces, supondiendo que el crecimiento de dominios es au-
tosimilar a lo largo de estas direcciones, para correlaciones a distancias cortas las funciones
de correlacion definidas mediante (4.51) y (4.52) deben ser de la forma

Co(z,t) ~1—0 (51@) : (5.14)

Cyly,1) 21-0 <5jét)>, (5.15)

lo cual debe implicar que los factores de estructura unidimensionales deben ser de la forma

1
Sy (gyit) ~ — (5.17)
Y qu 6y(t)q57 .

en donde 0,(t) y dy(t) denotan a las tinicas escalas de longitud caracteristicas a lo largo de
Z y g, respectivamente. En las figuras 5.27(a) y 5.27(b) se observa que las leyes de Porod
(5.16) y (5.17) para las colas de los factores de estructura unidimensionales se cumplen
satisfactoriamente con 0,(t) = Lg(t) y 6y(t) = Ly(t). Asimismo se observa que las cur-
vas obedecen el ansatz de escalamiento (5.10) y (5.11) en una buena aproximacién para
€ = 0.2157 y ¢ = 0.4118. La consistencia entre la verificaciéon de la ley de Porod y del
ansatz de escalamiento para los factores de estructura unidimensionales implica que cada
una de las funciones de correlacién unidimensionales depende, hasta distancias medias, de
una sola longitud caracteristica, L, ~ t'/% o Ly ~ t1/2v | respectivamente. Sin embargo,
recordemos que los exponentes son diferentes (2, ~ 3y z, ~ 2), una propiedad poco comin
en problemas de coarsening.

La discusién anterior justifica el hecho de que numéricamente las leyes de evolucién de
las longitudes de correlacién y de las densidades de defectos obedezcan razonablemente las
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Figura 5.30: a) Graficas de S;(gz,t)/Lz(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos
para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.6078); b) graficas de
Sy(qy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial
1 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.6078).

relaciones (5.3) y (5.4) parae = 0.2157 y € = 0.4118, que en principio son vélidas inicamente
cuando hay escalamiento dindmico a lo largo de Z y ¢. En la dindmica de ordenamiento a
lo largo de cada una de estas direcciones existe una tinica escala de longitud caracteristica
para distancias menores al tamano de total del sistema y mayores a la anchura de las
interfaces.

A medida que se incrementa la profundidad del guench, tanto las correlaciones a distan-
cias grandes como a distancias medianas dejan de obedecer el ansatz (5.10) y (5.11), como
puede observarse en las figuras 5.30(a)-5.31(b) para e = 0.6078. Para este valor del quench,
los picos centrales de las curvas S;(gz,t)/Ls(t) como funcién de gz L. (t) y Sy(qy,t)/Ly(t)
como funcién de g, L, (t) aumentan en el tiempo mas rapidamente que para e = 0.2157 y € =
0.4118. Para un valores de la profundidad del quench suficientemente grandes, se observan
desviaciones significativas con respecto a la ley de Porod (5.16) y (5.17), sobretodo en la
direccién g (ver Figs. 5.32(a)-5.33(b) para e = 0.8039).

Lo anterior muestra que en general la dindmica de ordenamiento de fases de franjas
oblicuas anisotrépicas lejos del umbral de bifurcacion es més compleja que para sistemas con
parametro de orden local uniforme. Para valores de la profundidad del quench moderados
(al menos en el intervalo 0.2157 < e < 0.4118), hay dos escalas de longitud caracteristicas
diferentes y relevantes en el coarsening (las longitudes de correlacién L, (t) y Ly(t)) a
pesar de que no hay estrictamente escalamiento dindmico. A medida que se incrementa la
profundidad del quench el coarsening se aleja cada vez més de un régimen de escalamiento
dindmico y resulta mas evidente que se caracteriza por multiples escalas de longitud. Lo
anterior se debe principalmente a la combinacién de dos factores que son importantes
lejos del umbral: la intensa anisotropia en el movimiento de defectos debido a efectos no
adiabéticos producidos por el patrén periddico (ver el capitulo 6), y a una dindmica no
potencial de los defectos, que conduce, entre otras cosas, a mecanismos de seleccién de
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Figura 5.31: a) Cola del factor de estructura unidimensional S (gy,t)/L.(t) como funcién
de q; L, (t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién
(e = 0.6078). La linea continua (~ [g,L.(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de
Z. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(g,,t)/L,(t) como funcién de g, L, (t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién (e =
0.6078). La linea continua (~ [g,Ly(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de .
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Figura 5.33: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sy (gy,t)/L.(t) como funcién
de q; L, (t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién
(e = 0.8039). La linea continua (~ [g,L.(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de
Z. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(g,,t)/L,(t) como funcién de g, L,(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcacién (e =
0.8039). La linea continua (~ [g,Ly(t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de .

nimero de onda no triviales que pueden afectar dramdaticamente el coarsening del patron
parcialmente ordenado.

En el caso del modelo no potencial 2, el coarsening tampoco presenta escalamien-
to dindmico isotrépico lejos del umbral. No obstante, para ¢ = 0.1176, las longitudes de
correlacién L (t) ~ t1/3 y L, (t) ~ t*% representan adecuadamente a las longitudes carac-
teristicas del sistema a lo largo de Z y ¥, respectivamente, hasta distancias de unas cuantas
veces el tamafio medio de los dominios. El crecimiento de dominios es autosimilar en buena
aproximacion a lo largo de dichas direcciones cuando las coordenadas x y y son escalas
por L.(t) y Ly(t), respectivamente. Lo anterior es valido solamente para correlaciones a
distancias cortas y medianas, como puede observarse en las figuras 5.34(a)-5.35(b) para
0.5 < |qz Lz ()| v 0.5 < |quLo(t)]. Asimismo en las figuras 5.35(a) y 5.35(b) se observa que
se cumple aproximadamente la ley de Porod (5.16) y (5.17) para cada una de las direccio-
nes & y g, respectivamente. Para correlaciones a distancias grandes, |, L, (t)| =~ 0, existen
otras longitudes caracteristicas, puesto que los picos centrales de las curvas de las figuras
no presentan un valor constante en el tiempo.

Cuando se incrementa la profundidad del quench, la dindmica de ordenamiento se aleja
aun més del régimen de escalamiento dindmico (sobretodo en la direccién ¢). Por ejemplo,
para e = 0.2157, valor en que las leyes de evolucion en el coarsening tienen comportamientos
mas complejos que leyes de potencia simples, resulta claro que el ansatz (5.10) y (5.11) no
se cumple tan bien como para e = 0.1176 (ver Figs. 5.36(a)-5.37(b)).
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Figura 5.34: a) Graficas de S;(gz,t)/Lz(t) como funcién de ¢, L,(t) a diferentes tiempos
para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.1176); b) graficas de
Sy(qy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial
2 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.1176).
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Figura 5.35: a) Cola del factor de estructura unidimensional S;(gz,t)/Ls(t) como funcién
de ¢, L. (t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcacién
(e = 0.1176). La linea continua (~ [z L. (t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de
Z. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy (gy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcacién (¢ =
0.1176). La linea continua (~ [g,Ly(t)]™2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de 3.
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Figura 5.36: a) Graficas de S;(gz,t)/Lz(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos
para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.2157); b) graficas de
Sy(qy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial
2 lejos del umbral de bifurcacién (e = 0.2157).
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Figura 5.37: a) Cola del factor de estructura unidimensional S;(gz,t)/Ls(t) como funcién
de ¢, L. (t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcacién
(e = 0.2157). La linea continua (~ [z L. (t)]~2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de
Z. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy (gy,t)/Ly(t) como funcién de g, L,(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcacién (¢ =
0.2157). La linea continua (~ [g,Ly(t)]™2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de 3.
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5.5. Discusion

5.5.1. Reduccién al modelo A bajo la influencia de un campo externo

Los resultados mostrados anteriormente para los modelos (4.11), (4.12) y (4.13), asi como
el estudio previo presentado en [30], sugieren que cerca del umbral de bifurcacion (|r.| < € <
1), el coarsening de fases de franjas oblicuas anisotrépicas es un proceso de ordenamiento
isotrdpico, pues queda caracterizado por un tnico exponente: 1/z ~ 1/2. A continuacién se
demuestra que, después de un cambio de coordenadas adecuado, en este régimen la dindmi-
ca del pardmetro de orden orientacional 1y queda descrita en buena aproximacién por una
ecuacién de Ginzburg-Landau isotrépica, como la que describe el crecimiento de dominios
uniformes en sistemas caracterizados por un pardmetro de orden no conservado (modelo
A en la terminologia de Hohenberg y Halperin [3]). Asimismo se presenta y discute una
posible extensién del modelo A que describe la dindmica de 14 en el régimen caracterizado
por los exponentes 1/z, ~ 1/3y 1/z, ~ 1/2.

Coarsening cerca del umbral de bifurcacién

Las ecuaciones de amplitud (4.42) son validas para e < 1 y muestran que las direccio-
nes  y ¢ son equivalentes cuando las coordenadas x y y son escaladas en la forma (4.41),
lo cual explica a priori que las evoluciones temporales de L;(t) y L, (t) presenten el mis-
mo exponente. Asimismo, en la figura 5.38 se observa que la magnitud relativa entre las
longitudes de correlacién L (t)/L,(t) obtenida numéricamente es practicamente constante
en el tiempo y cercana a la estimacién (4.45) obtenida a partir del andlisis débilmente no
lineal de la seccién 4.2.2. Lo anterior muestra que en efecto, las escalas de longitud de
los dominios a lo largo de & y ¢ tienen una magnitud realtiva dada por (4.44), y que el
coarsening presenta leyes de crecimiento para las longitudes de correlacién (en el sistema
de coordenadas (2’,1y’) dado por la transformacién (4.41)), de la forma

Ly (t) ~ agit'/?, Ly(t) ~ ay/tl/z,

en donde z = 2y a,/ y a, son constantes reales tales que a,s = ay, esto es, Ly/(t) = Ly (t).

Es de particular interés investigar si esta invariancia en las leyes de crecimiento de
dominios se mantiene para una direccion arbitraria en el sistema. Para ello se puede tratar
de encontrar un sistema de coordenadas (Z, %) en el que las ecuaciones de amplitud (4.42)
tengan una forma isotrépica, esto es, que el operador diferencial de segundo orden que
actia sobre las amplitudes se tranforme en un laplaciano V%,g = 6% + 8; , que es invariante
ante rotaciones sobre el plano del sistema.

Sea M' una tranformacién lineal de las coordenadas (2’,y’) (escaladas en la forma
(4.41)) a las coordenadas buscadas (Z,y) que transforma a la ecuacién

4 1-
8tA+ — At + ? <a§/ 4 65, + 2\/%81,/8‘1/> At +t.nl.
0

en la ecuacion isotrépica
4

8tA+ = 6A+ + 5
kO

(03 +02) AT +tn.l,
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Figura 5.38: Evolucién temporal de la magnitud relativa entre las longitudes de correlacién
L, (t)/Ly(t) para el no modelo potencial 1, cerca del umbral de bifurcacién (e = 0.0392).
La linea discontinua corresponde a la estimacion obtenida del andlisis débilmente no lineal
(4.44).

y M~ una tranformacion que lleva a la ecuacion

_ _ 4 1—n _
A — A s 2/ 2/—2 x! / A t l
AT =eA 45 (axwy =0 ay) + .,

a la forma isotropica
4
OA” = €A™ + 5 (03 +05) A” +tnl,
0

en donde t.n.l. denota a los términos no lineales correspondientes. Después de un poco de
manipulacién algebraica, se encuentra que existen dos conjuntos continuos de transforma-
ciones lineales, {M! : 0 < a < 27} y {M : 0 < a < 27}, definidas por

1-n : 1+c :
cosa+ —L—=sina —,/—<sina
ME = Vet2n—n? ct2n—n*
a . 1— 1 ’
sina F ——21— +e
\/ et+2n—n?

c+2n—n
que llevan a las dos ecuaciones (4.42) a una forma isotrépica de manera independiente. Si
existe un valor g del parametro «, tal que

COS «x

> COS (U

Mi =M, (5.18)

se habra encontrado el sistema de coordenadas (Z,9) en el que ambas ecuaciones (4.42)
son isotrépicas simultdnemanete. La condicién (5.18) sélo se cumple cuando n = 1, en cuyo
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Figura 5.39: a) Solucién numérica estacionaria (a™, a™) de las ecuaciones de amplitud
(4.37) para una interfaz plana vertical (arreglo de dislocaciones), con € = 0.0392 y v = 1.
En (b) se muestran los pardmetros de orden ¢t y ¢~ correspondientes, definidos por (5.19)
y (5.20), respectivamente.

caso las transformaciones lineales Mf son simples rotaciones en el plano x — y, siendo «
el dngulo de rotacién. Este corresponde al caso en el que las ecuaciones (4.42) ya tienen
forma isotrépica y por lo tanto cualquier rotacién de coordenadas sigue manteniéndolas
isotrépicas. Asimismo, no es necesario hacer ningin escalamiento de coordenadas de la
forma (4.41) ya que la magnitud relativa entre las longitudes caracteristicas en las coor-
denadas originales estimada mediante (4.44) es en este caso L;(t)/Ly(t) = 1. El resultado
anterior implica que solamente para n = 1, la dindmica de las amplitudes es un proceso
completamente isotrépico, a pesar de que la ecuacién (4.10) para el pardmetro de orden
local v que describe la dindmica del patron periddico de franjas oblicuas es anisotrépica.
Para otros valores de nn # 1, la dindmica de las amplitudes correspondientes a los domi-
nios es anisotrépica. Una posible consecuancia de esto es que los perfiles de las interfaces
dependen de la orientacién, siendo idénticos inicamente a lo largo de las direcciones & y g
después de hacer la transformacién de coordenadas (4.41).

Ahora investiguemos el posible efecto de la anisotropia de las ecuaciones de amplitud
en el coarsening del sistema. Para ello, podemos definir los siguientes pardmetros de orden

pt=AT + A, (5.19)
o =AT — A", (5.20)
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Recordemos que cualquier dominio de franjas con orientacién +6 (—6) estd descrito por
una amplitud AT (A™) practicamente uniforme, con el valor \/€/(3v) dentro del dominio
y 0 dentro de los dominios de la orientacién contraria. En la Fig. 5.39(a) se muestran los
perfiles estacionarios a® y a~ de las amplitudes AT y A~, respectivamente, para una interfaz
plana vertical, que son soluciones estacionarias de las Ecs. (4.37). Las amplitudes varian
espacialmente sélo en la vecindad de una interfaz. Por consiguiente, podemos suponer que
¢ es practicamente uniforme sobre el sistema y constante en el tiempo (ver la figura 4.2)

dT(F ) ~ [ —, (5.21)

con muy ligeras variaciones inicamente en las interfaces. Por otro lado, ¢~ toma aproxima-
damente el valor ++/€/(37y) o —y/€/(37) dentro de cada dominio, y 0 en el centro de una
interfaz, por lo que puede ser considerado como una definicién equivalente al pardmetro de
orden orientacional 1y, definido en la seccién 4.3

¢~ (F)1) = %wd(ﬁ ). (5.22)

En la Fig. 5.39(b) se verifica numéricamente que la aproximacion (5.21) se cumple adecua-
damente tanto dentro de un dominio como en una interfaz. Restando la ecuacién para A~
de la ecuacién para AT en (4.42), sustituyendo las expresiones (5.19) y (5.20) y empleando
la aproximacién (5.21) para ¢T, se obtiene la ecuacién que describe aproximadamente la
dindmica de 14 y por consiguiente el crecimiento del orden orientacional en el patrén de
franjas oblicuas, cerca del umbral de bifurcacién

3 4 3
6T’¢d = Z’(/)d + ?V?}(,’Y@bd - ng, (523)
0

con ng,w = 0%, + 0%/, y en donde las coordenadas (X’,Y’,T) varfan como X' = 2y
Y’ = €/2y y T = et. La ecuacién (5.23) es isotrépica y en consecuencia las leyes de
crecimiento de dominios deben ser invariantes en cualquier direccién en el sistema de coor-
denadas (2/,y’). Esto es, el crecimiento del orden orientacional es un proceso isotrépico
cerca del umbral de bifurcaciéon ain cuando la dindmica del patrén peridédico y de las inter-
faces sea localmente anisotrépica. La ley de crecimiento /% (z &~ 2), en principio validas

Unicamente para las longitudes de correlacion a lo largo de & y ¢, deben cumplirse para
cualquier direccién 7 en el sistema: Ly (t) ~ t'/%.

Interpretacién del exponente 1/z = 1/2 cerca del umbral

La Ec. (5.23) describe la dindmica de ordenamiento de un sistema bidimensional con
pardmetro de orden local escalar uniforme no conservado 14(7, t) [2, 7]. Después de algunos
cambios de escala, (5.23) puede ser escrita como una ecuacién de Ginzburg-Landau cibica
con coeficientes iguales a 1

Ohp =V2+¢—¢* =V —V'(9), (5.24)
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Figura 5.40: Esquema de una perturbacién transversal a una interfaz plana correspondiente
a una solucién estacionaria de la ecuacién (5.24).

en donde V(¢) = (1 — ¢?)?/4. En la terminologia de Hohenberg y Halperin, (5.24) se
denomina modelo A [2, 3]. El coarsening en los sistemas descritos por la Ec. (5.23) obedece
escalamiento dinamico y estd caracterizado por una unica escala de longitud que obedece

una ley de evolucion de la forma
L(t) ~ t/7,

con z ~ 2 [2, 7]. El exponente 1/2 es caracteristico de procesos controlados por a una
reduccién en la curvatura local de las interfaces, por tensién superficial.

Bray [5] propuso un método para derivar el exponente que caracteriza a algin proceso
de coarsening a partir de la dindamica de relajacion de defectos topoldgicos. Brevemente,
este método consiste en suponer una pequena perturbacién espacial peridédica con vector de
onda k a lo largo de un defecto topolégico extendido (de dimensién 0 < d) relevante para el
sistema. Se encuentra la razén temporal asintética de relajacién lineal de la perturbacién
del defecto topoldgico, w(k), y suponiendo valida la hipétesis de escalamiento dindmico,
se deduce el exponente de coarsening de la siguiente manera. Si existe una tnica longitud
caracteristica, L(t), la dindmica de relajacién del defecto debe ser similar a la que ocurre
para un defecto tipico en el sistema parcialmente ordenado. Mediante un simple andlisis
dimensional se propone la relacién (1/L(t))dL(t)/dt ~ w(k), con k ~ 1/L(t). Entonces,
si la relacién de dispersion para la relajacion del defecto es de la forma w(k) ~ k* (con
k — 0), se espera que L(t) ~ t1/%.

En particular, para un sistema caracterizado con un parametro de orden escalar ¢(7,t)
con una dindmica descrita por una ecuacién de Ginzburg-Landau (5.24), los defectos to-
poldgicos son interfaces. Las interfaces separan a las dos fases uniformes de equilibrio en el
sistema, ¢ = +1 y ¢ = —1, que corresponden a los minimos del potencial V' (¢). Al aplicar
el método de relajacién de defectos a una interfaz estacionaria, se obtiene la relacion de
dispersion

w(k) ~ k2,
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para una perturbacién periédica pequena transversal de la forma (ver Fig. 5.40)

(z,y,t) = do(y) + Ad1(y) exp(ikz — wt),

en donde & y ¢ son las direcciones paralela y perpendicular a la interfaz, ¢o(y) es una
solucién de (5.24) para una interfaz estacionaria, y A es la amplitud de la perturbacién
(A < 1). A partir del argumento dimensional descrito anteriormente, se infiere entonces
que la longitud caracteristica de los dominios obedece la ley L(t) ~ t'/2.

En el caso del coarsening de dominios de franjas oblicuas anisotrdpicas, aplicamos el
método de relajacion de defectos a una frontera estacionaria entre dos dominios, uno con
1q = 1 (correspondientes a franjas con vector de onda Ej) y el otro con 1)y = —1 (correspon-
dientes a franjas con vector de onda EC_ ). Se infiere que la ley de crecimiento de dominios es
L(t) ~ t1/2 1o cual es consistente con los resultados numéricos. Por consiguiente, se puede
concluir que el mecanismo fisico que controla el coarsening cerca del umbral de bifurcacién
es la reduccién de la energia en exceso por reduccién de la longitud total de las interfaces
entre dominios de franjas de diferente orientaciéon. Asimismo, dado que el problema cerca
del umbral de bifurcaciéon queda descrito aproximadamente por una ecuacién de Ginzburg-
Landau isotrépica (5.23), se espera que haya escalamiento dindmico en cualquier direccién
del sistema. Entonces, después de una transformacién de coordenadas adecuada (dada por
(4.41)), la funcién de correlacién radial C'(r,t) y el factor de estructura S(q,t) deben de
obedecer el ansatz (5.6) y (5.7), respectivamente. La tinica escala de longitud relevante en
el sistema es L(t) = Ly/(t) ~ Ly/(t) ~ t1/7, con z ~ 2.

Esto significa que la anisotropia en las ecuaciones modelo para v solamente se manifiesta
localmente, pero no en la dindmica de ordenamiento del patrén. Por lo tanto, el coarse-
ning cerca del umbral estd controlado por la curvatura de las interfaces entre dominios
de franjas de diferente orientacién y presenta aproximadamente las caracteristicas basicas
de la dindmica de ordenamiento de sistemas potenciales caracterizados por un parametro
de orden local uniforme no conservado. En este caso, la ley de crecimiento de dominios es
L(t) ~ t1/%, con z ~ 2. La dindmica de ordenamiento presenta escalamiento dindmico, con
escala de longitud caracteristica L(t). Esta escala de longitud caracteristica es proporcional
a las longitudes de correlacién L,(t) y Ly(t), que representan a las longitudes medias de
los dominios a lo largo de las direcciones = y 4, respectivamente. En particular, se verifi-
ca numéricamente que hay escalamiento dindmico a lo largo cada una de las direcciones
preferidas en el sistema (£ y g). Resulta un poco desconcertante mencionar que experimen-
talmente nunca se ha observado una ley L(t) ~ t1/2 en patrones de rollos zig-zag cerca del
umbral. A priori las ecuaciones (4.11) son adecuadas para describir fenomenolégicamente
la formacién de patrones de rollos normales y oblicuos en electroconveccién de nematicos.
Es posible que los experimentos no hayan sido realizados suficientemente cerca del umbral.

Coarsening a valores intermedios de ¢

Los resultados numéricos presentados anteriormente muestran que es posible identificar
un segundo régimen de coarsening en los tres modelos estudiados, que ocurre a valores
intermedios de e. En este régimen la anisotropia en las ecuaciones modelo se manifiesta
tanto en la estructura espacial periddica del patrén como en su dinamica de ordenamiento:
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Figura 5.41: a) Dominio rectangular de franjas zag de tamano 20y x 36\ empleado como
condicién inicial para las soluciones numéricas mostradas en las siguientes figuras. b)-e)
Movimiento de dislocaciones y fronteras de chevrones para el modelo no potencial 1 a
diferentes tiempos: b) ¢ = 200, ¢) ¢t = 600, d) ¢ = 1800 y e) t = 2400. La profundidad del
quench es € = 0.2157.
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las fronteras horizontales de chevrones permanecen inméviles y el coarsening es controlado
bésicamente por el movimiento de arreglos de dislocaciones. La anisotropia en la cinética de
defectos tiene consecuencias dramaticas en las leyes de crecimiento: la evoluciéon temporal
de cada una de las longitudes de correlacion a lo largo de £ y ¢ se ajusta a una ley de
potencia: Ly (t) ~ t'/% y L,(t) ~ t'/?, con z, ~ 3 y 2, ~ 2. Como existen al menos dos
longitudes caracteristicas diferentes en el sistema (L (t) y Ly(t)), el sistema deja de pre-
sentar escalamiento dindmico isotrépico. No obstante, el coarsening presenta escalamiento
dindmico a lo largo de & y y. Las longitudes de correlacién, Ly (t) y Ly(t), son las tnicas
escalas de longitud caracteristicas en el coarsening a lo largo de estas direcciones, respec-
tivamente. La existencia de escalamiento dindmico a lo largo de & y ¢ a distancias cortas y
medianas en unidades de L;(t) y Ly(t) se manifiesta, por ejemplo, en el hecho de que las
leyes de evolucién de defectos son de la forma pg;s ~ 1/L,(t) ~ t—1/% (para la densidad de
dislocaciones) y pen ~ 1/Ly(t) ~ t~%/# (para la densidad de chevrones). Otra manifesta-
cién del escalamiento dindmico aproximado a lo largo de  y 4 es la verificacién de la ley
de Porod.

En este régimen, el mecanismo que controla el coarsening es la reduccién de la longitud
de las interfaces mediante el movimiento y aniquilacién de dislocaciones de carga topoldgi-
ca opuesta, como fue expuesto en la seccion 5.3. Una forma de verificar este mecanismo
de ordenamiento es estudiando la dindmica de relajacién de interfaces para un dominio
aislado inicialmente rectangular (por ejemplo, de franjas oblicuas con vector de onda IZC_ )
rodeado por franjas con vector de onda Ej, como el que se muestra en la Fig. 5.41(a) (de
tamano 20\g X 36)g). Para € = 0.2157, se verifica que en efecto, el sistema evoluciona
reduciendo la longitud de las interfaces horizontales a medida que el dominio se contrae
(Figs. 5.41(b)-5.41(e)). En este proceso las dos fronteras de chevrones permanecen inmévi-
les. En el siguiente capitulo se demuestra que la estructura periédica de franjas dentro de
cada dominio induce potenciales peridédicos en la dinamica de las interfaces, cuya amplitud
depende de €. La amplitud de los potenciales de bloqueo son varios 6rdenes de magnitud
mayores para las fronteras horizontales que para los arreglos de dislocaciones.

La generalizacién més simple de la ecuaciéon (5.23) que incorpora los efectos de bloqueo
sobre las interfaces horizontales es:

_OF
0vq

en donde F es el funcional de Lyapunov del cual deriva la ecuacion (5.23)

Oppa = + /), (5.25)

Flud = [ ar | (Va? = S+ Jeud]. (5.26)
0
y f(y) = p(e) cos(Kyy) es un término nuevo que no es despreciable lejos del umbral y
permite que las fronteras horizontales de chevrones queden bloqueadas. Este término es
analogo a un campo magnético externo estacionario y espacialmente periédico. El modelo
(5.25) se reduce a la ecuacién (5.23) cuando € — 0, ya que en este limite p(¢) — 0, como
se discute en el capitulo 6. El modelo (5.25) resulta a priori adecuado para describir el cre-
cimiento del orden orientacional en dominios de franjas oblicuas anisotrépicas para valores
moderados de e. Ecuaciones de la forma (5.25) han sido empleados para modelar procesos
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de separacién de fases con parametro de orden conservado en presencia de forzamientos
espaciales periédicos estacionarios, en donde también se observa anisotropia en las leyes de
crecimiento de dominios [84].

5.5.2. Dinamica no relajacional de defectos lejos del umbral

Para valores suficientemente grandes de ¢, los tres modelos presentan entre si diferen-
cias notables en su dindmica de ordenamiento. Una de ellas es la seleccién del nimero de
onda predominante en el patrén periddico. En el caso del modelo potencial (4.11), el vec-
tor de onda seleccionado corresponde al nimero de onda marginal que maximiza la tasa
lineal de crecimiento y minimiza el funcional de Lyapunov del cual deriva. Los modelos
no potenciales 1 (4.12) y 2 (4.13) presentan mecanismos de seleccién de nimero de onda
ma&s complejos que estdn intimamente relacionados con la dindmica de defectos topoldgicos
lejos del umbral de bifurcacién. Para valores grandes de €, la combinacién de varios factores
tales como la dindmica no potencial (no relajacional) de interfaces, efectos no adiabéticos
(mencionados en la subseccién anterior, ver también el capitulo 6) y seleccién de nimero
de onda, dan lugar a dindmicas de ordenamiento diferentes dependiendo de los detalles de
las no linealidades del modelo empleado, a pesar de que presenten las mismas simetrias.
Por ejemplo, mientras que para los modelos potencial y no potencial 1 la dindmica de orde-
namiento es cada vez mas lenta al incrementar € y el sistema permanece muy desordenado
incluso a tiempos grandes, en el caso del modelo no potencial 2 la dindmica es cada vez
mas rapida, presentando leyes de evolucién mas complejas que leyes de potencia simples.
A pesar de las diferencias observadas entre los modelos, en todos los casos se observa que
el coarsening se aleja de un régimen de escalamiento dindmico a medida que se incrementa
la profundidad del quench.

Las figuras 5.42(a)-5.42(d) muestran la evolucién temporal del campo de defectos de
un dominio de franjas zag, tomando la misma condicién inicial de la Fig. 5.41(a), para el
modelo no potencial 1 con € = 0.6078. Para esta profundidad del quench se observa que
el movimiento de dislocaciones no estd restringido a reducir la longitud de las interfaces
horizontales (su dindmica es no relajacional). En su lugar, la forma del dominio rompe su
simetria axial inicial con respecto a & y 3. Tal comportamiento estd asociado a los efectos de
los términos no potenciales (4.12), y puede intepretarse como una repulsién efectiva entre
los dos arreglos de dislocaciones que delimitan al dominio. Adicionalmente, al comparar con
la evolucién del campo de defectos de las Figs. 5.41(b)-5.41(e) para e = 0.2157, se observa
que la dindmica de las dislocaciones es muy lenta para ¢ = 0.6078, lo cual estd asociado a
los efectos no adiabdticos y sobre todo a la repulsién de dislocaciones debida a efectos no
potenciales. Tanto los efectos no potenciales como los no adiabdticos son importantes lejos
del umbral de bifurcacién.

En el caso del modelo no potencial 2 (figuras 5.42(e)-5.42(h)) los términos no potencia~
les (4.13) tienen efectos més dramadticos en la dindmica de defectos. En este caso, el sistema
tampoco tiende a reducir la longitud de las interfaces, lo que sugiere que la dindmica de
los defectos es no potencial debido a que no tienen definido ningin funcional de Lyapunov.
Se observa que las fronteras de chevrones (inicialmente planas) permanecen practicamen-
te inmdviles, pero se curvan en sus extremos a medida que las dislocaciones se mueven.
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Figura 5.42: Dindmica no relajacional de dislocaciones y fronteras de chevrones para: a)-d)
modelo no potencial 1 con € = 0.6078 a a) t = 200, b) t = 600, ¢) t = 1800 y d) t = 2400;
e)-h) modelo no potencial 2 con € = 0.2157 a a) t = 200, b) ¢ = 600, c) ¢ = 1800 y d)
t = 2400. La condicién inicial en ambos casos es el dominio rectangular de la Fig. 5.41(a).

Las dislocaciones no estan restringidas a moverse en conjunto con la fronteras verticales
a lo largo de z, ya que pueden separarse de éstas y alejarse aisladamente del dominio.
La separacién de pares de dislocaciones (simétricas) de carga topoldgica opuesta reduce
gradualmente el tamano del dominio en la direccion vertical.

Las observaciones anteriores revelan que, para valores suficientemente grandes de €, los
términos no potenciales juegan un papel muy importante en la dindmica de ordenamiento.
El mecanismo fisico que controla el coarsening lejos del umbral puede cambiar de un mo-
delo no potencial a otro y reflejarse en leyes de crecimiento diferentes, como las obtenidas
numéricamente en el caso de los modelos no potenciales 1 y 2 para los mismos valores de
€. Algo similar ocurre en el caso de patrones de franjas en sistemas isotrépicos. Un estudio
numérico reciente basados en modelos de Swift-Hohenberg no potenciales muestran que
la dindmica y relajacion de interfaces cambia drasticamente de un modelo no potencial a

otro, sugiriendo que existen diferentes regimenes de coarsening dependiendo del valor de
la profundidad del quench [85].

5.5.3. Comparacion con experimentos previos en electroconveccion

En [26] se reporta el primer estudio experimental de coarsening de franjas oblicuas
obtenido en electroconveccién de nematicos con alineacién plana. Uno de los resultados
cualitativamente comparables con el régimen de coarsening observado numéricamente en el
presente trabajo para valores moderados de €: los dominios crecen en promedio mas rapi-
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damente a lo largo de § que a lo largo de &, obedeciendo leyes de la forma L,(t) ~ /5y
Ly,(t) ~ t1/4. A tiempos cortos Ly > L,, por lo que aparentemente existe un tiempo t* en el
que L, (t*) = L, (t*). El resultado puede ser explicado cualitativamente mediante el siguien-
te argumento simple. Como las fronteras de chevrones permanecen bloqueadas e inméviles
en posiciones fijas, el coarsening esta controlado por el movimiento (précticamente a lo lar-
go de %) de fronteras curvadas formadas por dislocaciones. Por simplicidad, consideremos
el caso de un dominio de forma cuasirectangular de franjas zag rodeado completamente por
un dominio de franjas zig (como el mostrado anteriormente en las Figs. 5.41(a)-5.41(e)).
La aniquilacién de cada una de sus dos fronteras horizontales de chevrones es debida al
movimiento de del par de dislocaciones de carga topoldgica opuesta localizado en sus ex-
tremos. El movimiento de interfaces verticales disminuye continuamente la longitud de las
fronteras de chevrones. Por el contrario, las dislocaciones son eliminadas en pares solamen-
te cuando las fronteras de chevrones son completamente aniquiladas. Podemos generalizar
este mecanismo a un proceso de coarsening (con muchos dominios) considerando que en
este caso el crecimiento del tamano promedio de dominios se lleva a cabo a expensas del
colapso de dominios pequefios. De esta manera, las fronteras de chevrones son eliminadas
en promedio mas rapidamente que las dislocaciones. Esto es

dpch (t) < dpdis (t)
dt dt

<0. (5.27)

Ahora, considerando un régimen en el que pg;s(t) = agist Y/ #dis pen(t) = aept Y% con
agis ¥ acp, constantes del mismo orden, la desigualdad (5.27) conduce a la relacién

L ZcehQdi zZ
tl/zdzs l/zch < M ~ O < Ch> , (528)
ZdisQch Zdis

la cual se cumple para todo T < t solamente si z., < zgis, en donde T es de orden
O((2qis ) zep ) eh#dis/ (2ais=2cn) ) 2 Entonces, cuando hay escalamiento dindmico a lo largo de
cada una de las direcciones Z y ¢, se infiere de los argumentos presentados en las secciones
anteriores que z, < 2, lo que implica que L (t) crece mas rdpidamente que L (t).

En un estudio experimental ulterior [27] se muestran las evoluciones temporales de pg;s
y pen- Cabe mencionar que [27] presenta resultados contradictorios con el estudio anterior
[26], por lo que no se cuenta hasta el momento con resultados experimentales del todo
confiables para hacer comparaciones con nuestros resultados numéricos. En dicho trabajo
se observa una cinética anisotrépica de las fronteras de dominios, parecida a los resultados
numeéricos obtenidos en la presente tesis para valores moderados de e: las fronteras de
chevrones permanecen inmoviles y el coarsening es dominado por el movimiento horizontal
de dislocaciones. Las leyes reportadas en [27] son consistentes con pgis ~ t=1/ 3 pen ~
t~1/5. Para la densidad de dislocaciones el acuerdo cuantitativo con nuestros resultados es
muy bueno. No obstante, mientras que del mecanismo descrito en el parrafo anterior se
esperaria una ley de evolucién con z., < 3 para las fronteras de chevrones, se observa el
comportamiento contrario: 3 < z., = 5. Una posible explicacién de esta discrepancia se

2En el caso de 2z, ~ 3y zy =~ 2, se tiene que T" ~ 10, que es notablemente menor que los tiempos
registrados en las soluciones numéricas.
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Figura 5.43: Evoluciones temporales de pgis y pen @ tiempos largos (10000 < ¢ < 40000)
para € = 0.2157 (modelo no potencial 1).

presenta a continuacién. La dindmica en los experimentos podria ser afectada, entre otros
factores, a efectos de tamano finito, para los cuales el tamafio vertical de los dominios es
de orden del tamano del campo de visualizacién del nematico. Hay que recordar que de
acuerdo a los resultados numéricos del presente trabajo, L, crece mas rdpidamente que L.,
por lo que el tiempo ty necesario para que los efectos de tamano finito sean apreciables es
menor a lo largo de g en caso de que exista algin tiempo t* tal que L, (t*) = L, (t*). Cuando
t ~ t9, L, es comparable con el tamano vertical del sistema y la densidad de fronteras de
chevrones debe muy baja, por lo que se espera que para tg < t la evoluciéon temporal de
peh(t) sea muy lenta. Numéricamente, la Fig. 5.43 muestra que para e = 0.2157, la evolucién
de pg;s es consistente con la ley de potencia t~1/3 atin a tiempos 10000 < ¢ < 40000. Sin
embargo, la evolucién temporal de p., cambia de la ley de potencia ¢t~%- observada para
0 < t < 10000 (ver Fig. 5.17), a una ley consistente con t~/® para 10000 < t < 40000,
como consecuencia de efectos de tamano finito a lo largo de g. En este caso, el tiempo en
el que ocurre la transicién al régimen dominado por efectos de tamafo finito es ty ~ 10%.
Posiblemente éste corresponde al régimen observado en los experimentos realizados en [27].

Un factor que puede resultar importante en la dindmica de ordenamiento en los expe-
rimentos de electroconveccion es el ruido, que puede ser aditivo o multiplicativo, en forma
parecida al caso de sistemas de franjas isotrépicas [15, 16, 20, 86, 87]. Por ejemplo, en [27] se
observa nucleacién de dominios, debido a la aparicién espontanea de pares de dislocaciones
de carga topoldgica opuesta. Este fenémeno puede ocurrir en forma similar a la generacion
de defectos puntuales en materia condensada por fluctuaciones térmicas [88]. Aunque estos
eventos son muy escasos para los valores de e empleados en [27] y no parecen contribuir
significativamente a la dindmica de ordenamiento, se espera que afecten las leyes de cre-
cimiento al incrementar la intensidad del ruido. Por otra parte, en los experimentos de
electroconveccion realizados en [28] se verifica que la dindmica de ordenamiento se vuelve
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mas lenta a medida que se incrementa la intensidad del ruido en el parametro de control
principal € del sistema (ruido multiplicativo). La presencia de ruido no es capturada por
los modelos deterministas empleados en el presente trabajo. Una posible forma de abordar
el problema es mediante la inclusiéon de términos estocasticos multiplicativos y aditivos en
el modelo generalizado (4.10).



Capitulo 6

Efectos no adiabaticos sobre
interfaces en patrones de franjas
oblicuas

6.1. Introduccion

En los resultados mostrados anteriormente para el coarsening lejos del umbral de bifur-
cacion se observa una marcada anisotropia tanto en el crecimiento de dominios a lo largo
de las direcciones & y g, como en la dindmica de los dos tipos de defectos topolégicos, prin-
cipalmente orientados a lo largo de estas direcciones. En este capitulo se presentan algunas
evidencias tedricas de que este comportamiento anisotrépico es en su mayor parte debido
a los llamados efectos no adiabdticos. Estos efectos no adiabaticos surgen en un patrén pe-
riédico cuando la profundidad del quench no es pequena y se manifiestan como potenciales
periddicos efectivos que se oponen e incluso bloquean el movimiento de defectos. Los efectos
no adiabaticos actian sobre los dos tipos de fronteras presentes en el coarsening de franjas
oblicuas anisotrépicas con intensidades que pueden variar en muchos érdenes de magnitud.

Cerca de un punto de bifurcacién, e — 07, las escalas de variacién (rdpidas) de un patrén
periddico y las escalas de variacién (lentas) de sus amplitudes son muy diferentes y por lo
tanto independientes. El analisis de multiescalas es valido y permite derivar las ecuaciones
de amplitud que describen la dindmica lenta de las inhomogeneidades espaciales (tales como
los defectos) alrededor de un patrén periédico perfecto. Sin embargo, cuando € es finito y
grande, las escalas lentas y rdpidas dejan de ser muy diferentes y su acoplamiento da lugar a
correcciones en la dindmica de los defectos. A estas correcciones es a lo que se le denomina
efectos no adiabaticos. Una manifestacién de los efectos no adiabéticos es el blogueo de
defectos. La periodicidad del patrén de base y su acoplamiento con las escalas lentas de las
amplitudes induce potenciales efectivos periddicos que afectan la cinética de los defectos,
manteniéndolos inméviles para profundidades del quench suficientemente grandes [79, 89,
90]. Los potenciales de bloqueo s6lo pueden aparecer en fases espacialmente moduladas y no
ocurren en fases uniformes. Mencionamos que estos potenciales son andlogos a las barreras
de Peierls que actian sobre los defectos en sélidos cristalinos [91].
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De manera general, el movimiento de un defecto obedece una ley de la forma

yda

= [~ peos(hy), (6.1)

en donde p es la movilidad, z la posicién del defecto, dz/dt su velocidad, f es alguna
fuerza externa que actiia sobre el defecto y pcos(kpx) es el potencial efectivo de bloqueo.
Por ejemplo, supongamos una frontera plana orientada a lo largo de 3 y separando dominios
de franjas de periodicidad k. La posicién de la frontera, x, se puede definir como los puntos
x de amplitud media A(z) = Ap/2, en donde Ag es la amplitud méxima dentro de cada
dominio. Las correcciones no adiabaticas a orden més bajo en la ecuacién isotrdpica de
Swift-Hohenberg [20], conducen a ecuaciones de movimiento de la forma dada por (6.1).
De manera general, la intensidad del potencial de bloqueo depende del quench de manera
no analitica

p~ exp(—al/V/e), (6.2)

con |a| una constante de O(1). En el ejemplo anterior, la periodicidad del potencial de
bloqueo es
27 /ky, = 7 /ky,

para una interfaz separando dominios con franjas perpendiculares.

Se puede utilizar la ecuacién (6.1) para describir cualitativamente la evolucién de un
sistema durante un proceso de coarsening, en donde f representa la fuerza motriz del
crecimiento que actia sobre una interfaz tipica en el sistema. Si L(t) representa la escala
de longitud caracteristica de un dominio, entonces f = f(L(t)). Por ejemplo, f = 1/L(t)
corresponde a la ley de Allen-Cahn para crecimientos controlados por tensién superficial.
Sustituyendo en la ecuacién de movimiento general para un defecto (6.1) (con p = 0 en el
caso de fases de simetria rota uniformes) se obtiene

dL 1
dt L’
de donde se obtiene directamente la ley de crecimiento

L(t) ~ t'/2,

En sistemas con franjas, para € finito, p # 0 en la ecuacién (6.1). A tiempos cortos se
forman dominios suficientemente pequenios y p < f, por lo que las fronteras de dominios se
mueven facilmente y L(¢) aumenta en el tiempo. El incremento en el tamano de dominios
reduce la intensidad de f hasta que llega un momento en que f ~ p y las fronteras quedan
bloqueadas e inmoviles en las posiciones correspondientes a un minimo local del potencial
de bloqueo [20]. Esto es andlogo al movimiento de una particula sobreamortiguada en un
potencial ondulado con inclinaciéon dependiente del tiempo. Efectos similares en la cinética
de fronteras entre fases espacialmente moduladas periddicas de diferente orientacién han
sido observados numéricamente en patrones con otras simetrias, tales como hexdgonos [92].

En el caso de la cinética de fronteras entre dominios de franjas oblicuas anisotrépicas,
se ha observado numéricamente que el coarsening de dominios para profundidades mode-
radas y grandes del quench estd dominado por el movimiento horizontal de dislocaciones,
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mientras que las fronteras horizontales de chevrones permanecen inméviles o bloqueadas
[30]. Experimentalmente se ha observado el mismo efecto para diversos valores de la pro-
fundidad del quench en el coarsening de dominios de rollos oblicuos en electroconveccion
de nematicos [27]. En el presente capitulo mostramos que la amplitud del potencial de
bloqueo p depende fuertemente de la orientacién de la interfaz. Se investiga el origen de
la anisotropia en el movimiento de interfaces en base a las correcciones no adiabdaticas a
orden més bajo de las ecuaciones de amplitud (4.37). Se discute el efecto que tienen estas
correcciones sobre el ordenamiento global del sistema durante un proceso de coarsening.

6.2. Solucién numérica para el perfil de una interfaz plana

Para calcular la intensidad del potencial de bloqueo (6.2) que actiia sobre una frontera
plana (horizontal o vertical) entre dominios de franjas oblicuas de diferente orientacién,
se requiere primero conocer su perfil estacionario (ver la siguiente seccién). Una frontera
plana horizontal es paralela a &, mientras que una vertical es paralela a . Empleando
las siguientes condiciones iniciales para el pardmetro de orden local i de la ecuacion de
Swift-Hohenberg anisotrépica (4.10)

+

ag (y) cos(pex + qey) + ag (y) cos(pex — gey), front. horizontal,
ag () cos(per + qey) + ag (x) cos(per — qey), front. vertical,

se obtienen numéricamente configuraciones del patrén de franjas correspondientes a una
frontera plana separando dos dominios de franjas de diferente orientacién. Se eligen ag (2)

y ag (2) como funciones reales con perfil de tangente hiperbdlica y tales que

lim a™(2) = \/€/(37), lim a™(2) =0,

lim a™(2) =0, lim a™ (2) = \/€/(37).

La configuracién inicial ¢ (7, t = 0) se relaja en el tiempo a una configuracién estacionaria,
como las de las figuras 6.1(a)-6.1(f).

Como fue discutido en el capitulo anterior, el perfil de una frontera entre dominios
puede describirse mediante amplitudes AT y A~ tales que

P = ATeRET 4 g=eike T 4 e (6.3)
A orden més bajo AT y A~ son soluciones de las ecuaciones de Ginzburg-Landau acopladas
4
AT = AT 4 k—é[pgag £ 2(1 — )peqedady + (1 + ¢)qZ0;] A*
—3|AT2AT — 69|AT|2 A% (6.4)

En las figuras 6.2(a) y 6.2(b) se muestran las soluciones estacionarias (a ¢t = 40000), deno-
tadas por a™ y a~, para una frontera horizontal y para una vertical, respectivamente. En
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este caso se resolvieron numéricamente las ecuaciones de Ginzburg-Landau unidimensiona-
les (6.4) con € = 0.0392, empleando el método pseudoespectral descrito en el apéndice A.
Las condiciones iniciales son

} frontera horizontal,

at(z,t=0) = af (z)

a=(z,t = 0) = ag (z), } frontera vertical,

en donde ag (2) y ag(z) son las mismas funciones iniciales empleadas para obtener las
configuraciones de las figuras 6.1(d)-6.1(f). Para obtener los perfiles estacionarios de las
amplitudes se dejan evolucionar las amplitudes a™ y a~ hasta que las soluciones préctica-
mente no cambian en el tiempo.

6.3. Correcciones no adiabaticas

Consideremos una frontera horizontal plana de chevrones separando dos dominios de
franjas oblicuas de diferente orientacién (Fig. 6.1(a)). En esta configuracién el parametro
de orden local ¥ se describe por la Ec. (6.3), con Eci dado por la ecuacién (4.34). Para
una frontera plana las amplitudes AT y A~ asociadas a cada dominio no dependen de
la coordenada x. Cuando € es suficientemente pequeiio, la dindmica de AT y A~ queda
descrita por las siguientes ecuaciones unidimensionales de Ginzburg-Landau

O AT = eAT + L0 AT — 3y|AT|PAT — 67]AT P AT, (6.5)

en donde la longitud de coherencia &, a lo largo de y es

2 n(1+c)

= _— 6.6
fy kO c+ 277 _ 772 ( )

Las ecuaciones (6.5) se obtienen a partir de las ecuaciones de amplitud cerca del umbral
de bifurcacién (6.4), igualando a cero todas las derivadas de las amplitudes con respecto a
la coordenada x.

Vale la pena recordar como se obtienen formalmente las ecuaciones (4.37) para realizar
adecuadamente las correcciones no adiabaticas cuando las escalas rapidas y lentas no son
muy diferentes. Para una frontera horizontal plana, el analisis de multiescalas en el forma-
lismo de ecuaciones de amplitud usual conduce a la solucién para el parametro de orden al
orden mas bajo O(e'/2), de la forma

o = AT (Vey, et)e T 4 AT (Vey,et)e TR T 4 cc.
Asimismo, a O(e3/?) se obtiene la condicién de solubilidad dada por

y+ly dy' T+ly da’ . oy,
/ =l (Br1by — Noho)e~Fe ™ = 0, (6.7)
Yy

ly Js. Iy
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Figura 6.2: a) Perfiles estacionarios (a t = 40000) de las amplitudes correspondientes a una
frontera horizontal para € = 0.0392, obtenidos al resolver numéricamente las ecuaciones de
Ginzburg-Landau (6.5), con condiciones iniciales de frontera plana. b) Perfiles estacionarios
de las amplitudes correspondientes a una frontera vertical para los mismos valores de los
parametros.
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en donde 5
No=1- %[3(1 +0)0;0% + k30F + (1 — n)d205] + NL;

ly es una longitud de orden O(27/q.) y NL el operador no lineal de la ecuacién de Swift-
Hohenberg. En (6.7) es conveniente tomar el limite [, — oo, dado que las amplitudes
que describen la frontera horizontal son invariantes a lo largo de . Cerca del umbral de
bifurcacién, e — 07T, las variables en las exponenciales complejas (z,y) y la variable Y = /e
en las amplitudes pueden ser consideradas como independientes. La tnica contribucion a
priori diferente de cero en la integral (6.7) proviene de los términos en (Orig — NQ¢0), que
oscilan como exp(+ikE7) (términos resonantes). Cualquier otro término que no oscile como
exp(—i—ilgci - ) (término no resonante) conduce a un término oscilante en el integrando de
(6.7). La integral de los términos no resonantes es igual a cero sobre un periédo espacial [,
puesto que cuando € — 07 las envolventes AT se mantienen practicamente constantes sobre
un periodo [, = 27/q. a lo largo de y. Lo anterior no sucede para los términos resonantes:
su suma debe ser igual a 0 para evitar soluciones infinitas, conduciendo directamente a las
ecuaciones de amplitud (6.5).

Consideremos ahora ¢ < 1 pero finito. En este caso las escalas rapidas de variacién
del patrén periédico (x,y) v las escalas lentas de las envolventes (Y = /ey) dejan de ser
muy diferentes, de modo que A" y A~ dejan de ser estrictamente constantes a lo largo de
un periodo [y, y + [,]. Esto implica que la integral de cualquier término oscilante en (6.7)
con un vector de onda K en la direccién y (perpendicular a la frontera horizontal) no es
exactamente igual a cero en un periodo l,. Mas adelante se muestra que estos términos
contribuyen a orden O(exp(—||K|[¢)) en la ecuacién de movimiento de la frontera, siendo
¢ ~ O(1/4/€) la anchura de la frontera. Estos términos son despreciables para ¢ — 0T,
pero no necesariamente para e finito. Por otra parte, los términos en (6.7) con vector de
onda K que tiene una proyeccion diferente de cero en el eje x se integran a cero dado que
lz — o0 y no contribuye a los efectos no adiabéaticos. Por ejemplo, para los modelos de
Swift-Hohenberg con no linealidad cubica, a primer orden O(exp(—2¢.()), las correcciones
no adiabdticas de la ecuacién de amplitud para AT (6.5) provienen de los términos no
lineales A 2[16 . |AFI2Ay v |4y |24y, que oscilan en el integrando de (6.7) como

A(T2fla -~ K=2 2‘— C_—kg':—i—2qcy,
AJ1?PAy — K=kl -kl +k; — ki =243,
Ag1?PAy — K=k, —k; +k; — ki =29,

(ver Fig. 6.1(a)). De esta manera se encuentran las correcciones no adiabaticas de las
ecuaciones de amplitud (6.5) a primer orden

_ Ok
sA*
3
ly )
+|Aﬂ2AerjF2"%y') . (6.8)

AT =

?J‘Hy
2 < ; / ; /
dy’ (Ai AT et2iaey’ 4 9| A+|2 AT ¢ F2i0ey
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El primer término del lado derecho de (6.8) representa los términos usuales de las ecuaciones
de amplitud (6.5), que derivan del funcional de Lyapunov

F, = / AFc(| AT 4 |AP) + (18,47 + 8,47 )
3 _ _
P2y 4147 4 6] AT LA

mientras que el segundo término, correspondiente a las correcciones no adiabaticas a primer
orden, muestra el acoplamiento entre las escalas rédpidas y lentas.

Ahora, a partir de la ecuacién (6.8) podemos derivar la ecuacién de movimiento de una
interfaz horizontal que separa dos dominios de franjas oblicuas de diferente orientaciéon. Las
soluciones estacionarias de las ecuaciones de Ginzburg-Landau (6.5), a® y a™, introducidas
anteriormente, son soluciones de la ecuacion

— 5Fy

O—M—i.

Sea yq(t) la posicion de la interfaz horizontal al tiempo ¢. Puesto que queremos obtener la
ley de movimiento para yg,(t), buscamos soluciones de las ecuaciones (6.8) de la forma

AE(y,t) = a*(y — yg(t))- (6.9)

Suponiendo que las correcciones no adiabaticas son pequenas y que no afectan los perfi-

les a®, multiplicamos cada una de las ecuaciones (6.8) por 9y A%. Sumando las ecuaciones

resultantes, integrando sobre todo el espacio 2D y sustituyendo el ansatz (6.9) en las ecua-

ciones resultantes, se obtiene la ecuaciéon de movimiento a orden més bajo para una interfaz
horizontal plana

dygb(t) _ py(e)

dt  Dyle)

en donde py(€) es una constante que depende de €, dada por

COS(2QCygb + ¢y)7 (610)

py(€) = 9ymix, / dy((3a+%a™ + a=)0,a*

+(3a"%a" + a™)0ya7] cos(2qey + ), (6.11)
y o
Dy = [ (0,0 + (2,07 ) (6.12)

La ecuacién (6.10) es equivalente a la ecuacién de movimiento sobreamortiguado de una
particula bajo la accién de una fuerza espacialmente periddica de intensidad p, (€) y periodo
7/qe, y con coeficiente de friccién Dy (e). Por lo tanto, una frontera horizontal inicialmente
en una posicién arbitraria, se relaja al minimo mas cercano del potencial que actiia como
potencial de bloqueo con nimero de onda en la direccién normal a la interfaz. El potencial
de bloqueo es generado por el patrén periédico mismo. Una generalizacién de (6.10) puede
incluir una fuerza externa f que actie sobre la interfaz.
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Un andlisis completamente andlogo al anterior conduce a las ecuaciones unidimensio-
nales acopladas de Ginzburg-Landau para la evolucién de una interfaz vertical plana (in-
variante por traslacién a lo largo de y) con correcciones no adiabéticas a primer orden

§F,
CSAE

3y
-/

HATRAT T2 (6.13)

HAT =

-+l
dx’ (A:I:2/_12|16:|:2ipca:/ + 2|A:I:|2A:Feq:2ipcm’

en donde el funcional de Lyapunov esta dado por
Foo= [ droe AP 4147 P) + (0,47 + 0,47
3 _ _
+§7(|A+|4+ [ A7) + 6y[AT 2|47,

y en donde la longitud de coherencia &, a lo largo de = es

2 c+n
= —/—7. 6.14
b ko \ ¢+ 2n —n? (6.14)

A partir de (6.13) se deduce la siguiente ecuacién de movimiento para la interfaz vertical
al orden mas bajo

deg(t) _ pale)

dt D, (e)

en donde x4 (t) denota la posicién de la interfaz al tiempo t. La amplitud de la fuerza
periédica de bloqueo sobre una frontera vertical es

cos(2pct gy + ¢z ), (6.15)

pz(€) = 9ymaéx, /OO d:z:[(3a+2a* + aig)ax(ﬁ
+(3a2at + at)0pa ] cos(2per + ¢), (6.16)
y el coeficiente de friccién es
Do) = [ dal(@ra P + (0277, (6.17)

donde a™ y a~ son ahora soluciones de las ecuaciones

0F,
0 p—
dat’

que estan graficadas en la figura 6.2(b). Hay que notar que ahora la periodicidad del po-
tencial de bloqueo es 7/p., es decir, menor que la del potencial de bloqueo de interfaces
horizontales. Las ecuaciones que describen la evolucion espaciotemporal de las amplitudes
en los dos tipos de interfaces (6.8) y(6.13), asi como las ecuaciones de movimiento de las
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fronteras (6.10) y (6.15) tienen la misma estructura. En ausencia de fuerzas externas o de
ruido, se espera que tengan perfiles y movimientos cualitativamente similares. Sin embar-
go, hay dos factores que determinan las intensidades p, y p, de las fuerzas de bloqueo. El
primero es la anchura de las fronteras (; 4, que se relaciona con las longitudes de coherencia
&,y mediante (5 ~ &gy /V/€ I Entonces, para el mismo valor de la profundidad del quench
se tiene que

G _ [ ctnm

Cy n(l+c) .
En el caso de los valores de los parametros anisotrépicos empleados en las soluciones numéri-
cas de este trabajo, (6.18) corresponde a una razén de anchuras /¢, ~ 1.4, es decir, las
interfaces verticales tienden a ser mas anchas que las horizontales. Asimismo hay que re-
cordar que las amplitudes son de orden /€. Lo anterior implica que

at(y) =Vefy (\gy) :

(6.18)

para una interfaz horizontal y

o) = vert (%),
€o
para una interfaz vertical. Se puede comprobar en las figuras 6.1(a) y 6.1(d) que las in-
terfaces verticales son mas anchas que las horizontales. Asimismo se verifica que cerca del
umbral de bifurcacion la evolucion de las amplitudes correspondientes a los dos tipos de do-
minios de franjas oblicuas queda muy bien descrita por las ecuaciones de Ginzburg-Landau
(4.37), y podemos usar estos perfiles estacionarios para poder calcular las intensidades de
los potenciales de bloqueo (6.11) y (6.16).

La amplitud del potencial de bloqueo depende fuertemente de la anchura de las inter-
faces. Lejos de una frontera, es decir, dentro de un dominio, las amplitudes a® y a~ tienen
un valor casi constante y cercano a /€/(37). Entonces las derivadas espaciales de las am-
plitudes dentro de un dominio son casi nulas &m,ai ~ (0. Sélo en la region interfacial las
derivadas espaciales son diferentes de cero y contribuyen en las integrales (6.11) y (6.16). A
medida que aumenta la anchura de una interfaz, las derivadas espaciales de las amplitudes
a lo largo de direccién normal a la interfaz son menores. Por consiguiente, las correcciones
no adiabéticas son a priori de mayor intensidad para una frontera horizontal (més estrecha)
que para una vertical.

El segundo (y més importante) factor que determina la intensidad de las fuerzas de
bloqueo es la periodicidad en el coseno de las integrales de las expresiones (6.11) y (6.16).
Esta periodicidad es la mitad de la periodicidad del patrén en la direcciéon perpendicular
a la interfaz. Recordando que 8mﬁyai # 0 solamente en la regién interfacial, las integrales
en las expresiones (6.11) y (6.16) son aproximadamente las transformadas de Fourier uni-
dimensionales de funciones g(z/¢) que tienden rapidamente a cero cuando |x/{| > 1. Por

"Hay que recordar que las escalas espaciales lentas se relacionan con las escalas rapidas mediante X ~ +/ex
y Y ~ /ey, por lo que las anchuras de las interfaces, siendo escalas de longitud propias de las amplitudes,
deben ser grandes y variar como (p .y ~ &,y /V/€.
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lo tanto

e x

/ g () cos(Kz)dx ~ exp(—K().

—0 \§
En el caso de una interfaz horizontal, los términos oscilantes resultantes de la condicién
de solubilidad tienen vector de onda K, = £2¢.y, mientras que para una frontera vertical,
K, = £2p.i. Dado que ¢, < p, siempre que 0 < ¢ (ver la ecuacién (4.17)), HI@H < || K|
Ademas las fronteras verticales son mds anchas que las horizontales, ¢, < (, , por lo que
se cumple

1Eyllcy < [1EzlG-

Dado que (;y ~ &z,y/V/€, s importante notar que cerca del umbral de bifurcacién (e < 1)
se cumple
1< Kyll¢y < [ KellCe,

lo que implica
exp(—| | Kz [Ce) < exp(—||Kyl[¢y)-

Se concluye que las contribuciones no adiabaticas son mas importantes para las interfaces
horizontales que para las verticales y en consecuencia, el bloqueo de defectos es mas intenso
para las fronteras de chevrones que para los arreglos verticales e inclinados de dislocaciones.
Estos efectos de bloqueo pueden variar en érdenes de magnitud segun la orientacién de la
interfaz.

6.4. Resultados numéricos

A continuacién calculamos la intensidad del potencial periédico de bloqueo sobre cada
tipo de frontera para diferentes valores de €, empleando las ecuaciones (6.11) y (6.16).
Se requiere en principio resolver las ecuaciones integrodiferenciales de Ginzburg-Landau
unidimensionales (6.8) y (6.13) para obtener los perfiles de las amplitudes AT y A~. En la
seccién anterior se hizo una simplificacién valida para e pequeno, sustituyendo AT y A~
por a™ y a~, las soluciones estacionarias de las ecuaciones (6.8) y (6.13) sin correcciones
no adiabéticas. Las soluciones para a®™ y a~, obtenidas para diversos valores de ¢, son
sustituidas en las expresiones (6.11) y (6.16) y con ello se obtiene una aproximacién al
orden mas bajo de py(€) y pz(€) para la intensidad de los potenciales de bloqueo. En la
figura 6.3 se muestran los resultados numéricos obtenidos por este método. Ahora resulta
evidente el origen de la anisotropia en la cinética de una frontera, dependiendo de su
orientacion con respecto al patrén periddico de franjas oblicuas. Para una profundidad del
quench tan pequena como € = 0.0096, la amplitud del potencial de bloqueo es 4 6rdenes
de magnitud m4ds intensa para una frontera horizontal que para una frontera vertical. Esta
enorme diferencia tiene como consecuencia que las fronteras horizontales sean mucho més
facilmente bloqueadas que las fronteras verticales. Para poder mover una frontera horizontal
por encima de las barreras de potencial de bloqueo, se necesitan fuerzas externas muy
intensas, de al menos cuatro 6rdenes de magnitud mayores que para una frontera vertical.
Estas fuerzas externas pueden ser inducidas por la curvatura de la frontera, mediante
perturbaciones en la periodicidad del patrén o mediante la influencia de ruido.
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Figura 6.3: Amplitudes de los potenciales periédicos de bloqueo que actian sobre fronteras
planas horizontales y verticales entre dominios de franjas oblicuas, para diversos valores
de la profundidad del quench cercanos al umbral de bifurcacién, calculadas a partir de las
ecuaciones (6.11) y (6.16).
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Figura 6.4: Amplitudes de los potenciales periédicos de bloqueo que actiian sobre fronteras
planas horizontales y verticales entre dominios de franjas oblicuas, calculadas a partir de
las ecuaciones (6.11) y (6.16), lejos del umbral de bifurcacion.
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A medida que se incrementa la profundidad del quench, la intensidad los potenciales
periédicos aumenta en varios érdenes de magnitud. Para valores € ~ 0.1, p,(¢) ~ 1072 y
py(€) ~ 10~%, una diferencia de 5 6rdenes de magnitud. Por comparacién, a € = 0.1 la
intensidad del potencial de bloqueo en una frontera entre dominios de franjas isotropicas es
de orden 1077, mientras que para una frontera entre dos dominios de fase hexagonal es de
orden 10~* [92]. Esto es, el potencial de bloqueo de una frontera vertical entre dominios de
franjas oblicuas anisotrépicas es incluso 2 érdenes de magnitud méas débil que para el caso
isotrépico, mientras que las fronteras horizontales estds sometidas a potenciales tan intensos
como los que actian sobre fronteras en fases hexagonales. Esta propiedad es sorpredente a
priori, pues indica que las fronteras de chevrones en fases de franjas (que son esmécticas, en
la terminologia de cristales liquidos) son tan duras como las fronteras en fases cristalinas
(o sdlidas) de menor simetria.

Hay que enfatizar que en la derivacién de las correcciones no adiabaticas para la cinética
de fronteras, se emplearon las ecuaciones de Ginzburg-Landau a orden més bajo (4.37), en
las que se consideraron amplitudes reales. Es equivalente a suponer que el nimero de
onda de las franjas estd muy cercano al valor marginal dado por el andlisis lineal (4.17). En
principio, s6lo podemos aplicar las férmulas anteriores a las fronteras de dominios de franjas
en los modelos potencial (4.11) y no potencial 1 (4.12), ya que presentan patrones cuyo
numero de onda se mantiene muy cercana a k = k. para un intervalo amplio de € (figuras
5.3(a) y 5.3(b)). Por el contrario, el modelo no potencial 2 (4.13) exhibe patrones cuyo
ntumero de onda disminuye rédpidamente con €, por lo que el andlisis anterior es aplicable
en este modelo solamente cerca del umbral de bifurcacién. Para valores crecientes de € se
deben permitir modulaciones en la fase de las franjas (por ejemplo, permitiendo que las
amplitudes sean complejas o derivando ecuaciones de fase). Estas correcciones de orden
mayor no fueron investigadas en el presente trabajo.

A pesar de que para 0.1 < € las ecuaciones de amplitud sin correcciones no adiabaticas
deben incluir otros términos de érdenes més altos en €, y que estos nuevos términos ge-
neran nuevas correcciones no adiabaticas, se puede hacer una estimacién razonable de las
intensidades de los potenciales de bloqueo lejos del umbral de bifurcacién. Utilizando las
mismas férmulas que permiten obtener numéricamente la curva de la figura 6.3, se obtienen
las amplitudes de los potenciales peridédicos de bloqueo para 0.1 < € < 1 de la figura 6.4.
Se puede observar ahora que, si bien la intensidad del potencial para una frontera vertical
sigue siendo varios érdenes de magnitud menor que para una frontera horizontal, crece mas
rapido con ¢, reduciéndose a sélo dos ordenes de magnitud para € ~ 1. Los resultados pre-
sentados en este capitulo explican en forma cualitativa los resultados numéricos obtenidos
en el coarsening de dominios de franjas oblicuas y justifican la ecuacién (5.25) del capitulo
5 como modelo del crecimiento del orden orientacional en el patrén de franjas oblicuas para
valores moderados de €.



Capitulo 7

Conclusiones

Se ha estudiado la dindmica de ordenamiento de fases de franjas oblicuas modeladas por
tres ecuaciones anisotropicas de tipo Swift-Hohenberg. Estos modelos reducidos permiten
observar diferentes regimenes en la dinamica de ordenamiento para diferentes valores del
parametro de control e. Las propiedades mas importantes de cada régimen de coarsening
son las siguientes:

» Cerca del umbral de bifurcacién, es posible reducir la dindmica de ordenamiento a la
de un sistema caracterizado por un pardmetro de orden local no conservado (modelo
A, en la terminologia de Hohenberg y Halperin [3]). Este régimen esté caracterizado
por un crecimiento isotrépico y autosimilar de dominios, con una longitud caracteristi-
ca que crece en el tiempo como L(t) ~ t1/% con z =~ 2. El mecanismo responsable
del crecimiento de dominios es la reduccion de la curvatura de las interfaces. Este
régimen debe ser genérico cerca del umbral de bifurcacién para cualquier sistema
de franjas oblicuas que presente las simetrias de la ecuacién (4.1) (por ejemplo, la
electroconveccién y termoconvecciéon de neméticos con alineacién plana).

= Un segundo régimen de coarsening, que ocurre para valores moderados de €, consiste
en un crecimiento anisotrépico de dominios, con longitudes caracteristicas Lj(t) ~
ti/z y Ly(t) ~ tV% (2, ~ 3y zy ~ 2). El coarsening presenta aproximadamente
escalamiento dinamico a lo largo de & y g. En este régimen la anisotropia del patrén
periodico conduce a efectos no adiabaticos que tienen consecuencias draméticas en la
dindmica de defectos. Las fronteras horizontales de chevrones permanecen inmdéviles
debido a potenciales de bloqueo de varios 6rdenes de magnitud mayores que para las
fronteras verticales. En consecuencia, el coarsening esta dominado por el movimiento
horizontal de dislocaciones, que tienden a reducir el exceso de energia en las inter-
faces. El crecimiento del orden orientacional en este régimen debe quedar descrito
adecuadamente por una extensién del modelo A que incorpore los efectos de bloqueo
sobre interfaces horizontales (por ejemplo, con la adicién de un término andlogo a un
campo externo estacionario y espacialmente periédico).

= Para valores suficientemente grandes de €, se hacen evidentes aspectos no genéricos
en el coarsening, que dependen del modelo en particular. La contribucién de los efec-
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tos no adiabdticos, efectos no potenciales y seleccion de nimero de onda son muy
importantes en este régimen. Los efectos no adiabaticos conducen a una dindmica
de dislocaciones muy lenta debido a los potenciales efectivos de bloqueo intensos que
se oponen a su movimiento. Por otro lado, los efectos no potenciales se manifiestan
en una dindmica de defectos que no esta restringida a disminuir el valor de ningin
funcional de Lyapunov y conducen a mecanismos de ordenamiento complejos, como
los mostrados en las figuras 5.42. Las leyes de evolucién de las longitudes caracteristi-
cas en el coarsening son mas complejas que leyes de potencia simples. Se observan
desviaciones del escalamiento dindmico a lo largo de Z y g para los tres modelos. Un
modelo que describa el crecimiento del orden orientacional en este régimen debe de
ser deducido a priori de las ecuaciones de amplitud a érden O(e?) o superior, con las
correcciones adiabaticas adecuadas, por lo que dependera fuertemente de la forma de
los términos no lineales del modelo empleado.

Los modelos no potenciales estudiados capturan algunas caracteristicas observadas ex-
perimentalmente en el coarsening de patrones de rollos oblicuos en electroconveccion de
nemadticos, tales como la seleccion no trivial de nimero de onda y la anisotropia en las le-
yes de crecimiento para valores moderados de €. El acuerdo con el exponente experimental
1/z; = 1/3 es muy bueno. Se encuentran diferencias cuantitativas en el exponente 1/z,.
Sin embargo, se puede argumentar que la discrepancia en el valor de z, puede ser debida
a efectos de tamano finito y que a tiempos intermedios se deberia observar efectivamente
un exponente 1/z, < 1/z,. Se infiere que los efectos no potenciales y no adiabaticos deben
jugar un papel muy importante lejos del umbral de bifurcaciéon en situaciones experimen-
tales y conducir a transiciones entre los diferentes regimenes de coarsening observados al
incrementar la profundidad del quench.

Los resulados presentados en esta tesis muestran que existen diferentes dindmicas de
defectos (congelacién de la dindmica de dislocaciones, repulsién de dislocaciones de carga
topoldgica opuesta y emisién de dislocaciones aisladas) dependiendo del término no lineal
del modelo empleado, suficientemente lejos del umbral de bifurcacién. Por otro lado, se
espera que los experimentos de electroconveccién queden descritos adecuadamente por un
modelo que incorpore tanto los términos no lineales aqui estudiados como otros posibles
términos no lineales adicionales (por ejemplo, de flujo medio), como ocurre en el caso de
la conveccién térmica de fluidos. En este sentido, en el presente trabajo se ha investigado
la posible contribucion a los mecanismos de ordenamiento del patrén periddico de cada
uno de los términos no lineales empleados en las ecuaciones modelo. Por consiguiente, en
una situacién experimental lejos del umbral se espera una dinamica de ordenamiento mas
compleja que la de los modelos aqui presentados, resultante de la contribucién de cada uno
de los términos no lineales (potenciales y no potenciales) que describen al problema. El
estudio del movimiento de defectos en la relajacion de un dominio aislado puede resultar
una forma adecuada de profundizar en el entendimiento de los mecanismos que controlan
el coarsening de patrones de franjas oblicuas en sistemas anisotréopicos sometidos a algtin
forzamiento externo y de los mecanismos de seleccién del niimero de onda.

Una generalizacién de los modelos presentados aqui debe incluir términos estocésticos,
pues algunos experimentos recientes en electroconveccién revelan que un ruido suficiente-
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mente intenso en la amplitud del campo eléctrico ac aplicado al neméatico puede modificar
las leyes de crecimiento en el coarsening [28]. Este ruido puede ser incluido en los modelos
reducidos como ruido multiplicativo. Adicionalmente, en los experimentos se observan even-
tos de nucleacion de dominios debido a la creacién espontanea de pares de dislocaciones
[27]. Este fendmeno posiblemente esté asociado a fluctuaciones térmicas en el nematico y
puede en principio modelarse como ruido aditivo. Otro aspecto a investigar a partir de estos
modelos estocasticos es la existencia de transiciones de fase en dos dimensiones inducidas
por ruido.



Apéndice A
Métodos numeéricos de solucion

Dada la periodicidad esperada en las soluciones de las ecuaciones modelo (4.10) para
los valores de los parametros r, ¢ y n empleados, un método pseudoespectral, como el
desarrollado en [93], es una buena opcién para resolverlas numéricamente. Esta técnica se
basa en el empleo de la transformada de Fourier finita bidimensional del campo escalar
(7 1)

1l T . .
V(qa, gy, t) = / dw/ dy Y (z,y,t) exp(—igyx) exp(—igyy), (A1)
Rny 0 0

en donde R, x Ry es el tamano del sistema, el cual es discretizado espacialmente sobre una
red rectangular de N, x N, nodos. Como 9 (7, t) es real, su transformada de Fourier cumple
con la siguiente propiedad

V(gas 4y 1) = V(—Qas —qy, ), (A2)
en donde la barra indica el complejo conjugado. Este método pseudoespectral permite
calcular las derivadas parciales espaciales del campo escalar real ¥ (7,t), como productos
en el espacio de Fourier, de la siguiente forma

FY(rt) — (ig)"v(q,t),  j=zy, neN, (A.3)

y regresar al espacio real para calcular los términos no lineales cuando éstos involucran
productos de derivadas del campo (7, t), como ocurre con los modelos no potenciales 1y
2. De esta manera se evitan los errores debidos a diferencias finitas cuando se discretizan
los operadores diferenciales en el espacio real.

La integracion temporal se realiza mediante un procedimiento de propagaciéon expo-
nencial en el que, dada una solucién numérica al tiempo ¢, permite conocer la solucion al
tiempo t+ At (con paso de tiempo At), de la siguiente manera. La transformada de Fourier
de la ecuacién (4.10) es

O = ) + ]ﬁ[ﬂ;], (A4)
con « asociado a la parte lineal de (4.10)

1
a=r—og ((k§ — a2 — q§)2 + cq;1 — 277q§q§) (A.5)
0
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y NL[] la transformada de Fourier finita del término no lineal NL[t}]. La ecuacién (A.4)
es una ecuacion diferencial de primer orden para el campo @Z con un término de forzamiento
no lineal N L[&], el cual puede ser integrado por un método predictor-corrector. Suponiendo
que en el intervalo t <t/ <t + At, ﬁ[@ es una funcién lineal del tiempo ¢’

NL[J) = No + Ni(t — tv), (A.6)
en donde 3 o
Ny = NLW(t),t],
Ny = NL[lb(t—i-At),tZtAt] —NL[q/}(t)ﬂf]7 (A7)

se puede deducir que la soluciéon numérica al tiempo t + At estd dada por el siguiente
algoritmo

Y(t+At) = exp(am)z/?(tHNOeXP(af)—l N

L exp(aAt) —2(1 + aAt) .

(A.8)

a

Para calcular Ny, se estima (¢ + At) a partir de la ecuacién (A.8) con Ny = 0 y luego se
sustituye en la ecuacion (A.7), esto es, se predice y se corrige el valor de ¥ (t + At).
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