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6. Efectos no adiabáticos sobre interfaces en patrones de franjas oblicuas 94

6.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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Caṕıtulo 1

Introducción

El coarsening (maduración o embastecimiento) es un proceso que ocurre cuando un

sistema es llevado rápidamente por un punto de bifurcación o transición a un estado de

menor simetŕıa y se forman dominios correspondientes a las fases de simetŕıa rota. El ta-

maño promedio de los dominios crece en el tiempo debido a la dinámica de los defectos

topológicos presentes (interfaces, dislocaciones, etc.). Puede ser un proceso transitorio de

un estado inicial de equilibrio a un estado final asintótico también de equilibrio, como ocu-

rre en transiciones ferromagnéticas, separación de fases fluidas y descomposición espinodal

de aleaciones binarias, por citar los más conocidos [1]. En estos ejemplos, el sistema pue-

de ser caracterizado por un parámetro de orden local que es uniforme cuando el sistema

está ordenado. Mientras el sistema se ordena, a tiempos suficientemente grandes existe una

única longitud caracteŕıstica, L(t), relacionada con el tamaño promedio de los dominios,

que crece en el tiempo obedeciendo una ley de potencias L(t) ∼ tn (con correcciones lo-

gaŕıtmicas en algunos casos especiales). El coarsening obedece en muchos casos una relación

de escalamiento dinámico [1, 2]. Esto significa que la estructura de dominios, medida me-

diante funciones de correlación espaciales, es independiente del tiempo después de escalar

las coordenadas espaciales por L(t). Se han establecido esquemas de crecimiento de domi-

nios relativamente simples en estos casos, obtenidos a partir de la dinámica de defectos

topológicos y de la hipótesis de escalamiento dinámico [2, 3, 4, 5]. Por ejemplo, se tiene

que n = 1/3 para sistemas caracterizados por un parámetro de orden local conservado [6],

mientras que n = 1/2 en el caso no conservado [7].

El estudio de la dinámica de ordenamiento en sistemas formando patrones periódicos

(fases moduladas) resulta más complejo que el de fases uniformes. Los patrones periódicos

se observan en una gran variedad de sistemas espacialmente extendidos debido a mecanis-

mos de inestabilidad que rompen la simetŕıa inicial del sistema [8]. Pueden aparecer como

estados asintóticos de equilibrio termodinámico, como es el caso de franjas en copoĺımeros

de dibloque y dominios magnéticos en peĺıculas delgadas [9, 10]. Asimismo, pueden apare-

cer en forma de estructuras disipativas en sistemas fuera de equilibrio, como respuesta a un

forzamiento externo. Algunos ejemplos de este último caso son los patrones de franjas en la

convección térmica de fluidos, capas de ĺıquidos sometidas a vibraciones verticales (experi-

mento de Faraday) y electroconvección de cristales ĺıquidos nemáticos [8, 11, 12, 13, 14]. La

presencia de modulaciones espaciales localmente periódicas, aśı como de diversos defectos
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topológicos, puntuales o entendidos, produce una dinámica de ordenamiento más compleja

que en sistemas con parámetro de orden local uniforme. La existencia de diferentes escalas

de longitud caracteŕısticas, la hipótesis de escalamiento dinámico y los mecanismo f́ısicos

que controlan el coarsening aún son puntos debatibles y polémicos para sistemas espacial-

mente modulados. En general, no existen esquemas de clasificación simples como en el caso

de sistemas caracterizados por un parámetro de orden local uniforme. En el caso de for-

mación de franjas en sistemas isotrópicos bidimensionales, se han logrado algunos avances

significativos mediante estudios experimentales y numéricos. Contrariamente al caso de las

fases uniformes, se observa que en general las leyes de crecimiento dependen de la profundi-

dad del quench (la distancia al punto de bifurcación), de la presencia de ruido térmico y del

método empleado para extraer la longitud caracteŕıstica en el coarsening. Se han observado

leyes de crecimiento de la forma L(t) ∼ t1/z, con z variando en el intervalo (2, 5) en simu-

laciones numéricas basadas en modelos de Swift-Hohenberg [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22],

mientras que el valor z = 4 ha sido obtenido experimentalmente en copoĺımeros de dibloque

[23, 24] y capas granulares con vibración vertical [25].

Por otro lado, hay un interés creciente en el estudio de la dinámica de ordenamiento

de sistemas de franjas anisotrópicas debido a la realización reciente de experimentos de

coarsening en electroconvección de nemáticos [26, 27, 28]. Este sistema consiste en una

capa delgada de nemático dopada con impurezas iónicas, confinada entre dos placas pa-

ralelas de vidrio. Las placas están tratadas adecuadamente para alinear el campo director

del nemático en equilibrio (la dirección media de sus moléculas) en una dirección fija (x̂).

El nemático es llevado fuera de equilibrio mediante la aplicación de un campo eléctrico ac

perpendicular al plano de las placas. Cuando el valor de la amplitud del campo eléctrico ac

está por arriba de un valor umbral, a una frecuencia fija, el estado uniforme se vuelve ines-

table y aparecen rollos de convección. Dos tipos de patrones anisotrópicos se forman como

bifurcación primaria dependiendo de la frecuencia: rollos normales (orientados perpendicu-

larmente a x̂) y rollos oblicuos (zig-zag) [29]. La dinámica de ordenamiento de estos últimos

es el objetivo de estudio en el presente trabajo de tesis. El vector de onda de los rollos obli-

cuos forma únicamente dos ángulos posibles (θ o −θ) con x̂. Dicha restricción geométrica

conduce a la formación de dos tipos de defectos topológicos: dislocaciones y fronteras de

chevrones horizontales. Asimismo, evita la formación de disclinaciones, que aparecen en

sistemas isotrópicos. A diferencia de los sistemas de franjas isotrópicas, la dinámica de

defectos es altamente anisotrópica. Se ha observado (numérica y experimentalmente) un

régimen en el cual las fronteras de chevrones permanecen bloqueadas e inmóviles mientras

que el coarsening es controlado por el movimiento y la aniquilación prácticamente hori-

zontal de dislocaciones [27, 30]. La dinámica anisotrópica de defectos conduce a leyes de

crecimiento de dominios diferentes en las direcciones x̂ y ŷ [27]. Además, de manera similar

a los sistemas de franjas isotrópicas, algunos resultados numéricos basados en un modelo

anisotrópico de Swift-Hohenberg revelan que la dinámica de ordenamiento se vuelve lenta

debido a efectos denominados “no adiabáticos”a medida que se incrementa la profundidad

del quench [30].

La electroconvección en nemáticos es un fenómeno de gran complejidad y los modelos

empleados para su estudio son básicamente fenomenológicos [31, 32, 33, 34]. Los trabajos

numéricos realizados hasta ahora están basados en modelos de Swift-Hohenberg con estruc-
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tura potencial. Lo anterior significa que las ecuaciones derivan de un funcional de enerǵıa

libre, que determina la dinámica asintótica del sistema por un principio de minimización.

Sin embargo, la dinámica de sistemas fuera de equilibrio queda en principio mejor descrita

por ecuaciones no potenciales (que no derivan de ningún funcional), sobre todo lejos del

umbral de bifurcación [13, 35]. Los modelos no potenciales pueden dar lugar a una dinámica

de formación de patrones muy diferente a su versión potencial. Por ejemplo, en sistemas

de franjas isotrópicas se ha observado que al incorporar términos no potenciales a la ecua-

ción clásica de Swift-Hohenberg, la dinámica de ordenamiento cambia lejos del umbral de

bifurcación. A diferencia del caso potencial, en donde el coarsening es controlado por el

movimiento de fronteras de grano [19, 20], en un caso no potencial está controlado por el

movimiento de dislocaciones aisladas [17]. Los efectos no potenciales afectan dramática-

mente la selección del número de onda del patrón periódico y las leyes de crecimiento de

las longitudes de correlación. Además, algunas simulaciones numéricas de las ecuaciones de

Boussinesq para la convección de Rayleigh-Bénard sugieren que es necesario extraer varias

escalas de longitud, definidas de distintas maneras, para describir correctamente el coarse-

ning de sistemas no potenciales [36, 37]. Motivados por estos resultados y considerando que

la electroconvección es un proceso forzado fuera de equilibrio, en la presente tesis se pro-

popen modelos reducidos no potenciales de formación de patrones de franjas oblicuas, que

capturan las propiedades generales de estabilidad y simetŕıa observadas experimentalmen-

te. Para caracterizar el coarsening, se estudia la evolución temporal de las densidades de

defectos y longitudes de correlación asociadas a las dos direcciones preferidas en el sistema

(x̂ y ŷ). Se investigan los siguientes aspectos en la dinámica de ordenamiento:

la existencia de diferentes escalas caracteŕısticas en el coarsening asociadas a las

direcciones preferidas en el sistema,

el papel de la anisotroṕıa intŕınseca del sistema en las leyes de crecimiento,

la verificación de la hipótesis de escalamiento dinámico en el coarsening,

la influencia de efectos no potenciales y efectos no adiabáticos en la dinámica de

ordenamiento lejos del umbral de bifurcación,

la existencia de transiciones entre diferentes reǵımenes de coarsening al variar el

parámetro de control principal y

la deducción de modelos dinámicos reducidos que describan adecuadamente el creci-

miento del orden orientacional en el sistema cerca del umbral de bifurcación.

La tesis está organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2 se presentan algunos

aspectos generales sobre la formación de patrones en sistemas espacialmente extendidos.

Se describen la convección de Rayleigh-Bénard, algunos de los modelos matemáticos de

formación de patrones más conocidos y la importancia de los defectos topológicos en la

dinámica de los patrones. El caṕıtulo 3 está dedicado a la descripción de la formación de

patrones anisotrópicos en electroconvección de nemáticos, sus mecanismos de inestabilidad

y las diferentes bifurcaciones observadas experimentalmente. En el caṕıtulo 4 se presentan
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los modelos propuestos en este trabajo para el estudio del coarsening en patrones de franjas

oblicuas anisotrópicas. Se realizan análisis lineal de establidad y análisis débilmente no

lineal para obtener ecuaciones que permitan describir la dinámica de interfaces. Asimismo,

se describen los métodos numéricos empleados para obtener soluciones numéricas. En el

caṕıtulo 5 se presentan y discuten los resultados numéricos de los modelos propuestos en el

caṕıtulo 4. Se estudia la dinámica de ordenamiento para diferentes valores de la profundidad

del quench y se presenta una comparación con resultados experimentales disponibles. El

caṕıtulo 6 presenta un estudio anaĺıtico de los efectos no adiabáticos, que se manifiestan

como potenciales periódicos que se oponen al movimiento de interfaces y que dan origen a

la anisotroṕıa en la dinámica de defectos lejos del umbral de bifurcación. Finalmente, en el

caṕıtulo 7 se presentan las conclusiones.



Caṕıtulo 2

Aspectos generales

2.1. Introducción

En la naturaleza existen sistemas que presentan modulaciones o heterogeneidades espa-

ciales con simetŕıas bien definidas, denominadas patrones. Por ejemplo, podemos observar

patrones de franjas en pieles de animales, en las dunas de arena y en la convección térmica

de fluidos. Patrones con simetŕıas similares pueden formarse en sistemas microscópicamen-

te diferentes, tanto en procesos naturales como en experimentos de laboratorio (figuras

2.1(a)-2.1(h)). Este hecho refleja que los procesos de formación de patrones son robustos

y obedecen principios generales de simetŕıa [8, 12]. Algunos de los patrones más comunes

son: franjas, cuadrados, hexágonos, espirales, estructuras dendŕıticas, blancos, estructu-

ras cuasicristalinas, etc. Pueden emerger en la convección de fluidos, reacciones qúımicas

oscilantes, procesos de reacción-difusión, crecimiento de cristales, formaciones geológicas,

medios granulares, electroconvección de cristales ĺıquidos nemáticos, óptica no lineal, creci-

miento de colonias de bacterias, etc. [8, 11, 12, 13, 14]. Según el caso, estos patrones pueden

ser estacionarios o bien presentar una dinámica más o menos compleja.

En un sistema fuera de equilibrio sujeto a forzamientos externos, la formación de patro-

nes es la consecuencia de alguna inestabilidad que rompe la simetŕıa de un estado uniforme

estacionario inicial. Usualmente esto sucede cuando se excede un valor cŕıtico del forza-

miento externo. Las medidas accesibles y controlables de los forzamientos externos son

denominados parámetros de control. Las amplitudes de las perturbaciones (modos) ines-

tables crecen exponencialmente a tiempos cortos, mientras que la dinámica asintótica es

controlada por efectos no lineales. El crecimiento de los modos linealmente inestables es sa-

turado por interacciones no lineales, que conducen a la formación de estructuras disipativas

con cierto grado de organización espaciotemporal. Estas estructuras pueden ser ordenadas

o parcialmente ordenadas. Cuando al variar algún parámetro de control el sistema sufre un

cambio abrupto de estado acompañado de un rompimiento de simetŕıa, se habla de una bi-

furcación [38]. Las bifurcaciones son un concepto crucial en la teoŕıa de sistemas no lineales

y en particular, en la formación de patrones. Se manifiestan como cambios abruptos en el

comportamiento dinámico del sistema, en forma similar a una transición de fase de equili-

brio. Desde el punto de vista matemático, una bifurcación corresponde a un cambio en la
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 2.1: Patrones de diferente simetŕıa en diversos sistemas fuera de equilibrio. Franjas:

a) dunas de arena, b) piel de una cebra; hexágonos: c) convección térmica de silicón; d)

reacción de sulfito-ox́ıgeno-azul metileno en un gel de poliacrilamida; espirales: e) reacción

de Belousov-Zhabotinsky, f) caos de defectos espirales en la convección térmica de un fluido;

dendritas: g) canales geológicos y h) colonia de bacterias Paenibacillus dendritiformis.
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topoloǵıa de las trayectorias en el espacio fase del sistema, ocurriendo a un valor cŕıtico de

algún parámetro de control [14, 38]. Cuando se incrementa aún más el valor del parámetro

de control de un sistema, ocurren otras bifurcaciones (denominadas bifurcaciones secunda-

rias) en las que hay más rompimientos de simetŕıa y en donde se forman estructuras con

un nivel de complejidad cada vez mayor.

En este caṕıtulo se presentan algunos aspectos fenomenológicos importantes en el es-

tudio de la dinámica de formación de estructuras espaciotemporales en sistemas fuera de

equilibrio espacialmente extendidos. Esto último significa que se trata con sistemas básica-

mente bidimensionales, con dos de sus dimensiones mucho más grandes que la tercera. Los

aspectos que se presentan en las siguientes secciones son: la descripción de la convección

de Rayleigh-Bénard (sección 2.2), algunos de los modelos matemáticos de formación de

patrones más conocidos (sección 2.3) y la importancia de los defectos topológicos en los

patrones (sección 2.4).

2.2. Convección de Rayleigh-Bénard

La convección de Rayleigh-Bénard es un paradigma en el estudio de la formación de

patrones [39, 40]. Este fenómeno se presenta cuando una capa horizontal de fluido espacial-

mente extendida es calentada en su parte inferior a una temperatura T1 mientras que la

superior es mantenida a una temperatura T2 más baja (figura 2.2). El fluido se encuentra

fuera del equilibrio y existe un flujo de calor de la parte caliente a la fŕıa. Cuando la dife-

rencia de temperatura entre las capas es pequeña, el flujo de calor se establece mediante

conducción térmica. Este régimen es conocido como uniforme porque el campo de velocidad

del fluido es nulo y el campo de temperatura dentro del fluido tiene la misma simetŕıa que

en las fronteras: sólo depende de la coordenada vertical z. Sin embargo, se puede llegar a un

régimen convectivo si el sistema es alejado más del equilibrio termodinámico aumentando

la diferencia de temperatura ∆T = T1 − T2.

Existen tres factores cuyo balance determina la estabilidad del estado conductivo del

fluido: la fuerza de flotación, la viscosidad y la difusión del calor (figura 2.2). El primero

tiende a desestabilizar al sistema y poner en movimiento al fluido debido a la fuerza de

gravedad. Debido a la diferencia de temperatura entre las capas inferior y superior existe un

gradiente de temperatura a lo largo de la dirección vertical y por consiguiente la densidad

aumenta en la dirección positiva de z. Entonces, cuando un elemento de fluido es desplazado

una pequeña distancia hacia arriba (abajo) de su posición original, experimenta una fuerza

de flotación dirigida hacia arriba (abajo) al encontrarse en un entorno más fŕıo (caliente).

Por otro lado la viscosidad y la difusión del calor son factores que tienden a estabilizar el

estado conductivo uniforme, pues la primera se opone al movimiento del fluido mientras que

la segunda tiende a homogeneizar la temperatura del elemento de fluido desplazado con la de

sus alrededores, atenuando la fuerza de flotación. Considerando los tiempos caracteŕısticos

de los procesos de flotación (τB), disipación por viscosidad (τν) y disipación por difusión

de calor (τκ) se puede establecer una condición cualitativa para la convección

(

τν

τB

)(

τκ

τB

)

> 1. (2.1)
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Figura 2.2: Esquema del mecanismo de inestabilidad en la convección de Rayleigh-Bénard,

en donde fb representa la fuerza de flotación y fn la fuerza de viscosidad sobre un elemento

de fluido desplazado de su posición de equilibrio.

Figura 2.3: Esquema de la estructura de rollos paralelos que emergen en la convección de

Rayleigh-Bénard. La componente vertical (vz) del campo de velocidad del fluido medida en

el plano medio del sistema (z = d/2) presenta modulaciones periódicas con una longitud

de onda caracteŕıstica λ ∼ O(d).



2.2 Convección de Rayleigh-Bénard 11

(a) (b) (c)

Figura 2.4: Patrones en la convección de Rayleigh-Bénard: a) rollos paralelos (0 < ε ¿ 1);

b) espirales (ε ' 0.5); c) caos de defectos espirales (ε ' 1) [14].

τB es el tiempo caracteŕıstico que tarda un elemento de volumen en subir una distancia d,

en ausencia de disipación. La convección se presenta cuando el tiempo caracteŕıstico que

tarda un elemento de fluido en subir o bajar a través de toda la capa es menor que los

tiempos caracteŕısticos de los dos factores estabilizantes. A partir de la condición (2.1) se

puede definir un parámetro de control adimensional que indica que tan alejado se encuentra

el sistema del estado conductivo. Este parámetro es el número de Rayleigh R, dado por el

lado izquierdo de la desigualdad (2.1). R se puede escribir en términos de la diferencia de

temperatura ∆T y de los coeficientes fenomenológicos del fluido: el coeficiente de expansión

térmica α, la viscosidad cinemática ν y la difusividad de calor κ, aśı como de la aceleración

de la gravedad g y el espesor de la capa de fluido d

R =
gα∆Td3

νκ
. (2.2)

Ahora, suponiendo que existe un valor cŕıtico del número de Rayleigh Rc a partir del cual se

establece un régimen convectivo (R > Rc) se puede definir un número de Rayleigh reducido

ε =
R

Rc
− 1. (2.3)

Para ε ≤ 0, por definición el fluido se encuentra en un estado conductivo. Si 0 < ε se

observa experimentalmente que se rompe la homogeneidad de este estado y se establece

un régimen convectivo. Se dice entonces que la bifurcación es supercŕıtica debido a que

la inestabilidad ocurre para R > Rc. Cuando 0 < ε ¿ 1 el movimiento ascendente y

descendente del fluido puede dar lugar a la formación de estructuras ordenadas en el sistema.

La configuración ordenada más sencilla es en patrones de rollos convectivos paralelos con

una longitud de onda caracteŕıstica λ ∼ O(d) (figuras 2.3 y 2.4(a)). A medida que se

incrementa ε pueden ocurrir bifurcaciones secundarias a patrones de rollos con orientaciones

arbitrarias o espirales (como el que se muestra en la figura 2.4(b)), o estados de caos

espaciotemporal en forma de patrones de espirales y blancos (franjas concéntricas) con una

dinámica relativamente compleja (figura 2.4(c)). Para valores muy grandes de ε el fluido

presenta turbulencia.
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2.3. Modelos de formación de patrones

Los sistemas espacialmente extendidos poseen un número N → ∞ de grados de li-

bertad, por lo que generalmente pueden ser descritos en el ĺımite continuo por ecuaciones

diferenciales parciales no lineales. Por ejemplo, las ecuaciones de Navier-Stokes, de conti-

nuidad, de difusión de calor y de expansión térmica son las ecuaciones constitutivas en el

problema de la convección de Rayleigh-Bénard. Las soluciones para los campos de veloci-

dad, presión y temperatura en el fluido, describen de una forma determinista la evolución

del sistema dadas las condiciones iniciales y las condiciones de frontera. Sin embargo, un

estudio basado en las ecuaciones constitutivas de un problema a veces puede resultar muy

dif́ıcil (incluso imposible) de realizar tanto anaĺıtica como numéricamente. Una forma de

superar esta dificultad es mediante el empleo de modelos reducidos, en los que se hace

una descripción del problema desde la perspectiva de los sistemas dinámicos, empleando

un número más pequeño de variables dinámicas (parámetros de orden) y conservando las

simetŕıas del problema inicial. Estos modelos son de la forma

∂tu = f(u,∇u, ...; µ), (2.4)

en donde u(~r, t) denota al parámetro de orden local, que puede ser escalar, vectorial, tenso-

rial, etc., dependiendo del sistema bajo estudio; f es un operador que consta de una parte

lineal y una parte no lineal; µ representa al conjunto de parámetros de control (constantes

en las ecuaciones). Se puede demostrar formalmente que cerca de un punto de bifurcación,

la descripción de cualquier sistema dinámico con un número infinito de grados de libertad

puede reducirse a un número finito de variables dinámicas, resultado conocido como teore-

ma de la variedad central [11, 41]. De esta manera, los modelos reducidos de la forma (2.4)

pueden proporcionar una descripción muy buena de la dinámica de sistemas fuera de equi-

librio cerca de un punto de bifurcación, cuando se eligen parámetros de orden adecuados y

se incorporan correctamente en f las simetŕıas del problema.

2.3.1. El modelo de Swift-Hohenberg

El modelo reducido más sencillo para describir la formación de patrones bidimensionales

de franjas isotrópicas (con cualquier orientación sobre el plano x − y), como ocurre en la

convección de Rayleigh-Bénard de un fluido de Boussinesq 1 cerca del umbral de bifurcación

(0 < ε ¿ 1), es la llamada ecuación de Swift-Hohenberg [42]

∂tψ = εψ −

ξ2

0

4k2

0

(∆ + k2

0
)2ψ − ψ3. (2.5)

El campo escalar ψ(~r, t) es el parámetro de orden local del sistema; k0 es el número de onda

caracteŕısitico del problema; ξ0 es llamada longitud de coherencia y es de orden ξ0 ∼ 1/k0;

ε es el parámetro de control principal.

1En un fluido de Boussinesq solamente la densidad depende linealmente de la temperatura. El resto de
las parámetros del fluido (viscosidad, conductividad térmica, etc.) son a primer orden independientes de la
temperatura.
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En el caso de la convección de Rayleigh-Bénard, ψ(~r, t) representa la componente ver-

tical vz(~r, t) del campo de velocidad del fluido medido en el plano medio (ver figura 2.3).

ε está dado por la Ec. (2.3). El número de onda k0 es de orden k0 ∼ 1/d, en donde d
es el espesor de la capa de fluido. La parte lineal de (2.5) puede ser derivada de mane-

ra aproximada a partir de las ecuaciones de Boussinesq, que describen la convecćıon de

Rayleigh-Bénard cerca del punto de bifurcación. La parte no lineal (−ψ3) se propone en

base a argumentos de simetŕıa en el sistema. Esencialmente, el término no lineal cúbico

impide que las soluciones diverjan asintóticamente en el tiempo (una situación no f́ısica) y

preserva la simetŕıa de paridad (si ψ es solución de (2.5), −ψ también lo es).

La parte lineal del lado derecho de la ecuación (2.5) es tal que de los modos (ψ ∼

ψ0 exp(i~k · ~r)) con número de onda k cercano a k0 (para ε > 0) crecen. La ecuación (2.5)

captura la transición en la cual un estado espacialmente uniforme y estacionario (solución

trivial ψ(~r, t) = 0) se vuelve inestable cuando se cruza el punto ε = 0. Analicemos la forma

en que los modos linealmente inestables pueden generar estructuras periódicas estables,

como los rollos formados en la convección de Rayleigh-Bénard.

Análisis lineal

(a) (b)

Figura 2.5: a) Forma de la relación de dispersión σ(k) dada por la ecuación (2.7) para

dos valores del parámetro ε. La parte sombreada del espacio de Fourier indica los modos

inestables en la ecuación de Swift-Hohenberg para 0 < ε, que tienen un número de onda

k = ||
~k|| cercano a k0. La evolución no lineal de estos modos puede generar patrones

de franjas estables con degeneración orientacional, como los mostrados en una solución

numérica de (2.5) con ε = 0.1 (figura (b)).

Supongamos que se perturba el estado conductivo ψ = 0 con perturbaciones pequeñas

(|δψ| ¿ 1) y espacialmente periódicas (sinusoidales)

δψ = δψ0 exp(σt + i~k · ~r), (2.6)

con δψ0 una constante. Sustituyendo (2.6) en (2.5) y despreciando el término −ψ3 se obtiene

una relación entre σ y k (relación de dispersión)

σ = ε −
ξ2

0

4k2

0

(k2
− k2

0
)2. (2.7)
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Una perturbación alrededor del estado conductivo ψ = 0 tiende a cero a medida que t → ∞

si su número de onda k es tal que σ < 0. Los modos con número de onda k tal que σ > 0

son inestables y crecen exponencialmente en el tiempo. Si ε < 0 la relación de dispersión

(2.7) implica que σ < 0 para todo k: no existen modos inestables y por consiguiente la

solución trivial ψ = 0 es estable. Si 0 < ε ¿ 1, existe una pequeña ventana de números de

onda cercanos a k0 para los cuales σ > 0, como se muestra en la figura 2.5(a). El ancho

de esta ventana es aproximadamente
√

ε/ξ0 ¿ k0. Los modos más inestables son aquellos

con número de onda k = k0. Esto es, en el espacio de Fourier los modos linealmente

inestables están localizados en un anillo de radio k0 y anchura proporcional a
√

ε para

0 < ε. Por lo tanto, la ecuación de Swift-Hohenberg (2.5) tiene un punto de bifurcación

en ε = 0 asociado al crecimiento de ciertos modos que destruyen el estado conductivo. Sin

términos no lineales en la ecuación (2.5), estos modos divergiŕıan en t → ∞. El término no

lineal (−ψ3) satura el crecimiento de los modos inestables. Dado que los modos inestables

tienen número de onda k ' k0, es de esperar que para 0 < ε el sistema evolucione hacia

nuevos estados localmente periódicos y con número de onda cercano a k0. El análisis de

la siguiente subsección muestra que para ε > 0 existen nuevas soluciones estables que

corresponden a un patrón de franjas localmente paralelas. En el caso general, dada la

invarianza de la ecuación (2.5) ante rotaciones sobre el plano x − y, las franjas resultantes

tienen degeneración orientacional. El patrón mostrado en la figura 2.5(b) y generado a

partir de una condición inicial aleatoria para ψ (ver sección 4.3 para más detalles) muestra

que se forman naturalmente configuraciones policristalinas sin orden de largo alcance y de

evolución temporal lenta.

Se pueden hacer generalizaciones de la ecuación de Swift-Hohenberg (2.5) de tal forma

que se rompan otras simetŕıas y se obtengan patrones más complejos que franjas. Un

ejemplo es cuando se considera una dependencia lineal de la viscosidad del fluido con la

temperatura y una dependencia no lineal de la densidad con la temperatura (efectos no

Boussinesq). Un modelo reducido que no conserve la simetŕıa vertical ψ → −ψ se puede

obtener mediante la adición de un término no lineal cuadrático, incorporando los efectos

no Boussinesq

∂tψ = εψ −

ξ2

0

4k2

0

(∆ + k2

0
)2ψ + g2ψ

2
− ψ3. (2.8)

La ecuación (2.8) admite soluciones hexagonales estables para un intervalo [ε0, εp] (con

ε0 < 0) del parámetro de control, análogas a las observadas experimentalmente en la figura

2.1(c). En este modelo la bifurcación al estado convectivo es subcŕıtica, pues ocurre para

un valor cŕıtico ε0 < 0.

La ecuación de Swift-Hohenberg tiene cierto carácter genérico en la formación de patro-

nes isotrópicos. Además de describir cuantitativamente la formación de rollos en la convec-

ción de Rayleigh-Bénard, en otros contextos modela procesos tales como la segregación de

copoĺımeros de dibloque [18, 43], la formación de patrones en sistemas de reacción-difusión

[11] y la formación de patrones de vegetación en ecosistemas con recursos limitados [44].



2.3 Modelos de formación de patrones 15

Análisis débilmente no lineal

Hemos descrito cualitativamente la formación de estructuras periódicas estables a partir

de la ecuación (2.5) para 0 < ε. Estas estructuras surgen de la saturación de los modos

linealmente inestables y poseen una periodicidad espacial muy cercana a k0. Para poder

describir cuantitativamente estos patrones aśı como posibles heterogeneidades alrededor del

patrón perfecto (debidas por ejemplo a defectos topológicos), se puede emplear el llamado

formalismo de ecuaciones de amplitud. Se trata de reducir aún más la complejidad del

problema suponiendo que la evolución temporal del sistema está completamente dominada

por los modos inestables. Estos modos crecen lentamente, mientras que los modos estables

no influyen en la dinámica del sistema puesto que decaen muy rápidamente hacia cero.

Según la figura 2.5(a) esta situación se presenta cuando 0 < ε ¿ 1. Se buscan soluciones

de la ecuación (2.5) en la forma de una superposición de N ondas sinusoidales de amplitud

An (dependiente de la posición y del tiempo en general) y de vector de onda ~kn

ψ =

N
∑

n=1

Anei~kn·~r + c.c., (2.9)

en donde ||
~kn|| = k0 y el śımbolo c.c. representa al complejo conjugado. N = 1 corres-

ponde a franjas (rollos bidimensionales), N = 2 cuadrados, N = 3 hexágonos, etc. Los

An son funciones (denominadas amplitudes o envolventes) que describen las variaciones

espaciotemporales de las heterogeneidades de un patrón perfecto (que corresponde a An =

constante). En el caso particular de patrones de franjas en la ecuación (2.5), la solución

que se propone es

ψ = A(X, Y, T )eik0x + Ā(X,Y, T )e−ik0x. (2.10)

En el ansatz (2.10), A es la amplitud (compleja en el caso más general) de una onda

estacionaria de vector de onda paralelo al eje x̂ de periodo 2π/k0. La barra indica el complejo

conjugado, dado que ψ es real. A continuación se hace una análisis de multiescalas, que

consiste en suponer que las escalas de variación de las amplitudes (variables X,Y y T ) y las

del término oscilante (variable ~r = (x, y)) en (2.10) son muy diferentes. Esto significa que la

escala de variación espacial de las amplitudes es mucho más grande que 2π/k0. Para estimar

el orden de magnitud de las variables lentas (X,Y, T ), se pueden suponer perturbaciones

pequeñas en la periodicidad del patrón de franjas con vector de onda k0x̂

~k = (k0 + δkx)x̂ + δkyŷ, (2.11)

y sustituyendo en la tasa lineal de crecimiento (2.7) se obtiene, suponiendo que los términos

son todos del mismo orden,

σ ∼ ε ∼ k2

x ∼ k4

y,

de donde, asociando a las perturbaciones kx y ky con las variaciones espaciales de las

amplitudes (kxA → ∂xA, kyA → ∂yA), se obtiene

∂tA ∼ εA ∼ ∂2

xA ∼ ∂4

yA ∼ A3. (2.12)
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Por consiguiente, (X,Y, T ) pueden ser definidas como

T = εt,

X = ε1/2x,

Y = ε1/4y. (2.13)

Se verifica que la evolución temporal de las heterogeneidades es lenta y que las variables

espaciales (x, y) y (X, Y ) son muy diferentes si 0 < ε ¿ 1. Entonces, cerca del umbral de

bifurcación las variables (x, y) pueden considerarse independientes de las variables (X, Y ).

Esto permite desacoplar la dinámica de las amplitudes para 0 < ε ¿ 1 de las oscilaciones

espaciales rápidas del patrón periódico. A partir de (2.12) es fácil notar que A ∼ O(
√

ε).
Por lo tanto, suponemos que el parámetro de orden local ψ se puede desarrollar como serie

de potencias en ε1/2

ψ = ε1/2ψ1/2 + εψ1 + ε3/2ψ3/2 + . . . , (2.14)

con ψ1/2, ψ1, ψ3/2, ... funciones de orden O(1). Se sustituye el ansatz (2.14) en la ecuación

(2.5). Empleando el escalamiento (2.13), se desglosa la ecuación de Swift-Hohenberg (2.5)

en ecuaciones a diferentes órdenes en ε1/2. Luego se imponen condiciones de solubilidad a

las ecuaciones diferenciales ordinarias inhomogéneas resultantes (teorema de Fredholm) [8].

Esto conduce directamente a la ecuación de amplitud obtenida a orden O(ε3/2), en términos

de las variables f́ısicas (x, y, t) 2

∂tA = εA + ξ2

0

(

∂x −

i

2k0

∂2

y

)

2

A − 3|A|
2A, (2.15)

llamada ecuación de Newell-Whitehead-Segel [45, 46]. La evolución temporal de los defec-

tos aśı como cualquier deformación de las franjas paralelas puede ser descrita mediante

esta ecuación de amplitud (2.15). Esta ecuación es válida únicamente cerca del punto de

bifurcación (0 < ε ¿ 1). Cuando ε no es despreciable comparado con 1, se deben incluir

términos de órdenes mayores O(ε2) en su deducción.

2.3.2. Ecuación de Ginzburg-Landau compleja

Es importante mencionar que la ecuación (2.15) es un caso particular de una clase

de ecuaciones diferenciales parciales muy comunes en la f́ısica, denominadas ecuaciones de

Ginzburg-Landau. Una de esas ecuaciones, de forma similar a (2.15), es la llamada ecuación

de Ginzburg-Landau compleja [47, 48], que en su versión isotrópica tiene la forma

∂tA = εA + (1 + iα)∆A − (1 + iβ)|A|
2A, (2.16)

en donde A es un parámetro de orden complejo y α y β son parámetros reales. La ecuación

(2.16) describe una gran variedad de fenómenos, tales como la propagación de ondas no

lineales en medios excitables, transiciones de fase de segundo orden, superconductividad,

2Para más detalles en la deducción general de ecuaciones de amplitud, se puede observar la deducción
de las ecuaciones de amplitud para un patrón de franjas oblicuas anisotrópicas desarrollada en el caṕıtulo
4, sección 4.2, subsección 4.2.2.
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superfluidez, condensación de Bose-Einstein y formación de patrones de colonias de bacte-

rias [49], por mencionar algunos. Por ejemplo, cuando α = β = 0 describe la dinámica de

vórtices en superconductores de tipo II y en superfluidos [49]. Asimismo, ecuaciones simila-

res a (2.16) describen la dinámica de patrones anisotrópicos de franjas en electroconvección

de nemáticos [8, 32]. Para α, β 6= 0, describe la dinámica de patrones no estacionarios, tales

como ondas viajeras, espirales (como los observados en la reacción de Belousov-Zhabotinsky

de la figura 2.1(e)), propagación de pulsos en medios excitables y estados de caos espacio-

temporal (como los estados caóticos en la convección térmica de fluidos de la figura 2.4(c))

[8, 14, 49]. La ecuación (2.16) es invariante ante la transformación de norma A → Aeiφ

(con φ = const.), debido a la invariancia ante un cambio de origen temporal o espacial en

sistemas autónomos.

2.3.3. Modelos potenciales y no potenciales

Una caracteŕıstica interesante de las ecuaciones (2.5) y (2.15) es que pueden escribirse

en forma potencial (o gradiente) haciendo uso del concepto de derivada funcional o de

Fréchet

∂tu = −

δF

δū
, (2.17)

siendo u el parámetro de orden local (complejo en el caso más general, siendo ū su complejo

conjugado) y F el funcional de Lyapunov

F [u] =

∫

Ω

f(u, ū,∇u,∇ū, . . .) d~r. (2.18)

Aqúı f representa una densidad de enerǵıa libre por unidad de área y Ω es la región del

espacio ocupada por el sistema. En el caso de la ecuación de Swift-Hohenberg (2.5) u = ψ
es real y el funcional de Lyapunov del cual deriva es

F [ψ] =
1

2

∫

Ω

(

−εψ2 +
1

2
ψ4 +

ξ2

0

8k2

0

ψ(∆ + k2

0
)2ψ

)

d~r, (2.19)

mientras que para la ecuación de amplitud NWS (2.15), u = A y el potencial de Lyapunov

del cual deriva es

F [A] =

∫

Ω

(

−ε|A|
2 +

3

2
|A|

4 + ξ2

0
|∂xA −

i

2k0

∂2

yA|
2

)

d~r. (2.20)

En este último caso A y Ā son consideradas como funciones independientes. Se puede

demostrar que cualquier sistema dinámico descrito por una ecuación de la forma (2.17)

presenta una dinámica disipativa, esto es, el valor del funcional de Lyapunov decrece en el

tiempo
dF

dt
≤ 0. (2.21)

Lo anterior significa que un sistema potencial evoluciona hacia estados correspondientes a

algún mı́nimo del funcional F . Por lo tanto, al funcional de Lyapunov también se le de-

nomina funcional de enerǵıa libre, en analoǵıa al funcional de enerǵıa libre de los sistemas
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en equilibrio termodinámico. Hay que enfatizar que a priori las ecuaciones con estructu-

ra potencial sólo son relevantes para la descripción de una dinámica relativamente simple

de sistemas no muy lejanos del equilibrio termodinámico. Para considerar fenómenos ta-

les como pulsaciones periódicas y dinámicas caóticas, t́ıpicos de muchos sistemas fuera del

equilibrio, las ecuaciones modelo no deben restringirse a una forma potencial [14]. Cuando

una ecuación dinámica no puede escribirse en la forma (2.17), se dice que es no poten-

cial. Para un modelo no potencial no existe a priori ningún funcional que determine su

comportamiento dinámico asintótico y no se pueden aplicar principios de minimización.

Los modelos no potenciales resultan a priori más adecuados para describir la dinámica

de un sistema que forma patrones fuera de equilibrio. Además, cada fenómeno f́ısico en par-

ticular puede presentar caracteŕısticas que no son capturadas por los modelos potenciales y

por consiguiente, su dinámica debe ser no potencial. Por ejemplo, en el caso de la convección

de Rayleigh-Bénard cerca del umbral de bifurcación, la ecuación de Swift-Hohenberg (2.5)

incorpora adecuadamente las simetŕıas del problema y presenta una relación de dispersión

cualitativamente correcta, por lo que reproduce la bifurcación de un estado homogéneo a

un estado espacialmente modulado de franjas. Sin embargo, no resulta ser del todo exacta

para describir la dinámica de rollos en la convección de Rayleig-Bénard por la siguiente

razón: el término no lineal (−ψ3) no se puede derivar rigurosamente a partir de las ecua-

ciones del fluido ni siquiera cerca del umbral de bifurcación. El desarrollo de las ecuaciones

de Boussinesq cerca del umbral es en realidad una suma cúbica de modos de Fourier para

la cual no existe una expresión local en el espacio real. Algunos modelos toman en cuenta

esta propiedad incluyendo de manera fenomenológica términos cúbicos no potenciales, que

involucran gradientes del parámetro de orden local [50]. Por ejemplo

∂tψ = (ε − (∇2 + 1)2)ψ − aψ3
− bψ(∇ψ)2 + cψ2

∇
2ψ, (2.22)

o

∂tψ = (ε − (∇2 + 1)2)ψ + d∇2ψ(∇ψ)2 + (3 − d)(∂iψ)(∂jψ)∂i∂jψ. (2.23)

La ecuación (2.22) es no potencial cuando b 6= −c, mientras que (2.23) es no potencial

cuando d 6= 1. En particular, la ecuación (2.23) con d = 3 es no potencial y reproduce ade-

cuadamente la estabilidad de la fase de franjas en la convección de Rayleigh-Bénard cerca

del umbral de bifurcación cuando se vaŕıan el número de onda y el parámetro de control ε
[50]. Asimismo se pueden incorporar en el modelo original de Swift-Hohenberg (2.5) efec-

tos tales como el flujo medio de variación lenta con respecto las coordenadas horizontales

(x, y) y promediado a lo largo de la coordenada vertical (z). El flujo medio produce una

vorticidad vertical. Un modelo que incorpora adecuadamente estas caracteŕısticas es [17]

∂tψ + ~U · ∇ψ = εψ − (∇2 + 1)2ψ + 3∇2ψ(∇ψ)2

∇×
~U = Ωẑ

τvΩ − σ(∇2
− c2)Ω = gmẑ · ∇(∇2ψ) ×∇ψ, (2.24)

en donde ~U(x, y, t) es una velocidad de advección horizontal sin divergencia, la cual se

puede escribir en términos de la vorticidad vertical Ω, gm es un parámetro que acopla el

flujo medio con el patrón de franjas y τv, σ y c son parámetros que caracterizan al fluido.
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El modelo (2.24) es no potencial y da lugar a patrones de franjas muy diferentes (ma-

croscópicamente) a los del modelo potencial de Swift-Hohenberg (2.5). Por otra parte, el

mecanismo de selección del vector de onda del patrón de franjas es completamento distinto

para cada modelo. En el modelo potencial (2.5) el número de onda predominante ||
~k|| en el

patrón de franjas es aquel que minimiza el funcional de Lyapunov (2.19), es decir, ||~k|| = k0.

En el modelo no potencial (2.24) la evolución temporal del número de onda predominante

es más complicada y los resultados numéricos indican que tiende a un valor ||
~k|| < k0 que

corresponde al número de onda para el cual las dislocaciones aisladas son estacionarias [17].

2.4. Defectos topológicos

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 2.6: Defectos topológicos en patrones de diversos sistemas: a) frontera de grano

y dislocaciones en las dunas de arena; b) disclinaciones y dislocaciones en las pieles de

cebras; c) disclinaciones y dislocaciones en la segregación de copoĺımeros de dibloque; d)

dislocaciones y fronteras de grano en los rollos convectivos de un cristal ĺıquido nemático;

e) frontera entre una fase hexagonal y una de blancos en la termoconvección de un fluido.

La perturbación en la periodicidad espacial del patrón en (f) no es un defecto topológico.

Un aspecto interesante de los patrones que forman estructuras periódicas es que rara-

mente son perfectos. Las condiciones iniciales, las condiciones de frontera o la degeneración

de modos con la misma simetŕıa pueden generar imperfecciones en el orden traslacional o

rotacional de un patrón ideal. Algunas de estas imperfecciones, o defectos pueden ser remo-

vidas con un simple cambio de coordenadas locales, como el defecto en el patrón de franjas

periódico que se muestra en la figura 2.6(f). Sin embargo, existe otro tipo de defectos que

no pueden eliminarse con un cambio de coordenadas locales, por lo que son llamados singu-

laridades topológicas o defectos topológicos, como los mostrados en las figuras 2.6(a)-2.6(e).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 2.7: Esquemas de diversos defectos topológicos en patrones periódicos: a)-b) Dis-

locaciones de carga topológica a) n = +1 y b) n = −1; las regiones II poseen una franja

menos que las regiones I, por lo que λI < λII . c)-d) Disclinaciones de carga topológica c)

n = +1/2 y d) n = −1/2; la rotación del vector de onda local ~k = ∇φ en un ángulo ±π
al recorrer la trayectoria C se muestra en rojo. e)-f) Fronteras de grano entre e) fase de

franjas y fase hexagonal y f) fases de franjas de diferente orientación.
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Una situación idéntica se presenta en las fases ordenadas (cristalinas o cristal-ĺıquidas) de

la materia condensada [51]. En general los defectos topológicos no son estáticos, y controlan

en gran medida la estructura y dinámica asintótica de los sistemas con simetŕıas rotas. La

dinámica de los defectos topológicos es más lenta que la de otros modos de deformación de

un patrón perfecto.

Una forma de caracterizar a un defecto topológico es mediante el concepto de carga

topológica [51]. La carga topológica de un defecto se define a partir de la circulación del

gradiente de la fase φ(~r, t) del parámetro de orden local ψ(~r, t), a lo largo de una trayectoria

cerrada arbitraria C que encierre al defecto

∮

C
∇φ · d~l = ±2πn. (2.25)

El número n en (2.25) recibe el nombre de carga topológica, la cual puede ser entera o

fraccional. La carga topológica es una cantidad aditiva: la carga topológica total de un

conjunto de defectos topológicos dentro de una trayectoria cerrada C es igual a la suma de

las cargas topológicas de cada uno de los defectos [12, 51]. En fases periódicas de sistemas

espacialmente extendidos con parámetro de orden local escalar, existen básicamente tres

tipos de defectos topológicos: dislocaciones, disclinaciones y fronteras de grano.

Las dislocaciones resultan de la intersección de dos estructuras con vectores de onda

localmente diferentes. En el caso de franjas, aparecen en donde una franja adicional termina

(ver las figuras 2.6(a) y 2.6(d)). La carga topológica de las dislocaciones es siempre entera

puesto que al calcular la circulación (2.25) alrededor de una dislocación hay una diferencia

de fase de ±2π. Por ejemplo, la carga topológica de la dislocación de la Fig. 2.7(a) es

n = +1, mientras que la de la Fig. 2.7(b) es n = −1. La presencia de dislocaciones rompe

el orden traslacional del sistema, como ocurre en los sólidos cristalinos. Las dislocaciones

pueden aniquilarse en pares de carga topológica opuesta (como las de las Figs. 2.7(a) y

2.7(b)), conservando la carga topológica total del sistema [51].

Las disclinaciones están asociadas a un rompimiento en el orden orientacional de un

patrón, como se puede observar en las figuras 2.6(b) y 2.6(c). Las disclinaciones tienen

carga topológica semientera, pues al recorrer una trayectoria cerrada C alrededor de una

disclinación, el vector de onda local ~k = ∇φ cambia su orientación en un ángulo igual a

±π, como se muestra en las Figs. 2.7(c) (n = +1/2) y 2.7(d) (n = −1/2). Una dislocación

puede ser nucleada a partir de dos disclinaciones de la misma carga topológica [51]. Las

dislocaciones y disclinaciones son defectos topológicos puntuales (con dimensión topológica

d = 0).

Una frontera de grano es un defecto topológico extendido (de dimensión d ≥ 1) que

separa dos regiones (dominios) de diferente simetŕıa, como las fronteras que se muestran en

las figuras 2.6(e) y 2.7(e), separando un dominio con simetŕıa hexagonal de uno con franjas.

Asimismo, pueden separar regiones con la misma simetŕıa, pero de diferente orientación

relativa (ver figuras 2.6(d) y 2.7(f)). Las fronteras de grano están asociadas al rompimiento

del orden traslacional y orientacional de un patrón perfecto.



Caṕıtulo 3

Patrones anisotrópicos en cristales

ĺıquidos nemáticos

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se presenta una breve revisión de algunos aspectos experimentales,

relevantes para el presente trabajo, relativos a la formación de patrones anisotrópicos en

cristales ĺıquidos nemáticos. Se trata de sistemas fluidos en donde las moléculas tienen

formas alargadas y a baja temperatura presentan un orden orientacional medio (caracteri-

zado por un campo director), lo cual induce una anisotroṕıa intŕınseca en sus propiedades

(conductividad térmica, conductividad eléctrica, etc.).

La importancia del estudio de la formación de patrones en cristales ĺıquidos nemáticos

radica en que presentan mecanismos de inestabilidad diferentes a los que se encuentran

en sistemas de fluidos isotrópicos (tales como en la convección de Rayleigh-Bénard y en

la convección de Rayleigh-Marangoni). Estas nuevas inestabilidades, bajo condiciones ex-

perimentales adecuadas, pueden dar lugar a la formación de patrones estacionarios y no

estacionarios en los que hay una ruptura en la invariancia orientacional del sistema. Varian-

do parámetros de control adecuados (diferencias de temperatura, amplitudes y frecuencias

de campos eléctricos oscilantes, etc.) se presenta una serie de bifurcaciones en las cuales

se pueden observar patrones de diversas simetŕıas, tales como rollos convectivos normales,

rollos convectivos oblicuos, estructuras bimodales y estados de caos espaciotemporal, entre

otros. La anisotroṕıa intŕınseca de los nemáticos puede influir significativamente en la for-

mación de patrones, pudiendo presentar una dinámica muy diferente a la de patrones con

simetŕıas similares en sistemas isotrópicos. Esto hace de los nemáticos un sistema particu-

larmente fruct́ıfero en el estudio de nuevos mecanismos de formación, selección, estabilidad

y dinámica de ordenamiento de patrones.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente manera. En la sección 3.2 se presentan

algunas propiedades f́ısicas generales de los cristales ĺıquidos nemáticos que permiten com-

prender los mecanismos de inestabilidad que pueden generar patrones. En la sección 3.3 se

describe un mecanismo de inestabilidad responsable de la formación de rollos de convección

inducidos por campos eléctricos ac (electroconvección), conocido como mecanismo de Carr-
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Helfrich. Asimismo se describe la serie de bifurcaciones que ocurren experimentalmente en

la electroconvección con alineación plana.

3.2. Propiedades generales de los nemáticos

Los cristales ĺıquidos son compuestos intŕınsecamente anisotrópicos formados por molécu-

las elongadas u obladas, las cuales inducen un gran orden estructural debido a que pre-

sentan una moiedad ŕıgida, denominada mesógeno. También poseen una o varias partes

flexibles que inducen propiedades t́ıpicas de un fluido. Los mesógenos están formados por

anillos aromáticos y alifáticos que se enlazan formando estructuras elongadas (mesógenos

calamı́ticos) o anillos aromáticos formando centros con forma de disco (mesógenos discóti-

cos) [52, 53].

Los cristales ĺıquidos presentan varias fases intermedias (mesofases) de acuerdo al or-

den orientacional y posicional de sus moléculas constituyentes. Cuando un cristal ĺıquido

presenta transiciones entre mesofases debido a un cambio de temperatura, se dice que es

termotrópico. Cuando estas transiciones ocurren debido a un cambio de concentración se

denominan liotrópicos. Las principales mesofases que se presentan son la esméctica, la quiral

o colestérica y la nemática. La fase esméctica presenta un orden orientacional y posicional

de largo alcance debido a una agrupación de los mesógenos en capas. Por otro lado, la

fase nemática también posee un orden orientacional de largo alcance en sus moléculas pero

su orden posicional es de corto alcance. Esto es, sus moléculas se encuentran distribuidas

sin correlaciones a distancias mayores que unos cuantos diámetros moleculares, en forma

similar a las de un ĺıquido simple, pero apuntando en una dirección media bien definida

[53]. Esta última propiedad es de gran relevancia en la dinámica de formación de patrones

pues da lugar a mecanismos de inestabilidad (inestabilidades nematohidrodinámicas) que

no se observan en sistemas isotrópicos.

En el equilibrio termodinámico los cristales ĺıquidos nemáticos están caracterizados por

un campo director, ~n(~r), espacialmente uniforme. Este director corresponde a la dirección

media del eje de las moléculas del nemático [53]. Bajo forzamientos externos se producen

distorsiones espaciales del campo director y el sistema se encuentra fuera de equilibrio. Los

nemáticos presentan propiedades elásticas y en consecuencia, las distorsiones en ~n(~r) indu-

cen una torca elástica que tiende a reducirlas localmente. Esto representa un mecanismo

estabilizante cuando el sistema se somete a forzamientos externos.

Debido al carácter anisotrópico de los nemáticos, muchas de sus propiedades quedan

descritas por tensores. Sin embargo esta descripción tensorial puede simplificarse tomando

en cuenta las diferentes simetŕıas del sistema. Presentan simetŕıa de inversión (si son no qui-

rales) y en primera aproximación simetŕıa ciĺındrica alrededor de su director ~n. Asimismo

los nemáticos son invariantes ante la transformación ~n → −~n. Estas simetŕıas implican que

algunas propiedades, tales como la susceptibilidad eléctrica (ε̃), la conductividad eléctrica

(σ̃), la susceptibilidad magnética (χ̃) y la conductividad térmica (κ̃), sólo poseen dos com-

ponentes diferentes: una paralela a la dirección de ~n y la otra perpendicular. Esto es, el

campo director en equilibrio establece dos orientaciones bien definidas en el sistema: una

dirección paralela a ~n (‖) y otra perpendicular (⊥). A partir de estas orientaciones favore-
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cidas se puede definir un sistema de coordenadas adecuado para describir las propiedades

f́ısicas del sistema.

Al aplicar a un nemático campos externos ~E (eléctrico) y ~H (magnético), se inducen

un desplazamiento eléctrico, una densidad de corriente y una magnetización de la forma

[35]
~D = ε

⊥

~E + εa(~n ·
~E)~n, (3.1)

~j = σ
⊥

~E + σa(~n ·
~E)~n, (3.2)

~M = χ
⊥

~H + χa(~n ·
~H)~n, (3.3)

respectivamente, en donde εa = ε
‖
− ε

⊥
, σa = σ

‖
− σ

⊥
y χa = χ

‖
− χ

⊥
son medidas de la

anisotroṕıa de la susceptibilidad eléctrica, la conductividad eléctrica y la susceptibilidad

magnética del nemático. Los valores de estas diferencias son generalmente dependientes de

la temperatura y pueden cambiar de signo. El signo de las constantes de anisotroṕıa εa y χa

determina el comportamiento del nemático bajo la influencia de un campo electromagnético.

Cuando εa > 0 o χa > 0, el director ~n tiende a alinearse con el campo, mientras que cuando

εa < 0 o χa < 0, el director tiende a una orientación perpendicular al campo. Asimismo,

al aplicar un gradiente de temperatura ∇T a un nemático, se induce un flujo de calor que

obedece una ley análoga a (3.1), (3.2) y (3.3)

~JQ = −κ
‖
∇T − κa(~n · ∇T )~n, (3.4)

en donde κa = κ
‖
− κ

⊥
es una medida de la anisotroṕıa en la conductividad térmica del

nemático [35].

3.3. Formación de patrones anisotrópicos en electroconvec-

ción de nemáticos con alineación plana

La electroconvección en cristales ĺıquidos se ha convertido en un paradigma en el estudio

de la formación de patrones anisotrópicos. Son sistemas espacialmente extendidos, en donde

el espesor d ' 20 µm es mucho menor que la dimensión lateral L ' 1 cm [8]. Definiendo la

razón de aspecto como

Γ = L/d, (3.5)

se tiene que para la electroconvección de nemáticos la razón de aspecto es t́ıpicamente

Γ ' 500. Asimismo presentan un gran número de parámetros de control accesibles, que no se

encuentran en la convección térmica de fluidos isotrópicos. Dadas sus propiedades eléctricas

y magnéticas anisotrópicas, los nemáticos presentan acoplamientos electrohidrodinámicos

que generan inestabilidades particulares. El mecanismo de inestabilidad más conocido es

el llamado mecanismo de Carr-Helfrich [54, 55, 56]. Este mecanismo explica la formación

de una gran variedad de estructuras convectivas periódicas al aplicar una diferencia de

potencial oscilante a una capa espacialmente extendida de nemático.
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Figura 3.1: Esquema del mecanismo de Carr-Helfrich. Fluctuaciones pequeñas en la cur-

vatura del director inducen una componente lateral ~Ex del campo eléctrico, que produce

un flujo hidrodinámico debido al acoplamiento entre el campo de velocidad ~v(~r), el campo

director ~n(~r) y la densidad de carga ρ(~r) del nemático.

Mecanismo de Carr-Helfrich [35]

Consideremos una capa delgada de un cristal ĺıquido nemático confinado entre dos pla-

cas de vidrio paralelas (figura 3.1). Supongamos que las placas están tratadas de manera

adecuada para alinear al campo director del nemático en equilibrio en una dirección fija

(~n(~r) = x̂), paralela al plano de las placas. A esta configuración se le denomina alineación

plana. Ahora, supongamos que se aplica una diferencia de potencial de amplitud V0 entre las

placas. Esto induce un campo eléctrico de amplitud E0 = V0/d en la dirección perpendicu-

lar a las placas (ẑ). El nemático es previamente dopado con impurezas iónicas, de tal forma

que posee cargas libres y es conductor eléctrico. En el caso de nemáticos con anisotroṕıa

en la conductividad eléctrica 0 < σa, la densidad de carga eléctrica local ρ(~r) se acopla

con el campo director y se concentra en regiones de mayor curvatura (∂xnz). Esto produce

una componente del campo eléctrico ~Ex en la dirección x̂, la cual induce una modulación

o estratificación de la distribución lateral de carga, como se muestra esquemáticamente en

la Fig. 3.1. El campo eléctrico resultante ~E produce un flujo hidrodinámico debido a la

fuerza electrostática ρ(~r) ~E que actúa sobre el fluido en cada posición ~r. El gradiente del

flujo hidrodinámico produce una torca viscosa en el director, lo cual tiende a amplificar

sus fluctuaciones iniciales. Este efecto desestabilizante es contrarrestado por efectos estabi-

lizantes debidos a las constantes elásticas y a la viscocidad del fluido. Para una diferencia

de potencial suficientemente pequeña el nemático se encuentra en un estado espacialmente

uniforme caracterizado por un campo director ~n(~r) = x̂ y campo de velocidad nulo ~v(~r) = ~0.

Sin embargo, cuando V0 excede un valor cŕıtico Vc, el estado uniforme se vuelve inestable

y aparece un flujo hidrodinámico convectivo. Cuando la diferencia de potencial aplicada

entre las placas oscila con una frecuencia ω 6= 0, se eliminan los efectos de acumulación de

carga en las placas y el flujo convectivo es persistente en el tiempo. Entonces es posible la

formación de estructuras periódicas estables en forma de rollos orientados perpendicular-

mente a x̂, con longitud de onda de orden del espesor de la capa de nemático λ ∼ d (figura
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Figura 3.2: Esquema de un arreglo experimental empleado en la electroconvección de cris-

tales ĺıquidos nemáticos. El aparato consiste básicamente en un dispositivo de control de

temperatura y un sistema de visualización de imágenes [60].

3.4(a)). El punto de bifurcación del estado homogéneo al estado convectivo espacialmente

modulado depende de la amplitud del campo eléctrico oscilante y de su frecuencia, aśı como

de las constantes anisotrópicas del material. Los parámetros de control principales son V0

y ω, y variándolos adecuadamente se obtiene toda una serie de bifurcaciones a patrones

anisotrópicos de diferentes simetŕıas con orientaciones bien definidas con respecto a x̂.

Cabe mencionar que, dada la gran complejidad del problema, la teoŕıa de formación de

patrones en la electroconvección de nemáticos está mucho menos desarrollada y compren-

dida que para la convección de Rayleigh-Bénard. Las teoŕıas no lineales disponibles son

esencialmente fenomenológicas [29, 31, 33, 34, 56, 57, 58, 59].

Arreglo experimental

En la figura 3.2 se muestra el esquema de un arreglo experimental t́ıpico empleado

en la electroconvección de nemáticos. El aparato consiste en un dispositivo de control de

temperatura, dentro del cual se coloca una celda de vidrio que contiene la muestra del

nemático. A esta celda se le aplica una diferencia de potencial oscilante a una temperatura

prácticamente constante. El otro dispositivo importante en el aparato es un sistema de

imagen (shadowgraph) para la visualización de los patrones electroconvectivos. Este sistema

emplea las variaciones espaciales en el ı́ndice de refracción de los cristales ĺıquidos para

poder obtener imágenes a partir de luz dispersada y transmitida a través de la capa de
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcaciones t́ıpico para la electroconvección del cristal ĺıquido

nemático N4. Los śımbolos representan los puntos experimentales de bifurcación entre los

diferentes patrones observados [61].

nemático.

Bifurcaciones

En la figura 3.3 se muestra el diagrama de bifurcación experimental t́ıpico en la elec-

troconvección de un nemático [61]. ε es un parámetro de control adimensional definido

como

ε =

(

V0

Vc

)

2

− 1,

de modo que ε = 0 corresponde a la bifurcación primaria del estado homogéneo al estado

convectivo. Para obtener dicho diagrama, a un valor fijo de la frecuencia ω se vaŕıa cua-

siestáticamente ε en pasos de orden ∆ε ∼ O(10−3). Esto se hace para diferentes frecuencias

ω y a una temperatura fija del nemático para mantener sus parámetros de anisotroṕıa a

valores prácticamente constantes. Cuando se incrementa ε, aparecen bifurcaciones secun-

darias a patrones de diferente simetŕıa, que en la figura 3.3 son representadas por śımbolos.

En este diagrama experimental es posible observar una caracteŕıstica que tienen en común

la mayoŕıa de los nemáticos sometidos a una diferencia de potencial oscilante: existe una

frecuencia de corte, ωc (frecuencia de Lifshitz ), que divide al diagrama de bifurcaciones

en dos regiones [8, 29, 32]. Para frecuencias ω < ωc, la bifucación primaria es del estado

uniforme a un estado de rollos oblicuos que forman un ángulo diferente de cero con respecto

al eje x̂, como los que se muestran en las figuras 3.4(b), 3.5(b), 3.5(c) y 3.5(d). Los rollos

con orientación 0 < θ < π/2 son llamados estados zig (figura 3.5(b)) mientras que los rollos

con orientación −π/2 < θ < 0 son llamados estados zag (figura 3.5(c)). Para ωc < ω, la

bifurcación primaria es del estado uniforme al estado de rollos normales (ver figura 3.4(a)).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 3.4: Patrones observados en la electroconvección de nemáticos con alineación plana:

a) rollos normales [29]; b) rollos oblicuos (zig-zag); c) estructuras bimodales [60]; d) estado

caótico espaciotemporal que aparece como bifurcación secundaria [61]; e) estado caótico

espaciotemporal que aparece como bifurcación primaria [60]; y f) gusanos (estructuras

localizadas viajeras) [64]. La orientación del campo director del nemático en equilibrio

corresponde al eje horizontal en estas figuras.
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Al punto (ε = 0, ω = ωc) sobre el diagrama de bifurcación se le denomina punto de Lifshitz

y en el diagrama de la figura 3.3 corresponde a (ε = 0, ωc ' 2200 Hz).

Es importante mencionar que la mayoŕıa de las estructuras periódicas observadas expe-

rimentalmente resultan de la interacción no lineal de una cantidad muy pequeña de modos

linealmente inestables (con razón lineal de crecimiento positiva) cuya orientación queda

bien definida con respecto a la orientación del director en equilibrio (x̂). Esto difiere nota-

blemente de la formación de patrones periódicos isotrópicos, en los que existe degeneración

en la orientación: cualquier modo con vector de onda ~k tal que |k − kc|/kc <
√

ε (con

k = ||
~k||) es linealmente inestable y las estructuras resultantes después de la saturación no

lineal pueden tener a priori cualquier orientación sobre el plano del sistema.

Incrementando el valor de ε se observan bifurcaciones secundarias a patrones de diferen-

tes simetŕıas. Para ωc < ω también se observan rollos oblicuos, pero en este caso aparecen

como una bifurcación secundaria a partir del estado de rollos normales mediante una ines-

tabilidad de zig-zag 1. Los dos estados de rollos zig y zag son degenerados y cuando se vaŕıa

rápidamente ε a través del punto del bifurcación correspondiente aparecen en diferentes

regiones del sistema, formando dominios de diferente orientación. Estos dominios están se-

parados por fronteras (interfaces) bien definidas [26, 27, 60], como puede observarse en las

figuras 3.4(b) y 3.5(d). Los dominios de rollos oblicuos presentan propiedades espaciotem-

porales muy interesantes. La dinámica de defectos conduce a un crecimiento del tamaño

promedio de los dominios y a un ordenamiento global del sistema en el tiempo. Vale la pena

mencionar que en estos patrones las estructuras periódicas son estacionarias, y el ordena-

miento del sistema se debe principalmente a la dinámica de los defectos topológicos. La

dinámica de ordenamiento de fases moduladas oblicuas en electroconvección con alineación

plana ha sido estudiada experimentalmente en los últimos años [26, 27, 28]. Este problema

representa la principal motivación para el estudio numérico y teórico desarrollado en la

presente tesis.

Incrementando aún más el valor de ε el estado de rollos oblicuos se vuelve inestable y

se observan bifurcaciones secundarias a estructuras más complejas, tales como estructuras

bimodales y patrones de caos espaciotemporal. Las estructuras bimodales (figura 3.4(c)) se

forman a partir de los rollos oblicuos mediante una inestabilidad conocida como bifurcación

de rollos oblicuos de segundo tipo o bimodal-varicose [58, 60, 62]. Esta inestabilidad consiste

en la aparición de un nuevo modo marginalmente inestable con vector de onda ~kbv, formando

un ángulo θbv ' π/2 con respecto a alguno de los modos oblicuos. El otro modo oblicuo

es suprimido y por lo tanto las estructuras periódicas resultantes tienen simetŕıa cuasi-

rectangular. Aumentando más el valor de ε se observan otras bifurcaciones secundarias,

en las cuales el patrón emergente presenta una dinámica espaciotemporal caótica (figura

3.4(d)). Para conductividades σ
⊥

muy bajas (del orden ∼ 10−8ohm−1m−1) se observan

bifurcaciones primarias del estado uniforme a estados caóticos temporales (figura 3.4(e)) y a

estructuras localizadas viajeras (gusanos, como los mostrados en la figura 3.4(f)) [60, 63, 64].

La cinética de los gusanos es anisotrópica, pues se mueven básicamente en la dirección x̂.

Para valores suficientemente grandes de ε el sistema presenta turbulencia [61, 65]. La

1Una inestabilidad de zig-zag consiste en la aparición de perturbaciones inestables transversales en un
patrón de franjas paralelas. Esta inestabilidad genera estructuras oblicuas (zig-zag) con respecto a la orien-
tación inicial de las franjas. Para más detalles consultar [11, 14, 38, 35]
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(a)

(b) (c)

(d)

Figura 3.5: a) Esquema de los dos modos oblicuos zig y zag, cuya orientación es simétrica

con respecto a x̂. La saturación no lineal de cada uno de los modos oblicuos puede dar lugar

a la formación de patrones estacionarios periódicos de franjas con diferente orientación: b)

rollos zig y c) rollos zag experimentales [60]. d) Cuando ε es variado rápidamente a través

de un punto de bifurcación a un estado de rollos zig-zag, se pueden formar dominios de

ambas orientaciones [26, 27].
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sucesión de patrones al variar ε es reversible.



Caṕıtulo 4

Modelos de ordenamiento de fases

de franjas oblicuas anisotrópicas

4.1. Coarsening en sistemas con simetŕıas rotas

El coarsening es un proceso que ocurre cuando un sistema es llevado rápidamente por

un punto de transición o bifurcación de un estado uniforme (homogéneo) a un estado de

menor simetŕıa y se forman dominios de fases de simetŕıa rota que crecen en el tiempo.

El crecimiento de dominios se debe a que las diferentes fases de simetŕıa rota compiten

mediante la creación, interacción, movimiento y aniquilación de defectos topológicos. Los

procesos t́ıpicos en los que se presenta coarsening son la separación de fases en mezclas de

fluidos, las transiciones de orden-desorden en sistemas ferromagnéticos y la descomposición

espinodal de aleaciones binarias [1, 2], por citar algunos.

El coarsening puede ser un proceso transitorio entre dos estados de equilibrio termo-

dinámico, en el que los dominios resultantes del rompimiento de simetŕıa presentan fases

localmente uniformes y tienden asintóticamente a un estado final de equilibrio. El tiempo

de relajación más largo diverge con el tamaño del sistema, por lo que éste trata de alcanzar

un equilibrio global incrementando sus escalas de longitud y en consecuencia aumentando

el tamaño de los dominios en el tiempo. [1, 2] La dinámica de ordenamiento de estos siste-

mas depende básicamentede del tipo de parámetro de orden local que describe al sistema

(conservado o no conservado, escalar o vectorial). Una propiedad interesante que ha sido

observada es que el crecimiento de dominios en sistemas de simetŕıa rota con fases unifor-

mes obedece una relación de escalamiento dinámico. La estructura de dominios (medida

por funciones de correlación espaciales, por ejemplo) es estad́ısticamente independiente del

tiempo (después de un posible transitorio) a condición de realizar a cada tiempo un cambio

de escala espacial adecuado 1. Además, una sola longitud caracteŕıstica, L(t), es suficiente

para describir el sistema. En base a esto se han establecido esquemas bien definidos para

1La hipótesis de escalmiento dinámico no ha sido probada rigurosamente, salvo en algunos modelos muy
simples, como el modelo unidimensional de Glauber [66, 67] y el modelo n-vectorial con n → ∞ [68]. Sin
embargo, hay evidencias numéricas y experimentales que motivan su validez en los procesos de coarsening

de sistemas con fases uniformes [2].
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las leyes de crecimiento de dominios y se han identificado muy bien los mecanismos f́ısicos

que permiten el ordenamiento en sistemas con fases de simetŕıa rota uniformes y dinámica

potencial [2, 3, 69]. Por ejemplo, en el caso de sistemas espacialmente extendidos en dos

dimensiones con parámetro de orden local escalar no conservado, el mecanismo que permite

el ordenamiento de fases del sistema es el movimiento de interfaces, que tienden a minimi-

zar la tensión superficial de los dominios mediante una reducción de la curvatura local de

las interfaces. La ley de crecimiento de dominios es en este caso L(t) ∼ t1/2 [7]. Por otro

lado, cuando el parámetro de orden es conservado, el mecanismo f́ısico de ordenamiento

es la difusión del parámetro de orden de interfaces de alta a baja curvatura, con ley de

crecimiento de dominios L(t) ∼ t1/3 [6].

El problema de crecimiento de dominios en sistemas que no tienden a un estado final de

equilibrio termodinámico resulta más complejo que el de coarsening en fases de equilibrio.

Como ha sido expuesto en los caṕıtulos anteriores, la dinámica de estos sistemas puede ser

no potencial al no existir un funcional de Lyapunov que determine la evolución temporal

asintótica. El crecimiento de dominios en sistemas no potenciales ha sido estudiado en al-

gunos casos particulares, tales como en los patrones de polarización en una cavidad óptica

que contiene un medio kerr no lineal iluminado con luz linealmente polarizada [70, 71] y la

propagación de frentes no potenciales en patrones de convección [72]. Es de especial interés

el estudio de la dinámica de ordenamiento de sistemas caracterizados por un parámetro

de orden local espacialmente modulado. Los sistemas espacialmente extendidos que forman

patrones periódicos presentan una mayor complejidad dinámica debido a la presencia e in-

teracción de diferentes tipos de defectos topológicos. Algunos estudios experimentales sobre

la dinámica de ordenamiento de patrones de franjas en copoĺımeros de dibloque [23, 24]

y electroconvección de cristales ĺıquidos nemáticos [26, 27, 28] han sido realizados en los

últimos años. Asimismo se han hecho estudios numéricos basados en la ecuación de Swift-

Hohenberg potencial [15, 16, 19, 20, 21, 22, 73], no potencial [17] y en las ecuaciones de

Boussinesq para la convección de Rayleigh-Benárd cerca del umbral de bifurcación [36, 37].

En algunos casos ha sido posible identificar el mecanismo dominante que ordena al sistema

en el coarsening. Por ejemplo, en copoĺımeros de dibloque se forman patrones de franjas

isotrópicas que se ordenan debido principalmente a la aniquilación de cuadrupolos de dis-

clinaciones [24]. Sin embargo, a diferencia del coarsening de sistemas con fases uniformes,

las leyes de crecimiento de dominios en patrones periódicos dependen fuertemente de varios

factores, tales como la intensidad del quench (es decir, el valor parámetro de control ε),
la presencia de ruido térmico y la forma de extraer las longitudes caracteŕısticas del siste-

ma. La hipótesis de escalamiento dinámico, aparentemente válida para sistemas con fases

uniformes, sigue siendo polémica para fases moduladas, pudiendo haber en el coarsening

varias escalas caracteŕısticas y varios mecanismos de crecimiento, según el sistema en estu-

dio. En consecuencia, la aparente universalidad observada en los procesos de coarsening en

sistemas con fases de simetŕıa rota uniformes de equilibrio no existe para sistemas con fases

espacialmente moduladas. Uno de los mecanismos responsables es la presencia de efectos

no adiabáticos creados por el mismo patrón periódico, que inducen potenciales periódicos

efectivos de bloqueo (pinning) sobre los defectos topológicos del sistema y cuya intensidad

depende de la profundidad del quench. Se ha verificado que estos efectos pueden tener con-

secuencias dramáticas en los procesos de coarsening, frenando la dinámica de los defectos
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Figura 4.1: Dominios de franjas oblicuas anisotrópicas, cuyo vector de onda sólo puede

tener dos orientaciones posibles (~k+

c y ~k−

c ) con respecto a x̂ (ver sección 4.3 para detalles en

la solución numérica). Los dos tipos de defectos topológicos predominantes son los arreglos

de dislocaciones (encerrados en azul) y fronteras horizontales de chevrones (encerradas en

rojo).

topológicos, llevando el patrón a configuraciones congeladas y desordenadas [19, 20].

En este caṕıtulo se presentan algunos modelos reducidos que describen la dinámica de

un patrón de franjas oblicuas anisotrópicas después de llevar rápidamente un sistema bidi-

mensional por un punto de bifurcación de un estado uniforme a un estado espacialmente

modulado. El estado final corresponde a un patrón de franjas cuyo vector de onda sólo

puede tener dos orientaciones posibles (simétricas) con respecto a una dirección preferida

(x̂). A tiempos iniciales se forman dominios correspondientes a las dos fases espacialmente

moduladas, separados por dos tipos de defectos topológicos: arreglos lineales de dislocacio-

nes verticales o inclinados con respecto a la dirección vertical y fronteras horizontales en las

cuales la fase de las franjas es continua pero su vector de onda cambia de una orientación

a otra (chevrones, por su forma en “V”), como se muestra en la Fig. 4.1. Contrariamente

a las fases lamelares isotrópicas, la anisotroṕıa del patrón impide la formación de discli-

naciones. Por lo tanto la configuración del sistema difiere notablemente de los patrones de

franjas isotrópicas modelados por la ecuación de Swift-Hohenberg (2.5), en los cuales las

disclinaciones juegan un papel importante en la dinámica de ordenamiento. Los patrones

modelados numéricamente en el este trabajo de tesis son morfológicamente similares a los

patrones de rollos zig-zag experimentales observados la electroconvección de cristales ĺıqui-

dos nemáticos con alineación plana [26, 27, 29, 61] y en la termoconvección de una capa de

nemáticos con alineación plana [74, 75, 76]. Algunos resultados sobre la dinámica de de-

fectos topológicos y crecimiento de dominios han sido obtenidos recientemente [26, 27, 28].

La principal motivación para el presente trabajo es estudiar en detalle algunos aspectos en

la dinámica de ordenamiento en estos sistemas anisotrópicos.

Los principales aspectos investigados en esta tesis acerca del coarsening de un patrón

de franjas oblicuas anisotrópicas son los siguientes: la existencia de diferentes escalas de

longitud asociadas a la anisotroṕıa intŕınseca del sistema, la existencia de escalamiento

dinámico y el papel que juegan los términos no potenciales en la dinámica de ordena-
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miento. Hasta donde sabemos, este último aspecto nunca ha sido investigado. Dado que

los dominios de franjas oblicuas están muy bien delimitados por los dos tipos de defectos

mencionados anteriormente, su identificación y su caracterización mediante dos escalas de

longitud (paralela y perpendicular a la dirección x̂) resultan relativamente fáciles de reali-

zar. En la sección 4.2 se presentan las ecuaciones propuestas para modelar la formación de

franjas oblicuas anisotrópicas. Los métodos empleados para obtener soluciones numéricas e

identificar dominios y defectos topológicos son presentados en la sección 4.3. Los resultados

son presentados y discutidos en el cápitulo siguiente.

4.2. Ecuaciones modelo

Basados en argumentos de simetŕıa y estabilidad, Pesch y Kramer [31] propusieron un

modelo bidimensional no lineal fenomenológico que describe la transición de rollos normales

a oblicuos en la electroconvección de cristales ĺıquidos nemáticos con alineación plana

τ0∂tψ = rψ − ζ4(∆ + k2

0
)2ψ −

c

k4

0

∂4

yψ +
2η

k4

0

∂2

x∂2

yψ − ψ3. (4.1)

El modelo (4.1) es una extensión de la ecuación de Swift-Hohenberg (2.5) que incorpora

términos anisotrópicos que rompen la invariancia orientacional del sistema. Los ejes x y

y representan las direcciones paralela y perpendicular al campo director del nemático en

equilibrio, seleccionado apropiadamente por las placas de vidrio que lo confinan; τ0 repre-

senta el tiempo de relajación del director; ψ(~r, t) es un parámetro de order local escalar

(adimensional) que puede ser interpretado como un desplazamiento elástico lateral pequeño

del nemático; los parámetros adimensionales c y η modelan constantes elásticas anisotrópi-

cas; r representa el parámetro de control (adimensional) principal del sistema, relacionado

con la amplitud del forzamiento externo y con las constantes elásticas restauradoras del

nemático; k0 es el número de onda del patrón base y ζ es una longitud de coherencia.

Para c = η = 0 la ecuación (4.1) se reduce a la conocida ecuación bidimensional de Swift-

Hohenberg isotrópica (2.5). La ecuación (4.1) tiene una estructura potencial

τ0∂tψ = −

δF

δψ
, (4.2)

con δ/δψ una derivada funcional y F un funcional de Lyapunov, dado por

F [ψ] =
1

2k4

0

∫

d~r

[

k4

0

(

−rψ2 +
ψ4

2

)

+ [(k2

0
+ ∆)ψ]2 − 2η(∂x∂yψ)2 + c(∂2

yψ)2
]

(4.3)

El modelo potencial (4.1) ha sido empleado por Boyer [30] para estudiar el coarsening

de franjas oblicuas anisotrópicas, encontrando algunas similitudes en la dinámica de rollos

electroconvectivos oblicuos experimentales [27]. Otros modelo bidimensionales de formación

de patrones de franjas anisotrópicas son:

a) La versión anisotrópica de la ecuación de Proctor-Sivashinsky [11]

∂tψ = −

δF

δψ
= −µ∇2ψ + (∆ + 1)2ψ − 2η∂2

x∂2

yψ − τ∂4

yψ + ∇(∇ψ(∇ψ)2), (4.4)
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que deriva del funcional de Lyapunov

F [ψ] =

∫

d~r

(

−(1 +
µ

2
)(∇ψ)2 +

ψ2

2
+

(∇2ψ)2

2
+

+
(∇ψ)4

4
+ η(∂2

xψ)(∂2

yψ) +
τ

2
(∂2

yψ)2
)

. (4.5)

La ecuación (4.4), al igual que (4.1), modela la formación de patrones de franjas oblicuas

en la electroconvección de nemáticos.

b) La ecuación anisotrópica de Swift-Hohenberg

∂tw = −

δF

δw̄
= εw − (∆ + k2

0
)2ψ − |w|

2w + γw̄, (4.6)

que deriva del funcional

F [w, w̄] =

∫

d~r

(

−ε|w|
2
−

γ

2
(w2 + w̄2) +

1

2
|w|

4 + |(∆ + k2

0
)w|

2

)

, (4.7)

empleada en [77] para modelar la formación de estructuras lamelares magnéticas en peĺıcu-

las de granate. El término γw̄ está asociado a las propiedades anisotrópicas de la peĺıcula.

c) La ecuación anisotrópica de Swift-Hohenberg, empleada recientemente para estudiar

la cinética de dislocaciones en patrones de franjas normales [78]

∂tψ = −

δF

δψ
= εψ − (∆ + 1)2ψ − ψ3 + γ∂2

yψ, (4.8)

en donde el término anisotrópico corresponde, por ejemplo, a un campo magnético externo

aplicado sobre el sistema. El funcional de Lyapunov del cual deriva la ecuación (4.8) es

F [ψ] =
1

2

∫

d~r

(

−εψ2 + [(∆ + 1)ψ]2 +
ψ4

2
+ γ(∂yψ)2

)

. (4.9)

Sin embargo, dada la estructura potencial de los modelos (4.1), (4.4) (4.6) y (4.8), la

dinámica de los patrones que exhiben es relajacional y siempre tienden a minimizar sus

funcionales de Lyapunov (4.3), (4.5), (4.7) y (4.9), respectivamente, lo cual generalmente

no ocurre cuando un sistema se encuentra lejos del equilibrio termodinámico. Una genera-

lización del modelo (4.1), que proponemos en este trabajo, es

τ0∂tψ = rψ − ζ4(∆ + k2

0
)2ψ −

c

k4

0

∂4

yψ +
2η

k4

0

∂2

x∂2

yψ + NL[ψ], (4.10)

en donde NL[ψ] es un término no lineal cúbico, no necesariamente potencial, que satura

el crecimiento de los modos linealmente inestables. Anteriormente no se hab́ıan estudiado

modelos anisotrópicos de Swift-Hohenberg con términos no potenciales, a pesar de que

son a priori más relevantes para describir situaciones experimentales. Con el objetivo de

encontrar posibles diferencias entre dinámicas de ordenamiento potenciales y no potenciales
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de dominios de franjas oblicuas, en este trabajo se estudian tres modelos correspondientes a

la ecuación de Swift-Hohenberg anisotrópica (4.10), con los siguientes términos no lineales

NL[ψ] = −ψ3 modelo potencial, (4.11)

NL[ψ] = −ψ3
−

c1
k2

0

ψ(∇ψ)2+

+ c2
k2

0

ψ2(∇2ψ) modelo no potencial 1, (4.12)

NL[ψ] = c3
k4

0

∇
2ψ(∇ψ)2+

+3−c3
k4

0

(∂iψ)(∂jψ)∂i∂jψ,

i, j = x, y modelo no potencial 2, (4.13)

en donde c1, c2 y c3 son constantes tales que c1 6= −c2 y c3 6= 1 (para c1 = −c2 y c3 = 1

ambos modelos son potenciales). Los términos no potenciales 1 y 2 han sido propuestos

y empleados por Greenside y Cross [50], y Cross y Meiron [17] para investigar algunos

aspectos sobre la dinámica no relajacional en el modelo de Swift-Hohenberg. En el presente

trabajo se seleccionan, por simplicidad, ζ = 1/k0, τ0 = 1 (o equivalentemente, el tiempo

se escala por τ0), c1 = c2 = 1 y c3 = 3. Dado que los modelos no potenciales (4.12) y

(4.13) incorporan las mismas simetŕıas que el modelo potencial (4.1), también reproducen

la transición de rollos normales a oblicuos. Sin embargo, las dinámicas de los patrones

que presentan es a priori diferente, pues no derivan de ningún funcional de Lyapunov que

determine su evolución temporal. Es de esperar que estos dos modelos no potenciales hagan

una mejor descripción de los experimentos de electroconvección de nemáticos que el modelo

potencial (4.11), sobre todo lejos del punto de bifurcación.

4.2.1. Análisis lineal

Analicemos el mecanismo mediante el cual un modelo anisotrópico de la forma (4.10)

reproduce la formación de franjas oblicuas formando un ángulo con solamente dos orienta-

ciones posibles, ±|θ|, con respecto al eje x. Primero encontremos el umbral de inestabilidad

en el que ocurre una bifurcación del estado uniforme ψ(~r, t) = 0 a uno espacialmente mo-

dulado. Suponiendo perturbaciones periódicas δψ(~r, t) = δψ0(t) exp(i~k · ~r), ~k = px̂ + qŷ,

alrededor del estado uniforme y linealizando la ecuación resultante para δψ0(t), se encuentra

que inicialmente las perturbaciones periódicas crecen como

δψ(~r, t) ∼ exp(σt + i~k · ~r), (4.14)

en donde la razón lineal de crecimiento σ está dada por

σ(r, p, q) = r −
1

k4

0

(

(k2

0
− p2

− q2)2 + cq4
− 2ηp2q2

)

. (4.15)

El umbral de inestabilidad se encuentra maximizando σ(r, p, q) con respecto a p y q y

buscando el valor cŕıtico del parámetro de control r = rc para el cual existe a lo menos un
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vector de onda ~kc = pcx̂ + qcŷ tal que σ(rc, pc, qc) = 0 (superficie neutral). Se encuentra

que dos modos con vector de onda finito ~k = px̂ + qŷ, se vuelven marginalmente inestables

cuando el parámetro de control r aumenta y cruza dos valores umbrales r
(n)

c y r
(o)
c

franjas normales: r
(n)

c = 0, {p2

c = k2

0
, q2

c = 0}, (4.16)

franjas oblicuas: r
(o)
c = −η2

c+2η−η2 < 0, {p2

c = c+η
c+2η−η2 k2

0
,

q2

c = η
c+2η−η2 k2

0
}, (4.17)

en donde c > 0. Los modos correspondientes a franjas normales tienen vector de onda en la

dirección x̂, mientras los modos de franjas oblicuas forman un ángulo θ = ± arctan(qc/pc) =

± arctan
√

η/(c + η) con respecto a x̂. De acuerdo a la expresión (4.17), las franjas oblicuas

sólo pueden ser observadas si η > 0. El crecimiento exponencial de los modos linealmente

inestables es saturado por el término cúbico no lineal NL[ψ], lo que da lugar a la formación

de estructuras periódicas. Por consiguiente, cuando se vaŕıa η de un valor negativo a uno

positivo, la ecuación reproduce la transición de modos normales a oblicuos.

La superposición de modos oblicuos puede dar lugar a diversas estructuras periódicas:

franjas oblicuas, estructuras bimodales y franjas onduladas. Todas estas estructuras han

sido observadas experimentalmente en cristales ĺıquidos nemáticos, en la forma de rollos

de convección [61]. Los patrones que son de interés aqúı son las franjas oblicuas, las cuales

predominan eligiendo un valor del parámetro de control 0 < r (para r
(o)
c ≤ r ≤ 0 sólo se

observan franjas onduladas) [30].

4.2.2. Análisis débilmente no lineal

Análisis general

Se puede hacer un análisis débilmente no lineal de la ecuación (4.10) (con términos

no lineales (4.11), (4.12) y (4.13)) alrededor del punto de bifurcación r
(o)
c , basado en el

formalismo de ecuaciones de amplitud [8, 31]. Este análisis es útil para estudiar algunas

propiedades de la dinámica de defectos cerca del umbral [8, 35, 79]. Para ello, se puede

definir la profundidad del quench como

ε = r − rc, (4.18)

en donde se ha denotado, por simplicidad, rc = r
(o)
c . Este parámetro mide que tan alejado

se encuentra el sistema del punto de bifurcación. Eligiendo |rc| < ε ¿ 1, de modo que

r > 0, se puede hacer una expansión del parámetro de orden local ψ en órdenes de ε

ψ = ε1/2ψ0 + εψ1 + ε3/2ψ2 + ... (4.19)

Buscamos soluciones de las ecuaciones (4.10), de la forma

ψ(~r, t) =
∑

j

Aj(~r, t)e
i~kj ·~r + c.c., (4.20)
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en donde c.c. denota el complejo conjugado y las amplitudes Aj son funciones (complejas en

el caso más general) que toman en cuenta inhomogeneidades o defectos del patrón periódico

perfecto con vectores de onda ~kj , que corresponden a los modos linealmente inestables

más peligrosos (con mayor razón lineal de crecimiento). Las amplitudes vaŕıan lentamente

en el espacio y en el tiempo con respecto a las oscilaciones rápidas del patrón perfecto.

Supondremos que las amplitudes A dependen únicamente de variables lentas (X, Y, T ). En

este formalismo (X,Y, T ) son independientes de las oscilaciones rápidas del patrón (x, y).

Esta suposición es correcta únicamente cuando ε → 0. Para estimar el orden de magnitud de

las variables lentas (X,Y, T ), consideremos cambios espaciales pequeños en la regularidad

del patrón [35]

p = pc + δp

q = qc + δq. (4.21)

Sustituyendo (4.21) en la ecuación (4.15), al orden más bajo se obtiene

σ ∼ ε ∼ δp2
∼ δq2,

y regresando al espacio real, se obtiene la siguiente relación entre las magnitudes relativas

de las derivadas parciales de las envolventes

∂tA ∼ εA ∼ ∂2

xA ∼ ∂2

yA,

de donde las variables lentas (X,Y, T ) obedecen el escalamiento [31]

X = ε1/2x, Y = ε1/2y, T = εt, (4.22)

de tal modo que

∂x → ∂x + ε1/2∂X , (4.23)

∂y → ∂y + ε1/2∂Y , (4.24)

∂t → ∂t + ε∂T . (4.25)

El análisis de multiescalas consiste en sustituir (4.19), (4.23), (4.24) y (4.25) en cada una

de los modelos anisotrópicos (4.11), (4.12) y (4.13), y encontrar las ecuaciones resultantes

a los diferentes órdenes en ε1/2. De esta forma se obtienen las siguientes ecuaciones

orden ε1/2: L̂0ψ0 = 0, (4.26)

orden ε: L̂0ψ1 + L̂1ψ0 = 0, (4.27)

orden ε3/2: L̂0ψ2 + L̂1ψ1 + N̂2ψ0 = ∂T ψ0, (4.28)

...

en donde L̂0 y L̂1 son operadores lineales definidos por

L̂0 = rc −
1

k4

0

(∂2

x + ∂2

y + k2

0
)2 −

c

k4

0

∂4

y +
2η

k4

0

∂2

x∂2

y , (4.29)
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L̂1 = −

4

k4

0

[(k2

0
+ ∂2

x)∂x∂X + k2

0
∂y∂Y + (c + 1)∂3

y∂Y +

+(1 − η)(∂x∂Y + ∂y∂X)∂x∂y], (4.30)

y N̂2 es el operador definido por

N̂2 = 1 −

2

k4

0

[3∂2

x∂2

X + 3(1 + c)∂2

y∂2

Y + k2

0
(∂2

X + ∂2

Y ) +

+(1 − η)(∂2

x∂2

Y + ∂2

y∂2

X + 4∂x∂y∂X∂Y ] + NL, (4.31)

siendo NL el operador no lineal dado por

NL[ψ] =















































−ψ3, modelo potencial,

−ψ3
−

c1
k4

0

ψ(∇ψ)2 + c2
k4

0

ψ2(∇2ψ), modelo no potencial 1,

c3
k4

0

∇
2ψ(∇ψ)2+

+3−c3
k4

0

(∂iψ)(∂jψ)∂i∂jψ,

(i, j = x, y), modelo no potencial 2.

Las soluciones generales de las ecuaciones (4.26) y (4.27) son

ψ0 = A+(X, Y, T )ei~k+
c ·~r + A−(X,Y, T )ei~k−

c ·~r + c.c., (4.32)

ψ1 = 0 (4.33)

en donde A± es la envolvente a orden ε1/2 del patrón de franjas oblicuas de ángulos ±θ,
con vector de onda ~k±

c , definido como

~k±

c = |pc|x̂ ± |qc|ŷ. (4.34)

Esto es, los términos rápidamente oscilantes en la expresión (4.32) representan al patrón

periódico perfecto cuyos vectores de onda sólo pueden tener dos orientaciones posibles

(~k+

c y ~k−

c ) 2, mientras que las funciones A± (en principio complejas), que dependen sólo

de las variables lentas (X, Y, T ), representan envolventes del patrón periódico y permiten

modulaciones espaciales y defectos. Dadas las soluciones (4.32) y (4.33), la ecuación a orden

ε3/2 (4.28) se reduce a

L̂0ψ2 = (∂T − N̂2)ψ0. (4.35)

Invirtiendo el operador L̂0 en la ecuación (4.35) se obtiene la solución ψ2 en términos de ψ0.

Sin embargo, debido a que este operador tiene eigenvectores nulos, su invertibilidad requiere

imponer una condición de solubilidad. El teorema de Fredholm establece que una condición

suficiente es que el lado derecho de (4.35) sea ortogonal a cualquier eigenvector nulo del

2En la electroconvección de nemáticos con alineación plana, los modos con vector de onda ~k
+

c
correspoden

a los rollos zig mientras que los modos con vector de onda ~k
−
c

corresponden a los rollos zag.
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adjunto de L̂0. Como L̂0 es autoadjunto y sus únicos eigenvectores nulos son exp(±i~k+

c · ~r)
y exp(±i~k−

c · ~r), la condición de solubilidad requerida es

∫ y+ly

y

dy′

ly

∫ x+lx

x

dx′

lx
(∂T ψ0 − N̂2ψ0)e

−i~k±
c ·~r′ = 0. (4.36)

A continuación se sustituye (4.32) en (4.36). Cualquier término de (∂T − N̂2)ψ0 que no

oscile como exp(+i~k±

c · ~r) contribuye en el integrando de (4.36) en la forma exp(in~k±

c · ~r)
(con n entero) y la integral es trivialmente cero. A este tipo de términos se les denomina

no resonantes. Existe otro tipo de términos en (∂T − N̂2)ψ0: aquellos que oscilan como

exp(+i~k±

c · ~r) y que al ser multiplicados por exp(−i~k±

c · ~r) producen términos no oscilantes

en el integrando de (4.36). A este tipo de términos se les denomina resonantes, y a priori su

contribución a la integral (4.36) no es cero. Por consiguiente, para que (4.36) se cumpla, la

suma de todos los término resonantes de (∂T −N̂2)ψ0 debe ser igual a cero, lo cual conducen

a las siguientes ecuaciones de Ginzburg-Landau acopladas para las dos amplitudes A+ y

A− de los dos modos de franjas oblicuas 3

∂tA
± = εA± +

4

k4

0

[p2

c∂
2

x ± 2(1 − η)pcqc∂x∂y + (1 + c)q2

c∂
2

y ]A±

−3γ|A±

|
2A±

− 6γ|A∓

|
2A±, (4.37)

con

γ =































1, modelo potencial,

1 + c1+3c2
3

(

c+2η
c+2η−η2

)

, modelo no potencial 1,

(

c+2η
c+2η−η2

)

2

, modelo no potencial 2.

La condición de ortogonalidad entre (∂T − N̂2)ψ0 y los otros dos eigenvectores nulos de L̂0,

exp(+i~k±

c ·~r), conducen a las mismas ecuaciones (4.37), pero para los complejos conjugados

de las amplitudes, Ā±. A pesar de que la ecuación (4.10) es no potencial para los casos

(4.12) y (4.13), las ecuaciones (4.37) tienen una estructura potencial en los tres modelos

∂tA
± = −

δFGL

δĀ±

,

con funcional de Lyapunov

FGL =

∫

d~r

{

−ε
(

|A+
|
2 + |A−

|
2
)

+
4

k4

0

∣

∣[pc∂x + (1 − η)qc∂y] A
+
∣

∣

2

+
4

k4

0

∣

∣[pc∂x − (1 − η)qc]A
−

∣

∣

2
+

4η

k2

0

(

|∂yA
+
|
2 + |∂yA

−

|
2
)

+
3

2
γ(|A+

|
4 + |A−

|
4) + 6γ|A+

|
2
|A−

|
2

}

. (4.38)

3Ecuaciones de amplitud similares a (4.37) son propuestas como modelos fenomenológicos de formación
de rollos oblicuos en electroconvección de nemáticos cerca del umbral [32, 33, 34] y en convección térmica
de nemáticos cerca del umbral [80].



4.2 Ecuaciones modelo 42

Hay que recordar que las ecuaciones de amplitud (4.37) son válidas sólo para 0 < ε ¿ 1. De-

bido a su estructura potencial, la dinámica de las amplitudes que describen es relajacional,

de tal forma que siempre tiende a minimizar al funcional de Lyapunov (4.38)

dFGL

dt
≤ 0.

Para valores de ε no despreciables comparados con 1, se deben emplear términos a O(ε2) o

mayores en la deducción de las ecuaciones de amplitud, lo que puede dar lugar a dinámicas

no potenciales para A+ y A−, dependiendo de la estructura (potencial o no potencial) del

modelo del cual derivan. Asimismo, se deben hacer correcciones no adiabáticas (como se

muestra en el caṕıtulo 6) para tomar en cuenta el hecho de que para ε suficientemente

grande las variables rápidas (x, y, t) y lentas (X, Y, T ) pueden llegar a ser del mismo orden

y deben dejar de considerarse independientes.

Aplicación a la descripción de una interfaz

Las ecuaciones de amplitud (4.37) permiten describir la dinámica de las fronteras (in-

terfaces) entre dominios de franjas de diferente orientación. Asimismo, cuando A+
6= 0 y

A− = 0 (o viceversa) describen la dinámica de un dominio de frajas con una sola orien-

tación [31]. Por ejemplo, para las ecuaciones (4.37), se encuentra que dos de sus posibles

soluciones estacionarias y uniformes son

A+ =

√

ε

3γ
, A− = 0, (4.39)

A+ = 0, A− =

√

ε

3γ
, (4.40)

las cuales representan a un solo dominio de franjas con vector de onda ~k+

c o ~k−

c , respectiva-

mente 4. Por consiguiente, para que (4.37) describan una frontera horizontal separando dos

dominios con franjas de diferente orientación, se requieren añadir las siguientes condiciones

asintóticas

ĺım
y→∞

A+ =
√

ε/(3γ),

ĺım
y→∞

A− = 0,

ĺım
y→−∞

A+ = 0,

ĺım
y→−∞

A− =
√

ε/(3γ),

y condiciones asintóticas similares a lo largo de x̂ para una frontera vertical. Un perfil

t́ıpico de las amplitudes que describen una frontera entre dos dominios de franjas de dife-

rente orientación se muestra en la figura 4.2. Estas interfaces planas son estables. Algunos

ejemplos numéricos son presentados en el caṕıtulo 6.

4Las soluciones A
+ = A

− = const., correspondientes a un patrón de ”rombos”, son inestables. Ver [35]
para más detalles.
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Figura 4.2: Perfiles t́ıpicos de las amplitudes que describen la dinámica de dominios de una

frontera plana vertical u horizontal, separando dos dominios de franjas oblicuas cerca del

umbral de bifurcación (|rc| < ε ¿ 1). n̂ representa la dirección perpendicular a la interfaz

(x̂ o ŷ, respectivamente).

De las ecuaciones de amplitud obtenidas anteriormente, se pueden inferir algunas pro-

piedades de la dinámica de los dominios de franjas modeladas por una ecuación anisotrópica

de la forma (4.10), cerca del umbral de bifurcación. La primera es que, dado que las ecua-

ciones de amplitud para los tres modelos (4.11), (4.12) y (4.13) tienen la misma forma

(4.37), los patrones de franjas que exhiben deben presentar una dinámica de ordenamiento

de dominios similar cuando 0 < ε ¿ 1. Otra propiedad es que los dominios tienden a tomar

formas anisotrópicas a lo largo de las dos direcciones favorecidas (x̂ y ŷ). Esta propiedad

puede ser inferida de la siguiente manera. Mediante el escalamiento

x′ =

√

c + 2η − η2

c + η
x,

y′ =

√

c + 2η − η2

(1 + c)η
y, (4.41)

las ecuaciones de amplitud (4.37) toman la forma

∂tA
± = εA± +

4

k2

0

[∂2

x′ + ∂2

y′ ±

2(1 − η)
√

1 + c
∂x′∂y′ ]A± + t.n.l., (4.42)

las cuales son anisotrópicas (para η 6= 1), pues dependen las direcciones x̂ y ŷ, pero son

invariantes ante el intercambio de coordenadas x′

↔ y′. Por lo tanto, la variaciones es-

paciales de las amplitudes son favorecidas a lo largo de las direcciones x̂ y ŷ, siendo las
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escalas de longitud a lo largo de estas direcciones del mismo orden, dada la invariancia

en el intercambio de coordenadas escaladas x′ y y′. Por lo tanto, si (Lx′ , Ly′) denotan las

escalas de longitud caracteŕısticas horizontal y vertical de los dominios formados después

de un quench en las coordenadas (x′, y′) y (Lx, Ly) las mismas escalas en las coordenadas

(x, y), entonces se debe cumplir

1 '

Lx′

Ly′

=

√

(1 + c)η

c + η

(

Lx

Ly

)

, (4.43)

de donde se espera que las escalas de longitud de los dominios a lo largo de las direcciones

x̂ y ŷ tengan una magnitud relativa

Lx

Ly
'

√

c + η

(1 + c)η
=

√

√

√

√

1 +

(

1

η − 1
)

c

c + 1
. (4.44)

Para η 6= 1, los dominios deben de tomar formas elongadas a lo largo de alguna de las

direcciones x̂ o ŷ. En particular, para 0 < η < 1, se espera que los dominios sean más

alargados en la dirección x̂. Por ejemplo, para los valores de los parámetros anisotrópicos

empleados en las soluciones numéricas del siguiente caṕıtulo (c = 12, η = 0.5), el valor

estimado para el cociente entre las longitudes caracteŕısticas de los dominios es

Lx

Ly
' 1.4. (4.45)

4.3. Solución numérica

(a) (b)

Figura 4.3: a) Solución numérica de la ecuación (4.10) con término no lineal (4.12) (modelo

no potential 1) a t = 1000 con ε = 0.2157, c = 12 y η = 1.0; b) patrón de rollos oblicuos

(zig-zag) en la electroconvección de cristales ĺıquidos nemáticos con alineación plana [81].

La forma de resolver numéricamente las ecuaciones (4.10) en este trabajo, es empleando

un método pseudoespectral y un procedimiento de integración temporal, descritos en el
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apéndice A. El espacio bidimensional es discretizado en una red cuadrada con 1024 × 1024

nodos, con una longitud internodo ∆x = 1. Se emplean condiciones de frontera periódicas.

El periodo base del patrón es establecido igual a λ = 2π/k0 = 8∆x. La integración temporal

es realizada con un paso de tiempo ∆t = 1 o ∆t = 0.5, dependiendo del valor de ε definido

en (4.18) y del modelo empleado 5. Los valores de los parámetros anisotrópicos, empleados

en todas las soluciones numéricas de este trabajo, son

c = 12,

η = 0.5,

lo cual corresponde a los vectores de onda marginales ~k±

c = pcx̂± qcŷ del patrón de franjas,

con componentes

pc = 0.9804k0,

qc = 0.0392k0,

y formando un ángulo

θ = 11.31◦

con respecto a x̂. El quench del estado uniforme al estado de franjas oblicuas es simulado con

condiciones iniciales aleatorias para el parámetro de orden local ψ, empleando un campo

aleatorio de distribución gaussiana, con media y desviación estándar

〈ψ(~r, 0)〉 = 0,
√

〈ψ(~r, 0)2 − 〈ψ(~r, 0)〉2〉 =
√

ε, (4.46)

respectivamente. Una configuración t́ıpica del patrón de franjas oblicuas, obtenida median-

te la solución numérica del modelo no potencial 2 (4.13) para ε = 0.2157, se muestra en la

figura 4.3(a). Los dominios de franjas oblicuas presentan dos tipos de fronteras: fronteras

verticales o inclinadas formadas por arreglos densos de dislocaciones, y fronteras horizon-

tales en las que la fase del patrón periódico es continua y en donde el vector de onda de las

franjas cambia rápidamente de una orientación a otra (chevrones, por su forma en “V”).

Una configuración de un patrón experimental de rollos oblicuos en electroconvección de

nemáticos con alineación plana se muestra en la figura 4.3(b), el cual es morfológicamente

muy similar al obtenido numéricamente. Asimismo, se han observado dominios de rollos

oblicuos en la convección térmica de nemáticos, en donde la capa de nemático es someti-

da a una diferencia de temperatura, en forma similar a la convección de Rayleigh-Bénard

[74, 75, 76].

Identificación de dominios

Puesto que el interés principal de este trabajo es estudiar la dinámica de ordenamien-

to de los dominios, conviene hacer un mapeo del parámetro de orden local espacialmente

5Para los modelos potencial (4.11) y no potencial 1 (4.12), las soluciones numéricas encontradas son
estables e independientes de ∆t para 0 < ε < 0.6 y ∆t ≤ 1. Para 0.6 < ε se requiere reducir el paso de
tiempo a ∆t ≤ 0.5. En el caso del modelo no potencial (4.13) se debe emplear un paso de tiempo ∆t ≤ 0.5
en el intervalo 0 < ε < 0.4 y ∆t ≤ 0.1 en el intervalo 0.4 < ε.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.4: Identificación de dominios y defectos en un patrón de franjas oblicuas con ε
= 0.4118 a t = 500 (modelo no potencial 1): a) patrón localmente periódico; b) dominios

de franjas de diferente orientación correspondiente a la configuración en (a) (los dominios

blancos corresponden a ψd = +1 mientras que los negros a ψd = −1); c) fronteras de

chevrones del patrón en (a); d) dislocaciones del patrón en (a).
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Figura 4.5: a) Gráfica del factor de estructura S(~q, t) del parámetro de orden orientacional

ψd para el modelo no potencial 1, con ε = 0.2157 y a t = 200. b) Gráfica de densidad de la

figura (a).

modulado ψ(~r, t), a un campo escalar uniforme ψd(~r, t) que dependa solamente de la orien-

tación de las franjas en el punto ~r (fig. 4.4(b)). Tomando en cuenta la periodicidad del

patrón de franjas, cada una de las dos posibles orientaciones que puede tomar el vector de

onda puede ser identificada empleando el gradiente del campo escalar, ∇ψ = ∂xψx̂+∂yψŷ.

El parámetro de orden local en un dominio de franjas con vector de onda formando un

ángulo ±θ con respecto al eje x (o uno cercano a éste), satisface

(∂xψ)(∂yψ) > 0, ángulo +θ,
(∂xψ)(∂yψ) < 0, ángulo −θ,

siendo θ =
√

η/(c + η); (∂xψ)(∂yψ) ' 0 en una frontera de chevrones. Empleando estas

relaciones, es posible construir un parámetro de orden orientacional mediante el siguiente

campo escalar

ψd(~r, t) =

{

+1, si (∂xψ)(∂yψ) ≥ 0,
−1, si (∂xψ)(∂yψ) < 0.

Para caracterizar el tamaño de los dominios a lo largo de las direcciones x̂ y ŷ, se definen

dos longitudes de correlación, Lx(t) y Ly(t), de la siguiente manera. Consideremos el factor

de estructura del campo escalar ψd(~r, t), definido como

S(~q, t) ≡ 〈ψ̃d(~q, t)ψ̃d(−~q, t)〉, (4.47)

en donde los brakets indican un promedio sobre un ensamble de condiciones iniciales, y

ψ̃d(~q, t) denota la transformada de Fourier bidimensional del campo ψd(~r, t)

ψ̃d(~q, t) =

∫

ψd(~r, t)e
−i~q·~rd~r. (4.48)

En las figuras 4.5(a) y 4.5(b) se grafica el factor de estructura del campo orientacional ψd

para una configuración del patrón periódico a t = 200, con ε = 0.2157. Se observa que
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S(~q, t = 200) es en promedio más ancho a lo largo en la dirección ŷ que en la dirección

x̂, lo que indica que para esta configuración los dominios son en promedio más elongados

en la dirección x̂ que en la dirección ŷ. Por consiguiente, dada la posible anisotroṕıa en la

estructura de dominios, es razonable definir los factores de estructura (unidimensionales)

a lo largo de x̂ y ŷ, mediante

Sx(qx, t) =

∫

+∞

−∞

S(~q, t)dqy, (4.49)

Sy(qy, t) =

∫

+∞

−∞

S(~q, t)dqx. (4.50)

Se puede demostrar que estos factores de estructura unidimensionales son las transforma-

das de Fourier unidimensionales de las funciones de correlación del campo ψd(~r, t) en las

direcciones x̂ y ŷ, respectivamente. Estas funciones de correlación se definen como

Cx(x, t) =

∫

〈ψd(~r
′, t)ψd(~r

′ + xx̂, t)〉d~r′, (4.51)

Cy(y, t) =

∫

〈ψd(~r
′, t)ψd(~r

′ + yŷ, t)〉d~r′. (4.52)

Se definen las longitudes de correlación a los largo de x̂ y ŷ como los inversos de las

anchuras de las curvas de los factores de estructura unidimensionales Sx(qx, t) y Sy(qy, t),
respectivamente [2]

Lx(t) =

(
∫

∞

−∞

|qx|Sx(qx, t)dqx
∫

∞

−∞

Sx(qx, t)dqx

)

−1

, (4.53)

Ly(t) =

(
∫

∞

−∞

|qy|Sy(qy, t)dqy
∫

∞

−∞

Sy(qy, t)dqy

)

−1

. (4.54)

Más adelante discutiremos las formas simples que toman las funciones de correlación (4.51)

y (4.52) y los factores de estructura unidimensionales cuando se cumplen leyes de escala-

miento dinámico.

Identificación de defectos

Las fronteras de chevrones, que son las fronteras horizontales de dominios en las cuales

las franjas cambian de orientación sin cambiar su fase, son identificadas localizando los

puntos en los cuales el parámetro de orden orientacional ψd(~r, t), definido anteriormente,

cambia de signo a lo largo de la dirección ŷ. Esto es, el punto ~r′ = x′x̂ + y′ŷ es identificado

como frontera de chevron si

| ĺım
y→y′+

ψd(x
′, y, t) − ĺım

y→y′−
ψd(x

′, y, t)| = 2. (4.55)

Numéricamente, la densidad de chevrones, ρch(t), es definida como la fracción de nodos del

sistema discretizado que satisfacen (4.55). La configuración de las fronteras de chevrones
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del patrón de franjas oblicuas de la figura 4.4(a), identificadas por el método descrito

anteriormente, se muestra en la figura 4.4(c).

Las dislocaciones son identificadas tomando en cuenta el hecho de que la amplitud de un

patrón periódico se anula en el núcleo de una dislocación. Tomando a la cantidad definida

por

A2(~r, t) = ψ2(~r, t) +
1

k2

0

[∇ψ(~r, t)]2, (4.56)

como una medida del cuadrado de la amplitud del patrón periódico de franjas, las disloca-

ciones son identificadas numéricamente como los nodos para los que

A2(~r, t) ≤ A2

max, (4.57)

con A2

max una amplitud de corte. A2

max se define como una fracción del cuadrado del valor

de la amplitud más frecuente en el patrón de franjas. Esta última se determina haciendo

un histograma de la distribución de amplitudes en todo el sistema mediante (4.56). Una

vez localizado el valor más frecuente A2

M (que corresponde a las franjas sin defectos), se

define

A2

max = pmaxA2

M ,

con pmax una constante (0 < pmax < 1). En las soluciones numéricas realizadas en este

trabajo se elige pmax = 0.5. Posteriormente se aplica un procedimiento de filtrado adecuado

a los nodos de la red discretizada que cumplen con (4.57). La densidad de dislocaciones,

ρdis(t), es calculada como la fracción relativa de nodos obtenidos que cumplen con (4.57).

Una imagen t́ıpica de las dislocaciones del patrón de franjas oblicuas de la figura 4.4(a), se

muestra en la figura 4.4(d).

Las densidades de defectos, ρdis(t) y ρch(t), y las longitudes de correlación, Lx(t) y

Ly(t), son las cantidades estad́ısticas empleadas en este trabajo para describir la dinámica

de ordenamiento de los dominios de franjas oblicuas, pues su evolución temporal muestra

la forma en que el sistema se ordena y los dominios crecen en promedio en el tiempo.

Las densidades de defectos, ρdis(t) y ρch(t), fueron promediadas sobre diez diferentes

corridas (i) (condiciones iniciales) para cada valor de la profundidad del quench estudiado:

ρdis,ch(t) =
1

10

10
∑

i=1

ρ
(i)
dis,ch(t)

La forma de obtener las longitudes de correlación promedio Lx(t) y Ly(t) de los dominios

es un poco distinta. Primero se promediaron los factores de estructura bidimensionales

Sx(qx, t) y Sy(qy, t), calculados a partir de las ecuaciones (4.49) y (4.50), sobre diez condi-

ciones iniciales diferentes (i)

Sx,y(qx,y, t) =
1

10

10
∑

i=1

S(i)
x,y(qx,y, t)

y las longitudes de correlación fueron extráıdas de estos promedios mediante (4.53) y (4.54).

Los resultados numéricos obtenidos para la evolución temporal de las densidades de defectos

y las longitudes caracteŕısticas de los dominios se presentan en el siguiente caṕıtulo.
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Resultados de coarsening

Cerca del umbral de bifurcación (|rc| < ε ¿ 1), los tres modelos ((4.11), (4.12) y (4.13))

presentan configuraciones policristalinas similares correspondientes a patrones de franjas

oblicuas. Los dominios de franjas oblicuas quedan separados por fronteras de chevrones y

fronteras inclinadas y muy curvadas compuestas de arreglos densos de dislocaciones (Fig.

5.1(a)). Las dislocaciones aisladas son muy escasas. Ambos tipos de fronteras son móviles

y su traslación y aniquilación tienen como efecto global un incremento en el tiempo del ta-

maño promedio de los dominios. Esto puede observarse en las figuras 5.2(a)-5.2(f), en donde

se muestran algunas configuraciones a diferentes tiempos en el coarsening de dominios de

franjas oblicuas correspondientes al modelo no potencial 1 (4.12) con una profundidad del

quench ε = 0.0392. Los otros dos modelos (4.11 y 4.12) presentan una dinámica simi-

lar. Cerca del umbral de bifurcación la dinámica de fronteras (interfaces) queda descrita

correctamente por las ecuaciones de amplitud (4.37).

(a) (b)

Figura 5.1: Soluciones numéricas obtenidas a partir de una condición inicial aleatoria del

modelo no potencial 1 (4.12) a t = 1000, para diferentes valores de la profundidad del

quench: a) cerca del umbral de bifurcación (ε = 0.0392) y b) lejos del umbral (ε = 0.4118).

A medida que se incrementa la profundidad del quench y ε deja de ser despreciable com-

parado con 1 (0.1 < ε), correcciones de orden mayor deben ser incluidas en las ecuaciones
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.2: Soluciones numéricas del modelo no potencial 1 (4.12) a diferentes tiempos,

cerca del umbral de bifurcación (ε = 0.0392): a) t = 0 (condición inicial aleatoria); b)

t = 100; c) t = 250; d) t = 500; e) t = 1000; y f) t = 3000. Los modelos potencial (4.11) y

no potencial 2 (4.13) presenta configuraciones muy similares a éstas. Sólo se muestra una

porción de 400 × 400 nodos de un sistema de 1024 × 1024 nodos.
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de amplitud (4.37). Nos referiremos al coarsening con valores de ε no despreciables com-

parados con 1 como lejos del umbral de bifurcación. La anisotroṕıa del sistema comienza a

tener consecuencias marcadas en el crecimiento de los dominios. A diferencia del coarsening

cerca del umbral, que sólo depende de propiedades de simetŕıa del sistema, lejos del umbral

se observan diferencias entre la dinámica de ordenamiento de los tres modelos. La forma

ligeramente curvada de los dominios cerca del umbral de bifurcación cambia a formas alar-

gadas cuasi-rectangulares (a tiempos cortos) con fronteras de chevrones casi paralelas a la

dirección x̂ y arreglos de dislocaciones orientados cerca de la dirección ŷ (figura 5.1(b)).

Asimismo, las fronteras de chevrones permanecen prácticamente inmóviles mientras que las

dislocaciones son los defectos que se mueven y permiten el ordenamiento del patrón en el

tiempo. Configuraciones de dominios de rollos oblicuos muy parecidas han sido observadas

experimentalmente en electroconvección de nemáticos con alineación plana [26, 27].

5.1. Selección del número de onda

Antes de investigar las leyes de crecimiento de dominios en el coarsening, abordamos

el problema de selección del número de onda del patrón periódico, puesto que puede jugar

un papel importante en la dinámica de defectos subsecuente [17, 36, 37, 61, 85]. El número

de onda predominante k del patrón de franjas oblicuas, a un tiempo t dado, es obtenido

numéricamente localizando la posición del máximo del factor de estructura del campo

escalar ψ: S(~k, t) = 〈ψ̃(~k, t)ψ̃(−~k, t)〉.
En forma similar al modelo potencial isotrópico de Swift-Hohenberg (2.5) [8, 12], el

número de onda seleccionado k en el modelo potencial (4.1) corresponde a aquel que mini-

miza el funcional de Lyapunov (4.3). Después de un transitorio corto, k tiende a un valor

prácticamente constante que es igual al número de onda marginal que maximiza la razón

de crecimiento lineal (4.15) (ver Fig. 5.3(a))

kc =
√

p2
c + q2

c =

√

c + 2η

c + 2η − η2
k0. (5.1)

El número de onda seleccionado en el caso de los modelos no potenciales 1 (4.12) y 2 (4.13)

también está muy cercano a kc suficientemente cerca del umbral de bifurcación (ε ¿ 1),

como se muestra en las Figs. 5.3(b) y 5.3(c) para ε = 0.0392. Esto sucede puesto que

cerca del umbral de bifurcación, los términos no lineales tienen un efecto muy débil en

la selección del vector de onda predominante del patrón periódico. Por ejemplo, Tesauro

y Cross [82] encontraron que para el modelo isotrópico no potencial de Swift-Hohenberg

con un término no lineal parecido al del modelo anisotrópico no potencial 2 (4.13), el

número de onda seleccionado difiere de kc en O(ε) cuando ε → 0. Entonces, para ε ¿ 1,

se espera que, independientemente de la forma (potencial o no potencial) del término no

lineal en la ecuación modelo, el vector de onda predominante seleccionado en el patrón

sea muy cercano al que maximiza la razón lineal de crecimiento (4.15). La simetŕıa del

término no lineal (cúbico en los 3 modelos estudiados) asegura la saturación del crecimiento

exponencial de los modos linealmente más inestables, y la estabilidad de las estructuras de

franjas periódicas oblicuas emergentes con respecto a otros patrones (estructuras bimodales,

franjas onduladas, etc.) para los valores del parámetro de control 0 < r estudiados.
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Figura 5.3: Evolución temporal del número de onda predominante k del patrón de franjas

oblicuas para diferentes profundidades del quench, en el modelo potencial (a), no potencial

1 (b) y no potencial 2 (c). El número de onda marginal obtenido del anaĺısis lineal es

kc = 1.0098k0.
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Una propiedad que ha sido observada en la dinámica no potencial del modelo isotrópico

de Swift-Hohenberg (2.24) es la dependencia del número de onda seleccionado en el patrón

periódico de franjas con la intensidad del quench: el número de onda seleccionado disminuye

al aumentar la profundidad del quench [17, 82]. En algunos casos el mecanismo de selección

en sistemas no potenciales es el de aquellos modos para los cuales las dislocaciones aisladas

permanecen inmóviles [17]. Sin embargo, el mecanismo de selección no es único, como ocurre

en patrones periódicos modelados por ecuaciones con estructura potencial. En modelos

potenciales el mecanismo de selección del número de onda parece ser en todos los casos el

de los modos que maximizan la razón de crecimiento lineal y que generalmente coinciden con

los modos que minimizan su funcional de Lyapunov [8, 17]. Para los modelos potencial (4.11)

y no potenciales (4.12) y (4.13), se encuentran resultados para la evolución temporal del

número de onda seleccionado cualitativamente similares con los de los modelos isotrópicos.

En el caso del modelo potencial (4.11), el número de onda seleccionado corresponde a kc,

dado por (5.1), independientemente de la profundidad del quench (Fig. 5.3(a)). Para los

modelos no potenciales 1 y 2, el número de onda seleccionado disminuye a medida que se

incrementa la profundidad del quench (figuras 5.3(b) y 5.3(c)). Este efecto en la periodicidad

del patrón de franjas es mucho más intenso para el modelo no potencial 2. Para el modelo

no potencial 1 (4.12) el número de onda predominante k del patrón de franjas oblicuas se

mantiene cercano (|k−kc|/kc < 0.03) al valor marginal kc (dado por la Ec. (4.17)) para un

intervalo relativamente amplio de la profundidad del quench (ε < 35|rc|, con rc = −0.0196).

Por consiguiente, la primera diferencia dinámica entre los tres modelos (4.11), (4.12) y

(4.13) lejos del umbral de bifurcación es la selección del número de onda predominante en

el patrón periódico. Esto puede tener consecuencias muy importantes en la dinámica de

defectos y dar lugar a diferencias en el coarsening de cada modelo cuando se incrementa ε.
Algunos resultados experimentales muestran que el número de onda predominante de los

rollos oblicuos en electroconvección de nemáticos, disminuye al incrementar la profundidad

del quench [61], en forma cualitativalente similar a los resultados numéricos de los modelos

no potenciales 1 y 2. Lo anterior justifica el empleo de modelos no potenciales con las

simetŕıas adecuadas para describir formación de patrones de franjas oblicuas en situaciones

experimentales.

5.2. Evolución temporal de las longitudes de correlación

Las evoluciones temporales de las longitudes de las longitudes de correlación, Lx(t) y

Ly(t), son mostradas en las Figs. 5.4-5.5 (modelo potencial), 5.6-5.7 (modelo no potencial

1) y 5.8-5.9 (modelo no potencial 2), para diferentes valores de ε.
Cerca del umbral (ε = 0.0392), las leyes de crecimiento de Lx(t) and Ly(t) quedan bien

ajustadas por las leyes de potencia

Lx(t) ∼ t1/zx , Ly(t) ∼ t1/zy , (5.2)

en donde 1/zx = 1/zy ≈ 0.45 para los tres modelos, como puede observarse en las Figs.

5.4-5.9. A tiempos grandes (104 < t) se observan desviaciones con respecto a las leyes de

potencia (5.2). Estas desviaciones se deben a efectos de tamaño finito, que ocurren cuando
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Figura 5.4: Evolución temporal de la longitud de correlación a lo largo de x̂ para diversos

valores de la profundidad del quench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de

su posición original en la gráfica para distinguirlas entre śı con mayor claridad.
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Figura 5.5: Evolución temporal de la longitud de correlación a lo largo de ŷ para diversos

valores de la profundidad del quench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de

su posición original en la gráfica para distinguirlas entre śı con mayor claridad.
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Figura 5.6: Evolución temporal de la longitud de correlación a lo largo de x̂ para diversos

valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 1). Las curvas han sido movidas

de su posición original en la gráfica para distinguirlas entre śı con mayor claridad.
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Figura 5.7: Evolución temporal de la longitud de correlación a lo largo de ŷ para diversos

valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 1). Las curvas han sido movidas

de su posición original en la gráfica para distinguirlas entre śı con mayor claridad.
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Figura 5.8: Evolución temporal de la longitud de correlación a lo largo de x̂ para diversos

valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 2).
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Figura 5.9: Evolución temporal de la longitud de correlación a lo largo de ŷ para diversos

valores de la profundidad del quench (modelo no potencial 2).



5.2 Evolución temporal de las longitudes de correlación 58

 1

 10

 100

 100  1000  10000  100000

L
o
n
g
it

u
d
 d

e
 c

o
rr

e
la

c
io

n

t

L

L

    x

    y

cruce

|̂

L

L

    x

    y

cruce

|̂

Figura 5.10: Evolución temporal de las longitudes de correlación para ε = 0.4118 (modelo

no potencial 1). En t∗ ≈ 23000 ambas curvas se intersectan (Lx = Ly).

el tamaño de los dominios es comparable con el tamaño total del sistema. Cabe mencionar

que los efectos de tamaño finito pueden conducir a evoluciones temporales de las longitudes

de correlación que obedecen aparentemente leyes de potencia tn con exponentes efectivos

n ≤ 1/zx, 1/zy, como se muestra en las Figs. 5.4-5.5 para ε = 0.0392 y 20000 < t. Estos

resultados son similares a los obtenidos previamente por Boyer [30], en donde se reportan

leyes de crecimiento consistentes con un exponente cercano a 1/2 cerca del umbral de

bifurcación a tiempos intermedios. El valor 1/2 es t́ıpico de procesos controlados por la

curvatura de las interfaces, como se discutirá más adelante. En la sección 5.5.1 se presentan

argumentos anaĺıticos basados en las ecuaciones de amplitud (4.37) que muestran que

los tres modelos de formación de patrones de franjas oblicuas anisotrópicas, pueden ser

reducidos cerca del umbral a una ecuación de Ginzburg-Landau isotrópica para el parámetro

de orden orientacional ψd, definido en el caṕıtulo anterior.

Para valores intermedios de ε, comprendidos al menos en el intervalo [0.2157, 0.4118]

en el caso del modelo potencial y el modelo no potencial 1, las leyes de evolución temporal

de las longitudes de correlación quedan bien ajustadas por leyes de potencia de la forma

(5.2), pero con dos exponentes distintos: 1/zx ≈ 0.33 y 1/zy ≈ 0.45, como se muestra en

las Figs. 5.4-5.7 para ε = 0.2157 y ε = 0.4118. Este comportamiento se observa también

para el modelo no potencial 2, pero en un intervalo de valores de ε menor. Por ejemplo,

para ε = 0,1176 se observan las leyes Lx(t) ∼ t0.33 y Ly(t) ∼ t0.45 hasta t ' 104, como se

muestra en las Figs. 5.8-5.9.

Este régimen de coarsening, caracterizado por dos exponentes de crecimiento bien de-

finidos (1/zx ≈ 0.33 y 1/zy ≈ 0.45), indica que Ly crece más rápidamente que Lx. Sin

embargo, a tiempos cortos los dominios son en promedio más elongados a lo largo de x̂
que de ŷ (Lx > Ly), por lo que existe un tiempo caracteŕıstico t∗ tal que Lx(t∗) = Ly(t

∗).

Cuando t > t∗, los dominios se vuelven más elongados a lo largo de ŷ (ver Fig. 5.10). Sin
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Figura 5.11: Evolución temporal de las longitudes de correlación para ε = 0.3137 (modelo

no potencial 2). En t∗ ≈ 3000 ambas curvas se intersectan (Lx = Ly).

embargo, dadas las limitaciones impuestas por el tamaño finito del sistema y el tiempo de

cómputo, sólo se investigó el coarsening hasta t = 40000.

Para valores suficientemente grandes de ε, la evolución temporal de ambas longitudes

de correlación, Lx(t) and Ly(t), se vuelve muy lenta en el caso del modelo potencial y

no potencial 1, como se muestra en las Figs. 5.4-5.7 para ε = 0.8039. Para este valor de

ε las evoluciones temporales de las longitudes de correlación aún pueden ser ajustadas a

leyes de potencia de la forma (5.2), con exponentes efectivos de crecimiento 1/zx, 1/zy <
1/10. Este régimen de coarsening está fuertemente influenciado por los llamados efectos no

adiabáticos, que conducen a un congelamiento de la dinámica de ordenamiento a tiempos

intermedios y largos (ver caṕıtulo 6). La transición a esta dinámica lenta de ordenamiento

es relativamente abrupta, puesto que para ε = 0.6078, las evoluciones temporales de las

longitudes de correlación aún quedan bien ajustada por las leyes Lx(t) ∼ t0.30 y Ly(t) ∼ t0.42

para el modelo potencial, y Lx(t) ∼ t0.30 y Ly(t) ∼ t0.5 para el modelo no potencial 1.

Mientras que la dinámica de ordenamiento del modelo no potencial 1 es similar a la

del modelo potencial para un amplio intervalo de valores de ε, los términos no lineales

del modelo no potencial 2 tienen efectos más dramáticos lejos del umbral de bifurcación.

Para ε = 0.2157 y ε = 0.3137 ambas longitudes de correlación crecen más rápido que

leyes de potencia simples a tiempos intermedios y grandes (ver Figs. 5.8-5.9). Solamente

a tiempos cortos (t < 103), su evolución temporal se ajusta adecuadamente a leyes de

potencia con 1/zx ≤ 1/3 y 1/zy ≤ 0.45. Se observa que Ly(t) crece más rápidamente que

Lx(t) y que a tiempos cortos Lx > Ly, por lo que existe un tiempo caracteŕıstico t∗ para

el cual Lx(t∗) = Ly(t
∗). No obstante, dado que el crecimiento de Ly es muy rápido, este

tiempo caracteŕıstico es relativamente corto: t∗ ≈ 3000 (ver figura 5.11).

Para el valor ε ≈ 20|rc| ≈ 0.384, el modelo no potencial 2 presenta una bifurcación

secundaria de franjas oblicuas a franjas normales. Este punto de bifurcación impide estu-
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Figura 5.12: Patrón de franjas normales a t = 1000 que aparece como una bifurcación

secundaria en el modelo no potencial 2 cuando se cruza el valor cŕıtico del parámetro

de control principal r0 = 19|rc| ≈ 0.3725. Los únicos defectos topológicos presentes son

dislocaciones aisladas.

diar el coarsening de franjas oblicuas para valores más grandes de ε. Los únicos defectos

topológicos presentes el el patrón de franjas normales son las dislocaciones aisladas, puesto

que no hay fronteras que separen diferentes fases espacialmente moduladas (ver Fig. 5.12).

Un estudio numérico de la dinámica de ordenamiento en patrones de franjas normales

anisotrópicas ha sido efectuado recientemente empleando como modelo la ecuación (4.8)

[78].

5.3. Evolución temporal de las densidades de defectos

Los resultados mostrados anteriormente para las leyes de crecimiento de las longitudes

de correlación a lo largo de x̂ y ŷ son respaldados por los resultados de las leyes de decai-

miento de las densidades de defectos (fronteras de chevrones y dislocaciones) presentados

en esta sección. Suponiendo que la hipótesis de escalamiento dinámico (ver siguiente sec-

ción) es válida a lo largo de las direcciones x̂ y ŷ, se pueden obtener relaciones entre las

leyes de evolución de las longitudes de correlación y de las densidades de defectos mediante

un simple argumento geométrico. Las longitudes medias de los dominios a lo largo de x̂ y

ŷ deben ser proporcionales a Lx(t) y Ly(t), respectivamente (Fig. 5.13). Entonces el área

t́ıpica de los dominios debe ser proporcional a Lx(t)Ly(t), de donde el número de dominios

en el sistema (de área total constante S) al tiempo t debe ser

N(t) ∼
S

Lx(t)Ly(t)
∼

1

Lx(t)Ly(t)
.

Por otro lado, el número de dislocaciones en un dominio, localizadas principalmente en las

fronteras verticales, debe ser proporcional a Ly(t), por lo que la densidad de dislocaciones
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Figura 5.13: Dominio de franjas oblicuas con vector de onda ~k−

c obtenido de la solución

numérica del modelo no potencial 1 (4.12) a t = 500, para ε = 0.0392. Suponiendo que éste

es un dominio t́ıpico en el coarsening, la hipótesis de escalamiento dinámico a lo largo de x̂
y ŷ implica que las únicas escalas de longitud relevantes a lo largo de esas direcciones son

proporcionales a Lx(t) y Ly(t), respectivamente.

en el sistema al tiempo t debe ser

ρdis(t) ∼ N(t)Ly(t) ∼
1

Lx(t)
. (5.3)

De manera similar, la longitud t́ıpica de una frontera de chevrones, orientada casi paralela

a x̂, debe ser proporcional a Lx(t). Entonces la densidad de chevrones en el sistema al

tiempo t debe ser

ρch(t) ∼ N(t)Lx(t) ∼
1

Ly(t)
. (5.4)

Por consiguiente, si en los reǵımenes de coarsening en los que las longitudes de correla-

ción obedecen las leyes (5.2) el sistema presenta escalamiento dinámico, se espera que las

densidades de defectos sean consistentes con las leyes

ρdis(t) ∼ t−1/z
dis , ρch(t) ∼ t−1/z

ch , (5.5)

con zdis ≈ zx y zch ≈ zy.

Las evoluciones temporales de las densidades de defectos, ρdis y ρch, son mostradas en

las Figs. 5.14-5.15 (modelo potencial), 5.16-5.17 (modelo no potencial 1) y 5.18-5.19 (modelo

no potencial 2), para diferentes valores de ε. Cerca del umbral de bifurcación, el decaimiento

temporal de ρdis y ρch queda bien ajustado por las leyes (5.5), con zdis = zch = 0.45 para

los modelos potencial y no potencial 1, mientras que zdis = zch = 0.5 para el modelo no

potencial 2, como puede observarse en las Figs. 5.14-5.19 para ε = 0.0392. Este resultado

muestra que las relaciones (5.3) y (5.4) se satisfacen adecuadamente y además sugiere que

la dinámica de ordenamiento es isotrópica cerca del umbral. Esto es, el crecimiento de
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Figura 5.14: Evolución temporal de la densidad de dislocaciones para diversos valores de

la profundidad del quench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de su posición

original en la gráfica para distinguirlas entre śı con mayor claridad.
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profundidad del quench (modelo potencial). Las curvas han sido movidas de su posición

original en la gráfica para distinguirlas entre śı con mayor claridad.
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Figura 5.16: Evolución temporal de la densidad de dislocaciones para diversos valores de

la profundidad del quench (modelo no potencial 1). Las curvas han sido movidas de su

posición original en la gráfica para distinguirlas entre śı con mayor claridad.
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Figura 5.18: Evolución temporal de la densidad de dislocaciones para diversos valores de

la profundidad del quench (modelo no potencial 2).

 0.001

 0.01

 0.1

 100  1000  10000  100000

ρ

t

~t

~t

~t

- 0.5

- 0.5

- 0.7

c
h

ε

~t

~t

~t

- 0.5

- 0.5

- 0.7

c
h

ε = 0.0392
= 0.1176
= 0.2157
= 0.3137

Figura 5.19: Evolución temporal de la densidad de chevrones para diversos valores de la

profundidad del quench (modelo no potencial 2).



5.3 Evolución temporal de las densidades de defectos 65

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.20: Soluciones numéricas del modelo no potencial 1 (4.12) a diferentes tiempos,

para ε = 0.2157: a) t = 100; b) t = 250; c) t = 500; d) t = 2000; e) t = 8000; y f) t = 20000.

El modelo potencial (4.11) presenta configuraciones muy similares a éstas.
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(a) (b)

Figura 5.21: Reducción de la longitud de una frontera de chevrones (en rojo) por el movi-

miento horizontal de dos arreglos inclinados de dislocaciones de carga topológica opuesta

para el modelo no potencial 1, con ε = 0.2157 a: a) t = 8000 y b) t = 12000. Las flechas

indican la dirección y sentido de movimiento de los arreglos de dislocaciones. La frontera

horizontal permanece inmóvil en este proceso y su aniquilación tiene como consecuencia

la aniquilación del par de dislocaciones de carga topológica opuesta (encerradas por los

ćırculos azules).

dominios en cualquier dirección queda caracterizado por una única ley de la forma t1/z, con

z ≈ 2. Para 10000 < t se observan desviaciones de estas leyes debido a efectos de tamaño

finito.

Al incrementar el valor de ε, la dinámica de defectos se vuelve anisotrópica y el decai-

miento de las densidades de cada uno de los dos tipos de defectos (fronteras de chevrones

y dislocaciones) obedece leyes diferentes. Las Figs. 5.20(a)-5.20(f) muestran configuracio-

nes del patrón de franjas oblicuas del modelo no potencial 1 a diferentes tiempos en este

régimen de coarsening (con ε = 0.2157). Las fronteras de chevrones son bloquedas y perma-

necen prácticamente inmóviles, mientras que el coarsening es controlado por el movimiento

de dislocaciones, principalmente a lo largo de x̂. La reducción de la longitud de una fron-

tera horizontal ocurre por el movimiento horizontal de arreglos de dislocaciones de carga

topológica opuesta localizados en sus extremos, como se muestra en las Figs. 5.21(a) y

5.21(b). Adicionalmente, la aniquilación de una frontera horizontal tiene como consecuen-

cia la aniquilación de un par de dislocaciones de carga topológica opuesta. Este mecanismo

de reducción de longitud de interfaces ha sido identificado experimentalmente en electro-

convección [27].

Para valores moderados de ε, las relaciones (5.3) y (5.4) también se cumplen, a pesar de

que la dinámica de defectos es anisotrópica. En las figuras 5.14-5.17 se muestra que en el

caso de los modelos potencial y no potencial 1, para ε = 0.2157 y ε = 0.4118, ρdis(t) y ρch(t)
decaen obedeciendo las leyes de potencia (5.5), pero ahora con dos exponentes diferentes:

1/zdis ≈ 0.33 y 1/zch ≈ 0.45. Estos mismos dos exponentes de decaimiento son observados

en la evolución temporal de las densidades de defectos en el caso del modelo no potencial

2 para ε = 0.1157 y t < 104, como se muestra en las Figs. 5.18-5.19.

Para una profundidad del quench ε = 31|rc| = 0.6078, las evoluciones temporales de

las densidades de defectos cambian ligeramente con respecto a aquellas para 0.2157 ≤ ε ≤
0.4118 en el caso de los modelos potencial y no potencial 1. La evolución temporal de ρdis(t)
se ajusta a la ley de decaimiento t−1/z

dis , con 1/zdis ≈ 0.28, mientras que la evolución de
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.22: Soluciones numéricas del modelo no potencial 1 (4.12) a diferentes tiempos,

para ε = 0.8039: a) t = 100; b) t = 500; c) t = 2000; d) t = 5000; e) t = 10000; y f)

t = 20000. El modelo potencial (4.11) presenta configuraciones muy similares a éstas.
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ρch(t) se ajusta a la ley t−1/z
ch , con 1/zch ≈ 0.5 para el modelo potencial y 1/zch ≈ 0.6

para el modelo no potencial 1. Para este valor de ε comienzan a observarse desviaciones de

las relaciones (5.3) y (5.4).

Al igual que con las longitudes de correlación, al incrementar el valor de ε por arriba de

ε = 0.6078 se verifica que ocurre una transición abrupta en la dinámica de ordenamiento

para los modelos potencial y no potencial 1. Se observa un nuevo régimen de coarsening

para el cual la dinámica de defectos topológicos, tanto de fronteras de chevrones como de

dislocaciones, es extremadamente lenta, como puede observarse en las configuraciones del

patrón periódico a diferentes tiempos para ε = 0.8039, en las Figs. 5.22(a)-5.22(f). En este

caso las evoluciones temporales de ρdis(t) y ρch(t) se ajustan a tiempos cortos (del orden de

t < 2000) con leyes de potencia de la forma (5.5), en donde 10 < zdis, zch. Para 2000 < t, se

saturan a valores prácticamente constantes, indicando que los defectos son bloquedos y el

sistema permanece congelado y altamente desordenado, con una gran cantidad de defectos

topológicos que no logran ser aniquilados (ver Fig. 5.22(f)).

En el caso del modelo no potencial 2, la dinámica de defectos topológicos conduce a

un comportamiento opuesto al de las leyes de decaimiento de defectos de los otros dos

modelos: al incrementar ε el decaimiento se acelera, presentando un comportamiento más

rápido que el de leyes de potencia simples. Esto puede observarse en las Figs. 5.18 y 5.19

para ε = 0.2157 y ε = 0.3137. A tiempos cortos (t < 103) es posible ajustar las evoluciones

temporales de ρdis y ρch a las leyes de potencia t−1/z
dis y t−1/z

ch , con 3 ≤ zdis y 2 ≤ zch,

respectivamente. No obstante, para 103 < t los efectos no potenciales dominan la dinámica

de dislocaciones y el patrón de franjas oblicuas alcanza configuraciones muy ordenadas

en las que los defectos topológicos predominantes son fronteras curvadas y verticales de

dislocaciones, como se muestra en las Figs. 5.23(a)-5.23(f).

5.4. Escalamiento dinámico

En el caso del coarsening de sistemas isotrópicos bidimensionales con parámetro de

orden local uniforme, las simulaciones numéricas y los experimentos parecen respaldar la

validez de la hipótesis de escalamiento dinámico [2]. Una forma de verificar esta hipótesis es

considerar a alguna longitud caracteŕıstica, L(t) (obtenida numérica o experimentalmente
1), como la única escala de longitud relevante en la dinámica de ordenamiento del sistema.

Si todas las coordenadas (x, y) se dividen por L(t), la hipótesis de escalamiento dinámico

implica que la estructura del sistema es estad́ısticamente independiente del tiempo. Para

sistemas isotrópicos, lo anterior implica que la función de correlación radial del sistema

debe tener la forma

C(r, t) = f

(

r

L(t)

)

, (5.6)

1La longitud caracteŕıstica de las fases de simetŕıa rota puede ser extráıda de diversas maneras, de-
pendiendo del sistema bajo estudio. Por ejemplo, se puede extraer de la anchura de la curva del factor de
estructura del campo escalar correspondiente al parámetro de orden local que describe al sistema, o de la
posición del máximo en el factor de estructura [2].
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.23: Soluciones numéricas del modelo no potencial 2 (4.13) a diferentes tiempos,

para ε = 0.2157: a) t = 100; b) t = 250; c) t = 500; d) t = 1000; e) t = 2000; y f) t = 4000.
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con r = ||~r|| = ||xx̂+ yŷ||, mientras que el factor de estructura (la transformada de Fourier

bidimensional de la función de correlación) tiene la forma

S(q, t) = L(t)2f̃(qL(t)), (5.7)

siendo f̃ la transformada de Fourier 2D de la función f y q = ||~q|| = ||qxx̂ + qyŷ||, con ~q
el vector conjugado a ~r en el espacio de Fourier. Por consiguiente, para verificar si L(t)
es realmente la escala de longitud caracteŕıstica en el coarsening y si el sistema presenta

escalamiento dinámico, al graficar a C(r, t) como función de r/L(t), se debe obtener una

curva única (f) con un perfil independiente del tiempo. Equivalentemene, al graficar a

S(q, t)/L(t)2 como función de qL(t) se debe obtener una curva única (f̃) independiente del

tiempo.

En el caso bajo estudio en el presente trabajo, la anisotroṕıa intŕınseca del sistema

conduce a suponer a priori la existencia de al menos dos escalas de longitud caracteŕısticas,

siendo las más naturales aquellas asociadas con las direcciones favorecidas x̂ y ŷ. Para

verificar la hipótesis de escalamiento dinámico en este caso (en cada una de las direcciones

de interés), se debe hacer una pequeña modificación a la prueba mencionada anteriormente

para sistemas isotrópicos. Suponiendo que el crecimiento de los dominios se lleva a cabo de

manera autosimilar a lo largo de cada una de las direcciones x̂ y ŷ, y suponiendo además

que las longitudes de correlación Lx(y) y Ly(t) (obtenidas numéricamente mediante las

fórmulas (4.53) y (4.54)) son respectivamente las únicas escalas de longitud relevantes

en el coarsening a lo largo de dichas direcciones, entonces las funciones de correlación

unidimensionales (4.51) y (4.52) deben tener la forma

Cx(x, t) = fx

(

x

Lx(t)

)

, (5.8)

Cy(y, t) = fy

(

y

Ly(t)

)

, (5.9)

y sus transformadas de Fourier unidimensionales, los factores de estructura unidimensio-

nales (4.49) y (4.50), deben obedecer el siguiente ansatz

Sx(qx, t) = Lx(t)f̃x(qxLx(t)), (5.10)

Sy(qy, t) = Ly(t)f̃y(qyLy(t)). (5.11)

En consecuencia, si hay escalamiento dinámico a lo largo de las direcciones x̂ y ŷ, al graficar

a Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) se deben obtener curvas a diferentes tiempos que

colapsan todas sobre una única curva con perfil independiente del tiempo. Análogamente,

al graficar a Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) se debe obtener una única curva

independiente del tiempo (no necesariamente la misma curva que aquella en correspondiente

a la dirección x̂). En las figuras 5.24(a) y 5.25(a) se muestran las curvas de los factores de

estrucutura unidimensionales a diferentes tiempos, para un quench de ε = 0.0392. Sx(qx, t)
y Sy(qy, t) son calculados a partir de las ecuaciones (4.47), (4.49) y (4.50). En las figuras

5.24(b) y 5.25(b) se observa que cuando Sx(qx, t) y Sy(qy, t) son escalados adecuadamente

por las longitudes de correlación Lx(t) y Ly(t), respectivamente, obedecen muy bien el
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ansatz (5.10) y (5.11) en un intervalo de tiempo de dos órdenes de magnitud. Esto muestra

que en efecto, la hipótesis de escalamiento dinámico se cumple a lo largo de las direcciones

x̂ y ŷ. Las únicas escalas de longitud relevantes a lo largo de estas dos direcciones son las

longitudes de correlación Lx(t) y Ly(t) (que caracterizan a las longitudes medias horizontal

y vertical de los dominios, respectivamente), y el crecimiento unidimensional de dominios

a lo largo de dichas direcciones es autosimilar y estad́ısticamente independiente del tiempo

cuando las coordenadas x y y se escalan por Lx(t) y Ly(t), respectivamente.
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Figura 5.24: a) Curvas del factor de estructura Sx(qx, t) a diferentes tiempos para el modelo

no potencial 2 cerca del umbral de bifurcación (ε = 0.0392); b) verificación de la hipótesis

de escalamiento dinámico a lo largo de x̂ para las curvas mostradas en (a).
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Figura 5.25: Curvas del factor de estructura Sy(qy, t) a diferentes tiempos para el modelo

no potencial 2 cerca del umbral de bifurcación (ε = 0.0392); b) verificación de la hipótesis

de escalamiento dinámico a lo largo de ŷ para las curvas mostradas en (a).

Las curvas de los factores de estructura unidimensionales obedecen razonablemente el

ansatz (5.10) y (5.11) incluso en el régimen de coarsening caracterizado por dos exponentes

diferentes con zx ≈ 3 y zy ≈ 2, como se muestra en las Figs. 5.26(a) y 5.26(b) para ε =
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Figura 5.26: a) Gráficas de Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) a diferentes tiempos

para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.2157); b) gráficas de

Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial

1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.2157).

0.2157, y en las Figs. 5.28(a) y 5.28(b) para ε = 0.4118. No obstante, los picos centrales en

estas gráficas, Sx(qx = 0, t)/Lx(t) y Sy(qy = 0, t)/Ly(t), crecen ligeramente en el tiempo en

vez de permanecer constantes. Entonces, a diferencia del coarsening cerca del umbral de

bifurcación (y de la mayoŕıa de procesos de coarsening en sistemas con fases de simetŕıa rota

uniformes), el crecimiento de dominios no es autosimilar, lo que indica que existen varias

escalas de longitud en el sistema que posiblemente crecen con leyes diferentes. Sin embargo,

el hecho de que aparentemente en las figuras 5.26(a) y 5.26(b) se observen desviaciones del

ansatz (5.10) y (5.11) solamente cuando qx, qy ' 0 (para ε = 0.2157 y ε = 0.4118), sugiere

que sigue habiendo escalamiento dinámico localmente en el sistema. Podemos clasificar a

las correlaciones en el sistema de la siguiente forma:

1. Correlaciones a distancias grandes: |qxLx(t)| ¿ 1 y |qyLy(t)| ¿ 1. Estas correlaciones

corresponden distancias de orden lx y ly, en donde lx y ly son las longitudes totales

del sistema en las direcciones x̂ y ŷ, respectivamente.

2. Correlaciones a distancias medias: |qxLx(t)| ∼ 1 y |qyLy(t)| ∼ 1. Estas correlaciones

corresponden a distancias de orden Lx(t) y Ly(t), esto es, de unas cuantas veces los

tamaños medios de los dominios en las direcciones x̂ y ŷ, respectivamente.

3. Correlaciones a distancias cortas: 1 ¿ |qxLx(t)| y 1 ¿ |qyLy(t)|. Estas correlaciones

corresponden a distancias mucho menores al tamaño promedio de los dominios en las

direcciones x̂ y ŷ.

El hecho de que los picos centrales de las gráficas en las figuras antes mencionadas

crezcan en el tiempo muestra que las funciones de correlación a distancias grandes a lo

largo de x̂ y ŷ dependen de unas longitudes de correlación que crecen en el tiempo más

rápidamente que Lx(t) y Ly(t), respectivamente. Dicho de otra manera, la longitud de

correlación depende de la escala considerada.
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Figura 5.27: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sx(qx, t)/Lx(t) como función

de qxLx(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación

(ε = 0.2157). La ĺınea continua (∼ [qxLx(t)]−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de

x̂. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε =

0.2157). La ĺınea continua (∼ [qyLy(t)]
−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de ŷ.
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Figura 5.28: a) Gráficas de Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) a diferentes tiempos

para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.4118); b) gráficas de

Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial

1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.4118).
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Figura 5.29: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sx(qx, t)/Lx(t) como función

de qxLx(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación

(ε = 0.4118). La ĺınea continua (∼ [qxLx(t)]−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de

x̂. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε =

0.4118). La ĺınea continua (∼ [qyLy(t)]
−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de ŷ.

Para correlaciones a distancias medias, se puede considerar que hay escalamiento dinámi-

co a lo largo de las direcciones x̂ y ŷ, con longitudes de correlación Lx(t) y Ly(t) dadas por

las fórmulas (4.53) y (4.54). Esto puede ser observado en las figuras 5.26(a) y 5.26(b) para

ε = 0.2157, y 5.28(a) y 5.28(b) para ε = 0.4118. En estas gráficas, los perfiles de las cur-

vas Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) y Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) son

prácticamente independientes del tiempo en los intervalos 0.5 < |qxLx(t)| y 0.5 < |qyLy(t)|,
respectivamente.

Las correlaciones a distancias cortas requieren un poco más de cuidado, dado que las

magnitudes de los factores de estructura unidimensionales son mucho menores (en algu-

nos órdenes de magnitud). Vale la pena hacer referencia a un resultado muy general para

las correlaciones a distancias cortas en el coarsening de sistemas isotrópicos con fases de

simetŕıa rota uniformes, conocido como ley de Porod [2]. Esta ley establece la forma fun-

cional expĺıcita para la cola del factor de estructura y fue deducida por primera vez en el

problema de dispersión por un medio bifásico [83].

Por simplicidad, consideremos el coarsening de un sistema d-dimensional descrito por

un parámetro de orden escalar φ(~r) con fases de simetŕıa rota φ = +1 y φ = −1, sepa-

radas por interfaces de anchura ξ (la escala más pequeña del problema). Por el momento

consideraremos la configuración del sistema a un tiempo fijo, por lo que ignoraremos la

dependencia expĺıcita con t. Consideremos dos puntos ~x y ~x + ~r, con ξ ¿ r ¿ L, en donde

r = ||~r|| y L es la longitud media de los dominios. El producto φ(~x)φ(~x +~r) es −1 si existe

una interfaz entre ambos puntos, y +1 si no hay ninguna interfaz. Como r ¿ L, la pro-

babilidad de que exista más de una interfaz entre ambos puntos puede ser despreciada. La

probabilidad de encontrar una interfaz es de orden r/L, por lo que la función de correlación
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radial C(r, t) ≡ 〈φ(~x)φ(~x + ~r)〉 es aproximadamente

C(r, t) ' (−1) × O(r/L) + (+1) × (1 − O(r/L)),

= 1 − O(r/L), (5.12)

La expresión (5.12) implica que, para correlaciones a distancias cortas, ξ ¿ r ¿ L, la cola

del factor de estructura S(q, t) ≡ 〈φ̃(~q)φ̃(−~q)〉 tiene la forma de ley de potencia dada por

S(q, t) ∼
1

Lqd+1
. (5.13)

Es importante mencionar que en la deducción de la ley de Porod se supone impĺıcitamente

la hipótesis de escalamiento dinámico a distancias cortas, al considerar al tamaño medio L
de los dominios como la única escala de longitud caracteŕıstica en el sistema.

En el problema del presente trabajo, los argumentos descritos anteriormente para sis-

temas isotrópicos son aplicables a lo largo de cada una de las direcciones x̂ y ŷ, tomando

d = 1 en la ecuación (5.13). Entonces, supondiendo que el crecimiento de dominios es au-

tosimilar a lo largo de estas direcciones, para correlaciones a distancias cortas las funciones

de correlación definidas mediante (4.51) y (4.52) deben ser de la forma

Cx(x, t) ' 1 − O

(

x

δx(t)

)

, (5.14)

Cy(y, t) ' 1 − O

(

y

δy(t)

)

, (5.15)

lo cual debe implicar que los factores de estructura unidimensionales deben ser de la forma

Sx(qx, t) ∼
1

δx(t)q2
x

, (5.16)

Sy(qy, t) ∼
1

δy(t)q2
y

, (5.17)

en donde δx(t) y δy(t) denotan a las únicas escalas de longitud caracteŕısticas a lo largo de

x̂ y ŷ, respectivamente. En las figuras 5.27(a) y 5.27(b) se observa que las leyes de Porod

(5.16) y (5.17) para las colas de los factores de estructura unidimensionales se cumplen

satisfactoriamente con δx(t) = Lx(t) y δy(t) = Ly(t). Asimismo se observa que las cur-

vas obedecen el ansatz de escalamiento (5.10) y (5.11) en una buena aproximación para

ε = 0.2157 y ε = 0.4118. La consistencia entre la verificación de la ley de Porod y del

ansatz de escalamiento para los factores de estructura unidimensionales implica que cada

una de las funciones de correlación unidimensionales depende, hasta distancias medias, de

una sola longitud caracteŕıstica, Lx ∼ t1/zx o Ly ∼ t1/zy , respectivamente. Sin embargo,

recordemos que los exponentes son diferentes (zx ' 3 y zy ' 2), una propiedad poco común

en problemas de coarsening.

La discusión anterior justifica el hecho de que numéricamente las leyes de evolución de

las longitudes de correlación y de las densidades de defectos obedezcan razonablemente las



5.4 Escalamiento dinámico 76

 0

 1e+07

 2e+07

 3e+07

 4e+07

 5e+07

-5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5

q  L   t ( )x      x

S  q  ,t______(      )x     x

L   tx( )

t
t

t

t

t
t

t

( )x      x

S  q  ,t______(      )x     x

L   tx( )

t
t

t
t
t

t
t

 = 200
 = 400

 = 1000
 = 2000
 = 5000

 = 10000
 = 20000

(a)

 0

 5e+06

 1e+07

 1.5e+07

 2e+07

 2.5e+07

 3e+07

 3.5e+07

-5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5

q  L   t ( )y      y

S  q  ,t______(      )y      y

L   ty ( )

t
t

t
t
t

t

t

( )y      y

S  q  ,t______(      )y      y

L   ty ( )

t
t

t
t
t

t

t

 = 200
 = 400

 = 1000
 = 2000
 = 5000

 = 10000
 = 20000

(b)

Figura 5.30: a) Gráficas de Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) a diferentes tiempos

para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.6078); b) gráficas de

Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial

1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.6078).

.

relaciones (5.3) y (5.4) para ε = 0.2157 y ε = 0.4118, que en principio son válidas únicamente

cuando hay escalamiento dinámico a lo largo de x̂ y ŷ. En la dinámica de ordenamiento a

lo largo de cada una de estas direcciones existe una única escala de longitud caracteŕıstica

para distancias menores al tamaño de total del sistema y mayores a la anchura de las

interfaces.

A medida que se incrementa la profundidad del quench, tanto las correlaciones a distan-

cias grandes como a distancias medianas dejan de obedecer el ansatz (5.10) y (5.11), como

puede observarse en las figuras 5.30(a)-5.31(b) para ε = 0.6078. Para este valor del quench,

los picos centrales de las curvas Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) y Sy(qy, t)/Ly(t)
como función de qyLy(t) aumentan en el tiempo más rápidamente que para ε = 0.2157 y ε =

0.4118. Para un valores de la profundidad del quench suficientemente grandes, se observan

desviaciones significativas con respecto a la ley de Porod (5.16) y (5.17), sobretodo en la

dirección ŷ (ver Figs. 5.32(a)-5.33(b) para ε = 0.8039).

Lo anterior muestra que en general la dinámica de ordenamiento de fases de franjas

oblicuas anisotrópicas lejos del umbral de bifurcación es más compleja que para sistemas con

parámetro de orden local uniforme. Para valores de la profundidad del quench moderados

(al menos en el intervalo 0.2157 ≤ ε ≤ 0.4118), hay dos escalas de longitud caracteŕısticas

diferentes y relevantes en el coarsening (las longitudes de correlación Lx(t) y Ly(t)) a

pesar de que no hay estrictamente escalamiento dinámico. A medida que se incrementa la

profundidad del quench el coarsening se aleja cada vez más de un régimen de escalamiento

dinámico y resulta más evidente que se caracteriza por múltiples escalas de longitud. Lo

anterior se debe principalmente a la combinación de dos factores que son importantes

lejos del umbral: la intensa anisotroṕıa en el movimiento de defectos debido a efectos no

adiabáticos producidos por el patrón periódico (ver el caṕıtulo 6), y a una dinámica no

potencial de los defectos, que conduce, entre otras cosas, a mecanismos de selección de
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Figura 5.31: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sx(qx, t)/Lx(t) como función

de qxLx(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación

(ε = 0.6078). La ĺınea continua (∼ [qxLx(t)]−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de

x̂. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε =

0.6078). La ĺınea continua (∼ [qyLy(t)]
−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de ŷ.
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Figura 5.32: a) Gráficas de Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) a diferentes tiempos

para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.8039); b) gráficas de

Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial

1 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.8039).
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Figura 5.33: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sx(qx, t)/Lx(t) como función

de qxLx(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación

(ε = 0.8039). La ĺınea continua (∼ [qxLx(t)]−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de

x̂. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 1 lejos del umbral de bifurcación (ε =

0.8039). La ĺınea continua (∼ [qyLy(t)]
−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de ŷ.

número de onda no triviales que pueden afectar dramáticamente el coarsening del patrón

parcialmente ordenado.

En el caso del modelo no potencial 2, el coarsening tampoco presenta escalamien-

to dinámico isotrópico lejos del umbral. No obstante, para ε = 0.1176, las longitudes de

correlación Lx(t) ∼ t1/3 y Ly(t) ∼ t0.45 representan adecuadamente a las longitudes carac-

teŕısticas del sistema a lo largo de x̂ y ŷ, respectivamente, hasta distancias de unas cuantas

veces el tamaño medio de los dominios. El crecimiento de dominios es autosimilar en buena

aproximación a lo largo de dichas direcciones cuando las coordenadas x y y son escalas

por Lx(t) y Ly(t), respectivamente. Lo anterior es válido solamente para correlaciones a

distancias cortas y medianas, como puede observarse en las figuras 5.34(a)-5.35(b) para

0.5 < |qxLx(t)| y 0.5 < |qxLx(t)|. Asimismo en las figuras 5.35(a) y 5.35(b) se observa que

se cumple aproximadamente la ley de Porod (5.16) y (5.17) para cada una de las direccio-

nes x̂ y ŷ, respectivamente. Para correlaciones a distancias grandes, |qxLx(t)| ' 0, existen

otras longitudes caracteŕısticas, puesto que los picos centrales de las curvas de las figuras

no presentan un valor constante en el tiempo.

Cuando se incrementa la profundidad del quench, la dinámica de ordenamiento se aleja

aún más del régimen de escalamiento dinámico (sobretodo en la dirección ŷ). Por ejemplo,

para ε = 0.2157, valor en que las leyes de evolución en el coarsening tienen comportamientos

más complejos que leyes de potencia simples, resulta claro que el ansatz (5.10) y (5.11) no

se cumple tan bien como para ε = 0.1176 (ver Figs. 5.36(a)-5.37(b)).
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Figura 5.34: a) Gráficas de Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) a diferentes tiempos

para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.1176); b) gráficas de

Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial

2 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.1176).
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Figura 5.35: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sx(qx, t)/Lx(t) como función

de qxLx(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcación

(ε = 0.1176). La ĺınea continua (∼ [qxLx(t)]−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de

x̂. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcación (ε =

0.1176). La ĺınea continua (∼ [qyLy(t)]
−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de ŷ.
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Figura 5.36: a) Gráficas de Sx(qx, t)/Lx(t) como función de qxLx(t) a diferentes tiempos

para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.2157); b) gráficas de

Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial

2 lejos del umbral de bifurcación (ε = 0.2157).
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Figura 5.37: a) Cola del factor de estructura unidimensional Sx(qx, t)/Lx(t) como función

de qxLx(t) a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcación

(ε = 0.2157). La ĺınea continua (∼ [qxLx(t)]−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de

x̂. b) Cola del factor de estructura unidimensional Sy(qy, t)/Ly(t) como función de qyLy(t)
a diferentes tiempos para el modelo no potencial 2 lejos del umbral de bifurcación (ε =

0.2157). La ĺınea continua (∼ [qyLy(t)]
−2) corresponde a la ley de Porod a lo largo de ŷ.
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5.5. Discusión

5.5.1. Reducción al modelo A bajo la influencia de un campo externo

Los resultados mostrados anteriormente para los modelos (4.11), (4.12) y (4.13), aśı como

el estudio previo presentado en [30], sugieren que cerca del umbral de bifurcación (|rc| < ε ¿
1), el coarsening de fases de franjas oblicuas anisotrópicas es un proceso de ordenamiento

isotrópico, pues queda caracterizado por un único exponente: 1/z ≈ 1/2. A continuación se

demuestra que, después de un cambio de coordenadas adecuado, en este régimen la dinámi-

ca del parámetro de orden orientacional ψd queda descrita en buena aproximación por una

ecuación de Ginzburg-Landau isotrópica, como la que describe el crecimiento de dominios

uniformes en sistemas caracterizados por un parámetro de orden no conservado (modelo

A, en la terminoloǵıa de Hohenberg y Halperin [3]). Asimismo se presenta y discute una

posible extensión del modelo A que describe la dinámica de ψd en el régimen caracterizado

por los exponentes 1/zx ≈ 1/3 y 1/zy ≈ 1/2.

Coarsening cerca del umbral de bifurcación

Las ecuaciones de amplitud (4.42) son válidas para ε ¿ 1 y muestran que las direccio-

nes x̂ y ŷ son equivalentes cuando las coordenadas x y y son escaladas en la forma (4.41),

lo cual explica a priori que las evoluciones temporales de Lx(t) y Ly(t) presenten el mis-

mo exponente. Asimismo, en la figura 5.38 se observa que la magnitud relativa entre las

longitudes de correlación Lx(t)/Ly(t) obtenida numéricamente es prácticamente constante

en el tiempo y cercana a la estimación (4.45) obtenida a partir del análisis débilmente no

lineal de la sección 4.2.2. Lo anterior muestra que en efecto, las escalas de longitud de

los dominios a lo largo de x̂ y ŷ tienen una magnitud realtiva dada por (4.44), y que el

coarsening presenta leyes de crecimiento para las longitudes de correlación (en el sistema

de coordenadas (x′, y′) dado por la transformación (4.41)), de la forma

Lx′(t) ' ax′t1/z, Ly′(t) ' ay′t1/z,

en donde z ≈ 2 y ax′ y ax′ son constantes reales tales que ax′ = ay′ , esto es, Lx′(t) = Ly′(t).
Es de particular interés investigar si esta invariancia en las leyes de crecimiento de

dominios se mantiene para una dirección arbitraria en el sistema. Para ello se puede tratar

de encontrar un sistema de coordenadas (x̃, ỹ) en el que las ecuaciones de amplitud (4.42)

tengan una forma isotrópica, esto es, que el operador diferencial de segundo orden que

actúa sobre las amplitudes se tranforme en un laplaciano ∇
2

x̃,ỹ = ∂2

x̃ + ∂2

ỹ , que es invariante

ante rotaciones sobre el plano del sistema.

Sea M+ una tranformación lineal de las coordenadas (x′, y′) (escaladas en la forma

(4.41)) a las coordenadas buscadas (x̃, ỹ) que transforma a la ecuación

∂tA
+ = εA+ +

4

k2

0

(

∂2

x′ + ∂2

y′ + 2
1 − η
√

1 + c
∂x′∂y′

)

A+ + t.n.l.

en la ecuación isotrópica

∂tA
+ = εA+ +

4

k2

0

(

∂2

x̃ + ∂2

ỹ

)

A+ + t.n.l.,
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Figura 5.38: Evolución temporal de la magnitud relativa entre las longitudes de correlación

Lx(t)/Ly(t) para el no modelo potencial 1, cerca del umbral de bifurcación (ε = 0.0392).

La ĺınea discontinua corresponde a la estimación obtenida del análisis débilmente no lineal

(4.44).

y M− una tranformación que lleva a la ecuación

∂tA
− = εA− +

4

k2

0

(

∂2

x′ + ∂2

y′ − 2
1 − η
√

1 + c
∂x′∂y′

)

A− + t.n.l.,

a la forma isotrópica

∂tA
− = εA− +

4

k2

0

(

∂2

x̃ + ∂2

ỹ

)

A− + t.n.l.,

en donde t.n.l. denota a los términos no lineales correspondientes. Después de un poco de

manipulación algebraica, se encuentra que existen dos conjuntos continuos de transforma-

ciones lineales, {M+

α : 0 ≤ α < 2π} y {M−

α : 0 ≤ α < 2π}, definidas por

M±

α =







cos α ±
1−η

√

c+2η−η2
sin α −

√

1+c
c+2η−η2 sin α

sin α ∓
1−η

√

c+2η−η2
cos α

√

1+c
c+2η−η2 cos α






,

que llevan a las dos ecuaciones (4.42) a una forma isotrópica de manera independiente. Si

existe un valor α0 del parámetro α, tal que

M+

α0
= M−

α0
, (5.18)

se habrá encontrado el sistema de coordenadas (x̃, ỹ) en el que ambas ecuaciones (4.42)

son isotrópicas simultánemanete. La condición (5.18) sólo se cumple cuando η = 1, en cuyo
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Figura 5.39: a) Solución numérica estacionaria (a+, a−) de las ecuaciones de amplitud

(4.37) para una interfaz plana vertical (arreglo de dislocaciones), con ε = 0.0392 y γ = 1.

En (b) se muestran los parámetros de orden φ+ y φ− correspondientes, definidos por (5.19)

y (5.20), respectivamente.

caso las transformaciones lineales M±

α son simples rotaciones en el plano x − y, siendo α
el ángulo de rotación. Este corresponde al caso en el que las ecuaciones (4.42) ya tienen

forma isotrópica y por lo tanto cualquier rotación de coordenadas sigue manteniéndolas

isotrópicas. Asimismo, no es necesario hacer ningún escalamiento de coordenadas de la

forma (4.41) ya que la magnitud relativa entre las longitudes caracteŕısticas en las coor-

denadas originales estimada mediante (4.44) es en este caso Lx(t)/Ly(t) = 1. El resultado

anterior implica que solamente para η = 1, la dinámica de las amplitudes es un proceso

completamente isotrópico, a pesar de que la ecuación (4.10) para el parámetro de orden

local ψ que describe la dinámica del patrón periódico de franjas oblicuas es anisotrópica.

Para otros valores de η 6= 1, la dinámica de las amplitudes correspondientes a los domi-

nios es anisotrópica. Una posible consecuancia de esto es que los perfiles de las interfaces

dependen de la orientación, siendo idénticos únicamente a lo largo de las direcciones x̂ y ŷ
después de hacer la transformación de coordenadas (4.41).

Ahora investiguemos el posible efecto de la anisotroṕıa de las ecuaciones de amplitud

en el coarsening del sistema. Para ello, podemos definir los siguientes parámetros de orden

φ+ = A+ + A−, (5.19)

φ− = A+
− A−. (5.20)
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Recordemos que cualquier dominio de franjas con orientación +θ (−θ) está descrito por

una amplitud A+ (A−) prácticamente uniforme, con el valor
√

ε/(3γ) dentro del dominio

y 0 dentro de los dominios de la orientación contraria. En la Fig. 5.39(a) se muestran los

perfiles estacionarios a+ y a− de las amplitudes A+ y A−, respectivamente, para una interfaz

plana vertical, que son soluciones estacionarias de las Ecs. (4.37). Las amplitudes vaŕıan

espacialmente sólo en la vecindad de una interfaz. Por consiguiente, podemos suponer que

φ+ es prácticamente uniforme sobre el sistema y constante en el tiempo (ver la figura 4.2)

φ+(~r, t) '

√

ε

3γ
, (5.21)

con muy ligeras variaciones únicamente en las interfaces. Por otro lado, φ− toma aproxima-

damente el valor +
√

ε/(3γ) o −

√

ε/(3γ) dentro de cada dominio, y 0 en el centro de una

interfaz, por lo que puede ser considerado como una definición equivalente al parámetro de

orden orientacional ψd definido en la sección 4.3

φ−(~r, t) ≡

√

ε

3γ
ψd(~r, t). (5.22)

En la Fig. 5.39(b) se verifica numéricamente que la aproximación (5.21) se cumple adecua-

damente tanto dentro de un dominio como en una interfaz. Restando la ecuación para A−

de la ecuación para A+ en (4.42), sustituyendo las expresiones (5.19) y (5.20) y empleando

la aproximación (5.21) para φ+, se obtiene la ecuación que describe aproximadamente la

dinámica de ψd y por consiguiente el crecimiento del orden orientacional en el patrón de

franjas oblicuas, cerca del umbral de bifurcación

∂T ψd =
3

4
ψd +

4

k2

0

∇
2

X′,Y ′ψd −
3

4
ψ3

d, (5.23)

con ∇
2

X′,Y ′ = ∂2

X′ + ∂2

Y ′ , y en donde las coordenadas (X ′, Y ′, T ) vaŕıan como X ′ = ε1/2x′,

Y ′ = ε1/2y′ y T = εt. La ecuación (5.23) es isotrópica y en consecuencia las leyes de

crecimiento de dominios deben ser invariantes en cualquier dirección en el sistema de coor-

denadas (x′, y′). Esto es, el crecimiento del orden orientacional es un proceso isotrópico

cerca del umbral de bifurcación aún cuando la dinámica del patrón periódico y de las inter-

faces sea localmente anisotrópica. La ley de crecimiento t1/z (z ≈ 2), en principio válidas

únicamente para las longitudes de correlación a lo largo de x̂ y ŷ, deben cumplirse para

cualquier dirección n̂ en el sistema: Ln(t) ∼ t1/z.

Interpretación del exponente 1/z = 1/2 cerca del umbral

La Ec. (5.23) describe la dinámica de ordenamiento de un sistema bidimensional con

parámetro de orden local escalar uniforme no conservado ψd(~r, t) [2, 7]. Después de algunos

cambios de escala, (5.23) puede ser escrita como una ecuación de Ginzburg-Landau cúbica

con coeficientes iguales a 1

∂tφ = ∇
2φ + φ − φ3 = ∇

2φ − V ′(φ), (5.24)
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Figura 5.40: Esquema de una perturbación transversal a una interfaz plana correspondiente

a una solución estacionaria de la ecuación (5.24).

en donde V (φ) = (1 − φ2)2/4. En la terminoloǵıa de Hohenberg y Halperin, (5.24) se

denomina modelo A [2, 3]. El coarsening en los sistemas descritos por la Ec. (5.23) obedece

escalamiento dinámico y está caracterizado por una única escala de longitud que obedece

una ley de evolución de la forma

L(t) ∼ t1/z,

con z ≈ 2 [2, 7]. El exponente 1/2 es caracteŕıstico de procesos controlados por a una

reducción en la curvatura local de las interfaces, por tensión superficial.

Bray [5] propuso un método para derivar el exponente que caracteriza a algún proceso

de coarsening a partir de la dinámica de relajación de defectos topológicos. Brevemente,

este método consiste en suponer una pequeña perturbación espacial periódica con vector de

onda ~k a lo largo de un defecto topológico extendido (de dimensión 0 < d) relevante para el

sistema. Se encuentra la razón temporal asintótica de relajación lineal de la perturbación

del defecto topológico, ω(k), y suponiendo válida la hipótesis de escalamiento dinámico,

se deduce el exponente de coarsening de la siguiente manera. Si existe una única longitud

caracteŕıstica, L(t), la dinámica de relajación del defecto debe ser similar a la que ocurre

para un defecto t́ıpico en el sistema parcialmente ordenado. Mediante un simple análisis

dimensional se propone la relación (1/L(t))dL(t)/dt ∼ ω(k), con k ∼ 1/L(t). Entonces,

si la relación de dispersión para la relajación del defecto es de la forma ω(k) ∼ kz (con

k → 0), se espera que L(t) ∼ t1/z.

En particular, para un sistema caracterizado con un parámetro de orden escalar φ(~r, t)
con una dinámica descrita por una ecuación de Ginzburg-Landau (5.24), los defectos to-

pológicos son interfaces. Las interfaces separan a las dos fases uniformes de equilibrio en el

sistema, φ = +1 y φ = −1, que corresponden a los mı́nimos del potencial V (φ). Al aplicar

el método de relajación de defectos a una interfaz estacionaria, se obtiene la relación de

dispersión

ω(k) ∼ k2,
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para una perturbación periódica pequeña transversal de la forma (ver Fig. 5.40)

φ(x, y, t) = φ0(y) + Aφ1(y) exp(ikx − ωt),

en donde x̂ y ŷ son las direcciones paralela y perpendicular a la interfaz, φ0(y) es una

solución de (5.24) para una interfaz estacionaria, y A es la amplitud de la perturbación

(A ¿ 1). A partir del argumento dimensional descrito anteriormente, se infiere entonces

que la longitud caracteŕıstica de los dominios obedece la ley L(t) ∼ t1/2.

En el caso del coarsening de dominios de franjas oblicuas anisotrópicas, aplicamos el

método de relajación de defectos a una frontera estacionaria entre dos dominios, uno con

ψd = 1 (correspondientes a franjas con vector de onda ~k+

c ) y el otro con ψd = −1 (correspon-

dientes a franjas con vector de onda ~k−

c ). Se infiere que la ley de crecimiento de dominios es

L(t) ∼ t1/2, lo cual es consistente con los resultados numéricos. Por consiguiente, se puede

concluir que el mecanismo f́ısico que controla el coarsening cerca del umbral de bifurcación

es la reducción de la enerǵıa en exceso por reducción de la longitud total de las interfaces

entre dominios de franjas de diferente orientación. Asimismo, dado que el problema cerca

del umbral de bifurcación queda descrito aproximadamente por una ecuación de Ginzburg-

Landau isotrópica (5.23), se espera que haya escalamiento dinámico en cualquier dirección

del sistema. Entonces, después de una transformación de coordenadas adecuada (dada por

(4.41)), la función de correlación radial C(r, t) y el factor de estructura S(q, t) deben de

obedecer el ansatz (5.6) y (5.7), respectivamente. La única escala de longitud relevante en

el sistema es L(t) ≡ Lx′(t) ' Ly′(t) ∼ t1/z, con z ≈ 2.

Esto significa que la anisotroṕıa en las ecuaciones modelo para ψ solamente se manifiesta

localmente, pero no en la dinámica de ordenamiento del patrón. Por lo tanto, el coarse-

ning cerca del umbral está controlado por la curvatura de las interfaces entre dominios

de franjas de diferente orientación y presenta aproximadamente las caracteŕısticas básicas

de la dinámica de ordenamiento de sistemas potenciales caracterizados por un parámetro

de orden local uniforme no conservado. En este caso, la ley de crecimiento de dominios es

L(t) ∼ t1/z, con z ≈ 2. La dinámica de ordenamiento presenta escalamiento dinámico, con

escala de longitud caracteŕıstica L(t). Esta escala de longitud caracteŕıstica es proporcional

a las longitudes de correlación Lx(t) y Ly(t), que representan a las longitudes medias de

los dominios a lo largo de las direcciones x̂ y ŷ, respectivamente. En particular, se verifi-

ca numéricamente que hay escalamiento dinámico a lo largo cada una de las direcciones

preferidas en el sistema (x̂ y ŷ). Resulta un poco desconcertante mencionar que experimen-

talmente nunca se ha observado una ley L(t) ∼ t1/2 en patrones de rollos zig-zag cerca del

umbral. A priori las ecuaciones (4.11) son adecuadas para describir fenomenológicamente

la formación de patrones de rollos normales y oblicuos en electroconvección de nemáticos.

Es posible que los experimentos no hayan sido realizados suficientemente cerca del umbral.

Coarsening a valores intermedios de ε

Los resultados numéricos presentados anteriormente muestran que es posible identificar

un segundo régimen de coarsening en los tres modelos estudiados, que ocurre a valores

intermedios de ε. En este régimen la anisotroṕıa en las ecuaciones modelo se manifiesta

tanto en la estructura espacial periódica del patrón como en su dinámica de ordenamiento:
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(a)

(b) (c) (d) (e)

Figura 5.41: a) Dominio rectangular de franjas zag de tamaño 20λ0 × 36λ0 empleado como

condición inicial para las soluciones numéricas mostradas en las siguientes figuras. b)-e)

Movimiento de dislocaciones y fronteras de chevrones para el modelo no potencial 1 a

diferentes tiempos: b) t = 200, c) t = 600, d) t = 1800 y e) t = 2400. La profundidad del

quench es ε = 0.2157.
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las fronteras horizontales de chevrones permanecen inmóviles y el coarsening es controlado

básicamente por el movimiento de arreglos de dislocaciones. La anisotroṕıa en la cinética de

defectos tiene consecuencias dramáticas en las leyes de crecimiento: la evolución temporal

de cada una de las longitudes de correlación a lo largo de x̂ y ŷ se ajusta a una ley de

potencia: Lx(t) ∼ t1/zx y Ly(t) ∼ t1/zy , con zx ≈ 3 y zy ≈ 2. Como existen al menos dos

longitudes caracteŕısticas diferentes en el sistema (Lx(t) y Ly(t)), el sistema deja de pre-

sentar escalamiento dinámico isotrópico. No obstante, el coarsening presenta escalamiento

dinámico a lo largo de x̂ y ŷ. Las longitudes de correlación, Lx(t) y Ly(t), son las únicas

escalas de longitud caracteŕısticas en el coarsening a lo largo de estas direcciones, respec-

tivamente. La existencia de escalamiento dinámico a lo largo de x̂ y ŷ a distancias cortas y

medianas en unidades de Lx(t) y Ly(t) se manifiesta, por ejemplo, en el hecho de que las

leyes de evolución de defectos son de la forma ρdis ∼ 1/Lx(t) ∼ t−1/zx (para la densidad de

dislocaciones) y ρch ∼ 1/Ly(t) ∼ t−1/zy (para la densidad de chevrones). Otra manifesta-

ción del escalamiento dinámico aproximado a lo largo de x̂ y ŷ es la verificación de la ley

de Porod.

En este régimen, el mecanismo que controla el coarsening es la reducción de la longitud

de las interfaces mediante el movimiento y aniquilación de dislocaciones de carga topológi-

ca opuesta, como fue expuesto en la sección 5.3. Una forma de verificar este mecanismo

de ordenamiento es estudiando la dinámica de relajación de interfaces para un dominio

aislado inicialmente rectangular (por ejemplo, de franjas oblicuas con vector de onda ~k−

c )

rodeado por franjas con vector de onda ~k+

c , como el que se muestra en la Fig. 5.41(a) (de

tamaño 20λ0 × 36λ0). Para ε = 0.2157, se verifica que en efecto, el sistema evoluciona

reduciendo la longitud de las interfaces horizontales a medida que el dominio se contrae

(Figs. 5.41(b)-5.41(e)). En este proceso las dos fronteras de chevrones permanecen inmóvi-

les. En el siguiente caṕıtulo se demuestra que la estructura periódica de franjas dentro de

cada dominio induce potenciales periódicos en la dinámica de las interfaces, cuya amplitud

depende de ε. La amplitud de los potenciales de bloqueo son varios órdenes de magnitud

mayores para las fronteras horizontales que para los arreglos de dislocaciones.

La generalización más simple de la ecuación (5.23) que incorpora los efectos de bloqueo

sobre las interfaces horizontales es:

∂tψd = −

δF

δψd
+ f(y), (5.25)

en donde F es el funcional de Lyapunov del cual deriva la ecuación (5.23)

F [ψd] =

∫

d~r

[

4

k2

0

(∇ψd)
2
−

3ε

8
ψ2

d +
3ε

16
ψ4

d

]

, (5.26)

y f(y) = p(ε) cos(Kyy) es un término nuevo que no es despreciable lejos del umbral y

permite que las fronteras horizontales de chevrones queden bloqueadas. Este término es

análogo a un campo magnético externo estacionario y espacialmente periódico. El modelo

(5.25) se reduce a la ecuación (5.23) cuando ε → 0, ya que en este ĺımite p(ε) → 0, como

se discute en el caṕıtulo 6. El modelo (5.25) resulta a priori adecuado para describir el cre-

cimiento del orden orientacional en dominios de franjas oblicuas anisotrópicas para valores

moderados de ε. Ecuaciones de la forma (5.25) han sido empleados para modelar procesos
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de separación de fases con parámetro de orden conservado en presencia de forzamientos

espaciales periódicos estacionarios, en donde también se observa anisotroṕıa en las leyes de

crecimiento de dominios [84].

5.5.2. Dinámica no relajacional de defectos lejos del umbral

Para valores suficientemente grandes de ε, los tres modelos presentan entre śı diferen-

cias notables en su dinámica de ordenamiento. Una de ellas es la selección del número de

onda predominante en el patrón periódico. En el caso del modelo potencial (4.11), el vec-

tor de onda seleccionado corresponde al número de onda marginal que maximiza la tasa

lineal de crecimiento y minimiza el funcional de Lyapunov del cual deriva. Los modelos

no potenciales 1 (4.12) y 2 (4.13) presentan mecanismos de selección de número de onda

más complejos que están ı́ntimamente relacionados con la dinámica de defectos topológicos

lejos del umbral de bifurcación. Para valores grandes de ε, la combinación de varios factores

tales como la dinámica no potencial (no relajacional) de interfaces, efectos no adiabáticos

(mencionados en la subsección anterior, ver también el caṕıtulo 6) y selección de número

de onda, dan lugar a dinámicas de ordenamiento diferentes dependiendo de los detalles de

las no linealidades del modelo empleado, a pesar de que presenten las mismas simetŕıas.

Por ejemplo, mientras que para los modelos potencial y no potencial 1 la dinámica de orde-

namiento es cada vez más lenta al incrementar ε y el sistema permanece muy desordenado

incluso a tiempos grandes, en el caso del modelo no potencial 2 la dinámica es cada vez

más rápida, presentando leyes de evolución más complejas que leyes de potencia simples.

A pesar de las diferencias observadas entre los modelos, en todos los casos se observa que

el coarsening se aleja de un régimen de escalamiento dinámico a medida que se incrementa

la profundidad del quench.

Las figuras 5.42(a)-5.42(d) muestran la evolución temporal del campo de defectos de

un dominio de franjas zag, tomando la misma condición inicial de la Fig. 5.41(a), para el

modelo no potencial 1 con ε = 0.6078. Para esta profundidad del quench se observa que

el movimiento de dislocaciones no está restringido a reducir la longitud de las interfaces

horizontales (su dinámica es no relajacional). En su lugar, la forma del dominio rompe su

simetŕıa axial inicial con respecto a x̂ y ŷ. Tal comportamiento está asociado a los efectos de

los términos no potenciales (4.12), y puede intepretarse como una repulsión efectiva entre

los dos arreglos de dislocaciones que delimitan al dominio. Adicionalmente, al comparar con

la evolución del campo de defectos de las Figs. 5.41(b)-5.41(e) para ε = 0.2157, se observa

que la dinámica de las dislocaciones es muy lenta para ε = 0.6078, lo cual está asociado a

los efectos no adiabáticos y sobre todo a la repulsión de dislocaciones debida a efectos no

potenciales. Tanto los efectos no potenciales como los no adiabáticos son importantes lejos

del umbral de bifurcación.

En el caso del modelo no potencial 2 (figuras 5.42(e)-5.42(h)) los términos no potencia-

les (4.13) tienen efectos más dramáticos en la dinámica de defectos. En este caso, el sistema

tampoco tiende a reducir la longitud de las interfaces, lo que sugiere que la dinámica de

los defectos es no potencial debido a que no tienen definido ningún funcional de Lyapunov.

Se observa que las fronteras de chevrones (inicialmente planas) permanecen prácticamen-

te inmóviles, pero se curvan en sus extremos a medida que las dislocaciones se mueven.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 5.42: Dinámica no relajacional de dislocaciones y fronteras de chevrones para: a)-d)

modelo no potencial 1 con ε = 0.6078 a a) t = 200, b) t = 600, c) t = 1800 y d) t = 2400;

e)-h) modelo no potencial 2 con ε = 0.2157 a a) t = 200, b) t = 600, c) t = 1800 y d)

t = 2400. La condición inicial en ambos casos es el dominio rectangular de la Fig. 5.41(a).

Las dislocaciones no están restringidas a moverse en conjunto con la fronteras verticales

a lo largo de x̂, ya que pueden separarse de éstas y alejarse aisladamente del dominio.

La separación de pares de dislocaciones (simétricas) de carga topológica opuesta reduce

gradualmente el tamaño del dominio en la dirección vertical.

Las observaciones anteriores revelan que, para valores suficientemente grandes de ε, los

términos no potenciales juegan un papel muy importante en la dinámica de ordenamiento.

El mecanismo f́ısico que controla el coarsening lejos del umbral puede cambiar de un mo-

delo no potencial a otro y reflejarse en leyes de crecimiento diferentes, como las obtenidas

numéricamente en el caso de los modelos no potenciales 1 y 2 para los mismos valores de

ε. Algo similar ocurre en el caso de patrones de franjas en sistemas isotrópicos. Un estudio

numérico reciente basados en modelos de Swift-Hohenberg no potenciales muestran que

la dinámica y relajación de interfaces cambia drásticamente de un modelo no potencial a

otro, sugiriendo que existen diferentes reǵımenes de coarsening dependiendo del valor de

la profundidad del quench [85].

5.5.3. Comparación con experimentos previos en electroconvección

En [26] se reporta el primer estudio experimental de coarsening de franjas oblicuas

obtenido en electroconvección de nemáticos con alineación plana. Uno de los resultados

cualitativamente comparables con el régimen de coarsening observado numéricamente en el

presente trabajo para valores moderados de ε: los dominios crecen en promedio más rápi-
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damente a lo largo de ŷ que a lo largo de x̂, obedeciendo leyes de la forma Lx(t) ∼ t1/5 y

Ly(t) ∼ t1/4. A tiempos cortos Lx > Ly, por lo que aparentemente existe un tiempo t∗ en el

que Lx(t∗) = Ly(t
∗). El resultado puede ser explicado cualitativamente mediante el siguien-

te argumento simple. Como las fronteras de chevrones permanecen bloqueadas e inmóviles

en posiciones fijas, el coarsening está controlado por el movimiento (prácticamente a lo lar-

go de x̂) de fronteras curvadas formadas por dislocaciones. Por simplicidad, consideremos

el caso de un dominio de forma cuasirectangular de franjas zag rodeado completamente por

un dominio de franjas zig (como el mostrado anteriormente en las Figs. 5.41(a)-5.41(e)).

La aniquilación de cada una de sus dos fronteras horizontales de chevrones es debida al

movimiento de del par de dislocaciones de carga topológica opuesta localizado en sus ex-

tremos. El movimiento de interfaces verticales disminuye continuamente la longitud de las

fronteras de chevrones. Por el contrario, las dislocaciones son eliminadas en pares solamen-

te cuando las fronteras de chevrones son completamente aniquiladas. Podemos generalizar

este mecanismo a un proceso de coarsening (con muchos dominios) considerando que en

este caso el crecimiento del tamaño promedio de dominios se lleva a cabo a expensas del

colapso de dominios pequeños. De esta manera, las fronteras de chevrones son eliminadas

en promedio más rápidamente que las dislocaciones. Esto es

dρch(t)

dt
<

dρdis(t)

dt
< 0. (5.27)

Ahora, considerando un régimen en el que ρdis(t) = adist
−1/z

dis y ρch(t) = acht−1/z
ch , con

adis y ach constantes del mismo orden, la desigualdad (5.27) conduce a la relación

t1/z
dis

−1/z
ch <

zchadis

zdisach
∼ O

(

zch

zdis

)

, (5.28)

la cual se cumple para todo T < t solamente si zch < zdis, en donde T es de orden

O((zdis/zch)z
ch

z
dis

/(z
dis

−z
ch

)) 2. Entonces, cuando hay escalamiento dinámico a lo largo de

cada una de las direcciones x̂ y ŷ, se infiere de los argumentos presentados en las secciones

anteriores que zy < zx, lo que implica que Ly(t) crece más rápidamente que Lx(t).
En un estudio experimental ulterior [27] se muestran las evoluciones temporales de ρdis

y ρch. Cabe mencionar que [27] presenta resultados contradictorios con el estudio anterior

[26], por lo que no se cuenta hasta el momento con resultados experimentales del todo

confiables para hacer comparaciones con nuestros resultados numéricos. En dicho trabajo

se observa una cinética anisotrópica de las fronteras de dominios, parecida a los resultados

numéricos obtenidos en la presente tesis para valores moderados de ε: las fronteras de

chevrones permanecen inmóviles y el coarsening es dominado por el movimiento horizontal

de dislocaciones. Las leyes reportadas en [27] son consistentes con ρdis ∼ t−1/3, ρch ∼

t−1/5. Para la densidad de dislocaciones el acuerdo cuantitativo con nuestros resultados es

muy bueno. No obstante, mientras que del mecanismo descrito en el párrafo anterior se

esperaŕıa una ley de evolución con zch < 3 para las fronteras de chevrones, se observa el

comportamiento contrario: 3 < zch = 5. Una posible explicación de esta discrepancia se

2En el caso de zx ' 3 y zy ' 2, se tiene que T ∼ 10, que es notablemente menor que los tiempos
registrados en las soluciones numéricas.
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Figura 5.43: Evoluciones temporales de ρdis y ρch a tiempos largos (10000 ≤ t ≤ 40000)

para ε = 0.2157 (modelo no potencial 1).

presenta a continuación. La dinámica en los experimentos podŕıa ser afectada, entre otros

factores, a efectos de tamaño finito, para los cuales el tamaño vertical de los dominios es

de orden del tamaño del campo de visualización del nemático. Hay que recordar que de

acuerdo a los resultados numéricos del presente trabajo, Ly crece más rápidamente que Lx,

por lo que el tiempo t0 necesario para que los efectos de tamaño finito sean apreciables es

menor a lo largo de ŷ en caso de que exista algún tiempo t∗ tal que Lx(t∗) = Ly(t
∗). Cuando

t ≈ t0, Ly es comparable con el tamaño vertical del sistema y la densidad de fronteras de

chevrones debe muy baja, por lo que se espera que para t0 < t la evolución temporal de

ρch(t) sea muy lenta. Numéricamente, la Fig. 5.43 muestra que para ε = 0.2157, la evolución

de ρdis es consistente con la ley de potencia t−1/3 aún a tiempos 10000 < t < 40000. Sin

embargo, la evolución temporal de ρch cambia de la ley de potencia t−0.5 observada para

0 < t < 10000 (ver Fig. 5.17), a una ley consistente con t−1/5 para 10000 < t < 40000,

como consecuencia de efectos de tamaño finito a lo largo de ŷ. En este caso, el tiempo en

el que ocurre la transición al régimen dominado por efectos de tamaño finito es t0 ≈ 104.

Posiblemente éste corresponde al régimen observado en los experimentos realizados en [27].

Un factor que puede resultar importante en la dinámica de ordenamiento en los expe-

rimentos de electroconvección es el ruido, que puede ser aditivo o multiplicativo, en forma

parecida al caso de sistemas de franjas isotrópicas [15, 16, 20, 86, 87]. Por ejemplo, en [27] se

observa nucleación de dominios, debido a la aparición espontánea de pares de dislocaciones

de carga topológica opuesta. Este fenómeno puede ocurrir en forma similar a la generación

de defectos puntuales en materia condensada por fluctuaciones térmicas [88]. Aunque estos

eventos son muy escasos para los valores de ε empleados en [27] y no parecen contribuir

significativamente a la dinámica de ordenamiento, se espera que afecten las leyes de cre-

cimiento al incrementar la intensidad del ruido. Por otra parte, en los experimentos de

electroconvección realizados en [28] se verifica que la dinámica de ordenamiento se vuelve
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más lenta a medida que se incrementa la intensidad del ruido en el parámetro de control

principal ε del sistema (ruido multiplicativo). La presencia de ruido no es capturada por

los modelos deterministas empleados en el presente trabajo. Una posible forma de abordar

el problema es mediante la inclusión de términos estocásticos multiplicativos y aditivos en

el modelo generalizado (4.10).



Caṕıtulo 6

Efectos no adiabáticos sobre

interfaces en patrones de franjas

oblicuas

6.1. Introducción

En los resultados mostrados anteriormente para el coarsening lejos del umbral de bifur-

cación se observa una marcada anisotroṕıa tanto en el crecimiento de dominios a lo largo

de las direcciones x̂ y ŷ, como en la dinámica de los dos tipos de defectos topológicos, prin-

cipalmente orientados a lo largo de estas direcciones. En este caṕıtulo se presentan algunas

evidencias teóricas de que este comportamiento anisotrópico es en su mayor parte debido

a los llamados efectos no adiabáticos. Estos efectos no adiabáticos surgen en un patrón pe-

riódico cuando la profundidad del quench no es pequeña y se manifiestan como potenciales

periódicos efectivos que se oponen e incluso bloquean el movimiento de defectos. Los efectos

no adiabáticos actúan sobre los dos tipos de fronteras presentes en el coarsening de franjas

oblicuas anisotrópicas con intensidades que pueden variar en muchos órdenes de magnitud.

Cerca de un punto de bifurcación, ε → 0+, las escalas de variación (rápidas) de un patrón

periódico y las escalas de variación (lentas) de sus amplitudes son muy diferentes y por lo

tanto independientes. El análisis de multiescalas es válido y permite derivar las ecuaciones

de amplitud que describen la dinámica lenta de las inhomogeneidades espaciales (tales como

los defectos) alrededor de un patrón periódico perfecto. Sin embargo, cuando ε es finito y

grande, las escalas lentas y rápidas dejan de ser muy diferentes y su acoplamiento da lugar a

correcciones en la dinámica de los defectos. A estas correcciones es a lo que se le denomina

efectos no adiabáticos. Una manifestación de los efectos no adiabáticos es el bloqueo de

defectos. La periodicidad del patrón de base y su acoplamiento con las escalas lentas de las

amplitudes induce potenciales efectivos periódicos que afectan la cinética de los defectos,

manteniéndolos inmóviles para profundidades del quench suficientemente grandes [79, 89,

90]. Los potenciales de bloqueo sólo pueden aparecer en fases espacialmente moduladas y no

ocurren en fases uniformes. Mencionamos que estos potenciales son análogos a las barreras

de Peierls que actúan sobre los defectos en sólidos cristalinos [91].
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De manera general, el movimiento de un defecto obedece una ley de la forma

µ−1
dx

dt
= f − p cos(kpx), (6.1)

en donde µ es la movilidad, x la posición del defecto, dx/dt su velocidad, f es alguna

fuerza externa que actúa sobre el defecto y p cos(kpx) es el potencial efectivo de bloqueo.

Por ejemplo, supongamos una frontera plana orientada a lo largo de ŷ y separando dominios

de franjas de periodicidad k0. La posición de la frontera, x, se puede definir como los puntos

x de amplitud media A(x) = A0/2, en donde A0 es la amplitud máxima dentro de cada

dominio. Las correcciones no adiabáticas a orden más bajo en la ecuación isotrópica de

Swift-Hohenberg [20], conducen a ecuaciones de movimiento de la forma dada por (6.1).

De manera general, la intensidad del potencial de bloqueo depende del quench de manera

no anaĺıtica

p ∼ ε2 exp(−|a|/
√

ε), (6.2)

con |a| una constante de O(1). En el ejemplo anterior, la periodicidad del potencial de

bloqueo es

2π/kp = π/k0,

para una interfaz separando dominios con franjas perpendiculares.

Se puede utilizar la ecuación (6.1) para describir cualitativamente la evolución de un

sistema durante un proceso de coarsening, en donde f representa la fuerza motriz del

crecimiento que actúa sobre una interfaz t́ıpica en el sistema. Si L(t) representa la escala

de longitud caracteŕıstica de un dominio, entonces f = f(L(t)). Por ejemplo, f = 1/L(t)
corresponde a la ley de Allen-Cahn para crecimientos controlados por tensión superficial.

Sustituyendo en la ecuación de movimiento general para un defecto (6.1) (con p = 0 en el

caso de fases de simetŕıa rota uniformes) se obtiene

dL

dt
∼

1

L
,

de donde se obtiene directamente la ley de crecimiento

L(t) ∼ t1/2.

En sistemas con franjas, para ε finito, p 6= 0 en la ecuación (6.1). A tiempos cortos se

forman dominios suficientemente pequeños y p ¿ f , por lo que las fronteras de dominios se

mueven fácilmente y L(t) aumenta en el tiempo. El incremento en el tamaño de dominios

reduce la intensidad de f hasta que llega un momento en que f ∼ p y las fronteras quedan

bloqueadas e inmóviles en las posiciones correspondientes a un mı́nimo local del potencial

de bloqueo [20]. Esto es análogo al movimiento de una part́ıcula sobreamortiguada en un

potencial ondulado con inclinación dependiente del tiempo. Efectos similares en la cinética

de fronteras entre fases espacialmente moduladas periódicas de diferente orientación han

sido observados numéricamente en patrones con otras simetŕıas, tales como hexágonos [92].

En el caso de la cinética de fronteras entre dominios de franjas oblicuas anisotrópicas,

se ha observado numéricamente que el coarsening de dominios para profundidades mode-

radas y grandes del quench está dominado por el movimiento horizontal de dislocaciones,
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mientras que las fronteras horizontales de chevrones permanecen inmóviles o bloqueadas

[30]. Experimentalmente se ha observado el mismo efecto para diversos valores de la pro-

fundidad del quench en el coarsening de dominios de rollos oblicuos en electroconvección

de nemáticos [27]. En el presente caṕıtulo mostramos que la amplitud del potencial de

bloqueo p depende fuertemente de la orientación de la interfaz. Se investiga el origen de

la anisotroṕıa en el movimiento de interfaces en base a las correcciones no adiabáticas a

orden más bajo de las ecuaciones de amplitud (4.37). Se discute el efecto que tienen estas

correcciones sobre el ordenamiento global del sistema durante un proceso de coarsening.

6.2. Solución numérica para el perfil de una interfaz plana

Para calcular la intensidad del potencial de bloqueo (6.2) que actúa sobre una frontera

plana (horizontal o vertical) entre dominios de franjas oblicuas de diferente orientación,

se requiere primero conocer su perfil estacionario (ver la siguiente sección). Una frontera

plana horizontal es paralela a x̂, mientras que una vertical es paralela a ŷ. Empleando

las siguientes condiciones iniciales para el parámetro de orden local ψ de la ecuación de

Swift-Hohenberg anisotrópica (4.10)

ψ(~r, t = 0) =

{

a+

0
(y) cos(pcx + qcy) + a−

0
(y) cos(pcx − qcy), front. horizontal,

a+

0
(x) cos(pcx + qcy) + a−

0
(x) cos(pcx − qcy), front. vertical,

se obtienen numéricamente configuraciones del patrón de franjas correspondientes a una

frontera plana separando dos dominios de franjas de diferente orientación. Se eligen a+

0
(z)

y a−
0
(z) como funciones reales con perfil de tangente hiperbólica y tales que

ĺım
z→−∞

a+(z) =
√

ε/(3γ), ĺım
z→−∞

a−(z) = 0,

ĺım
z→∞

a+(z) = 0, ĺım
z→∞

a−(z) =
√

ε/(3γ).

La configuración inicial ψ(~r, t = 0) se relaja en el tiempo a una configuración estacionaria,

como las de las figuras 6.1(a)-6.1(f).

Como fue discutido en el caṕıtulo anterior, el perfil de una frontera entre dominios

puede describirse mediante amplitudes A+ y A− tales que

ψ = A+ei~k+
c ·~r + A−ei~k−

c ·~r + c.c. (6.3)

A orden más bajo A+ y A− son soluciones de las ecuaciones de Ginzburg-Landau acopladas

∂tA
± = εA± +

4

k4

0

[p2

c∂
2

x ± 2(1 − η)pcqc∂x∂y + (1 + c)q2

c∂
2

y ]A±

−3γ|A±

|
2A±

− 6γ|A∓

|
2A±. (6.4)

En las figuras 6.2(a) y 6.2(b) se muestran las soluciones estacionarias (a t = 40000), deno-

tadas por a+ y a−, para una frontera horizontal y para una vertical, respectivamente. En
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 6.1: Configuraciones estacionarias (a t = 40000) de las fronteras planas horizontales

obtenidas por solución numérica con condiciones iniciales de frontera plana en el modelo no

potencial 1 para: a) ε = 0.0392; b) ε = 0.2157; c) ε = 0.8039; y fronteras planas verticales

(4.13) para: d) ε = 0.0392; e) ε = 0.2157; f) ε = 0.8039.



6.3 Correcciones no adiabáticas 98

este caso se resolvieron numéricamente las ecuaciones de Ginzburg-Landau unidimensiona-

les (6.4) con ε = 0.0392, empleando el método pseudoespectral descrito en el apéndice A.

Las condiciones iniciales son

a+(y, t = 0) = a+

0
(y)

a−(y, t = 0) = a−
0
(y),

}

frontera horizontal,

a+(x, t = 0) = a+

0
(x)

a−(x, t = 0) = a−
0
(x),

}

frontera vertical,

en donde a+

0
(z) y a−

0
(z) son las mismas funciones iniciales empleadas para obtener las

configuraciones de las figuras 6.1(d)-6.1(f). Para obtener los perfiles estacionarios de las

amplitudes se dejan evolucionar las amplitudes a+ y a− hasta que las soluciones práctica-

mente no cambian en el tiempo.

6.3. Correcciones no adiabáticas

Consideremos una frontera horizontal plana de chevrones separando dos dominios de

franjas oblicuas de diferente orientación (Fig. 6.1(a)). En esta configuración el parámetro

de orden local ψ se describe por la Ec. (6.3), con ~k±

c dado por la ecuación (4.34). Para

una frontera plana las amplitudes A+ y A− asociadas a cada dominio no dependen de

la coordenada x. Cuando ε es suficientemente pequeño, la dinámica de A+ y A− queda

descrita por las siguientes ecuaciones unidimensionales de Ginzburg-Landau

∂tA
± = εA± + ξ2

y∂2

yA±

− 3γ|A±

|
2A±

− 6γ|A∓

|
2A±, (6.5)

en donde la longitud de coherencia ξy a lo largo de y es

ξy =
2

k0

√

η(1 + c)

c + 2η − η2
. (6.6)

Las ecuaciones (6.5) se obtienen a partir de las ecuaciones de amplitud cerca del umbral

de bifurcación (6.4), igualando a cero todas las derivadas de las amplitudes con respecto a

la coordenada x.

Vale la pena recordar como se obtienen formalmente las ecuaciones (4.37) para realizar

adecuadamente las correcciones no adiabáticas cuando las escalas rápidas y lentas no son

muy diferentes. Para una frontera horizontal plana, el análisis de multiescalas en el forma-

lismo de ecuaciones de amplitud usual conduce a la solución para el parámetro de orden al

orden más bajo O(ε1/2), de la forma

ψ0 = A+

0
(
√

εy, εt)e+i~k+
c ·~r + A−

0
(
√

εy, εt)e+i~k−
c ·~r + c.c.

Asimismo, a O(ε3/2) se obtiene la condición de solubilidad dada por

∫ y+ly

y

dy′

ly

∫ x+lx

x

dx′

lx
(∂T ψ0 − N̂2ψ0)e

−i~k±
c ·~r′ = 0, (6.7)
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Figura 6.2: a) Perfiles estacionarios (a t = 40000) de las amplitudes correspondientes a una

frontera horizontal para ε = 0.0392, obtenidos al resolver numéricamente las ecuaciones de

Ginzburg-Landau (6.5), con condiciones iniciales de frontera plana. b) Perfiles estacionarios

de las amplitudes correspondientes a una frontera vertical para los mismos valores de los

parámetros.
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en donde

N̂2 = 1 −

2

k4

0

[3(1 + c)∂2

y∂2

Y + k2

0
∂2

Y + (1 − η)∂2

x∂2

Y ] + NL;

ly es una longitud de orden O(2π/qc) y NL el operador no lineal de la ecuación de Swift-

Hohenberg. En (6.7) es conveniente tomar el ĺımite lx → ∞, dado que las amplitudes

que describen la frontera horizontal son invariantes a lo largo de x̂. Cerca del umbral de

bifurcación, ε → 0+, las variables en las exponenciales complejas (x, y) y la variable Y =
√

ε
en las amplitudes pueden ser consideradas como independientes. La única contribución a

priori diferente de cero en la integral (6.7) proviene de los términos en (∂T ψ0 − N̂2ψ0), que

oscilan como exp(+i~k±

c ~r′) (términos resonantes). Cualquier otro término que no oscile como

exp(+i~k±

c · ~r′) (término no resonante) conduce a un término oscilante en el integrando de

(6.7). La integral de los términos no resonantes es igual a cero sobre un periódo espacial ly,
puesto que cuando ε → 0+ las envolventes A± se mantienen prácticamente constantes sobre

un periodo ly = 2π/qc a lo largo de y. Lo anterior no sucede para los términos resonantes:

su suma debe ser igual a 0 para evitar soluciones infinitas, conduciendo directamente a las

ecuaciones de amplitud (6.5).

Consideremos ahora ε ¿ 1 pero finito. En este caso las escalas rápidas de variación

del patrón periódico (x, y) y las escalas lentas de las envolventes (Y =
√

εy) dejan de ser

muy diferentes, de modo que A+ y A− dejan de ser estrictamente constantes a lo largo de

un periodo [y, y + ly]. Esto implica que la integral de cualquier término oscilante en (6.7)

con un vector de onda ~K en la dirección y (perpendicular a la frontera horizontal) no es

exactamente igual a cero en un periodo ly. Más adelante se muestra que estos términos

contribuyen a orden O(exp(−||
~K||ζ)) en la ecuación de movimiento de la frontera, siendo

ζ ∼ O(1/
√

ε) la anchura de la frontera. Estos términos son despreciables para ε → 0+,

pero no necesariamente para ε finito. Por otra parte, los términos en (6.7) con vector de

onda ~K que tiene una proyección diferente de cero en el eje x se integran a cero dado que

lx → ∞ y no contribuye a los efectos no adiabáticos. Por ejemplo, para los modelos de

Swift-Hohenberg con no linealidad cúbica, a primer orden O(exp(−2qcζ)), las correcciones

no adiabáticas de la ecuación de amplitud para A+ (6.5) provienen de los términos no

lineales A+

0

2
Ā−

0
, |A+

0
|
2A−

0
y |A−

0
|
2A−

0
, que oscilan en el integrando de (6.7) como

A+

0

2
Ā−

0
→

~K = 2~k+

c −
~k−

c −
~k+

c = +2qcŷ,

|A+

0
|
2A−

0
→

~K = ~k+

c −
~k+

c + ~k−

c −
~k+

c = −2qcŷ,

|A−

0
|
2A−

0
→

~K = ~k−

c −
~k−

c + ~k−

c −
~k+

c = −2qcŷ,

(ver Fig. 6.1(a)). De esta manera se encuentran las correcciones no adiabáticas de las

ecuaciones de amplitud (6.5) a primer orden

∂tA
± = −

δFy

δĀ±

−

3γ

ly

∫ y+ly

y
dy′

(

A±
2
Ā∓e±2iqcy′

+ 2|A±

|
2A∓e∓2iqcy′

+|A∓

|
2Ā∓e∓2iqcy′

)

. (6.8)
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El primer término del lado derecho de (6.8) representa los términos usuales de las ecuaciones

de amplitud (6.5), que derivan del funcional de Lyapunov

Fy =

∫

d~r[−ε(|A+
|
2 + |A−

|
2) + ξ2

y(|∂yA
+
|
2 + |∂yA

−

|
2)

+
3

2
γ(|A+

|
4 + |A−

|
4) + 6γ|A+

|
2
|A−

|
2],

mientras que el segundo término, correspondiente a las correcciones no adiabáticas a primer

orden, muestra el acoplamiento entre las escalas rápidas y lentas.

Ahora, a partir de la ecuación (6.8) podemos derivar la ecuación de movimiento de una

interfaz horizontal que separa dos dominios de franjas oblicuas de diferente orientación. Las

soluciones estacionarias de las ecuaciones de Ginzburg-Landau (6.5), a+ y a−, introducidas

anteriormente, son soluciones de la ecuación

0 =
δFy

δā±
.

Sea ygb(t) la posición de la interfaz horizontal al tiempo t. Puesto que queremos obtener la

ley de movimiento para ygb(t), buscamos soluciones de las ecuaciones (6.8) de la forma

A±(y, t) = a±(y − ygb(t)). (6.9)

Suponiendo que las correcciones no adiabáticas son pequeñas y que no afectan los perfi-

les a±, multiplicamos cada una de las ecuaciones (6.8) por ∂tĀ
±. Sumando las ecuaciones

resultantes, integrando sobre todo el espacio 2D y sustituyendo el ansatz (6.9) en las ecua-

ciones resultantes, se obtiene la ecuación de movimiento a orden más bajo para una interfaz

horizontal plana
dygb(t)

dt
= −

py(ε)

Dy(ε)
cos(2qcygb + φy), (6.10)

en donde py(ε) es una constante que depende de ε, dada por

py(ε) = 9γ máxφ

∫

∞

−∞

dy[(3a+2
a− + a−

3
)∂ya

+

+(3a−
2
a+ + a+3

)∂ya
−] cos(2qcy + φ), (6.11)

y

Dy(ε) =

∫

∞

−∞

dy[(∂ya
+)2 + (∂ya

−)2]. (6.12)

La ecuación (6.10) es equivalente a la ecuación de movimiento sobreamortiguado de una

part́ıcula bajo la acción de una fuerza espacialmente periódica de intensidad py(ε) y periodo

π/qc, y con coeficiente de fricción Dy(ε). Por lo tanto, una frontera horizontal inicialmente

en una posición arbitraria, se relaja al mı́nimo más cercano del potencial que actúa como

potencial de bloqueo con número de onda en la dirección normal a la interfaz. El potencial

de bloqueo es generado por el patrón periódico mismo. Una generalización de (6.10) puede

incluir una fuerza externa f que actúe sobre la interfaz.
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Un análisis completamente análogo al anterior conduce a las ecuaciones unidimensio-

nales acopladas de Ginzburg-Landau para la evolución de una interfaz vertical plana (in-

variante por traslación a lo largo de y) con correcciones no adiabáticas a primer orden

∂tA
± = −

δFx

δĀ±

−

3γ

lx

∫ x+lx

x
dx′

(

A±
2
Ā∓e±2ipcx′

+ 2|A±

|
2A∓e∓2ipcx′

+|A∓

|
2Ā∓e∓2ipcx′

)

, (6.13)

en donde el funcional de Lyapunov está dado por

Fx =

∫

d~r[−ε(|A+
|
2 + |A−

|
2) + ξ2

x(|∂xA+
|
2 + |∂xA−

|
2)

+
3

2
γ(|A+

|
4 + |A−

|
4) + 6γ|A+

|
2
|A−

|
2],

y en donde la longitud de coherencia ξx a lo largo de x es

ξx =
2

k0

√

c + η

c + 2η − η2
. (6.14)

A partir de (6.13) se deduce la siguiente ecuación de movimiento para la interfaz vertical

al orden más bajo
dxgb(t)

dt
= −

px(ε)

Dx(ε)
cos(2pcxgb + φx), (6.15)

en donde xgb(t) denota la posición de la interfaz al tiempo t. La amplitud de la fuerza

periódica de bloqueo sobre una frontera vertical es

px(ε) = 9γ máxφ

∫

∞

−∞

dx[(3a+2
a− + a−

3
)∂xa+

+(3a−
2
a+ + a+3

)∂xa−] cos(2pcx + φ), (6.16)

y el coeficiente de fricción es

Dx(ε) =

∫

∞

−∞

dx[(∂xa+)2 + (∂xa−)2], (6.17)

donde a+ y a− son ahora soluciones de las ecuaciones

0 =
δFx

δā±
,

que están graficadas en la figura 6.2(b). Hay que notar que ahora la periodicidad del po-

tencial de bloqueo es π/pc, es decir, menor que la del potencial de bloqueo de interfaces

horizontales. Las ecuaciones que describen la evolución espaciotemporal de las amplitudes

en los dos tipos de interfaces (6.8) y(6.13), aśı como las ecuaciones de movimiento de las
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fronteras (6.10) y (6.15) tienen la misma estructura. En ausencia de fuerzas externas o de

ruido, se espera que tengan perfiles y movimientos cualitativamente similares. Sin embar-

go, hay dos factores que determinan las intensidades px y py de las fuerzas de bloqueo. El

primero es la anchura de las fronteras ζx,y, que se relaciona con las longitudes de coherencia

ξx,y mediante ζx,y ∼ ξx,y/
√

ε 1. Entonces, para el mismo valor de la profundidad del quench

se tiene que
ζx

ζy
=

√

c + η

η(1 + c)
. (6.18)

En el caso de los valores de los parámetros anisotrópicos empleados en las soluciones numéri-

cas de este trabajo, (6.18) corresponde a una razón de anchuras ζx/ζy ≈ 1.4, es decir, las

interfaces verticales tienden a ser más anchas que las horizontales. Asimismo hay que re-

cordar que las amplitudes son de orden
√

ε. Lo anterior implica que

a±(y) =
√

εf±

y

(√

εy

ξy

)

,

para una interfaz horizontal y

a±(x) =
√

εf±

x

(√

εx

ξx

)

,

para una interfaz vertical. Se puede comprobar en las figuras 6.1(a) y 6.1(d) que las in-

terfaces verticales son más anchas que las horizontales. Asimismo se verifica que cerca del

umbral de bifurcación la evolución de las amplitudes correspondientes a los dos tipos de do-

minios de franjas oblicuas queda muy bien descrita por las ecuaciones de Ginzburg-Landau

(4.37), y podemos usar estos perfiles estacionarios para poder calcular las intensidades de

los potenciales de bloqueo (6.11) y (6.16).

La amplitud del potencial de bloqueo depende fuertemente de la anchura de las inter-

faces. Lejos de una frontera, es decir, dentro de un dominio, las amplitudes a+ y a− tienen

un valor casi constante y cercano a
√

ε/(3γ). Entonces las derivadas espaciales de las am-

plitudes dentro de un dominio son casi nulas ∂x,ya
±

≈ 0. Sólo en la región interfacial las

derivadas espaciales son diferentes de cero y contribuyen en las integrales (6.11) y (6.16). A

medida que aumenta la anchura de una interfaz, las derivadas espaciales de las amplitudes

a lo largo de dirección normal a la interfaz son menores. Por consiguiente, las correcciones

no adiabáticas son a priori de mayor intensidad para una frontera horizontal (más estrecha)

que para una vertical.

El segundo (y más importante) factor que determina la intensidad de las fuerzas de

bloqueo es la periodicidad en el coseno de las integrales de las expresiones (6.11) y (6.16).

Esta periodicidad es la mitad de la periodicidad del patrón en la dirección perpendicular

a la interfaz. Recordando que ∂x,ya
±

6= 0 solamente en la región interfacial, las integrales

en las expresiones (6.11) y (6.16) son aproximadamente las transformadas de Fourier uni-

dimensionales de funciones g(x/ζ) que tienden rápidamente a cero cuando |x/ζ| À 1. Por

1Hay que recordar que las escalas espaciales lentas se relacionan con las escalas rápidas mediante X ∼
√

εx

y Y ∼
√

εy, por lo que las anchuras de las interfaces, siendo escalas de longitud propias de las amplitudes,
deben ser grandes y variar como ζx,y ∼ ξx,y/

√
ε.
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lo tanto
∫

∞

−∞

g

(

x

ζ

)

cos(Kx)dx ∼ exp(−Kζ).

En el caso de una interfaz horizontal, los términos oscilantes resultantes de la condición

de solubilidad tienen vector de onda ~Ky = ±2qcŷ, mientras que para una frontera vertical,
~Kx = ±2pcx̂. Dado que qc < pc siempre que 0 < c (ver la ecuación (4.17)), || ~Ky|| < ||

~Kx||.

Además las fronteras verticales son más anchas que las horizontales, ζy < ζx , por lo que

se cumple

||
~Ky||ζy < ||

~Kx||ζx.

Dado que ζx,y ∼ ξx,y/
√

ε, es importante notar que cerca del umbral de bifurcación (ε ¿ 1)

se cumple

1 ¿ ||
~Ky||ζy < ||

~Kx||ζx,

lo que implica

exp(−||
~Kx||ζx) ¿ exp(−||

~Ky||ζy).

Se concluye que las contribuciones no adiabáticas son más importantes para las interfaces

horizontales que para las verticales y en consecuencia, el bloqueo de defectos es más intenso

para las fronteras de chevrones que para los arreglos verticales e inclinados de dislocaciones.

Estos efectos de bloqueo pueden variar en órdenes de magnitud según la orientación de la

interfaz.

6.4. Resultados numéricos

A continuación calculamos la intensidad del potencial periódico de bloqueo sobre cada

tipo de frontera para diferentes valores de ε, empleando las ecuaciones (6.11) y (6.16).

Se requiere en principio resolver las ecuaciones integrodiferenciales de Ginzburg-Landau

unidimensionales (6.8) y (6.13) para obtener los perfiles de las amplitudes A+ y A−. En la

sección anterior se hizo una simplificación válida para ε pequeño, sustituyendo A+ y A−

por a+ y a−, las soluciones estacionarias de las ecuaciones (6.8) y (6.13) sin correcciones

no adiabáticas. Las soluciones para a+ y a−, obtenidas para diversos valores de ε, son

sustitúıdas en las expresiones (6.11) y (6.16) y con ello se obtiene una aproximación al

orden más bajo de py(ε) y px(ε) para la intensidad de los potenciales de bloqueo. En la

figura 6.3 se muestran los resultados numéricos obtenidos por este método. Ahora resulta

evidente el origen de la anisotroṕıa en la cinética de una frontera, dependiendo de su

orientación con respecto al patrón periódico de franjas oblicuas. Para una profundidad del

quench tan pequeña como ε = 0.0096, la amplitud del potencial de bloqueo es 4 órdenes

de magnitud más intensa para una frontera horizontal que para una frontera vertical. Esta

enorme diferencia tiene como consecuencia que las fronteras horizontales sean mucho más

fácilmente bloqueadas que las fronteras verticales. Para poder mover una frontera horizontal

por encima de las barreras de potencial de bloqueo, se necesitan fuerzas externas muy

intensas, de al menos cuatro órdenes de magnitud mayores que para una frontera vertical.

Estas fuerzas externas pueden ser inducidas por la curvatura de la frontera, mediante

perturbaciones en la periodicidad del patrón o mediante la influencia de ruido.
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Figura 6.3: Amplitudes de los potenciales periódicos de bloqueo que actúan sobre fronteras

planas horizontales y verticales entre dominios de franjas oblicuas, para diversos valores

de la profundidad del quench cercanos al umbral de bifurcación, calculadas a partir de las

ecuaciones (6.11) y (6.16).
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Figura 6.4: Amplitudes de los potenciales periódicos de bloqueo que actúan sobre fronteras

planas horizontales y verticales entre dominios de franjas oblicuas, calculadas a partir de

las ecuaciones (6.11) y (6.16), lejos del umbral de bifurcación.
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A medida que se incrementa la profundidad del quench, la intensidad los potenciales

periódicos aumenta en varios órdenes de magnitud. Para valores ε ≈ 0.1, px(ε) ∼ 10−9 y

py(ε) ∼ 10−4, una diferencia de 5 órdenes de magnitud. Por comparación, a ε = 0.1 la

intensidad del potencial de bloqueo en una frontera entre dominios de franjas isotrópicas es

de orden 10−7, mientras que para una frontera entre dos dominios de fase hexagonal es de

orden 10−4 [92]. Esto es, el potencial de bloqueo de una frontera vertical entre dominios de

franjas oblicuas anisotrópicas es incluso 2 órdenes de magnitud más débil que para el caso

isotrópico, mientras que las fronteras horizontales estás sometidas a potenciales tan intensos

como los que actúan sobre fronteras en fases hexagonales. Esta propiedad es sorpredente a

priori, pues indica que las fronteras de chevrones en fases de franjas (que son esmécticas, en

la terminoloǵıa de cristales ĺıquidos) son tan duras como las fronteras en fases cristalinas

(o sólidas) de menor simetŕıa.

Hay que enfatizar que en la derivación de las correcciones no adiabáticas para la cinética

de fronteras, se emplearon las ecuaciones de Ginzburg-Landau a orden más bajo (4.37), en

las que se consideraron amplitudes reales. Es equivalente a suponer que el número de

onda de las franjas está muy cercano al valor marginal dado por el análisis lineal (4.17). En

principio, sólo podemos aplicar las fórmulas anteriores a las fronteras de dominios de franjas

en los modelos potencial (4.11) y no potencial 1 (4.12), ya que presentan patrones cuyo

número de onda se mantiene muy cercana a k = kc para un intervalo amplio de ε (figuras

5.3(a) y 5.3(b)). Por el contrario, el modelo no potencial 2 (4.13) exhibe patrones cuyo

número de onda disminuye rápidamente con ε, por lo que el análisis anterior es aplicable

en este modelo solamente cerca del umbral de bifurcación. Para valores crecientes de ε se

deben permitir modulaciones en la fase de las franjas (por ejemplo, permitiendo que las

amplitudes sean complejas o derivando ecuaciones de fase). Estas correcciones de orden

mayor no fueron investigadas en el presente trabajo.

A pesar de que para 0.1 < ε las ecuaciones de amplitud sin correcciones no adiabáticas

deben incluir otros términos de órdenes más altos en ε, y que estos nuevos términos ge-

neran nuevas correcciones no adiabáticas, se puede hacer una estimación razonable de las

intensidades de los potenciales de bloqueo lejos del umbral de bifurcación. Utilizando las

mismas fórmulas que permiten obtener numéricamente la curva de la figura 6.3, se obtienen

las amplitudes de los potenciales periódicos de bloqueo para 0.1 < ε ≤ 1 de la figura 6.4.

Se puede observar ahora que, si bien la intensidad del potencial para una frontera vertical

sigue siendo varios órdenes de magnitud menor que para una frontera horizontal, crece más

rápido con ε, reduciéndose a sólo dos ordenes de magnitud para ε ≈ 1. Los resultados pre-

sentados en este caṕıtulo explican en forma cualitativa los resultados numéricos obtenidos

en el coarsening de dominios de franjas oblicuas y justifican la ecuación (5.25) del caṕıtulo

5 como modelo del crecimiento del orden orientacional en el patrón de franjas oblicuas para

valores moderados de ε.
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Conclusiones

Se ha estudiado la dinámica de ordenamiento de fases de franjas oblicuas modeladas por

tres ecuaciones anisotrópicas de tipo Swift-Hohenberg. Estos modelos reducidos permiten

observar diferentes reǵımenes en la dinámica de ordenamiento para diferentes valores del

parámetro de control ε. Las propiedades más importantes de cada régimen de coarsening

son las siguientes:

Cerca del umbral de bifurcación, es posible reducir la dinámica de ordenamiento a la

de un sistema caracterizado por un parámetro de orden local no conservado (modelo

A, en la terminoloǵıa de Hohenberg y Halperin [3]). Este régimen está caracterizado

por un crecimiento isotrópico y autosimilar de dominios, con una longitud caracteŕısti-

ca que crece en el tiempo como L(t) ∼ t1/z, con z ≈ 2. El mecanismo responsable

del crecimiento de dominios es la reducción de la curvatura de las interfaces. Este

régimen debe ser genérico cerca del umbral de bifurcación para cualquier sistema

de franjas oblicuas que presente las simetŕıas de la ecuación (4.1) (por ejemplo, la

electroconvección y termoconvección de nemáticos con alineación plana).

Un segundo régimen de coarsening, que ocurre para valores moderados de ε, consiste

en un crecimiento anisotrópico de dominios, con longitudes caracteŕısticas Lx(t) ∼

t1/zx y Ly(t) ∼ t1/zy (zx ≈ 3 y zy ≈ 2). El coarsening presenta aproximadamente

escalamiento dinámico a lo largo de x̂ y ŷ. En este régimen la anisotroṕıa del patrón

periódico conduce a efectos no adiabáticos que tienen consecuencias dramáticas en la

dinámica de defectos. Las fronteras horizontales de chevrones permanecen inmóviles

debido a potenciales de bloqueo de varios órdenes de magnitud mayores que para las

fronteras verticales. En consecuencia, el coarsening está dominado por el movimiento

horizontal de dislocaciones, que tienden a reducir el exceso de enerǵıa en las inter-

faces. El crecimiento del orden orientacional en este régimen debe quedar descrito

adecuadamente por una extensión del modelo A que incorpore los efectos de bloqueo

sobre interfaces horizontales (por ejemplo, con la adición de un término análogo a un

campo externo estacionario y espacialmente periódico).

Para valores suficientemente grandes de ε, se hacen evidentes aspectos no genéricos

en el coarsening, que dependen del modelo en particular. La contribución de los efec-
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tos no adiabáticos, efectos no potenciales y selección de número de onda son muy

importantes en este régimen. Los efectos no adiabáticos conducen a una dinámica

de dislocaciones muy lenta debido a los potenciales efectivos de bloqueo intensos que

se oponen a su movimiento. Por otro lado, los efectos no potenciales se manifiestan

en una dinámica de defectos que no está restringida a disminuir el valor de ningún

funcional de Lyapunov y conducen a mecanismos de ordenamiento complejos, como

los mostrados en las figuras 5.42. Las leyes de evolución de las longitudes caracteŕısti-

cas en el coarsening son más complejas que leyes de potencia simples. Se observan

desviaciones del escalamiento dinámico a lo largo de x̂ y ŷ para los tres modelos. Un

modelo que describa el crecimiento del orden orientacional en este régimen debe de

ser deducido a priori de las ecuaciones de amplitud a órden O(ε2) o superior, con las

correcciones adiabáticas adecuadas, por lo que dependerá fuertemente de la forma de

los términos no lineales del modelo empleado.

Los modelos no potenciales estudiados capturan algunas caracteŕısticas observadas ex-

perimentalmente en el coarsening de patrones de rollos oblicuos en electroconvección de

nemáticos, tales como la selección no trivial de número de onda y la anisotroṕıa en las le-

yes de crecimiento para valores moderados de ε. El acuerdo con el exponente experimental

1/zx = 1/3 es muy bueno. Se encuentran diferencias cuantitativas en el exponente 1/zy.

Sin embargo, se puede argumentar que la discrepancia en el valor de zy puede ser debida

a efectos de tamaño finito y que a tiempos intermedios se debeŕıa observar efectivamente

un exponente 1/zx < 1/zy. Se infiere que los efectos no potenciales y no adiabáticos deben

jugar un papel muy importante lejos del umbral de bifurcación en situaciones experimen-

tales y conducir a transiciones entre los diferentes reǵımenes de coarsening observados al

incrementar la profundidad del quench.

Los resulados presentados en esta tesis muestran que existen diferentes dinámicas de

defectos (congelación de la dinámica de dislocaciones, repulsión de dislocaciones de carga

topológica opuesta y emisión de dislocaciones aisladas) dependiendo del término no lineal

del modelo empleado, suficientemente lejos del umbral de bifurcación. Por otro lado, se

espera que los experimentos de electroconvección queden descritos adecuadamente por un

modelo que incorpore tanto los términos no lineales aqúı estudiados como otros posibles

términos no lineales adicionales (por ejemplo, de flujo medio), como ocurre en el caso de

la convección térmica de fluidos. En este sentido, en el presente trabajo se ha investigado

la posible contribución a los mecanismos de ordenamiento del patrón periódico de cada

uno de los términos no lineales empleados en las ecuaciones modelo. Por consiguiente, en

una situación experimental lejos del umbral se espera una dinámica de ordenamiento más

compleja que la de los modelos aqúı presentados, resultante de la contribución de cada uno

de los términos no lineales (potenciales y no potenciales) que describen al problema. El

estudio del movimiento de defectos en la relajación de un dominio aislado puede resultar

una forma adecuada de profundizar en el entendimiento de los mecanismos que controlan

el coarsening de patrones de franjas oblicuas en sistemas anisotrópicos sometidos a algún

forzamiento externo y de los mecanismos de selección del número de onda.

Una generalización de los modelos presentados aqúı debe incluir términos estocásticos,

pues algunos experimentos recientes en electroconvección revelan que un ruido suficiente-
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mente intenso en la amplitud del campo eléctrico ac aplicado al nemático puede modificar

las leyes de crecimiento en el coarsening [28]. Este ruido puede ser incluido en los modelos

reducidos como ruido multiplicativo. Adicionalmente, en los experimentos se observan even-

tos de nucleación de dominios debido a la creación espontánea de pares de dislocaciones

[27]. Este fenómeno posiblemente esté asociado a fluctuaciones térmicas en el nemático y

puede en principio modelarse como ruido aditivo. Otro aspecto a investigar a partir de estos

modelos estocásticos es la existencia de transiciones de fase en dos dimensiones inducidas

por ruido.



Apéndice A

Métodos numéricos de solución

Dada la periodicidad esperada en las soluciones de las ecuaciones modelo (4.10) para

los valores de los parámetros r, c y η empleados, un método pseudoespectral, como el

desarrollado en [93], es una buena opción para resolverlas numéricamente. Esta técnica se

basa en el empleo de la transformada de Fourier finita bidimensional del campo escalar

ψ(~r, t)

ψ̃(qx, qy, t) =
1

RxRy

∫ Rx

0

dx

∫ Ry

0

dy ψ(x, y, t) exp(−iqxx) exp(−iqyy), (A.1)

en donde Rx ×Ry es el tamaño del sistema, el cual es discretizado espacialmente sobre una

red rectangular de Nx×Ny nodos. Como ψ(~r, t) es real, su transformada de Fourier cumple

con la siguiente propiedad

ψ̃(qx, qy, t) = ψ̃(−qx,−qy, t), (A.2)

en donde la barra indica el complejo conjugado. Este método pseudoespectral permite

calcular las derivadas parciales espaciales del campo escalar real ψ(~r, t), como productos

en el espacio de Fourier, de la siguiente forma

∂n
j ψ(~r, t) → (iqj)

nψ̃(~q, t), j = x, y, n ∈ N, (A.3)

y regresar al espacio real para calcular los términos no lineales cuando éstos involucran

productos de derivadas del campo ψ(~r, t), como ocurre con los modelos no potenciales 1 y

2. De esta manera se evitan los errores debidos a diferencias finitas cuando se discretizan

los operadores diferenciales en el espacio real.

La integración temporal se realiza mediante un procedimiento de propagación expo-

nencial en el que, dada una solución numérica al tiempo t, permite conocer la solución al

tiempo t+∆t (con paso de tiempo ∆t), de la siguiente manera. La transformada de Fourier

de la ecuación (4.10) es

∂tψ̃ = αψ̃ + ˜NL[ψ̃], (A.4)

con α asociado a la parte lineal de (4.10)

α = r −
1

k4

0

(

(k2

0
− q2

x − q2

y)
2 + cq4

y − 2ηq2

xq2

y

)

(A.5)
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y ˜NL[ψ̃] la transformada de Fourier finita del término no lineal NL[ψ]. La ecuación (A.4)

es una ecuación diferencial de primer orden para el campo ψ̃ con un término de forzamiento

no lineal ˜NL[ψ̃], el cual puede ser integrado por un método predictor-corrector. Suponiendo

que en el intervalo t ≤ t′ ≤ t + ∆t, ˜NL[ψ̃] es una función lineal del tiempo t′

˜NL[ψ̃] = Ñ0 + Ñ1(t − t1), (A.6)

en donde

Ñ0 = ˜NL[ψ̃(t), t],

Ñ1 =
˜NL[ψ̃(t + ∆t), t + ∆t] − ˜NL[ψ(t), t]

∆t
, (A.7)

se puede deducir que la solución numérica al tiempo t + ∆t está dada por el siguiente

algoritmo

ψ̃(t + ∆t) = exp(α∆t)ψ̃(t) + Ñ0

exp(α∆t) − 1

α
+

+Ñ1

exp(α∆t) − (1 + α∆t)

α2
. (A.8)

Para calcular Ñ1, se estima ψ̃(t + ∆t) a partir de la ecuación (A.8) con Ñ1 = 0 y luego se

sustituye en la ecuación (A.7), esto es, se predice y se corrige el valor de ψ(t + ∆t).
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[92] D. Boyer and J. Viñals, Phys. Rev. Lett. 89, 055501 (2002).

[93] M. C. Cross, D. Meiron, and Y. Tu, Chaos 4, 607 (1994).


	Portada
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Aspectos Generales
	Capítulo 3. Patrones Anisotrópicos en Cristales Líquidos Nemáticos
	Capítulo 4. Modelos de Ordenamiento de Fases de Franjas Oblicuas Anisotrópicas
	Capítulo 5. Resultados de Coarsening
	Capítulo 6. Efectos no Adiabáticos sobre Interfaces en Patrones de Franjas Oblicuas
	Capítulo 7. Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía

