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Introduccion

El presente trabajo tiene su ambito en el campo de los productos derivados
financieros, el cual se considera de una importancia relevante por las
posibilidades que tiene el uso de los mismos. Esta materia ha venido
desarrollandose con el paso del tiempo a una gran velocidad, debido a que los
beneficios que pueden alcanzarse con su implementacién son considerables en
términos financieros y consecuentemente lo son también en las ramas
relacionadas. La variedad de productos derivados que existe es inmensa, tan
grande como sea el nimero de necesidades que tengan sus usuarios, lo cual en
alguna medida complica ciertos conceptos involucrados en el trato de estos
instrumentos financieros.

Uno de los puntos delicados, cuando se trata de productos derivados, es poder
obtener un valor para éstos, es decir, el precio justo de dichos productos. Se
habla de justo al pensar en el que involucra los conceptos que definen al
derivado y no de los intereses propios de quien lo emita o venda. Partiendo de
esto, el precio dependerd de las caracteristicas con las que esté disefiado el
instrumento financiero derivado.

A lo largo de este documento se hablara de algunas de estas caracteristicas que
permitirdn conocer ciertos tipos de productos derivados, asi como desarrollos
de su valuacion en diferentes alternativas, considerando principalmente
modelos discretos y en menor medida, a manera de dar sélo un panorama se
habla de uno de los métodos de valuacion continuos.

Dentro de los tipos de derivados que se abordan, se hace énfasis en los
conocidos como opciones, ya que estan entre los mas utilizados en el mercado
por sus caracteristicas generales.

Siguiendo el tema de valuacion se va un paso mas alla para considerar los casos
en gue no se habla de un derivado sino de un grupo de éstos. En este sentido se
muestra de manera general la valuacién de canastas de derivados,

\%



Introduccion VI

nuevamente recurriendo a los métodos usados para la valuacion de un contrato
financiero de sélo un derivado; el discreto y de forma superficial el continuo.

El andlisis de grupos de derivados se hace sobre los contratos de las opciones.
Especificamente se detallan ejemplos de canastas de opciones y mas a fondo se
tratan aquellas conocidas como spreads.

Ya dentro del estudio de valuacion para el caso de canastas, se ejemplifica
usando a las opciones spread, las cuales tienen un fuerte desarrollo en
diferentes sectores como el de la energia y el agropecuario, lo cual las hace
utiles mas alld del tema puramente financiero, sefialindolas como una
herramienta en el desarrollo de otras secciones de la economia.

Como herramienta matematica que permita el ejercicio de la forma central de
valuacién utilizada en este trabajo, se describe y desarrolla el tema de la
programacion dinamica, el cual ademas de los usos abordados, cuenta con
maultiples asignaciones en diferentes ramas, tanto cientificas como sociales.

Finalmente podemos decir que la intencion de elaborar este documento es llevar
a un plano discreto, principalmente, el método de la valuacion de productos
derivados, con la idea de usarlo en los casos que se puedan adaptar a él,
permitiendo asi facilidad para llegar al objetivo final, que es el precio.



Capitulo 1

Particulares de los derivados financieros

Introduccion

El trabajoen general tiene como tema principal a los productos financieros
derivados porque se consideran una herramienta Util, que debe ser tomada en
cuenta por los responsables del area financiera de cualquier institucion o
empresa que involucre riesgos financieros 0 que simplemente busque
rentabilidad de su capital. En este capitulo se hace énfasis en la descripcion de
los productos derivados mas comunes, abarcando definiciones y usos de los
mismos. Ademas, se define y caracteriza a la extension de estos productos
derivados en su forma de canasta, presentando ejemplos, de los cuales se
muestra su forma de operar. Mas a detalle se trata el tema de las opciones de
tipo spread, las cuales tienen un papel importante en este material.

1.1 Usos de instrumentos derivados: necesidades
empresariales

El uso de derivados financieros se ha incrementado por la diversidad de éstos y
los beneficios que se obtienen de la aplicacion de los mismos. Los derivados
financieros como su nombre indica son productos que derivan su valor del de
otros productos financieros, a los que se les da el nombre de subyacentes. Los

1



2 Capitulo 1

derivados son operaciones que se liquidan por diferencias entre el precio de
mercado del subyacente y el precio pactado del mismo.

Los productos financieros surgieron en la busqueda de eliminar la
incertidumbre que generaba la fluctuacién del precio de diferentes activos,
financieros o no, tanto para el vendedor como para su contraparte, el
comprador. La contratacion de estos productos no requiere de grandes
desembolsos, mientras que los beneficios o pérdidas pueden ser de gran
magnitud. Por ejemplo con acciones podemos actuar de dos formas:

a) Comprando y vendiendo acciones
b) Comprando y vendiendo derechos a comprar o vender acciones a un precio
pactado.

Claramente la segunda opcion es mas accesible que la primera, ya que la
cantidad, llamada prima, que es necesaria para comprar o vender el derecho de
compra 0 venta de una accion es mucho menor que el valor de la misma,
mientras que el beneficio posible es equivalente. Esto hace que con cantidades
iguales de capital podamos obtener ganancias mayores.

Otro aspecto importante es que se trata de un juego de beneficio cero. Cuando
invertimos en bolsa, por ejemplo, con las operaciones mas normales
encontramos que cuando la bolsa sube todos ganan y cuando la bolsa baja todos
pierden; en los instrumentos derivados cuando uno gana, la otra parte del
mismo contrato pierde y a la inversa; las ganancias de un contratante son las
pérdidas de otro.

Dirigiendo ahora nuestra atencion, al uso que se hace o se puede hacer de ellos
en empresas, comenzamos por comentar que ante la internacionalizacién de las
empresas y la volatilidad en los mercados financieros, se busca un cuidadoso
manejo del riesgo, siendo este aspecto cada vez mas importante y necesario. En
este sentido, los derivados (opciones estandar, forwards, futuros, swaps,
opciones exoticas, etc.) resultan instrumentos esenciales para facilitar la
cobertura de riesgos, en particular el generado por el mercado.

Las posibilidades de cobertura que se ofrecen con los productos derivados y el
uso que las empresas hacen de éstas, son fundamentales en el momento de
evaluar y corregir el aspecto de vulnerabilidad financiera, la cual se ha
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generado debido al crecimiento propio de los mercados financieros. EI primer
aspecto a observar seria el grado y tipo de cobertura de las empresas.

Las economias con alta volatilidad de tasas de interés y tipos de cambio,
resultan el escenario que con mayor naturalidad recurrird al uso de estos
derivados como instrumentos de cobertura. Ademas deben agregarse los casos
en que exista dolarizacién financiera, debido a la importancia que con este
escenario adquiere la cobertura contra variaciones en el tipo de cambio.

Las decisiones de cobertura mediante este tipo de instrumentos financieros no
alteran el valor de los activos de la empresa, ya que lo que se esta logrando es
que los inversionistas pueden cubrirse de manera mas eficiente diversificando
sus inversiones en el mercado. De forma contraria, lo que sucede es que al
analizar el efecto de los costos por stress financiero y el método de cobertura,
estas decisiones se transformen en un instrumento que incrementa el valor de la
firma.

Debido a que los costos esperados de caer en stress financiero afectan
negativamente el valor de la firma, la cobertura de riesgos tiene como ventaja
que al reducir la varianza de los resultados, disminuye la probabilidad de stress,
y como ya se habia comentando, al final logra ademas generar valor. Al mismo
tiempo, se puede conseguir que los costos de stress financiero contengan o se
caractericen por un factor fijo, razén por la cual las empresas pequefias deberian
tener mayores incentivos que las grandes para evitar el stress financiero,
recurriendo a un esquema de cobertura que le permita evitar el stress, al menos
hasta el punto de mantenerlo fijo o en una banda de variabilidad. Es en este
aspecto como entra en juego el uso de los productos derivados.

Otro punto importante es la participacion o no de las empresas, mediante
cotizacion, en la bolsa de valores. De ser activa su posicion en este mercado, es
muy probable que los propietarios no posean inversiones diversificadas y por lo
tanto encuentren mayores incentivos al cubrirse con derivados financieros.

A los argumentos anteriores podemos agregar que en el caso de paises en
desarrollo con alta volatilidad en los precios de mercado, una politica de
cobertura permite a la gerencia enfocarse exclusivamente en el riesgo propio de
su negocio y delegar el resto de los riesgos al mercado financiero.
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Es importante sefialar que las necesidades de cobertura de una firma no estan
totalmente determinadas por el niumero de negocios con los que cuenta, el
namero de paises en los que opera o el tipo de produccién sino que ademas de
conocer los tipos de riesgo a que esta expuesta, debemos identificar la
intensidad de éstos, ya que en algunos casos podria estar cubierta de forma
natural. Por ejemplo seria posible que el riesgo de tasa de interés quedara
cubierto de forma directa con el financiamiento de proveedores y clientes.

A continuacién se daran algunas formas de exposicion al riesgo y los
instrumentos que serian viables para dichos eventos.

Exposicion al tipo de cambio

Para analizar las necesidades de cobertura sobre el tipo de cambio, en primer
lugar es necesario definir cual es la moneda de referencia que utilizan las
empresas para evaluar y medir sus resultados. En principio, las firmas
nacionales utilizaran la moneda local y las extranjeras la moneda de su pais de
origen o el dolar. Sin embargo, en paises donde la dolarizacidon es muy alta, las
empresas nacionales en su mayoria utilizardn la moneda americana como
referencia. En cualquiera de los casos, es necesario conocer el grado de
desprendimiento de monedas de cada firma.

Es importante también identificar que porcentaje de sus ingresos y egresos
operativos en moneda extranjera son generados en el mercado externo y
cuantos en el mercado interno, lo cual en el caso de los paises con dolarizacion
representa una buena aproximacion de la exposicion real de tipo de cambio.

En el caso de las empresas que no utilizan derivados, se espera que la
proporcion de ingresos y costos en moneda extranjera no sea tan importante
como en el caso de empresas que si lo hacen, debido a que utilizar o no
derivados depende directamente del nivel de exposicion de la firma y existiendo
los instrumentos que se requieren, no es necesario subestimar el riesgo.

Algunos métodos de cobertura para este tipo de riesgo son:
Compraventa de divisas a plazo (Forward exchange)

Estos contratos de tipo de cambio forward, generalmente son utilizados para
cubrir una exposicién larga, por medio de los cuales la empresa vende su divisa
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a plazo ajustando la cantidad y la fecha de vencimiento del forward con la
cantidad y la fecha de vencimiento de los derechos de cobro. Estos contratos no
son accesibles para vencimientos a mas de uno o dos afios y son aplicables
unicamente para algunas monedas.

Contratos de futuro de divisas (financial futures)

Este es un contrato en el que se pacta un tipo de cambio futuro por un importe
preestablecido y sobre el que se establece una garantia en concepto de deposito,
que esta sujeta a liquidaciones diarias en relacion al movimiento de los
cambios. Los contratos de futuros facilitan la operatividad en un mercado
bursatil. Sus limitaciones son tener que utilizar montos estandarizados, los
desajustes de vencimientos y la complicacién administrativa de ajuste diario.

Opciones de divisas (currency options)

Una opcion en divisas es un derecho a comprar o vender una cantidad
determinada de una moneda por otra diferente a un tipo de cambio prefijado
Ilamado precio de ejercicio, en una fecha predeterminada que recibe el nombre
de fecha de vencimiento o expiracion. Estos contratos combinan las bondades
de la cobertura a plazo con la posibilidad de obtener ventajas a causa de los
movimientos favorables de los tipos de cambio.

Swaps de divisas (currency swaps)

Es un contrato de permuta financiera por el que se intercambian obligaciones de
pagos y cobros en monedas distintas. Se venden mutuamente los montos
principales en las divisas respectivas, en el momento de la transaccion del dia
de inicio del contrato. Dichos montos serdn recambiados, o revendidos, al
vencimiento de la operacién al precio spot del dia inicial. Cada una de las partes
permutantes transfiere a su contraparte, durante la vigencia del swap de divisa,
los pagos por concepto de intereses de los préstamos permutados en la divisa
original y en sus vencimientos respectivos.

1.2 Mercado de derivados

El mercado de derivados se caracteriza por el tipo de activos que ahi se
negocian. Dichos activos financieros tienen la particularidad de que su valor
esta en funcion del comportamiento que tenga el precio de otro bien o activo, al
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cual se le llama subyacente. La variedad de subyacentes es basta ya que pueden
ser tantos como el numero de instrumentos que participan en los diferentes
mercados de valores.

Cuando pensamos en la compra o venta de algun activo financiero en los otros
mercados, observamos que el desembolso monetario es mayor al realizado en el
mercado de derivados, ya que en éste el pago principal se realiza, si es que asi
es determinado por el tipo de instrumento derivado en cuestion, hasta el
vencimiento del plazo establecido. Otro dato que se debe resaltar, es que los
contratos emitidos en este mercado se negocian a plazo, debido a que uno de
sus principales objetivos es el de cobertura de riesgo.

Los mercados de derivados pueden clasificarse de acuerdo al tipo de bien que
funciona como subyacente, el primero de éstos es el de mercancias o materias
primas y el segundo es el de derivados financieros.

En el caso de los derivados sobre mercancias, la operacion puede implicar o no
la entrega en especie al llegar el término del plazo. El inconveniente de
comercializar materias primas u otro tipo de mercancias, es que implica la
movilizacidn, almacenamiento y resguardo de éstas, lo que ademas de provocar
otros costos representa riesgos, como es el caso de los riesgos a cusa de las
condiciones climatoldgicas. Por esta razon es que se opta por el pago, en
efectivo, de la diferencia entre el precio a plazo pactado en el contrato y el
precio de mercado en la fecha de vencimiento.

En el mercado de derivados financieros los activos subyacentes son intangibles,
como sucede con las tasas de interés, el tipo de cambio, las canastas de divisas,
las canastas de acciones o indices bursétiles. El rendimiento estara representado
por la misma diferencia de precios antes sefialada, la existente entre los dos
precios involucrados, el pactado y el de mercado, dicho capital s6lo existira
cuando las caracteristicas del producto derivado y el movimiento del mercado
lo generen.

El funcionamiento de los productos derivados igual que muchos otros
productos negociados en los mercados bursatiles, se encuentra regulado por una
serie de entidades publicas o privadas que establecen las normas de supervision
y vigilancia de los participantes, lldmese demandante, oferente o intermediario.
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Este tipo de productos financieros también son negociados en los mercados
over - the - counter, lo que da una ventaja respecto a la flexibilidad que ahi se
maneja. Sin embargo siempre esta presente el riesgo de crédito, es decir, que el
contrato no sea satisfecho por alguna de las dos partes.

1.3 Principales Derivados Financieros

Un derivado financiero es el tipo de producto que se opera en del mercado de
derivados cuya principal caracteristica es que su valor, tanto el actual como el
futuro, depende de algln otro activo del mercado. El activo del cual se genera la
dependencia es llamado el subyacente, dicho papel puede ser tomado por
instrumentos financieros como lo son: una accién individual o una canasta de
acciones, algun bien fisico como el oro o la gasolina, indices como el bursatil o
el inflacionario; e incluso el precio de otro derivado.

Entre los principales productos derivados encontramos opciones, futuros,
forwards y swaps. Daremos una introduccion a algunos de estos instrumentos,
mostrando sus principales caracteristicas.

Opciones

Una opcidn es un contrato que proporciona a su duefio el derecho de comprar o
vender en un futuro, un namero fijo de acciones de una empresa especificada,
con un precio preestablecido y una fecha pactada. Como se menciond dicho
contrato sélo proporciona derechos y no obligaciones por parte del comprador
del mismo.

Para definir de manera mas amplia una opcién, mostraremos las siguientes
definiciones:

Comprador o tenedor del contrato: persona interesada por pactar un precio de
compra o venta de un activo en una fecha futura.

Vendedor o emisor del contrato: persona que bajo el contrato queda obligada a
cumplir al comprador su derecho de compra o venta, con las caracteristicas de
la accion, del precio y del vencimiento, previamente pactados.

Prima: cantidad pagada por el comprador al vendedor del contrato de la opcion.
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Precio de ejercicio: es el costo de la accion, pactado para una fecha llamada de
vencimiento, el cudl sera pagado o no, segun la decision que tome el tenedor
después de observar la diferencia entre éste y el precio de mercado.

Fecha de vencimiento: dia establecido en el contrato, el cual sera el ultimo del
mismo y en él que se tomara la decisién por parte del comprador de ejercer o no
su derecho, ya sea de compra o de venta. También se puede llamar fecha de
expiracion o fecha de ejercicio. En este concepto es importante mencionar que
existen opciones con la caracteristica de poder ser ejercidas antes de la fecha de
vencimiento, éstas reciben el nombre de opciones americanas, por lo tanto en
este tipo de opciones la fecha de vencimiento no coincide con la fecha de
ejercicio. Por otro lado estan las tradicionales, conocidas como opciones
europeas y en éstas no es posible ejercer el derecho de compra o venta antes de
la fecha de vencimiento.

Definidos estos conceptos, contestaremos una de las preguntas basicas:
¢Cual sera la pérdida o ganancia de este contrato?

Comencemos entonces por definir la ganancia en un contrato de opciones.

Existen cuatro diferentes situaciones que pueden darse cuando hablamos de
opciones:

Podemos ser compradores o vendedores del contrato, a su vez podemos adquirir
el derecho de comprar o de vender, es decir, opciones de compra o de venta.
Cuando se compra una opcion se dice que se esta largo (long) y cuando se
vende que se esta corto (short). A una opcion de compra se le llama call y a una
de venta put. Entonces si nuestra posicién es long-call podemos ver expresados
graficamente, el beneficio o pérdida, de la siguiente forma:

Beneficios
PE
Prima Act. Sub.
Prima
Pérdidas
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Cuando la situacion sea short-call:

Beneficios

Prima

Prima

PE Act. Sub.

Pérdidas

Se usara por practicidad la siguiente notacion que es la usualmente utilizada en
los textos:

S; : precio de mercado en la fecha de vencimiento o también conocido como
precio spot.

K : precio de ejercicio. En la gréafica aparece sélo la abreviatura PE.

Para una opcién de compra, la situacién que permitiria ejercerla seria cuando el
precio de mercado a la fecha de vencimiento sea mayor al precio de ejercicio,
esto es:

S, >K.

Por esta razon, observamos en las graficas que cuando el precio del activo
subyacente en el mercado comienza a superar el precio de ejercicio, se notan las
ganancias o las pérdidas segin sea el caso de comprador o de vendedor del
contrato de la opcion.
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La opcion no se ejercera si se da que:

S, <K.

En tal caso la ganancia para la postura short sera la prima que el comprador del
contrato pagoé. Para quién esté long lo que habra serd una pérdida pero limitada
que correspondera al monto de la prima.

Si observamos a los participantes del contrato, podriamos definir que los
beneficios para el comprador del mismo, estaran dados por:

Max(S; —K,0),

que finalmente es lo que se produce con cuando se ejerce y cuando no. El
vendedor vivird la situacion inversa y su beneficio estara dado por:

—Max(S; —K,0)=Min(K-S;,0).

Ahora veamos que sucede con la opcion de venta (put), si el caso es long-put:

Beneficios

Prima

PEN Act. Sub.
Prima

Pérdidas



Capitulo 1 11

Si la postura es short-put:

Beneficios

Prima
Prima PE

Act. Sub.

Pérdidas

Para una opcion de venta, veremos que se ejercera cuando el precio de mercado
esté por debajo del precio de ejercicio, es decir cuando suceda que:

S, <K.

Por esta causa, es que en las graficas de beneficio y pérdida se observa como
mientras el precio del subyacente se mantiene por debajo del de ejercicio, se
dan los beneficios y las pérdidas, segun las posturas de comprador y vendedor
del contrato respectivamente.

El otro resultado seria:

S, >K,

situacion en la cual no se ejerceria el contrato porque el comprador del mismo,
que es quién finalmente decide si ejercerlo o no, tendria una pérdida respecto al
precio que podria encontrar en el mercado.
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Entonces para el comprador del contrato segin sus derechos de ejercer 0 no,
definimos su beneficio como:

Max(K-S; ,0),
quedando asi limitada la pérdida para el comprador del contrato, mientras que
el monto de las ganancias sera tan amplio como se alejen los precios de
mercado y de ejercicio, ademas de la cantidad que sea invertida.
Si nos fijamos en lo que sucede con el beneficio del vendedor, obtendriamos:

—Max(K -S; ,0)=Min(S; —K,0).

Forward (Contratos adelantados)

Estos son contratos que proporcionan a su duefio la certeza de que en una fecha
futura, se comprara una accién a un precio preestablecido, lo cual es una
garantia.

El funcionamiento de este tipo de instrumento es el siguiente: en la fecha de
expiracion, el poseedor de este contrato pagard una cantidad ya establecida,
llamada precio de ejercicio o precio de entrega; el emisor recibird dicha
cantidad y entregara la accion en la misma fecha.

Se observa que los conceptos de fecha de expiracion y precio de ejercicio son
los mismos que fueron definidos cuando hablamos de opciones, la diferencia
radica en el procedimiento de los participantes de cada contrato de derivados, es
por eso que en este caso utilizaremos el término precio de entrega porgue ya no
hay opcidn que ejercer sino obligacion.

Para un forward la pérdida o ganancia se determina al expirar el contrato, y esto
dependeréa de lo que suceda con el precio de la accién en el mercado y lo que se
haya pactado, esto es:

S, —K.
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Esta diferencia representara la pérdida o ganancia de este contrato, ya que por
las caracteristicas de éste, al llegar la fecha de expiracion siempre sera ejercido
y por lo tanto existira una obligacion por parte de ambos participantes.

Una caracteristica de los contratos llamados Forward, es que son contratos
generalmente negociados en el mercado over-the-counter y ademas son
contratos hechos a la medida, es decir, disefiados segun las necesidades de los
interesados.

La persona que compre el contrato a plazo adoptara la posicién larga y por lo
tanto tendrd el derecho de recibir en la fecha de vencimiento, el activo
subyacente ademas de la obligacion de pagar por €l la cantidad preestablecida.

La gréfica de beneficio y pérdida para este contrato con una posicion larga sera:

Beneficios

Beneficios

Act. Sub.

Precio del futuro

Pérdidas Perdidas

Con esta postura la ganancia estara dada por la diferencia del valor del
subyacente en el mercado menos el costo del contrato:

S, —K,

en donde K sera el precio de entrega.
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Si la posicion que observamos es la corta, es decir, nos referimos a la persona
que vende el contrato, entonces la grafica seria vista de la siguiente forma:

Beneficios
Precio del futuro
Beneficios
/ Act. Sub.
Pérdidas
Pérdidas

Aqui el beneficio sera el resultado de la operacion K — S, , ya que la cantidad

que recibe el vendedor es K y la tendra que comparar contra el precio del
mercado.

Futuros

El contrato de futuro se realiza entre dos partes interesadas en comprar o vender
un numero de bienes o valores en una fecha futura.

Este tipo de contratos se realizan en mercados organizados y son de tipo
estandarizado. Son arreglos muy similares a los contratos adelantados ya que el
interés de los participantes es practicamente el mismo. Las diferencias se notan
en ciertas caracteristicas, como lo es el hecho de que los futuros son
procedimientos de liquidacion diaria, esto significa que el beneficio o pérdida
se obtiene dia a dia, mientras que en el forward sélo se vera reflejado hasta el
vencimiento.

Entonces la pérdida o ganancia se veria también reflejada por:

S, —K,



Capitulo 1 15

si estamos pensando en el comprador, caso contrario seria si observamos la
postura del vendedor:

K-S,.

Con la diferencia, respecto de un Forward, que el tenedor o vendedor de este
contrato tendra el beneficio o pérdida distribuido a lo largo de los dias que dure
el contrato, es decir, habra dias con pérdidas y otros con ganancias.

Las graficas de pérdida y beneficio para este contrato son las mismas que para
el contrato Forward.

Después de haber dado las consideraciones y definiciones bésicas de los
productos financieros derivados, existen conceptos importantes que conviene
introducir porque servirdn como apoyo para el resto del trabajo.

En primer punto hablar del tipo de participantes del mercado de derivados es
relevante por que son funciones diferentes pero que engloban caracteristicas del
mercado en si. Se pueden clasificar en tres grandes grupos: los coberturistas, los
especuladores y los que toman posturas de arbitraje.

Los especuladores realizan operaciones en el mercado apostando por la
situacion futura del mercado.

Los coberturistas usan los instrumentos del mercado de derivados para
protegerse y reducir el riesgo que enfrentan, segin su postura, ante
movimientos abruptos del mercado o del sistema financiero.

Por altimo estan aquellos quienes adoptan diferentes posiciones, las cuales
cumplen con la caracteristicas de compensarse unas con otras, de tal forma que
el participante se asegura una ganancia. Estos participantes estan tomando las
oportunidades de arbitraje.

Para el caso de las opciones es conveniente hablar de tres conceptos, los que
definen si una opcién esta dentro, en o fuera del dinero.

Los conceptos de dentro, en y fuera del dinero relacionan los dos precios
importantes en los contratos de opciones, el de ejercicio y el de mercado.
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De acuerdo a la propiedad de orden entre dos numeros reales tenemos tres
relaciones posibles entre los precios:

La primera dice que uno sea mayor que el otro, en este caso cuando el precio de
mercado sea mayor que el de ejercicio se dice que la opcidn estd dentro del
dinero.

La segunda define el caso contrario al anterior, entonces si el precio de mercado
estd por debajo del de ejercicio, se dira que la opcion esta fuera del dinero.

Por ultimo esta la igualdad entre ambos precios, lo describe a la opcidon como
una que esta en el dinero.

1.4 Canastas de opciones

Las canastas de derivados financieros son también instrumentos financieros,
estan conformados por un conjunto de productos derivados y son estructurados
segun las necesidades o estrategias del inversionista.

Es posible conformar diversos arreglos de activos financieros o en su caso de
derivados financieros, que se definiran por los requerimientos del inversionista.

Las canastas de derivados que han tenido mas desarrollo han sido las de
opciones y de ellas se tratara a continuacion.

Las canastas de opciones son un instrumento financiero cuyo resultado esta
ligado a un conjunto de valores subyacentes. La canasta puede conformarse de
cualquier cantidad de valores.

Las canastas de opciones son populares porque se liquidan en efectivo y
comunmente se usan para cubrir el riesgo de intercambio de divisas. Las
canastas pueden estar relacionadas con tasas de interés, indices, valores o
commaodities. Una corporacién con maltiples exposiciones al tipo de cambio,
puede cubrirse usando opciones de canasta comprando una opcion para cada
moneda.
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Estas opciones tienen las caracteristicas de las opciones estandar. EI comprador
y el vendedor estipulan la duracion de la opcién, el monto de la moneda
extranjera Yy el precio de ejercicio, el cual debe estar expresado en unidades de
la moneda base. Si al término del contrato, el valor de la moneda en el mercado
es menos favorable que el precio de ejercicio entonces no se ejerce, de lo
contrario el duefio del contrato reclamara el precio de ejercicio.

Existen varias formas basicas de valuar canastas, en una de ellas pueden
valuarse como derivados simples utilizando las formulas que se usan para
valuar cada opciédn y el valor final sera la suma de todos, por lo que no depende
de la correlacion que exista entre los componentes, aunque finalmente siempre
existira un error moderado.

El segundo procedimiento se lleva a cabo mediante el calculo de un promedio
que incluya los resultados de cada opcidn, utilizando la volatilidad de cada
elemento y la correlacién entre los componentes. El costo de una canasta de
opciones puede ser significativamente menor al de multiples contratos de
opciones.

Este instrumento es ideal para los inversionistas que desean tener acceso a una
region diferente a la de residencia porque como ya se ha mencionado, tendran la
oportunidad de protegerse ante las variaciones del tipo de cambio. Algunas
canastas populares son: G7, G10, Europa, Asia del Pacifico, Latinoamérica.

Las ventajas de este tipo de instrumentos son:

o limitar la pérdida potencial
o balancear la exposicion
o pueden ser personalizadas

Ejemplos mas sofisticados de canastas de opciones son el Altiplano,
Annapurna, Atlas, Everest, de los cuales se enunciardn sus caracteristicas a
continuacion.
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Altiplano

El duefio de esta opcion tendrd derecho a un bono si ninguna opcion de la
canasta llega a uno de los limites predeterminados durante un periodo dado. De
lo contrario el pago sera como en un contrato de opcidén convencional. La
ganancia o resultado que obtendria quien tuviera este contrato seria:

| w

L _K |+@-n)C.
5t (1-n)

o

nMax| 0, )

n
j=0

—

Donde C es el bono que se entrega al duefio de la canasta si ninguno de sus
valores rebasa el limite preestablecido.

El indice que recorrera el total de valores (n) incluidos en la canasta, es j, se
tratara entonces del j-ésimo valor.

Respecto al tiempo, 0 serd el momento inicial y otro momento sera el tiempot.

El precio de ejercicio serd& K, por lo cual la opcién se ejercera cuando la suma
t

de los cocientes S_‘J) supere a éste.
i

La variable 7 valuard si sucede o no la condicion para el pago del bono y estara
definida como:

St
1 si Min —Ll<L

1<j<n, ty <t <t, S 0o |—

n= i
0 e.0.C.

Donde Les limite preestablecido que no debe ser superado para obtener el
bono.

El principio y el final del periodo a prueba son t,, t, respectivamente.
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Annapurna

Esta opcion se paga al duefio siempre y cuando ninguna de las componentes de
la canasta baje de una fraccion predeterminada del valor inicial durante un
periodo de tiempo. Esta es una variante de la anterior, con la diferencia de que
se trata de un limite inferior en lugar de un superior, por lo cual el resultado
para el poseedor de este contrato seria practicamente el mismo.

Atlas

Es una opcién de compra que al final del periodo quita algunos de los mejores y
de los peores momentos de los valores en la canasta.

La ganancia para el duefio del contrato esta dada por:
i—n— T
1 ]1=n-n, Sj

Max| 0, ————M— — K
n—(n,+n,) ,-%18?

Donde:

K es el precio de ejercicio
n es el nimero de valores en la canasta
n,, n, son tales que n, + n, <n

Everest

Esta opcion da al duefio, al final del periodo, un pago cuando uno de los
componentes de la canasta tenga un mal momento. La principal diferencia entre
el Everest y los anteriores es que su duracion es de 10 a 15 afios y el namero de
componentes va de 10 a 25 valores.

La cantidad que el duefio del contrato tendrd como ganancia es:

.
Min._, n[z—'o]
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Donde:

n es el nimero de valores que conforman la canasta de opciones y
S, esel i-ésimo valor.

1.5  Opciones de tipo spread

Incluimos el estudio de este tipo de opciones como ejemplo de canasta de
derivados porque involucra a mas de un derivado financiero, la razén de esto
sera explicada méas adelante. Ademas son opciones que han tenido desarrollo en
diferentes ambitos econdmicos, lo que las propone como un buen candidato de
cobertura.

Es importante sefialar que no hay registro del uso de este tipo de instrumento
financiero en nuestro pais, debido a eso lo que aqui se describe se refiere a
paises con mas desarrollo financiero, sobre todo respecto al uso de productos
derivados en diversos campos.

Una opcidn spread se caracteriza porque lo que se tomara en cuenta ya no sera
Unicamente un valor sino comparaciones entre diferentes valores, al menos
entre dos de ellos. Respecto al tipo de opcidn, tendra que ser europea porque se
va a considerar que Unicamente podra ejercerse al llegar la fecha de
vencimiento.

En una opcion spread también se requiere que el duefio o comprador pague en
la fecha de vencimiento un precio preestablecido, Ilamado precio de ejercicio,
como ocurre normalmente en un contrato de opciones. El contrato de este
derivado se ejercera si para el duefio del mismo, la diferencia entre los valores
del o los activos subyacentes le proporcionan un beneficio.

En este tipo de opciones las condiciones generales son las mismas, es decir, hay
un comprador, un vendedor, de los cuales se supone gque son agentes racionales
y buscaran maximizar su beneficio mediante el conocimiento de sus
posibilidades y la eleccion de su mejor opcion.
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Se considera también el no arbitraje, es decir, no sera posible obtener beneficios
mediante diferencias de precios de un mismo activo partiendo de cero. Esto,
entre otras cosas, nos permite asegurar que en un momento dado los precios,
tanto de demanda como de oferta, se igualaran y coincidiran ambas
necesidades, logrando como consecuencia un mercado completo.

Sean entonces S;(T) y S,(T) los valores subyacentes del o los activos que

conforman la opcién spread. Ademas sea K el precio de ejercicioy T la fecha
de vencimiento del contrato de la opcion.

Entonces al llegar la fecha de vencimiento, el duefio de este derivado financiero
obtendra el siguiente beneficio:

Max((S,(T) - S,(T)) - K, 0),

Observamos que ésta es una manera de describir a una opcion spread, pero
también es posible ampliar el concepto debido a que no existe restriccion para
el nimero de valores a comparar o de activos en la opcién spread. De forma
general podemos definir este tipo de instrumento financiero como una
combinacion lineal de un conjunto finito de indices. Para el caso de opcion
spread la caracteristica principal que se debe conservar es la comparacion entre
al menos dos activos financieros.

Sea S el vector que define nuestro contrato de una opcion spread y sean
S.,,S,,...., S, los valores que se incluirén en la comparacion que conformara el

spread.

Tomemos un conjunto de valores a,,a,,....,a, como coeficientes, tales que:
n
S=4aSs,+a,5,+...+a,S, = Zajsi :
]

Entonces el beneficio que se obtendra en un contrato de una opcion spread,
convencional en sus caracteristicas, con un nimero n de valores incluidos en el
spread, y con un precio de ejercicio K sera:
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Max (ZaijJ— K,0|

=1

Max(S — K, 0).

Ahora, hablando especificamente, existen varios tipos de opciones spread, los
cuales podemos enunciar de acuerdo al mercado en el que se utilizan.

Opciones spread en mercados de commodities (mercancias)

En el caso de mercados de commodities, hay variantes de una opcion spread,
podemos empezar por la que esta definida como la diferencia entre los valores
de una misma mercancia ubicada en diferentes lugares, a estos contratos se les
conoce como opciones de ubicacion.

Otro tipo de opciones spread en este mismo mercado, es el conocido como
opciones de calendario porque se describe como la diferencia entre los valores,
en diferentes tiempos, de una misma mercancia 0 commodity.

Otra variante son los contratos conocidos como opciones de proceso, en los
cuales la diferencia observada es la que existe entre los precios de insumos y de
productos, en un proceso de produccion.

La ultima forma en este mercado es la opcion de calidad, en la cual se toma la
diferencia entre los valores de la misma mercancia con diferente calidad.

Opciones Spread en mercados de rendimiento fijo v de divisas

Las opciones spread son muy utilizadas en los mercados de divisas, en éstos el
spread que se maneja es la diferencia de tasas de interés en distintos paises.

El contrato derivado mas comun es el conocido como opcion spread estandar
de divisas cruzadas. En éste se utilizan como subyacentes a dos indices, sean Y,
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y Y,, los cuales son tasas swap en monedas diferentes entre si. El beneficio que
da este instrumento financiero es para un tercer pais y esta dado por:

Max((aY,(T) = BY,(T)) - K, 0 ) =((aY,(T) - pY,(T))-K)".
Para simplificar la notacion podemos utilizar el lado derecho de la ecuacion,
donde:

K como ha sido usualmente, es el precio de ejercicio y
a ,  son constantes positivas.

En mercados de renta fija, los spreads mas liquidos son los que estan basados
en las diferencias existentes entre vencimientos, como es el caso de bonos con
plazo menor y mayor a un afio, por ejemplo podria conformarse un arreglo de
este tipo entre cetes a 90 dias y BREMS a tres afios; otra diferencia podria ser
entre la tasa LIBOR a tres meses y la misma tasa a seis meses.

También se utilizan spreads de diferencia en calidad, ejemplo de este tipo de
contrato son las diferencias entre treasury bills y eurodollars, otro ejemplo
podrian ser los bonos emitidos por el gobierno federal y los que lo son emitidos
por municipios o estados.

Opciones Spread en mercados de futuros para la agricultura

En este mercado las opciones spread son usadas cominmente en el Chicago
Board of Trade. En este caso vamos a hablar de algunas de ellas, a las cuales se
les conoce como spreads de soya o spreads de trituracion, nombre que se le da
por el proceso de produccion de la soya. Los activos subyacentes que participan
en este tipo de opciones son contratos de futuros de soya, de aceite de soya y de
comida de soya. De éstos, la materia que aun no esta refinada es la soya y los
derivados son la comida y el aceite de soya. El spread de soya se construye
restando al valor de una cantidad establecida de soya, el valor de comida y
aceite de soya que se puede obtener de esa misma cantidad de soya. Para
conformar este contrato y realizar los calculos es necesario conocer tres precios,
y las cantidades de comida y aceite que se pueden producir con soya.
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Ejemplo

Si suponemos que con cada 60 libras de soya se producen 48 libras de comida y
11 de aceite, entonces el valor de un contrato spread de soya, al tiempo t en la
moneda local por 60 libras seria:

((48(CS, ) +11(AS,) - S, ) - K).

Donde:

S; es el valor de un contrato de futuros de soya por 60 libras, al tiempo t en
moneda local,

CS; es el valor de un contrato de futuros para comida de soya por 48 libras al
tiempo t,

AS. es el valor de un contrato de futuros para aceite de soya por 11 libras al

tiempo t.

En estos contratos para considerar que el arreglo de la diferencia de los precios
es rentable, el costo de produccion no debe exceder al valor del contrato spread.
Estas opciones proporcionan a los participantes del mercado un indicador del
margen bruto de produccion y en otros casos son usados por los productores
para cubrirse de posiciones en efectivo o por simple especulacion.

Opciones spread en mercados del sector energético

En estos mercados, los inversionistas acttan al menos de dos formas, estan
quienes tratan de tomar ventaja de la diferencia en precios de la misma
mercancia en dos diferentes fechas futuras, y los que utilizan los contratos
spread de ubicacidn, quienes con el objetivo de protegerse de la exposicion al
riesgo de transporte o de transmision, utilizan contratos de futuros hechos para
la misma mercancia pero con diferente lugar fisico de entrega, incluyendo al
menos dos commodities 0 mercancias.

En los mercados de este sector los spreads son usados comunmente para
cuantificar el costo de produccion de productos refinados derivados del material
en bruto.

Los contratos mas usados son los crack spreads o también conocidos como los
documentos de refineria, y los de spark conocidos como los de planta.
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Un crack spread se conforma con una venta o compra de petréleo, simultanea a
otra de cualquier producto refinado derivado de éste. Esta diferencia representa
el margen de refinacién y se calcula con el precio del producto por barril menos
el precio del crudo. Por esta razdn este tipo de contrato de opcion es una
herramienta Util en el manejo de riesgo para las refinerias.

Para ejemplificar este spread, describiremos tres de los contratos mas comunes.
En principio se requiere contar con los calculos diarios del precio de contratos
de futuro para el petréleo crudo, para el aceite utilizado en calefaccion y para la
gasolina ligera. La forma de construir el spread es con tres contratos del crudo,
dos de gasolina ligera y uno de aceite para calefaccion. Es importante contar
con las mismas unidades, porque lo que generalmente sucede es que para el
petréleo se encuentran en barriles y para los dos productos se tienen en galones,
sera suficiente con tomar en cuenta que por cada barril se obtienen 48 galones.

Entonces la diferencia seria:
2 1
(SC)t = E(GL)t +§(Ac)t) - PCt .

Donde, en cualquier tiempo t:

(SC), es el valor del spread de crack,
(GL), , (AC),,(PC), son los precios de un contrato de futuros para la
gasolina ligera, el aceite para calefaccion y el petréleo crudo, respectivamente.

El beneficio de este contrato para el duefio del mismo estaria dado por:
2 1
(26L),+5(A0)) - (PC))| K.

Las otras dos formas del contrato crack spread son una combinacién del
primero.

El crack spread para gasolina ligera, se conforma con un contrato de petroleo
crudo y uno de gasolina ligera, quedando el valor del spread y su beneficio de
la siguiente forma:



26 Capitulo 2

(CSGL)t = ( (GL)’( - (Pc)t)1

[(GL), - (PC);)-K].

Un caso similar es lo que resulta para el contrato del aceite para calefaccion:

(CSAC), = ((AC), - (PC),),

[(AC), - (PC);)-K]

Los contratos spark spread son usados por las personas que participan en la
conversion de algun combustible, usualmente gas natural, en electricidad; con
un grado especifico de facilidad para realizarlo y el costo que esto implica.

Estan definidos como la diferencia entre el precio de venta de la electricidad
por parte de un generador de la misma, y el precio del combustible usado para
generarla, cuidando siempre manejar las mismas unidades. Para ejemplificar
conformaremos uno de estos spread, tomando cuatro contratos de electricidad y
tres contratos de gas natural, definiendo la diferencia entre éstos. El valor y el
beneficio de este spark spread seria:

(SS);* = (4(E), —3(GN),),

[(4(E); - 3(GN);)-K].
Donde, en cualquier tiempo t:

(SS);* es el valor del spark spread. Los superindices indican el nimero de
contratos.

(E), ,(GN), son los precios de un contrato de futuros para electricidad y
para gas natural. El subindice T se refiere a la fecha de vencimiento.
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A partir de esta forma de construir spreads se pueden encontrar varias
combinaciones, por ejemplo, usar cinco contratos de electricidad y tres de gas
natural.

Dentro de estos spreads, se encuentran otros en los que la diferencia que se
observa es entre los precios de los futuros para la electricidad y el gas natural,
pero agregando un factor de eficiencia, el cual corresponde a la planta que
genera la electricidad a partir del gas natural.

Este spread se define de la siguiente forma:

St = Fe (t) - Hef an (t),

en donde F,(t),F,(t) son los precios de los contratos de futuros para

electricidad y para gas natural, en un tiempo t. EIl factor de eficiencia esta
representado por H; .

Entonces el beneficio en la fecha de vencimiento seria:
max( ((F.(T) — Hy Fy, (T)) - K), 0).

Uno de los usos mas interesantes de una opcion del tipo spark, esta en permitir
valuar de forma real el valor economico por generar el activo usado para
producir electricidad. Esto es que la diferencia establecida, da la oportunidad al
duefio de una planta generadora de electricidad de observar dos situaciones, las
cuales le auxiliaran en la toma de decisiones.

Por ejemplo si el factor de eficiencia resultante de los precios spot de
electricidad y de gas esta por encima del factor que maneja la planta, entonces
al duefio le conviene comprar gas y producir electricidad para venderla con una
ganancia. En cambio si sucede lo contrario, es decir, que el factor de operacion
de la planta esté por encima del resultante en el mercado spot, entonces el
duefio debera detener su produccion.
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Valuaciéon de derivados financieros

Introduccion

En este capitulo la intencién en primer lugar es utilizar el método de teoria de
juegos para la valuacién de derivados financieros en su forma simple, con el
objetivo de extenderlo al caso de una canasta con dos derivados. Se aborda
también un esquema sencillo de lo que es la aplicacion de un método muy
conocido, Black-Sholes, sin proceder a su desarrollo, pero con la misma idea
que el primer método, mostrar la extension a la valuacion de una canasta con
dos derivados, en este caso una opcion tipo spread.

2.1 Valuacion de derivados

2.1.1. Teoria de juegos

Hemos explicado ya el concepto de un derivado financiero, el fin ahora es
valuarlo, es decir, conocer el precio al que se ofertard dicho producto
financiero. Para cumplir dicho objetivo recurriremos a las herramientas
matematicas como sucede en la mayoria de los casos de valuacion.

Uno de los métodos para llegar al valor de un producto derivado es el conocido
como el de la teoria de juegos. El principio de esta alternativa es la eliminacion
de la incertidumbre en el siguiente momento de valuacion, partiendo de la
construccion de una cartera que consista en un derivado y a acciones,
considerando una inversion libre de riesgo.

29
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Se supondra que el derivado se compra con un valor inicial V, y que

venderemos una cantidad ade acciones, mismas que tendran un precio inicial
de S,. La estructura de la cartera quedaria de la siguiente forma:

7 =V,—-aS,.

Ademas consideraremos que hay una relacién entre el valor de la accién y el del
derivado, lo cual es parte de la definicién de un producto derivado financiero;
en este caso en particular esa relacion sera directa, es decir, que ambos se
moveran en la misma direccion.

Esto significa que, partiendo del hecho de que existen dos estados posibles en
los que estara el valor de la accion al tiempo t, si ésta se encuentra en el estado
superior denotado por S, entonces el valor del derivado seguira el mismo
comportamiento a la alza, encontrdndose en su valor superior U . El caso o
escenario contrario sera cuando tengamos S, para el valor de la accion y D
para el del derivado.

Valor de la accién Valor del derivado
S, U
S, Vo
SD
D

Para encontrar el nimero de acciones (a) que nos permita hacer al valor de la
cartera independiente de cualquiera de los dos escenarios que sucedan,
igualamos las dos posibles carteras en el periodo siguiente al inicial:
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n, =U —aS, =D -aS, =7,
a=J~D _av
Su—Sp, AS
Tendriamos entonces un valor inicial de la cartera: 7 =V, —aS,
y un valor final: r=U-aS,.

Debido a que hemos elegido una inversion libre de riesgo, llamaremos r a la
tasa de rendimiento sin riesgo, la cual generalmente es sustituida por la que
corresponde a los bonos emitidos por el gobierno federal. Si bien no estan
totalmente libres de riesgo, si son los tienen el menor en el mercado. Con esto
podremos finalmente decir que nuestro valor inicial coincide con el valor final
actualizado por medio de dicha tasa r

V,—aS, =e""(U-aS,).
De esta Gltima igualdad podemos llegar al valor inicial del derivado:

V,=aS,+e""(U-aS,).

2.1.2. Ejemplo numérico

Aqui podemos realizar un ejercicio que ejemplifique esta forma de llegar al
valor inicial de un derivado:

Una accién esta valuada en 60 pesos y en un afio su precio serd de 75 o 50
pesos.

La tasa libre de riesgo es de 5%
Si pensamos en un derivado con las caracteristicas de una opcion de venta, un

precio de ejercicio de 60 pesos, entonces su valor inicial estaria dado de la
siguiente forma.
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Dado que eliminamos incertidumbre igualando el valor superior con el
inferior, podemos definir V, como:

V,=aS, +e"(D-aS,).
Nuestros datos serian:
S,=60, S, =75, S, =50, U=0, D=10, r=0.05 y e " =0.9512.
Falta encontrar V, =?

Entonces

Uu-D 0-10 10
S,-S, 75-50 25

y el valor inicial del derivado seria

V, = (-0.4)(60) + 0.9512(10+0.4(50)) = 4.536.

2.1.3. La formulacion de Black-Sholes

Este modelo ha sido usado por mucho tiempo en el célculo del precio de una
opcidn, es un modelo confiable y pionero en este campo.

La idea principal de este método es replicar con una estrategia financiera, flujos
de dinero desconocidos, como es el caso de una opcion en su forma mas simple
o de cualquiera de los tipos de opcion spread que aqui hemos visto. Con esta
idea el precio de una opcién en un tiempo t seria el precio de la estrategia de
replica utilizada en ese mismo momento. Este razonamiento, ademas esta
estableciendo uno de los primeros supuestos del modelo, el no arbitraje y
asegurando que los precios de ambos instrumentos financieros coincidiran.
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En su forma original el modelo propone que el precio de una opcién de compra
p(t,x), al tiempo t y con un indice subyacente tal que S(t) = x, sea la solucion

de la ecuacidn diferencial parcial:

op(t,x) 1 o2 p(t, x op(t, x
—p(at ) +EO'ZX2 %E(Z ) +IX p(ax ) —rp(t,x) =0.

Donde:
p(T,x) = (x—K)" sera la condicién final,

T representa la fecha de vencimiento de la opcion,
K el precio de ejercicio,
r es latasa de interés continuay

o es la volatilidad del activo subyacente.

Otra forma de representar el precio de la opcién p(t,x) es utilizando la

esperanza de los flujos de dinero en valor presente, con una estructura
probabilistica conocida como riesgo neutral, la cual es muy util ya que permite
complicar las caracteristicas de los contratos de una opcidn, involucrando un
mayor nimero de instrumentos financieros subyacentes. Con la ventaja de ser
un método de solucion menos complejo que el de una ecuacion diferencial,
sobre todo en dimensiones mayores.

Para utilizar este método, se requiere conocer el comportamiento de los activos
subyacentes bajo la estructura de probabilidad del riesgo neutral. En nuestro
caso se considerara el riesgo neutral mediante la tasa de interés, utilizando la
que es libre de riesgo, la cual generalmente es la que proporcionan los
instrumentos de bajo riesgo provenientes de un emisor confiable, como lo es el
estado.

Un caso de la formula de Black-Scholes proporcionara el valor del precio de la
opcion p cuando S(T) tenga una distribucion log-normal bajo la medida de

riesgo neutral. Este valor estaria definido como:
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p=Ele"(SM)-K)]

Donde:
r es la tasa de interés continua libre de riesgo para el periodo (0,T) y e™ es
el factor de descuento

Entonces la esperanza se calcularia:

p=S(0)@(d,) - Ke™" @(d,),

con

In(S©)e" /K)
d, = — f y d,=d,—oT.

Siendo ¢ la funcién de densidad y @ la de distribucion para una variable
aleatoria normal estandar N(0,1) :

X
-x2/2 —u?/2
e "“du.

o=, ()= |

La volatilidad quedara definida como la varianza del logaritmo de S(T)
var[In(s(T))]=

Un concepto importante, tanto en el desarrollo de la formula anterior como en
muchos temas relacionados con opciones, es el conocido como paridad call-put.

Este concepto se puede explicar considerando que se trata de opciones europeas
con fecha de vencimiento T vy precio de ejercicio K, cuyo beneficio esta
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definido como (K — S(T))" para el caso de un puty como (S(T) - K)" para
el call con precios p'y p respectivamente, tendriamos:

p—p'=e"E[S(T)-K)|-eE[(K - S(T))"]
=eE[(S(T) - K)" ~ (K -s(T))" |

Usando que un namero real es igual a la diferencia entre sus partes positva y
negativa:

x=x"—(-x)",
entonces

p—p'=e"TE[(S(T) - K)" - (K - S(T))" |
=e TE[S(T) - K]
=5(0)-e"K.

Con este hecho se justifica que el estudio de opciones europeas sea reducido al
de una opcion del tipo call.

2.2 Valuacion de canastas de derivados

2.2.1. Teoria de Juegos

Buscaremos utilizar el método de teoria de juegos que se usa para valuar el
precio de un derivado, pero ahora en la valuacion de canastas, considerando el
caso de dos activos. Comenzaremos por conformar la cartera, la compondremos
mediante la venta de acciones y la compra de dos derivados, ambos pares
(derivado-accion) diferentes entre si. Dada la consideracion particular de la
teoria de juegos sobre los dos escenarios posibles en el tiempo t por cada par
derivado-accion, tendriamos:



36 Capitulo 2
S1u U,
Sio = Vio
S1,D Dl
S2,U U 2
SZ,O = V2,0
S20
D2
Aqui:
S0 S,0-  Valorinicial de ambas acciones,
Vio: Vot valorinicial de los dos derivados,
Siur S,y posible valor superior de ambas acciones,
U, , U,: posible valor superior de los derivados,
Sipr S,p:  posible valor inferior de ambas acciones,
D, , D,: posible valor inferior de los derivados.

A pesar de que cada activo, ya sea accion o producto derivado tiene dos estados
posibles, no debemos concluir que el total de escenarios esta dado por 2*, ya
que dos a dos los 4 activos estan relacionados a través de los esquemas
anteriores. De esta observacion, describimos los 4 escenarios posibles:

Valor inicial de nuestra cartera 7, =V, , +V,, —a,S,, —a,S,,.

Escenarios posibles al tiempo t:

m =U;+U, _3181,u _azsz,u )
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m, =U,+D, _alsl,u _aZSZ,D'
7y =D +U, _alsl,D - azsz,u ,
my =D, +D, _alsl,D _aZSZ,D'

Tendriamos asi un conjunto de ecuaciones, las cuales nos describen las
situaciones que puede tener la cartera. Las variables a identificar, en un primer
momento son a;, a,. Este ultimo objetivo se cumplira, como consecuencia de

la aplicacion del principio de la teoria de juegos en la valuacion de derivados
financieros, la eliminacion de incertidumbre.

El método para eliminar la incertidumbre consiste en igualar todos los
escenarios posibles. Dado que contamos con cuatro ecuaciones de escenarios
distintos de la cartera, tendremos que igualar

1) T =7, 2) T =70, 3) T, =Ty, 4) Ty =Ty 5) Ty =7y Y 6) T =7y -
Desarrollando los escenarios tenemos:

) n,=n, = U +U,-aS,-aSs,,=U+D,-aS,,-a,S,,
U, —8,5,, =D, —8,5;,p
U,-D,=a.S,, -a,,,
U,-D,= az(sz,u _SZ,D)
Uz — Dz

a, =—————,
? (Sz,u_sz,D)

Esta primera equivalencia entre escenarios nos permite conocer el valor de la
primera variable

Uz B Dz
Sz,u _aZSZ,D

a,
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El siguiente caso de equivalencia da como resultado
2) m=my = VU+U,-a8,-a,S,,=D+U,-aS -3,
U,-aSy, =D -a3,
U,-D, = aisl,u - aisl,D
U,-D, = al(sl,U - Sl,D)
U1 — D1

=" -
(Sl,u o Sl,D)
entonces el valor de a, estara representado por el cociente de las diferencias

entre los valores, superior e inferior, del derivado y de la accion. Ambos
resultados pueden reescribirse como:

AV, AV,

a .
AS, Y % AS,

1=

El caso 3) de equivalencia no proporciona informacion ya que sélo iguala ceros.
Los resultados del caso 4) coinciden con el caso 3).

Para el caso 5) resulta lo mismo que en el caso 2).

Finalmente el caso 6) coincide con el 1).

Después de encontrar las soluciones, debido a los supuestos de eliminacion del
riesgo, es posible igualar el momento inicial con el final mediante r (tasa libre
de riesgo).

Vip+ -5, —3,5,,=¢ rt(U +U, —aS,, —a,5,,),

I:\/lO +V2 0] [alslo +a SZ 0] [(Ul +U2) - (aisl,U + aZSZ,U ):Ie_rt'

Si nombramos como =, al valor inicial de nuestra canasta de dos derivados,
tendriamos que:

Ty, =[alsl,0 +3-282,0]4'[(U1 +U2)_(alsl,u +a252,u )]e_”'
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2.2.2. Ejemplo para una opcion de tipo spread

El ejemplo se basara en el caso mas sencillo de una opcion de tipo spread, el
cual esta definido por la diferencia entre los valores del o los activos
subyacentes.

Para resolverlo mediante el método de teoria de juegos pensaremos que los dos
valores que forman a la opcién spread son precisamente los derivados que
constituyen nuestra cartera.

Debido a que por definicion la opcion spread es la diferencia entre los valores,
entonces no pensaremos que tenemos los dos activos sino que compramos uno
y vendimos en corto el otro, razon por la cual nos seguird afectando el
comportamiento de este valor hasta la fecha de vencimiento. Esto significa que
estaremos dentro del esquema de valuacion desarrollado, de tal forma que
nuestros valores se moveran como se muevan los valores de las acciones que
conformen nuestra cartera. Sera anadloga la consideracion que debemos hacer
respecto a las acciones que de la cartera, ya que para este caso venderemos en
corto a, y compraremos a, .

La cartera entonces queda definida como:
o =V =Vig +,S5 —8,5,,.

Esta cartera cuenta con sus respectivos cuatro escenarios, de los cuales, por el
desarrollo del método sabemos que sélo nos interesan dos igualdades de entre
las 6 posibles:

m =U,-U, +a181,u _azsz,u )
r, =D, -U, +a181,u _aZSZ,D'
7y =U,-D, +a131,D _azsz,u '

7wy =D, =D, + alsl,D _aZSZ,D'
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Desarrollo de casos para obtener las variables a,, a,

) m=n = U,-U+as,-3a5S,,=D0,-U;+a5,-a,;S,;
U, -a,5,y =D, -a,5,,
U,-D,= azsz,u _a‘ZSZ,D
U,-D,= az(sz,u _SZ,D)
a, __Y.=D,
(Sz,u _SZ,D)

2) m=my, = U,-U+as,-aS,,=U,-D,+aS -3,
-U; +as,, =-D+a35,
-U,+D, = _aisl,u + aisl,D
U -D. = al(sl,U - Sl,D)
U1_ D1
(Sl,u o Sl,D) .

Con estos dos escenarios obtenemos los valores de las variables a;,a,,
observamos y comprobamos que no cambiaron de los que ya conociamos.

Por lo tanto, dada la opcién spread definida como
S =V, -V,
cuyo rendimiento esta dado por

Max((V,(T)-V,(T)) - K, 0),
con
K : precio de ejercicio y

T: fecha de vencimiento.
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El valor inicial esta dado por

Ty, = (Vz _V1) = [azsz,o - ‘3‘181,0]+ [(Uz - Ul) - (a:LSl,U - aZSZ,U )] e_“’
con

U1 — Dl Uz — Dz
= V= y a2 = )
(Sl,U - Sl,D) (Sz,u - SZ,D)

donde:

U, vy D, para i=1,2, son los valores superior e inferior, respectivamente, de
los activos que conforman la opcion spread.

Siv ¥ Sip para =12, son los valores superior e inferior, respectivamente,
de los subyacentes.

2.2.3. La formulacion de Black-Sholes en una opcion de tipo
spread

Este modelo fue visto en la valuacion de derivados sencillos, especificamente
en la valuacion de opciones. En esta seccidén nos interesa mostrar una de sus
extensiones al célculo del precio de un derivado en el caso de canastas. Lo
haremos, particularmente, con las opciones spread.

En el desarrollo de este método, llegamos a definir el precio de una opcidn
como:

p=E[e(S(T)-K)].
Considerando una tasa de interés continua libre de riesgo r, un precio de

ejercicio K ya S(T) como el valor del indice subyacente con distribucion log-
normal.
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Ahora recordando la forma del beneficio obtenido en una opcion spread,
tendriamos que éste es visto como:

Max((S,(T) - 5,(T)) - K, 0) = ((S,(T) - S,(T) - K)",

y el spread S(T) definido de la siguiente forma:

S(T) = Sz(T) - Sl(T)!

entonces el precio de esta opcion spread, de acuerdo a la formula de Black-
Scholes que hemos revisado, seria el valor presente de la esperanza del
beneficio de este contrato:

p=e"TE[(S,(T) - $,(T)) - K)].
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Programacion dinamica

Introduccion

La metodologia de la programacion dindmica es una aproximacion a la
optimizacion. La optimizacion es la tarea de encontrar la mejor solucion,
eligiéndola dentro de un grupo de soluciones, las cuales podran ser del tipo
viable o incluso 6ptimo. Los problemas de este tipo se solucionan estableciendo
modelos matematicos que los describan, las soluciones de éstos datan de mucho
tiempo atras y el desarrollo de sus teorias esta relacionado con el del calculo.

Para mediados del siglo XX la teoria de la optimizacion tomd una nueva
direccién por el uso de las computadoras en la formulacién de los modelos y en
su solucidn, lo cual permitié ampliar el nimero tanto de variables como de
periodos en cada uno los planteamientos. Este hecho ademas provoco el
resurgimiento y éxito de esta teoria, la cual es utilizada en diferentes
disciplinas. Es importante sefialar que aunque la computacién, como se dijo, ha
sido un factor relevante en el desarrollo de esta teoria, cuando aqui hablamos de
programacion dindmica el término no esta totalmente ligado a un programa de
computo, sino a la construccion del plan de una accion, que servird como el
proceso de solucion de un problema.

El término “programacion dinamica” fue originalmente usado por el
matematico Richard Ernest Bellman, quien tuvo importantes aportaciones en el
tema. Viendo a la programacion dindmica como el método para obtener la ruta
Optima de solucion de un problema, podemos ademas decir que el estudio de las
descripciones de caminos o trayectorias de un objeto con movimiento, ha sido
descrito por matematicos reconocidos como es el caso de Jean Bernoulli, Euler,
Lagrange y Hamilton.

43
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3.1. Caracteristicas del método

Como ya se ha mencionado éste es un problema de optimizaciéon. Una de las
principales caracteristicas de este método consiste en descomponer un problema
en diferentes momentos, lo que da como resultado generar subproblemas en
cada paso, los cuales se resolveran cada uno en su tiempo. Los tiempos
quedaran establecidos de forma secuencial, es decir, que nos importara el orden
de solucion de cada subdivision del problema en estudio.

Un modelo matematico es la representacion simbolica de la relacion que existe
entre los factores que afectan o que definen un fendmeno, en el caso de la
programacion dindmica, el modelo definird al sistema que pretendemos
optimizar.

En su forma general, un sistema es descrito de la siguiente manera:
Se considera un sistema que ha sido subdividido en n momentos de evaluacion.

1. Sea D=(D,,D,,...,D,) el vector conformado por las variables de decision

en cada momento. Estas variables son aquellas que pueden ser manipuladas
para alcanzar el objetivo, también se les conoce como independientes.

2.Sea A=(A,A,,...,A) el vector de parametros que intervienen en el sistema,
es decir, que afectan el objetivo pero que no son controlables.

3. Sea R la funcion objetivo, la cual nos permitira obtener el valor o la utilidad
buscada, ya sea maximizando o minimizando, segun sea el caso. Esta funcion
tiene una relacién con las variables de decision y los parametros, misma que
puede representarse de la siguiente forma:

R =R(D,A).

Se supone que esta funcion siempre podra ser encontrada y que se logrard con
ella diferenciar entre cada variable que sea evaluada.
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4. En la mayoria de los casos es posible definir una regiéon en la cual estén
contenidas las variables de estado, llamémosle S. Para las variables esto
representard los limites de sus valores, entonces los valores factibles deberan
estar contenidos en dicha region.

D e S.

Podemos definir al conjunto de restriccion S utilizando igualdades o
desigualdades de funciones. Por ejemplo:

IN

g,(D) = 0, |:1,2,,n

\

A estas funciones g; se les conoce como restricciones. A cualquier vector D
que satisfaga la region factible se le llama vector de solucion factible para el
modelo. Entonces lo que pretendemos es encontrar una solucion factible que
maximice nuestro objetivo. A una solucion 6ptima la identificaremos como D",

la cual nos daré el mayor beneficio dentro del conjunto de soluciones factibles.
Esto puede describirse como:

R(A) = R(D",A) > R(D,A) DeS
= mglxR(D,A).

Si la funcion optima R(A) existe, ésta es Unica para cada problema aunque
puede haber méas de una solucion optima.

Dentro del ejercicio de optimizacion se pueden hacer clasificaciones respecto a
varios aspectos. Una de las principales formas de diferenciar los modelos, es
por el hecho de que las variables que determinen la funcion objetivo sean
variables de decision o también llamadas deterministas, entonces se trataria de
un modelo determinista.

La otra posibilidad es que se trate de modelos definidos con variables aleatorias
que no pueden ser controladas y que dependen de una distribucion de
probabilidad, éstos serian modelos probabilisticos o estocésticos. Los modelos
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deterministas son un caso especial de los probabilisticos, si se considera que
las variables aleatorias que conforman el modelo pueden tomar algin valor con
probabilidad 1y 0 para el resto de los valores.

Si se clasifica de acuerdo a la temporalidad de las variables, entonces habra
modelos discretos y continuos.

Otra clasificacion es la que resulta de diferenciar el tipo de ecuaciones que son
usadas en el modelo, esto es si son lineales o no lineales.

Una ultima clasificacién importante esta dada por la separacion de las variables,
la cual genera un sistema de un estado o uno de multiestados, esto al final
depende de quien esté modelando. Cuando no son separadas entonces el
proceso de decision serd en un periodo y todas las decisiones seran tomadas
simultaneamente. Por ejemplo en caso de un modelo determinista, con D el
vector de variables de decision, la funcion objetivo se veria asi:

R(D)=R(D,,D,,...,D,),
cuando se trate de un modelo que se ha separado por periodos, seria:
R(D) =n (Dl) + I (Dz) ot (Dn)'

Esta es precisamente la alternativa de clasificacion que define a la
programacion dinamica, la cual tiene como caracteristica que el proceso de
decision se lleva a cabo en varios estados y de forma secuencial. Dentro de esta
clasificacion se pueden encontrar aquellos que tienen un numero finito de
periodos, los cuales reciben el nombre de modelos de horizonte finito y por el
contrario aquellos que de horizonte infinito. Veamos entonces a los problemas
del tipo de programacién dindmica, los cuales se subdividen en multiestados.

Sistemas de multiestados

Como ya se ha mencionado la programacion dindmica descompone los
problemas en subproblemas como método de solucion de la optimizacién. Ya
se ha hablado también de las variables de estado, mismas que definen la
situacion del sistema en cada momento n. Se describira entonces la forma en
que opera este mecanismo de subdivision del sistema.
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Establezcamos al vector de estado que define el momento inicial como E; y a
E, como el del dltimo momento.

Entonces un primer objetivo seria encontrar la forma de llevar al sistema del
estado inicial al final, a ésta le Ilamaremos transformacion T, , la cual es

desconocida y cumple que:

EN :TN (Eo)-

EO: TN EN:

Supongamos ahora que conocemos una transformacion t,, que permite cambiar
de las condiciones del sistema en E, , a las del estado definido por E,, de tal
forma que:

EN =1y (EN—l) .

EN—l EN

:tN >

Esto reduciria el problema original a conocer la transformacion que nos
permitiera trasladarnos del momento inicial al pendltimo momento, lo cual se
describiria como

EN—l :TN—l(EO) EN :tN(EN—l)!
= EN =1y (TN—l(EO))'

EO EN—1 EN
—> TN-l tN

A 4
v
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Hasta el momento el problema original se ha dividido en dos subproblemas. Es
intuitivo un proceso similar para reducir la transformacion T, _,, incorporando

en el analisis la variable de estado E, ,.

En =ty (ty 2 (Ty2(Ep)))-

Podriamos entonces seguir con el mismo procedimiento para llegar a describir
completamente el problema original, lo que nos daria como resultado los
siguientes subproblemas,

1. Ey =ty (Ey_),
2. By =tya(Ey,),
N -n En+1 = tn+l(En)’

N-n+l E =t(E_,),

N. E, =t(E),

los cuales corresponderian a E =t (ty (... (t, ., (..(t,(Ey)))))))y también a
la siguiente forma gréfica:

EO El En—l E En+1 EN—1 EN
ty th the1 tn
' > . ' > . ’ ’

A 4

Es visible que ahora el sistema se conforma de N subproblemas, los cuales se
analizan en retroceso, comenzando por el valor del estado final E,,

encontrando periodo a periodo las funciones de transformacién que llevan de un
estado a otro y finalmente llegando al estado inicial E,. Este es entonces un

analisis en retroceso. Con este analisis podemos concluir que dada la
descripcion final que encontramos de E, v la relacion E, =T, (E,) entonces

T, quedaria definido como:

Ty =1t (tN—l (... (tn+l (tn (... (tl))))) .
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Dentro de este tipo de analisis, es posible por facilidad reacomodar los indices y
las etiquetas de los estados, lo que permitira que concuerde el orden de
obtencion de las transformaciones con el subindice que les corresponde.
Entonces se asignaria la etiqueta E, al estado inicial aunque en el caso del

analisis este sea el dltimo término; la etiqueta E,le correspondera al estado

final del sistema, pero para el andlisis sera el primer término por el que se
empezara. Se debe notar que sélo se estan modificando las etiquetas no el orden
con el que se analiza el sistema. En términos graficos y de funciones esto se
veria asi:

1. E, =t,(E),

2. E, =1,(E,),

n. E,.=t.(E,),

n +1' En = tn+l(En+l),
N. Enoa =t (Ey).
Ey Ena En E, E. E, E,
tN tn+1 tn tl
—> —»  —> > —»  —> —>

Ademas la relacién entre las variables de estado estaria definida como:

Eo =Ty (EN )
Ty =t (G (G ()
Finalmente la importancia del método radica en que, usando la descomposicion

del sistema en subproblemas y el analisis multiestados, se logre llegar a la
solucion del problema.

Es importante saber que un sistema de multiestados puede ser analizado
también hacia adelante, lo cual es una alternativa en la que el principio del
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analisis se da en el estado E, y se lleva mediante las transformaciones al estado
final E, que puede describirse de la siguiente forma:

1. B =t(E),
2. Ex :TN—l(El)!

E, E, ... E,
—P> t1 TN.1 F———>

A 4

La diferencia entre ambos tipos de andlisis es el orden que se usa para obtener
las transformaciones de un estado a otro; basicamente eso es lo que los
distingue, ya que al final los dos caminos nos deben conducir al mismo
resultado. Sin embargo, lo que define la importancia de mencionar a ambos es
el hecho de que en el desarrollo, a pesar de que un analisis progresivo pueda ser
mas natural tiende a causar mas conflicto para llegar al final que el que
podemos encontrar en el camino de un analisis en retroceso. La eleccion de
cada uno de ellos dependera finalmente de quien aplique el analisis multiestado
como método de solucion.

Ya hemos descrito un sistema multiestado, ahora extenderemos el concepto a
un sistema multiestado de decisidn en serie. Se trata de un sistema compuesto
por un conjunto de estados que definen al propio sistema, los cuales se
encuentran ligados en serie de tal forma que la salida de uno de ellos se
convierte en la entrada del siguiente. EI método de analisis sera en retroceso y
se usara la notacién que etiqueta las variables de estado, de acuerdo al orden en
que se van resolviendo los subproblemas, mediante la eleccion de las funciones
de transformacion.

Para cada estado n del sistema donde n =1, 2, ... ,N , la funcion de
transformacion que le corresponde es:

En—l = tn (En’ Dn) '

En donde E, es la variable del estado i, t. es la funcion que nos permite
movernos dentro del sistema, desde la variable de estado i hasta la variable
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I—-1. La variable D, es la que representa a la o las decisiones tomadas en el
estado n.

De acuerdo a lo anterior entonces la funcion de rentabilidad quedara definida
para cada estado n del sistema como:

rn :rn(En’Dn)'

Graficamente este sistema se veria de la siguiente forma:

DN Dn Dn—l Dl

EN EN—l En En—l En—2 El EO
N n n-1 1
r-N rn rn—l r-1

Hay algunas observaciones que debemos hacer respecto al sistema.

La primera de ellas es que de acuerdo a la definicién de las funciones de
transformacion, la variable de estado E, depende solamente de las decisiones

tomadas antes de llegar a ese estado y de la variable N - ésima, esto es, que la
situacion del sistema en el momento n solo dependera de (D,,,,..., D, )y de

E, - Podemos mostrar este resultado con el siguiente desarrollo:

En = tn+1(En+l’ Dn+1) = tn+1(tn+2(En+2’ Dn+2)’ Dn+l) = tn+1(En+2’ Dn+2' Dn+1)

= tn+1(tn+3(En+3’ Dn+3)’ Dn+2’ Dn+1) = . = tn+1(EN ! DN L Dn+2’ Dn+1)'

De lo anterior se puede concluir que la funcién de rentabilidad o rendimiento
para cada estado n, sblo dependera del conjunto de decisiones
(D,,D ., Dy) yde E, . Se justifica con lo siguiente:

n+lr e
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l’n = If-n(En’ Dn) = If-n (tn+l(EN ! DN’ R} Dn+l)! Dn)
= r-n(EN ! DN 1ot Dn+1’ Dn)

Esto también implica que la decision del estado n (D, ) solo afecta la funcion
de rendimiento para los estados 1, 2,...,n.

La siguiente observacion se refiere a la funcion total de rentabilidad R, , la cual

por supuesto acumula desde el estado 1 hasta el N, ésta puede describirse con
lo que sigue:

Ry =Ry (Ey, By gs o.o.. Dy, Dyyr oo ,D,)
:g[rN(EN7DN)’rN—l(EN—1’DN—l)’ ----- , rl(El’Dl)]'

Recordando una de las observaciones anteriores, sabemos que el conjunto de
variables de estado (E, ,,E, ,,...,E,) puede ser eliminado de las funciones

individuales de rentabilidad, tendriamos entonces que la funcion total de
rendimiento seria:

= g(rN (EN 1 DN )’ rN—l(EN 1 DN | DN_1))7 ------ ) rl(EN ) DN | DN—l’ e Dl)'
Finalmente se observa que en el estado inicial del problema de optimizacion, en

nuestro caso etiquetado con el nombre de estado N, la intencion es maximizar la
funcion de rendimiento R, sobre las variables de decision D,,D,,...,D,.

Esto es lo mismo que encontrar la funcion Optima de rendimiento,
correspondiente al estado inicial Ej .
Si a esta funcion de maximo rendimiento del estado N la definimos como:

fy (Ey)-

ademas a la decision y estado 6ptimos los describimos de la siguiente forma:

D =D, (E,) y E, =t (E,).
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Entonces conseguiriamos describir mas formalmente a f (E,):

fN (EN) = g(rN (EN ) DN*)' rN—l(EN—l*’ DN—l*)’ ------ ) rl(E1*7 Dl*))
= Dma_)é [rN (En: D) fyca(BEnsi D)y e  L(Ey, Dl)]'

sujeto a E, , =t (X,,D,) n=12,...,N,
o0 también

fiu(Ew) = 9(1y (B, Dy s (B o Dy s Dy s (B Dy, D)
= Dmf:"XD g[rN (Ex.Dy)i iy (Ey Dy, Dy )y B (Ey. Dy, -, Dl)]'

Si pensamos en elegir alguna de las dos definiciones para solucionar nuestro
problema de optimizacion, lo primero seria optar por la que maneja un menor
numero de variables, que es la segunda. Sin embargo la primera definicion
puede subdividirse en N problemas de optimizacién y cada uno de ellos s6lo
involucraria una variable de estado, lo cual simplificaria cada subproblema.
Nuevamente queda a criterio de quien esté resolviendo el problema.

Método de divisién en subproblemas

Aqui presentaremos la forma en que podemos subdividir en N subproblemas al
sistema, utilizando suma de rendimientos de cada estado:

sujeto a E,, =t (E,,D,) n=12..,N.
Primero definiremos una caracteristica de la funcion g, la cual dice:

g(rN (EN 1 DN)! r-N—l(EN—ll DN—l)' A ] I’-1(El’ Dl))
=1,(Ey,Dy) + 1y 4 (Ey 4, Dyy) +...+ L(E, D).
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Eso implicaria que

sujeto a E,, =t (E,,D,) n=12,..,N.

Si recordamos dos hechos importantes:
- Larentabilidad del estado N no depende de D, ,,D,_,,...,D;.

- Para cualquier funcion real valuada en ciertos puntos, se cumple que:
max (hy (1) + hy (U, 1)) = max(hy () + maxh, Uy, 1)),
entonces podriamos describir a la funcion f (E, ) asi:
fy(Ey) = ng)z;tx(rN (Ey,Dy) + Dmgng(rN_l(EN_l, Dy.,)+...+1(E, D)),
sujeto a E,, =t (E,,D,) con n=12,...,N.

Con esta definicion damos un primer avance en la descomposicion del sistema.
Ahora podemos considerar la descripcion de un estado anterior a N

fN—l(ENfl) = DmaXD (rN—l(EN—l’ DN—l) + r-N72(EN72’ DN72) +...F rl(El’ Dl))’

Bl 1

por lo que

fN (EN) = rrg)ax(rN (EN ' DN) + fN—l(EN—l))!

sujeto a E,, =t (Ey,Dy) con n=12,...,N,

fN (EN) = rrgax(rN (EN ' DN) + fN—l(tN (EN | DN )

Ahora, si hacemos que

QN (EN 1 DN) =TIy (EN 1 DN)+ fN—l(tN (EN 1 DN )),
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entonces determinar a f,(E,) y a D, =D, (E,), dada f, (E,,), se

simplifica hasta el punto en que tenemos un problema de un estado de
optimizacion inicial con la variable inicial E, , la variable de decision D, y

rendimiento Q,,, de tal forma que
fy(Ey) = mDaxQN(EN,DN).

Esto significaria que hemos reducido el problema inicial de N a dos problemas
de optimizacion.

El primero es un sistema de N —1 estados

fN—l(EN—l) = DmaXD (rN—l(EN—l’ DN—l) + rN—Z(EN—Z’ DN—Z) +...F rl(El’ Dl))

Bl 1

sujeto a E, , =t (E,,D,), n=12,...,N-1
y el segundo problema de optimizacion de un estado

fu(Ey) = ngaXQN (Ex,Dy)
= rréax(rN (EN | DN) + fN—l(tN (EN 1 DN )))

Podemos entonces repetir este paso aplicandolo a f, ,(Ey ,), fy 3(Ey_3).---
..., f,(E,), tal como se hizo con f, (E, ), logrando descomponer el problema
original en N problemas de optimizacion iniciales de un sélo estado.

1. fl(El) = mDaXQl(El’ Dl) = mDaX(rl(El’ Dl))!
n. f.(E)) = rrg)axQn(En, D,)= rrg)ax(rn(En, D)+ f,.(t,(E,.D.,))),

N. fy (Ey) = rrg)axQN (Ex.Dy) = ”I]Dax(rN (En,Dy) + fya(ty (Ey, Dy)))-

Resumiendo lo anterior podemos redefinirlo
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fn(En):mé:lx Q.(E,,D,), n=12,..., N
Qn(En’Dn):rn(Enan), n:].
= rn(En’Dn)+fnfl(tn(Enan))i n=2,...,N.

Se han enmarcado estos resultados debido a que finalmente Ilegamos a las
ecuaciones que representan a la programacion dinamica, mediante la solucion
recursiva que empieza en n=1 hasta llegar a n=N, la funcién optima de
rendimiento del estado N nombrada f,(E,), la decision Optima

D, =D, (E,) y las funciones de decision D, =D, (X,) con
n=12,...,N-1.

Especificando algunos resultados que son consecuencia del anterior podemos
decir que si buscamos la funcién dptima de entrada del estado E, , sélo
deberiamos resolver

fy (EN*) = I’TéaX fy (En) -

Para encontrar el resto de las decisiones y estados optimos como funcion de
E, , lo hariamos asi

EN—l* =ty (Ey, DN*) =ty (Ey, Dy (Ey)) =t (Ey)

DN—l* = DN—l(EN—l*) = DN—l(tN (EN ) DN*)) = DN—l(EN)'

Si nos interesara realizar el analisis recursivo en forma invertida, es decir, de
n=N-1,...,1, usariamos las siguientes relaciones

En—l* = tn(En’ Dn*) = tn(EN) y Dn—l* = Dn—l(En—l*) = Dn—l(EN )
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Optimizacion Terminal

A la eleccion por maximizar la funcion de salida del momento final se le
conoce como optimizacion terminal, la cual es un caso especial de la
maximizacion de la suma de los rendimientos en cada estado del sistema. Esto
se describe de la siguiente forma:

fy (Ey) = max g(E,),
sujeto a E, , =t (E,,D,) n=12,...,N.

Luego, definiendo

' (EN ) DN) = rN—l(EN—l’ DN—l) == rz(Ez’ Dz) =0

n(E, D) =9(t(E, D)) = 9(Ey),
entonces
ry(Ey,Dy)+...+1(E;, D)) =09(E,),
esto implicaria que
fy(Ey) = DT.% 9(Ey) = Drp%l(rN (Ey,Dy)+...+1(E, D)),

sujeto a E,, =t (E,,D,) n=12,...,N.

Entonces hasta el momento tenemos dos resultados para f, que corresponden

con los dos métodos, podemos enseguida mostrar como existe un vinculo entre
éstos. En el caso de

N
fN (EN) = Dma)é Zrn(En’ Dn)!

NP1

sujeto a E,, =t (E,,D,) n=12,...,N.
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podriamos reescribirlo como un problema de optimizacion terminal, de la
siguiente forma:

N
yN=0 y yn= Zrk(Elek)y n=0,1,...,N_l,

k=n+1

de aqui se desprende que

N
yo:zrn(En’Dn) y yn—lzyn+rn(En1Dn) n:]-,...,N,
n=1
eso nos lleva a
fuBu) = max Yo,
sujeto a E, _, =t (E,,D,),
con Yo = Yo +1,(E,, D) n=12..., N.

Podemos entonces decir que es posible convertir un problema de maximizacion
de la suma de los rendimientos de cada estado en otro de optimizacion terminal
y viceversa.

3.2 Férmula General

En este momento se busca llegar a una generalizacion del proceso de
descomposicion. Comencemos entonces con

gnax g(ry (Ey,Dy)irya(Eyy Dyy)soon s 1(Ep, DY),

Dy, Dy-gs s By

para iniciar el proceso de subdivision del sistema, lo primero que haremos sera
comenzar con un sistema de dos fases o estados. Un resultado fundamental en
el desarrollo seré la condicién de derivacion de Mitten®.

1 L.G. Mitten, “Composition Principles for synthesis of Optimal Multistage Processes”,
Operations Research, 12, 610-619 (1964)
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Sea
fz(Ez) = g]%x g(rz(Ezv Dz): rl(El’ Dl))1

sujeto a E, =t,(E,,D,),
sustituyendo E, tenemos

fZ(EZ): g]aDX g(rZ(EZ'DZ)’rl(EZ’DZ’Dl)) '

Sea
le(Ez) = mDaX (9(ry(E,.Dy), mDaX n(E;, Dy, D).

Sabemos que por definicion un maximo cumple que fz'(Ez) < f,(E;), de esto

el caso que nos interesaria seria el de igualdad entre ambos. Una condicién que
nos permitiria asegurar esto seria que g fuera una funcion monotona creciente

de r, para cada valor de r, . Entonces por monotonia tenemos que:

r,(E,, D,,D,)>r,(E,,D,,D,) considerando E,, D, fijos,

entonces
9(r,(E;, D,), i (E;, D,, D)) 2 9(r,(E;, D,), 1 (E;, D, Dy ),

pero si ademas consideramos que para cada valor de E,y D, sucede que

r1(E2’ D,, D1*) = mDaX rl(EZ’ D,, D1) 2 r1(E2’ D,, D1)'

asi que de lo anterior, de la monotonia y considerando fijos a E,, D, tenemos
9(r,(E;. D). 1i(E;. D, D) 2 9(n,(E,. D). 1 (E;, D, D)),

para todos los valores de D,, en particular esto implica que el maximo con
respecto a D, cumpla que

9(r,(E,, D,),1,(E,, D,, D, ) > max g(r,(E,, D,), ,(E,, D,, D)),
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lo cual tiene como consecuencia que
le(Ez): n’E)aX g(r,(E,. B,), G(EleZle*))
2 mDaX mDaX g(rz(Ez’ Dz)’ "1(E2’ D2’ Dl)) = fz(Ez)

= f,(E,) > f,(E,).
Por la condicion de maximo sabiamos que
f, (E,) < f,(E,)
= f,(E,)=f,(E,).

Con esto se muestra que si g es una funcion mondtona creciente de r, para cada
r, , entonces la maximizacion respecto a D, se puede cambiar en la forma antes
vista sin perder la solucion optima.

La siguiente condicion necesaria para descomponer el sistema en N fases es la
posibilidad de separacion del mismo. Las condiciones de monotonia y de
separacion nos llevaran a la descomposicion en fases del problema.

1. Si el sistema es separable entonces se cumple

g(rN (EN ) DN)’ rN—l(EN—l’ DN—l)’ ceed r1(E1! Dl))
= gl(rN (EN | DN )), gz(rN—l(EN—l’ DN—l)’ cee rl(E11 Dl))) 91, 9 R->R

2. Cuando un sistema presenta monotonia, se refiere al hecho de que g,sea
monatona creciente de g, para cada valor de ry, .

3. Entonces la descomposicion se caracterizaria por

max g(ry (Ey,Dy) (B Dy ee  B(EL DY)

Dy, Dy, ey Dy

= mDaX gl(rN (EN 1 DN)’ b |:naXD gz(rN—l(EN—l’ DN—l)’ cee rl(El’ Dl)))'
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Una demostracion, como la que se desarrollo para dos estados, utilizando
monotonia y separacion, permite concluir que si un problema satisface la
posibilidad de separacién y la condicion de monotonia entonces es posible
descomponerlo en N subproblemas. A los que cuentan con estas caracteristicas
se les conoce como problemas con posibilidad de descomposicion.

Podemos ver qué sucede en el caso de las sumas de los rendimientos de los
estados, respecto a las condiciones de monotonia y de separacion. Sabemos que

g(ererll DI | rl) = rN + erl + cen + rl.
Si definimos

gZ(rN—17rN_21 ey r]_) = rN—l + I’N_z +...+ I’l,
entonces

9, (rys 9o (rygy - R)) =1y + 9 (g g+ + 1),
incluso si

g+t 20 4o 40

= N+ o+ 2+, +...+0 V.

Por lo tanto se cumple la monotonia y separacion de los problemas de adicidn
de los rendimientos de los estados, lo que implica que éstos puedan ser
descompuestos en subproblemas.

Un resultado importante es el que se usa para comprobar la monotonia y la
capacidad de separacion de las funciones de rendimiento total, mediante "°" un
operador de composicion.

Para describir la condicion de separacion, se considera el rendimiento total para
las funciones de tipo:

Ry =1y (EN , DN) °© rN—l(EN—l’ DN—1) °...0 G(El! Dl)
=TIy (EN’DN)O RN—l’
donde
Ryy = rN—l(EN—l’ DN—l) °...0° rl(El’ D1)-
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La intencion de utilizar el operador "o" es que éste determine condicién de
separacion, lo que significa que la expresion R, =r, o R, implica

v =00 My, 0)=0,(0ry, 9,0y, -0 1))

Ademas de la suma, el operador puede interpretarse como la multiplicacién de
los rendimientos de los estados de un sistema. Veamos como se ve en este tipo
de aplicacion la monotonia y la posibilidad de separacion.

Sea
RN =Ty (EN ) DN) ° rN—l(EN—l’ DN—l) .y rl(El’ Dl) )

se supone que r,(E,,D,)esta definida en un rango contenido en R*, entonces
Si R'n-1 > R 'n-1, tenemos

R =r,(Ey,Dy)oRna>1,(Ey,Dy)oR n-1 =Ry, vr, e R

Si la condicion de no negativo se eliminara, la composicion vista como
multiplicacion no nos permitiria maximizar la funcion original optimizando
sobre d,. Un ejemplo seria

=D, nr=ED,, g(rz,rl) =E,D,D,, E, =20,
f,(E,)= max E,D,D, a,b >0 a,b,<0.
a, <D, <b;
a, <D, <b,
La solucion seria d, =a,, d, =a,, f,(e,)=e,b,a, pero el resultado final no
cumpliria con el maximo de la funcion original, primero sobre d,

max ((E,D,)o max D;)= max E,D,b, =E,D,b,.

a,<d,<b, a,<d; <b, a,<d,<b,

La ultima interpretacién del operador de composicion es maximizar el valor
minimo de una secuencia de funciones. Definamos a R,, como
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Ry = min(rN (EN , Dy ), rN—l(EN—l’ DN—l)’ ceey rl(El’ Dl)) )

entonces el rendimiento optimo se definiria

sujeto a E,, =t (E,,D,) n=12,..., N,
debido a que min (r,,R,_,)> min (ry,R,,) Vr,

entonces, si R, >R, es posible descomponer el problema de la siguiente
forma:

fN(EN):ngax (min (ry (Ey.Dy), max (ry,(Ey,Dyy)s---.H(E, D).

Netsea Dy

Finalmente, mediante el uso del operador de la composicion se puede llegar a
las ecuaciones recursivas. Se define la funcién

fy (Ex) = max (ry(Ey,Dy)eo...or(E;, D))
sujeto a E,, =t,(E,,D,) n=1...,N

Suponiendo monotonia, la maximizacion respecto a D, ,,D, _,, ..., D, seria

fy (En) = r%ax (ry(Ey,Dy)e max (ry(Ey,Dyy)e...on(E, D)),

Dy_1:-: Dy

sujeto a E, , =t (E,,D,) n=1...,N.

Entonces si
fN—l(EN—l) = max ( rN—l(EN—l’ DN—l) ©...0 rl(El’ Dl)) )

Dyt Dy

tendriamos
fN (EN) = maX ( 'y (EN ) DN) ° fN—l(EN—l))!

Dn-gsos Dy

sujeto a E,_, =ty (E,,Dy).
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Ahora, definiendo Q (E\,Dy) =1, (E\,Dy)e fy (ty (Ey.Dy)),
entonces

fy (En),
es un problema de optimizacion en un estado

fN(EN): I’TllDaX QN(EN’DN)'

Utilizando el mismo proceso de descomposicion para f, ,(E\,),..., f,(E,)
obtenemos las ecuaciones del proceso en retroceso o recursivo:

fn(En):mDaxQn(En,Dn), n=12,...,N
Qn(En'Dn):rn(En'Dn)l n:]_
=rn(En7Dn)o fn—l(tn(Enan))' n=2""1 N

Problema de optimizacién de tres estados

Con la intencién de dar un primer ejemplo de programacion dindmica,
aterrizaremos la teoria antes descrita. Sea un problema de minimizacion,
formalmente descrito:

minimizar r(E;,D,)+r,(E,,D,)+r,(E;,D;),
sujeto a E,, =t (E,,D,) n=123.

En este ejemplo de un problema de tres estados se tratara el siguiente ejercicio
de adicion

minimizar D7+ D} + DZ,
sujeto a D, +D, + D, 2K, K>0, D,D,D,20,

para incorporar las variables de estado, E,, E,, E, definimos que
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Sumando estas ecuaciones se ve que son equivalentesa D, + D, + D, > K - E,
lo que implica que para ser congruentes basta con hacer E, =0 o E, =D,.
Luego, dado que D, = E, >0 implicaque D, < E, y de forma similarD, < E,.
Con estos resultados podemos reescribir el problema

minimizar D} + D? + D},

sujeto a E,=E,-D, D, =E >0,
E,=E,-D, 0<D,<E,,
E, 2K, 0<D,<E,.

Formalmente seria
rn(Enl Dn) = Dr?l
En—l:tn(EmDn):En_Dn n:112|3
y R,=D/+D;+D..

En términos de las ecuaciones recursivas podemos describirlo como
f (E,)=min D2,
() =min D]

f (E,)= min (D’)+f (E,—-D,) n=23, con E,>K.

0<D, <E,

Gréaficamente podemos ver este problema de la siguiente forma

D3 DZ Dl
E,>K ; E,=E,-D, E,=E,-D,, E,=E,-D
2 1 >
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Para empezar con el procedimiento de solucion encontraremos D, (E;) vy
f,(E,) . De acuerdo al modelo multifase o multiestado, D, (E,) es la asignacion
que le corresponde a la fase o estado 1, esta representada como funcion de E;.
Por otro lado f,(E,) es el rendimiento dptimo de la fase 1 que se resulta de la
asignacion D, (E;). Como ya se habia establecido que D, (E,) = E, entonces no
hay optimizacion y por lo tanto f,(E,) = E>.

El siguiente paso es expresar el rendimiento optimo de la fase o estado uno,
como funcionde E, y D,.

Debido a que
E,=E,-D,,

fl(El) = (Ez - Dz)zv
entonces el rendimiento del estado dos es D?. Esto implica que el rendimiento
total de las fases dos y uno, dado que el estado uno esti operado 6ptimamente

como una funcion de su entrada o ingreso, sea
Qz(EZv Dz) = D22 + (Ez - D2)2 :

El rendimiento 6ptimo de los dos estados, en términos de D, es

fz(Ez): OsrgzigEz Qz(Ez’Dz): min (D22+(E2_D2)2)-

0<D,<E

Si definimos como cero la derivada parcial de Q, con respecto a D,,
tendremos la condicion necesaria para un minimo

Q
aDi =2D, -2(E,-D,)=0.
L . . 0Q, .
Esta condicion es suficiente dado que la segunda derivada es positiva.

2
E; _(E—Dy)°*

- ” E
Entonces la tnica solucion es D, = 72 y f,(E)= - 5
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Se sigue el mismo procedimiento para n=3

f.(E,)= min {D§+M}

0<D;<E,4 2

Derivando parcialmente se obtiene que D, :?3 con funcion de rendimiento

EZ . . -
f(E;)= ?3 Si se observa que f, tiene un minimo cuando E, = K, entonces

K 2 . K . K 2K

f K = y D = y E :K_—:—,

() 3 3 2 3 3
. ES K . 2K K K .
D, =—2=-— E, =———=—=D, .
22 3 y '3 3 3 !

La mayor dificultad cuando se aplica programacion dinamica para transformar
un problema a las ecuaciones recursivas, esta en obtener los componentes de
dichas ecuaciones, los cuales son determinados por las fases, decisiones,
rendimientos y transformaciones.
e Para identificar las fases, el paso a seguir es imaginar como puede ser
resuelto secuencialmente el problema.
e Para definir las decisiones, se puede pensar en que estan en funcion de
lo que sucedi6 antes.
e Las variables de estado serdn basicamente la union de las decisiones
anteriores.
e Las transformaciones se definen relacionando el estado de la variable al
salir de una fase con el estado al momento de entrar, ademas de tomar
en cuenta las decisiones.

Estos componentes se sustituyen en la ecuacion general recursiva

fn(En) = rnDaX(rn(En’ Dn) ° fn—l(En—l))'
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Queda como comentario que el analisis de programacion dinamica para N fases
0 estados, es una extension del que aqui se describi0 en tres estados.

3.3.  Arboles de decision

Un sistema multifase o multiestado, puede representarse de forma grafica
mediante un arbol de decision. Este tipo de sistema tiene la caracteristica de que
cada decision y variable de estado pueden tomar solo un numero finito de
valores.

Descripcion

Las puntas de flecha, ya sea una o un par de ellas representan los nodos, los
cuales corresponden a los estados del sistema.

Las lineas entre los nodos se llaman arcos y representan las decisiones.

A cada arco se le asocia un rendimiento y una salida, a su vez ésta toma el papel
de entrada para el siguiente nodo.

Las soluciones factibles corresponden a las rutas conformadas por la unién de
los arcos, que relacionan el nodo inicial en la base del &rbol con alguno de los
nodos finales en la parte superior del mismo

El rendimiento de una ruta esta definido por la suma de los rendimientos de los
arcos que la conforman.

El objetivo es determinar una ruta que proporcione el maximo rendimiento.
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Desarrollo

Se comienza por los cuatro nodos de entrada para el estado uno, se escoge el
arco que maximice el rendimiento al llegar a la punta del arbol partiendo de

estos nodos, con esto se obtiene el rendimiento y el arco optimos para cada
nodo del estado uno, sin saber si dicho arco corresponde 0 no a una ruta 6ptima.

Este proceso es lo equivalente a obtener lo que se describid anteriormente como
f,(E,) y D,(E,), ya que el rendimiento optimo de un nodo y el arco que lo

produce son elementos de f,(E;) yD,(E,).

El paso siguiente es considerar que se trabaja con un arbol de dos estados, con
tres nodos de entrada. Se busca la ruta y rendimiento 6ptimos para cada uno de
ellos. La forma de determinarlos sera con el arco que maximice los
rendimientos de las combinaciones hechas con los arcos de los nodos de salida,
es decir, con los cuatro nodos del primer paso. Una vez que se logra completar
este paso, se repite pero aplicandolo ahora a un sistema de tres estados.

El punto importante en este desarrollo es que se consideran Unicamente los
rendimientos optimos de los nodos de salida, ya que si se define una solucion
Optima para el sistema, entonces cada parte de ésta debera ser optima.

3.4. Principio de Optimalidad

El principio de optimalidad fue establecido por el matemético Bellman. Una de
las formas de este principio se refiere a las rutas Optimas de secuencias
formadas por decisiones. En nuestro contexto, el principio establece que:

“Cualquier subsecuencia de decisiones de una secuencia 6ptima de decisiones
que resuelve un problema también debe ser dptima respecto al subproblema que
resuelve”.

La demostracion de este principio se hace por contradicciéon. Se basa en decir
que si existe una mejor solucion para el subproblema entonces también lo es
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para el problema original, lo cual contradice el hecho de que hablamos de una
ruta optima.

La introduccion de este principio se debe, ademas de a la evidente importancia
del mismo, al hecho de que de éste se desprendan las ecuaciones recursivas de
la programacion dindmica. La intencién ahora serd que a partir del problema
descrito mediante el arbol de decision, llegara f (E,).

Suponga que los nodos en el estado N son 1,2,... y que la variable que los
definees E, =1,2,... .

Sean A, B, ... los indicadores de cada uno de los nodos del estado N y son
designados por la variable D, = A B, ....

Entonces un arco puede describirse mediante E, y D, , por ejemplo
(Ex.Dy)=(2A).

Esto implica que el rendimiento de un arco sea funcién de la combinacion de
estas variables y se describa como
ry =y (Ey,Dy)-

Esto conduce a que cada nodo pueda ser reescrito como
Eya=ty(Ey,Dy).

Luego, sea f, ,(E,_,)la funcion del rendimiento 6ptimo para uno de los nodos

de entrada del estado N —1.
Finalmente, el principio de optimalidad implica que

fN (EN ) = max (rN (EN 1 DN ) + fN—l(EN—l)) .
Para ejemplificar tomaremos el primer nodo del estado dos:
fz(Ez =1)= DmiXB (rz(Ez =1, Dz) + fl(El))’ E, =t2(E21 Dz)

= max (r,(E,=1D,=A)+ f,(E, =1
+ f,(E, =2), n(E,=1D,=B).
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Programacion dinamica como método
de valuacion

Introduccion

Este capitulo tiene como objetivo, utilizar la teoria de la programacion dinamica
vista en el capitulo anterior para llegar a una expresion que defina el problema
de valuar un derivado y una canasta de derivados de dos elementos, ademas de
proponer una forma de solucion. En el primer caso se presentara un ejercicio
numérico que apoye el objetivo del capitulo, posteriormente para el caso de
canasta de derivados de dos valores se ejemplificara mediante una opcion de
tipo spread. La intencion es mostrar alternativas de valuacion para productos
derivados financieros, mismas que aun en su condicion de modelos discretos
puedan apoyar en el célculo del precio de un derivado o una canasta de
derivados.

4.1. Una aplicacion del método

Continuando con el caso de arboles de decisiones, describiremos un esquema
de flujos de efectivo dinamico, el cual se mostrara en la forma de sistema
multiestados, los cuales pueden solucionarse mediante rutas o caminos optimos
definidos por las variables de estado y el conjunto de decisiones.

Se considera una inversion en la cual sera necesario tomar decisiones
periédicamente en la busqueda de un mejor rendimiento. El proceso dinamico

71
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tendra entonces como objetivo encontrar la mejor opcion, la cual estara
conformada por un conjunto de acciones o decisiones que nos daran la
optimizacion del beneficio.

Para ser congruentes con el capitulo anterior, definiremos al vector
E =(E, E,E,,....,E,) como el que representa los diferentes flujos que tendra

nuestra inversion en los periodos de decision, cuyas magnitudes estaran
dependiendo de las elecciones que se hagan. Dichas elecciones seran
representadas mediante un modelo dindmico, mismo que nos permitira ademas
conocer las consecuencias de las decisiones tomadas sobre los flujos futuros.

En un principio, la forma de presentar el modelo sera gréafica. Si pensamos en la
forma mas simple del modelo construiriamos uno con sélo dos alternativas de
eleccion en cada periodo, ejemplificando sélo tres periodos:

(Es, A)
(E;, A)

(E;, B)

(El'A) Est)
(E,,B)

(E;.B)

= (E, A)
(E;, A)

(E;,B)

_ &8 (Es, A)
Primer Periodo (E,.B)

Segundo Periodo (E;,B)

Tercer Periodo
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Cada punto de union entre las lineas se llama nodo, en este caso tenemos 15
nodos. Estos puntos estan etiquetados por parejas de variables, las cuales
definen el estado del sistema y la eleccion que se tomo.

Los periodos de eleccion estan representados de forma horizontal y las
posibilidades para cada eleccion se ven graficamente en las verticales.

En esta grafica E,,E,, E,, E;, representan cuatro momentos diferentes, el
primero de ellos, E,, determina el momento inicial, los tres restantes son

escenarios de eleccion y de cada uno de ellos se desprenderan como
consecuencia diferentes situaciones, razon por la cual habra que diferenciar con
la segunda entrada de la pareja de variables, la cual identifica qué decision
representa, y que obviamente nos dirigira por diferentes caminos.

Es claro que este tipo de graficos podria complicarse tanto como numero de
periodos y de decisiones agreguemos. Aqui tenemos uno con sélo dos periodos,

pero con tres alternativas de decision en cada uno de ellos.
(B A)

(B, A) E,. B)

(E,,C)

(B2, A)

(E) >(E,, B) (E,,B)

(E,,C)

(E., A)
(£, C) (E;B)

(E,,C)
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Asi podriamos construir los modelos graficos que definieran inversiones segun
el numero de opciones de decision que tenga cada periodo y el tiempo de
duraciéon del plan de inversion. Hacer esto se complicaria mas conforme
aumentaran las alternativas de eleccion por periodo y el nimero de periodos, 0
estados del sistema, esto llevaria a que se convirtiera en un ejercicio propio de
realizarse en una computadora.

Aunque ya se han estado manejando los nombres de las variables claramente,
seria bueno describir un problema de este tipo, con dos periodos y tres opciones
de decision, de manera formal. Sobre todo en lo que respecta a las funciones
gue permiten llegar a la optimizacion.

Entonces, estamos tratando con un sistema de N =3 estados, cuyo vector de
variables de estado sera

E =(..3) n=012.

n

Sea A, B, C el conjunto de indicadores de nodo para el estado n
D,=AB,C,

entonces, cada una de las lineas que van de un nodo a otro, llamadas arco
pueden describirse mediante E, y D, , por ejemplo

(E,.D,)=GBA).
Lo cual define al rendimiento de cada arco como una funcién en términos de
E,y D,
rn = rn(En’Dn)'
Ademas cada nodo puede reescribirse como

En—l = tn (En’ Dn) .

Luego, sea f,,(E,)la funcion del rendimiento optimo para uno de los nodos
de entrada del estado n—1.
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Finalmente, llegaremos a que

fy (Ey) = max (ry(Ey,Dy)+ fy1(Ey1)).

Ahora veremos en un ejemplo, en el cual estableceremos cantidades para
ejemplificar numéricamente. Pensemos en el valor inicial de un derivado y los
cambios que ‘este sufre a lo largo del tiempo, causados por el comportamiento
del subyacente periodo a periodo.

Supongamos que el valor del derivado se mueve en cada periodo entre dos
puntos, uno superior y otro inferior al actual.

Diremos ademés que tenemos un valor inicial de 10 pesos, el cual si sube lo
hace en un 10% y si baja serd en un 10%. Consideremos que los periodos de
movimiento del valor del derivado son tres, entonces nuestra grafica se veria de
la siguiente forma:

13.31
12.1
10.89
11 10.89
9.9
8.91
10 10.89
9.9
o 8.91
8.91
8.1

7.91
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Entonces, nuestro ejemplo podriamos describirlo como:

0.05(E,) si D,=A
E.,=t (E, D,) donde t, =

0.(E,) si D,=B

La gréafica anterior, el cual es Ilamado &rbol binomial por la forma en que esta
construido, tiene la caracteristica de que en algunos casos dos caminos nos
llevan al mismo resultado. Por ejemplo si el valor inicial del derivado sube

primero y luego baja, llegara al valor de 9.9 pero si ese mismo valor inicial de
10 pesos primero baja y luego sube, se obtendra el mismo valor de 9.9.

También podemos notar que para el siguiente periodo es evidente que en ambos
casos se daran exactamente los mismos resultados. Por esta razon se simplifica
el grafico del arbol binomial quedando de la siguiente forma, la cual es
conocida como enrejado o red:

8.91

7.91

Evidentemente los arboles graficos pueden crecer tanto en sus periodos como el
numero de decisiones que se toman en cada uno de ellos, es también posible
para cada uno de éstos reducirlos a una grafica con menos nodos, siempre que
periodo a periodo, los nodos tengan las mismas posibilidades de eleccion.

Para ejemplificarlo haremos un ejercicio con un arbol en el que por cada
periodo existen tres opciones a elegir y graficaremos dos periodos.

Utilizaremos el ejercicio anterior, s6lo agregaremos la tercera opcion, la cual
representara el hecho de que el valor permanezca sin movimiento, es decir, el
valor del derivado subird, bajara o se conservara.
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11< 11
9.9
11
10 10<10
9

8.1
Uniendo los caminos de nodos que nos llevan a los mismos resultados
tendriamos un enrejado que se veria de la siguiente forma:
12.1

11 > 11
>§99
10 — 10 »10

Primero se veria asi:

\
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Como ya se habia mencionado la intencién de este método es encontrar el
conjunto de decisiones 6ptimo, es decir, la ruta sobre la grafica que represente
dichas decisiones.

La forma de obtener esta ruta puede llamarse deductiva, porque basa su
desarrollo en comenzar por el final para llegar al momento inicial. Hasta el
momento, sélo se habia estado tratando la idea de que los arboles de decisiones
son un caso especial de programacion dinamica. En seguida comenzaremos a
usar la parte de la programacion dinamica que nos permite solucionar los
problemas, después de haberlos descompuestos en subproblemas o sistemas de
N estados; mediante el analisis en retroceso o recursivo.

La funcion de rendimiento que nos permitira movernos de un estado a otro sera
el valor presente, el cual en un primer momento podemos calcularlo mediante la
tasa spot de cada periodo

Se consideraran entonces los flujos monetarios de cada ruta posible, los cuales
se generan en cada rama que une dos nodos del arbol. Tomemos el vector
E=(E, E.E,....Ey), el cual caracteriza los flujos generados en una de las
rutas posibles del arbol.

El ultimo valor del arbol sera representado por E., y sera el primero en

términos del analisis, a éste lo renombraremos como V, y es precisamente el
valor final del derivado.

El valor presente de este vector estaria definido como:
E E E
B, + E =+ e n-l
(I+s,) (@+s,)" (@+s,)

n

VP =E, + + o+ .
@+s,5)" (@+s,)"

El procedimiento que se seguira sera asignar a cada nodo el valor presente mas
alto de sus ramas, cada nodo estara identificado por (k,i) donde k indica el
periodo en el que se encuentra el nodo y la i el nimero de éste, entonces el
mejor valor presente de cada nodo sera representado por V, ;.

Es importante sefialar que el calculo de estos valores no toma en cuenta los
flujos anteriores al nodo que estamos evaluando, de tal forma que para calcular
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el valor presente de una rama sélo tomaremos en cuenta el flujo de esa rama y
el valor final de la misma.

Debido a que el calculo se hara periodo a periodo, se requerira de una tasa para
cada periodo

= fk,k+l'

Esta serd la tasa que corresponda al periodo que va de k a k+1, ademas se
considerara que los flujos ocurren anticipados, es decir, al principio del periodo.
Entonces el factor de descuento para los flujos de cada periodo estaria dado por:

d -1
(d+r)

a

La notacion para el flujo de cada rama sera C_,, en donde el superindice a

representa el nimero de rama y el subindice n—1 es el periodo en el que esta el
nodo que estamos evaluando. Por ejemplo, un nodo del periodo n—1 con tres
ramas seria:

También necesitamos los valores de los flujos de efectivo Cj, los cuales
representen el flujo del nodo (k,i) al nodo (k +1,a)
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Entonces el valor seria:

Vk,i = E[L}azﬁ(Cﬁ + dek+l,a) .

Este es un proceso que debemos seguir con cada nodo en cada periodo hasta
llegar al nodo inicial, esto nos dibujard la ruta de valores maximos que
finalmente nos dara la serie de elecciones que nos retribuyan el valor maximo.

Como ya se habia comentado, en la programacién dinamica, el principal detalle
consiste en la determinacion de las funciones de transformacion, las variables
de estados y la forma de dividir el sistema.

En este ejemplo de aplicacion de la programacion dindmica, la funcion
adecuada a maximizar que permitira la optimizacion del la solucion sera el
valor presente.

Hasta este momento lo que se ha hecho es completar los valores de los nodos
segun la evolucion del problema propuesto segin sus caracteristicas. Lo que
ahora se calculara serd la ruta 6ptima del problema, utilizando la funcion de este
ejercicio de programacion dinamica, el valor presente.

Descripcion del problema:

e Tenemos n =2 estados.
e (Cada nodo tiene 3 alternativas de decisién a=1,2,3.

e Los arcos que llevan al mismo valor final estan en un mismo nodo.
e En nuestro ejemplo supondremos que nuestros periodos son de 28 dias,
para efectos de la tasa de cada periodo.

Paso 1

Tenemos como valores finales a 12.1, 11, 9.9, 10, 9, 8.1 segun la
notacion de este modelo éstos corresponden a:

V,, =121, V,, =11, V,,=99, V,, =10, V,; =9, V,,=8.1.
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Ademas necesitamos los valores de los flujos de efectivo C;

C,=11 C2=0, C =-11 C}=1 C=0, C}=-1
C,=09, C.=0 CJ=-09.

Paso 2

Aplicaremos la funcion de transformacién para el periodo n=2 vy poder
encontrar los valoresde V,, y V,,.

V,, =max(C;, +d,(12.1), CZ +d,(11), C’ +d,(9.9)),

V,, =Cj, +d,(12.2),

Vi, = maX(Cllz +d,(11), C122 +d,(10), C132 +d,(9)),

V1,2 = Cllz + dz(ll)’

V,; =max(Cy +d,(9.9), C3+d,(9), C+d,(8.2)),
V,, =CL +d,(9.9).

Si consideramos que d, es d,=d, la tasa libre de riesgo, en

1
~ (1+0.0705)
este caso la que corresponde a los Cetes a 28 dias coincide en los dos ultimos
periodos.
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Entonces los valores de los nodos antes son:

V, =11+— 1 (12.0)=1.1+0.9341=2.0341
* (1+0.0705)

V,, =2.0341,

B 1

V,=l+——(11)=1+0.9341=1.9341,
’ (1+0.0705)

V,, =1.9341,

1

V,,=09+—
’ (1+0.0705)

(9.9)=0.9+0.9341=1.8341,

V,, =1.8341.

Paso 3
Ahora aplicaremos la funcion de transformacion para el periodo n-1=1y

poder encontrar el valor de
VO,l

Dados

V;, = 20341, V,,=1.9341 V,, =1.8341,

C(l)l =1 Cozl =0, Cgl =-1,
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Vo,l = max(Cél + do(ll)v C021 + d0(10), C031 + d0(9)),
Vo,l = Cél + do(ll).
Utilizando d,

B 1

V,, =1+———(11) =1+ 0.9341=1.9341,
’ (1+0.0705)

V,, =1.9341,

Entonces nuestra ruta optima quedaria descrita por

V2,l - Vl,l - VO,l

\2%

Viz Vs,

V.3

3 =V1,2 >V, ,
Vis >V, s
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La ruta éptima estd remarcada graficamente.

Hay dos formas de utilizar la informacion que proporciona esta ruta éptima. La
primera es que si pensamos al valor del derivado como el de una inversion,
entonces estariamos encontrando la mejor ruta de rendimiento que podria
obtener el valor de este derivado.

La otra forma de usarla es pensar que al encontrar la ruta éptima que siguio el
valor del derivado, en términos de valuarlo, nos daria los mejores valores que
tomo en su momento el derivado, los cuales nos servirian para decidir el mejor
precio de éste, ya que es el valor presente de la mejor ruta que podria tener el
comprador de este contrato.

Esto puede parecer un método rudimentario, porque para decidir el precio del
derivado habria que encontrar también la ruta de mayor rendimiento y
establecer un criterio para definir el precio final del derivado a partir de estos.
Sin embargo, si pensamos en que es mejorable aumentando el ndmero de
posibles valores en cada periodo, eso nos permitirian definir el precio final
estableciendo una regla entre ellos, entonces nos acercariamos a un precio mas
exacto.

Aln queda el hecho de que éstos son valores dados, lo cual en la realidad no
sucede comUnmente, sélo podrian darse de valores esperados calculando las
esperanzas de éstos dadas las probabilidades de ocurrencia, obteniendo asi un
valor esperado para cada periodo. Es en este sentido que siguiendo la idea de la
programacion dinamica, con sistemas multi-estados o multi-periodos,
estableceremos una forma mas exacta de definir el precio de un derivado.

4.2. Valuacion de una opcién

Se utilizara el esquema de la programacién dindmica, para hacer un analisis de
de forma recursiva en retroceso del sistema mediante el cual se describira el
problema de encontrar el valor de una opcion. Se consideraran también como
esquemas de multiperiodos a los comportamientos del activo subyacente y de la
tasa de rendimiento libre de riesgo.
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Primero se hara un desarrollo para de obtener el precio de una opcion es un
sistema de un solo periodo de tiempo.

Supongamos que S es el precio inicial de un activo, entonces éste seria el
estado inicial del sistema que describe al precio del activo S, =S .

Para el siguiente periodo, en este caso el ultimo momento, se consideraran dos
posibles escenarios: que el precio suba y se convierta en uS o que el precio
baje y tome el valor de dS. Las variables de estado en el momento siguiente,
quedan definidas como S,, =uS, y S, =dS,.

Ademas se asignaran probabilidades a estos escenarios. En el caso de S, , éste
sucedera con probabilidad p ya S, le correspondera el complemento 1 - p.

S, =UuS,

u

1-p
S,y =dS,

Seré necesario pedir que se cumpla u >d >0, con la finalidad de asegurar que
representen movimientos efectivos hacia arriba y hacia abajo respectivamente.

La tasa libre de riesgo es r y en consecuencia con la desigualdad anterior
deberd cumplirse que

u>@1+r)>d.

Esta desigualdad es necesaria debido a que evita las oportunidades de arbitraje’.

'Si (L+r)>u>d,ain el valor més alto que puede tomar que pudiera tomar el precio del
activo, no seria tan redituable como el uso de la tasa libre de riesgo. Ademas se podria obtener
un beneficio estando corto en la accion y prestando con r. En el caso contrariou > d > (1+7)
se puede pedir prestado con r y comprar una accion.
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La variable de tasa con la que trabajaremos serd R =1+ r .Las condiciones de la
opcion seran las comunes y el precio de ejercicio estara determinado, como
usualmente sucede, por K. La tasa de interés, como ya se mencion0, con el
objetivo de evitar el arbitraje estard determinada por la desigualdad antes
descrita.

Si suponemos que conocemos S el valor inicial del activo, entonces se podrian
determinar los valores al siguiente periodo excepto el del valor del derivado, el
cual se identifica con la letra C, y es precisamente el objetivo del

procedimiento. Al final este valor quedarad determinado por el subyacente y la

tasa.En el caso de la tasa de interés, el valor inicial sera 1y el final sera siempre

R, el cual mantendra la desigualdad con los movimientos del activo. Esto es
R,=1 R,=R y R;=R.

Los valores que en el siguiente periodo tendra el valor del derivado estaran
determinados por
C,, =max(uS, - K, 0),

C,y =max(dS, -K,0).

Los movimientos del activo, la tasa de interés y del valor de la opcion estaran
ligados y serdn en la misma direccion, esto significa que si el valor del
subyacente se mueve en forma ascendente, este movimiento sera replicado por
las otras dos variables.

Una forma gréfica de representar esta situacion es:

S, =US,

u

max(uS, — K,0
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Para duplicar los resultados de los tres esquemas, se considerard una cartera
conformada por x unidades del activo subyacente y por b del valor de R. De
esta forma, el valor de dicha cartera tendra alguno de los siguientes valores:

Xu+bR=C,,
xd +bR=C,,.

Resolviendo el sistema tendriamos

X = Clu _Cld b= ucld _dclu
u—d R(u-d) '

entonces el valor del portafolio quedaria determinado por

Cu —Cy N uC, —dC,
u-—d R(u-d)

:l(R_de"’u_Rcmj'
R{u-d u-—

X+b=

Debido a la construccién del portafolio, el valor de éste debe coincidir con el
valor del derivado, justificado por la ausencia de arbitraje. Entonces

1(R-d u-R
Co=—= Cu+ Cy |-

e R-d - .
Si definimos q = T_d y observamos que dada la relacion entre las variables
u —_

(0<g<1), puede ser considerada como una probabilidad.

Entonces finalmente la ecuacién de valuacién del derivado seria:

1
C =—(aCy, +(@-a)Cy).
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Esta ecuacion seria la que nos permitiria encontrar el valor de un derivado en un
sistema de n periodos mediante la programacion dinamica.

Comenzariamos con los valores del ultimo periodo y encontrariamos el valor
para n—1, despues estos valores nos permitirian llegar a los de n—2 y asi
sucesivamente hasta llegar al valor inicial. Practicamente es sélo seguir el
procedimiento n veces, como es caracteristico de la programacion dindmica.

Es interesante pensar en qué pasaria si el esquema no fuera binomial sino
trinomial. En principio no es posible utilizar el método de duplicacion de
cartera como funcidn de transformacion para los nodos entre un periodo y otro,
debido a que tendriamos un sistema de tres ecuaciones, una por cada resultado
del periodo. Para resolver estas ecuaciones solo contariamos con el activo
subyacente y la tasa de interés, entonces no nos seria posible encontrar la
solucién del sistema. Por esta razon se utilizara la teoria del riesgo neutral®, la
cual en términos de valuacion de opciones, establece que:

C= RLE(max(ST - K,0)).

T

Entonces el valor del activo tendra tres posibilidades en cada nodo, las cuales
seran u, 1, d, las cuales ocurriran con probabilidad p,, p,, P,

Entonces el esquema trinomial seria:

P, !
P,
P, ;

2 Ver Apéndice
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El valor de d se escoge de forma que un movimiento hacia arriba seguido de

. . 1 L L
uno hacia abajo sea uno. Entonces d =—, el valor de u si sera arbitrario.
u

Después, de acuerdo a las caracteristicas del sistema, se conforma un conjunto
de tres ecuaciones, las cuales estdn en funcion de que los valores de la
esperanza y la varianza estén dados.

P+ P+ p3:1'

up, + p,+ dp; =1+ u At,

ulp,+ p,+ d’p,=c” At + (1+ u At)?,
Donde

1+ u At es la esperanza del periodo
o’ At es la varianza del periodo

Finalmente solo falta determinar las probabilidades q,, g,, q,, las cuales se

pueden obtener mediante el mismo sistema de tres ecuaciones pero con
esperanza u At.

Una vez que se tienen los valores qg,, q,, d, el valor a un periodo de la opcion
seria:

1
C :E(qlu +0, +qsd)

=%E(S), $=5,5,,5S,

4.3. Ejemplo numérico

Tomemos una opcidn call, la cual cuenta con 4 periodos de vida.
El valor inicial del subyacente sera S, =62.

El precio de ejercicio serd K =60.
La tasa libre de riesgo serd r =10% ..
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El valor de o =20%.
El valorde u=1.06 = q,=0.20947, q,=0.64896y 0, =0.14156.

En cada nodo del grafico se muestran dos datos, el superior que corresponde al
valor del subyacente y el inferior que es el valor de la opcion.

4.4. Valuacién de canastas de derivados

El caso de valuacion de canastas de derivados se desarrollara usando
programacion dindmica, en lo que respecta al andlisis recursivo de sistemas
multiperiodos, en este caso un analisis en retroceso.
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El desarrollo serd en el caso particular de canastas con dos derivados
financieros.

El método serd en términos de situaciones futuras binomiales, es decir, el
esquema que representard los movimientos de los activos solo tendra dos
opciones por cada activo.

En la solucidn sera esencial considerar la teoria de riesgo neutral, antes descrita
y por lo tanto su formula de valuacién.

Sean Sy S?, los activos subyacentes correspondientes a los derivados que
componen la canasta. Cada uno presentara dos posibles valores en el siguiente
periodo, uno superior Yy otro inferior, con cierta probabilidad.

Sl
psl,u
So
psl,d
S
Activo 1 Activo 2

Uniendo los comportamientos de estos dos activos, tendremos cuatro posibles
estados conjuntos al siguiente periodo. Todas estas caracteristicas pueden
expresarse de la siguiente forma:

Sea la canasta de dos derivados S = {Sl, S? }
Sean S! y S? los valores superiores de los activos.

Sean S} y SZlos valores inferiores de los activos.
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Sean py, Y Ps, las probabilidades de que S'y S? suban.

Sean pg, Y Pg: las probabilidades de que S*y S? bajen.

Luego tenemos que los cuatro escenarios posibles para nuestra canasta son:

DS, =SS, 28y =5:S5, 3)S, =5,5; ¥ 4Sy, =SS,

u=u?

Sud Sd

Pus Pad

Canasta de dos derivados

Las probabilidades de estos cuatro escenarios son:

1) Sjsuz - puu’ 2) Séstiz - pdd !

3SiSF = P Y 4)SiSI > Py -

Se debe considerar el hecho de que estos dos activos pueden estar
correlacionados.

Ahora, con las siguientes ecuaciones se busca definir los valores de las
probabilidades conjuntas de los cuatro estados posibles de la canasta, si los
valores fueran independientes que las probabilidades conjuntas serian el
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producto de las probabilidades y el caso seria mas sencillo. En general tenemos
que:

Pus + Pug = Pgyy»

Pau + Paa = Pgrys

Pus + Pau = Pgzy s

(Pus = Pgi, Ps2, JINSINSE) + (Pyg — Py, Pz )(INS,)(INS;)

+ (Pay = Pgig P2, )INSNSE) + (Pgy = Pgsy Pz )INS3)(INSg)

Finalmente, lo que nos falta identificar son las probabilidades conjuntas g; que
nos permitan valuar la canasta segun la teoria de riesgo neutral

quu’ qdd’ qud’ y qdu'

Segun la teoria, una forma de encontrarlas seria:

P’
g, =—"
z PuU’y
jlefu,d}
En donde:
XIJ es el valor éptimo en el punto siguiente a ij,
Uij =U (Xij)'

Finalmente el valor de la canasta se encuentra usando programacion dinamica
con analisis en retroceso por periodo. Para un periodo, el valor de la canasta
estaria dado por:
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4
Sy = %Zqi *max[sli - K’O]'
i=1

1
S, :EE[SI].

Donde

S, es el valor inicial de nuestra canasta.

S, =(S;;,-.,S,,) son los cuatro posibles estados de nuestra canasta en el tiempo

1, de tal forma que el primer subindice indica el tiempo 1y el
segundo el nimero de estado dentro de los cuatro posibles.

1 . .
R es el factor de descuento de la tasa libre de riesgo.

q; es la probabilidad de que suceda el estado S,; .

4.5. Ejemplo para una opcion de tipo spread

El caso de una opcion de tipo spread es un caso especial de la canasta de dos
derivados. Una opcion de este tipo se define como la diferencia de los valores
en un tiempo T, razon por la cual para valuar este tipo de derivado es necesario
ligarse a los valores de dos activos subyacentes. La forma de resolver el valor
inicial de las opciones de este tipo sera mediante el mismo procedimiento que
se realizo para la canasta de dos derivados, la Unica diferencia sera que el valor
de una opcion spread se definira como:

max((S, (T) - S,(T)), 0)
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Entonces seguln los cuatro escenarios posibles en un periodo seran:
1)SiS; — max((SZ-S;)-K,0),
2)S:SZ —  max((S;-S;)-K,0),
3)SiS? — max((S?-S;)—-K,0); y
4)S:S; — max((SZ-S;)-K,O0).
La ecuacion que se utilizaria para evaluar en un periodo seria:

o L[ armax((si-S)-K.0) + g,*max((S] ~$})-K,0)
R| -+ 0, *max((S2 — )~ K, 0) + g, *max((S2 - S!) - K,0) |’

S,=+ Y g *max[(s2 —Sk)-K, 0]
R K,Le{ud}
S :_E[Sl]

Donde

S, es el valor inicial de nuestra canasta.

S, =(S;;,-.,S,,) son los cuatro posibles estados de nuestra canasta en el tiempo

1, de tal forma que el primer subindice indica el tiempo 1y el
segundo el nimero de estado dentro de los cuatro posibles.

R es el factor de descuento de la tasa libre de riesgo,



96 Capitulo 4

q; es la probabilidad de que suceda el estado S,; .

Igualmente las ecuaciones seran que nos permitiran encontrar los valores de las
probabilidades son:

Pu + Pua = Pgyy

Pau + Paag = Pguy>

Pu + Pay = Pgzy

(Pu = Pgs, Pz, )INS)(INSS) + (Pug — Py, Pz )(IN S, )(INSS)

+ (Pay = Paig Pz, JINSANST) + (Pgg — Pysy Pz )(INS)(INSg).

Finalmente las probabilidades para valuar el precio de la opcién tipo spread
seran:

Donde:

XIJ es el valor 6ptimo en el punto siguiente a ij,
U; =U (X;).



Conclusiones

Después de terminar este trabajo podemos plasmar algunas ideas que se fueron
recabando a lo largo del mismo para finalmente tener una perspectiva que las
englobe.

Al concluir la primera parte, en la cual se desarrollan las caracteristicas de
algunos derivados, queda como motivacion el hecho de que en nuestro pais el
mercado de valores, méas aun el financiero, no se encuentran desarrollados en
gran medida. Esta caracteristica limita el grado en que se usan los productos
financieros, en particular los derivados. Sin embargo, el incentivo esta en que
ya se ha empezado con las bases, se cuenta con algunos contratos de futuros y
otros mas de opciones, dentro de los cuales seria interesante ampliar la gama de
productos, afadiendo por ejemplo los spreads, ya que éstos podrian abrir
horizontes hacia otros sectores que permitan rebasar el uso que actualmente se
les da a los derivados financieros, el cual estd principalmente dirigido a las
acciones de algunas empresas que cotizan en la bolsa de valores, o en algunos
casos a contratos de divisas. Mas especificamente se propone el desarrollo de
éstos derivados en el sector de mercancias, en nuestra region esencialmente el
seria necesario en el energético y el agropecuario.

Dentro de la propuesta anterior se nota que es posible, de acuerdo a los métodos
revisados, implementar en principio algunos casos en los que puedan usarse
modelos discretos que permitan que la valuacion sea mas sencilla, lo que en el
caso de un proyecto de implementacion de productos derivados de mercancias,
resulte muy util.

Respecto al método de programacion dindmica, es interesante pensar que
extenderlo a multiples posibilidades de escenarios en cada periodo, lo que nos
daria un mejor resultado, ya que se aproximaria mas a un precio obtenido
mediante un sistema continuo pero con las bondades propias de uno discreto, en
cuanto a desarrollo e implementacion se refiere. Esto es real ya que con las
herramientas de computo, la tarea se veria facilitada y mejorada.
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Ademas también seria factible aumentar el nimero de periodos de estudio, que
permitiera modelar con mas exactitud el fenomeno que describen los
movimientos de los precios de los subyacentes.

Todas estas pretensiones, evidentemente, complicarian el andlisis y por
supuesto la resolucion de la valuacion pero serian resultados de utilidad.

Para un trabajo posterior quedaria el desarrollo de la valuacion y uso de
canastas de derivados para multiples exposiciones al riesgo, aumentando el
numero de componentes aqui expuesto e incluso podria también abordarse el
caso en que estos se encuentren altamente relacionados.

Como ultima conclusion podemos decir que el uso de opciones spread, en los
sectores ya mencionados, es viable para nuestro pais. En ese sentido utilizar los
métodos de la valuacion aqui expuestos seria una posibilidad.



Apeéndice

Valuacion con teoria de riesgo neutral.
Suponga un conjunto de estados de precios, todos ellos positivos

P s=12,...,S

y el valor de un activo conformado de la forma d = (d*,d?, .....,d*) , entonces
el precio del activo estaria determinado por

P=>d°V¥;.

S=1

S
Si se normaliza el conjunto de precios, haciendo ‘¥, = Z\Ps = 0 :\P%, :
0

S=1

Usando a las g5 como probabilidades artificiales tendriamos
P=Y,E(d).

Llevando este resultado al caso de una opcion call podemos decir que el precio
de este derivado es:

C= L E(max(S,; — K,0)).
RT

Donde

R, es latasa libre de riesgo del periodo,
max(S; — K,0) es el flujo del derivado en el periodo.
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