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Introduccion.

En Matematicas siempre se han estudiado varios tipos de operaciones entre elementos
de un mismo conjunto, ya que la Teoria de Graficas es un area de las Matematicas, es de
interés estudiar operaciones definidas dentro del conjunto de las graficas. Por lo que en esta
tesis tenemos como objetivo definir algunas operaciones entre un tipo especial de gréficas,
denominadas digraficas. Ademas, estudiaremos las digréficas con nucleos, las digraficas
con (k, £)-nicleos y veremos bajo que operaciones se conservan estas propiedades. Con
este trabajo se pretende dar una gran cantidad de ejemplos de digraficas con nucleos y
(k, £)-nacleos, mediante las operaciones que aqui se definen. Esto es de gran relevancia,
ya que durante varios afios se han estudiado condiciones suficientes para que una digrafica
tenga nicleo y (k, #)-nucleo.

Primero, definiremos los conceptos basicos de la Teoria de Graficas, tales como las
digraficas, los grados exteriores e interiores de un vértice, los conjuntos independientes
y los conjuntos absorbentes de una digrafica, entre otras cosas. Después, como parte del
primer capitulo, definiremos el nicleo de una digrafica como un conjunto independiente
y absorbente. Este concepto fue introducido por Von Neumann y Morgentern en 1944 en
Teoria de Juegos bajo el nombre de solucion. Veremos uno de los resultados mas impor-
tantes de nucleos dado por Von Neumann y Morgenstern en 1944, que dice lo siguiente:
“Toda digrafica sin ciclos dirigidos tiene un nucleo”. También probaremos el Teorema
de Richardson que fue demostrado en 1953 y se enuncia como sigue: “Toda digrafica sin

ciclos dirigidos de longitud impar tiene un nucleo”.




2 Introduccion,

Después revisaremos una generalizacion del Teorema de Richardson, definiremos
primeramente el concepto de (k, £)-nucleo y en particular el de k-nicleo, que fue intro-
ducido en 1981 por Maria Kwasnik, quien demostrd que: “Toda digrafica fuertemente
conexa sin ciclos dirigidos de longitud no congruente con cero mddulo £ tiene un k-
nucleo”.

En el segundo capitulo definiremos tres tipos de operaciones en digraficas denomi-
nadas; la disyuncion excluyente, la suma cartesiana y el producto normal. Demostraremos
resultados que sirven de base para hallar (k, £)-nicleos en las digraficas resultantes de las
operaciones mencionadas, a partir de los (k, £)-nucleos de dos digraficas dadas. Estos re-
sultados fueron realizados por Maria Kwasnik [5] en: “(k, £)-nucleos de la disyuncién
excluyente, suma cartesiana y producto normal de dos digraficas”.

En el altimo capitulo definiremos el so-sistema y el s-sistema, por medio de los cuales
construiremos las digraficas so (So) y s (S) a partir de una digrafica D, cualquiera. Desde
1981 cuando Maria Kwasnik defini6 el concepto de k-nucleo, varios autores han estudiado
condiciones suficientes para la existencia de k-ntcleos en digréficas ( [7], [8], [9] ). De ahi
la idea de buscar una forma de obtener digraficas con k-nucleo con base en una digrafica
con k-nicleo, usando la digréafica s (S) y un corolario que dice que una digréafica D tiene
un k-nicleo si y sélo si s (.5) tiene un k-nicleo. En [10], se prueban dos teoremas que en
conjunto proporcionan dicho corolario que concluye bajo ciertas hipdtesis que una digrafica
D, tiene un k-nucleo si y sélo si s (S) tiene un k-nucleo.

Este resultado provee un método para construir, a partir de una digrafica Dy, otra

digréfica s (S) tal que Dy tiene un k-niicleo si y solo si s (S) tiene un k-ntcleo, que per-
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mite obtener una gran variedad de digraficas con (sin) k-nucleo, teniendo una digrafica
cualquiera como una subdigrafica inducida, esto constituye una poderosa herramienta en la
construccion de una amplia clase de digraficas con (sin) k-nucleos.

Ademas demostraremos un teorema que concluye que el niimero de k-nucleos en Dy
es igual al nimero de k-niicleos en s (.59).

En particular, los resultados anteriores se cumplen para digraficas con nicleo, puesto
gue un nucleo es un k-nicleo con k = 2, Este teorema fue demostrado en [6] por Hortensia
Galeana Sanchez y Victor Neumann Lara.

En la ultima seccion del capitulo definiremos las digréficas nucleo perfectas, las ni-
cleo imperfectas criticas, demostraremos que si una digréfica no tiene nucleo, entonces
tiene una subdigrafica inducida nucleo imperfecta critica. Daremos las definiciones de
k-nucleo perfecta, k-nicleo imperfecta critica y probaremos que el resultado anterior se
cumple también para k-niicleos, es decir, si una digrafica no tiene k-niicleo, entonces tiene
una subdigrafica inducida k-ntcleo imperfecta critica. Ademas demostraremos que si una
digrafica es nucleo imperfecta critica, entonces es fuertemente conexa. Veremos que este
resultado no se cumple para k-nucleos, es decir, si una digrafica es k-ntcleo imperfecta
critica, no necesariamente es fuertemente conexa.

Hortensia Galeana Sanchez y Victor Neumann Lara demostraron ademas, que bajo
ciertas hipdtesis toda subdigréfica inducida propia de Dg tiene un niicleo si y solo si toda
subdigréfica inducida propia de s (S) tiene un niicleo. Asi, Dy es niicleo perfecta (respec-
tivamente nucleo imperfecta critica) si y sélo si s (S) es niicleo perfecta (respectivamente

nucleo imperfecta critica).




4 Introduccion.

Lo anterior es de gran importancia, puesto que nos permite generar una amplia clase
de digraficas nicleo imperfectas criticas, su relevancia radica en que durante varios afios,
las unicas digraficas nicleo imperfectass criticas que se conocieron fueron los ciclos im-
pares y las digraficas 6)7 (1,2)y —6711 (1,2,4) que se veran en esta seccion.

Observaremos ademads, que si tenemos una digrafica Dy que es k-nucleo perfecta
(respectivamente k-nucleo imperfecta critica) y construimos su digrafica s (S), veremos
que s (S) no necesariamente es k-nlicleo perfecta (respectivamente k-niicleo imperfecta
critica). Pero, si tenemos una digrafica s (S) que es k-ntcleo perfecta (respectivamente
k-nucleo imperfecta critica), la digrafica Dy a partir de la cual fue construida es k-nicleo

perfecta (respectivamente k-niicleo imperfecta critica).
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En esta seccion definiremos los conceptos basicos de la Teoria de Graficas que se
utilizaran a lo largo de este trabajo.

Definicién 1. Una digrafica D = (V (D), F (D)) consta de un conjunto finito,
no vacio, de objetos llamados vértices, que se denota por V(D) y un conjunto de pares
ordenados de vértices distintos, llamados flechas, el cual se denota por F (D).

Deficién 2. El par ordenado (u, v) es la flecha que va de u a v, y diremos que u es
adyacente hacia v o v es adyacente desde u (u adyp v).

Por ejemplo, para la digrafica D = (V (D), F (D)) de la Figura 1 se tiene que:
V(D) = {zg, x1, X2, 23, Za}.
F (D) = {a7 b) c7 d’ e? f’g}’

con a = (Zo,71), b = (x1,22), ¢ = (x2,23), d = (xg,23), € = (Zo,Z4),

f = (1174,111) g = (l’g,:l?l).

X,

Figura 1. Digrafica D.
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Definicién 3. El grado exterior o exgrado de un vértice v en la digrafica D es el
namero de vértices adyacentes desde v, es decir, el numero de flechas que salen de v. Se
denota por 65 (v).

Definicién 4. El grado interior o ingrado de un vértice v en la digrafica D es el
numero de vértices adyacentes hacia v, es decir, el namero de flechas que inciden en v. Se
denota por 6, (v).

Definicién 5. El grado de un vértice v en la digrafica D es el numero de vértices
adyacentes hacia y desde v, es decir, el numero de flechas que inciden en v y el nimero de
flechas que salen de v. Se denota por 6 (v).

Definicién 6. El conjunto de los vecinos exteriores de un vértice u en la digrafica D
es el conjunto I'}, (u) = {v € V(D) | (u,v) € F(D)}. El conjunto de vecinos exteriores
de un conjunto U en la digrafica D es el conjunto I'}, (U) = {v € V (D) |existe alguna
Uv-flecha en D}.

Definicién 7. El conjunto de los vecinos interiores de un vértice u en la digrafica D
es el conjunto I'; (u) = {v € V(D) | (v,u) € F (D)}. El conjunto de vecinos interiores
de un conjunto U en la digrafica D es el conjunto I'p, (U) = {v € V (D) |existe alguna
vU-flecha en D}.

En la digrafica D = (V (D), F (D)) de la Figura 2 se tiene que:

85 (z0) = 1,8 (20) = 1, p (w0) = 2, TG, (o) = {3}, T'p (w0) = {21}

85 (z1) = 1,6p (21) = 1,6p (x1) = 2, TF (1) = {20}, [p (1) = {z2}

65 (z2) = 4,65 (22) =0, 6p (22) = 4,15 (22) = {21, 23,24, 25}, T (22) = 0

6p (x3) = 1,6 (x3) = 2, 6p (2z3) = 3, T} (3) = {25}, T} (23) = {zo, 22}
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85 (1) =1, 8p (T4) = 2, 6p (wa) = 3, T'% (z4) = {z5}, Ty (24) = {22, 25}

85 (zs) = 1,65 (w5) = 3, 8p (w5) = 4, T’} (w5) = {4}, I'p (5) = {2, T3, 4}

Definicién 8. Sean D'y H digraficas, D es isomorfaa H si y solo si existe una fun-
cion biyectiva f : V(D) — V(H) tal que (5,0) € F(D) si y solo si
(f (w), f (v)) € F (H). Se denota por D = H.

En las Figuras 2 y 3 se muestran las digraficas D y H, respectivamente. Estas di-
grificas son isomorfas puesto que existe una funcién biyectiva f : V (D) — V (H), en
donde:

V(D) = {xo, 21, T2, 23, 24,25}, V (H) = {a, b, ¢,d, e, f},

flzo) =a, f(z1) =b, f(z2) =c, f(z3) =d, f (za) = ¢, f (x5) = f.

La funcién f es tal que:

(z1,%0) € F(D) siy sélosi (f (z1), f (z0)) = (b,a) € F (H)

(z2,21) € F (D) siy sélosi (f (z2), f (21)) = (¢,b) € F (H)

(z2,23) € F (D) siy sélosi (f (z2), f (23)) = (c,d) € F (H)

(xo,23) € F(D) siysolosi(f (xo), f (z3)) = (a,d) € F (H)

(z,24) € F (D) siysolosi(f (22), f(24)) = (c,e) € F(H)

(z2,25) € F (D) siy slosi (f (z2), f (z5)) = (¢, f) € F (H)

(zs,25) € F (D) siy sblosi (f (z3), f (z5)) = (d, f) € F (H)

(z4,75) € F (D) siy sélosi (f (z4), f (25)) = (e, f) € F (H)

(xs5,24) € F (D) siysolosi(f(xs),f(z4)) =(f,e) € F(H)
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X4 Xz

Y
Xs X,
Figura 2. Digréfica D

b c

e

Figura 3. Digrafica H

Definicién 9. Sea D una digrafica, una subdigrafica H de D es una digrafica tal
que V (H) C V(D) y F (H) C F (D).

Definicién 10. Sea D una digrafica, una digrafica H es una subdigréafica inducida
por vértices de D (o subdigrafica inducida de D) si V(H) C V(D) y (u,v) € F (H) si
y solo si (u,v) € F (D) con {u,v} C V (H). Denotamos por D [V (H)] a la subdigrafica
de D inducida por los vértices de H.

Definiciéon 11. Sea D una digrafica, una subdigrafica H es generadora de D, si

contiene a todos los vértices de D.




Preliminares 9

En la Figura 4 se muestra la digrafica D. Las digraficas D1, Dy y Ds de la Figura
5 son subdigraficas de la digrafica D de la Figura 4. La digrafica D, es una subdigrafica

inducida de D y la digrafica Ds es una subdigrafica generadora de D.

Xo

X, Xz

Figura 4. Digrafica D
c_;x, D, ixe D,
X, X, X, X,
%o
D,

X, X,
Figura 5. Subdigraficas de D

Definicién 12. Sea D una digrafica, una flecha (u, v) € F (D) es llamada simétrica
si (v,u) € F'(D)y es llamada asimétrica si (v, u) ¢ F (D).

Definicion 13. Sea D una digrafica, D es una digrafica simétrica si para cada
(u,v) € F (D) existe (v,u) € F (D).

Definicién 14. La parte simétrica de D, denotada por Sim (D), es la subdigrafica

generadora de D cuyas flechas son todas las flechas simétricas de D.
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Definicién 15. La parte asimétrica de D, denotada por Asim (D), es la subdigrafica
generadora de D cuyas flechas son todas las flechas asimétricas de D.

En la digrafica D de la Figura 4, tenemos que (z1,z2) € F (D) es una flecha
simétrica, puesto que existe (z2,7,) € F (D). Observemos que las flechas (z1, o),
(z1,23), (To,x3), (z2,20) ¥ (x2,23) son flechas asimétricas de la digrafica D. En las

Figuras 6 y 7, se muestran las partes simétrica y asimétrica de D, respectivamente.

o) Sim(D)
Xo
o
Xy
Od— —0
X, X,

Figura 6. Parte simétrica de D
o X, AsinD)

X X
Figura 7. Parte asimétrica de D

En la Figura 8 se muestra una digrafica simétrica D en la que (z1,22) € F (D),

(z2,71) € F (D), (ze,23) € F (D), (z3,22) € F(D), (x3,z:1) € F(D)y

(z1,23) € F (D).
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X

Figura 8. Digrafica simétrica

Definicién 16. Un uv-camino C en una digrafica D es una sucesion de vértices y
flechas alternadas C = (v = o, fo, %1, f1,%2,- -+, -1, fa-1,Zn = v) tal que
fi = (x5, xi41) € F(D) o fi = (z441,2;) € F(D) para 0 < i < n — 1. Por simpli-
cidad denotaremos un uv-camino C en una digrafica D como
C = (’LL = Z0,Z1,L2,...,Tpn—1,Tp = ’U) tal que (.’L’i,il?i+1) € F(D) (o] (CE,’+1,.’17Z') € F(D)
para0 <:<n-—1.

_——)
Definicion 17. Un uv-camino dirigido C en una digrafica D es una sucesion de
—+
vértices y flechas alternadas C = (u = o, fo, 21, f1, %2, - -, Tn_1, fu_1,Zn = v) tal que
fi = (zi,241) € F(D) para0 < ¢ < n — 1. Por simplicidad denotaremos un uv-camino
— —
dirigido C en una digrafica D como C = (u = Zo,Z1,Z2,...,Zn-1,Tn = v) tal que
(@i, Tiy1) € F(D)para0 <i<n—1.
. — —
La longitud del camino dirigido C es el nimero de flechas de C y se denota por
-

¢(c).

Definicién 18. Un paseo en una digrafica D es un camino en el que no se repiten

flechas.
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Definicién 19. Un paseo dirigido en una digrafica D es un camino dirigido en el
que no se repiten flechas.
Definicién 20. Una trayectoria 7 en una digrafica D es un camino en el que no se
repiten vértices.
- 3 . . » . H » . . . .
Definicién 21. Una trayectoria dirigida 7 en una digrafica D es un camino dirigido
en el que no se repiten vértices.
Definiciéon 22. Un camino cerrado C en una digrafica D es un camino cuyo vértice
inicial y final son el mismo.
3 - 3 . 8 . H . .
Definicién 23. Un camino dirigido cerrado C en una digréfica D es un camino
dirigido en el cual el primero y el ultimo vértice son iguales.
Definicion 24. Un ciclo C en una digrafica D es un camino cerrado en el cual no se
repiten vértices (excepto el primero y el ultimo), con £ (C) > 2.
. . . L] ] __) . . . . .
Definicién 25. Un ciclo dirigido C en una digrafica D es un camino dirigido
. 7 . . 4 * -
cerrado en el que no se repiten vértices (excepto el primero y el ultimo), con £ ( C ) > 2.
En la Figura 9 se muestra la digrafica D.
C, = (zo, x1, Zg, Ta, T4, T3, T2, Tg, T5) €S UN ToLs-camino contenido en D.

—
C 2 = (o, Z1, 2, T3, &4, T2, T4, T5) €S Un Toxs-camino dirigido contenido en D.

P = (20,21, Te, T2, T3, T4, T2, L5) €S UN ToZs-paseo contenido en D.

~—+ LR . *

P = (xo, %1, %2, 23, Tq, T2, T5) €S Un Tors-paseo dirigido contenido en D.
T = (2o, 21, Te, T2, T3, L4, T5) €S UNa ToLs-trayectoria contenida en D.

—+ . .. . I3

T = (zo, %1, X2, T3, T4, T5) €S UNa ToZs-trayectoria dirigida contenida en D.

Cs = (zo, z1, Ts, T2, L1, T3, T2, L6, L5, Ls, o) €S UN camino cerrado contenido en D.
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—
C 4 = (zg, 1, T2, T3, T4, Ta, T4, Ty, To) €S un camino dirigido cerrado contenido en D.
Cs = (zo, z1, Ts, T2, T3, T4, T3, Zo) €S un ciclo contenido en D.

—
Cs = (zq, x1, T2, T3, Z4, T, To) €s un ciclo dirigido contenido en D.

Xs
X

Figura 9. Digréfica D

Lema 1. Todo uv-camino dirigido con u # v contiene una uv-trayectoria dirigida.
Demostracién. Sea C = (u = g, 21, ... ,Tp_1, T, = v) un uv-camino dirigido en
D, con u # v. Si C no repite vértices, entonces C es una uv-trayectoria dirigida. Si C repite

m + 1 vértices, entonces C es de la siguiente forma:

C = (u = Toy X1y 3Tig—1,Tisg = Loy Lig+1y .-+ Ljg—1yLig = Ljos Ljo+1y-+-5Lii—1,
xz’1 = iEjl, Tiy4+1y- - 7wj1—17 Ty = Ile, xj1+17 ooy Lj 1y Lg,, = a:jm, Ljppdlsy s v - ,Ijmél,
Ti, = Tj s Ljrtlse - L1, L = V)

Por lo que C contiene una uv-trayectoria dirigida de la siguiente forma:
T = (u = T0, L1y yTig—1yLig = Ljgs Tjg+1s+++3Liz—1,Liy = Ly LTji4+1y -3 Lip—1,

Lip, = Tjpps LTjp+1y - -+ 3 Tp—1,Lpn = ’U). ]
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Lema 2. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un ciclo dirigido
de longitud impar.

Demostracion. Por induccion sobre la longitud del camino.

Sea ¢ (C) la longitud del camino C.

Para £ (C) = 3 tenemos C = (o, z1, T2, Zo), COMO Zg F# 1, pues (zo,z1) € F (C),
Z1 # T2, pues (z1,22) € F(C), 2 # o, pues (z2,20) € F (C), entonces C es un ciclo
dirigido de longitud 3.

Supongamos que todo camino dirigido cerrado de longitud impar menor que 2n + 1,
n > 1 contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

SeaC = (Lo, T1, -y Ti1,Tiy Tit1y-- -y Ljm1, Ljy Ljtl, - - - y L2n—1, T2m, To) UN CAMINO
dirigido cerrado de longitud 2n + 1. Por demostrar que C contiene un ciclo dirigido de
longitud impar.

Si z; # x; para toda 3, j, entonces C es un ciclo dirigido de longitud 2n + 1.

Si z; = x; para alguna ¢ = j, supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < j,

tenemos que

C = (2o, Z1y -y Tic1, Ti = Tjy Tily- -« Tj1, Li = Tjy Tjir1y - - - y L2n—1, L2m, L0)-
De donde C; = (o, X1y -+ ey Tio1, i = Tjy Tjply-- -, Lon-1,Lom, Lo) ¥
C = (z; =z, %iv1,...,Tj-1,T; = ;) son caminos cerrados. Como C es de longitud

impar, tenemos que C; es de longitud impar o C, es de longitud impar, pero no ambos,
ademas £ (Cy) < £(C) y £(C2) < £(C), sin pérdida de generalidad, supongamos que C;
es de longitud impar y por hipdtesis de induccion C; contiene un ciclo dirigido de longitud

impar C’, C’ C C; C C. Por lo tanto C contiene un ciclo dirigido de longitud impar. u
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Lema 3. Todo camino dirigido cerrado de longitud 2 0 (mod k), & > 2, contiene
un ciclo dirigido de longitud 2 0 (mod k).

Demostracion. Por induccidn sobre la longitud del camino dirigido cerrado.

Sea C un camino dirigido cerrado de D tal que £(C) = 2y £(C) 2 0 (mod k), para
k > 3, entonces C = (xo, 21, Zo) es un ciclo dirigido tal que ¢ (C) 2 0 (mod k).

Sea C un camino dirigido cerrado de D tal que £(C) = 3, para k # 3,
£(C) 2 0(modk), entonces C = (zo,21,%s,Zo) €s un ciclo dirigido tal que
£(C) 2 0 (mod k).

Supongamos que todo camino dirigido cerrado C con £ (C) < ny £(C) 2 0(mod k)
contiene un ciclo dirigido C’ con £ (C’) 2 0 (mod k).

Sea C un camino dirigido cerrado con £ (C) = ny £(C) 2 0 (mod k), por demostrar
que C contiene un ciclo dirigido con longitud 2 0 (mod k).

Sea C = (20,21, Za, - - -, Zn—1, Zo), tenemos los siguientes casos:

1) Si z; # z; paratodo ¢ # j, entonces C es un ciclo dirigido.

2) Si z; = x; para algin 7 # j, supongamos sin pérdida de generalidad que i < j,
tenemos que

C= (517073717 s L 15 T T 1y - -3 Tj—1, L5 = Ty Tjq1, - - ,wn—l,xo),

entonces C = C; U Cy, donde

Cl = (.’L'(), L1y Li-1,T5 = Tj, Ljqly e« oy Tn—1, .’L'o) y

CQ = (ZL‘, =Ty Tit1ye -y Lj—1,T3 = ZEj).

Observemos que ¢(C) = £(Cy) + £(Cs), asi £(C;)) < nparai = 1,2y

£(C;) 2 0(modk) para algin ¢ = 1,2, puesto que si £(C;) = 0(modk) coni = 1,2,
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tenemos que ¢ (C) = 0 (mod k), contradiccion, por lo tanto £ (C;) 2 0 (mod k) para algin
i=1,2.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ (C;) 2 0(mod k), como ¢ (C;) < n,
entonces por la hipdtesis de induccion tenemos que C; contiene un ciclo dirigido C’ con
£(C") 20 (modk),peroC; CC,porlotantoC’ CC. m

Lema 4. Si una digrafica D no tiene ciclos dirigidos, entonces existe v € V (D) tal
que 63, (v) = 0.

Demostracion. Sea D una digrafica que no posee ciclos dirigidos, supongamos que
65 (v) > O paratodov € V (D).

Sea T = (xo,21,...,%Tn_1,%n) una trayectoria dirigida de longitud maxima en D.
Como 65 (z,) > 0, entonces existe v € V (D) tal que (z,,u) € F(D). Siu € T,
entonces u = x; para alguna ¢ = 0,...,n — 1, de donde tenemos que se forma el ciclo
C=(u=u2iTi1,...,In,u=1I;),l0 cual contradice la hipétesis de que D no tiene ciclos.
Siu ¢ T, entonces T" = T'U{u} es una trayectoria de longitud mayor que T, contradiccion,
puesto que T es de longitud méaxima. Por lo tanto, existe v € V (D) tal que 6%, (v) = 0. g

Definicién 26. La distancia dirigida dp (u, v) de un vértice u al vértice v en una
digrafica D es el minimo del conjunto {¢ (?) | T es una uv-trayectoria dirigida}.

Si no existe una uv-trayectoria dirigida en D, definimos la distancia de » a v como
dp (u,v) = oo,

N
En la Figura 9a tenemos que dp (2o, 2s) = 3 = €(T1) = £ ((xo, 1, T2, Z5))
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X,

Xs
Xs

Figura 9a. Digrafica D

Lema 5. Sea D una digrafica y sean {z,y, 2z} C V (D), entonces

l.a) dp (z,y) > 0 para cualesquiera z,y € V (D).

1.b)dp (z,y) = 0siysbélosiz = y.

2) dp (2,9) < dp (,2) + dp (2,9)

Demostracion.

Podemos suponer que existe una xy-trayectoria dirigida en D, ya que si no existe
dicha trayectoria, por definicién de distancia tenemos que dp (z,y) = o0, lo cual cumple
que dp (z,y) > 0.

1.a) Si x = y, entonces T = (z,x) es la xy-trayectoria de longitud minima, esto es,
dp (z,y) = ¢ (?) = 0. Si z # y, entonces si existe T = ( = 20,21,y Tn_1,Zn =7Y)
una zy-trayectoria de longitud minima, con n > 1, entonces dp (z,y) = ¢ (?) =n>1.
Por lo tanto dp (z,y) > 0.

1.b) Sidp (x,y) = 0, entonces la zy-trayectoria de longitud minima es T = (z,),

por lo tanto = = y. Si x = y, se demostrd en el inciso 1.a) que dp (z,y) = 0.
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_

2)Sea 7 = (z = g, %1,...,Tpn 1, Ty = Y) una sy-trayectoria dirigida de longitud
—)

minima, entonces dp (z,y) = ¢ (T ) = n. Sea z € V(D) tal que existe

—_) . . . . 3 *

T = (=10, U1y, Up_1,Upm = z) una xz-trayectoria dirigida de longitud minima y
.—)

existe 75 = (2 = o, V1, ..., Up-1, ¥, = ¥) UNa zy-trayectoria dirigida de longitud minima.

— —
De donde, dp (z,2) = ¢ (Tl) =mydp(z,y) =4 (’Z;) = p. Por otro lado, tenemos que
- — . —
71 U 75 es un zy-camino dirigido, que por el Lema 1 contiene una zy-trayectoria 7’ tal
— —_ - . . .
que ¢ (T ) </ (T ’) , por ser 7 una zy-trayectoria de longitud minima. Por lo que
— — —_ —

dp (z,y) = ¢ (T) < (T) <t (Tl UTs)=dp(e,2)+do(2y).

Observemos que dp, (x, y) # dp (y, ). De la Figura 9a tenemos que dp, (z1,x2) = 1
y que dp (z2,21) = 2.

Definicién 27. Una digréfica D es conexa si para cualquier {u,v} C V (D) existe
un uv-camino. En caso contrario, diremos que D es disconexa.

Definicién 28. Una digrdfica D es fuertemente conexa si para cualquier
{u,v} C V(D) existe un uv-camino dirigido y un vu-camino dirigido.

La digrafica D de la Figura 9a es una digrafica conexa, ms afin, es una digrafica
fuertemente conexa.

Lema 6. D esuna digrafica fuertemente conexa si y solo si existe un camino cerrado
dirigidoC C D tal que V (C) = V (D).

Demostracion. Supongamos que D es una digrafica fuertemente conexa. Por de-
mostrar que existe un camino cerrado dirigido C en D tal que V (C) = V (D). Supon-
gamos lo contrario. Esto es, que para cualquier camino cerrado dirigido C en D se tiene que

V (C) # V (D). Consideremos C’ un camino cerrado en D que contenga el mayor niimero
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de vertices de D.  Por hipdtesis, tenemos que V(C') & V (D), entonces
existe z € V (D) — V (C'). Puesto que D es fuertemente conexa se tiene que entre todo
par de vértices existe un camino dirigido en D. Sea u € V (C'). Como D es fuerte-
mente conexa, entonces existe C; un uz-camino dirigido en D y C, un zu-camino di-
rigido en D. De donde C” = C; U C, UC’ es un camino cerrado dirigido en D tal que
V(") =|V(C)|+ 1> |V(C)|. Contradiccién, puesto que C' es un camino cerrado
dirigido que contiene el mayor niimero de vértices. Por lo tanto existe un camino cerrado
dirigido C en D tal que V (C) = V (D).

Supongamos que existe un camino cerrado dirigido C en D tal que V (C) = V (D).
Por demostrar que D es fuertemente conexa. Sean {u,v} CV (D) =V (C).

Si C = (20,Z1,..,%i1,T; = U, Tisq, ... yTjo1,T5 =V, Ljg1, ..y Lne1, Lo)s
entonces tenemos que existe un wwv-camino dirigido en D de la siguiente forma
(x5 = U, Tita, ..., Tj-1,T; = v)y existe un vu-camino dirigido en D de la siguiente forma
(Z; = v, 2541, .., Ln1,T0, 21, ..., Ti_1,2; = u). Puesto que entre todo par de vértices en
D existe un camino dirigido tenemos que D es una digrafica fuertemente conexa. g

Definicién 29. Sea D una digrafica, una componente fuertemente conexa de D es
una subdigrafica fuertemente conexa de D, maxima por contencién con la propiedad de ser
fuertemente conexa.

Definicién 30. Una componente fuertemente conexa terminal H de una digrafica
D es una componente fuertemente conexa de una digrafica D con la propiedad de que
paratodo y € V (H) no existe la yS-flecha en D, para cualquier componente fuertemente

conexa S distinta de H, es decir, ['" (H) C V (H).
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Lema 7. Si D es una digréfica, entonces D tiene al menos una componente fuerte-
mente conexa terminal.

Demostracion.

Si D es fuertemente conexa, entonces por definicién D es una componente fuerte-
mente conexa terminal.

Si D no es fuertemente conexa. Supongamos que D tiene n componentes fuerte-
mente conexas distintas. Por demostrar que D tiene al menos una componente fuertemente
conexa terminal. Por contradiccién. Supongamos que D no tiene componentes fuerte-
mente conexas terminales, es decir, que para toda H componente fuertemente conexa de
D se tiene que I'" (H) N (D — H) # . Sea H, una componente fuertemente conexa
de D, llamemos H; a la componente fuertemente conexa tal que existe una HyH;-flecha.
Consideremos H, la componente fuertemente conexa tal que existe una H, H,-flecha. Asi,
construimos una sucesion Hy, Hy, ..., H,_; de componentes fuertemente conexas en D tal
que existe una H; ;H;-flechaen Dy H; # H; parai # jconi,j = 0,1,...n — 1. Se
tiene que H,_; cumple que I'* (H,,_,) N (D — H,,_,) # 0 porque H,,_; no es una com-
ponente fuertemente conexa terminal, por lo que existe H; una componente fuertemente
conexa tal que I'" (H,,_,) N H; # () paraalguna j = 0,1,...,n — 2. Entonces existe una
H,,_,Hj-flecha en D. Pero por la construccion de la sucesion de las componentes fuerte-
mente conexas, se tiene que existe una H; H;,-flecha, una H;., H; o-flecha, asi sucesiva-
mente, existe una H,_,H,,_,-flecha en D. De donde tenemos que entre todo par de vértices
{u,v} gnol V (H;) existe un uv-camino dirigido, entonces H;,H;\,,...,H, 5,H, ;

=7

forman una sola componente fuertemente conexa o estén contenidas en una componente
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fuertemente conexa, lo cual contradice que las H; son componentes fuertemente conexas
de Dparai = 5,5+ 1,...,n — 1. Por lo tanto D tiene al menos una componente fuerte-
mente conexa terminal. g

La digréfica D de la Figura 10 es una digrafica disconexa, las subdigraficas D; y
D; son las componentes fuertemente conexas de D. Ademas, D; y D, son componentes

fuertemente conexas terminales.

X, D,

D,

X,
Figura 10. Digrafica disconexa D

Definicién 31. Sea D una digréfica, y J C V (D). Diremos que J es un conjunto
independiente si para cualquier {z,y} C J, tenemos que (z,y) ¢ F (D) y (y,z) ¢ F (D).

En la Figura 10, los conjuntos {zo, z1}, {20, Z2} , {0, 3} son conjuntos indepen-
dientes, puesto que (zg,21) ¢ F (D), (z1,20) ¢ F(D), (z0,22) ¢ F (D),
(z2,20) ¢ F (D), (z0,z3) ¢ F (D), (z3,20) ¢ F (D).

Observacién 1. Un conjunto que contiene Gnicamente un vértice, es un conjunto

independiente.
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Consideremos la digréfica D de la Figura 10, el conjunto {zo} es un conjunto inde-
pendiente en D, al igual que los conjuntos {x;}, {z;}y {z3}.

Definicién 32, Una digrafica D es completa si para cada par de vértices
{u,v} C V(D) se tiene que (u,v) € F (D)o (v,u) € F(D).

Observacién 2. En una digrafica completa, cualquier conjunto independiente con-
tiene un solo vértice.

Definicién 33. Sea D una digraficay J C V (D). Diremos que .J es un conjunto
absorbente si para cualquier z € (V (D) \ J), existe z € J tal que (2,z) € F (D).

En la Figura 10, el conjunto {zo,xs} es un conjunto absorbente, puesto que
(z1,23) € F(D)y (22,23) € F (D).

Observacién 3. En una digréfica D, tenemos que V (D) es un conjunto absorbente.

Observacién 4. En una digrafica D con p vértices, si el conjunto {v} C V (D) es
un conjunto absorbente, tenemos que 6, (v) = p — 1.

Consideremos la digréfica D de la Figura 10, observemos que V (Dz) = {1, 22, z3}

y que el conjunto {z3} es un conjunto absorbente en Ds, donde 6~ (z3) = 2.




Capitulo 1
Nucleos y (k, £)-nacleos

En la seccion anterior se definieron los conceptos de conjunto independiente y con-
junto absorbente, la unién de estas definiciones da lugar al concepto de niicleo. Este capi-
tulo tiene como finalidad introducirnos a dicho concepto y a algunos resultados que surgen
a partir de €l. El concepto de nucleo fue introducido por Von Neumann y Morgensten en
1944 en Teoria de Juegos bajo el nombre de solucién. Veremos uno de los resultados mas
importantes de niicleos dado por Von Neumann y Morgenstern en 1944, que dice lo si-
guiente: “Toda digréfica sin ciclos dirigidos tiene un nicleo”. También probaremos el Teo-
rema de Richardson, que fue demostrado en 1953 y se enuncia como sigue: “Toda digréfica
sin ciclos dirigidos de longitud impar tiene un nicleo”. Después revisaremos una genera-
lizacion del Teorema de Richardson, definiremos primeramente el concepto de (k, £)-nicleo
y en particular el de k-nicleo, que fue introducido en 1981 por Maria Kwasnik, quien de-
mostré que: “Toda digrafica fuertemente conexa sin ciclos dirigidos de longitud no con-

gruente con cero médulo & tiene un k-nucleo”.
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1.1 Nucleos.

En esta seccién estudiaremos como surge el concepto de niicleo y algunos resultados en
digraficas sobre niicleos. El concepto de nicleo fue introducido por Von Neumann y Mor-
gensten en 1944 en Teotia de Juegos bajo el nombre de solucién. Supongamos que un
grupo de n personas 1,2,...,n se reunirdn para tomar una decisién sobre un asunto (es
decir, elegir una situacion de un conjunto X de posibles situaciones). Para resolver el
problema de como elegir una situacion, se consideran primeramente las preferencias indi-
viduales, pero cuando n > 2, se puede dar el caso de que las preferencias individuales no
sean compatibles, esto es, que la persona 1 prefiera la situacioén a a la b, pero la persona 2
opine lo contrario. Von Neumann solucion6 el problema de las incompatibilidades en las
preferencias individuales, introduciendo el concepto de preferencia efectiva, que definio
como: una situacion a es efectivamente preferida a una situacion b, si existe un grupo de
personas (dentro de las n personas) capaces, si quieren, de imponer la preferencia a sobre
b.

Denotaremos a > b si a es efectivamente preferida a b y notemos que esta relacion
no necesariamente es transitiva. Ahora, daremos un planteamiento del problema usando
digraficas.

Consideremos la digréfica D; = (V (D;) , F (D)), donde V (D;) representa el con-
junto de situaciones que puede seleccionar la persona i,y F (D;) representa el conjunto de
situaciones que son efectivamente preferidas sobre otras. Si la persona 7 prefiere efectiva-
mente una situacion a a una situacion b, tendremos que (b,a) € F (D;). Von Neumann

y Morgenstern proponen que el problema sea limitado a los elementos de un conjunto
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N, donde N es un nucleo de la digrafica (si existe). Definen el nicleo de una digrafica
como un conjunto independiente y absorbente, esto es, N es un conjunto de situaciones
en el que ninguna situacion de N es preferida efectivamente a otra del mismo conjunto.
Ademas, para cualquier situacion z que no esté en N, encontramos una situacion en N que
es preferida efectivamente a = por 4. De esta forma, reducen el problema inicial, a elegir
una situacion en N.

Formalicemos el concepto de nucleo de una digrafica.

Definicién 1.1. Sea D una digrafica, el conjunto N C V (D) es un nicleo de D si
y solo si N es un conjunto tal que

a) para cualquier {z,y} C N, tenemos que (z,y) ¢ F (D) y (y,z) ¢ F (D), es
decir, N es un conjunto independiente.

b) para cualquier z € (V (D) \ N), existe z € N tal que (2,z) € F (D), es decir, N
es un conjunto absorbente.

Enla Figura 1.1 se muestra la digrafica D con nicleo N = {zo, z2, 24}.

Xq
X5

Figura 1.1. Digrafica con niicleo
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Observacion 1.1. No todas las digraficas tienen nicleo.
En la Figura 1.2 se muestra una digrafica que no tiene nucleo. Mas atn, cualquier
digrafica que sea un ciclo de longitud impar no tiene ntcleo.

b

4

[+

Figura 1.2, Digréfica sin nicleo

Observacion 1.2. El nicleo de una digrafica no necesariamente es tnico.
En la Figura 1.3 se muestra una digrafica D que tiene dos niucleos distintos,

.N1 = {a, C} y N2 = {b, d}

o
o

d
Figura 1.3. Digréfica con nucleos

Lema 1.1 Si un conjunto N es un nucleo de una digrafica D, entonces N es un

conjunto maximal de la familia F de conjuntos independientes, esto es, tenemos que:
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SiAeF, AD N,entonces A = N,

Demostracion. Sea A un conjunto independiente que contiene al niicleo N. Supon-
dremos que N esta contenido estrictamente en A4, y mostraremos que esto es absurdo. En
efecto, si éste fuera el caso, existe un vértice a,cona € Ay a ¢ N, por ser N un con-
junto absorbente, existe una a/N-flecha en D, lo que implica que existe una aA-flecha en
D, contradiccion, puesto que A € F. n

Lema 1.2. En una digréfica simétrica D, cualquier conjunto maximal de la familia
JF de conjuntos independientes es un nicleo.

Demostracién. Sea N un conjunto maximal de F, mostraremos que cualquier vér-
tice ¢ ¢ N satisface que existe una zN-flecha en D. Supongamos lo contrario, es de-
cir, existe un vértice z ¢ N tal que no existe una z N-flecha en D, entonces el conjunto
A = N U {z} es un conjunto independiente o existe una Nz-flecha en D, pero si existe
la Nz-flecha, por ser D una digréfica simétrica, entonces existe una = N-flecha, contradi-
ccion. Por lo tanto el conjunto A = N U {z} es un conjunto independiente. Adem4s como
N C Ay A # N, se contradice la hipdtesis de que N es maximal en F. g

Lema 1.3. Una condicion necesaria y suficiente para que NV sea un niicleo de D, es

que su funcidn caracteristica ¢ () satisfaga lo siguiente:

¢N(w)==1—(L5§§D)¢N(y)

La funcion caracteristica ¢ () de un conjunto NV esta definida por:
1, size N
¢“@_{Qsm¢N
Sino existe y € V (D) tal que (z,y) € F (D), tenemos que  max__ oy (y) = 0.

(@y)eF(D)

Demostracién.
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1. Sea N un nucleo.

Por demostrar que N cumple que ¢, (z) = 1— (m’?ljl)flea;((m on ().

Consideremos x € N, por definicién de funcidn caracteristica, tenemos que
¢n(z) = 1. Como N es un conjunto independiente, para toda y € V (D) tal que
(z,y) € F (D), se tiene que y ¢ N, por lo tanto ¢ () = 0.

D = 0. Por1 1— =1= ,
e donde - Y (y) = 0. Por lo tanto o hax Oy (v) on ()

Siz ¢ N, tenemos que ¢ (z) = 0. Como N es un conjunto absorbente, existe una
y € V(D) NN tal que (z,y) € F (D), entonces ¢, (y) = 1.

De donde = max = 1. Entonces 1— max =0 = z).
() (D) on (y) (@) F (D) o~ (y) én ()

Por lo tant, =1- :
or lo tanto ¢ (z) (%g}gal;)‘cw) on (v)

2. Sea ¢ (x) la funcién caracteristica de un conjunto N, si ¢ (z) satisface la condi-
cién del enunciado, tenemos que

i)Siz € N. Sesigue que oy (z) =1=1— (m,&agi(m o (Y)-

Entonces max ¢y (y) = 0. Por lo que no existe una z N-flecha en D. Por lo tanto N
(z,y)eF(D)

es un conjunto independiente.
ii) Si N. i =0=1- .
ii) Siz ¢ N. Se sigue que ¢y () RN
Entonces max ¢y (y) = 1. Por lo que existe una zN-flecha en D. Por lo tanto N es
(z,y)eF(D)
un conjunto absorbente.
Asi, N esunniicleode D. g
Teorema 1.1. Si D es una digrafica sin ciclos dirigidos, entonces D tiene un niicleo.

Mas aun, el nicleo es unico.

Demostracién. Por induccion sobre |V (D)| = n.
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Paran = 1,sea V (D) = {u}. Entonces N = {u} es niicleo de D.

Paran = 2,sea V (D) = {u,v}. Si {(u,v)} = F (D), entonces N = {v} es niicleo
de D, anlogamente si {(v,u)} = F (D), el nicleo de D es N = {u}, si F (D) = 0,
entonces N = {u, v} es el nicleo de D, en todos los casos el niicleo es tinico.

Supongamos cierto el resultado para toda digrafica D sin ciclos dirigidos, tal que
V(D) <n-—1.

Sea D una digrafica sin ciclos dirigidos tal que |V (D)| = n.

Sea Ny = {v € V(D) | 67, (v) =0}, puesto que D no tiene ciclos dirigidos, por el
Lema 4, tenemos que No # (). Seal'™ (No) = {v € V' (D) | existe alguna vNo-flecha en D},
ahora consideremos la digrafica D’ = D [V (D) — (No UT~ (Np))]. Si D’ = @, tenemos
que Ny es nucleo de D. Si D' # (), tenemos que D’ no tiene ciclos dirigidos ya que
D' C D, ademés como Ny # @, |V (D')| < n — 1, entonces por hipétesis de induccién D/
tiene un tnico nicleo N’. Por demostrar que N = Ny U N’ es un niicleo de D.

N es un conjunto independiente en D, puesto que no existen flechas de Ny a N’, por
la eleccién de Ny, ademas no existen flechas de N’ a Ny porque N’ es nicleo de D' y D’
no contiene a I' ™ (V).

N es un conjunto absorbente en D, puesto que N’ por ser un nicleo de D’ es un
conjunto absorbente en D'y N, absorbe al conjunto '™ (Np).

Por lo tanto NV es nucleo de D.

Ahora demostraremos que N es el unico nucleo de D,
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Supongamos que existe N; nticleo de D, por definicién de Ny, Ny C Ny, por defini-
cion de D' tenemos que Ny — Ny es un nuicleo de I, entonces por eleccion de N'se tiene
que Ny — No= N'.Porlotanto Ny = N. g

Ahora demostraremos el Teorema de Richardson, el cual dice lo siguiente: “Toda
digréfica sin ciclos dirigidos de longitud impar tiene un nicleo”. La demostracién ori-
ginal de este teorema dada en 1946 es larga y complicada, pero en 1971 Victor Neumann
Lara introdujo el concepto de seminicleo, que permitié una demostracion del Teorema de
Richardson mucho mas simple.

A continuacion definiremos el concepto de semintcleo de una digrafica.

Definicién 1.2. Sea D una digréafica, y S C V (D). Diremos que S es un semina-
cleo de D si

a) S es independiente, es decir, para cualquier {z,y} C S, tenemos que
(z,y) € F(D)y (y,z) ¢ F (D).

b) Si existe una Sz-flecha en D, existe una zS-flecha en D.

La digréfica de la Figura 1.4 tiene un semintcleo S = {vg, vs, vs}.

V,

Figura 1.4. Digrafica con seminucleo
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Observacién 1.3. Todo nucleo es un seminucleo, pero no todo seminticleo es un
nicleo.

Mostremos lo anterior con un ejemplo. La digrafica D de la Figura 1.5 tiene un
seminticleo S = {w}, pero S no es un nicleo, puesto que u ¢ S y no existe una u.S-flecha
enD.

O—> 00—

u \ w
Figura 1.5. Digrafica D

A continuacién demostraremos un lema que utilizaremos para demostrar el Teorema
de Richardson.

Lema 1.4. Si toda subdigrafica inducida de D tiene un seminucleo distinto del vacio,
entonces D tiene nicleo.

Demostraciéon. Sea S un seminicleo maximal de D y sea
Vo=V (D) - (SUT5(S)).

Si Vo = 0, tenemos que V (D) = SUT, (S), por lo tanto S es un nicleo de D.

Si V4 # 0, entonces por hipétesis la subdigrafica inducida por los vértices de V;, tiene
un semintcleo distinto del vacio 7. Observemos que S U T es independiente. Sabemos
que Sy T son conjuntos independientes por ser seminucleos de D y V;, respectivamente.
Ademas, por la eleccion de Vo y T' no existen las 7'S-flechas en D y por ser S semintcleo de
D, tenemos que si existe una ST-flecha, entonces existe una T'S-flecha, contradiccién. Por
lo que S UT es un conjunto independiente en D. Supongamos que existe una (S U T) z-
flechaconz € V(D) — {SUT}. Siz € I'5(S), por ser S un seminucleo de D, existe

una zS-flecha en D. Siz € Vp — T y existe una T'z-flecha en D, entonces por ser T' un
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seminucleo de V;, existe una zT'-flecha en D. Por lo que si existe una (S UT)z-flecha en
Dconz € V(D) — {SUT}, se tiene que existe una z (S U T)-flecha en D. Por lo tanto
S UT es un seminicleo de D. Como T # @, tenemos que |[S UT| > |S|, lo que contradice
que S es un seminucleo maximal. Por lo que este caso no es posible. Por lo tanto S es un
nicleode D. g

Teorema 1.2. Si una digréafica D no tiene ciclos de longitud impar, entonces D tiene
un nucleo.

Demostracién. Puesto que D no tiene ciclos de longitud impar, todas sus subdi-
graficas inducidas no tienen ciclos de longitud impar, por lo que por el Lema 1.4 basta
demostrar que D tiene un seminucleo distinto del vacio. Tenemos dos casos:

1) Si D no es una digrafica fuertemente conexa, entonces D tiene una componente
fuertemente conexa terminal D;, es decir, D; es tal que '}, (D) C V(Dy). Por demostrar
que D; tiene un semintcleo distinto del vacio, el cual también es un semintcleo de D.

Si|V(D,)| = 1, entonces D; es un semintcleo de D.

Si |V (Dy)| > 1, sea zg € V (D). Mostremos que todas las xoz-trayectorias dirigi-
das estan contenidas en D, para toda z € V (D;) — {z}. Supongamos lo contrario. Sea
T = (Zo,Z1,...,%i 1,%i,...,Zp-1,2) una trayectoria dirigida tal que
z; ¢ V(D) paraalgin j = 1,...,n — 1. Elijamos z; el primer vértice de la sucesion
tal que z; ¢ V (D), como (z;_1,;) € F (D) y z;_1 € V (D), se contradice el supuesto
de que I'}, (D) C V(Dy). Por lo tanto todas las zoz-trayectorias dirigidas estdn contenidas

en Dy, paratodaz € V (D) — {zo}.
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Ahora, mostremos que todas las zoz-trayectorias dirigidas tienen la misma paridad
paratoda z € V (D) — {zo}. Supongamos lo contrario. Supongamos que existe T} una
Toz-trayectoria dirigida de longitud par para alguna z € V (D;) — {z,}, y existe T, una
zoz-trayectoria dirigida de longitud impar. Por ser D; una componente fuertemente conexa
existe T3 una rxo-trayectoria dirigida, de donde tenemos los siguientes casos:

i) Si T es de longitud impar, entonces 7' = T; UT}3 es un camino dirigido de longitud
impar, el cual por el Lema 3 contiene un ciclo dirigido de longitud impar, contradiccion,
puesto que D no tiene ciclos de longitud impatr.

ii) Si T3 es de longitud par, entonces 7" = T, U T} es un camino dirigido de longitud
impar, el cual por el Lema 3 contiene un ciclo dirigido de longitud impar, contradiccion,
puesto que D no tiene ciclos de longitud impar.

Por lo tanto todas las zoz-trayectorias dirigidas tienen la misma paridad.

Sea S = {x € V (D) | existe zoz-trayectoria dirigida de longitud par}.

Por demostrar que .S es un semindcleo no vacio de D;.

Sabemos que S es distinto del vacio, ya que zo € S.

Mostremos que S es un conjunto independiente. Supongamos que S no es un con-
junto independiente, es decir, que existe {z,y} C V (S) tal que (z,y) € F(S) o
(y,x) € F (S). Por definicion de S, tenemos que existe 71 una zoz-trayectoria dirigida de
longitud par y T5 una zqy-trayectoria dirigida de longitud par.

Si (z,y) € F(S), tenemos que T; U {(z,y)} es una zoy-trayectoria dirigida de

longitud impar, lo cual contradice que todas las zoy-trayectorias dirigidas tienen la misma

paridad. Por lo tanto (z,y) ¢ F ().
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Si (y,z) € F(S), tenemos que T> U {(y,z)} es una zoz-trayectoria dirigida de
longitud impar, lo cual contradice que todas las zgz-trayectorias dirigidas tienen la misma
paridad. Por lo tanto (y,z) ¢ F (S).

Por lo tanto .S es un conjunto independiente.

Demostremos que si existe una Sz-flecha en Dy, entonces existe una zS-flecha en D,
paratoda z € V (D;) — V (S). Consideremos 2 € V () tal que (z,z) € F(D;). Como
r € V (S), entonces por definicién de S, existe T = (20,21, ..., Tm-2, Tm_1 = x) una
Tox-trayectoria dirigida de longitud par. Por ser D; una componente fuertemente conexa,
tenemos que existe 7" = (2 = 20,21, . . ., Zn—2, Zn—1 = To) UNA 2To-trayectoria dirigida en
D;. Se tienen los siguientes casos:

Caso 1) Si z € V (T'), entonces z = z; para alguna i = 0,1,...,m — 1. Como
z ¢ V(S), entonces la zoz-trayectoria dirigida es de longitud impar, por lo que
(20, T,z = @) U (2 = &4, Zi41) €S Una Toz;.1-trayectoria dirigida de longitud par, lo cual
implica que z;,; € V (S). Ademés, como (2 = x;,z:11) € F (D), tenemos que existe
una zs-flecha en D;.

Caso 2) Si z ¢ V (T), entonces debemos considerar los siguientes casos:

2.1)Siz ¢ V (T), entonces T U(x, 2) U (2 = 20, 21) es una zoz;-trayectoria dirigida
de longitud par, por lo que z; € V' (S), por lo tanto existe una zS-flecha en D;.

2.2) Si z; € V (T), tenemos que z; = z; paraalguna i = 0,1,...,m — 1. De donde

se tienen los siguientes casos:
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2.2.1) Si la zoz;-trayectoria dirigida es de longitud par, entonces por definicién de
S se tiene que 2; € V (S). Puesto que (z = z,2;) € F(D;), tenemos que existe una
zS-flecha en D;.

2.2.2) Sila o2;-trayectoria dirigida es de longitud impar, entonces por ser T una zoz-
trayectoria dirigida de longitud par, tenemos que la z;z-trayectoria dirigida es de longitud
impar, de donde se tiene que (2, = x;, T, z) U (z,2) U (2 = 2, 21) es un ciclo dirigido de
longitud impar, contradiccion, puesto que D no contiene ciclos dirigidos de longitud impar.
Por lo que este caso no es posible.

Por lo tanto S es un seminucleo no vacio de D; y S es un semintcleo de D. Por lo
tanto, usando el Lema 1.4, tenemos que D tiene un nucleo.

2) Si D es fuertemente conexa, la demostracion es analoga. g

Otro concepto importante relacionado con el nucleo de una digrafica es el concepto
de cuasinicleo, que veremos a continuacion:

Definicion 1.3. Sea D una digraficay Q C V (D). Diremos que Q es un cuasini-
cleo de D si Q) es un conjunto independiente tal que V (D) = QUT; (Q) UT; (T (Q)),
es decir, paratodo z € V (D) — Q, tenemos que la distancia de x a Q en D es uno o dos,
estoes, 0 < dp (z,q) < 2paraalginq € Q.

La digrafica D de la Figura 1.6 tiene un cuasinucleo Q = {u;,us}.
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Ug

Figura 1.6. Digrafica con cuasinticleo

Observacién. 1.4. Todo nicleo es un cuasinticleo, pero no todo cuasinicleo es un
nucleo.
Consideremos la digréfica D de la Figura 1.7, D tiene un cuasinticleo Q = {0, z,},

pero  no es un niicleo, puesto que z3 ¢ Q y no existe una z3Q-flecha en D.

X,

Xq
Figura 1.7. Digrafica D

Observacién 1.5. No todo seminucleo es un cuasinticleo y no todo cuasinticleo es

un semintcleo.
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En la Figura 1.8 se muestra una digrafica D; con un seminiicleo S = {3}, pero S
no es un cuasinucleo.

En la Figura 1.9 se muestra una digrafica Dy que tiene un cuasinicleo Q = {v0,93},
pero ) no es un seminucleo.

Lema 1.5. Todo nucleo N de una digrafica D es un cuasiniicleo.

Demostracién. Sea D una digrafica con nuicleo N, entonces NV es un conjunto inde-
pendiente y para todo x € V (D) — N existe una zN-flecha, por lo que todos los vértices
que no estan contenidos en /N, se encuentran a distancia uno de N. Por lo tanto N es un
cuasinucleode D. g

Observacién 1.6. No todo cuasinicleo es un nicleo.

En la Figura 1.9 se muestra la digrafica D, que tiene un cuasintcleo Q = {Y0, 93},

pero ) no es nicleo de D,.

O 29 O mm——
Xy X4 X, X3
Figura 1.8. Digrafica D,
o— > >~ >®
Yo Y y: Ys

Figura 1.9. Digrafica D,

Ahora veremos un resultado de gran importancia en la Teoria de Gréficas.

Teorema 1.3. Toda digrafica D tiene un cuasinucleo.

Demostracién. Por induccién sobre |V (D).

Cuando |V (D) | = 1, tenemos que la digrafica D es slo un vértice, y por lo tanto
éste es el cuasinucleo de D.

Supongamos que toda digrafica D' tal que |V (D) | < n tiene un cuasinucleo.
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Sea D una digrafica tal que |V (D) | = n. Tenemos dos casos:

Caso 1) Si D tiene un nicleo N, entonces, por el Lema 1.5 tenemos que N es un
cuasindcleo.

Caso 2) Si D no tiene nicleo. Sea z € V(D). Consideremos la digréafica
D' = D — (zUTp(z)). Como D no tiene niicleo, entonces D’ # @. Ademds,
[V (D')| < n, asi que por hipétesis de induccion tenemos que D’ tiene un cuasiniicleo
Q.

i) Si Q" U {z} es un conjunto independiente, entonces como Q' es un cuasinicleo de
D'y V(D) -V (D) =Tp(z) U{z}, tenemos que Q' U z es un cuasiniicleo de D.

ii) Si @" U {z} no es un conjunto independiente. Entonces existe un vértice z € Q'
tal que existe (z,z) € F'(D) o (z,2) € F (D). Como z € @', entonces z ¢ '} (z), es
decir, (z,z) ¢ F (D). Por lo tanto (z,z) € F (D). Por ser ¢’ un cuasinticleo de D', es un
conjunto independiente y para todo u € V' (D) — Q’, tenemos que 0 < dp (u,2) < 2, con
z € (', puesto que (z, z) € F (D), tenemos que para todo w € I'™ (z) = V(D) — @, se

cumple que 0 < dp (w, z) < 2, con z € Q'. Por lo tanto Q' es un cuasinicleo de D. g
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1.2 (k,#)-Nucleos.

Ahora daremos una generalizacion del concepto de niicleo, (k,£)-niicleo, que fue intro-
ducido en 1981 por Maria Kwasnik. Veremos también un resultado general del Teorema de
Richardson que fue demostrado por Maria Kwasnik: “Toda digrafica fuertemente conexa
sin ciclos dirigidos de longitud no congruente con cero modulo & tiene un k-nticleo”.

Definicién 1.4. Sea D una digréfica, el conjunto N C V (D) es un (k, £)-niicleo
de D con k y £ nimeros naturales tales que k > 2y £ > 1si y solo si

a) Para todo z’, z € N tal que z’ # x, tenemos que dp(z/, z) > k.

b) Paratoday € V (D) — N, existe z € N tal que dp(y, z) < £.
Un k-nacleo es un (k, k — 1)-nucleo, para k = 2y £ = 1 tenemos un nicleo, si k = 2 y
¢ = 2 tenemos un cuasinticleo.

En la Figura 1.10 se muestra una digrafica con un (3,2)-micleo o 3-nucleo
N = {&o,z3,76}. La digrafica de la Figura 1.11 tiene un (4, 3)-nucleo o 4-niicleo

N = {9, z4,s}. La digréfica de la Figura 1.12 tiene un (2, 3)-nicleo N = {d, f}.

X,

Xs
X;

Figura 1.10. Digrafica con 3-nucleo
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X —>0 X
X0 Xy X Xs
X, X Xg X
—0
X; X

Figura 1.11. Digrafica con 4-ntcleo

[+

9
f

Figura 1.12. Digréfica con (2, 3)-nucleo

Observaciéon 1.7. Toda digrafica D tal que D es un ciclo dirigido de longitud
= O(mod k) con k > 2, tiene k-ntcleo.

Como D es un ciclo dirigido de longitud = 0(modk), entonces
D = (29,21, Zm—1,Zm = Zo) con m = 0(mod k), esto es, m = mk con n un nimero
natural. Tenemos que N = {zo = Zp, Tk, Tk, - - - , T(n—1)k ; €S UR k-nucleo de D.

Tomemos como ejemplo la digrafica D de la Figura 1.11. Notemos que D es un

ciclo dirigido de longitud = 0 (mod 4) y tiene un 4-nacleo N = {zo, 24, zs}.




1.2 (k,¢)-Nicleos. 41

Observacién 1.8. Toda digrafica D tal que D es un ciclo dirigido de longitud
2 0(mod k) con k > 2, no tiene k-nucleo.

Como D es un ciclo dirigido de longitud %  0O(modk), entonces
D = (z0,Z1,--+,Zm-1,Tm = Zo) con m % 0(modk), esto es, m = nk + r conn
y r numeros naturales, tal que 0 < r < k. Supongamos que D tiene un k-nicleo
N. Supongamos sin pérdida de generalidad que 2o = Tm = ZTnrer € N, entonces
Tnktr—1s Trktr—2s + - - > L(n—1)k+r+1 ¢ N, ya que N es un k-nicleo y
dp (2,20 = Tpgsr) < kconj=nk+r—1,nk+r—2,...,(n—1)k+r+ 1. Consi-
deremos el vértice Z(,—1)k+r. Tenemos los siguientes casos:

1) T(n—-1)k+r ¢ N.

2) T(n—1)k+r € N.

Si Zg,_1)k4r ¢ N. Como D es un ciclo dirigido y dp (Z(n—1)k+r Zo = Znksr) = K,
tenemos que Z(,—1)k+r NO es absorbido por algiin elemento de N, contradiccion, ya que N
es un k-nicleo. De donde se tiene que T(,—1)x+r € N.

Por 10 que Z (- 1)ktr—15 Ln—1)k+r—2s - - - » L(n-2)k+r+1 & N, yaque N es un k-nicleo
Y dp (25, Z-1)psr) < kconj=(n—1)k+r—1,(n—1) k+r—2,...,(n —2) k+r+1.
Consideremos el vértice z(,—2)x+r. Tenemos los siguientes casos:

1) T(n—2)k+r € N.

2) T(n-2)k4r € N.

Si 2(n_2)ktr ¢ N. Como D es un ciclo dirigido y dp (Z(n—2)k+rs Tn-1)itr) = ks
tenemos que Z(,—2)k-+- N0 es absorbido por alglin elemento de N, contradiccion, ya que N

es un k-niicleo. De donde se tiene que z(,—2)x+» € IN. De manera analoga, concluimos
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QUE T(n—3)k+r) T(n—a)ktrs - - -, Lr € N. Como dp (To = Tnryr, Tr) = 7 < k, se contradice
el supuesto de que NV es un k-nucleo. Por lo tanto D no tiene k-nicleo.

Tomemos como ejemplo la digrafica D de la Figura 1.11. Notemos que D es un
ciclo dirigido de longitud % 0 (mod 5), si consideramos el conjunto {zo, s, 10}, tenemos
que no es un 5-nicleo, ya que dp (210, Zo) = 2 < 5. Ahora, si consideramos el conjunto
{zo, x5} se tiene que no es un 5-nicleo de D, ya que dp (xe,z0) = 6 > 5. De igual
forma si consideramos el conjunto {x;,xg, 211}, tenemos que no es un 5-nucleo, ya que
dp (z11,71) = 2 < 5. Ahora, si consideramos el conjunto {z, z¢} se tiene que no es un
5-nicleo de D, ya que dp (z7,2;) = 6 > 5. Si consideramos el conjunto {2, z7,Zo},
tenemos que no es un 5-nicleo, ya que dp (zg,22) = 2 < 5. Ahora, si consideramos el
conjunto {z,, 7} se tiene que no es un 5-nucleo de D, ya que dp (zs,22) = 6 > 5. De
donde concluimos que D no tiene 5-nucleo.

Teorema 1.4. Sea D una digrafica fuertemente conexa tal que todo ciclo dirigido
de D tiene longitud = 0 (mod k) con k£ > 2. Entonces D tiene un k-nicleo.

Demostracién. Sea D una digrafica fuertemente conexa tal que todo ciclo dirigido
de D tiene longitud = 0 (mod k) con k& > 2. Como D es fuertemente conexa, por el Lema
6, tenemos que existe un camino cerrado dirigido C = (zo, 1, . - . ;, Lm—2, Tm—1, Zo) tal que
V (C) = V (D). Por el Lema 3 se tiene que m = nk, esto es, m = 0 (mod k). Ademds,
tenemos que C contiene un ciclo dirigido C’ que por hipétesis tiene longitud = 0 (mod k).
Consideremos el conjunto N (z) = {i € {0,1,...,m — 1} |z; = z paratodaz € V (D)}.

Como V (C) = V (D), se tiene que N (z) # @ paratodaz € V (D).
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Sii,7 € N(z) tal que i # j, afirmamos que ¢ = j (mod k) para k > 2. Como
i € N (z), entonces existe z; € V (C) tal que z; = z, de igual forma, como j € N (x),
entonces existe z; € V (C) tal que z; = x, para ¢ # j. Sin pérdida de generalidad, supon-

gamos que ¢ < j. Por lo que C es de la siguiente forma:

C = (T0,T1y--+,Ti-1yTi = Ty Tiplye -y Ljo1,Lj = Ly Tjtl, - -+ Tm—2, Tm—1, T0)
con m = 0(modk). Entonces existe un camino cerrado dirigido
(z; =z, %4, ..,25-1,2; = ) de longitud = 0 (mod k). Por lo que £(C) = rk conr

en los nimeros naturales. Asi, j —i = rk, por lo que j —¢ = 0 (mod k). De donde se tiene
que 7 = j (mod k).
Consideremos los siguientes conjuntos:
So={rx eV (D)| N (z) C{0,k,2k,3k,...}}
Si={z€V(D)|N(@)c{lLk+1,2k+1,3k+1,...}}...
Sy 1={reV(D)|N(z)c{k—1,2k—1,3k—1,...}}

k-1
Por demostrar que V (D) =|J S;y SiN.S; = @ parai # j y los conjuntos .5; son

=0
k-nticleos de D parai = 0,1, ...,k — 1. Con lo cual mostraremos que la digrafica D tiene
i k-nucleos.
k-1
Probemos que V (D) ClJ S;, sabemos que para toda z € V (D), se tiene que
i=0

N(z) # 0y que N(z) C {i,k+14,2k+4,...} paraalgin ¢ € {0,1,...,m — 1}, por

k-1
loque z € S; para algin ¢ € {0,1,...,m — 1}, por lo tanto z €| S,. De donde

=0
k—1
tenemos que V (D) C | J S;. Ahora, observemos que por definicion de los conjuntos .S; con
=0

k-1 k—1
i €{0,1,...,m — 1}, tenemos que |J S; C V(D). Porlotanto V (D) =J S..
i=0

=0
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Demostremos que S; N.S; = () para i # j tal que ¢ 2 j (mod k). Por contradiccion.
Supongamos que S; N S; # 0 para alguna ¢, j con ¢ # j tal que ¢ 2 j(modk). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que S; N .S; = {x;} para alguna i, j con ¢ # j tal que
i % § (mod k). Como z; € S;, por definicion, tenemos que N (z;) C {i,k +14,2k +14,...}.
Ademas, como z; € S;, por definicion, se tiene que N (x;) C {j,k+j,2k+j,...}.
Entonces i = j (mod k), contradiccion. Por lo tanto S; N.S; = 0 para i # j tal que
i 2 j (mod k).

Ahora, demostremos que los conjuntos S; son k-nucleosde D parat = 0,1,...,k—1.

Primero veamos que .S; es un conjunto tal que para todo {z’,z} C S;,con 2’ # =z
tenemos que dp(z’,z) > ky dp(z,2') > k. Sean {z,2'} C S, con z # z'. Entonces
N (z) C {i,k+1i,2k+1,...}, N(2') C {i,k+14,2k+14,...}. De donde z = z, con
re{i,k+1i,2k+1,...},z' =z5cons € {i,k+14,2k+1,...}, como z # z', entonces
r # s Supongamos, sin pérdida de generalidad que r < s, entonces
dp(zc =zp,2' =24) > k+1> k.

De igual forma tenemos que dp (¢’ = 25,z = z,) > k+1 > k.

Por lo tanto S; para todo ¢ = 0,1,...,k — 1 es un conjunto que satisface que para
todo {z’,z} C S;, con z’ # z se cumple que dp(a’,z) > ky dp (z,z') > k.

Demostremos que S; es un conjunto tal que para todo y ¢ S;, se tiene que
dp(y,7) < k—1lconz € S;paratodos = 0,1,...,k —1. Seay ¢ S; para algiin
i=0,1,...,k—1. Comoy ¢ S;, entonces N (y) € {¢, k +¢,2k +1,...}. Ademds, como

N (y) # () tenemos que existe z. = y para algin
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r € ({0,1,....m—1}—{i,k+i,2k+14,...}), es decit, r = ak + i + t donde
ae{0,1,.... m—1}y0<t<i—1

Por lo que dp (y = & = Tapritts Tatiykri) < k — 1, donde Z(gi1ykes € S con
a € {0,1,...,m — 1}, entonces & = Z(a+1)k+: € Si. Por lo tanto dp (y,z) < k — 1 con

x € S;paratodoi=0,1,....k—1. m




Capitulo 2
(k, £)-Nucleos y Operaciones de Digraficas.

En este capitulo definiremos tres tipos de operaciones en digraficas denominadas la
disyuncion excluyente, la suma cartesiana y el producto normal. Demostraremos resultados
que sirven de base para hallar (k, £)-ntcleos en las digraficas resultantes de las operaciones
mencionadas. Estos resultados fueron realizados por Maria Kwasnik [5] en: “(k, £)-nucleos
de la disyuncion excluyente, suma cartesiana y producto normal de dos digréficas”.

La primera seccion de este capitulo contiene las definiciones de las operaciones que
se veran. La segunda, proposiciones acerca de la distancia entre vértices en las digraficas
resultantes de dichas operaciones, estas proposiciones seran utilizadas en las siguientes sec-
ciones, las cuales contienen teoremas y corolarios que sirven para encontrar (k, £)-nicleos
en las digraficas disyuncion excluyente, suma cartesiana y producto normal, a partir de los

(k, £)-nticleos de dos digraficas dadas.
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2.1 Definiciones.

Con base en las definiciones de las operaciones en digraficas que veremos a continuacion,
construiremos tres nuevas digraficas a partir de dos digraficas cualesquiera.

Dadas D; y D, dos digraficas, definiremos las digraficas disyuncién excluyente,
suma cartesiana y producto normal de D, y D,, denotadas como Dy ® Dy, Dy + Dy y
D, - Do, respectivamente.

Definicion 2.1. Sean D, y D dos digraficas, definimos la digrafica disyuncion
excluyente de Dy y D», denotada por D¢ ® Do, como sigue:

V(D1 ® Do) =V (Dy) x V (D5)

i) ((z,y),(z',9')) € F(D1® Dy) siy slosi (z,2') € F(D1) y (y,y') ¢ F(D2) 0
(z,2') & F(D1)y (y,9) € F(Dy).

En la Figura 2.1 mostramos dos digraficas D, y Dy, a partir de las cuales construire-
mos la digrafica disyuncion excluyente D¢ ® D, que se muestra en la Figura 2.2.

Observemos que en la Figura 2.1 tenemos: V (D;) = {z,y, 2}, V (Ds) = {u,v, w},
F(D1) = {(z,9), (4,2)} y F(Ds) = {(,), (v, w), (w, u)}.

Ahora veamos como se construye la digrafica Dy ® Ds:

V(D1 ® Dg) = V(Dy) x V(D2) = {(z,u) = zu,(z,v) = zv,(z,w) = 2w,
(y,u) = yu, (y,v) = yv, (y, w) = yw, (2,u) = zu, (2,v) = 2v, (2, w) = 2w}

Puesto que (z,y) ¢ F(D;)y (w,u) € F(D,), tenemos que (zw,yu) € F (D1 ® D,).
Como (y,z) € F(D,) y (u,w) ¢ F(D,), entonces (yu,zw) € F(D; ® Dy). Ademas,
como (z,z) ¢ F(D1)y (u,v) € F(Dy), entonces (zu,zv) € F(D; ® D;). De igual

forma, como (y,z) € F (D;)y (u,u) ¢ F (D,), entonces (yu,zu) € F (D; ® D,).
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D, D,
o}
kx o
u w

O

My

v
o}

z

Figura 2.1. Digraficas D; y D-

Figura 2.2. Digrafica D; ® Dy

Definicion 2.2. Sean D, y D, dos digréficas, definimos la digrafica suma cartesiana
de D; y D,, denotada por D; + D,, como sigue:

)V (D14 Do) =V (D) x V(D)

i) ((z,y),(z,y") € F(D1+D;) siy sOlosi (z,2') € F(D1)yy = ¥y o

(v, ¥) e F(Dy)yz =2
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En la Figura 2.3 mostramos la digrafica suma cartesiana D; + D,, construida a
partir de las digraficas D; y D, de la Figura 2.1, en las cuales V (D) = {z,y,z2},
V(D) = {u,v,w}, F(D1) ={(z,9),(y,2)} y F(D2) = {(u,), (v, w), (w,u)}.

Por lo que V(D; + D2) = V (D4) x V (D2) = {(z,u) = zu,(z,v) = zv, (z,w) = zw,
(y,u) = yu, (y,v) = yv, (y,w) = yw, (z,u) = zu, (z,v) = 2v, (2, w) = zw}.

Como (z,y) € F(D1) y u € V(Ds), entonces (zu,yu) € F (D1 + D3). Ya que
(y,z) € F(D;)y u € V(D,), entonces (yu,zu) € F(D;+ Ds). De igual forma,
{(zv,yv), (yv, zv) , (2w, yw) , (yw,zw)} C F (D, + Ds).

Como (u,v) € F(Ds)y z € V (D,), entonces (zu,zv) € F (D; + D). Debido a
que (v,w) € F(Ds)y z € V(D,), entonces (zv,zw) € F (D;+ D;). Ademas, como
(w,u) € F(D,), entonces (zw,zu) € F (D; + D;). De manera andloga tenemos que

{(yu, y’U) ) (yv, yw) 3 (yw, yu) ) (zu7 ZU) 3 (Z’U, Zw) 3 (zw, ZU’)} - F (Dl + D2)

Xu 'f\‘—‘7ﬁ' XW
xv

yu C“ A)YW
yv

zu{)\ zw
zv

Figura 2.3. Digrafica D1 + D,
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Definicién 2.3. Sean D, y D, dos digraficas, definimos la digréfica producto not-
mal de D, y D, denotada por D, - Dy, como sigue:
i) Vv (Dl . Dg) =V (Dl) xV (Dz)

i) ((z,y), (¢',y')) € F (D1 - D) siy sélo si

(z,2) e F(D)yy=y

o(y,y) e F(Dy)yz=2

o(z,z') € F(D1)y (y,y) € F(D2).

En la Figura 2.4 mostramos la digrafica producto normal D; - D,, construida a par-
tir de las digraficas D, y D, de la Figura 2.1. Recordemos que V (D;) = {z,y,z2},
V(D2) = {u,v,w}, F(D1) ={(2,9), (y,2)} y F(D2) = {(4,v), (v, w), (w,u)}.

Porlo que V (D - Dy) = V (D1) x V(Ds) = {(z,u) = zu, (z,v) = zv, (z,w) = 2w,
(y,u) = yu, (y,v) = yv, (y, w) = yw, (2,u) = zu, (2,v) = 2v, (2, w) = zw}.

Como (z,2') € F (D)) yy=v9,0(y,y) € F (D) yz = ', son las mismas condi-
ciones que se piden para las flechas de la digrafica Dy, + D,, entonces
F(Dy+ Dy) C F(D:-D,). Puesto que (y,z) € F(D1)y (w,u) € F(Ds), te-
nemos que (yw,zu) € F(D;-D,), como (y,z) € F(D1)y (u,v) € F(D,), en-
tonces (yu, zv) € F (D, - Dy), yaque (v,w) € F (D,), entonces (yv,zw) € F (D, - D2).
Ademas, como (z2,y) € F(D1)y (u,v) € F(D,), se sigue que (zu,yv) € F(D; - Ds),
debido a que (z,y) € F(D1) y {(v,w),(w,u)} C F (D), se tiene que

{(zv,yw) , (zw,yu)} C F (D, - Dy).
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- Wﬂv
C

yut yw

z&.\ zw

zv
Figura 2.4. Digréafica D; - D5

Sea J C V (D;) x V (Ds) un conjunto de vértices. Denotamos por Pry(p,)(J) a la
proyeccionde JenV (D;) parai = 1,2. Sea oo = ((z1,41), - - . , (Zn, Yn)) una sucesion de
vértices, donde (z;,y;) € V (D1) x V (D2), para j = 1,2,...,n. Por la proyeccion de la
sucesion « en el conjunto de vértices V' (D;), denotada por Pry(p,)(a) = a, nos referimos
a la sucesion o, de los vértices de V' (D;), con las siguientes propiedades:

1. Elementos consecutivos de la sucesion «; son las i-ésimas coordenadas de los
vértices de o,

2. Si o es una seccién de « y todos los elementos sucesivos de ' tienen igual la
primera coordenada zy, o identica la segunda coordenada y,, entonces Pry(p,) (o) = {zx}
o Pry(p,)(e’) = {31}, respectivamente.

De la Figura 2.2, tenemos que:

V(D) x V(Ds) = {(z,u) = zu,(z,v) = zv,(z,w) = zw, (y,u) = yu, (y,v) = yv,

(y,w) = yw, (z,u) = 2u, (2,v) = 2v, (2, w) = zw}.
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Sia=((z,u),(z,v), (z,w),(y,u), (y,v), (y,w)), entonces Pry(p,) (o) = oy = (x,y)
y Prvipyy (@) = ay = (u,v,w). Sido = ((z,u),(x,v),(z,w)), tenemos que
Pry(p,) (&) = {=}.

Recordemos que por distancia dp(z, y) en una digréafica nos referimos a la longitud
de la trayectoria de longitud minimade z ay en D.
Ademas el conjunto N C V (D) es un (k, £)-nicleo de una digrafica D con k y £ numeros
naturales tales que k > 2y ¢ > 1 si y solo si

a) Para todo 7/, z € N, tal que 2’ # x tenemos que dp(z’,z) > k

b) Paratoday € V (D) — N, existe z € N tal que dp(y,z) < 4.




54 2 (k,¢)-Nucleos y Operaciones de Digraficas.

2.2 Distancia en operaciones de digraficas.

Sean Dy y D, dos digraficas, tomemos {ui,u2} CV (D1)y {v1,v2} CV (D,), de donde
{(u1,v1), (uz,v2)} C V(D1) x V (D5). En esta seccién encontraremos la distancia de
(U:y ,v1) a (ug, ve) en las digraficas disyuncidn excluyente, suma cartesiana y producto nor-
mal a partir de la distancia de u; a u» en la digrafica D, y la distancia de v; a v; en Ds.
Ademads, demostraremos algunas proposiciones acerca de la distancia entre vértices en las
digraficas resultantes de las operaciones definidas anteriormente.

Recordemos que la distancia entre dos vértices de una digréfica es la longitud de la
trayectoria dirigida minima entre ellos. Si no existe una trayectoria entre dos vértices de
una digréfica, la distancia entre ellos es infinita. Con el fin de que las distancias entre los
vértices sean finitas, es necesario que entre todo par de vértices de la digrafica exista una
trayectoria dirigida que los una, es decir, que la digréafica sea fuertemente conexa. Por
lo tanto en lo que resta del capitulo consideraremos unicamente digraficas fuertemente

congxas.
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Proposicion 2.1. Si D, y D, son digraficas fuertemente conexas, entonces tenemos
que
1, sidp,(z',2) =1ydp, (¢,y) #1
dD1®D2 ((.’E', y,) ) (:17, y)) = o dD1 (.’E',:L’) # ly dDz (y,7y) =1L
2, enotro caso.

Demostracion. Consideramos los siguientes casos:

dp,(@',2) =1ydp,(¥,y) #1 o dp,(z',z)# lydp,(v,y) =1

a. dp,(¢',z) =2ydp,(v,y) >2 o dp,(¢',2) >2ydp,(v,y) =2.

b. dp,(z',z) >2ydp,(v,y) >2 o dp,(¢',z) =1ydp,(v,y) =1.

Caso 1. Eneste caso, como (z',z) € F (D1)y (v,y) ¢ F(D2)o (z',2) ¢ F(D4)y
(v,y) € F(D,), entonces por la definicion de D; ® D,, tenemos que
((z,y), (z,y)) € F(D; ® Dy). Por lo tanto dp, gp, ((z', %), (z,y)) = 1.

Caso 2.a. Supongamos que dp, (z/,z) = 2y dp,(¥',y) > 2, entonces existe T, una
x’z-trayectoria dirigida de longitud 2 en D,, tal que T, = (z/,z1,z), esto es,
dp,(z',z1) = 1y dp,(zy,2) = 1. De donde {(z',21),(z1,2)} C F(D;)y
(¥, y) & F(Da).

Entonces por la definicién de D; ® D, tenemos que ((z', '), (z1,y)) € F (D1 ® D»)
y ((z1,9),(z,y) € F(Di1®D2), es decit, dpen,((#,¥),(z1,9)) = 1y

dD1®D2((m1ay)7 (x,y)) =1L
Por lo que

dD1®D2((x/a y’)a (:L', y)) < dD1®D2((x,7 y,)a (xhy)) + dD1®D2((:B1’y)’ (.’B, y)) =2.

Por lo anterior y usando que dp, (2, z) # 1, dp, (¥, y) # 1, tenemos que
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dD1®D2(($Ia y,)’ (.7;, y)) = 2.

Sidp(a,z) > 2y dp,(y,y) = 2, argumentamos de manera andloga. Como
dp,(y¥',y) = 2, entonces existe T, una y'y-trayectoria dirigida de longitud 2 en D, tal
que Ty = (¥, 91, 9), esto es, dp, (¥, y1) = L y dp,(y1,9) = 1.

De donde {(v',v1),(y1,¥)} C F(D2)y («/,z) ¢ F (D,). Entonces por la definiciéon de
D, ® D tenemos que ((2',y') , (z,vy1)) € F (D1 ® D2)y ((z,41), (z,y)) € F (D1 ® D5),
es decir, dp,on, (2, ¢), (€, 1)) = 1Y dp,en.((2, 1), (2,9)) = L.

Por lo que

dD1®D2((‘T,7 y,)a (m) y)) < dD1®D2((x,7 y,)a (IE, yl)) + dD1®D2((x: yl)) (.’E, y)) =2.

Por lo tanto, usando que dp, (¢, z) # 1y dp,(v',y) # 1, tenemos que

dp,en,((z',9), (2,)) = 2.

Caso 2.b. Sidp,(z',2) > 2ydp,(¥,y) >2 o dp,(2',2)=1ydp,(¥,y) =1

Sean z; y y; vértices de Dy y D,, respectivamente, tales que

i) (z',21) € F(D,) (sidp,(z',z) =1, entonces z; = ),y

i) (y1,y) € F (D2) (si dp,(y',y) = 1, entonces y1 = ¢/).

De donde se sigue que ((«,¢),(z1,%1)) € F(Di®Dy) vy
((z1,91),(z,y)) € F(Di®Ds), esto es, dpen((,y),(z1,51)) = 1y

dD1®D2((iL’1ay1)7 (w,y)) =1
Por lo que

dD1®D2(($I,y,)7 (.T, y)) < dD1®D2((mlay,)’ (331,?;1)) + dD1®D2((x17 yl)a (;L‘, y)) =2.

Por lo anterior y usando las hipétesis, tenemos que dp, op,((z',¥), (,y)) = 2. =
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Proposicién 2.2. dp, p, (2, Y), (x,y)) = dp,(z',z) + dp,(V, v).

Demostracién. Supongamos que dp, (z',z) = €1y dp,(y',y) = £2. De donde te-
nemos que existen 7, una z'z-trayectoria dirigida en D; de longitud
¢(Ty) = dp(¢/;z) = £, y Tp una y'y-trayectoria dirigida de longitud

¢(Tz) = dp, (V,y) = {2 en Ds, de la siguiente forma:

— /
T1 == (.’17 s L1, Ta, ... ,.Tel_l,.’lf) y

o= (Y, 91,92 - Yea-1,Y)-

Por la definicion de suma cartesiana tenemos que:
C= ((xla yl) 3 (-'El, yl) P (xl1~17 y/) 3 (IE, yl) ; (CE, yl) P (mayez—l) 3 (ZL‘, y))
esun (z',y') (z,y)-camino dirigido en D; + D de longitud ¢; + ¢5.
Sea « una trayectoria dirigida de (', v') a (z,y) en D; + D, de la forma:
@ = ((x,7 y), (Ela-y-l)’ (_-'E_2:@2): SRR (§p~1’yp—l)7 (az,y))
tal que ¢ (a) = dD1+D2 ((:E,a y,) s (ZE,'y)) =p< el + 62-
Por la definicion de suma cartesiana y de proyeccion tenemos que:

Pr,, () = (:E',Eil, e ,E,-T_l,x)

es un z'z-camino dirigido en D; y
Pr-’E2 (a) = (y/7gj1a e 7:'73'_,_17 y)
es un y'y-camino dirigido en D5, donde » + s < p, entonces existe un camino dirigido de
(2',y') a (z,y) en D1 + D, de longitud r + s de la forma:
CI = ((wla y/) ’ (fipyl) yety (—jir_la yl) 3 (m,y') ’ (xayjl)a A (m)—gjs_l)a (1’, y))
Porloquer+s < p < £1+£s, estoes, r < £10 s < £», contradiccion, yaque ¢, = dp (2, )

y &2 =dp (y,y), es decir, £; <1y ly < s.
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Por lo tanto dp, +p,((z',y), (z,y)) = b1 + b2 = dp, (¢, z) + dp, (¥, ¥). =
Proposicién 2.3. dp,.p,((2,v'), (x,y)) = max(dp, (', z), dp, (v, ).
Demostracién. Supongamos que max(dp, (', z),dp,(y',y)) = dp, (¥, y) = ba.
Consideremos una trayectoria dirigida o de longitud minima de (2, ) a (z, y) en Dy - Ds,

tal que £ () = dp,en, ((z', '), (z,y)), de la siguiente forma:

o= ((xl’ y/) ) (:El)yl); cees (xﬂ—la yZ—l) ’ (.’17, y)): donde £ < 62-

Por la definicion de producto normal y de proyeccion tenemos que:

Pr-’w (a) = (y,a Y1y ooy Ye—1, y)

es un y'y-camino dirigido en Ds.
De donde obtenemos dos posibles casos:

) (v, y1,---,Ye—1,Yy) es una y'y-trayectoria dirigida en D, de longitud minima y

i) (¥, %5, Yjr,y) €S una y'y-trayectoria dirigida en D, de longitud minima,
donde t < /.

De (i) se sigue que existe una trayectoria dirigida en D, de 3/’ a y de longitud ¢ < £,
contradiccion, porque £» = dp, (v, y), es decir, €5 < £. De (ii) se sigue que existe una
trayectoria en Dy de ¢’ a y de longitud ¢ < ¢ < {5, contradiccion, porque ¢3 = dp, (v, y),
es decir, 45 < t.

Supongamos ahora que max(dp, (2',z),dp,(v,y)) = dp, (z',z) = ¢;, considere-
mos una trayectoria dirigida « de (2',y) a (z,y) en D; - D, tal que:
a = ((@y),(z,9), .., (@e1,90-1), (2,9)) con £(e) = dp,.p, ((2,¥),(2,9))
y £ < /.

Por la definicion de producto normal y de proyeccion tenemos que:
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Pry, (@) = (¢, 2y, ..., Zp-1,T)

es un z’z-camino dirigido en D;.

De donde obtenemos dos posibles casos:

i) (¢/,z1,...,%e_1, ) es una z'z-trayectoria dirigida en D; de longitud minima y
ii) (#', iy, . ..,%;,_,, ) es una z'z-trayectoria dirigida en D; de longitud minima,
donde s < 4.

De (i) se sigue que existe una trayectoria dirigida en D; de 2’ a = de longitud
¢ < (¢, contradiccion, porque ¢, = dp, (2', ), es decir, £; < £. De (ii) se sigue que
existe una trayectoria dirigida en D, de ' a = de longitud s < ¢ < ¢y, contradiccion, porque
¢, =dp, (2', ), es decir, ¢, < t.

Por lo tanto dp,.p,((z', v'), (z,y)) = max(dp, (', z),dp, (v, ¥))- m
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2.3  (k,¢)-nticleos en la digrafica D; ® D.

Dadas dos digréficas fuertemente conexas D, y Ds con (ki, £1)-nicleo y (ks, £2)-nicleo,
respectivamente. Encontraremos el (k, £)-ntcleo de la disyuncion excluyente de Dy y Dy,
denotada por D; ® Ds, usando los (k, £)-nucleos de las digraficas a partir de las cuales se
construyd. Para lo cual demostraremos dos teoremas, basandonos en la Proposicidn 2.1
de la seccion anterior.

Sean D; digraficas fuertemente conexas, ¢; y k; nimeros naturales que satisfacen las
siguientes condiciones: ¢; > 1,k; > 2 con i = 1,2. Denotamos por Np (k, ¢) al (k, ¢)-
nicleo de una digrafica D.

Teorema 2.1. Np, (k1,41) X Np, (ka,42) = Np,ep, (2,2).

Demostracion. Primero demostraremos  que el conjunto
N = Np, (k1,#1) X Np, (ks, £2) satisface la condicion (a) de la definicién de (k, £)-niicleo
en Dy ® Dy, para k = 2, es decir, que para todo {(z,v'),(z,y)} € N, tenemos que
dpep, ('Y, (z,9) > 2.

Sean z,2’ € Np, (k1,41) Yy ¥,y € Np, (k2,£2), esto es, dp,(z',z) > k; > 1y
dp, (¥',y) = k2 > 1. Por la Proposicién 2.1 tenemos que dp,ep, ((z/,¥'), (z,y)) = 2.
Esto demuestra que el conjunto N satisface que para todo par de vértices en NV, la distancia
entre ellos es mayor o igual a 2.

Ahora demostremos que N satisface la condicion (b) de la definicion de (k, £)-nicleo
en D; ® D, con £ = 2, es decir, que para todo (z,y') ¢ N, existe (z,y) € N, tal que

dD1®D2 (("E,a y/) 3 (-'L'a y)) <2.
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Por la Proposicién 2.1, dp,en, ((Z,Y),(z,y)) < 2 para todo
{(z',v),(z,y)} € V(D)) x V(Dy). En particular se cumple que para todo
(z',y") € V(D1) x V(D) \ N existe (z,y) € N tal que dp,eop, (z',¥), (z,9)) < 2.
Por lo tanto el conjunto N satisface que para todo vértice (z',y') ¢ N, existe un vértice
(z,y) € N,tal que la distaﬁcia de (z',y') a (z,y) esmenoroigual a2. g

Teorema 2.2. Si una digrafica D; satisface la condicion (c1) o una digrafica Ds
satisface la condicion (c2), entonces Np, (k1,1) X Np, (ke, 1) = Np,ep, (2, 1), donde

cl)Paratodoz’ € V (D1)\Np, (k1,1),existe x € Np, (k1,1) tal que dp, (2’,z) # 1.

¢2) Paratodo y’ € V (Ds)\Np, (ks, 1), existey € No, (ks, 1) tal que do, (1/,9) # 1.

Demostracién. Del Teorema 2.1 se sigue que N = Np, (k1,1) X Np, (k2,1) satis-
face la condicion (a) en D, ® D, para k = 2, es decir, que para todo {(z, '), (z,y)} C N,
tenemos que dp,ep, ((',¥'), (z,y)) > 2. Demostremos ahora que N satisface la condi-
cion (b), para ¢ = 1, es decir, que para todo (z',y/) € N, existe (z,y) € N, tal que
doyann (,¥), (@,9)) = L. Sea (2',y') € V (D1) x V (Dg) \ .

Construyamos los siguientes conjuntos:

A={(z",v) e V(D) xV(Dy) | 2’ ¢ Np, (k1,1) yy € Np, (k2,1)},

B ={(z,y) € V(D1) XV (D2) | &' ¢ Np, (k1,1) y ¥ ¢ Np, (k2,1)},

C={(,y) e V(D) xV(D2) | 2’ € Np, (k1,1) yy' ¢ Np, (k2,1)}.
Consideremos los siguientes casos:

i) Si («/,y') € A, entonces ' ¢ Np, (k1,1)y ¥ € Np, (ka, 1), por lo tanto existe

S .ZVD1 (k’l, 1) tal que le (iL",I) = 1.
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Consideremos y € Np, (ko, 1), entonces dp,(v/,y) > k2 > 1. Por lo tanto, usando la
Proposicién 2.1 tenemos que dp,ep, ((2',Y), (z,y)) = L.

ii) Si (¢/,y') € B, entonces ' ¢ Np, (k;,1)y ¥ ¢ Np, (ko,1). Si suponemos
que la digrafica D, satisface la condicién (c1), entonces existe # € Np, (k1,1), tal que
dp,(2',x) # 1. Ademas, como i ¢ Np, (ko,1), tenemos que existe y € Np, (ks, 1) tal
que dp, (y',y) = 1. Por lo tanto, usando la Proposicién 2.1 se sigue que
dpiep, ((2,Y), (z,y)) = 1. Sisuponemos que la digrafica D, satisface la condicién (c2),
entonces existe y € Np, (ko, 1), tal que dp, (v, y) # 1. Ademads, como 2’ ¢ Np, (ki,1),
tenemos que existe x € Np, (ki1,1) tal que dp, (z/,z) = 1. Por lo tanto, usando la
Proposicion 2.1 se tiene que dp,ep, ((2',y), (z,y)) = 1.

iii) Si («',y') € C, entonces ' € Np, (k1,1) y ¢’ ¢ Np, (ka,1), por lo que existe
y € Np, (k2,1) tal que dp, (v, y) = 1.

Consideremos z € Np, (k1,1), entonces dp, (z',z) > k; > 1. Por lo tanto, usando la
Proposicién 2.1 tenemos que dp,ep, (', ¢), (z,y)) = 1. m

Enla Figura 2.5 se muestran dos digraficas fuertemente conexas, D, y D,. Observe-
mos ademas que N7 = {p, s} es un (3, 2)-nicleo de D, es decir, N; es un 3-nucleo de D,
y No = {u} es un (2,2)-ntcleo de D,. En la Figura 2.6 tenemos la digrafica disyuncion
excluyente D; ® Dy y por el Teorema 2.1, el conjunto N; X No = N = {pu, su} es un

(2,2)-nucleo de Dy ® Da.
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2.4 (k,¢)-nicleos en la digrafica D; + D;.

Dadas dos digraficas D; y D, con (k1, £1)-nicleo y (ks, £5)-nicleo, respectivamente. En
esta seccion encontraremos el (k, £)-niicleo de la suma cartesiana de D, y D,, denotada
por D; + Ds. Para lo cual demostraremos algunos resultados, utilizando la Proposicién
2.2 de la seccion 2.1.

Sean D; digraficas fuertemente conexas, #; y k; nimeros naturales que satisfacen las
siguientes condiciones: ¢; > 1,k; > 2 con ¢ = 1,2. Recordemos que denotamos por
Np (k,¢) al (k,£)-nicleo de una digrafica D.

Teorema 2.3. Np, (k1,¢1) X Np, (k2,€s) = Np,p, (min (ky, k2) , €1 + £2).

Demostracién. Demostremos que N = Np, (k1,41) X Np, (ks, £s) satisface la
condicién (a) de la definicion de (k,#)-nucleo en Dy + D, para k = min (ky, k2),
es decir, que para todo {(2,y),(z,v)} - N, tenemos que
dp,+p, ((z',¥') , (2,9)) = k = min (ky, k2).

Sean {(z',v'), (z,y)} C V (D1 + D) tales que {(z/, '), (z,y)} C N, por lo que
{a',2} € Np, (k1,41) y{y',y} C Np, (k2, (2).

Consideremos los siguientes casos:
iy =z yy # y. Porla Proposicién 2.2 y puesto que dp, (¥',y) > ko, por ser

Np, un (ko, £5)-nicleo de Ds, tenemos que:

dp,+p, ((2',Y) (%, y)) = dp, (z',x) + dp, (v, y) = k2 > min (ky, k2).

i)z’ # xz yy' = y. Por la Proposicién 2.2 y puesto que dp, (z/,z) > ki, por ser

Np, un (ky, ¢;)-nicleo de D, tenemos que:
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dD1+D2 ((CE/, y/) ’ (IL‘, y)) = le (CL", :17) + dDz (y,, y) > kl 2 min (kla kQ)

i) 2’ # zy ¢ # y. Porla Proposicion 2.2y por ser Np, y Np,,(k1,£41) v (ko,£2)-

nucleos de D, y D», respectivamente, tenemos que:

dD1+D2 ((33/, yl) s (ZIJ, y)) = le (x',m) + dD2 (y,, y) 2 kl + kg Z min (k’l, k‘g)

Por lo tanto N satisface que para todo par de vértices en NV, la distancia entre ellos es mayor
o0 igual a k.

Ahora demostremos que N = Np, (k1,#41) X Np, (ks,¢5) satisface la condicién (b)
de la definicién de (k,#)-nucleo en D, + D, para £ = ¢; + {5, es decir, que para todo
(«',y') ¢ N,existe (z,y) € N,tal que dp,+p, ((z', '), (z,y)) < € =41 + Lo

Sea (z/,y') € V (D;) x V (D3) \ N. Construyamos los conjuntos A, By C.

A={(2,y) e V(D) xV (Dy)|z' & Np, (k1,41) Yy € Np, (k2,%2)},

B={(z",y) € V(D1) XV (Dy) | &' ¢ Np, (k1,&1) yy & Np, (ks,£5)},

C={(,y)eV (D) xV(Ds) |z € Np, (k1,¢1) yy ¢ Np, (ka,£2)}.
Consideremos los siguientes casos:

i) Si («/,y') € A, entonces 2’ ¢ Np, (k1,£1) y ¥ € Np, (ks, £2), por lo tanto existe
z € Np, (k1,¢) tal que dp, (2',z) < #,. Por lo tanto, usando la Proposicidn 2.2 tenemos
que:

dp,+0, ((2',Y), (2,)) = dp, (¢',2) +dp, (¥, ¥/) = dp, (z',2) S &y < by + b,
con (z,y’) € N.

ii) Si («/,y') € B, entonces =’ ¢ Np, (k1,41) vy ¢ Np, (k2,¥2), por lo tanto existe

x € Np, (ki1,41) tal que dp, (2',z) < ¢, y existe y € Np, (ke, 2) tal que dp, (v, y) < Lo.

Por lo tanto, usando la Proposicion 2.2 tenemos que:
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dpy+Dy ((:E', y/) ) (37, y)) = dp, (xlax) +dp, (y,a y) <+ 4L,

con (z,y) € N.
iii) Si (z',9') € C, entonces 2’ € Np, (k1,41) yy' ¢ Np, (k2,£2), por lo tanto existe
Yy € Np, (ka, £2) tal que dp, (v, y) < 5. Por lo tanto, usando la Proposicién 2.2 tenemos

que:

dD1+D2 ((117’, y/) ) (xla y)) = dD1 (CIII, :13') + dDz (ylyy) = dDz (y/; y) < 62 < 21 + 62,

con (z',y) € N.
Por lo tanto N satisface que para todo (z',y’) ¢ N, existe (z,y) € N, tal que
dp, 40, (¢,¥), (z,9)) < l. m

Corolario 2.3.1. Np, (k1,1) X Np, (2,1) = Np,+p, (2,2),

Np, (k,r) x Np, (k,¢ —r) = Np,+p, (k,{) parak > 2,0 > r,r > 1.

Demostracion. Por el Teorema 2.3 tenemos que

.ZVD1 (kl, 1) X ND2 (2, ].) = ND1+D2 (mll’l (kl, 2) s 1+ 1) = ND1+D2 (2, 2),

para k; > 2. Ademas, se tiene que

Np, (k,T) X Np, (kae _T) = Np,+p, (Inin (kak) T+ (f - T)) = Np,+D, (k,@)

parak>2/¢>r,r>1. g

En la Figura 2.5 mostramos las digraficas D; y D, a partir de las cuales construimos
la digrafica D + D,, que se muestra en la Figura 2.7. Por el Teorema 2.3, el conjunto
Ni x N; = N = {pu, su} es un (2,4)-nicleo de D; + D,. Donde N; = {p, s} es un

(3,2)-nucleo de Dy y Ny = {u} es un (2, 2)-nucleo de Ds.
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2.5 (k,/)-nicleos en la digrafica D; - D,.

Dadas dos digréficas fuertemente conexas, D; y D5 con (ky, £;)-nucleo y (k2, £5)-nicleo,
respectivamente, encontraremos el (k, £)-nicleo de la digréafica producto normal de D y
Dy, denotada por D; - Ds. Para lo cual usaremos la Proposicién 2.3, demostrada en
la seccion 2.1. Sean D; digréaficas fuertemente conexas, #; y k; numeros naturales que
satisfacen las siguientes condiciones: ¢; > 1, k; > 2 con i = 1, 2. Denotamos por Np (k, )
al (k, £)-nucleo de una digrafica D.
Teorema 2.4. Np, (k1,£1) x Np, (kz2,%2) = Np,.p, (min (k1, k2) , max(£;, £5)).
Demostracién. Demostremos que N = Np, (ky,¢;) X Np, (ks,£,) satisface la
condicion (a) de la definicion de (k, £)-nucleo en Dy -D, para k = min (k1 k), es decir, que
paratodo {(z',%'), (z,y)} C N, tenemos que dp,.p, ((z',¥') , (z,y)) > k = min (ky, k2).
Sean {(z',y), (z,y)} C V (D1 - Dy) tales que {(«/,%'), (z,y)} € N, por lo que
{z',z} C Np, (k1,01) y {¥/, ¥} C Np, (k2, £2).
Consideremos los siguientes casos:
i)z’ =z yy #y. Porla Proposicién 2.3 y puesto que dp, (v,y) > ks, por ser
Np, un (k2, £2)-nicleo de D,, tenemos que:
dp,.p, (2, 9') , (z,y)) = max(dp, (2',z) ,dp, (¥',y)) = dp, (¥, y) = k2 > min (ky, ko).
ii) 2’ # xy v = y. Porla Proposicién 2.3 y puesto que dp, (', z) > ky, por ser
Np, un (ky, £;)-nucleo de D;, tenemos que:
dp,.p, (',y), (z,9)) = max(dp, (z',z),dp, (v',y)) = dp,(z',x) > k1 > min (ki ky).
iii) z' # z y y' # y. Por la Proposicién 2.3 y por ser Np, y Np,, (k1,41) y (ks, £2)-

nucleos de D; y Ds, respectivamente, tenemos que:
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dDrDz (("L"a y/) s (:L', y)) = max(le (wla :L') ,dDz (y,, y)) > min (kh kQ)'

Por lo tanto NV satisface que para todo par de vértices en N, la distancia entre ellos es mayor

o igual a k.

Ahora demostremos que N = Np, (k1,£1) X Np, (kz,¢2) satisface la condicion (b)
de la definicion de (k, ¢)-nicleo en Dy - Dy para £ = max(¢1, £2), es decir, que para todo
(z',y") € N, existe (x,y) € N, tal que dp,.p, (z,¢) , (z,9)) < € =max ({1,4,).

Sea (2',y") € V (D;) x V (D3) \ N. Construyamos los conjuntos A, By C.

A={(z",y) e V(D) x V(D) | ' ¢ Np, (k1,41) y ¥ € Np, (k2,42)},

B={(z",y) e V(D1) x V(D) | &' & Np, (k1,£1) yy & Np, (k2,£2)},

C={(z",y) € V(D) xV(Ds) | z' € Np, (k1,£1) yy' ¢ Np, (ko,£2)}.
Consideremos los siguientes casos:

i) Si (2',9') € A, entonces ' ¢ Np, (k1,41) y ¥ € Np, (k2,£2), por lo tanto existe
z € Np, (ki1,¢1) tal que dp, (', z) < ¢;. Por lo tanto, usando la Proposicién 2.3 tenemos
que:
dp,.p, ((«,), (z,y)) = max(dp, (', z) ,dp, (¥, ¥)) = dp, (¢, 2) < 41 < max(fy, o),
con (z,y’) € N.

ii) Si (2',y’) € B, entonces ' ¢ Np, (k1,¢1) y y' & Np, (ka,£2), por lo tanto existe
z € Np, (ki1,4,) tal que dp, (z',z) < £y y existe y € Np, (ke,{2) tal que dp, (v, y) < fa.

Por lo tanto, usando la Proposicion 2.3 tenemos que:
dp,.p, ((z',¥") , (7,y)) = max(dp, (z',2) ,dp, (v',y)) < max(fy,4s),

con (z,y) € N.
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iii) Si (z',9') € C, entonces «’ € Np, (ki,£1) yy' ¢ Np, (ks,£2), por lo tanto existe
Y € Np, (k2,¢;) tal que dp, (v, y) < £s. Por lo tanto, usando la Proposicidén 2.3 tenemos
que:
dpy.p, (2,9, («',)) = max(dp, (¢',2') ,dp, (v/,y)) = dp, (/,y) < €2 < max(f1, L),
con (z',y) € N.
Por lo tanto N satisface que para todo (z',3') ¢ N, existe (z,y) € N, tal que
dpy.p, ((2,y'), (2,9)) < L. m

Corolario 2.4.1. Np, (k,1) X Np, (2,1) = Np,.p, (2,1),

Np, (k,2) x Np, (2,1) = Np,.p, (2,2),

Np, (k,%) x Np, (2,2) = Np,.p, (2,2) parai = 1,2,

Np, (k,£) x Np, (k,€) = Np,.p, (k,f) parak > 2,£ > 1.

Demostracion. Usando el Teorema 2.4 tenemos que
Np, (k,1) x Np, (2,1) = Np,.p, (min (k,2) ,max (1, 1)) = Np,.p, (2, 1) para k > 2,
Np, (k,2) x Np, (2,1) = Np,.p, (min (k,2) ,max (2,1)) = Np,.p, (2,2) para k > 2,
Np, (k,i) x Np, (2,2) = Np,.p, (min (k,2) ,max(i,2)) = Np,.p,(2,2) para k > 2 ¢
i=1,2,
Np, (k,€) X Np, (k,£) = Np,.p, (min (k, k) ,max (¢,£)) = Np,.p, (k,£) para k > 2,
{>1.n

Enla Figura 2.5 mostramos las digraficas D; y D,, a partir de las cuales construimos
la digrafica D, - Ds, que se muestra en la Figura 2.8. Por el Teorema 2.4, el conjunto
Ny X Ny = N = {pu,su} es un (2,2)-nicleo de D; - D,. Donde N; = {p, s} es un

(3,2)-nucleo de Dy y N> = {u} esun (2,2)-niicleo de Ds.




2.5 (k,£)-nicleos en la digrafica D; - Ds.

Figura 2.8. Digrafica D; - D,
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Capitulo 3
k-Nucleos en s-Sistemas.

En este capitulo definiremos el so-sistema y el s-sistema, por medio de los cuales
construiremos las digraficas s (So) y s (S) a partir de una digrafica Dy cualquiera.

Recordemos que en el primer capitulo se defini6 el k-niicleo de una digrafica, con-
cepto introducido por Maria Kwasnik en [5], en base al cual se han estudiado condiciones
suficientes para la existencia de k-nicleos en digréaficas [7], [8], [9]. Asi, se buscé una
forma de obtener digréficas con k-nucleo a partir de una digrafica con k-nucleo, usando
la digrafica s (S) y un corolario que dice que una digrafica D, tiene un k-nicleo si y sélo
si s (S) tiene un k-nucleo. En [10], se prueban dos teoremas que en conjunto proveen di-
cho corolario, los cuales se veran en la segunda seccion, en la que probaremos una serie de
resultados utiles en las demostraciones de dichos teoremas.

El primer teorema dice lo siguiente:

Sea Do una digrafica y U C V (Do), mediante las definiciones de so-sistema y s-
sistema construyamos la digréfica s (S). Supongamos que si existe la flecha (u,.,v, ) enla
digrafica Uy, o bien, si existe la flecha (u_, v_) en la digrafica U_, entonces (u, v) esta en
las flechas de la digrafica Dy inducidas por U. Supongamos ademds que para cada vértice
u € U y cada ciclo C C Dy con u € C, tenemos que ¢ (C) > k. Entonces si Dy tiene un
k-nicleo, se tiene que s (S) tiene un k-niicleo.

El segundo teorema de esta seccion se enuncia como sigue:
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Sea Do una digraficay U C V' (Dy), construyamos la digrafica s (S), mediante las
definiciones de so-sistema y s-sistema. Supongamos que si existe la flecha (uy,vy) enla
digréfica U, o bien, si existe la flecha (u_, v_) en la digrafica Z/_, entonces (u,v) estd en
las flechas de la digrafica Dy inducidas por U. Entonces si s (.S) tiene un k-nicleo, se tiene
que Dy tiene un k-nucleo.

Ademas, veremos el corolario que resume estos teoremas:

Sea Do una digréficay U C V (Do), mediante las definiciones de so-sistema y s-
sistema construyamos la digrafica s (S). Supongamos que si existe la flecha (u,., v, ) enla
digrafica U, o bien, si existe la flecha (u—,v_) en la digrafica I{_, entonces (u,v) estd en
las flechas de la digrafica D inducidas por U. Supongamos ademas que para cada vértice
u € Uy cada ciclo C C D, con u € C, tenemos que £ (C) > k. Entonces Dy tiene un
k-nucleo, si y sélo si s (.9) tiene un k-niicleo.

El resultado anterior provee un método para construir, a partir de una digrafica Do,
otra digréfica s (S) tal que Dy tiene un k-nicleo si y sélo si s (S) tiene un k-niicleo, lo cual
permite obtener una gran variedad de digraficas con (sin) k-ntcleo, teniendo una digréafica
cualquiera como una subdigréfica inducida, esto constituye una poderosa herramienta en la
construccion de una amplia clase de digraficas con (sin) k-nucleos.

El ultimo teorema concluye que el numero de k-micleos en Dy es igual al nimero de
k-niicleos en s (5).

En particular, los resultados anteriores se cumplen para digraficas con niicleo, puesto
que un nucleo es un k-niicleo con k = 2, ademas para cada vértice © € U y cada ciclo

C C Do conu € C, tenemos que £ (C) > 2.
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En [6] Hortensia Galeana Sanchez y Victor Neumann Lara demostraron el siguiente
teorema:

Sea Dy una digrafica y U C V (Dy), usando las definiciones de so-sistema y s-
sistema construyamos la digrafica s (S). Supongamos que si existe la flecha (u,,v,) en
la digréfica U, o bien, si existe la flecha (u_,v_) en la digrafica /_, entonces (u,v) estd
en las flechas de la digrafica Dy inducidas por U. Entonces D, tiene un nucleo si y sélo si
s (S) tiene un nicleo.

En la dltima seccién del capitulo definiremos las digraficas nucleo perfectas, las nu-
cleo imperfectas criticas, demostraremos que si una digrafica no tiene niicleo, entonces
tiene una subdigrafica inducida nucleo imperfecta critica. Daremos las definiciones de
k-nucleo perfecta, k-niicleo imperfecta critica y probaremos que el resultado anterior se
cumple también para k-nucleos, es decir, si una digrafica no tiene k-ntcleo, entonces tiene
una subdigrafica inducida k-ntcleo imperfecta critica. Ademés demostraremos que si una
digrafica es nucleo imperfecta critica, entonces es fuertemente conexa. Veremos que este
resultado no se cumple para k-niicleos, es decir, si una digrafica es k-niicleo imperfecta
critica, no necesariamente es fuertemente conexa.

Hortensia Galeana Sanchez y Victor Neumann Lara demostraron ademés el siguiente
resultado:

Sea Dp una digraficay U C V (Dy), por medio de las definiciones de so-sistema
y s-sistema construyamos la digréfica s (S). Supongamos que si existe la flecha (uy,vy)
en la digréafica U, o bien, si existe la flecha (u_,v_) en la digrafica I_, entonces (u, v)

esta en las flechas de la digrafica Do inducidas por U. Entonces toda subdigréfica inducida
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propia de Dy tiene un nicleo si y sélo si toda subdigréfica inducida propia de s (S) tiene
un nucleo.

Asi, Dy es nucleo perfecta (respectivamente nucleo imperfecta critica) si y solo si
5 (:S) es nucleo perfecta (respectivamente niicleo imperfecta critica).

Lo anterior es de gran importancia, puesto que nos permite generar una amplia clase
de digréficas nucleo imperfectas criticas, su relevancia radica en que durante varios afios,
las unicas digraficas niicleo imperfectas criticas que se conocieron fueron los ciclos impares
y las digréficas 6’)7 (1,2) y 611 (1,2, 4), que se veran en esta seccion.

Observaremos ademas, que si tenemos una digrafica Dy que es k-nicleo perfecta
(respectivamente k-nicleo imperfecta critica) y construimos su digréfica s (S), veremos
que s (.S) no necesariamente es k-niicleo perfecta (respectivamente k-nicleo imperfecta
critica). Pero si tenemos una digrafica s (S) k-nucleo perfecta (respectivamente k-niicleo
imperfecta critica), entonces la digrafica Dy es k-ntcleo perfecta (respectivamente k-niicleo
imperfecta critica). Lo cual permite generar una amplia clase de digraficas k-nticleo imper-
fectas criticas, la importancia de este resultado consiste en que durante mucho tiempo sélo

se conocian pocos ejemplos de este tipo de digraficas.
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3.1 Definiciones.

A continuacién daremos las definiciones de sg-sistema y s-sistema, mediante las cuales
construiremos las digréficas so (So) y s (S) a partir de una digréfica Dy dada. En las sec-
ciones siguientes nos enfocaremos a encontrar k-niicleos en la digréafica s (S) por medio de
los k-nucleos de la digrafica Dy, y viceversa.
Definicién 3.1. Sea D, una digrafica. Un sp-sistema (sobre D;) es una cuarteta
ordenada Sy = (Do, U, U, U_) con las siguientes propiedades:
i) U C V(Do)
if) U,U,,U_ son conjuntos de vértices con la misma cardinalidad
iii) V(Do), U,, U_ son ajenos dos a dos.
Denotaremos por u._ (respectivamente u. ) al elemento de U_ (respectivamente U, )
que corresponde a u € U para cualquier biyeccion de u a u_ (respectivamente de u a u.).
Si So = (Do,U,U,,U_) es un so-sistema sobre Do, denotamos como so(S;) a la
digrafica definida por:
V(s0(So)) = (V(Do) —U) U (UL UU-)
F(s0(S0)) = F(Do[V(Do) = U}) U{(2,u-) | (2,u) € F(Do),z ¢ U,u € U}
U{(u4, 2) | (u,2) € F(Dy),2 ¢ U,u € U}
U{(ug,v2) | (u,v) € F(Dyg),u € U,v € U}.
En la Figura 3.2 se muestra la digrafica so(Sp), construida a partir de la digra-
fica Do de la Figura 3.1, donde U = {a,c, f,g}, por lo que Uy = {ay,cq, fr,g+}y

U-= {G,_,C_, f—7g—}- Por lo tanto V(SO (SO)) = {b7 da €,h,CL+,C+, f+)g+aa~7c~7f—ag—}-
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Como (a,b) € F(Do)cona € Uyb € V(Do) — U, por definicién de so (Sp),
tenemos que (ay,b) € F (so(Sp)). Puesto que (c,g) € F(Dy) con {c,g} C U, por
definicion de s (So), se tiene que (c4,g-) € F (s0(S0)). Como (e,d) € F(Dy) con
{d,e} € V (Do) — U, por definicién de so (So), tenemos que (e, d) € F (so(So)). Puesto
que (h,a) € F (Do) cona € Uy h € V (Do) — U, por definicién de so (Sp), se tiene que
(h,a_) € F(s0(S0)). Asi, como F (Do) = {(b,¢),(e,d),(h,a),(h,g), (a,b),(c,d),
(f,€):(9,0),(c,9), (9, f)}. entonces F(so(So)) = {(b,¢),(e,d),(h,a),(h,g-),

(a+, b) ’ (c+7 d) 9 (f+a 6) ’ (g+a b) ’ (c+,g_) ’ (g+a f‘)}

D,
u={a.ctg}

g
Figura 3.1. Digréafica Dy

Figura 3.2. Digréfica s, (.Sp)
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Definicién 3.2. Un s-sistema es una cuarteta ordenada S = (S, 3,U,,U_) donde:

i) So = (Do,U,U,,U_) es un sg-sistema.

if) U, y U_ son digraficas.

i) V(U) =U, y V(U) =U-

iv) B = {8, | v € U} es una coleccién de trayectorias dirigidas de
longitud = O mod k, ajenas dos a dos, y tales que V(8,) NV (s0(S)) = {ur,u_}.

Si S = (8o, 3,U,U_) es un s-sistema, entonces s(.S) denota la digrafica dada por:

5(5) = s0(So)U U B, ULy LU

ucU

Notese que si U = (), entonces so(So) = s(S) = Dy. Observemos ademas que
Dy — U es una subdigréfica de Do y s(.5).

En la Figura 3.3 se muestra la digrafica s (.S), construida a partir de las digraficas Dy
Y 80(So) de las Figuras 3.1 y 3.2, respectivamente, donde U = {a,c, f, g},
Us ={a4, ¢4, f1,9+} yU- ={a_,c_, f-,g-}. Notemos que V (U_) = {a_,c_, f-,g-}
yFU) = 0, VU) = {ay,cq, fr,94} y FUUL) = {(a+, f+), (c+,94) , (94, f4)
(94,a+)}. Ademas las 3, trayectorias dirigidas tienen longitud = 0 (mod k) con k = 3,
las cuales son: 3, = (a_ = ag, a1, 02,0a3,a4,05,a6 = a), B, = (c_ = cp,¢1,c,c3 = Cy),
By = (f-=fof,lfofasfafssfo=1s), B, = (9-=00,01,92,93=9+) ¥
B ={BaBe, Bs, By }-
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Figura 3.3. Digréfica s (S) con k =3

Definicién 3.3. Definimos la funcién: p : V(s(S)) — V(Do) donde:

(z) = x, siz¢U
P = u, siz € [, paraalgunau € U.

De la Figura 3.3 y como b,d,e,h ¢ U tenemos que p (b) = b, p(d) = d, p(e) = e,

p(h) = h. Como {a,c,f,g} C U, entonces p(a-) = p(a1) = ... = p(ay) = a,

ples) = pla) = ple)) = pley) = ¢, p(f-) = p(fi) = ... = p(fy) = f,

p(g-)=p(91) =p(9) =p(9+) =g
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3.2 k-Niicleos en la digrafica s (.9)

Veremos que, mediante una digrafica Dy que tiene un k-nicleo, podemos encontrar un k-
nicleo en la digrafica s (S) construida a partir de Do, ademas encontraremos un k-nicleo
en Dy, usando un k-nicleo de s (.5).

Tomemos una digrafica Doy U C V' (Dy). Usando las definiciones de so y s-sistema,
construyamos las digraficas so (So) y s(S). Supongamos que si (uy,vy) € F(UL) o
(u—,v-) € F(U_), entonces (u,v) € F (Do [U]). Supongamos ademds que para cada
u € Uy cada ciclo C C Dy con u € C, tenemos que ¢ (C) > k. Demostraremos que bajo
estas hipotesis, si Dy tiene un k-nucleo, entonces s (S) tiene un k-nticleo.

Luego, tomemos una digréfica Doy U C V (D). Usando las definiciones de so y s-
sistema,construyamos las digraficas so(So) y s(S). Supongamos que si
(ut,v4) € F (U)o (u_,v) € F(U_), entonces (u,v) € F (Do [U]). Demostraremos
que si s (S) tiene un k-nicleo, entonces Dy tiene un k-ntcleo.

Ademés, demostraremos un corolario que concluye, bajo las hipétesis del primer
teorema, que una digrafica D, tiene k-nucleo si y s6lo si s () tiene k-nicleo. A partir de
este resultado, veremos que en particular una digrafica Dy tiene nicleo si y sélo si s (S)
tiene nicleo.

Mostraremos que el niimero de k-nicleos en Dy es igual al niimero de k-nicleos en
s (S), lo cual se cumple también para digraficas con niicleo.

Para la demostracion de estos teoremas utilizaremos los resultados que se probaran a

continuacion.
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Lema 3.1. Si 8 = (0,1,...,nk) conn > 1 es una Onk-trayectoria dirigida de
longitud = 0 mod k, entonces:

1. No = {nk,(n —1)k,...,k,0} es el tnico k-nicleo de 3,

2 NM={nk—(k—r)=n-1k+r,(n-2k+r,....,(n —n)k+r = r}
es el umico k-nucleo de 8 — {nk,nk —1,nk —2,... ,nk~[(k—r) — 1]} conr > 1,

3. La longitud de la (0, 3, r)-trayectoria dirigida es r.

4. Lalongitud de la (nk — (k — r), 3, nk)-trayectoria dirigida es k — r.

Demostracién.

1. Sea 8 = (0,1,...,nk) conn > 1 una Onk-trayectoria dirigida de longitud
= Omod k. Consideremos el vértice de exgrado cero en 3, nk; y hagamos N,, = {nk}.
Después tomemos el vértice x en 3 tal que dg (z, nk) = k, es decir, (n — 1) k, y hagamos
Ny 1= N, U{(n—1)k} = {nk,(n—1)k}.

A continuacién tomemos el vértice z en (3 tal que dg (z, (n — 1)k) = k, es decir, (n — 2) k,
y hagamos Ny,_2 = Ny 1 U {(n —2) k} = {nk, (n — 1) k, (n — 2) k}. Siguiendo con este
proceso obtenemos un conjunto de vértices No = N; U{0} = {nk,(n — 1) k,... k,0},el
cual es un conjunto k-independiente, porque todos sus elementos se encuentran a distancia
k, y ademés es k-absorbente puesto que para todo vértice v € (V (B) — Np) existe u € Ny
tal que dg (v,u) < k — 1, por construcci6n. Por lo que Ny es k-nucleo de §.

Dado que 63 (nk) = 0, entonces No = {nk, (n — 1)k, ..., k,0} es el tnico k-nicleo de 8.

2. Ahora tomemos la trayectoria 8’ = 3—{nk,nk—1,nk—2,... ,nk—[(k—r)— 1]}
conr > 1. Consideremos el vértice de exgrado cero en ', nk — (k — r); y hagamos

Nyp = {nk—(k—r)} = {(n — 1)k +r}. Después tomemos el vértice 2 en 3’ tal que
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dg (z,(n— 1)k +7) = k, es decir, (n—2)k + 7, y hagamos
No1=NoU{(n=2)k+r} ={(n—1)k+r, (n~2)k+r}. A continuacién tomemos
el vértice z en 3’ tal que dy (z, (n —2)k + 1) = k, es decir, (n — 3) k + r, y hagamos
Npo2=NpU{(n=3)k+r}={(n—Dk+r,(n—2)k+r,(n—3)k+r}
Siguiendo con este proceso obtenemos un conjunto de vértices
Ny =NoU{(n—n)k+r=r}={(n—1)k+r,(n=2)k+7r,...,(n—n)k+r=r)},
el cual es un conjunto k-independiente, porque todos sus elementos se encuentran a distan-
cia k, y ademas es k-absorbente ya que para todo vértice v € (V (') — Ny) existe u € N,
tal que dy (v,u) < k — 1, por construccién. Por lo que N; es k-nucleo de 3. Dado que
b4 (nk — (k—r)) = 0, entonces Ny = {nk—(k—7) = (n—1)k+r, (n—2)k +r,... ,7}
es el unico k-nicleo de ' = 3 — {nk,nk —1,nk —2,...,nk — [(k —r) — 1]} conr > 1.
3. Observemos también que £ ((0, 8, 7)) = ds (0,7) = r.

4. Ademas,
t((nk—(k~r),B8,nk)) =dg(nk—(k—7r),nk)=nk—[nk—(k—r)]=k—r.

Lema 3.2. Sea S = (S, 8,U,y,U_) un s-sistema, donde Sy = (Do, U,U,,U_).
Supongamos que si (u..,v1) € F (Uy) o (u—,v_) € F (U-), entonces (u,v) € F (Do[U]).
Sean {z,y} C V(s(5)),siexiste T = (0 = z,1,2,...,n = y) una zy-trayectoria dirigida
en 5(.S), entonces existe una p(z)p(y)-trayectoria T" en D, tal que £(T") < 4(T).

Demostracion. Consideremos 7' = (0 = z,1,2,...,n = y) una xy-trayectoria
dirigida en s(S). Sea M(T) = {u € U | 8, N T # 0}.

Demostremos este lema usando induccion sobre | M (T')|.
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e Si|M(T)| = 0 implica que no existe u € U tal que 3, N T # @, es decir, que la

trayectoria 7' no se intersecta con ningiin camino 3,,, entonces T' C D,

e Si|M(T)| = 1, entonces existe una tnica u € U tal que 8, N T 5 0.

Tomemos 3, NT, la cual por definicién de s(.S) es una subtrayectoria de 7', digamos que:

BuNT =(d,d+1,...,5—1,5),
entonces sustituimos 7" por la siguiente sucesion 7"
T'=(0=2zT,d-1)U(d~1,u,j+1)U(j+1,T,n=uy).

Por definicién de s(S) y como 3, N T" = () para alguna «' € U tenemos que

{(d—1,4), (4,5 + 1)} C F(Dy).

Por lo tanto T” es una p(z)p(y)-trayectoria dirigida en Dy.

e Supongamos que si {z, w} C V(s(S)) y existe una zw-trayectoria dirigida 7" en
5(S) con |M(T")| < m, entonces existe una p(z)p(w)-trayectoria dirigida 7" en

Do tal que £(T") < £(T"),

e Sean {z,y} C V(s(9)) tal que existe una zy-trayectoria dirigida
T'=(0==1,2,...,y=n)ens(S) con |M(T)| = m.
Sea j = max{i € {0,1,...,n} | i €y f,}, consideremos u(j) € U tal que
uel

J € PBuy)- Tomemos 3, NT, nétese que por definicién de s(S9), Buiy NT es una sub-

trayectoria de 7', digamos que:
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Buy NT = (d,d+1,..., 7).

Consideremos T = (d,d+1,...,5,7 4+ 1,...,n = y), T} es una subtrayectoria de

T tal que

uelU

i¢UB, conj+1<i<n
i € By cond<i<j

Entonces |M (T1)| = 1.

Porlo que T} = (p(d) = u(j),j+1,...,n = y) es una p(d)p(y)-trayectoria dirigida
en Dy tal que ¢(T7) < 4(T7).

Consideremos T> = (z = 0,1,2,...,d — 1), T; es una subtrayectoria de T tal que
|M(T2)| < m, por hipétesis de induccion existe una p(z)p(d — 1)-trayectoria dirigida T,
en Do tal que £(T3) < £(T3). Por definicién de 5(S), (p(d — 1), p(d) = u(j)) € F(Dy).

Por lo tanto T" = T, U (p(d — 1), p(d)) U T} es una p(z)p(y)-trayectoria dirigida en
Do tal que £(T") = £(T3) + 1 + £(T}) < U(T3) + 1+ £(Ty) = £(T).

De donde /(T") < ¢(T). m

Lema 3.3. Sea S = (So, 3,U;,U_) un s-sistema donde Sy = (Do, U,U,,U_).
Supongamos que si (uy,vy) € F (Uy) o (u_,v_) € F (U_), entonces (u,v) € F (Do[U]).
Sean {z,y} C V(Dy), si dp,(z,y) > m, entonces:

1.Cuandoz ¢ Uy y ¢ U, dos)(z,y) > dp,(z, ).

2.Cuandoz € Uyy ¢ U, dys)(2,y) > dp,(z,y) paratodo z € 3.

3.Cuandoz ¢ Uyy € U, dys)(z,2) > dp,(z,y) para todo z € By
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4. Cuandoz € Uy y € U, dys)(2,w) > dpy(z,y) para cualesquiera 2 € 3,
yw € g,

Demostracion.

Casol) Sean {z,y} C V (Do), tal que z ¢ Uy y ¢ U, por lo que {z,y} C V(s(5)).
Sea T una zy-trayectoria dirigida en s(S) tal que ¢(T) = dys)(z,y), por el Lema 3.2,
existe una zy-trayectoria dirigida 7" en Dy tal que £(T") > ¢(T"), por definicién de distancia

tenemos que £(T') > £(T") > dp, (z,y). Por lo tanto dy(s)(z,y) = £(T) > dp,(z, y).

Caso 2) Sean {z,y} C V(Do),talque z € Uy y ¢ U, por lo que y € V(s(9)).
Sea z € V(s(9)) tal que z € 3,. Sea T una zy-trayectoria dirigida en s(S) tal que
UT) = dys)(2,y), por el Lema 3.2, existe una p(z)p(y)-trayectoria dirigida T" en D,
conp(z) = 2y p(y) =y, tal que £(T) > £(T"). Por definicién de distancia tenemos que

¢T) 2 (T") Z dp,(z,y), por lo tanto dys)(2,y) = £(T) > dp,(z,y) para todo z € S,

Caso 3) Sean {z,y} C V(Do), talque 2z ¢ Uy y € U, por lo que z € V(s(9))
y seaw € V(s(S)) tal que w € §,. Sea T una zw-trayectoria dirigida en s(5) tal que
UT) = dys)(z,w), por el Lema 3.2, existe una p(z)p(w)-trayectoria dirigida T" en D,
ton p(z) = zy p(w) =y, tal que £(T') > £(T"). Por definicién de distancia tenemos que

{T) 2 (T") = dpy(z,y), por lo tanto dy(s)(z, w) = £(T) > dp,(z,y) paratodo w € 3,

Caso 4) Sean {z,y} C V(Do),talquex € Uy y € U. Sean {z,w} C V(s(S)) tal
que z € B,y w € 3,. SeaT una zw-trayectoria dirigida en s(.5) tal que £(T") = ds(g)(2, w),
por el Lema 3.2, existe una p(z)p(w)-trayectoria dirigida 7" en Do, con p(z) = z y

p(w) =y, tal que £(T) > £(T").
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Por definicion de distancia tenemos que ¢(T) > £(T') > dp,(z,y), por lo tanto

dy(s)(z,w) = £(T) > dp,(z,y) paratodo z € B,y w € By

Lema 3.4. Sea S = (So, 8,Uy,U_) un s-sistema, donde Sy = (Do, U, U, U.).
Supongamos que si (v, v+) € F (Uy) 0 (u_,v_) € F (U_), entonces (u,v) € F (Do[U]).
Sea u € U, si para todo ciclo C C Dy tal que © € C se tiene que £(C) > k, entonces
ds(s)(us,w) > k paratodaw € 3, conw # u,.

Demostracién. Claramente suponemos que existe una u.,u_-trayectoria dirigida en
s (.S), puesto que si no existiera tendriamos que dy(s) (uy, w) = oo.

SeaT = (uy = 0,1,...,n — 1,n = u_) una u u_-trayectoria dirigida en s(3)
tal que {(T) = dy(s)(uy,u-), consideremos T = (uy = 0,T,n — 1) una u (n — 1)-
trayectoria dirigida en s(S). Por el Lema 3.2, existe una p(u. )p(n — 1)-trayectoria dirigida
T" en Dy tal que £(T") < £(T"). Por definicién de s(S), ya que (n — 1,u_) € F(s(S)),
(p(n —1),p(u-)) € F(Do).

Por lo que C = (p(ut),T",p(n — 1)) U (p(n — 1), p(u_)) es un ciclo en Dy con
p(uy) = p(u_) = u € C, por hipétesis £(C) > k, entonces £(T") > k — 1.

Porlotanto k — 1 < A(T") < 4(T") = 4(T) — 1. Asi, £(T) > k.

De donde concluimos que

ds(S) ('Uz+, u_) 2 k.

Seaw € 3, con w # u., por construccion de s(S):

dy(s) (U4, w) = dagsy(r, u_) + £((u-, Bu,w)) 2 k.

Por lo tanto dys)(uy,w) > kconw € 8, ,w # u,. u
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Observacién 3.1. Sea S = (So,0,Us,U_) un s-sistema, donde
So = (Do, U,U,,U_). Supongamos que si (uy,vy) € F(U) o (u_,v.) € F(U),
entonces (u,v) € F' (Do[U]). Para un k-niicleo N de s (S), tenemos que u_ € N si y sélo
siug € N.

Demostracién. Sea 8, = (u— = tg,1%, ..., 15, = u4+) y n un k-niicleo de s ().

Siu_ € N, entonces t% € N con0 < j < n(u), yaque tti 1k € N, N esun k-
nucleoy (3, es una trayectoria dirigida de longitud = Omod k. Porlo que uy = o € N.

Siu_ ¢ N, entonces existe v € N tal que dy(s)(u_,v) < k.

Siv € f,, entonces v = t§ con £ > 0. Como N es k-nucleo, entonces
ds(s)(t,x) > k paratoda z € N y dado que 3, es una trayectoria dirigida de longitud
= Omod k, se tiene que

NOB, ={th | 0<j<n(u) =1} = {t§, th 4, thop - -- o (m(w)=1)k >
puesto que £ > 0, concluimos que u, = bk E N

Siv ¢ 3,, entonces existe una u_v-trayectoria dirigida

T=(u_-=2,2,...,%n ="0)
en 5(S) tal que £(T') = dy(sy(u_,v) < ky 20 ¢ B,.
Por definicion de s(S), 2o = w_ para algunaw € U.
Como (u_,w_) € F(s(S)), por hipbtesis (u, w) € F (Do[U]), y por construccién de
5(8), (ug, w_) € F(s(S)).
Por lo tanto dy(s)(us, v) < l(us, w- = 29,23,...,20 =v) < k.
Puesto que v € N 'y uy # v, ya que de la definicién de s (.9) tenemos que z; € U_ o

z; euLEJU (By = {us ).
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De donde d,(s)(u,v) < kconv € N.

De esta forma, concluimos que u, ¢ N. g

Lema 3.5. Sea S = (So, 8,Uy,U_) un s-sistema, donde Sy = (Do, U, Uy, U_).
Supongamos que si (uy.,v4) € F (Uy) o (u—,v_) € F (U_), entonces (u,v) € F (Do[U]).
Si N es un k-nicleo de s(S), a;_ € U_ya;_ ¢ N, entonces existe una sucesion
ai,az, ..., an de vértices de Dy tal que:

a) dy(s)(ty: tersy) = k. Parai € {1,...,m —2}.

b) Paratodai € {1,...,m —1},q; € U.

¢) Si a,, € U, entonces a,,, € N.

Si a,, ¢ U, entonces a,, € N.

d)Paratodai € {1,...,m — 1}, ripy <73y 7 = 0.

e)ri=38i+Siy1+ -+ 8mo1,

donde paratoda i € {1,...,m — 1} tenemos que

Bo, = (ai_ =t t], . .. ,tzi(ai)k = ai+),
bi=max{f € {0,1,...,n(a;) k} |t} € B,, NN},
ci =min{f € {0,1,...,n(a;) k} | t3* € B, NN},

i = dg(sy(ai_, t3).

Paratoda: ¢ {1, e, — 2}, 8§; = ds(s)(ai+, Cli+1_).
Siam_ € N, entonces $p,—1 = dg(5)(@m—1,,am_).

Siam € N, entonces spm_1 = dy(s)(Am-1, , Am)-
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Demostracién. Consideremos N un k-niicleo de 5(S). Seaa; € U, p(a1_) = a
ya;_ € U_tal que a;_ ¢ N, observemos que a; satisface las propiedades de la (a) a la
©yri = dys) (al_,t‘c’;) > 1,yaque a; ¢ N. Supongamos que tenemos ay, ao, ..., a;,
donde ¢ > 1, que cumplen las propiedades (a) a la (¢). Definiremos a;,, y probaremos
que satisface las propiedades requeridas, la construccion de esta sucesion se detiene en el
primer numero natural m tal que r,,, = 0. De este modo, podemos suponer que r; > 0y
por lo tanto b; < n (a;) k, ya que de otra manera a; + € Nydela Observacién 3.1 tenemos
que a;_ € N implica que r; = 0, contradiccion.

Asi, podemos considerar que t,’,, € f3,, puesto que t;' € N N 3, , entonces
toi ¢ N.

Puesto que N es un k-niicleo, existe z € N tal que dy()(t;7, ,2) < k.

Observemos que z # t;?, puesto que

dycs) (g1 tor) = dics) (thiprr i) + dsgs) (aiy, 3 ) + dacs) (ai, £57).

De la definicion de s (.S) tenemos que

dy(s) (aiy, @) > 2, dygsy (@i, t57) + do(s) (51, 00,) = £(B,) — 1>k — 1.

Por lo tanto dy(s) (tyi 1,85 ) 2k —1+2=Fk+1,yaque dys)(tpi,,,2) < k.

Afirmacion 1. dys)(t;!, z) = k. Puesto que {x,t;'} C Ny z 5 t}*, tenemos que
ds(s)(ts;» %) 2> k. Entonces k < ds(s)(ty!, ) = do(s)(ty,p,2) + 1 < b+ 1.

Ahora, definamos a;; como sigue:

Caso 1) Siz €|) B, Definamos a;y; € U tal que z € 3, ..+ Puesto que
uelU

Qi+1

dy(s)(ty!, x) = k, entonces x = tcit, ya que la distancia de un vértice en 5, N N al

Qi1
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siguiente en 3, N N es k. Por lo tanto dy(s) (t5', teity) = k. Si terti = ai1_, entonces
dss) (@ir1_,tei) = riz1 = 0, tomamos m = i + 1. Por lo tanto a,,_ € N.
Cas02)Siz ¢ |J (B, Definamos a;;; = z, tomamos m = i + 1y la sucesién
uel

termina, también definamos r,, = 0. De este modo, a,, € N y por la Afirmacién 1

tenemos que ds(s)(t, ), am) = k.

Afirmacién 2. Paratodai € {1,...,m — 1}, tenemos que r;.; < 7;. Podemos
suponer que estamos en el Caso 1 de la definicion de z y t&ff] # a;,,_, de otro modo
Tir1 =T = 0y hemos terminado. Recordemos que 7; = dy(s) (a;_, t%).

De la definicion de s (S) tenemos que:

ds(s) (t(bl: ’ tg:—tll) = ds(S) (tg: ’ ai+) + ds(S) (a‘i+7 a’i+1~) + ds(S) (ai+1_ > tg:—tll)

Puesto que dy(s)(a;_, %) = r;, B, es una trayectoria dirigida de longitud = Omod k
y N es un k-nicleo, se sigue que dys) (tl‘,‘, a;,) = k — r;. De la Afirmacidn 1,
dy(s)(ty), terfy) = k.

Entonces k = k — r; + dy(s) (@i, , @ir1_) + dogsy(aiv1_, te ).

De donde dy(s)(ai,, air1_) + do(sy (@i, te™) = r; y como dy(sy(as, ,ai41_) > 0,
entonces 7, = dy(s)(@ip1_,te ') < r; paratodoi € {1,2,...,m —2}. Dado que r, =0
Y ds(s)(am—1_,tm1) = rpq > 0, tenemos que 7, < Ty 1.

Por lo tanto r;4y < r;coné € {1,2,...,m —1}.
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Afirmacion 3. Para todo ¢ € {l,...,m—1}, tenemos que
Ti=8+8it1+ -+ Sm1.

Demostrémoslo para m — 1:

Caso a. Si an, € U, entonces a,,, € N y por la Afirmacién 1,
ds(s)(tym ;> 0m_) = k.

Por definicion de s(.S) tenemos que

dy(s)(tym 1> am_) = da(s)(tym ), am1,) + do(s)(@m—1,, Gm_)
y €omo dy(s)(@m—1_,1em7}) = 711, entonces dy(s)(ty," "}, Am-1,) = k — Tp1.
Por definicion, dy(s)(@m-1,,0m_) = Sp-1.

Entonces k = dys)(t," !

1 am_) =k- Tm—-1+ Sm—1.

Por lo tanto 7,1 = Sy_1.

Casod. Siam ¢ U, entonces a,, € Ny por la Afirmacion 1, dgs) (8,77}, am) = k.

Sabemos por definicion de s(S) que

ds(S) (t:’"“l am) = ds(S) (t::::ll y am_1+) + ds(S) (am_1+, am),

m—1

ya que dy(s)(am-1_,t571) = Ty, entonces dy(s) (™"}, am—1,) = k — Tim_1.

Por definicién s,y = dg(s)(@m-1,, @) cuando a,, € N, entonces

k= dgs) (tz,'::ll ) Q) = s(s)(t:::ll y@m-1,) + dss)(Am-1,,0m) = k — rm—1 + Spm_1.

Por lo que 71 = Spn_1.

Supongamos valida la Afirmacidn 3 para alguna i con 1 < i < m — 1, es decir,
Ti = dsg(s) (@i_,t%) = 8;+8i114 - ~+5pm_1. Por demostrar que r;_; = 8;_1+8;+ - -+8m_1.
Por (a): dy(s)(t,. |, t%) = k.

bi—1?

Por definicion de s(5):
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d(s)(ty 12 te) = do(s) (torrs aim1,) + das)(@in1,, ai_ ) + dygsy(ai_, t2).

Ademas

ds(S) (Clz'—1+, ai_) = 8i—1.

Por hipdtesis de induccion tenemos que:
ds(s)(@i_,t3) =1i = 8; + Sip1+ -+ + Sm
ya que (3, es una trayectoria de longitud = Omodk, N es un k-nicleo y
ds(s)(@i—1_,te 1) = ri_1, entonces dys) (tyt aii1,) =k —ri1.
Porlotanto k = (k—ri_1)+ 8ic1 + 7= (k—7i—1) + 8i1 4+ S+ Six1 + - - + Syt

De donde concluimos que 7; 1 = 8; 1+ 8; + Siy1 + -+ 51 m

A continuacién veremos dos teoremas que fueron demostrados por Hortensia Galeana
Sénchez y Laura Pastrana Ramirez en [10], los cuales surgen de la idea de encontrar una
generalizacion del teorema que fue probado por Hortensia Galeana Sanchez y Victor Neu-
mann Lara en [6], y que dice lo siguiente:

Sea Do una digrafica y U C V (Dy), usando las definiciones de so-sistema y s-
sistema construyamos la digrafica s (S). Supongamos que si existe (uy,vy) € F (U,), 0
bien, si existe (u_,v_) € F (U_), entonces (u,v) € F (Do [U]). Entonces D, tiene un

nucleo siy sélo si s (S) tiene un nucleo.

Teorema 3.1. Sea S = (S, 8,Uy,U_) un s-sistema, donde S = (Do, U, U, U_).

Supongamos que si (u,v4) € F (Uy) 0 (u_,v_) € F (U-), entonces (u,v) € F (Do[U]).




94 3 k-Nucleos en s-Sistemas.

Para todo ciclo dirigido C de Dy con V' (C) N U # B, se tiene que £(C) > k. Si Dy tiene un
k-miicleo, entonces s(S) tiene un k-nucleo.

Demostracién. Supongamos que Dy tiene un k-niicleo Ny, U # 0.

Para cada u € U, sea N, definida como sigue:

Siu € N, entonces N, es el k-nﬁcleo‘ de B,y siu ¢ N, entonces N, es el
k-nicleo de 5y, donde 3, = B, —{us =ty tuyps - - - s bnguyk—[(k—r)-11} CORR(Y) > 1
y 7 = min{dp,(u,w) | w € Np}. Noétese que como u ¢ N, existe w € N tal que
dp,(u,w) < ky porlo tanto 7 < k. Por el Lema 3.1, el k-nicleo de B, contiene a
{u_,uy}y el k-nicleo de 3, no contiene a u._.

Demostraremos que N = (N — U)U UU N, es un k-nucleo de s(S).

u€
Sean {z,y} C N, por demostrar que dy(s)(,y) > k'y dy(s)(y, 2) > k.
Consideremos varios posibles casos:

1. {I,y} - NQ—U.

2. {z,y}CU N,

uelU
3.zeNo—-Uyyely N,
uelU
4.$€U N,yye Ng—U

uclU

Caso 1) {z,y} € No—U. Comoz € Noy y € Ny, entonces dp,(z,y) > k, y puesto
quez ¢ Uyy ¢ U, por el Lema 3.3, tenemos que dg(s)(z,y) > dp,(z,y) > k. Como
x € Noyy € No, entonces dp,(y,z) > k,ypuestoque z ¢ Uyy ¢ U, por el Lema 3.3,

tenemos que dy(s)(y, z) > dp,(y,z) > k.

Caso 2) {z,y} C|J N..

uelU

En este caso tenemos los dos siguientes posibles subcasos:
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2.1) {z,y} C N, paraalgunau € U.

22)z € N,y y € Ny conu # o/,

A continuacion analizaremos estos subcasos:

Subcaso 2.1) {z,y} C N, para alguna u € U. Consideremos sin pérdida de genera-
lidad que 8, = (u- =t§,t},...,t¢ ==,...,t% =y, ... s k10 bn(uyk = Ue)-

Supongamos que u € Ny, entonces N, es k-nucleo de 3,, si T # u_ 0 y # uy, ntese
que la unica zy-trayectoria dirigida en s(S) es (z, 8,,y). Como {z,y} C N,, entonces
dg, (x,y) > k.
Por definicion de s(.5) tenemos que dy(s)(z,y) = £((z, B,,y)) = ds,(z,y) > k, por lo
tanto dy(s) (2, y) > k.

Si z = u_yy = uy, entonces {((u_,B,,u)) = n(uk. Si existe
T = (u- = 20,21,...,%, = uy) Una u_u -trayectoria dirigida en s(S) tal que T # S3,,,
entonces £(T') > k, ya que si consideramos z; € T tal que i = max{j | z; € U_}, como
(Tn-1,u4) € F(s(S)) se tiene que i < n — 1. Consideremos z;, 1, por definicién de i,
Tiy1 ¢ U_. Por definicion de s(S), z,41 ¢ Uy, x4 € Bz, Y By, C T como £(3,.) > k,
entonces £(T") > k.
Por lo tanto dy(s)(z = u_,y = uy) > k.

Supongamos que u ¢ N, entonces N, es k-nicleo de 3., donde
r =min{dp, (u,w) | w € No} y puesto que {z,y} C N, dar (z,y) > k.
Por definicién de s(5), dys) (2, y) = £((z, B, ) = dgr (x,y) > k.
Por lo tanto dys)(z,y) > k.

Por otro lado, por definicion de s(S):
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ds(S) (y7 J)) = d.s(S)(ya U+) + ds(S’) (U+, u—) + ds(S)(,U'*) m)

Por el Lema 3.4, dy(s)(uy,u_) > k, por lo que dys)(y, z) > k.

Subcaso 2.2) x € N, yy € Ny conu # '
Consideremos varios posibles casos:

2.2.1) {u,uv'} C No.

222)u € Ngyu' ¢ No.

223)u ¢ Noy u' € N,.

2.24) u ¢ No y u ¢ No.

2.2.1) {u,u'} C N,.
Comoz € Nyyy € Ny entonces z € 8,y y € B,,. Como {u,u'} C N, se tiene que
dpo(u,u') > k'y dp,(u/,u) > k, por ser No un k-niicleo de Dy. Ya que {u,u'} C U, del

Lema 3.3 obtenemos que dy(s)(z,y) > dp, (u,w') > k'y degsy(y, 2) > dpy (v, u) > k

222)u € Ngyu' ¢ No.
Como ' ¢ N, entonces N, es k-nicleo de
B = Bu — {ty = B4y touyers - - - st o ()1} COD () > 1,
donde r = min{dp,(v',z) | z € No}.
Sea w € Ny tal que dp, (v, w) =7, dp, (v, u) = ¢, dp,(u,u') = s, por lo tanto £ + s > k,
ya que todo ciclo que pasa por un vértice de U tiene longitud mayor o igual a k.
Afirmamos que 7 + s > k.
Siw # wu, entonces dp,(u,u) + dp,(v,w) = s+ 71 > dp,(u,w) > k, porque

{u,w} C Nq.
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Siw = u, entonces r = £y como £ + s > k, tenemos que r + s > k.
Ahora si z # u_, por definicion de s(.9),
dss) (7, Y) = ds(s) (€, us) + do(s) (s, ) + digs) (L, ).
Por el Lema 3.3, dgs)(uy, ' ) > dpy(u,v') = s.
Como y € Ny, Ny es k-nucleo de 3., y por el Lema 3.1:
de(sy(u’_,y) > r.

Por lo tanto dys)(z,y) > s +r > k.

Si z = u_, por definicién de s(S):

dys(5)(Z,y) = dy(sy(u—, u_) + dyg) (v, y).

Porel Lema 3.3, dy(g)(u—,u’ ) > dp,(u,u') = s, como y € N, N, es k-nicleo de 57, y
por el Lema 3.1 dys)(u’_,y) > 7, por lo tanto dy(s)(z,y) > s+ > k.

Demostraremos ahora que dy(s)(y, ) > k.

Notemos que como y € Ny, por el Lema 3.1, dgs)(y,u/,) > k — 7y por el Lema
3.3, dys) (v, u) > dp, (v, u) = £ y por definicion de 7, £ > r.
Porlotantok —r 4+ ¢ > k.

Ahora si x # u.., por definicion de s(.9),

ds(5)(Y, 2) = ds(s) (Y, uly) + dy(s) (], u-) + dycs) (u—, )
Por lo que dy(s)(y,2) > k—r +£ > k.
Si x = u., entonces por definicién de s(.9):
ds(s) (Y, %) = da(s)(y, u) + dys) (!, us)

y por el Lema 3.3, dy(s)(u/,, ug) > dp,(u',u) = £.

Porlo tanto dys)(y, ) > k —r + £ > k.
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223)u ¢ Noy o' € Nq.

La demostracion es anéloga a la del Caso 2.2.2) intercambiando u con «'. Veamos a
continuacién como se demuestra.
Como u ¢ Ny, entonces N, es k-nicleo de

B =By — {u+ =ty s - - o Uk ((k—r)—11 COn () > 1,

donde r = min{dp,(u, z) | z € No}.
Seaw € Ny tal que dp,(u, w) = 7, dp, (v, u) = £, dp,(u,w') = s, por lo tanto £ + s > k,
ya que todo ciclo que pasa por un vértice de U tiene longitud mayor o igual a k.

Afirmamos que r + ¢ > k.

Siw # v/, entonces dp, (v, u) + dp,(u,w) = £+ 7 > dp,(u,w) = k, porque
{v/,w} C No.

Siw = v/, entonces r = sy como £ + s > k, tenemos que 7 + s > k.

Ahora siz # u’_, por definicién de s(9),

ds(s) (T, y) = dg(s)(, ul,) + da(s) (Uﬁr,lu—) + ds(s)(u—, y).

Por el Lema 3.3, dys)(u!y,u_) > dp, (v, u) = £.
Como y € N,, N, es k-nucleo de 3. y por el Lema 3.1:

d.s(S) (u—) y) >

Por lo tanto dyg)(z,y) > £ +r > k.
Siz = ', por definicién de s(S):
do(s)(Z,y) = ds(sy(u_,u_) + dy(sy(u—, y).
Por el Lema 3.3, dg(s)(u_,u-) > dp,(v',u) = £; como y € N,, N, es k-nicleo de 8oy

por el Lema 3.1 dysy(u—,y) > r, por lo tanto dysy(z,y) > L+1r > k.
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Demostraremos ahora que dgs)(y, z) > k.
Notemos que como y € N,,, por el Lema 3.1, dy(s)(y, ut) > k—ry porel Lema 3.3,
do(sy(uy,u’) > dpy(u,u') = s; y por definicionde r, s > 7. Por lo tanto k — r + s > k.
Ahora si z # u!_, por definicion de s(.9),
ds(S)(y, z) = ds(s)(y, uy) + ds(S) (uq, u’ ) + ds(s) (UL, )
Porlo que dys)(y,z) > k—r+s > k.
Si z = 4/, entonces por definicion de s(.5):
dys)(y, ) = dos)(y, ut) + dysy(u, ul))

y por el Lema 3.3, dy(s)(uy, v, ) > dp,(u,u’) = s.

Por lo tanto dys)(y, ) > k —r +s > k.

224)u ¢ Noyu' ¢ No.
Como u ¢ Noy u' ¢ Ny, N, es k-nicleo de
Ba = Bu = {ut+ =t trgupp—rs - - s by {(e—ry) -1} SOR (W) > 1,
donde 7 = min{dp,(u,w) | w € No},y Ny es el k-nucleo de
B = Buw = {1 = i a1+ bk ((h—ra)—1} €O (W) 2 1,

donde 7, = min{dp, (v, w) | w € Np}.

Sea w € N tal que dp,(u,w) = r1, w' € Ny tal que dp,(u', w') = ry, denotemos
por s1 = dp, (¢, u) y s2 = dp,(u,u’). Por definicién de ra, s; + 71 > ro. Por definicién

de ry, 8o+ 12 > 11

Por definicién de s(.5),
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de(s) (2, y) = doisy(z, uy) + dogsy (U, u') + dysy(ul, y).

Como =z € N,, por el Lema 3.1, dys)(z,us) > k — ry y por el Lema 3.3
ds(sy(ut,u’ ) > dp,(u,u’) = sa.

Como y € Ny, Ny es k-nmicleo de 3,7, por el Lema 3.1 dg(sy(u’_, y) > 9, entonces
dssy(z,y) > k—r1+s2+r2>k—ri+r=kyaquesy+7ry >y
Por lo tanto dy(s)(z,y) > k.

Demostremos que dys)(y, <) > k.

Por definicion de s (),

dy(s)(y, @) = da(s)(y, ) + da(s) (W, u-) + dy(s)(u-, 2)

Como y € Ny, N es k-nicleo de 372, por el Lema 3.1:

ds(S)(yauif-) > k — 2.
Como z € N,, por el Lema 3.1, dygs(u_,z) > 711 y por el Lema 3.3

de(sy (W, u_) > dpy(uw',u) = s1, ademas s, + 71 > ry. Por lo tanto

des)(y,2) 2 k—ro+ 81+ >2k—r2+r2=kF.

Caso3)z € No—Uyye€|J N, Tomemosy € N, paraalgunau € U.
uclU
Veamos los dos siguientes posibles subcasos:
3.)ue Ny

Subcaso 3.1) u € Nj.
Como {z,u} C Ny, entonces dp,(z,u) > ky dp,(u,z) > k,y por el Lema 3.3,

ds(sy(z,y) > dp,(z,u) > kcony € B,y dys)(y,%) > dp,(u,z) > kcony € 3,.
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Subcaso 3.2) u ¢ No.
Como u ¢ Ny, N, es k-nucleo de 3;,, donde
Bu = Bu = {ts = e w1+ -+ tnup—(h—ry -1} CONM(w) > 1

y r = min{dp,(u,w) | w € No}.

Sea w € N tal que dp,(u,w) = r, denotemos por s; = dp,(z,u) y por
se = dp,(u,z). Tenemos que s; + sz > k, ya que todo ciclo que pasa por un vértice
de U tiene longitud mayor o igual a k.

Afirmamos que s; + 7 > k.

Si w # z, como {w,z} C N, se tiene que dp,(z,w) > k, y ya que
s1+ 7 > dp,(z,w) se concluye que s; + 7 > k.

Siw = z, entonces r = s3, como sabemos que s; + s2 > k, se sigue que s; +7r > k.
Por definicion de s(S):

do(s)(,y) = dg(s)(z,u-) + dg(s)(u—, y).
Por el Lema 3.3 tenemos que:
ds(s)(z,u_) > dp,(x,u) = s1.
Como y € Ny, por el Lema 3.1, dys)(u—, y) > r, por lo que dys)(x,y) > 51+ > k.
Por definicion de s(S):
das) (Y, T) = dy(s)(y, uy) + dy(sy(ug, ).
Por el Lema 3.3 tenemos que:
ds(sy (v, T) > dp,(u,x) = 5o
Como y € Ny, por el Lema 3.1, dg(s)(y,u4) > k — 7, por definicién de r, s > 7, por lo

que k —r — 53 > k. Por lo tanto dys)(y, z) > k.
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Caso4)z €|J Ny,yy € No— U. Tomemos z € N, para alguna v € U.

welU

Consideremos los siguientes posibles subcasos:
4.1) u e NO

Subcaso 4.1) u € N,.
Como y,u € N, entonces dp,(y,u) > ky dp,(u,y) > k, y por el Lema 3.3,

do(s)(2,y) > dp,(u,y) > kconz € B,y dys)(y, ) > dp,(y,u) > kconz € 3,.

Subcaso 4.2) u ¢ No.
Como u ¢ Ny, N, es k-nucleo de 3;, donde
B = By — {u+ =t nupe—17 - - - bgup_jh—ry—1)} COR (W) > 1

y r = min{dp,(u,w) | w € Np}.

Sea w € N tal que dp,(u,w) = r, denotemos por s; = dp,(y,u) y por
sz = dpy(u,y). Tenemos que s; + s2 > k, ya que todo ciclo que pasa por un vértice
de U tiene longitud mayor o igual a k.

Demostremos que dy(s) (z,y) > k.

Por definicion de s (S):

des) (2, y) = dys) (z,u4) + dg(sy (ug, y).
Por el Lema 3.3 tenemos que:
ds(s) (Ut,y) = dp, (4, y) = sa.
Como = € Ny, por el Lema 3.1, dys) (z,us) > k — r, por definicién de 7, 52 > r,

por lo que dys) (z,y) > k—r+s2 > k.
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Ahora, demostremos que dys) (y, ) > k.
Por definicion de s (S):

ds(S) (y, fU) = ds(S) (y, U—) + ds(S) (’u—, 17)-

Por el Lema 3.3 tenemos que:

ds(S’) (ya U’“) 2 dDo (ya U) = 81.

Como & € Ny, por el Lema 3.1, dg(sy (u—, x) > 7, por lo tanto dys) (y, ) > s1 + 1.
Afirmamos que s; + 7 > k.
Si w # y, como {w,y} C N, se tiene que dp,(y,w) > k y ya que
$1+ 1 =dp, (y,u) + dp, (v, w) > dp,(y, w) > k, concluimos que s; +r > k.
Si w = y, entonces r = so, como sabemos que s; + $2 > k, se sigue que s; +7 > k.
Por lo tanto ds)(y, ) > 81 + 7 > k.
Por demostrar que N = (N — U)U UU N, es k-absorbente en s (.S), es decir, por
ue
demostrar que para toda z € (V(s(S)) — N) existe z € N tal que dys)(2, ) < k.
Sea z € V(s(S)) — N. Tenemos dos casos posibles que veremos a continuacion.
Caso 1)z € UU B, por lo cual tenemos que existe u € U tal que z € 3,,.
ue
Consideremos los dos siguientes subcasos posibles:

1.1) 2= Uy,

1.2) z £ u,.

Subcaso 1.1) Como z = uy ¢ N, entonces u ¢ Np. Puesto que Ny es un k-niicleo
de Dy existe z € Np tal que dp, (u, z) < k. Sear = min{dp, (v, w) | w € No} yw € No

tal que dp, (u, w) = r. Notese que r < k.
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SeaT = (u = 5(0),5(1),...,j(r) = w) una uw-trayectoria dirigida en Dy tal que
UT) = dpy(u, w).

Observamos que j(i) ¢ No, i@ # r, por la eleccion de w y ya que
dpo(u, §(1)) < dpy(u, w).

Sij(i) ¢ Uconi € {1,...,r}, por definicién de s(S):

dy(s)(uy, w) < ﬂ(u+,](1),](2), o, jr)=w)=r<kconw € No—U CN.

Sij(¢) € U paraalgunai € {1,...,7}, seae = min{i | j(i) € U, j(¢) € T}. Como
j(e) & No, entonces N es el k-nicleo de

j(e) j(e) j(e)
Bitey con Bl = By — {7{e)+ = 1] enis Enilenk—1o - o b ((k—r1)—11 )

donde 71 = min{dp,(j (e),z) | x € N}, y por el Lema 3.1 tenemos que A Nje).
Sea s = dp,(u, j(e)), notese que dp,(j(e),w) =r1ys+r =r.
Por definicion de s(S) se tiene que

dg(s) (u, tige)) = dy(s) (uy,j(e)-) + ds(S) (J (e) ﬂge))-

Como j(¢) ¢ Ucont € {1,...,e — 1}, entonces
ds(S)(u-’r,j(e)—) S e(u+a.7(1)7.7(2)’ s aj(e - 1))](6)—*) = 8.
Porel Lema 3.1: dy(s) (j(e)_,tige)) = r1, de donde ds(s)(u.,.,tﬁe)) <s+r=r<k,
entonces dg(s)(u4, £9) < kcon 8 € N.

Por lo tanto existe x € N tal que dg(s)(us,z) < k.

Subcaso 1.2) Como z # uy, z € B, — u..
Siu € Ny, entonces N, es k-nicleo de 3, por lo tanto existe z € N, tal que
dg, (z,z) < k, con lo que tenemos que dy5)(2, ) = dg, (2,2) < kconz € N.

Siu ¢ Ny, entonces N, es k-nucleo de 5y,
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Siz € 3, entonces como N, es k-nucleo de 3y, existe z € N, tal que dgr (2, z) < k.
Por lo tanto dy(s)(2,2) = dgr (2,2) < kconz € N.

Siz ¢ B, entonces z € {uy = 10tk 1 s bnk((—r)-1 ). COMO
uy ¢ N, por el Subcaso 1.1, existe z € N tal que dy(s)(ut,z) < r < k, y por defini-
cién de s(.S) tenemos que dy(s)(z, ) = dg(s)(2, uy) + ds(s)(u+, z), ademas por el Lema
3.1, dy(s)(2, u4) < (k—r)—1, de donde concluimos que dy(5)(2, ) < (k—r)—1+r = k—1

conx & N.

Caso2)z ¢ | B,
uelU

Como z ¢ N, entonces z € V (Do) — Np. Puesto que Ny es un k-nucleo de Dy,
existe z € Np tal que dp,(z,x) < k. Sear = min{dp,(z,w) | w € No} y w € Ny tal que
dp,(z,w) = r. Nbtese que r < k.

Sea T = (z = j(0),5(1),...,7(r) = w) una zw-trayectoria dirigida en Dy tal que
4(T) = dpy(z,w). Observemos que j(i) ¢ No, i # r, por la eleccién de w y ya que
dDo(z7j(i)) < dDo(za w)'

Sij(i) ¢ Uconi € {1,...,r}, por definicién de s(S):

dysy(z,w) < £(2,5(1),5(2),...,j(r) =w)=r <kconw € Ng—-U C N.
Sij(i) € U paraalgunai € {1,...,r},seae =min{: | j(z) € U, (i) € T}.
Como j(e) ¢ No, entonces Nj) es el k-nicleo de 377, con

_ N e i) ie)
Bty = Biter = 1)+ = LGenir tuliteni—1r - > tnistenyh—ith=ro)—11}

donde r1 = min{dp,(j(e),z) | £ € No}.

Por el Lema 3.1 tenemos que:
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tiie) € Nj(e).

Sea s = dp,(z, j(e)), ndtese que dp, (j(e),w) =riys+ri =r.

Por definicion de s(S) se tiene que:
dus)(2,857) = dygs) (2, 3(€) =) + dygs) (i (€) -, £7).
Como j(¢) ¢ Uconf & {1,...,e — 1}, entonces
dy(s)(2,5(e)-) < (2,5(1),5(2),...,i(e = 1),5(e)-) = s.

Por el Lema 3.1: ds(s)(j(e)_,tige)) = r, de donde ds(g)(z,tige)) <s+r =1 <k,
entonces ds(s)(z, tige)) <kcont!® € N,

Por lo tanto existe z € N tal que dys)(2,z) < k.

Hemos demostrado que N = (No — U)u |J N, es k-independiente y
uclU
k-absorbente.

Entonces N es k-nucleo de s(S).

Por lo tanto si Dy tiene un k-nicleo, entonces s(.S) tiene un k-niicleo. g

A continuacion veremos un teorema que fue demostrado por Hortensia Galeana Sanchez
y Laura Pastrana Ramirez en [10], que junto con el teorema anterior provee una extension
para k-nucleos del teorema demostrado por Hortensia Galeana Sanchez y Victor Neumann
Lara en [6] para nicleos.

Teorema 3.2. Sea S = (So, 3,U,,U_) un s-sistema, donde Sy = (Do, U, U, U_).
Supongamos que si (u4,v4) € F (U)o (u_,v_) € F(U_), entonces (u,v) € F (Do[U]).

Si s (S) tiene un k-niicleo, entonces Dy tiene un k-nucleo.




3.2 k-Nucleos en la digrafica s (.S) 107

Demostracion. Sea N un k-nicleo de s(S), definimos n, = N N 3, para cada
u€eU.

Afirmamos que Np = (N— UU Ne) U {u € U | u; € N} esun k-micleo de D,.

ue

Por demostrar que para todo {x,y} C Ny, dp,(z,y) > ky dp,(y,z) > ky paratodo
z € V(Do) — N existe z € Ny tal que dp,(z,z) < k.

Primero probaremos que para todo {z,y} C No, dp,(z,y) = ky dp,(y,z) > k.

Demostracion por reduccion al absurdo.

Supongamos que existe {z, w} C N tal que dp,(z, w) < k.

Sean {z,y} C N, tales que dp,(z, y) = min{dp, (¢, d) | {t,d} C No}.

SeaT = (x = z,%,...,2 = Yy) una zy-trayectoria dirigida en Dy tal que
T) = dp,(z,y), por la suposicion de que existe {z,w} C N tal que dp,(z,w) < k
y por la eleccién de 2 y y se tiene que dp,(z,y) = €(T) < k. '

Por demostrar que existe {w, w'} C N tal que dys)(w,w’) < k.

Consideremos los siguientes posibles casos:

Casol) Si z; ¢ U parai € {1,...,¢}, entonces T es una zy-trayectoria dirigida en
s(S) tal que dy(s) (z,y) < £(T) < k. Comoz ¢ Uyy ¢ U, entonces {z,y} € No —U.
Ahora por definicion de No, {z,y} C N tal que dys) (x,y) < k, contradiccion.

Caso 2) Si z; € U paraalguna i € {1,...,¢}. Sean {ai,as,...,aq} €V (T) tal que
a; € V(I')NUparai € {1,...,d},donde a; = z; y a;41 = zgcon j < q.

Subcaso 2.1) Consideremos el casoenque z ¢ Uy y ¢ U,porloque a; # =y

aq 7é Y. Sea So = dD() (ZL‘, al), S; = dDo (ai,ai_,_l), S8qg = dDo (ad, y), S = dDo (33, y) Notese




108 3 k-Nucleos en s-Sistemas.

que s = So+ 81+ -+ 841+ sqporlaelecciondez y y, z; ¢ Noparaj € {2,...,4—1}.
En particular a; ¢ Noya;, ¢ Nconi € {1,...,d}.

Sea 3,, = (ai_ = tgi,ti",...,tf:(ai) = ai+), comoa;_ ¢ Nya;,, ¢ N, 3, esuna
trayectoria dirigida de longitud = Omodk y N es un k-nucleo de s (.S), entonces existe
t5 € By, NN.

Sea ty' con b = max {j |t} € 8, NN} y t% con ¢ = min {j |t} € B,, N N}.
Demostraremos que existen {w,w'} C N tales que dys) (w,w’) < k, para esto primero
demostraremos las siguientes observaciones:

1. dycs) (ai_,t%) < dys) (air,2) con z € N, z esta bien definida ya que N es un
k-micleo de s (S) y a;, & N.

Por definicién de s (S) tenemos que:

dg, (ai_,a:,) = dg, (a;_,13") +dg, (T3, ;) + dg, (8, 0:,) =7 (a;) k.
De donde
dg, (ai_,t¥) = n(a:) k —dg, (t, 1) — dg, (8, as,)
= n(a)k — (n(a:) — Dk — s, (6, 0,) = k — dg, (t,az,) ... (%)

Por definicidn de s(.9), ds(s)(t;, 2) = dy(s)(ty?, @i, ) +dg(s)(ai, , 2) con z € N, como

ty' € N, dys)(ty', z) > k paratodo z € N, entonces

dﬁai (ai+’ z) = dS(S)(aH’ z) > k- ds(S) (tgi’ a’i+)'

Por (*) tenemos que dy(s)(a;_,t%) = dg, (a;_,t3") < dg(sy(ai,,2) conz € N.

2. dy(sy(ai,,ai41 ) = s;coni € {1,...,d—1}.

Tenemos que dys)(ai,, aiv1_) < €((ai,,T,air1_)) = s;yporel Lema3.3
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ds(s) (am aiv1_) > dp, (az-, ai+1) = Si.

Por lo tanto ds(s)(ai+,ai+1_) = 3S8; coni € {1, ce ,d — 1}.

3. dys)(z,a1_) = S0y dy(s)(aa,, ¥) = sa.

Tenemos que dg(s)(z,a1_) < ¢((z,T,a1_)) = so por definicién de a; y como
ds(sy(z,a1_) > dpy(x,a1) = so por el Lema 3.3, entonces dy(s)(z,a:_) = s. De igual
manera tenemos que dy(sy(aq,,y) < 4((aq,,T,y)) = sq, por definicion de a4 y por el

Lema 3.3, dysy(aa,,y) = dpy(aa,y) = sq, entonces dy(s)(aq,,y) = Sq.

4. ds(g)(ai_,tgi) <Sg+Sg-14+---+58; para 1< d.

Primero demostrémoslo para i = d.
Por 1) y 3):

ds(S) (a'd_a (a;d) < ds(S) (ad+7 y) =sq4cCoNnYy € N.
Supongamos que es valido para i, es decir, dy(s)(a;_,t%) < 84+ S4_1 + ++ + Sip1 + 55
Por demostrar para 7 — 1:
Por 1) tenemos que:
ds(S) ((1,1‘_14, tgiﬁl) S d_g(s) (ai*1+, tgz) con tgi € N.

Por definicién de S(S), ds(S) (ai_1+,t‘ji) = ds(S) (ai_1+,ai_) + ds(s)(ai_,tgi), de

donde dy(s)(ai—1,,a;_) = s;—1, por 2) y por hipotesis de induccion tenemos:
desy(ai_,t¥) < sq+ 841+ -+ 54

Entonces ds(s)(@i-1,,t¢') < 8a+ Sa-1+ -+ 8i + Si—1.
Por lo tanto dys)(a;_,t3) < sg+5q-1+---+s;paral <i < d.

Ahora demostraremos que existe {w, w'} C N tal que dys)(w, w’) < k.
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Por definicién de s(S):

ds(S) (.’L’, tgl) - ds(S) (:L'a ay_ ) + ds(S) (a'l._ ’ t(cll)'

Por (3) dys)(z,a1_) = s0.
Por (4) ds(S)(al_, tgl) S Sd + Sd—l + TP _+_ Sl.
Por lo tanto ds(s)(w,tgl) < Sg+Sa-1+ -+ 81+ 80 = s =dp,(z,y) < k, entonces

ds(s)(z,t2') < k. Contradiccién, ya que {z,t2'} C N.

Subcaso 22) z € Uyy ¢ U. Sean {aj,a2,...,a4} C V(T) — {z} tal que
a; e V(T)NU parai € {1,...,d},donde a; = z; y a;41 = zg con j < q.

Por demostrar que existen w € N y w’ € N tales que dys) (w,w’) < k.

Por definicién a; # z. Sea so = dp,(x,a1), $i = dpy(ai, @iy1), Sa = dpy(aq, V)
y s = dp,(z,y). Notese que s = sp + $1 + -+ + 84-1 + sq. Por la eleccién de 2 y v,
2; ¢ Noparatodaj € {2,...,¢ — 1}. En particular a; ¢ Nocon: € {1,...,d}, por lo
quea;_ ¢ Nya;, ¢ Nparai € {1,...,d}. Sea 3,, = (a;_ = tg",t‘fi,...,tzi(ai) = a;, ).
Comoa;_ ¢ N,a;, ¢ N, 3, esuna trayectoria dirigida de longitud = Omod ky N es un
k-niicleo de 5(S) entonces existe t5* € 3,, N N. Sea ty conb = max{j | t}* € B,, "N}y
tei conc=min{j | t3* € B, N N}.

Demostraremos que existe {w, w'} C N tal que dy(s)(w,w’) < k, para esto primero
demostraremos las siguientes observaciones:

1. dysy(ai_,te) < dys)(as,,z) con z € N, z estd bien definida ya que N es un
k-nucleo de s(S) y a;, ¢ N.

Por definicion de s(S) tenemos que:
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dgai (a;_,a:,) = dﬂai(ai_v, %) + dﬁai (t%,t)1) + d[@ai (8, ai,) = n(a;)k.
De donde
dg, (ai_,t3') = nla)k — dg, (t5',85') — dg, (87, as,)
=n(a)k — (n(a:;) — Dk —dg, (t',ai,) = k —dg, (ty',ai,) ... (x1).
Por definicion de s(S), ds(s)(ty", 2) = dos)(ty, @i, ) +ds(sy(ai,, 2) conz € N; como
ty' € N, dys)(ty, 2) > k paratodo z € N, por lo que

dﬂai (@iy,2) = dy(s) @iy, 2) 2 k — ds(s)(ty') @i )

Por (#;) tenemos que dy(s)(a;_,t%) = dg, (a;_,t%) < dg(s)(ai,,z) conz € N,

2. dg(sy(aiy,ai01_) = ssconi € {1,...,d—1}.
Tenemos que dys)(ai,,ai41-) < £((ai,,T,a,41_)) = s; y por el Lema 3.3
dS(S)(ai+, ai+1_) > dDo (ai, ai+1) = 8;.

Por lo que dy(s)(ai,,aiy1_) = s;coni € {1,...,d — 1}.

3. dg(s)(T4,01_) = S0y ds(s)(aa,, y) = Sa.

Tenemos que dys)(z4,01_) < £((z4,T,a1_)) = S por definicion de a; y
ds(s)(z4,a1_) = dpy(x,a1) = so por el Lema 3.3, por lo que dy(s)(z+,a1_) = so.

De igual manera tenemos que dy(s)(aa,,y) < £((aa,,T,y)) = sq4, por definicién de

aqy por el Lema 3.3, dys)(aq,,y) > dp,(aa,y) = 54, entonces dy(s)(aq, ,y) = Sa.

4. dg(sy(a;_,t%) < sg+ 831+ ---+s;paral <i < d.
Primero demostrémoslo para i = d.

Por 1)y 3):
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ds(s)(aq_, t%) < dys)(aa,,y) = sacony € N.

Supongamoslo valido para i, es decir, ds(s)(a;_,t%) < sq+ Sg—1 + -+ + Siv1 + Si.

Demostrémoslo para 7 — 1:

Por 1) tenemos que:
ds(S) (ai—l_,tgi) < ds(S) (ai~1+, t‘clz) con t% € N.

Por definiciéon de S(S), ds(s)(ai_1+,tgi) = ds(s)(ai_1+,ai_) + ds(s)((li_‘,t(cli), de

donde d(sy(a;-1,,a;_) = s;_1, por 2) y por hipdtesis de induccidn se tiene que
dys) (@i ,t%) < sqg+ 8g-1+ -+ s;.

Entonces ds(S) (ai_1+,tgi) <8g+8q-1+--+8+8_1.
Por lo tanto dyg)(a;,t%) < 854+ 84-1 + -+ s;paral <i < d.

Ahora demostraremos que existe {w, w'} C N tal que dys)(w,w’) < k.
Por definicion de s(.5):

do(s) (T4, 1) = dy(sy(74, a1_) + dy(s)(ar_, t21).

Por (3) dy(s)(24,a1_) = so.
Por (4) dysy(ai_,t3') < sq+84-1+ -+ s1.

Por lo tanto dgg)(z4,12') < sg+84-1+-- -+ 51+ 80 = s = dp,(z,y) < k, entonces

dg(s)(z4,t2) < k. Contradiccion, ya que {z,,t2'} C N. Puesto que por definicién de

N0,$+€N.

Subcaso 2.3) z ¢ Uy y € U. Sean {ai,as,...,a4} C V(T) — {y} tal que

a; € V(T)NUparai € {1,...,d}, donde a; = 2z; y a;y1 = zgcon j < q. Se de-
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muestra de igual manera que el Subcaso 2.1) que existen w € N y w’ € N tales que
dg(s)(w, w') < k, sustituyendo cuando se hable de s(.S), y por y_.

Veamos su demostracion.

Recordemos que por la Observacion 3.1,y € Nsiysblosiy_ € N.

Por demostrar que existen w € N y w’ € N tales que dys)(w, w') < k.

Por definicién a4 # v.

Sea s = dp,(z,a1), $; = dpy(a;, @i11), Sa = dpy(aq, y) ¥ 8 = dp,(z, y).

Notese que s = sg + S + * -+ + Sq-1 + 84. Por laeleccion de z y y, z; ¢ No para
todoj € {2,...,{—1}.

En particular a; ¢ Nocon¢ € {1,...,d}, porloque a;_ ¢ Nya;, ¢ N para
i€ {l,...,d}. Sea B, = (a;_ = tgi,t‘l"',...,tf:(ai) =aq,;, ). Comoa;, ¢ N,a;, & N,
f3,, es una trayectoria dirigida de longitud = Omod ky N es un k-nicleo de s(.S) entonces
existe t5* € 3,, N N.

Sea t,’ con b = max{j | t}* € B,, N N}y t3 conc=min{j |t} € B, N N}.

Demostraremos que existe {w,w'} C N tal que dys)(w, w’) < k, para esto primero
demostraremos las siguientes observaciones:

1. dysy(ai_,t¥) < dgs)(as,,2z) con z € N, z estd bien definida ya que N es un
k-nucleo de s(S) y a;, ¢ N.

Por definicién de s(.S) tenemos que:
dg, (ai_, i) = dg, (a;_, &) + dg, (8, 85") + dg,, (&', ai,) = n{as)k.
De donde

dga (ai_ ; tg’) = n(az)k —_ dﬂai (tgi, tgl) — dﬁai (tgi, ai+)

4
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= n(a'i)k ( (a"l) - l)k dﬂ (tb 7a’1+) =k - dﬂai (tgi’ ai+) T (*1)
Por definicion de s(5), ds(s)(ty", 2) = ds(s) (857, @iy ) +ds(s)(aiy, 2) conz € N como
ty € N, dys)(ty',z) > k paratodo z € N, por lo que

dg,, (a7'+7 2) = dys)(aiy, 2) = k= dys)(ty', ai).

Por (*;) tenemos que:

ds(sy(ai_, t5') = dg, (ai_, t3*) < dg(s)(aiy, 2) conz € N,

2. dy(s)(ai,,0541_) = s;coni € {1,...,d—1}.
Tenemos que dys)(ai,,aiv1_) < €((a:,,T,a:41_)) = s; y por el Lema 3.3
ds(s) (@iy, Gip1_) 2> dpo(as, air1) = si.

Por lo que dy(s)(as,,ai41_) = s;cond € {1,...,d —1}.

3. ds(S)(x; a;_) =80y ds(S)(ad+a Y_) = Sq.

Tenemos que dyg)(z,01.) < £((2,T,a,_)) = so por definicién de a; y
ds(s)(x,a1_) > dp,(z, a1) = so por el Lema 3.3, por lo que dg(s)(z,a1_) = so.

De igual manera tenemos que dy(s)(@a,,y—) < £((aq,,T,y-)) = sa, por definicién

de aq y por el Lema 3.3, dys)(aq, ,y-) = dp,(aq,y) = sq, entonces dy(s)(aq,,y—) = Sa.

4. dys)(a;_,t¥) < sg+8g-1+ -+ s;paral <i < d.
Primero demostrémoslo para ¢ = d.
Por 1)y 3):
ds(S)(ad , ) <ds(s)(ad+,y ) =ggcony € N.
Supongamoslo valido para i, es decir, dy(s)(a;_,t5') < sa+ Sa—1 + -+ + Siy1 + Si.

Demostrémoslo para: — 1:
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Por 1) tenemos que:

ds(s) (ai_L, tgi“l) < ds(S) (a/i‘1+, tz”) con tg" € N.

Por definicidén de S(S), ds(S) (ai_1+, tg’) = ds(g) (ai_1+, ai_) + ds(s) (ai_,t‘c“‘), de
donde dy(sy(ai—1,,a;_) = si—1, por 2) y por hipdtesis de induccién se tiene que

do(sy(@i_,t07) < 8g+ 841+ - + 8i.

Entonces ds(s)(@i—1,,t0) < Sg+ 8g_1+ -+ + 8 + 8;-1.
Por lo tanto ds(g)(ai_,tg'i) S Sq4+ 841+ -+ 8; para 1 S 7 S d.
Ahora demostraremos que existe {w, w'} C N tal que dy(s)(w,w') < k.

Por definicion de s(S):

dys)(tpy?, y-) = dg(sy (13, aa, ) + dys)(aq,, y-).

Por (3) ds(sy(aq,,y-) = sa.

Por (4) dy(s)(aq_,t3¢) < sq.

Por (%;) tenemos que dg,_ (ty¢,aq,) =k — dg, (aq_,t34).

De donde tenemos que dy(s)(,%, aq, ) = dﬁad (t%, a4, ) < k — sq.

Por lo que dy(s)(ty?,y-) < k — sq + sq = k. Contradiccion, ya que {t;¢,y_} C N.

Puesto que por definicion de Ny, y— € N.

Subcaso 2.4) x € Uy y € U. Se demuestra de igual manera que el Subcaso 2.1)

que existenw € N y w’ € N tales que dy(s) (w, w') < k, sustituyendo cuando se hable de

s(S), z por z, y y por y-.

Concluimos por los casos 1) y 2) que para todo {z,y} C No, dp,(z,y) > ky

dDo(y> .T) Z k.
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Ahora demostraremos que para todo z € (V(Dg) — N) existe w € N tal que
dp (2, w) < k.

Consideremos los siguientes casos posibles:

Caso 1)z ¢ U.

Por definicion de s(S), z € V(s(S)). Como z ¢ Noy 2z ¢ U, por definicion de Ny,
z ¢ N, por lo que existe w € N tal que dys)(2,w) < k.

Siw¢ |J B, entoncesw € N— |J 7,y por lo tanto w € Do N Ny, y por el Lema

uelU ueU

3.3 tenemos que dp, (2, w) < dygs)(2, w) < kconw € No.
Siwel B,
ueclU
Si w = a_ para alguna a € U, entonces por la Observacion 3.1, a,. € N, por lo que
a € Ny N Dy, por definicion de Np.

Por el Lema 3.3 tenemos que:

dpo(2,0) < dgs)(2,w =a_) < kcona € N.

Siw # a_ paratoda a € U, entonces existe a; € U tal que
wE B, —ar = (... Tl = 01,)-

Noétese que como w # a;_, N es un k-nicleo, w € N N B, y dys)(z,w) < k,
concluimos que a;_ ¢ Ny w = t3* conc = min{j |t} € NN, }. Comoa;_ ¢ N, por
el Lema 3.5 podemos construir una sucesion: ai, ay, . . ., a,, tal que

a) dy(s) (ty, te ) =k

b)a; € Uparai € {1,...,m—1}

¢) Sia,, € U, entonces a,,_ € N

Si a,,, ¢ U, entonces a,, € N.
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d) ri1 = dssy(@ig1, te") < dssy(a;_,t%) = r; tal que 7, = 0.
e)ri=8+S1+ - +8m 1,11 <k
Donde ¢ = min{j | ;' € NN B, }y 8; = dy(s)(@iy, a1 ) coni € {1,...,m — 1},
Por demostrar que dp,(z, am) < k.
Sabemos que ds(s)(z, w = t2') < k, y por definicion de s(S),

do(sy(2,13) = dy(s)(2,01.) + dysy(a1_,t21) < k;
ademas por e) tenemos que 1 = dys)(@1_,3) =81+ 52+ -+ Spp1.
Denotemos por so = dy(s)(2, a1_), entonces

ds(s)(2, %) = 89+ 81+ 82+ ++ - + Sy < k.

Por otro lado en Dy se tiene que
dS(S) (Z, a’m) =< dDo(Za al) + dDo (ab a2) +et dDo (a‘m~—17 a‘m)
por definicion de las a;.

Por el Lema 3.3 sabemos que

dDO(Z,al) < ds(S’)(Zaal—) = So,

dpo (@i, ait1) < dys)(@ip, aip1_) =siparal <i<m —2,

dDo (am~1> a‘m) S ds(S) (am—1+a am) = Sm—1, Si am ¢ U»

0dp, (am—1, am) < ds(S)(am—1+, am_) = Sm-1, 81 am € U.

Por lo tanto dpy (2, am) < So+ 81+ -+ + Sm—1.
Por otro lado sabemos que dy(s) (z,t8) =so+ 81+ + Sm-1 < k.
Entonces dp, (2, am) < so+ 51+ -+ + Sm—1 < k.

Por lo tanto dp,(z, an) < k.
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Ahora, si a,, ¢ U, como a,,, € N, por definicion de s(S) y de Ny, am, € No.
Si a,, € U, entonces a,,_ € N,y por la Observacién 3.1, a,,, € Ny por lo tanto
Am € N().

De donde concluimos dp, (2, am) < k con a,, € No.

Caso 2) Si z € U, entonces por definicién s(S), {zy,2-} € V(s(S)), como
z ¢ Noy z € U, por definicién de Ny, 2. ¢ Ny 2z ¢ N, por lo que existe w € N
tal que dy(s)(24,w) < k. Por lo que éste caso se demuestra de manera andloga al Caso 1)
sustituyendo z por z, cuando se refiera a s(S). Veamos su demostracion.

Siw ¢ |J B, entoncesw € N— |J n,, por lo tanto w € Dg N Ny, por el Lema

uclU ueclU

3.3 tenemos que dp, (2, w) < dgs)(24, w) < kconw € No. Siw € UU Ba-
ue
Si w = a_ para alguna a € U, entonces por la Observacion 3.1, a,. € N, por lo que
a € Ny N Dy, por definicion de Nj.
Por el Lema 3.3 tenemos que:

dpy(2,a) < dys)(2z4, w = a_) < kcona € No.

Siw # a_ paratoda a € U, entonces existe a; € U tal que
wE By, —ar. = (11 ek = 014)-

Notese que como w # a;_, N es un k-nucleo, w € NN G, y dys)(z4,w) < k,
de donde concluimos que a; . ¢ Ny w = t3* con ¢ = min{j | t;* € NN G, }. Como
a;_ ¢ N, porel Lema 3.5 podemos construir una sucesion: aq, az, . . ., @, tal que

a) dy(s) (ty' te'™) = k

b)a; e Uparai € {1,...,m —1}

¢)Sia,, € U, entonces a,, € N
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Si a,, ¢ U, entonces a,, € N.
d) riv1 = ds(s)(@irr o) < dgsy(a; ,t%) = r; tal que r,, = 0.
e)ri=8+sin+ - +sm1,m1 <k
Donde ¢ = min{j |t € NN B, }y 8 = dy(sy(aiy, i1 ) coni € {1,...,m— 1}
Por demostrar que dp, (2, am) < k.
Sabemos que dg(s) (24, w = t3') < k, y por definicion de s(5),
do(s) (24, t2) = dg(5)(24,01_) + dg(sy(a1_,t31) < k;
ademas por e) tenemos que 71 = dy(g)(a1_,t3) =81+ 82+ - + Sp1.
Denotemos por so = dg(s)(2+,a1_), entonces

do(s)(z4,t3) = S0+ 81+ 82+ -+ + 81 < k.

Por otro lado en Dy se tiene que

ds(s) (24 am) < dpy(2,a1) + dpy(a1,a2) + - -+ + dpo (@m—1, am)

por definicién de las a;.

Por el Lema 3.3 sabemos que

dpy(z,a1) < dy(s)(24,a1_) = so,

dpo(@iy air1) < dgsy(aiy, 0541 ) = s;paral <i <m —2,

dpo(@m—1,0m) < dg(s)(Am-1,,0m) = Sm—1,Siam ¢ U,
0 dpy(Am-1,8m) < ds(s)(@m1,,0m_) = Sm—1, Si ap, € U.
Por lo tanto dpy (2, am) < So+ 81+ - + Sm—1.
Por otro lado sabemos que dy(s)(24,3*) = so+ 51+ -+ Sm_1 < k.

Entonces dp, (2, am) < so+ 81+ -+ + Sm—1 < k.
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Por lo tanto dp,(z, am) < k.

Abhora, si a,, ¢ U, como a,, € N, por definicion de s(S) y de Ny, a,, € No.

Si ap, € U, entonces a,,_ € N, por la Observacién 3.1, a,,, € N y por lo tanto
am € No.

De donde concluimos dp, (2, am) < k con a,, € No.

Por lo tanto para todo 2 € (V(Dg) — No) existe w € Ny tal que dp,(z,w) < k.

Por lo que Ny es un k-nicleo de Dy.

Por lo tanto si s(.5) tiene un k-nicleo, entonces Dy tiene un k-niicleo. g

A continuacion veremos un corolario que concluye que una digrafica Dy tiene k-
nucleo si y s6lo si s (S) tiene k-nucleo.

Corolario 3.1. Sea S = (Sy, 8,U,,U_) un s-sistema, donde So = (Do, U, U, U..).
Supongamos que si (uy,v,) € F (U)o (u_,v_) € F (U_), entonces (u,v) € F (Do[U]).
Para todo ciclo dirigido C de Do con V (C) NU # O, se tiene que £ (C) > k. Entonces Dy
tiene un k-ntcleo si y sélo si s (S) tiene un k-nucleo.

Demostracion. Es inmediata usando los Teoremas 3.1y 3.2. g

En particular, el corolario anterior se cumple para digraficas con nicleo, puesto que
un nucleo es un k-nicleo con k = 2, ademas para cada vértice u € U y cada ciclo C C Dy
con u € C, tenemos que £ (C) > 2. Asi, este corolario es una generalizacién del teorema
demostrado por Galeana-Sanchez y Neumann-Lara, que se enuncia como sigue:

Si Dy es una digraficay U C V (D), mediante las definiciones de sg-sistema y s-
sistema construimos la digrafica s (.S). Supongamos que si existe la flecha (u,,v,) enla

digrafica U, o bien, si exite la flecha (u_,v_) en la digréfica /_, entonces (u, v) estd en
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las flechas de la digrafica Dy inducidas por U. Entonces Dy tiene un nucleo si y sélo si
s (S) tiene un nicleo.

Usando este teorema podemos hallar una gran variedad de digraficas que tengan na-
cleo, a partir de una digrafica que tenga nticleo.

Veamos un ejemplo de este teorema, consideremos la digrafica Dy de la Figura 3.4,
donde U = {a,c,f,g} y cuyo nucleo es No = {b,d, f,h}. Entonces
Ny — U = {b,d, h}. Construyamos la digrafica s (S) con k = 2, la longitud de las trayec-
torias dirigidas es par y se muestran a continuacion:

B, = (a- = ag,a1,02 =ay), p, = (c— = cg,c1,Co,C3,C4 = C4),
By = (f- = fo, fr, fa, f3, fu, f5, fo = f+)s By = (9- = 90,91,92 = g+). Como a ¢ No,
entonces a_,a, ¢ N,, donde N, es el nucleo de 3, por lo tanto a; € N,. Como ¢ ¢ N,
entonces c_,c, ¢ N, donde N, es el niicleo de 3, por lo tanto c; € N, lo cual implica que
c1 € N.. Como f € Ny, entonces {f—, f1} C Ny, donde Ny eselnicleo de 3, por lo tanto
fo € Ny,  lo cual implica que fi € Ny. Como
g & Ny, entonces g_,g, ¢ N,, donde N, es el niicleo de 3, por lo tanto g, € N,.
Asi, Ny = {a1}, Ne = {e1,¢3}, Ny = {f- = fo, f2, fs, fo = f+}, Ny = {g1}. De donde
N=(No—U)UN,UN.UN;UN, = {b,d,h,ay,c1,¢3, f— = fo, f2, f1, fo = f+, 1 }
Usando este teorema, tenemos que N es el nucleo de la digrafica s (S) de la Figura 3.5.

Ahora si consideramos la digréfica s (S) de la Figura 3.5, donde U = {a,c, f, g},
Ny = {a1}, N. = {c1, ¢35}, Ny = {f==fo, fos fo, fo = f+}, Ny = {91}, cuyo nucleo es
N ={b,d,h,ar,c1,¢3, f- = fo, f2, fs, fo = f+,91}. Porloque N— |J N, = {b,d,h}y

uclU

{v € U | uy € N} = {f}. Usando el teorema anterior concluimos que
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No=(N—- U N)U{u €U |us € N} ={bd,h, f}

uelU

es el nucleo de la digrafica D, de la Figura 3.4.

f
g N,={b.d.th}

Figura 3.4. Dy con nucleo Ny

O f

9 G679, f,
N={a,b.c..c.df. f.ff.0.h}

Figura 3.5. s (S) con nticleo N
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Ahora, mostremos el caso k£ = 3. Sea la digrafica Do como en la Figura 3.6, donde
U = {c, g} y cuyo 3-niicleo es Ny = {a,d, g}. Entonces Ny — U = {a, d}. Construyamos
la digrafica s(S) con k = 3. Como U = {c,g}, tenemos que V(U_) = {c_,g_ }y
FU)={(c9-)} yaque (c,9) € F (Do), V (Us) = {ct,9+} y F (Us) = {(c+,9+)}
yaque (¢,g) € F (Dy).

La longitud de las trayectorias dirigidas es = 0 (mod 3) y se muestran a continuacion:

B. = (¢ =co,c1,69,¢c3=cy4), B, = (9- = 90,91, 92, g3, 94, 95, 96 = g+). Como
a,d ¢ Uy {a,d} C Ny, usando el Teorema 3.1 tenemos que {a,d} C N. Yaquece Uy
c & Ny, entonces c_, ¢, ¢ N, donde N, es el 3-nicleo de 3. Puesto que dy(s) (¢2,d) = 2,
se tiene que co ¢ N.. Tenemos que ¢ € N., ya que
ds(s) (c1,d) = dys) (1,9 = go) = 3. Como g € N, entonces {g_, g+ } C N,, donde N,
es el 3-nicleo de 3, por lo tanto g, g2, 94,95 & Ny. Asi, g3 € N,. Por lo tanto N, = {c1},
Ny ={9- = 90, 93,96 = g+ }.

De donde N = (Ng —U)UN,.UN, ={a,d,c1,9- = go,93,96 = g+ }

Usando el Teorema 3.1, tenemos que N es 3-nticleo de la digréfica s (S) de la Figura
3.7.

Ahora si consideramos la digrafica s (S) de la Figura 3.7, construida a partir de
la digréfica Do de la Figura 3.6, donde U = {c,g}. Ademas, V(U_) = {c_,g-}y
FU-) ={(c-,9-)} yaque (c,g) € F (Do), V(Uys) = {cs+,9+} y F (Us) = {(c+,9+)}
yaque (c,g) € F (Dy).

La longitud de las trayectorias dirigidas es = 0 (mod 3) y se muestran a continuacion:

/Bc = (c‘ = Cp,C1,C2,C3 = C+), ﬁg = (g— = go, 91,92, 93,34, 35,96 = g+)'
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Sabemos que N = {a,¢1,d, g, g3, g+ } es 3-ntcleo de s (S). Sean. = NN3, = {c1}

yng=NnNPB,={g-,939+} Entonces N— |J n, = N — (n.U1n,) = {a,d}. Como

uclU

g+ € N, entonces {u € U | u, € N} = {g}. Usando el Teorema 3.2 concluimos que

No=(N- U n,)U{u€eU|u, € N}={a,d,g}

uelU

es 3-nucleo de la digrafica Dy de la Figura 3.6.

h 9 U={cg}

N.={a.d.g}
Figura 3.6. Digréfica Dy

s 9, 9.
N={a.c.d.g.9,9.}

Figura 3.7. Digrafica s (S)
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Teorema 3.3. Sea S = (So, 3,U;,U_) un s-sistema donde Sy = (Do, U, U, U_).
Supongamos que si (uy,vy) € F (U)o (u_,v_) € F (U_). Entonces (u,v) € F (Do[U])
y paracada u € U y cada ciclo C C Dg con u € C se tiene que ¢(C) > k, entonces el
numero de k-nicleos de Dy es igual al niimero de k-nucleos de s(S).

Demostracion. Sea K el conjunto de todos los k-nuicleos de Dy y K* el conjunto de
todos los k-nucleos de s(S).

Sea f : K — K* tal que si N es un k-nicleo de Dy, entonces f(N) = X (N)UY (N),

donde:
X(N)={veV(s(S)|veN-U}y

Y(N)={veV(s(9))|veld N}

uelU

y para cada u € U, definimos NV,, como sigue:
Siu € N, entonces N,, es el k-nucleo de 3,,.

Siu ¢ N, entonces N, es el k-nucleo de 5, donde

Bu = By — {us = Gper trwn—15 -+ Inque—((h—r)—1y} SOD (W) > 1,y

r = min{dp,(u,w) | w € No}.

En la demostracién del Teorema 3.1 se prueba que f(N) es un k-nucleo de s(S).
Demostremos que el mapeo f es inyectivo.
Sean N, y N» dos k-niicleos de Dy tal que Ny # No.

Supongamos sin pérdida de generalidad que N; — N> # (). Seah € N; — Ns.

i)Sih ¢ U, entonces h € V(s(S))y h € X(N1) = N; —U. Porlo tanto h € f(Ny).

Comoh ¢ Noy h ¢ U, entonces h ¢ X(N2)y h ¢ Y(No).
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De donde h ¢ f(N3).
S f(N) # f(Na).

it) Si h € U, entonces, como h € N;NU, N} es un k-nucleo de 3,,, por el Lema 3.1,
{hy,h_} C N;,entonces h_ € Y(NN,). Porlotanto h_ € f(N,).
Luego, como h & Noy h € U, N7 es un k-niicleo de 3}, donde
On = Bp —{hs = tﬁ(h)k? tZ(h)k—lﬁ e 7t2(h)k—[(k—7‘)—1]} conn(h) > 1,y

r = min{dp,(h,w) | w € N2},

por el Lema 3.1, h_ ¢ N7, entonces h_ ¢ Y (N,). Ahora, como h € U, h_ ¢ X(Ns),

tenemos que h_ ¢ Y'(Ny).

Por lo tanto
fF(N1) # F(N2).
De donde
K| < |K*....(a)
Sea g : K* — K tal que si N es un k-nicleo de s(S5), entonces

g(N) = X(N)UY(N), donde:
X(N)={ueV (Do) |lueN=U n,}y

ucll

Y(N)={u€V (Do)NU |u, € N}

y para cada u € U, definimos , = N N 3,,.
En la demostracion del Teorema 3.2, se prueba que g(N) es un k-ntcleo de D.
Por demostrar que g es inyectiva.
Sea { N1, No} C K* tal que N7 # No.

Supongamos sin pérdida de generalidad que N; — N, 5 ().
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Denotemos por 7., = 3, N N1, 12 = 8, "Ny conu € U. Seah € N; — N.

iySih ¢ B, entonces h ¢ 3, paratodo u € U y como h € Nj, se tiene que
uclU

h ¢ (N1N3,,) paratodo u € U,y por lo tanto h ¢ 7l paratodo« € U, entoncesh ¢ | 72.

uelU

Porlotanto h € Ny— |J 7.,

uelU

ii) Si h € B, entoncesseaa € U tal que h € B, = {t3,11,... %0} con
uell
n(a) > 1.
Denotamos por:
77L1L :ﬂale - {Cl,CQ,...,Cm}y
773 _—‘ﬁaﬂNz = {61,62,...,6@}.

Demostraremos que nl NnZ = (.

I. Notemos que
dys)(ciyciy1) = kconi € {1,...,m — 1}y dys)(ei,ei41) = kconi € {1,...,4—1}.
Como N; es un k-nucleo de s(S) y por definicion de s(.5) tenemos que
dg, (ci, ciy1) = dg(s)(ci, ciy1) > k paratodos € {1,...,m — 1}

Supongamos que dg, (ci, ¢iv1) > k donde ¢; = t§ € 3, entonces dg_(t5,,,cit1) > k, es
decir, dg_(t,1, N1) = ds(s)(t5,1, N1) > k con ty,; ¢ N;. Contradiccion, puesto que NNy
es un k-nucleo.

Por lo tanto dg_(¢;, cit1) = dg(s)(ci, civ1) = kparatodo: € {1,...,m —1}.

Anélogamente se demuestra que dy(s)(€;, €i+1) = k paratodoi € {1,...,{—1}.

Como N es un k-nucleo de s(.S) y por definicion de s(S):
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dﬁa(ei, 6i+1) = ds(s)(ei,ei_;_l) > kconi € {]., e ,@ — 1}

Supongamos que dg_(e;, e;+1) > k donde e; = t§ € 3, entonces dg_(t3,,,€:41) > k, es
decir, dg, (5,1, N2) = ds(s)(t511, N2) > k contf,; ¢ N,. Contradiccién, puesto que N,
es un k-nucleo.

Por lo tanto dﬁa(e,-,e,-H) = ds(s)(ei, €i+1) =k para todoi € {1, PN ,E - 1}

I1. Demostremos que 1. Nn2 = (.
Supongamos que 72 N2 # 0, por lo que existe ¢; € 7} tal que ¢; = e; con e; € 2.
Por hip6tesis h € Ny — Noy h € 3, entonces h € 1)L, h = c,.
Supongamos que ¢ > s, por la observacién anterior dg_(h = ¢5,¢;) = tr, 1 <t < n(a),
sustituyendo tenemos que ds_ (h = ¢,,¢; = ¢;) = tk. Como h € 3,, se tiene que h = e,y
por lo tanto h € N,; contradiccidn, ya que h € N; — No.
De donde ¢; # e; para todo %, j.

Sninng?=0.

Analogamente se demuestra que . Nn2 = @sii < s.

Supongamos que ¢ < s, por la observacion anterior dg_(¢;, h = ¢;) = tg, 1 <t < n(a),
sustituyendo tenemos que dg_(c; = e;, h = ¢,) = tk. Como h € [3,, se tiene que h = eg, y
por lo tanto h € N,, contradiccion, ya que h € N; — No,.

De donde c; # ¢; para todo i, j.

Sninn?=0.

Ahora demostremos que g(/N7) # g(Na).

Consideremos los siguientes posibles casos:
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Caso1)ay € N1 yaq ¢ No.
Como a, € N, entonces a, € 7., puesto que 7l N7n2 = (P, tenemos que a, ¢ N2y
por lo tanto a, ¢ N,. Por definicidn de g, si a,. € Ny, entonces a € Y(N), por lo que
a € g(Ny). Como a; ¢ No, entonces a ¢ Y (Nz), y por definicién de g, a ¢ X (N2).
Por lo tanto a ¢ Y (N2) U X (V2).

Asi, g(N1) # g(N2).

Caso2)a, ¢ Nyya, € Na.
Como a, € N,, entonces a € Y(Ns), por lo que a € g(N,). Como a, ¢ Ny, entonces

Por lo tanto g(N;) # g(Na).

Caso 3) ay ¢ N1 ya, ¢ NQ.
Como a, ¢ Ny, por la Observacién 3.1, a- ¢ N;. Como a; ¢ N,, por la Observacion
3.1, a_ ¢ NQ.

Definamos tz, y tZ, con

¢y = min{j | t} € 8, N N1},
c; = min{j | ¢ € B, N Nao},
7‘(11 = ds(s) (a t® ),

-1 ver

7'(21 = ds(s)(av, t(clz)'

Puesto que nl NnZ = 0,12 #12 yrl #r2.
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Supongamos que 72 < rl. Ya que a_ ¢ N, por el Lema 3.5, existe una sucesion

a = ay,ds,...,a,tal que:
a) dus) (151, 157) = &
b)a;€Uconie {l,...,m—1}
¢) Si a,,, € U, entonces a,,_ € No.
Si a,, ¢ U, entonces a,, € Na.
d)r?,, <r?paratodoi € {1,...,m — 1} tal que r2, =0
donde:
b2 = max{j | t;' € B,, N Na},

Co = mln{] | t?i € /Bai N N2}s

7"1-2 = ds(g) (ai_ , tg; ) .

Definamos de igual manera;

by = max{j | tJ* € B,, N N1},
¢1 = min{j | t?" € Bq, N N1},
i = dy(s)(a;_, t%).
Nétese que: dys) (tg;, a;, ) > dys) (tgli,ai+) paratodoi € {1,...,m — 1}.
Demostracion por induccion sobre <.
e Parai = 1, tenemos que a; = a y por hipétesis se tiene que > 72, es decir,
Te = dgs)(a,t2) > dys)(a_,t2) = T2,

Por el Lema 3.1, dy(s)(t,), a1, ) = k — rly dy(sy(ty,01,) =k — r2,
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Por lo tanto dy(s)(t5,, a1,.) > dys)(ty, a1,).

e Supongamos que es valido parai—1, esto es, dy(s)(ty. ', ai—1,) > dy(s)(ty ", aio1,)

e Demostrémoslo para <.

Por el Lema 3.5 inciso (a), tenemos que dy(s)(t. ', t%) = k.
Por definicién de s(S):
k= dys)(ty, 5 18) = da(s) (B, 5 @i-1,) + dos) (01,5 165)
> dy(s)(ty, 5 @im1y) + dsesy (@i, t61).
Entonces, dys)(t, ™, %) < kcont, ™ € Ni.

Por lo que t ¢ N;.

Usando la definicion de s(S) tenemos que:

ds(s) (tZi_latzé) = ds(s) (tZi-l, a;_) +dysy(a;_,t3) <k ...(1)

y ds(S) (tgli~1,t‘clli) = ds(s)(tgl"'l,ai_) + ds(s)(a,-_, tgli) >k ... (2)

De (1) tenemos que:

i

ds(s)(ai_, tg) <k-— ds(S) (tg'fl, ai_) 6

De (2) se tiene que
dy(sy(ai_, 1) > k — dy(s)(ty: ™, a:_) = &.

Por lo que

dg(sy(ai_, 1) < & < dssy(ai_, te).

De donde

ds(S) (ai_ 5 tg;) < ds(S) (a'i_ ’ tgi)

Por lo tanto 72 < r}.
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Por el Lema 3.1, dy(s)(ty, a:,) = k — 12y do(s (3,05, ) = k — 1.
Entonces

ds(s)(thy> @iy) > ds(s)(ty; Gy )
En especial para m — 1, tenemos que

dS(S) (tzgn_la a’m"1+) > dS(S) (tzzn_laam—lqt) cee (3)

Ahora demostraremos que g(NV;) # g(Nz).
Si an, ¢ U, entonces por el Lema 3.5.¢), an, € Na NV (s(s)).
Por definicion de g, a,, € X(N2) = No— UU Ny
ue

Entonces a,, € g(Na).
Por demostrar que a,, ¢ N;.
Por definicion de s(S) y por el Lema 3.5.a) se tiene que

k= dys)(ty ™ am) = ds(s)(tyy " @m—1,) + ds(s)(@m—1,., am)

> dysy(tyr 5 amo1,) + ds(s)(@m-1,, am) = ds(s) (ty7 ", am).
Asi, dy(s)(t," ", am) < k cont,™* € Ny, Por lo que a,, & Ny— UU Ny = X (Ny).
ue

Como a,, ¢ U, entonces a,, ¢ Y(N;) = {u € V(Do) NU | uy € Np}, de donde
am & g(N1) y como a,, € g(Na), concluimos que g(N1) # g(Na).
Si an, € U, entonces por el Lema 3.5.¢), amm_ € No. Por la Observacidn 3.1, ap,, € Na,
y por la definicién de g, p(an,, ) = a,, € Y(IN,) y por lo tanto a,,, € g(Ns).
Por demostrar que a,,, ¢ Ni.

Se demuestra de manera andloga al caso para cuando a,, ¢ U intercambiando a,, por
apm,_ en s(S).

Por definicién de s(S) y por el Lema 3.5.a),
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k= ds(S) (tg;"'l, am_) = d.s(S) (tg;n_l, a'm—1+) + ds(S) (G,m_1+, am‘)
> dys)(ty 5 am-1,) + du(s)(@m-1,, Om_) = ds(s) (t7 " @m_).-
Asi, dy(s) (t,;“;"‘l, am_) < k con tb“l’"‘1 € N;. Porlo que a,,,_ ¢ N;. Entonces por definicién

de g, p(am_) ¢ (N1) = Ni— |J 7,. Por la Observacién 3.1, a,,, ¢ Ni, entonces

uelU

plam_) = p(am,) ¢ Y (N1), por lo que p(am_) ¢ g(N1).

De donde se sigue que

g(N1) # g(Na).

Por lo tanto
IK*| < |K]. ... (b)
A partir de (a) y (b) concluimos que
Kl =K. m

Observemos que este teorema en particular se cumple para k = 2, esto es, que el
namero de niicleos en una digréafica Dy es igual al nimero de nucleos en la digrafica s (S),
ilustremos lo anterior poniendo como ejemplo las digraficas Dy y s (.S) de las Figuras 3.4y
3.5, respectivamente. La digrafica Dy tiene unicamente el nucleo:
No = {b,d, f, h}. Es decir que |K| = 1. Recordemos que U = {a,c, f, g}, las trayecto-
rias de longitud par son: 3, = (a_ = ag,a1,a2 = ay), B, = (c- = ¢, ¢1,C2,¢3,¢4 =€),
By = (f= = fo, fr, fo, f3, fa, F5, f6 = f+), Bg = (9- = 90,91, 92 = 9+)-

De donde N, = {a1}, Ne = {c1, 3}, Ny = {f- = fo, f2, fa, fe = f+}, Ng = {91 }.
Sea X (No) = {veV(s(S))|ve N —U} = {b,d,h} ¥y

Y(NO) = {U € (S (S)) | veE U Nu} = {a‘17clac3)f+)f47f27f—7gl}‘

uelU
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Entonces f (No) = X (No) UY (No) = {a1,b,¢1,¢3,d, f+, fa, f2, f—, 91, h} por el
Teorema 3.1 f (Ny) esunnucleo de s (S) y por el Teorema 3.3 sabemos que el mapeo f es
inyectivo. Por lo que la digrifica s(S) tiene tnicamente el mnicleo:
N = f(No) = {as,b,c1,c3,d, f1, fa, fo, f-, g1, h}. Asi, |K*| = 1. Por lo que se com-
prueba que | K| = |K*|.

Ahora, veamos el caso k = 3. La digrafica Dy de la Figura 3.6 tiene los siguientes
3-ntcleos: No = {a,d, g}, Mo = {b,e,h} y Py = {c, f, i}. Es decir que |K| = 3. Sabemos
que U = {cg}, consideremos el 3-nicleo Ny, = {a,d, g} Entonces
No —U = {a,d}. Como U = {cg}, tenemos que V(U-) = {c_,g-} vy
FU.)=A{(c,g-)} yaque (c,g) € F (Do), V(Us) = {c4, 94} y F (Us) = {(c4,9+)}
yaque (c,g) € F (Dy). La longitud de las trayectorias dirigidas es = 0 (mod 3) y se mues-
tran a continuacién: 3, = (c_ = ¢, 1, Ca,¢3 = ¢4.), By = (9— = 90, 91,92, 93, 91, 5, 96 = G+ )-
De donde N, = {c1}, Ny = {g- = 90,93, 96 = g+ }-

Sea X (Np) = {veV(s(S))|ve N —U} = {a,d} ¥y
Y (No) ={v e (s(5)) | v EULGJU Nu} = {c1,9-,93,9+}.

Entonces f (No) = X (No) UY (Np) = {a,e1,d,9_,93,9+} por el Teorema 3.1
f (No) es un 3-ntcleo de s (S). De manera analoga tenemos que f (M) = {b, ¢, €, 91, g4, b}
y f(Po) = {c-c4, f,92,95,%} son 3-nucleos de s (). Por el Teorema 3.3 sabemos que
el mapeo f es inyectivo. Por lo que la digrafica s(.5) tiene los siguientes 3-niicleos:
N = f(No) = {a,e1,d,9-,939:1 M = f(Mo) = {bcye 91,940} y
P = f(P) = {c_,cs,f,92,95,1}. Asi, |[K*| = 3. Por lo que se comprueba que

K] = K.
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A continuacién veremos porque son necesarias las condiciones que se piden en los
resultados demostrados en esta seccion, daremos ejemplos de digraficas Dy (respectiva-
mente s (S)) que no satisfagan alguna de las hipotesis, y construiremos su digréafica s (S)
(respectivamente Dy), observando que los teoremas no se cumplen.

Nota 3.1. La condicién de que si (uy,v4) € F(Uy) o (u—,v-) € F(U_), entonces
(u,v) € F(Dy [U]), no puede eliminarse de las hipétesis del Corolario 3.1.

Veamos primeramente el caso para k = 2.

La digrafica D, de la Figura 3.8, donde U = {b, e}, no tiene nicleo. Supongamos
que Dy tiene un nucleo No. Si a € Ny, como {(a,b), (a,d),(e,a)} C F (Do), entonces
b,d,e ¢ No. Puesto que (b,a) ¢ F (Do) y (b,c) € F(Dy), tenemos que ¢ € No. Ya
que (d,c), (d,a) ¢ F (Dy), se tiene que d no es absorbido por algiin elemento de Ny, lo
cual contradice que N, es nucleo. Sia ¢ Ny, como {(a,b), (a,d)} C F (Dy), entonces
tenemos los siguientes casos:

Caso 1) b € No. Como {(a,b),(b,c),(d,b)} C F(Dy), entonces a,c,d ¢ No.
Puesto que I';, (¢) = {d}, tenemos que ¢ no es absorbido por algiin elemento de Ny, lo
cual contradice que V; es nicleo.

Caso 2) d € No. Como {(a,d),(d,b),(c,d)} C F (Do), entonces a,b,c ¢ Nq.
Ya que I'}, (b) = {c}, se tiene que b no es absorbido por algiin elemento de Ny, lo cual
contradice que Ny es nucleo.

Por lo que Ny no es nucleo de D.

Por lo tanto Dy no tiene nucleo.
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Construyamos la digrafica s (S) a partir de Dy, usando las definiciones de so y
s-sistema. Observemos que V (U_) = {b_,e_}, V(U;) = {by,e .}, FU) =Dy
F(U;) = {(by, e;)}. Notemos ademas que (b, e) ¢ F (D,). La digrafica s (S) con nucleo

N = {b1,d,e_ = ep,e2,e4 = €.}, se muestra en la Figura 3.9.

b,=b, c

e=e,

&,

a e,=e, 8,

N={b,d,e.,8,0,} e,

Figura 3.8. Digréafica Dy Figura 3.9. Digréfica s (.S)

Ahora veamos el caso en el que la digrafica D, tiene un nicleo y la digrafica s (S)
no tiene nucleo. Sea D, una digrafica, con U = {b,d, e} y nicleo Ny = {d, e}, como
se muestra en la Figura 3.10. Construyamos la digrafica s(S) a partir de la digrafica
Dy, usando las definiciones de so y s-sistema. Observemos que V (U_) = {b_,d_,e_},
VU)=1{by,dy, e}, FU)={(d_,e_)} y F (U;) = 0. La digrafica s (S) se muestra
&n la Figura 3.11. Notemos que (d, e) ¢ F (Dy).

Demostremos que la digrafica s (.S) no tiene nicleo. Supongamos que s (.S) tiene un
nucleo N. Como el vértice dy = d.. tiene exgrado cero, entonces dy = dy € N, ya que de

lo contrario, no seria absorbido por algin vértice de N.
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Como (ds,ds=dy) € F(s(S)), tenemos que d3 ¢ N. Puesto que
I'ls) (d2) = {ds}, tenemos que d; € N. Ya que (di,dz) € F (s (), se tiene que d; ¢ N.
Como F;“(S) (d_ = do) = {d1, eo}, tenemos los siguientes casos:

Caso1)d_=dy € N.
Como {(a,d_ = do) ,(bo = by, d_ =dp),(c,d- = dp),(d_ =do,e_ = eg)} C F (s5(9)),
entonces a,bs = by,c,e_ = ey ¢ N. Puesto que I‘j(s) (e- = eg) = {e1}, tenemos que
e1 € N. Yaque (eg,e2) € F(s(9)), se tiene que e2 ¢ N. Como I‘:'(S) (e2) = {es}, en-
tonces e3 € N. Puesto que (e3,eq = e, ) € F (s(S)), se tiene que ¢4 = e, ¢ N. Ademas,
como I‘j( s)(ea=ey) = {a} ya ¢ N, entonces e, = e no es absorbido por algin ele-
mento de NV, lo cual contradice que N es nicleo.

Caso2)e_ =¢eg € N.
Como {(d_ =dp,e_ =¢€g),(e— =eg,e1)} C F(s(S5)), entonces d_ = dg,e; ¢ N.
Puesto que F:(S) (e1) = {e2}, tenemos que e; € N. Ya que (e2,e3) € F(s(9)), se
tiene que e3 ¢ N. Como I‘j(s) (e3) = {es =e,}, entonces e, = e, € N. Puesto que
(ea=ey,a) € F(s(S5)), se tiene que a ¢ N. Como '}y (a) = {b- =bo,d_ = do}
yd. =dy ¢ N,entoncesb_ = by € N. Yaque (b_ =bg,b1) € F (s(S)), se tiene
que by ¢ N. Como I'Js (b)) = {b2=b.}, entonces b = by € N. Puesto que
(b2 =by,c) € F(s(9)), se tiene que c ¢ N. Ademds, como I'J ) (c) = {d- =do} y
d_ =dy ¢ N, entonces c no es absorbido por algun elemento de N, lo cual contradice que
N es nucleo.

Por lo que N no es nicleo de s (S).

Por lo tanto la digréfica s (S) no tiene niicleo. g
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d,
b% e d
U={b.d.e}
N,={d.e} d,
a 794= . le_=eu d.=d.
el e, S e e
Figura 3.10. Digrafica Do Figura 3.11. Digréfica s (.5)

A continuacion veamos el caso para k > 2.

Dada la digrafica Dy con 3-nucleo No = {d,¢9} y U = {¢, g}, como se muestra
en la Figura 3.12. Construyamos la digrafica s (.S), como se muestra en la Figura 3.13.
Notemos que (g,¢) ¢ F (Dy) y (9-,c—) € F(s(S)). Veamos que la digréfica s (S) no
tiene 3-nucleo.

Supongamos que la digrafica s(S) tiene un 3-nicleo N. Si g ¢ N, como
5';( s) (9+) = 0, entonces g, no es absorbido por algin elemento de N, lo que contradice
que N sea 3-nucleo. Por lo tanto g, € N. Como (gs,9+) € F (s(S5)), por ser N un 3-
nicleo, tenemos que g2 ¢ N. De igual forma, como ds(s) (91, 9+) = 2y N es un 3-niicleo,
entonces g; ¢ N.

Sig_ € N, entonces por ser N un 3-nucleo y como {(c4,9-),(f,9-)} C F(s(S5))
Y dg(s) (c2,9-) = dg(s) (€,9-) = 2, entonces cz,cy,e,f ¢ N. Sid ¢ N, se contradice
el hecho de que N es un 3-nucleo, puesto que dy(s) (d,z) > 3 paratoda z € N. Por lo
tanto d € N. Como (c4,d) € F(s(S)), por ser N un 3-nucleo, tenemos que ¢, ¢ N.

Anélogamente, como dys) (c2,d) = 2y N es un 3-niicleo, entonces c; ¢ N. Sic; ¢ N, se




3.2 k-Nucleos en la digrafica s (.S) 139

contradice la hipétesis de que N es un 3-ntcleo ya que dy(s) (¢1,2) > 3 paratodax € N.
Por lo que ¢; € N, contradiccion, puesto que dys) (9-,¢1) = 2y {g—,c1} C N. Porlo
tanto N no es 3-nucleo.

Sig_ ¢ N, consideremos el vértice c_.

Si c. € N, entonces como {(b,c_),(g-, c_)’, (a,c2)} C F(s(S)) vy
ds(s) (f,c-) = dys)(c4,c) = 2, tenemos que a,b,cy, f,g- ¢ N. Sie € N, como
(d,e) € F (s(S)), entonces d ¢ N. Ahora, si ¢, ¢ N, se contradice la hipétesis de que N
es un 3-nucleo ya que dy(s) (c2,z) > 3 paratoda z € N. Porlo que ¢, € N, contradiccion,
puesto que dys) (c—,c2) = 2y {c_,c2} C N. Por lo tanto N no es 3-nicleo.Sie ¢ N,
como dys) (e, ) > 3 paratoda x € N, tenemos que N no es 3-nicleo.

Sic. ¢ N, tenemos que ¢; € Nocy € N. Sico € N, se contradice la hipdte-
sis de que N es un 3-nucleo ya que dys) (g9, c2) = 3. Por o tanto ¢, ¢ N. Sic; €N,
como (c_,e1) € F(s(S)) y dys) (a,¢1) = dys) (b,c1) = ds(s) (9-,¢1) = 2, entonces
a,b,c_,g_ ¢ N. Consideremos el vértice f. Si f ¢ N, se contradice el hecho de
que N es un 3-nicleo puesto que dys) (f,2) > 3 paratodaz € N. Si f € N, como
(e, f) € F(s(S)) ydys)(d, f) = 2, entonces d,e ¢ N. Ahora, consideremos el vértice
¢4 Siceq ¢ N, puesto que dy(s) (c+,z) > 3 paratodax € N, se contradice el supuesto de

que N es un 3-nucleo. Por lo que ¢ € N, contradiccion, ya que dys) (c1,c4) = 2.

Por lo tanto s (S) no tiene 3-nucleo.
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b ~Op :.d b c=c, c ¢, G=c, d
g ; Z
9.9, g, g:
— d= —& 9.9,
a f Y
U:{C,g} - O« O
N,={d.g} a f e
Figura 3.12. Digrafica Dy Figura 3.13. Digrafica s (.5)

Dada la digrafica Dg de la Figura 3.14 con U = {b, g}, construiremos su digrafica
s (5), como se muestra en la Figura 3.15. Veamos que la digrafica Dy es un ciclo dirigido
de longitud 2 0 (mod 3), por lo tanto Dy no tiene 3-niicleo, mientras que la digrafica s (.5)
tiene un 3-nicleo N = {b_, b4, e, g1 }.

Notemos que (g,b) ¢ F (Do) v (g+,b+) € F(s(5)). m

U={b.g}

Figura 3.14. Digréafica Dy
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g1 g-'-'go
N={b.b,.6.g}

Figura 3.15. Digréfica s (S)

Nota 3.2. La condicion de que £(3,) = 0(modk) no puede eliminarse de las
demostraciones de los Teoremas 3.1y 3.2.

Veamos primeramente el caso cuando £ = 2.

En la Figura 3.16 se muestra la digrafica Do con U = {b} y nicleo Ny = {a,c}.
Construyamos su digréfica s (S) como se muestra en la Figura 3.17. Observemos que la
longitud de la trayectoria 3, es igual a 3. La digrafica s (S) no tiene nucleo, puesto que es

un ciclo de longitud impar.

U={b}
d N,={a.c}

Figura 3.16. Digrafica Dy

DA




142 3 k-Nucleos en s-Sistemas.

Figura 3.17. Digrafica s (.S)

Ahora, veamos el caso de una digrafica Dy que tiene ntcleo y su digrafica s (S) no
tiene nicleo. En la Figura 3.18, se muestra la digrafica Dy con U = {b}. La digrafica
Dy no tiene nucleo, ya que es un ciclo de longitud impar. Construyamos su digrafica s (S)
como se muestra en la Figura 3.19. Observemos que la longitud de la trayectoria 3, es

igual a3,y que N = {a, by, by = b, } es un nicleo de la digrafica s (S). m

b=b, b,
b
a a b,
A c b,=b,
U={b} c N={a.b,b,}
Figura 3.18. Digréfica Dy Figura 3.19. Digrafica s (.S)
Ahora, veamos el caso para k > 2.
En la Figura 3.20 se muestra a la digrafica Dy con U = {c} y un 3-nucleo

No = {a,d}. En la Figura 3.21 se muestra la digrafica s(S). Observemos que la lon-
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gitud de la trayectoria 3, es igual a 4. Veamos que la digrafica s (S) no tiene 3-nucleo,

puesto que s (.5) es un ciclo de longitud 2 0 (mod 3).

f e

Figura 3.20. Digrafica D,

e d
Figura 3.21. Digrafica s (S)

Veamos el caso en el que una digrafica Dy no tiene 3-nucleo y su digrafica s (.S)
tiene un 3-nucleo. Sea la digrafica Dy de la Figura 3.22, con U = {e}, se demostrd
anteriormente que esta digrafica no tiene 3-nucleo. Construyamos su digrafica s (S) como
se muestra en la Figura 3.23. Notemos que la longitud de la trayectoria 3, es iguala 5, y

que N = {b,e_, es, f} es un 3-niicleo de la digrafica s (S). m
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e,

N={be.e,f}
Figura 3.23. Digrafica s (S)

e.'n:eo

Nota 3.3. La condicion siguiente:
para cadau € U y cada cicloC C Dy conu € C, se tiene que £(C) > k

no puede eliminarse de las hipotesis del Teorema 3.1.

En la Figura 3.24 se muestra la digrafica Dy con U = {d} y Ny = {a} es un 5-nucleo
de Dy. Construyamos la digrafica s (S) como se muestra en la Figura 3.25. Notemos que
C = (a,b,c,d) C Doy CNU # i, porlo que £(C) = 4 < 5. Observemos que la digrafica

s (S) no tiene un 5-nucleo, ya que es un ciclo de longitud 2 0 (mod 5).
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U={d}
Ny={a}

d
Figura 3.24. Digréafica Dy

Figura 3.25. Digrafica s (.5)

145
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3.3 Digraficas k-Nucleo Perfectas.

En esta seccion definiremos las digraficas nucleo perfectas, las nicleo imperfectas criticas
y sus correspondientes en k-nucleos. Demostraremos que toda digrafica que no tiene nu-
cleo, tiene una subdigrafica inducida que es niicleo imperfecta critica, y veremos que este
resultado se satisface para k-nucleos, es decir, toda digrafica que no tiene k-nucleo, tiene
una subdigrafica inducida k-nucleo imperfecta critica. Probaremos ademas que toda di-
grafica nucleo imperfecta critica es fuertemente conexa, veremos que este resultado no se
cumple para k-nticleos, para lo cual daremos un ejemplo de una digrafica k-nticleo imper-
fecta critica que no es fuertemente conexa.

Enla seccidn 3.2 se demostr6 que una digréafica D tiene un k-nucleo si y solo si la di-
grafica s (S) (que se construye a partir de D) tiene un k-niicleo. Observamos ademads, que
este resultado se cumple para k = 2. Este caso particular, fue demostrado por Hortensia
Galeana Sanchez y Victor Neumann Lara en [6], quienes demostraron también que lo an-
terior se cumple para digréaficas nucleo perfectas y nicleo imperfectas criticas, el teorema
dice lo siguiente:

Sea Dy una digraficay S = (So, 5, U, U-) un s-sistema,donde So = (Do, U, Uy, U_).
Supongamos que U, y U son digraficas nucleo perfectas tales que:

i)si(ug,v.) € F({Uy) o (u_,v_) € F(U_), entonces (u,v) € F (Sim (Do [U])).

ii)si (u_,v_) € F(U_ )y (24, wy) € F (U,), entonces w # u.

Entonces s (S) es una digrafica nicleo perfecta (respectivamente niicleo imperfecta
critica) si y solo si Dy es una digrafica nucleo perfecta (respectivamente niicleo imperfecta

critica).
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Observaremos que este resultado no se satisface para digraficas k-nucleo perfectas
y tampoco para digraficas k-nucleo imperfectas criticas. Daremos un ejemplo de una di-
grafica D que es k-nucleo perfecta (respectivamente k-niicleo imperfecta critica) y su co-
rrespondiente digrafica s (S) que no es k-nucleo perfecta (respectivamente k-nucleo imper-
fecta critica). Demostraremos que si s (S) es una digrafica k-nticleo perfecta (respectiva-
mente k-nucleo imperfecta critica), entonces D es una digrafica k-nucleo perfecta (respec-
tivamente k-nucleo imperfecta critica).

De esta forma mostraremos que no es posible hacer una extension del Corolario 3.1
para digraficas k-nucleo perfectas ni para k-nucleo imperfectas criticas como la que se

realizo para las nucleo perfectas y las niicleo imperfectas criticas.

3.3.1 Definiciones

A continuacion daremos las definiciones de digraficas nicleo perfectas, nicleo imperfectas
criticas, y sus correspondientes para k-nucleos.

Definicion 3.4. Sea D una digrafica, D es nicleo-perfecta (N P) si D tiene nicleo
y toda subdigrafica inducida de D tiene nucleo.

Definicion 8.5. Sea D una digréfica, D es k-nucleo perfecta (K NP) si D tiene
k-nicleo y toda subdigréfica inducida de D tiene k-nucleo.

Un ejemplo de digrafica nicleo perfecta es la digrafica de la Figura 3.26, cuyo nicleo
es No = {b, d, e}. Observemos que ninguna de las subdigraficas inducidas de D tiene ciclos
de longitud impar, por lo que todas sus subdigraficas inducidas tienen nucleo. Una digra-

fica k-nucleo perfecta es la que se muestra en la Figura 3.27, cuyo nicleo es Ny = {a, e}.
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Observemos que las componentes conexas de las subdigraficas inducidas son vértices ais-
lados o trayectorias de longitud menor o igual a 6, por lo que todas sus subdigraficas tienen

4-nucleo.

f e

Figura 3.26. Digrafica Nucleo Perfecta

Figura 3.27. Digrafica 4-Nucleo Perfecta

Definicién 3.6. D es nucleo imperfecta critica (NIC') si D no tiene niicleo, pero
toda subdigrafica inducida propia de D tiene nucleo.

Definicién 3.7. D es k-niicleo imperfecta critica (K NIC) si D no tiene k-nucleo,
pero toda subdigrafica inducida propia de D tiene k-nucleo.

En la Figura 3.28 se muestra la digrafica D, la cual no tiene nucleo, ya que es un ciclo

dirigido de longitud impar. Observemos también que ninguna de sus subdigréficas induci-
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das tienen ciclos dirigidos de longitud impar, por lo que todas sus subdigraficas inducidas
tienen nucleo. Por lo tanto D es un ejemplo de digrafica nicleo imperfecta critica.

Asi, todas las digraficas que son ciclos dirigidos de longitud impar son digraficas
nucleo imperfectas criticas.

La digrafica D de la Figura 3.28 es un ciclo dirigido de longitud 2 0 (mod 4), por
lo que D no tiene 4-nicleo. Notemos que las componentes conexas de las subdigraficas
inducidas de D son vértices aislados o trayectorias de longitud menor o igual a 5, por lo
que todas las subdigraficas inducidas de D tienen 4-nicleo. Por lo tanto D es 4-nucleo
imperfecta critica.

Asi, todas las digraficas que son ciclos dirigidos de longitud 2 0 (mod k) son digra-

ficas k-nucleo imperfectas criticas. g

f
Figura 3.28. Digréfica D
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3.3.2 Resultados importantes

En esta seccion mostraremos que toda digrafica que no tiene micleo, tiene una subdigra-
fica inducida que es nicleo imperfecta critica, también probaremos que toda digrafica que
no tiene k-nucleo, tiene una subdigrafica inducida k-nucleo imperfecta critica. Después
demostraremos que toda digrafica nicleo imperfecta critica es fuertemente conexa. Este
resultado fue utilizado en [6] por Hortensia Galeana Sadnchez y Victor Neumann Lara para
demostrar que una digrafica D es nicleo perfecta si y sdlo si s(S) es nucleo perfecta.
Buscando extender este teorema a digraficas k-nucleo perfectas y k-nucleo imperfectas
criticas se propone el siguiente enunciado: “Toda digrafica k-nicleo imperfecta critica es
fuertemente conexa”, veremos que no se cumple, dando un ejemplo de una digrafica que
es k-nucleo imperfecta critica y no es fuertemente conexa. Ademas, veremos un ejem-
plo de una digrafica D que es k-nucleo perfecta (respectivamente k-nucleo imperfecta
critica) y su correspondiente digrafica s (S) que no es k-nucleo perfecta (respectivamente
k-nicleo imperfecta critica). Por ultimo, demostraremos que si s (.S) es k-nucleo perfecta
(respectivamente k-nucleo imperfecta critica), entonces D es k-nicleo perfecta (respecti-
vamente k-nuicleo imperfecta critica). De esta forma, se demuestra que no es posible hacer
una extension del teorema de digraficas nicleo perfectas a digraficas k-nucleo perfectas
(respectivamente k-nucleo imperfectas criticas).

Teorema 3.4. Si D no tiene nucleo, entonces D tiene una subdigrafica
inducida NIC.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que D no tiene nucleo. Si toda subdigrafica

inducida de D tiene nucleo, entonces D es NIC.
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Supongamos que existe al menos una subdigrafica inducida de D que no tiene
nucleo.

Sea H; una subdigrafica inducida de D tal que H; no tiene nucleo. Si toda subdigrafica
inducida de H; tiene nucleo, entonces H; es NIC'y por lo tanto se cumple el teorema.
Supongamos que existe al menos una subdigrafica inducida de H; tal que no tenga nucleo,
sea ésta H,. De donde, si toda subdigrafica de H;, tiene nucleo, entonces Hy es NIC.
Supongamos que existe H3 una subdigrafica inducida de H- tal que H3 no tiene nucleo.
Siguiendo con este proceso y puesto que D es finita y como toda digrafica con uno o dos
vértices tiene nucleo, entonces podemos obtener una H,, subdigrafica inducida de H,,_;
tal que H,, no tiene nucleo y todas sus subdigraficas inducidas tienen niicleo. Por lo tanto

H,esNIC. g

Teorema 3.5. Si D no tiene k-nucleo, entonces D tiene una subdigrafica
inducida KNIC.

Demostracién. Sea D una digréfica tal que D no tiene k-nucleo. Si toda subdigra-
fica inducida de D tiene k-nucleo, entonces D es KNIC.
Supongamos que existe al menos una subdigrafica inducida de D que no tiene
k-nucleo.
Sea H, una subdigrafica inducida de D tal que H; no tiene k-niicleo. Si toda subdigréafica
inducida de H; tiene k-ntcleo, entonces H; es K NIC'y por lo tanto se cumple el teorema.
Supongamos que existe al menos una subdigrafica inducida de H; tal que no tenga k-
nucleo, sea ésta H,. De donde, si toda subdigrafica de H, tiene k-nicleo, entonces H es

KNIC.
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Supongamos que existe H3 una subdigrafica inducida de H- tal que Hj no tiene k-nucleo.
Siguiendo con este proceso y puesto que D es finita y como toda digrafica con uno o dos
vértices tiene k-nucleo, entonces podemos obtener una H,,, subdigrafica inducida de H,,, ;
tal que H,, no tiene k-nicleo y todas sus subdigraficas inducidas tienen k-micleo.

Por lo tanto H,,es KNIC. g

Teorema 3.6. Si D es NIC, entonces D es fuertemente conexa.

Demostracion. Supongamos que D no es fuertemente conexa, entonces D tiene dos
0 mas componentes fuertemente conexas.
Sea D; la subdigrafica inducida por los vértices de la componente fuertemente conexa
terminal de D. Puesto que D es NIC, D, tiene nicleo, sea V7 nucleo de D;.
Sea H = {v € V(D) |existe (v,z) € F(D),z € N;}yS =D — (N;UH). Como S es
una subdigrafica inducida de D, S tiene nucleo. Sea N> nicleo de S.
Afirmamos que N = N; U N, es nicleo de D.
Sea {z,y} C N. Por demostrar que N es un conjunto independiente en D, es decir, que
(z,y) ¢ F(D)y (y,z) & F (D).
Tenemos los siguientes casos:

1. {z,y} C N;. Como N; es nicleo de D;, N; es un conjunto independiente,
entonces (z,y) ¢ F (D) y (y,z) ¢ F (D).

2. {z,y} C N,. Como N, es nicleo de .S, N; es un conjunto independiente y por lo
tanto (z,y) ¢ F (D) y (y,2) ¢ F (D).

3.z € N1 yy € N,. Por definicidn de S, tenemos que (y,w) ¢ F (D) conw € N,

En particular (y,z) ¢ F (D). Como y € N, por definicién de S y H, tenemos que
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y & V (D1). Ademas, como z € N; C V (D;) y D; es la componente fuertemente conexa
terminal, entonces (x,y) ¢ F (D).

4.y € N1y x € N,. Por definicion de S, tenemos que (z, w) ¢ F (D) conw € Nj.
En particular (z,y) ¢ F (D). Como z € N, por definicion de S y H, tenemos que
x ¢ V (D1). Ademas, como y € N; C V (D;) y D; es la componente fuertemente conexa

terminal, entonces (y, z) ¢ F (D).

Ahora demostremos la absorbencia de NV en D, es decir, si z € V(D) — N, entonces existe
(2,z) € F(D)talque z € N.
Seaz € V(D) — N.

1. z € H. Entonces por definicion de H existe (z,z) € F (D) tal que z € Ny, més
ain como = € Ny, tenemos que z € N.
Por lo que existe (z,z) € F (D) tal que z € N.

2. z € S — N,. Entonces como N5 es nucleo de .5, se tiene que existe (z,z) € F (D)
talque z € N, masaunz € N.

Por lo tanto existe (z,2) € F' (D) talque 2 € N.

Por lo tanto N = N; U N, es nucleo de D. Contradiccion, puesto que D es NIC.

.. D es fuertemente conexa. g

Veamos que el teorema anterior no se cumple para k-nicleos.
Proponemos el siguiente enunciado:
Si D es KNIC, entonces D es fuertemente conexa.

Demostremos mediante un ejemplo que esta proposicion no se cumple.
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Sea D la digrafica dada en la Figura 3.29. Primero observemos que D no tiene
k-nucleo para k = 3.

Supongamos que Nj es 3-nucleo de D.

Como 67, (h) = 65 (j) = 64 (1) = 0, entonces {h, j,1} C No. Después tomemos
z € V(D) talque dp (z,2) = 3 conx € Ny, entonces z € Np.

Puesto que dp (e, h) = dp(c,l) = dp(a,j) = 3, entonces {a,c,e} C Np. Pero
como dp (a,¢) = dp(c,e) = dp (e,a) = 2, entonces Ny no es 3-nucleo. Contradiccion.
Por lo tanto D no tiene 3-nucleo.

Observemos que no existe un camino dirigido de 4 a j, por lo que D no es fuerte-
mente conexa.

Veamos que todas las subdigraficas inducidas propias de D tienen 3-ntcleo. En las
digraficas de la Figura 3.30 se muestra que las subdigraficas de D tienen 3-nucleo, los

vértices con interior negro pertenecen al 3-nucleo de la subdigrafica.
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Figura 3.30. Subdigraficas de D

Por lo tanto D es 3-nucleo imperfecta critica y no es fuertemente conexa.

De donde concluimos que si D es k-nucleo imperfecta critica no implica que D es
fuertemente conexa.

Por lo tanto la proposicién no se cumple. Por lo que no es posible extender el
Teorema 3.6 para digraficas con k-nucleos.

Hemos demostrado en las seccién anterior que bajo ciertas condiciones una digrafica
Dy tiene un k-nficleo si y sélo si s (.5) tiene un k-nucleo, en particular Dy tiene un nucleo
si y sblo si s(.5) tiene un nicleo. En [6] Hortensia Galeana Sanchez y Victor Neumann
Lara demostraron lo siguiente:

Sea Dy una digraficay S = (So, 8, U, ,U_) un s-sistema,donde So = (Do, U, Uy, U_).
Supongamos que U, y U_ son digraficas nicleo perfectas tales que:

i) si (ug,vy) € F (U)o (u—,v_) € F (U_), entonces (u,v) € F (Sim (Do [U])).

i) si (u_,v_) € F(U-)y (24,w+) € F (U,), entonces w 7 .
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Entonces Dy es una digrafica nicleo perfecta (respectivamente nicleo imperfecta
critica) si y sélo si s (S) es una digrafica nicleo perfecta (respectivamente nucleo imper-
fecta critica).

Para la demostracion de este teorema utilizaron el Teorema 3.6, que dice que: “Si D
es una digrafica nicleo imperfecta critica, entonces D es fuertemente conexa”. Tratando
de hacer una extension de estos resultados para digréaficas con k-niicleos, propusimos el
siguiente enunciado: “Si D es una digrafica k-niicleo imperfecta critica, entonces D es
fuertemente conexa”. Pero demostramos que este enunciado no se cumple.

Ahora veremos que no es posible extender el teorema demostrado en [6] para di-
graficas nicleo perfectas a digraficas k-nticleo perfectas y tampoco a digraficas k-niicleo
imperfectas criticas. Daremos un ejemplo de una digrafica D que es k-nicleo perfecta
(respectivamente k-niicleo imperfecta critica) y su correspondiente digrafica s (S) que no
es k-nucleo perfecta (respectivamente k-nucleo imperfecta critica). Demostraremos que
si s (S) es k-niicleo perfecta (respectivamente k-nucleo imperfecta critica), entonces D es

k-nucleo perfecta (respectivamente k-nucleo imperfecta critica).

Propusimos el siguiente enunciado:

Si D es KNP, entonces s(S) es KNP.
Demostremos mediante un ejemplo que esta proposicion no se cumple.

La Figura 3.31 muestra una digrafica D que es 3-nucleo perfecta, cuyo 3-nucleo
es No = {b,e}. Sea U = V (D), contruyamos la digrafica s (S), con k = 3. Ademas
FU) =0y (u_,v_) € F(s(S)) si (u,v) € F(D) para todo {u,v} C U. La digréfica

s (S) se muestra en la Figura 3.32, 1a cual tiene 3-nlicleo N = {ay,b_, by, co,d1,e_, ey, fo}.
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Pero no es 3-nucleo perfecta puesto que tiene una subdigrafica inducida que no tiene 3-

nucleo y que se muestra en la Figura 3.33,

Por lo tanto si D es KNP no implica que s(.5) es KN P. Por lo que la proposicién

no es valida.

f e

Figura 3.31. Digrafica D 3-NP

Figura 3.32. s(.S) con 3-nucleo, pero no es NP
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Figura 3.33. Subdigrafica inducida de s (S)

Proponemos el siguiente enunciado:

Si Des KNIC, entonces s(S) es KNIC.

Demostremos mediante un ejemplo que esta proposicion no es valida.

Consideremos la digrafica D de la Figura 3.33, la cual es 3-nuicleo imperfecta critica,
puesto que no tiene 3-nucleo pero todas sus subdigraficas inducidas si tienen 3-nicleo,
como se mostré anteriormente. Ahora construyamos su digrafica s(S), considerando
U=V (D), FU)=0y (u_,v_) € F(s(S)) si (u,v) € F (D) para todo {u,v} C U.
Esta digrafica se muestra en la Figura 3.34.

Demostremos primeramente que s (.S) no tiene 3-nicleo. Supongamos lo contrario.
Sea N un 3-nucleo de s (S). Puesto que 6% (hy) = 65(j4) = 65(lL) = 0y como
N es 3-absorbente, entonces {h,,j.,l+} € N. De la Observacidn 3.1, se sigue que
{h-,j-,1_} C N. Como N es 3-independiente por ser 3-nucleo, entonces
{g1, fo,e—,er,11,b0,a_,a4,ki,do,c_,c.} deberian de pertenecer a N. Pero

do(s) (f2,0-) = 2, dy(s) (ba,c=) = 2y dys)(dz,e-) = 2. Porlo que f» ¢ N. Como
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dys)(fi,z) > 3 con z € N, por ser N 3-nicleo, entonces f; € N, pero
dos) (e, f1) = dgs) (e4, f1) = 2 implica que {e_,e.} € N, como dys) (€2, f1) = 3
Se sigue que e; € N. Por otro lado como dys) (d., e2) = 4, entonces d,. € N, lo que im-
plicaque do ¢ Ny d_ € N. Como dyg(s)(d—,l_) =2yl_ & Ntenemosqued_ ¢ Ny
por consiguiente d+ ¢ N. Puesto que no existe z € N tal que dy(s) (d+, z) < 2, entonces
N no es 3-nucleo de s (S). De manera analoga analizamos los casos by ¢ Ny ds ¢ N. De
donde concluimos que s (.S) no tiene 3-nucleo.

Observemos que s (.5) tiene una subdigrafica inducida que no tiene 3-nucleo y que se
muestra en la Figura 3.33. Por lo tanto s (S) no es 3-nucleo imperfecta critica. De donde
concluimos que si D es K NIC no implica que s(.S) es KNIC. Por lo que la proposicion

no se cumple.

R A L
Figura 3.34. Digrafica s (.5)
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Teorema 3.7. Si s (S) es K NP (respectivamente K NIC), entonces Dy es K NP
(respectivamente K NI().

Demostracién. Demostremos primeramente que si toda subdigrafica inducida propia
de s (S) tiene k-nucleo, entonces toda subdigrafica inducida propia de Dy tiene k-nicleo.

Supongamos que toda subdigrafica inducida propia de s (S) tiene k-nucleo y sea H
una subdigrafica inducida propia de D,.  Consideremos el siguiente s-sistema:
s’ = (sp, 8,U,, U ) donde s, = (H,U,U,, U),U =V H)NU,U, ={us |uel},
U ={u_|uelU},f ={B, |lue U}, U, =U,[U,] yU =U_[U"]. Claramente
s (S') es una subdigrafica inducida propia de s (S). De donde s (S') tiene un k-niicleo. Se
sigue del Teorema 3.1. que H tiene un k-nicleo. Ahora, la afirmacion del Teorema 3.2 se

sigue del Teorema 3.1. g

A continuacion definiremos las digraficas C,, que utilizaremos en las demostraciones
de los resultados que veremos mas adelante.

Definicién 3.8. La digrafica C,, = C,, (1,£2,43,..., &+ [n/2]) estd definida por:
V(C)={0,1,...,n—1}L F(C) = {(u,v) | v —u € {1,£2,43,... £ [n/2]} (modn)}.

La digrafica C*! es obtenida de C intercambiando la flecha (0,1) por una 01-
trayectoria dirigida de longitud k — 1, T con V (T) NV (C) = {0, 1}.

Teorema 3.8. Paran > 4y k > 3, tenemos que C,, tiene un k-nticleo y CF no tiene
un k-nucleo.

Como una importante aplicacién de los Teoremas 3.1 y 3.2 obtenemos el siguiente

resultado.
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Teorema 3.9. Toda digrafica « es una subdigréfica inducida de una digrafica D con
(respectivamente sin) k-nucleo.

Demostracion. Sea Dy una digrafica con (respectivamente sin) k-nucleo tal que
existe un conjunto U C V' (Dy) que satisface las siguientes condiciones |U| = |V (o) = p
y Sim (Do) [U] es una digrafica completa (tomamos como ejemplo Doy = Cs, (respectiva-
mente Do = C5, )y U = {0,2,4,...,2p —2}). Dy = Ca, tiene un k-nucleo (respec-
tivamente Do = C%, " no tiene un k-niicleo). Tomamos Uy y U_ tales que Uy [U,] = o
y F(U.) = @, y sea 3, una trayectoria dirigida de longitud positiva = 0 (mod k). De
donde obtenemos un s-sistema. Por el Teorema 3.1 tenemos que s (S) tiene un k-nicleo
(respectivamente no tiene un k-nucleo). Porlo s (S) [U+] Z a. m

Corolario 3.3. Existe un numero infinito de digraficas nicleo imperfectas criticas
que contienen a una digrafica dada.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior, ya que a partir de una digréfica nucleo
imperfecta critica Do = Cop, (1,£2,43,...,£m) se puede obtener una infinidad de di-
graficas nicleo imperfectas criticas s (S) variando la longitud de las trayectorias dirigidas
Bu

Ademas, m > |V (a)|, con m un numero natural. Por lo tanto existe una infinidad de
digraficas nucleo imperfectas criticas de la forma Co,y, (1, £2,£3, ..., £m) a partir de las
cuales se obtiene una infinidad de digraficas nucleo imperfectas criticas que contienen a la

digrafica nucleo perfecta dada . u




Conclusiones.

En este trabajo se estudiaron varios tipos de operaciones en digraficas, para lo cual
se definieron primeramente los conceptos basicos de la Teoria de Gréficas, asi como el
nicleo y el (k, £)-nucleo de una digrafica, los cuales fueron introducidos por Von Neumann-
Morgenstern y Kwasnik, respectivamente. Definimos un k-nicleo de una digrafica como
un (k, ¢)-nucleo con £ = k — 1 (véase [5]). Observamos, también, que un nicleo de una
digrafica es un k-nticleo con k = 2 (véase [2]). Demostramos ademas algunos resultados
referentes a dichos conceptos, como son el Teorema de Richardson y una generalizacion
del mismo para k-nticleos (véase [1] y [9]).

Después, determinamos los (k, £)-nuicleos de las digréficas resultantes de operar dos
digraficas con (k, £)-nucleos, usando las definiciones de suma cartesiana, producto normal
y disyuncién excluyente (véase [S]). Ademas, definimos la digrafica s (S), la cual es un
tipo de operacién. Se estudiaron condiciones para que una digréfica s (.S) tenga k-nicleo,
si la digrafica Dy a partir de la cual se construy tiene k-nicleo. Asi, demostramos que
bajo ciertas condiciones una digrafica Dy tiene k-niicleo si y sélo si s (S) tiene k-nicleo
(véase [10]). Este resultado es una generalizacion para k-nticleos del teorema demostrado
por Hortensia Galeana Sanchez y Victor Neumann Lara (véase [6]).

También definimos las digraficas k-nicleo perfectas y las k-nucleo imperfectas criti-
cas. Probamos algunos resultados que involucran dichos conceptos, como el siguiente
teorema: “Si una digréafica es nucleo imperfecta critica, entonces es fuertemente conexa”.

Dicho teorema fue utilizado por Galeana Sanchez y Neumann Lara para demostrar que:
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“Una digrafica Dy es nicleo perfecta (respectivamente niicleo imperfecta critica) si y sélo
si $(S) es nacleo perfecta (respectivamente nicleo imperfecta critica) (véase [6]). Como
un intento de extender este resultado a digraficas con k-nucleo, para k£ > 2, probamos
que una digrafica k-nucleo imperfecta critica no necesariamente es fuertemente conexa,
demostramos que si una digrafica Dy es k-nlcleo perfecta (respectivamente k-ndcleo im-
perfecta critica), su correspondiente digrafica s (S) no necesariamente es k-nucleo perfecta
(respectivamente no necesariamente es k-nucleo imperfecta critica). Demostramos que
si una digrafica s (S) es k-nlicleo perfecta (respectivamente k-nucleo imperfecta critica),
entonces la digrafica Dy a partir de la cual se construyo es k-nucleo perfecta (respecti-
vamente k-nucleo imperfecta critica) (véase [10]). Con lo anterior mostramos que no es
posible hacer una generalizacién del teorema de Galeana Sanchez y Neumann Lara para
digraficas con k-nucleo.

Por todo lo anterior, podemos concluir que esta tesis nos ayuda a construir una gran
variedad de ejemplos de digraficas con (k, £)-nicleos, en particular, con k-nucleos, uti-
lizando Ias operaciones que se vieron aqui. Lo cual es de gran relevancia porque hasta hace
algunos afios no se tenian muchos ejemplos de digréficas con estas propiedades.

Por esta razon, este trabajo es una base para seguir definiendo operaciones en digra-

ficas, que conserven las propiedades de tener (k, £)-niicleo, en particular k-nucleo.




Bibliografia.

[1] Berge, Claude. “The theory of graphs”. Methven-Wiley (1962).
[2] Berge, Claude. “Graphs and hipergraphs”. North Holland Amsterdam (1976).
[3] Chartrand, G. “Introductory graph theory”. Dover Publications, Inc. (1985).

[4] Behzad, M. Chartrand, G., Lesniak-Foster, L. “Graphs and digraphs”. Prindle, Weber
and Schmidt (1979).

[5] Kwasnik, Maria. “On (k, £)-kernels of exclusive disjunction, cartesian sum and normal
product of two directed graphs”. Discussions Mathematics. T. V. (1982), 29-34,

[6] Galeana Sanchez, Hortensia y Neumann Lara, Victor. “Extending kernel perfect di-
graphs to kernel perfect critical digraphs”. Discrete Mathematics 93 (1991) 000-000.

[7] Galeana Sanchez, Hortensia y Neumann Lara, Victor. “On the existence of kernels and
h-kernels in directed graphs”. Discrete Mathematics 110 (1992) 251-255.

[8] Galeana Sanchez, Hortensia y Rincdén Mejia, Hugo. “A sufficient condition for the
existence of k-kernels in digraphs”. Discussions Mathematics. Graph Theory 18 (1998)
197-204,

[9] Kwasnik, Maria. “The generalization of Richardson Theorem”. Discussions Mathema-
tics. Graph Theory IV (1981), 11-14.

[10] Galeana Sanchez, Hortensia y Pastrana Ramirez, Laura. “Extending digraphs to di-
graphs with (without) k-kernel”. Discrete Mathematics. En revision.




	Portada
	Índice
	Introducción
	Preliminares
	Capítulo 1. Núcleos y (k, l)-núcleos
	Capítulo 2. (k, l)- Núcleos y Operaciones de Digráficas
	Capítulo 3. k-Núcleos en s-Sistemas
	Bibliografía

