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Introducción

a Topoloǵıa no fue la invención de un solo hombre; al-
gunos problemas topológicos se encuentran en la obra
de Euler, de Möbius y de Cantor, e incluso la palabra
misma “topoloǵıa” hab́ıa sido utilizada ya en 1847 por

J. B. Listting (1808-1882) en el t́ıtulo de su libro “Vorstudien zur
Topologie” (“Introducción al estudio de la topoloǵıa”). Pero si
queremos fijar una fecha que señale los comienzos “oficiales” de
esta rama de la matemática, la más adecuada seŕıa la del año de
1895; el año en que Poincaré publicó su analysis in Situs (como se
le denominaba a la topoloǵıa combinatoria en aquella época). En
su libro se daba por primera vez un desarrollo sistemático del tema.

La Topoloǵıa es hoy una rama extensa y fundamental dentro
de la matemática con muchos aspectos parciales, pero a grandes
rasgos se puede subdividir en dos ramas distintas: Topoloǵıa Com-
binatoria o Algebraica y Topoloǵıa Conjuntista. Poincaré mostró
poco entusiasmo por la segunda, y en 1908, dirigiéndose al Inter-
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vi Introducción

nacional Mathematical Congress en Roma, se refiŕıo a la Mengen-
lehre de Cantor como una enfermedad de la que las generaciones
posteriores se consideraŕıan completamente curadas [3].

Carl B. Boyer, en su libro Historia de la matemática, menciona
que se cree que la topoloǵıa comenzó con el analisys in situs de
Poncairé, algunos otros sostienen que los oŕıgenes de la topoloǵıa
surgen de la teoŕıa de los conjuntos de Cantor o quizá del de-
sarrollo de la teoŕıa de los espacios abstractos, pero para otros el
verdadero fundador de la Topoloǵıa es Brouwer, especialmente por
su teorema de la invariancia topológica de la dimensión de 1911
y por su fusión de los métodos de Cantor con los del “analysis
in situs”. En cualquier caso, con Brouwer comenzó el peŕıodo de
evolución y desarrollo intensivo de la topoloǵıa que ha continuado
hasta el d́ıa de hoy [3]. Y si se quiere hablar ahora de un libro que
señale el nacimiento de la topoloǵıa conjuntista como disciplina
independiente, ese libro es: Grundzüge der Mengenlehre de Fe-
lix Hausdorff [16].

Hace ya tiempo que Cantor introdujo el concepto de correspon-
dencia uno-a-uno para poder medir el tamaño de los infinitos [28].
Esta manera de comparar infinitos la seguimos usando hoy como
una herramienta indispensable, de hecho vemos que en el tema que
atañe a este trabajo se usa frecuentemente. Como consecuencia
de esta correspondencia uno-a-uno surgió la hipótesis del continuo
[28], la cual es hoy de gran importancia en varias ramas de las
matemáticas y no solamente en la teoŕıa de conjuntos.

La topoloǵıa general (propiamente, la Topoloǵıa Conjuntista)
puede ser considerada como surgida de la teoŕıa de conjuntos. Sin
embargo, hoy la topoloǵıa y la teoŕıa de conjuntos son dos ramas
distinguibles una de otra, con sus diferentes métodos de prueba y
aplicación. No obstante, la naturaleza conjuntista de la topoloǵıa
hace apropiada la aplicación de métodos de la teoŕıa conjuntista
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y muchos de los problemas de la teoŕıa de conjuntos tienen sus
ráıces en la topoloǵıa. Esto ha hecho posible una interacción entre
las dos disciplinas cada vez más profunda. Este acercamiento es
más notorio, quizá, en los trabajos hechos en la escuela de Moscú
de topoloǵıa, a principios de los años veinte. De esta parte, de
esta nueva interacción, es la teoŕıa de las funciones cardinales.
Éstas extienden propiedades topológicas importantes, como base
numerable, espacios separables, primero numerable, a cardinali-
dades superiores. Aśı las funciones cardinales nos permiten for-
mular, generalizar, y probar resultados de manera sistemática y
formal, también nos permiten hacer comparaciones cuantitativas
precisas entre ciertas propiedades topológicas. Por ejemplo sabe-
mos que cualquier espacio topológico con base numerable admite
un subconjunto denso numerable y la “contraparte” de este re-
sultado, desde la teoŕıa de las funciones cardinales, establece que
un espacio regular con un subconjunto denso numerable tiene una
base de cardinalidad 6 2ω. La teoŕıa de las funciones cardinales
es una de las más útiles e importantes herramientas que unifican
conceptos en la aśı llamada topoloǵıa de conjuntos [18].

Es importante mencionar que la teoŕıa de las funciones cardi-
nales no comenzó sino hasta mediados de los años 60, por supuesto,
ya se hab́ıan desarrollado muchas técnicas fundamentales y resul-
tados aislados en años anteriores, pero no con el lenguaje de la
teoŕıa de las funciones cardinales propiamente. Los conocimien-
tos sobre números cardinales y ordinales, aśı como la construcción
transfinita, son requisitos para la comprensión de las funciones
cardinales. Las ideas sobre estos temas, fueron ampliamente desa-
rrolladas hace ya bastante tiempo, y algunos de los notables tra-
bajos se los debemos a Cantor, Alexandroff, Urysohn, Kuratowski,
Sierpiński y Hausdorff, entre otros [18]. Las funciones cardinales,
como el número de puntos, el peso, el carácter o la densidad de
un espacio topológico aparecen de manera natural y pueden ser
tratados en la topoloǵıa general. El primer trabajo, más o menos
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sistemático de algunas de estas funciones, se encuentra en el libro
de Kowalski [25].

Citando a Hodel [18] a continuación damos un breve resumen
de resultados en la teoŕıa de las funciones cardinales entre los años
1920 hasta 1970. Durante los años veintes Alexandroff y Urysohn
desarrollaron la teoŕıa básica de espacios compactos. Un resultado
obtenido en esta época establece que un espacio compacto, per-
fectamente normal tiene cardinalidad a lo más 2ω. Alexandroff y
Urysohn se preguntaron si todo espacio compacto y primero nu-
merable tiene cardinalidad a lo más 2ω. En 1937, C̆ech y Posṕĭsil
probaron el resultado en la cardinalidad de espacios compactos.
Una consecuencia de su teorema es que todo espacio compacto y
primero numerable es, o numerable o bien tiene cardinalidad > 2ω.
A mediados de los cuarenta, Hewitt, Marczewski y Pondiczery pro-
baron de manera independiente un muy importante teorema sobre
la densidad en espacios producto. La versión numerable de sus re-
sultados establece que el producto de a lo más 2ω espacios separa-
bles es separable. En 1965, de Groot publicó un art́ıculo en el cual
introdujo importantes funciones cardinales. La versión numerable
de uno de sus resultados establece que un espacio de Hausdorff en
el cual todo subespacio de éste es Lindelöf, tiene cardinalidad a lo
más 2ω. A finales de los sesenta Hajnal y Juhász publicaron dos im-
portantes art́ıculos los cuales profundizan el trabajo de de Groot.
En 1969, Arhangel´skĭı resolvió el viejo problema de Alexandroff
y Urysohn. La versión numerable de su desigualdad, fundamental
en la teoŕıa de las funciones cardinales, establece que todo espacio
de Hausdorff, Lindelöf y primero numerable tiene cardinalidad a
lo más 2ω.

En “tiempos recientes” hemos sido testigos del rápido desarro-
llo de la Topoloǵıa de Conjuntos, y dentro de ella, de la teoŕıa de
las funciones cardinales topológicas, de sus diferentes métodos de
trabajo, y de sus variadas aplicaciones. Esta obra es un intento por
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dar a conocer uno de esos métodos: el estudio de las propiedades
de reflejo de propiedades topológicas.

El estudio de las propiedades de reflejo tiene sus ráıces en la
misma Teoŕıa de Conjuntos; en este trabajo se pretende dar una
idea de cómo puede trabajarse con este método, y muy particu-
larmente, de cómo se puede trabajar con éste en el ámbito de las
funciones cardinales topológicas. La noción de reflejo en Topoloǵıa
cobra importancia como un método de estudio de las propiedades
topológicas. La idea del método de reflejo puede resumirse de la
siguiente manera: si un espacio X no tiene cierta propiedad P,
entonces debe existir un subespacio “pequeño” (pequeño en algún
sentido) que no tiene la propiedad P; o equivalentemente, si todo
subespacio “pequeño” de X tiene P, entonces el espacio X tiene
P. Es decir, la idea del método es reducir el estudio de objetos
“complejos” al estudio de objetos más simples, aplicar nuestras
herramientas matemáticas a los últimos; “regresar” y usar este
nuevo conocimiento para clarificar la estructura de los objetos más
complejos.

El objetivo principal del presente trabajo es dar una intro-
ducción al estudio de las propiedades de reflejo de las distintas fun-
ciones cardinales topológicas. De manera particular, exponemos
detalladamente los métodos utilizados en las demostraciones de los
dos teoremas de reflejo más importantes en el ámbito de las fun-
ciones cardinales topológicas: el teorema de reflejo para el peso,
debido a Juhász y Hajnal, y el teorema de metrización de Alan
Dow.

En el primer caṕıtulo se dan las definiciones básicas para el
buen entendimiento de este trabajo. Se explica lo que es una
función cardinal topológica, y se establecen las definiciones de
las funciones cardinales más utilizadas a través de toda la tesis.
Además, se muestran las relaciones más elementales que existen
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entre las diferentes funciones cardinales con las que trabajamos.
Exponemos diversos ejemplos con la idea de hacer la exposición
más entendible.

En el segundo caṕıtulo nos enfocamos a las nociones de re-
flejo y reflejo fuerte, a la de cadena creciente de subespacios y
a la propiedad de Darboux, aśı como a las diversas propiedades
que estas nociones poseen. Ejemplificamos varias de esas nociones
utilizando a las funciones cardinales topológicas que son definidas
en el primer caṕıtulo. Además hacemos notar las relaciones que
existen entre todas estas nociones.

En el último caṕıtulo fortalecemos algunas de las condiciones
de los espacios topológicos para que, con ello, podamos garantizar
que ciertas funciones cardinales puedan tener alguna propiedad de
reflejo. Vemos que una propiedad que nos va a permitir generar
“buenos” teoremas de reflejo para varias funciones cardinales, será
la compacidad. Vemos también el importante teorema de metri-
zación de Alan Dow, y uno de los teoremas más importantes que
muestra las fuertes propiedades de reflejo que tiene el peso, dicho
teorema es debido a Hajnal y Juhász.

Por lo que toca a las notaciones y terminoloǵıa utilizadas en
esta tesis, debemos señalar que seguimos las ĺıneas marcadas por
[19], [18] y [9]. En la bibliograf́ıa al final de la tesis, aparecen obras
que son excelentes referencias para el estudio de hechos básicos de
la Topoloǵıa General, como por ejemplo [30] y [9], y para el estudio
de hechos básicos acerca de funciones cardinales topológicas, como
lo son: [18], [23] y [24].

David Jacob Ramı́rez Herrera



Caṕıtulo 1

Funciones Cardinales

n este caṕıtulo damos la definición de lo que es una
función cardinal, y las definiciones de aquéllas que
son frecuentemente utilizadas a través de este trabajo.
También establecemos algunas propiedades de las fun-

ciones cardinales que nos serán de mucha utilidad. Se analizan
algunas relaciones que hay entre distintas funciones cardinales y
veremos algunas cotas interesantes para espacios con propiedades
especiales.

A través de todo el texto, a menos que se especifique expĺıcita-
mente otra cosa, ω representará el más pequeño número cardinal
numerable infinito.

1.1 Funciones cardinales topológicas

1.1 Definición. Una función cardinal es una relación φ que asigna
a cada espacio topológico X un número cardinal φ(X) tal que
φ(X) = φ(Y ) para todo par de espacios topológicos X , Y homeo-
morfos.

1



2 Funciones Cardinales

1.2 Observación. El lector debe notar que hay un abuso de
lenguaje en la definición anterior al utilizar la palabra “función”,
ya que la clase de todos los espacios topológicos no es un conjunto,
y por ello lo que hemos llamado función cardinal puede no ser una
función en el sentido estricto del sistema axiomático ZFC.

El ejemplo más natural de función cardinal es la cardinalidad ,
denotada con el śımbolo | · |. Dicha función cardinal asocia a cada
espacio topológico X el número de elementos que éste posee. El
valor de esta función cardinal en X será denotado por |X|.

Otra importante, y muy útil, función cardinal es el peso. Esta
función cardinal mide la mı́nima cardinalidad que puede tener una
base de un espacio topológico.

1.3 Definición. Sea X un espacio topológico. El peso de X es el
número cardinal infinito:

w(X) = mı́n{|B| : B es una base de X}+ ω.

Es claro que un espacio topológico X satisface el segundo axio-
ma de numerabilidad si y sólo si w(X) = ω.

La siguiente función cardinal proporciona información de las
bases locales en los espacios topológicos.

1.4 Definición. Sea X un espacio topológico.

(1) Dado x ∈ X, el carácter de X en el punto x es el número
cardinal infinito:

χ(X, x) = mı́n{|B(x)| : B(x) es base local para x}+ ω

(2) El carácter del espacio X es el número cardinal

χ(X) = sup{χ(X, x) : x ∈ X}.
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Al igual que en el caso del peso, la función cardinal carácter
permite caracterizar a clases de espacios topológicos. En este caso
se tiene que un espacio topológico X es primero numerable si y
sólo si χ(X) = ω.

Las funciones cardinales cardinalidad, peso y carácter tienen
la interesante propiedad de que su valor no se incrementa al ser
“calculadas” en subespacios topológicos. Esta propiedad se conoce
como monotońıa. Formalmente, tenemos la siguiente definición.

1.5 Definición. Se dice que una función cardinal φ es monótona
si, siempre que X sea un espacio topológico y Y un subespacio de
X, se tiene que φ(Y ) 6 φ(X).

1.6 Proposición. Las funciones cardinales | · |, w, χ son monó-
tonas.

Demostración. Sea X un espacio topológico y Y un subespacio de
X.
Es claro que |Y | 6 |X|. De esta manera | · | es una función car-
dinal monótona.
Sea B una base para la topoloǵıa de X, con la propiedad de que
|B| = w(X). Consideremos ahora a la siguiente familia de sub-
conjuntos de Y :

BY = {U ∩ Y : U ∈ B}

No es dif́ıcil mostrar que BY es una base para la topoloǵıa de Y ,
esta base cumple que |BY | 6 |B| = w(X); y por definición de
peso, tenemos que w(Y ) 6 |BY | 6 |B| = w(X), con lo que queda
probado que la función cardinal peso es monótona.
Procediendo de manera semejante probaremos que la función car-
dinal carácter es monótona. Sea x ∈ Y y sea B(x,X) una base local
para x en X tal que |B(x,X)| = χ(X, x). Consideremos la colección

B(x,Y ) = {U ∩ Y : U ∈ B(x,X)}.
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Entonces B(x,Y ) es una base local para x en Y que cumple |B(x,Y )| 6
|B(x,X)| = χ(X, x) 6 χ(X). Por definición de la función cardinal
carácter de Y en el punto x, tenemos que χ(Y, x) 6 |B(x,Y )| 6
|B(x,X)| = χ(X, x) 6 χ(X). Entonces χ(X) es cota superior para
el conjunto {χ(Y, x) : x ∈ Y }, y dado que χ(Y ) es el supremo de
este conjunto, tenemos que χ(Y ) 6 χ(X), con lo que concluimos
que la función cardinal carácter es monótona.

La siguiente proposición nos muestra la relación que hay entre
el peso y el carácter.

1.7 Proposición. La función cardinal peso domina a la función
cardinal carácter, es decir, χ(X) 6 w(X) para todo espacio topo-
lógico X.

Demostración. Sea X un espacio topológico y sea B una base de la
topoloǵıa de X tal que |B| = w(X). Elijamos x ∈ X y definamos:

Bx = {U ∈ B : x ∈ U}.

Es fácil verificar que Bx es base local para x ∈ X, entonces por
definición de χ(X, x), tenemos que

χ(X, x) 6 |Bx| 6 |B| = w(X).

Es decir, w(X) es cota superior de {χ(X, x) : x ∈ X} y como
χ(X) es supremo de este conjunto, tenemos que χ(X) 6 w(X);
con lo que queda demostrada la proposición.

Note que la propiedad enunciada en la proposición anterior
puede generalizar a cardinales mayores que ω la conocida propiedad
de que todo espacio segundo numerable es un espacio primero nu-
merable. Esto es de hecho un rasgo distintivo de las funciones
cardinales: permiten extender a cardinales superiores propiedades
clásicas en las que están inmiscuidos cardinales finitos o el cardi-
nal ω. Otro rasgo que distingue a las funciones cardinales, es que
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ellas nos permiten, en varios casos, hallar cotas para las cardina-
lidades de los espacios topológicos, y con ello obtener información
cualitativa de los mismos. En este sentido se enuncia la siguiente
proposición.

1.8 Proposición. Si X es T0, entonces |X| 6 2w(X).

Demostración. Sea X un espacio topológico T0 y sea B una base
para X, con |B| = w(X). Definamos ϕ : X → P(B) como ϕ(p) =
{B ∈ B : p ∈ B}. Como X ∈ T0 se tiene que ϕ es uno-a-uno
(sean p 6= q, como X ∈ T0 ∃ V ∈ T(X) tal que p ∈ V y q /∈
V note ahora que V ∈ {B ∈ B : p ∈ B}, y que V /∈ {B ∈
B : q ∈ B} lo cual implica que ϕ(p) 6= ϕ(q)). Con esto podemos
concluir que |X| 6 2w(X).

Otra importante función cardinal que mide la mı́nima cardi-
nalidad para un subconjunto denso de un espacio topológico es la
densidad, la cual definimos enseguida.

1.9 Definición. Sea X un espacio topológico. La densidad de X
es el número cardinal infinito:

d(X) = mı́n{|D| : D es un subconjunto denso de X}+ ω.

Es claro que utilizando a la función cardinal d podemos carac-
terizar a la clase de los espacios topológicos separables. Un espacio
topológico X es separable si y sólo si d(X) = ω.

Toda función cardinal φ tiene asociada una función cardinal
monótona llamada versión hereditaria de φ, esta función cardinal
se define de la siguiente forma:

hφ(X) = sup{φ(Y ) : Y ⊆ X}

Es fácil convencerse que hφ es efectivamente una función cardinal
monótona, y que si φ es una función cardinal monótona entonces
φ = hφ (de hecho φ es monótona si y sólo si φ = hφ). Por esto
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último es que en el caso de las funciones cardinales | · |, w y χ, se
tiene que | · | = h| · |, w = hw y χ = hχ.

Para el caso de la función cardinal d la situación cambia, ya
que dicha función cardinal no es monótona (por ello d 6= hd). Para
notar esto fijémonos en en el siguiente ejemplo. Sea X el plano
de Moore. Entonces, sabemos que d(X) = ω, pero para el sube-
spacio Y = {(x, 0) : x ∈ R} la topoloǵıa seŕıa la discreta, aśı que
d(Y ) = c.

La versión hereditaria de la densidad es una función cardinal
muy importante, por lo que a continuación daremos expĺıcitamente
su definición.

1.10 Definición. Sea X un espacio topológico. La densidad he-
reditaria de X es el número cardinal:

hd(X) = sup{d(Y ) : Y ⊆ X}

Es fácil verificar que hd 6 | · | y que hd 6 w. Y no es dif́ıcil
notar que hay ejemplos de espacios topológicos en donde se da la
desigualdad estricta: si X es la recta real con la topoloǵıa usual,
entonces hd(X) = ℵ0 < 2ℵo = |X|, y si X es la ĺınea de Sorgenfrey,
entonces hd(X) = ℵ0 < 2ℵ0 = w(X).

Para una prueba de esta última desigualdad vea el ejemplo
1.29.

Otra función cardinal que tiene una estrecha relación con la
función cardinal d es la celularidad ó número de Souslin. Prime-
ramente introducimos la definición de familia celular.

1.11 Definición. Sea (X,T(X)) un espacio topológico. Se dice
que C es una familia celular en X si:
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(1) C ⊆ T(X)\{∅} y

(2) x ∩ y = ∅ para todo x, y ∈ C con x 6= y.

Notemos que el conjunto de familias celulares de un espacio topo-
lógico X es no vaćıa, ya que {X} es una familia celular (siempre
que X 6= ∅).

Llamamos celularidad (ó número de Souslin) de X al número
cardinal infinito:

c(X) = sup{|C| : C es una familia celular en X}+ ω.

La siguiente proposición muestra la relación que hay entre las
funciones cardinales c, d y w.

1.12 Proposición. El peso domina a la densidad y la densidad
domina a la celularidad, es decir, c(X) 6 d(X) 6 w(X) para todo
espacio topológico X.

Demostración. Sea B una base para T(X) tal que |B| = w(X).
Elijamos un único xB para cada elemento B ∈ B no vaćıo, y
denotemos al conjunto de éstos como:

D = {xB ∈ B : B ∈ B\{∅}}.

El conjunto D es denso en X, ya que escogimos un elemento de
cada miembro de la base B de la topoloǵıa de X; note ahora
que por la definición de D su cardinalidad es menor o igual que la
cardinalidad de B. Entonces |D| 6 |B| = w(X), y por la definición
de densidad tenemos que d(X) 6 |D| 6 w(X).
Para la otra desigualdad, tomemos D ⊆ X denso tal que |D| =
d(X) y sea G = {Ut}t∈T una familia celular de X. Como D es
denso se tiene que Ut ∩ D 6= ∅ para cada t ∈ T . Si para cada
t elegimos un único elemento yt ∈ Ut ∩ D, podemos definir la
función:

φ : G → D, por la fórmula : φ(Ut) = yt ∀t ∈ T.
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Vamos a comprobar que φ es una función inyectiva. Lo hare-
mos suponiendo que no lo es para obtener una contradicción. Sean
Ut1 6= Ut2 y supongamos que yt1 = yt2 . Entonces yt1 ∈ Ut1 ∩D y
también yt1 ∈ Ut2 ∩ D, lo cual nos dice que Ut1 ∩ Ut2 6= ∅, con-
tradiciendo el hecho de que G es una familia celular. De esta
forma hemos comprobado que φ es uno-a-uno. Podemos con-
cluir entonces que |G| 6 |D| 6 d(X) y como G fue arbitraria,
d(X) es cota superior de {|G| : G es familia celular de X} y dado
que la celularidad es el supremo de este conjunto obtenemos que
c(X) 6 d(X).

A partir de la anterior proposición podemos concluir que todo
espacio separable tiene celularidad numerable. Hemos hecho notar
anteriormente que d no es una función cardinal monótona. A pesar
de esto, esta función cardinal y el número de Souslin tienen un
comportamiento de monotońıa cuando se aplican a subespacios
abiertos.

1.13 Proposición. Sea X un espacio topológico. Si Y es un sub-
espacio abierto no vaćıo de X, entonces d(Y ) 6 d(X) y c(Y ) 6
c(X).

Demostración. Sea D ⊆ X denso en X, con la propiedad de que
|D| = d(X). Definamos D′ = D ∩ Y . Veremos que D′ es denso en
Y .
Si nos fijamos en la topoloǵıa de Y , observamos que todo abierto
en Y es la intersección de un abierto en X con el subespacio Y .
Entonces para todo U ⊆ Y abierto no vaćıo existe V ⊆ X abierto
no vaćıo en X tal que U = V ∩ Y . Aśı

U ∩D′ = (V ∩ Y ) ∩D.

Pero (V ∩ Y ) ∩ D 6= ∅, por ser D denso en X y (V ∩ Y ) un
subconjunto abierto no vaćıo de X. Con lo que se prueba que D′

es denso en Y , y entonces por definición de densidad tenemos que

d(Y ) 6 |D′| 6 |D| = d(X)
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con lo que podemos concluir que d(Y ) 6 d(X).

Por otro lado, como todo abierto en Y es abierto en X (por ser
Y abierto en X), tenemos que toda familia celular de Y es una
familia celular de X, y por lo tanto c(Y ) 6 c(X).

1.14 Proposición. Sea X un espacio topológico. Si D ⊆ X es
denso, entonces d(X) 6 d(D) y c(D) 6 c(X).

Demostración. Sea D ⊆ X denso en X y sea A ⊆ D denso en D
tal que |A| = d(D). Es suficiente probar que A es un subconjunto
denso en X. Sea U un abierto no vaćıo en X. Entonces el conjunto
D ∩ U es un abierto en la topoloǵıa de D, y además, por ser D
denso en X, sabemos que es no vaćıo.
Como A ∩ U ⊇ A ∩ (D ∩ U) 6= ∅ (esto último porque A es
denso en D), tenemos que A ∩ U 6= ∅. Por lo tanto, A es un
subconjunto denso de X. Con lo anterior podemos concluir que
d(X) 6 |A| = d(D).

Por otro lado, dada una familia celular en D, ésta induce una
familia celular en X. Veamos por qué razón. Dados dos conjun-
tos abiertos ajenos y no vaćıos U ′ y V ′ en D, existen conjuntos
abiertos U y V en X tales que U ′ = U ∩ D y V ′ = V ∩ D;
observemos que U y V son ajenos, ya que si por el contrario
U ∩V 6= ∅, entonces para el abierto no vaćıo U ∩V , se tendŕıa que
(U ∩V )∩D = (U ∩D)∩(V ∩D) = U ′∩V ′ = ∅, contradiciendo aśı
la densidad del conjunto D. Podemos entonces concluir que c(X)
es cota superior del conjunto de las cardinalidades de las familias
celulares de D, de donde tenemos que c(D) 6 c(X).

La siguiente proposición nos dota de una interesante cota, en
términos de la función cardinal d, para la cardinalidad de los es-
pacios Hausdorff.

1.15 Proposición. (de Groot) Si X es T2, entonces |X| 6 22d(X)
.
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Demostración. Sea D ⊆ X denso tal que |D| = d(X). Para todo
x ∈ X sea Dx = {G ∩ D : x ∈ G,G ∈ T(X)} ⊆ P(D). Ahora
notemos que x 6= y implica que Dx 6= Dy por ser X un espacio
de Hausdorff. Entonces la función g : X → P(P(D)) dada por
g(x) = Dx ∀x ∈ X, es inyectiva. Por ello, |X| 6 |P(P(D))| =

22|D|
= 22d(X)

.

Las funciones cardinales | · |, w y d nos proporcionan infor-
mación global de un espacio topológico, a diferencia de lo que
ocurre con la función cardinal χ que proporciona información lo-
cal. Esto sugiere una manera en que podemos clasificar a las fun-
ciones cardinales: en globales o locales. Una función del segundo
tipo, es el pseudocarácter de un espacio topológico (ver Definición
1.21), definida únicamente para espacios topológicos que satisfacen
el axioma de separación T1. Por otro lado debemos comentar que
hay funciones cardinales que nos proporcionan tanto información
local como global; de este último tipo de funciones cardinales es
el peso separante.

1.16 Definición. Una cubierta A de un conjunto E se llama se-
parante si para cada punto p ∈ E, tenemos que:⋂

{A ∈ A : p ∈ A} = {p}

.
Como ejemplo, obsérvese que la familia

B =

{(
x− 1

n
, x+

1

n

)
: x ∈ R, n ∈ N

}
es una cubierta abierta separante en R con la topoloǵıa usual, ya
que

{x} =
⋂
n∈N

(
x− 1

n
, x+

1

n

)
1.17 Observación. Un espacio topológico X tiene una cubierta
abierta separante si y sólo si X es un espacio T1.



Funciones Cardinales Topológicas 11

Demostración. Primero supongamos que X es T1 y demostremos
que X tiene una cubierta abierta separante.
Definamos

B = {X\{x} : x ∈ X}

Vamos a probar que B es una cubierta abierta separante de X.
Como X es T1, tenemos que X\{x} es abierto en X para toda
x ∈ X, con lo que obtenemos que B ⊆ T(X).
Ahora, {x} ⊆ X\{y} para toda y 6= x, entonces

{x} ⊆
⋂
{X\{y} : y 6= x}.

Para la otra contención, supongamos que existe z 6= x tal que
z ∈

⋂
{X\{y} : y 6= x}. Por ello, para todo y 6= x, se tiene que

z ∈ X\{y}. Pero z 6= x, por lo tanto z ∈ X\{z}, lo cual es una
contradicción. En consecuencia,⋂

{X\{y} : y 6= x} ⊆ {x}.

Con lo que queda probada la primera implicación.
Para probar la otra implicación supongamos que existe una cu-
bierta abierta separante B de X. Para demostrar que X es T1

basta ver que {x} es cerrado para toda x ∈ X.
Entonces sea x ∈ X y elijamos y ∈ X\{x}. Como y 6= x existe
B ∈ B con y ∈ B tal que x /∈ B. Entonces y ∈ B ⊆ X\{x}, con
lo cual probamos que X\{x} es abierto en X. Por lo tanto X es
T1.

1.18 Definición. Sea X un espacio topológico. El peso separante
de X, denotado por sw(X), es el más pequeño cardinal infinito κ
tal que X tiene una cubierta abierta separante V con |V| 6 κ.

1.19 Definición. Sea X un espacio topológico. El peso punto
separante de X, denotado como psw(X), es el más pequeño car-
dinal infinito κ tal que X tiene una cubierta abierta separante V

con |{A ∈ V : p ∈ A}| 6 κ para cada p ∈ X.
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Es claro a partir de la definición que psw(X) 6 sw(X).

1.20 Proposición. Si X es un espacio T1, entonces |X| 6 2sw(X).

Demostración. Sea C una cubierta abierta separante de X, tal
que |C| = sw(X) (la existencia de tal cubierta esta garantizada
por ser X un espacio T1 veáse la Observación 1.17). Como C es
cubierta separante,

(∗) ∀x ∈ X : {x} =
⋂
{U ∈ C : x ∈ U}

Definimos f : X → P(C) por medio de: f(x) = {U ∈ C : x ∈ U}
para toda x ∈ X.
La propiedad (∗) permite probar que f es inyectiva y por lo tanto
tendŕıamos que |X| 6 2sw(X).

Observe que, por la Proposición 1.20, si X es un espacio T1,
con |X| > 2ω necesariamente sw(X) > ω.

Por otro lado notemos que para espacios discretos X, se tiene
que psw(X) = ω. Con lo que si X es un espacio discreto, tal que
|X| > 2ω, tenemos, por lo anterior, que psw(X) < sw(X).

1.21 Definición. (1) Una colección B ⊆ T(X) es una pseu-
dobase de x en X si {x} =

⋂
{B : B ∈ B}

(2) El pseudocarácter de X en x, es el número cardinal

ψ(X, x) = mı́n{|B| : B es una pseudobase de x en X}+ ω;

(3) El pseudocarácter de X es el número cardinal

ψ(X) = sup{ψ(X, x) : x ∈ X}.

Otra función cardinal que nos proporciona información local
de un espacio topológico es la estrechez .
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1.22 Definición. Sea X un espacio topológico.

(1) La estrechez t(X, x) de X en el punto x es el más pequeño
de los números cardinales infinitos κ que tienen la siguiente
propiedad: Para cada A ⊆ X tal que x ∈ clX(A), existe
B ⊆ A de tal manera que |B| 6 κ y x ∈ clX(B).

(2) La estrechez de X es el número cardinal infinito

t(X) = sup{t(X, x) : x ∈ X}

Continuamos con una serie de definiciones que se usarán pos-
teriormente, y algunos ejemplos que nos harán comprender éstas
con mayor claridad.

1.23 Definición. Sea X un espacio topológico. La amplitud de
X es el número cardinal

s(X) = sup{|D| : D ⊆ X,D es discreto }+ ω

Note que la ĺınea de Sorgenfrey tiene amplitud igual a ℵ0 (ver
el ejemplo 1.29).

Sea κ un cardinal infinito. Un espacio topológico X es llamado
κ-Lindelöf si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta
de cardinalidad 6 κ.

1.24 Definición. Sea X un espacio topológico. El grado de Lin-
delöf de X es el número cardinal

L(X) = mı́n{κ > ω : X es κ-Lindelöf }.

1.25 Definición. Sea X un espacio topológico. La extensión de
X es el número cardinal infinito

e(X) = sup{|D| : D ⊆ X,D es cerrado y discreto}+ ω.

Recordemos que una familia N ⊆ P(X) es una red para X si
para cada U ⊆ X abierto y x ∈ U, ∃N ∈ N tal que x ∈ N ⊆ U .
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1.26 Definición. Sea X un espacio topológico. El peso de red
de X es el número cardinal:

nw(X) = mı́n{|N| : N es una red para X}+ ω.

1.27 Definición. Sea (X,T(X)) un espacio topológico.

(1) Decimos que B ⊆ T(X)\{∅} es una π-base de X si para
todo G ∈ T(X) distinto del vaćıo, existe un B ∈ B con
B ⊆ G.

(2) El π-peso es el número cardinal

πw(X) = mı́n{|B| : B es una π-base de X}+ ω.

Resumiremos algunas desigualdades de funciones cardinales en
el siguiente diagrama (ver Proposición 1.28).

w(X) ff
LLLL |X|88

qqqqq

nw(X)88
rrrr ff

MMMM

hd(X)99
ttt

t ff
LLLL hL(X)88

qqqq ee
KKKK

d(X) ee
JJJ

J s(X)88
rrrr ff

MMMM L(X)99
sss

s

c(X) e(X)

En la siguiente proposición establecemos algunas propiedades
importantes de las funciones cardinales d, w, πw, hL, nw, c, y
χ que serán frecuentemente utilizadas a través de este trabajo.

1.28 Proposición. Sean X y Z espacios topológicos.

(1) El π-peso domina a la densidad y es dominado por el peso,
es decir, d(X) 6 πw(X) 6 w(X).

(2) hL(X) 6 nw(X).
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(3) Si Z es imagen continua de X entonces c(Z) 6 c(X) y
d(Z) 6 d(X);

(4) Si Z es imagen continua y abierta de X entonces w(Z) 6
w(X) y χ(Z) 6 χ(X).

Demostración. (1) La prueba para la primera desigualdad es casi
la misma que en la proposición 1.12 y para la otra desigualdad,
sólo hay que fijarse en que toda base es una π-base.

(2) Sea N una red para X, con |N| = nw(X). Sea Y un sub-
espacio de X. Vamos a probar que Y es nw(X)-Lindelöf. Sea U

una cubierta abierta de Y . Definamos R = {N ∈ N : existe U ∈
U tal que N ∩ Y ⊆ U}. Claramente |R| 6 |N| = nw(X). Para
cada N ∈ R fijemos un elemento UN ∈ U tal que N ∩ Y ⊆ UN .
Afirmación: La colección V = {UN : N ∈ R}, es una subcu-
bierta de U.
En efecto: Claramente, V ⊆ U. Aśı que bastará probar que
Y ⊆ ∪V. Para ello, sea y ∈ Y . Entonces existe Uy ∈ U, tal
que y ∈ Uy. Con lo que existe V, abierto de X tal que V ∩Y = Uy.
Como y ∈ V y N es red en X, existe N ∈ N tal que y ∈ N ⊆ V .
Entonces y ∈ N∩Y ⊆ V ∩Y ⊆ Uy. Note ahora que esto último im-
plica que N ∈ R (en consecuencia R 6= ∅). Consideremos ahora al
elemento UN ∈ U tal que N ∩Y ⊆ UN . Entonces y ∈ N ∩Y ⊆ UN .
Por lo tanto, y ∈ UN con lo que podemos concluir que Y ⊆ ∪V.
Resumiendo, hemos probado que Y es nw(X)-Lindelöf. Entonces
L(Y ) 6 nw(X). En consecuencia, hL(X) 6 nw(X).

(3) Sea D un subconjunto denso en X tal que |D| = d(X),
sólo hay que probar que f(D) es denso en Z. Como f es sobre
y D denso en X, tenemos que Z = f(X) = f(cl(D)) y por la
continuidad de f tenemos que f(clX(D)) ⊆ clZ(f(D)), con lo que
podemos concluir que Z = clZ(f(D)) y de esta manera f(D) es
denso en Z.
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Para la otra desigualdad: Sea B una familia celular en Z. Fi-
jémonos en f−1(B) = {f−1(B) : B ∈ B}. Demostraremos que
f−1(B) es una familia celular enX. Por ser f sobre y B una familia
celular , ∅ /∈ f−1(B). Ahora supongamos que f−1(B) ∩ f−1(B′) 6=
∅, para B,B′ ∈ B distintos, entonces existe x ∈ f−1(B ∩ B′),
aplicando f tenemos que f(x) ∈ B ∩ B′ contradiciendo el he-
cho que B es una familia celular. Con lo que concluimos que
c(Z) 6 |f−1(B)| 6 c(X).

(4) Sea B una base de X tal que |B| = w(X). Vamos a pro-
bar que f(B) = {f(B) : B ∈ B} es base para Z. Sea U ⊆
Z abierto. Como f es continua, existe {Cs}s∈S ⊆ B tal que
f−1(U) =

⋃
s∈S Cs. Entonces U =

⋃
s∈S f(Cs). Note que cada

elemento f(Cs) ∈ f(B).
Como los elementos de f(B) son subconjuntos abiertos de Z (puesto
que B es base de X y f es abierta), tenemos que f(B) es una base
de Z. Aśı que w(Z) 6 |f(B)| 6 |B| = w(X).
Probaremos ahora que χ(Z) 6 χ(X). Para ello consideremos un
punto z ∈ Z. Como f es sobreyectiva, existe x ∈ X, tal que f(x) =
z. Tomemos una base local Bx de x en X tal que |Bx| = χ(X, x).
Como f es abierta, la colección f(Bx) = {f(B) : B ∈ Bx} está
formada por subconjuntos abiertos de Z.
Afirmación: f(Bx) es base local de Z en z.
En efecto: es claro que z ∈ f(B) ∀ B ∈ Bx. Sea U un abierto
en Z tal que z ∈ U . Entonces x ∈ f−1(U) y f−1(U) es un abierto
en X. Como Bx es base local de X en x, existe B ∈ Bx tal que
x ∈ B ⊆ f−1(U). Entonces z = f(x) ∈ f(B) ⊆ U .
Como f(Bx) es base local de Z en z, tenemos que χ(Z, z) 6
|f(Bx)| 6 |Bx| = χ(X, x) 6 χ(X). Por lo tanto, χ(Z) 6 χ(X).

1.29 Ejemplo. Veamos que si X es la ĺınea de Sorgenfrey, en-
tonces hL(X) = hd(X) = ℵ0 < w(X).
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Comencemos por la segunda desigualdad. Vamos a probar que
ninguna colección de abiertos R de cardinalidad < c puede ser una
base para la recta de Sorgenfrey. Definamos como B = {A ∈ R : A
es acotado inferiormente}. Si B = ∅ entonces el conjunto abierto
[1, 2) no puede ser cubierto por ninguna subcolección de R. Aśı que
podemos suponer que B no es vaćıo. Claramente la cardinalidad
de B es menor estricto que c. Para cada A ∈ B, sea αA = infA.
La colección D = {αA : A ∈ B} tiene cardinalidad menor que c.
Entonces existe un punto x ∈ R \D.
Afirmacion Para el abierto [x, x + 1) no existe subcolección de
R cuya unión sea igual a [x, x+ 1).
En efecto, supongase que S ⊆ R es tal que [x, x + 1) =

⋃
A∈SA.

Entonces para toda A ∈ S se tiene que A ⊆ [x, x + 1). Aśı que
αA > x para toda A ∈ S. Como x ∈ [x, x + 1), existe una A0 ∈ S

tal que x ∈ A0. En consecuencia, αA0 6 x. Por lo tanto, te-
nemos que x = αA0 contradiciendo la elección de x. La anterior
afirmación muestra que R no puede ser una base para la ĺınea de
Sorgenfrey.

Ahora veamos que hL(X) = ℵ0. Sea Y un subespacio cual-
quiera de X, y sea F una familia de subconjuntos abiertos de X
tal que Y ⊆

⋃
F. Sin perdida de generalidad se puede suponer

que los elementos de la familia F son abiertos básicos del espacio
X. Sea M = {(a, b) : [a, b) ∈ F}, y sea Z =

⋃
M . Dado que

R (con la topoloǵıa usual) es hereditariamente Lindelöf, pues es
un espacio segundo numerable, L(Z) = ℵ0. Aśı de la cubierta
abierta M de Z, se puede extraer una subcubierta numerable N .
Sea G = {[a, b) : (a, b) ∈ N}.
Afirmación: El conjunto Y \

⋃
G es a lo más numerable.

En efecto: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que
|Y \

⋃
G| > ℵ0. Dado que F es una cubierta de Y , para cada

x ∈ Y \
⋃

G, podemos elegir un elemento [ax, bx) en F, de tal
manera que, x ∈ [ax, bx). Obsérvese que x = ax, para cada
x ∈ Y \

⋃
G. Ahora si x y y son dos elementos distintos de
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Y \
⋃

G, entonces los correspondientes intervalos abiertos (ax, bx)
y (ay, by) son ajenos. De otra forma, supongamos que x < y y que
existe z ∈ (ax, bx) ∩ (ay, by). Entonces x < y < z < bx; de donde,
y ∈

⋃
G, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, la familia

C = {(ax, bx) : x ∈ Y \
⋃

G} es una familia celular de abiertos
no vaćıos del espacio R, cuya cardinalidad excede ℵ0, lo cual con-
tradice el hecho de que R tiene celularidad numerable. Por lo
tanto, |Y \

⋃
G| 6 ℵ0. De todo lo anterior, podemos concluir que

F posee una subcubierta numerable, y por lo tanto hL(X) = ω.

Y por último probaremos que el espacio X es hereditariamente
separable. Sea Z un subespacio arbitrario de X, y sea A el con-
junto de puntos aislados de Z en X. Dado que hL(X) = ℵ0, (ver
párrafo anterior), L(A) = ℵ0. De donde |A| 6 ℵ0. Ahora consid-
eremos a la familia B = {(p, q) : p, q ∈ Q y p < q} de intervalos
abiertos de R. Para cada B ∈ B, tal que B ∩ Z 6= ∅, elijamos un
elemento xB ∈ B ∩ Z.
Afirmación. El conjunto D = A ∪ {xB : B ∈ B, B ∩ Z 6= ∅} es
un subespacio denso del subespacio Z. Note que |D| 6 ℵ0.
En efecto: Consideremos un abierto no vaćıo V de Z. Elijamos
un elemento básico [a, b) de la topoloǵıa de la ĺınea de Sorgenfrey
de tal modo que: ∅ 6= [a, b) ∩ Z ⊆ V .
Si {a} = [a, b) ∩ Z, entonces a ∈ A. De donde, V ∩ D 6= ∅,
pues a ∈ A ∩ V . Si por el contrario, existe un z ∈ (a, b) ∩ Z,
entonces podemos elegir, p, q ∈ Q, con p < q, de tal modo que
z ∈ (p, q) ⊆ (a, b). Como (p, q)∩Z 6= ∅, B = (p, q) ∈ B . Conside-
remos al correspondiente elemento xB. Para tal elemento ocurre
que xB ∈ B = (p, q) ⊆ [a, b) y xB ∈ D. De donde también en
este caso sucede que V ∩ D 6= ∅. Por lo tanto D es denso en Z.
Y como Z fue arbitrario lo anterior prueba que d(Z) 6 ℵ0, por lo
cual, hd(X) = ℵ0.

Finalizaremos la presente sección demostrando algunos lemas
referentes a cotas para la cardinalidad de los espacios topológicos.
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1.30 Lema. Sea X un espacio T0, entonces |X| 6 2nw(X).

Demostración. Sea N una red para X con |N| = nw(X). Es fácil
verificar que la función f : X → P(N), definida por f(x) = {U ∈
N : x ∈ U}, donde x ∈ X, es inyectiva.

1.31 Lema. Sea X un espacio T2, entonces w(X) 6 222d(X)

Demostración. Por la Proposición 1.15 sabemos que |X| 6 22d(X)

y también sabemos que w(X) 6 2|X|, con lo que podemos concluir

que w(X) 6 222d(X)

1.2 El teorema de Hewitt-Marczewski-

Pondiczery

En esta sección probaremos el importante teorema sobre la densi-
dad de un producto topológico, debido a E. Hewitt, E. Marczewski
y E. S. Pondiczery.

Con el propósito de hacer clara la exposición de este teorema
es que analizaremos a los cubos de Cantor.

Sea κ un número cardinal arbitrario. Consideremos el pro-
ducto topológico D(2)κ de κ copias del espacio discreto D(2) de
cardinalidad dos. Dado que el producto topológico de un número
finito de espacios discretos es un espacio discreto, cuando κ es un
número cardinal finito, el peso, la densidad y la celularidad de
D(2)κ son iguales al cardinal del espacio D(2)κ.

La pregunta natural a lo anterior es qué sucede en el caso en que
κ es un número cardinal infinito. Con el propósito de esclarecer
esto, recordemos que un elemento t́ıpico de la base canónica B
para D(2)κ es un conjunto de la forma

[α1, . . . , αn;U1, . . . , Un] = {f : κ → {0, 1} : f(αj) ∈ Uj ; j = 1, . . . n}

donde αj ∈ κ y Uj ⊆ D(2) es un abierto propio no vaćıo, para
cada j = 1, . . . , n. Observe que las posibles elecciones para los
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subconjuntos abiertos propios no vaćıos Uj son: {0} y {1}. Con
esto en mente, no es dif́ıcil demostrar que |B| 6 κ. De esta forma
podemos garantizar que w(D(2)κ) 6 κ.

1.32 Proposición. Sea κ > ω. Entonces
w(D(2)κ) = χ(D(2)κ) = ψ(D(2)κ) = κ .

Demostración. Bastará demostrar que κ 6 ψ(D(2)κ).
Supongamos lo contrario; esto es, supongamos que ψ(D(2)κ) < κ.
Entonces ψ(D(2)κ,0) < κ, donde 0 : κ → {0, 1} es la función
constante de valor 0. Sea A una pseudobase de 0 en D(2)κ tal que
|A| 6 κ. Sin perdida de generalidad se puede suponer que los el-
ementos de A son vecindades canónicas de 0 en D(2)κ. Ahora,
para cada W = [0;α1, . . . , αn;U1, . . . , Un] en A, sea K(W ) =
{α1, . . . , αn}. Definamos K =

⋃
W∈AK(W ). Entonces K ⊆ κ

y |K| < κ. De donde, κ \K 6= ∅. Sea χκ\K : κ→ {0, 1} la función
caracteŕıstica de κ \K. Entonces χκ\K ∈

⋂
A y χκ\K 6= 0; lo cual

es una contradicción. Por lo tanto, ψ(D(2)κ) > κ.

1.33 Lema. Sea κ > ω. Si A es un conjunto de cardinalidad 2κ,
entonces existe una topoloǵıa Hausdorff en A cuyo peso es menor
o igual a κ.

Demostración. Sea D(2)κ el producto topológico de κ copias del
espacio discreto de cardinalidad 2. Por la Proposición 1.32, existe
una base B de D(2)κ cuya cardinalidad es exactamente κ. Dado
que |A| = 2κ, existe f : A→ D(2)κ función biyectiva. La familia

T = {f−1(U) : U ∈ B}

es base de una topoloǵıa Hausdorff para A cuyo peso es menor o
igual a κ.

1.34 Proposición. Si κ > ω, D(κ) es el espacio discreto de
cardinalidad κ y T es un conjunto de cardinalidad 2κ, entonces
d(D(κ)T ) 6 κ
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Demostración. Por el lema anterior, podemos considerar en T una
topoloǵıa Hausdorff T cuyo peso es menor o igual a κ. Aśı, pode-
mos fijar una base B para T cuya cardinalidad no excede a κ.
Sea

F = {{U1, . . . , Un} ∈ [B]<ω : Ui ∩ Uj = ∅, para i 6= j},

donde [B]<ω = {A ⊆ B : |A| < ω}.
Considere ahora al siguiente conjunto:

D = {f ∈ D(κ)T : ∃{Ui}n
i=1 ∈ F tal que f |Ui

= ci y
f |T\∪n

i=1Ui
= c, donde c1, c2 · · · cn, c son constantes }

Claramente, D ⊆ D(κ)T y |D| 6 κ. Aún más, el conjunto
D es un subconjunto denso de D(κ)T . Efectivamente, sea W =⋂n

i=1 π
−1
ti ({yi}) = [t1, . . . , tn; {y1}, . . . , {yn}] un abierto canónico

del producto topológico D(κ)T (donde yi ∈ D(κ) y ti ∈ T , para
cada i = 1, . . . , n). Podemos suponer que ti 6= tj, para i 6= j.
Por la elección de la base B, existen U1, . . . , Un ∈ B tales que
ti ∈ Ui y Ui ∩ Uj = ∅ (si i 6= j). Consideremos ahora la función
g : T → D(κ) dada por lo siguiente:

g(t) =

{
yi si t ∈ Ui para i = 1, . . . , n;

y1 si t ∈ T \ ∪n
i=1Ui

Entonces, g ∈ D ∩W . De lo cual, D es denso en D(κ)T . Por lo
tanto, d(D(κ)T ) 6 |D| 6 κ.

1.35 Teorema. [Hewitt-Marczewski-Pondiczery] Sea κ > ω, y sea
{Xα}α∈I una colección no vaćıa de espacios topológicos no vaćıos.
Si d(Xα) 6 κ para cada α ∈ I y |I| 6 2κ, entonces d(Πα∈IXα) 6 κ.

Demostración. Sea, para cada α ∈ I, Dα ⊆ Xα un subespacio
denso tal que |Dα| 6 κ. Claramente

∏
α∈I Dα ⊆

∏
α∈I Xα es
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un subespacio denso; de lo cual d(
∏

α∈I Xα) 6 d(
∏

α∈I Dα) (ver
Proposición 1.14). Aśı, basta demostrar que d(

∏
α∈I Dα) 6 κ.

Ahora, dado que para cada α ∈ I la cardinalidad de cada Dα

no excede a κ, existen funciones sobreyectivas

fα : D(κ) → Dα

Claramente, cada función fα es una función continua. De donde,
la función producto ∏

α∈I

fα : D(κ)I →
∏
α∈I

Dα

es continua y sobreyectiva.

Debido a que la densidad no se incrementa bajo imagenes con-
tinuas (ver Proposición 1.28 (3)), bastará demostrar que d(D(κ)I)
6 κ. Pero nótese que si |I| = γ, entonces D(κ)I es homeomorfo al
producto D(κ)γ; además, note que este último espacio es imagen
continua del producto D(κ)2κ

(la función π : D(κ)2κ → D(κ)γ

dada por π(f)(β) = f(β), donde f ∈ D(κ)2κ
y β < γ, es una

función continua y sobreyectiva). Aśı, por la proposición anterior,
d(D(κ)I) 6 d(D(κ)2κ

) 6 κ.

1.36 Definición. Sea X =
∏

α∈I Xα un producto topológico, y
sea V =

∏
α∈I Vα un abierto canónico (o básico) en X, entonces

K(V ) = {β ∈ I : Vβ 6= Xβ}

es llamado el soporte de V .

1.37 Corolario. Si {Xα : α ∈ A} es una familia de espacios to-
pológicos tales que d(Xα) 6 κ, para cada α ∈ A, entonces

c(
∏

{Xα : α ∈ A}) 6 κ.
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Demostración. Sea X =
∏
{Xα : α ∈ A}. Supongamos que existe

una familia celular W enX cuya cardinalidad excede a κ. Entonces
podemos elegir una familia

V = {Vλ : λ < κ+}

de abiertos no vaćıos ajenos dos a dos en X. Claramente, pode-
mos suponer que los elementos de la familia V son abiertos básicos
canónicos de X.
Sea, para cada λ < κ+, K(Vλ) el soporte de Vλ.
Sea B =

⋃
λ<κ+ K(Vλ). Claramente, |B| 6 2κ. Entonces si

Y =
∏

α∈B Xα, por el Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery,
d(Y ) 6 κ. Pero si V ∗

λ = πB(Vλ) es la proyección de Vλ en Y ,
entonces la familia

W = {V ∗
λ : λ < κ+}

es una familia celular en Y cuya cardinalidad excede a κ. Pero
esto es una contradicción, ya que la celularidad de un espacio
está siempre dominada por la densidad del mismo. Por lo tanto,
c(X) 6 κ.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Reflejo

hora nos abocaremos a la teoŕıa de reflejo. Si tenemos
un espacio topológico X, una propiedad topológica P
y una clase D de subespacios de X, es posible pregun-
tarnos si el hecho de que todos los subespacios perte-

necientes a la clase D tienen la propiedad P, implica que X debe
tener necesariamente esta misma propiedad. Cuando esto sucede
se dice que la propiedad P es reflejada de los subespacios al espacio
X.

En el ámbito de la teoŕıa de las funciones cardinales topológicas,
la clase D de subespacios es comúnmente la clase de los subespa-
cios de cardinalidad 6 κ (para un cardinal infinito κ, fijo) y la
propiedad topológica P es comúnmente la propiedad: φ(Y ) < κ,
para alguna función cardinal φ fija. De esta manera, uno puede
preguntar si el hecho de que todos los subespacios Y , de cardina-
lidad 6 κ, de un espacio X satisfacen que φ(Y ) < κ, implica que
φ(X) < κ. Cuando esto ocurre para todos los espacios topológicos
X en una cierta clase fija C de espacios topológicos, se dice que la
función cardinal φ refleja al cardinal κ en la clase C.

Es valioso comentar que el estudio de las propiedades de reflejo
de funciones cardinales topológicas fue iniciado por I. Juhász y A.
Hajnal en sus trabajos [24], [11], y en [19] R. Hodel y J. Vaughan
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realizaron el primer estudio sistemático de teoremas de reflejo para
funciones cardinales topológicas.

En este caṕıtulo haremos un breve análisis de las propiedades
de reflejo para las funciones cardinales más básicas. Para ello
seguimos la ĺınea marcada por R. Hodel y J. Vaughan. En todo el
caṕıtulo se asumirá que |X| > ω.

2.1 Hechos básicos de la teoŕıa de re-

f lejo

Iniciamos la presente sección con la noción de reflejo en funciones
cardinales.

2.1 Definición. Sea X un espacio topológico y sea κ un cardinal
infinito. Se dice que una función cardinal φ refleja al cardinal κ
si se cumple la siguiente condición:

(∗) si φ(X) > κ, entonces existe Y ⊆ X tal que |Y | 6 κ y φ(Y ) > κ.

Se puede comprobar fácilmente que cualquier función cardinal
refleja al cardinal ω.

Por otro lado, note que la condición (∗) en la anterior definición
es equivalente a lo siguiente:

• Si para todo subespacio Y de X, con |Y | 6 κ, se tiene que
φ(Y ) < κ, entonces φ(X) < κ.

Debemos mencionar también que para algunas funciones car-
dinales es necesario restringir la clase de espacios en consideración
con la finalidad de obtener “buenos” teoremas de reflejo. La
definición apropiada en este caso es la siguiente.

2.2 Definición. Una función cardinal φ refleja al cardinal infinito
κ, en una clase C de espacios topológicos, si para cualquier X ∈ C

con φ(X) > κ, existe un subespacio Y de X con |Y | 6 κ y φ(Y ) >
κ.
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Cuando C sea la clase de los espacios topológicos, diremos sim-
plemente que “φ refleja al cardinal infinito κ”. Otro concepto rela-
cionado con el reflejo es la noción de reflejo fuerte, que definiremos
a continuación. Un poco más adelante, en el Lema 2.6, veremos
la relación que hay entre el reflejo y el reflejo fuerte.

2.3 Definición. Sea φ una función cardinal, X un espacio topo-
lógico y sea κ > ω. Diremos que φ refleja fuertemente a κ si el
hecho de que φ(X) > κ implica la existencia de un subespacio Y
de X con las siguientes propiedades:

(1) |Y | 6 κ; y

(2) ∀Z ⊆ X con Y ⊆ Z, se tiene que φ(Z) > κ.

Es claro que toda función cardinal refleja fuertemente a ω. Por ello
podemos pensar que el número cardinal κ, en la anterior definición,
es estrictamente mayor que ω.

Recordemos que un cardinal λ es regular si λ = cf(λ), véase
[20].

Es importante mencionar, en este momento, la noción de ca-
dena creciente de subespacios.

2.4 Definición. Sea λ un cardinal infinito. Una cadena creciente,
de longitud λ, es una colección {Xα : α < λ} de subespacios de
un espacio topológico X que cumple las siguientes condiciones:

(1) X =
⋃
{Xα : α < λ}, y

(2) ∀ β 6 α < λ , Xβ ⊆ Xα.

Obsérvese que en la definición de una cadena creciente de sub-
espacios podemos suponer que el cardinal λ es un cardinal regular,
esto es aśı debido a que⋃

{Xα : α < λ} =
⋃
{Xα : α < cf(λ)}.
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Efectivamente, es claro que sólo habrá que probar que
⋃
{Xα :

α < λ} ⊆
⋃
{Xα : α < cf(λ)}. Para ello, sea x ∈

⋃
{Xα : α < λ},

entonces existe α < λ tal que x ∈ Xα. Por definición de cf(λ)
existe ν ∈ cf(λ), con α < ν; como la cadena es creciente, Xα ⊆
Xν . Por ello x ∈

⋃
{Xν : ν < cf(λ)}. Entonces

⋃
{Xα : α < λ} ⊆⋃

{Xν : ν < cf(λ)}. 2

El reflejo fuerte de una función cardinal φ tiene una relación
intŕınseca con el cálculo de valores de la función cardinal en un
espacio X que puede ser descompuesto en una cadena creciente de
subespacios.

2.5 Definición. Diremos que una función cardinal φ satisface
la propiedad de la unión creciente para κ (lo cual será denotado
por IU(κ)), si siendo {Xα : α < λ} una cadena creciente de
subespacios de X cuya longitud excede a κ (esto es, κ < λ), y
φ(Xα) < κ para todo α < λ, se tiene que φ(X) < κ.

El siguiente lema resume las relaciones que hay entre los con-
ceptos de reflejo, reflejo fuerte y la propiedad de unión creciente.

2.6 Lema. Sea φ una función cardinal y κ > ω.

(1) Si φ refleja fuertemente a κ entonces φ refleja a κ.

(2) Si φ refleja fuertemente a κ, entonces φ satisface IU(κ).

Demostración. (1) se sigue inmediatamente de la definición.
Para demostrar (2) sea {Xα : α < λ} una cadena creciente de

subespacios, donde κ < λ y λ es regular.
Supongamos que para todo α < λ, φ(Xα) < κ; debemos demostrar
que φ(X) < κ. Vamos a suponer lo opuesto para llegar a una
contradicción. Supongamos entonces que φ(X) > κ. Debido a que
φ refleja fuertemente a κ, existe Y subespacio de X, con |Y | 6 κ
tal que para todo Z ⊆ X con Y ⊆ Z, se tiene que φ(Z) > κ. Ahora
bien, puesto que {Xα : α < λ} es creciente, λ es regular, |Y | 6 κ y
κ < λ, existe α ∈ λ tal que Y ⊆ Xα. Como φ refleja fuertemente
a κ tenemos que φ(Xα) > κ; lo cual es una contradicción.
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La densidad es un ejemplo de una función cardinal que refleja
a ciertos cardinales infinitos, pero puede no reflejarlos fuertemente
(véase 2.19 y 2.21)

2.7 Observación. Note que si φ es una función cardinal monótona
que refleja a un cardinal infinito κ, entonces φ refleja fuertemente
a κ. En efecto, si φ(X) > κ, entonces existe Y con |Y | 6 κ tal que
φ(Y ) > κ. Puesto que supusimos que φ es monótona, si Z ⊆ X
es tal que Y ⊆ Z, se tiene que φ(Z) > φ(Y ) > κ.

A continuación enunciaremos dos propiedades de reflejo y reflejo
fuerte, que serán frecuentemente utilizadas en lo que resta del tra-
bajo.

2.8 Lema. Sea κ > ω. Si una función cardinal φ refleja a κ+,
entonces hφ refleja fuertemente a κ+.

Demostración. Puesto que hφ es monótona, es suficiente probar
que hφ refleja a κ+ (véase la Observación 2.7). Supongamos que
hφ(X) = sup{φ(Y ) : Y ⊆ X} > κ+, entonces existe Y ⊆ X
tal que φ(Y ) > κ+ (ya que si φ(Y ) < κ+ ∀ Y ⊆ X, entonces
sup{φ(Y ) : Y ⊆ X} < κ+). Luego, dado que φ refleja a κ+,
existe Z ⊆ Y con |Z| 6 κ+ tal que φ(Z) > κ+. Claramente
hφ(Z) > κ+.

2.9 Lema. Si φ refleja fuertemente a todo cardinal sucesor, en-
tonces φ refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostración. Sea κ un cardinal ĺımite y supongamos que φ(X) >
κ. Para cada cardinal infinito λ < κ, se tiene que φ(X) > λ+.
Debido a que φ refleja fuertemente a λ+, existe un subespacio Yλ

de X con |Yλ| 6 λ+ tal que para todo Z ⊆ X, para el cual Yλ ⊆ Z,
se tiene que φ(Z) > λ+.
Sea Y =

⋃
{Yλ : λ < κ}. Claramente tenemos que |Y | 6 κ, y para

todo Z ⊆ X tal que Y ⊆ Z, φ(Z) > κ (supongamos que φ(Z) < κ,
entonces existe λ tal que φ(Z) < λ < κ, pero entonces φ(Z) < λ+,
contradiciendo la hipótesis).
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2.10 Observación. Note que como una aplicación de los anterio-
res lemas y la Observación 2.7, podemos probar fácilmente que si
φ es monótona y refleja a todo cardinal sucesor, entonces φ refleja
fuertemente a todo cardinal infinito.

La siguiente definición contiene otra noción relacionada con el
reflejo.

2.11 Definición. Sea κ > ω. Se dice que una función cardinal
φ tiene la propiedad de Darboux en κ si se verifica la siguiente
condición:

si φ(X) > κ, entonces existe Y ⊆ X tal que φ(Y ) = κ.

La relación entre reflejo y la propiedad de Darboux se aclara
en la siguiente proposición.

2.12 Proposición. Si φ refleja a κ y para todo X se tiene que
φ(X) 6 |X|+ ω, entonces φ tiene la propiedad de Darboux en κ.

Demostración. Supondremos que φ(X) > κ > ω. Entonces, de-
bido a que φ refleja a κ, existe Y ⊆ X con |Y | 6 κ tal que
φ(Y ) > κ. Pero φ(Y ) 6 |Y |+ ω 6 κ, por lo tanto φ(Y ) = κ.

Debemos comentar que la hipótesis de que φ este dominada
por la cardinalidad en el teorema anterior no puede ser omitida.
Hajnal y Juhász han demostrado que el peso refleja a todo cardi-
nal κ, pero no necesariamente tiene la propiedad de Darboux en
κ [12, 13].

El diagrama siguiente resume algunas de las relaciones que
hay entre las distintas nociones de la teoŕıa de reflejo que hemos
introducido hasta este momento.
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φ refleja fuertemente κ
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φ refleja κ

si φ monótona

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

suponiendo que φ 6 | · |+ ω

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS φ satisface IU(κ)

φ tiene la propiedad de Darboux en κ

Uno puede preguntarse si la propiedad de Darboux y la propie-
dad de la unión creciente, separadas o juntas, implican la propiedad
de reflejo para funciones cardinales. El siguiente resultado da res-
puesta negativa a esta pregunta.

2.13 Teorema. Para cada κ > ω, existe una función cardinal φ
tal que:

(1) φ es monótona y φ 6 | · |+ ω;

(2) φ satisface IU(κ) y tiene la propiedad de Darboux en κ;

(3) φ no refleja a κ.

Demostración. Sea κ > ω un cardinal y sea {κn : n ∈ ω} la sucesión
definida de la siguiente manera: κ0 = κ y para cada n ∈ ω,
κn+1 = κ+

n . Sea µ = sup {κn : n ∈ ω}. Note que cf(µ) = ω.
Definamos ahora φ por medio de la fórmula siguiente:

φ(X) =


ω si |X| < µ;

κ si |X| > µ.

Claramente φ satisface (1).
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Puesto que φ(X) > κ es imposible, automáticamente φ tiene
la propiedad de Darboux en κ.

Para verificar que φ satisface IU(κ), supongamos que

X =
⋃

{Xα : α < λ} ,

donde λ > κ, λ regular, {Xα : α < λ} creciente y para todo α < λ,
φ(Xα) < κ (i.e. para todo α < λ, |Xα| < µ). Notemos que es su-
ficiente probar que |X| < µ.

Ahora, para probar que |X| < µ. Note lo siguiente:

* Si λ 6 µ, entonces claramente |X| < µ. Ya que

|X| =
∣∣∣⋃ {Xα : α < λ}

∣∣∣ 6 supα<λ|Xα| < λ · µ = µ

** En el caso λ > µ, veremos primero que ∃ j0 ∈ ω tal que
|Xα| 6 κj0 , para todo α < λ. Para probar esto supong-
amos lo contrario, entonces para cada j ∈ ω ∃α < λ tal
que |Xα| > κj, pero como cf(λ) > ω, entonces debe existir
α0 < λ tal que |Xα| > κj, para todo α > α0, y ∀ j ∈ ω,
pero |Xα0| < µ, lo que implica que existe un i ∈ ω tal que
|Xα0| < κi (esto por propiedades del supremo), lo cual es
una contradicción.

Supongamos ahora que |X| > µ. Sea Y un subconjunto de
X tal que |Y | = κj0+1. Puesto que λ > κj0+1 y λ es regular
y la cadena {Xα : α < λ} es creciente, existe α < λ tal que
Y ⊆ Xα. Entonces tenemos que |Y | 6 |Xα| 6 κj0 . Lo cual es una
contradicción. Por lo tanto se satisface (2).

Finalmente, para probar (3), sea X un espacio con |X| > µ.
Entonces , φ(X) > κ; pero para todo Y subespacio de X con
|Y | 6 κ, se tiene que φ(Y ) = ω. Por tanto, φ no refleja a κ.
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2.2 Teoremas de reflejo para c, e, s, L

y d

El primer resultado de esta sección establece que las funciones
cardinales celularidad, extensión y amplitud reflejan fuertemente
a todo cardinal infinito en la clase de los espacios topológicos.

2.14 Teorema. Las funciones cardinales c, e y s reflejan fuerte-
mente a todo cardinal infinito.

Demostración. Por el lema 2.9, para la función cardinal c es sufi-
ciente probar que c refleja fuertemente a todo cardinal sucesor κ+.

Supongamos que c(X) > κ+; puesto que c(X) > κ+ > κ, exis-
te una familia celular {Vα : α < κ+} de cardinalidad κ+.
Para cada α < κ+, sea xα ∈ Vα y construyamos Y = {xα : α < κ+}.
Claramente |Y | 6 κ+, y además, para cada Z ⊆ X tal que Y ⊆ Z,
c(Z) > κ+ (ya que {Vα ∩ Z : α < κ+} forma una familia celular
en Z). Por tanto c refleja fuertemente a κ+.

Para el caso de la función cardinal e, nuevamente es suficiente
probar que e refleja fuertemente a todo cardinal sucesor.
Supongamos que e(X) > κ+. Como e(X) > κ+ > κ, existe un
conjunto Y cerrado y discreto en X, de cardinalidad κ+. Note que
para cada Z ⊆ X tal que Y ⊆ Z, se tiene que e(Z) > κ+(Y ∩ Z
es discreto y cerrado en Z, con |Y ∩Z| = κ+). Por tanto e refleja
fuertemente a κ+.

Para la función cardinal s probaremos primero1 que s = hc.
Sea D un subconjunto discreto de X. Como D es discreto, para
todo x ∈ D existe U abierto en X tal que U∩D = {x}. Formemos
el conjunto {{x} : x ∈ D}, es claro que dicho conjunto es una

1Note, que para esta prueba, podŕıamos haber hecho lo mismo que para la
función cardinal e.
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familia celular en D y que |D| = |{{x} : x ∈ D}|, entonces
|D| 6 hc(X). Como el subconjunto discreto D fue elegido ar-
bitrariamente tenemos la desigualdad s(X) 6 hc(X).

Para la otra desigualdad tomemos un subespacio Y de X y
una familia celular C = {Vs : s ∈ S} en Y . Tomemos para cada
s ∈ S un único xs ∈ Vs y formemos el conjunto D = {xs : s ∈
S}, es claro que D es un subespacio discreto de X y que |C| =
|{xs : s ∈ S}|. Entonces |C| 6 s(X). Aśı, como C y Y fueron
elegidos arbitrariamente, entonces s(X) es una cota superior para
el conjunto {c(Y ) : Y ⊆ X}, con lo que afirmamos que hc(X) 6
s(X). Podemos concluir que s = hc.
Como c refleja a todo cardinal sucesor, de los lemas 2.8 y 2.9, se
tiene que s refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teo-
rema anterior, el Lema 2.6 y la Proposición 2.12.

2.15 Corolario. Para todo cardinal infinito κ, las funciones car-
dinales c , e y s satisfacen IU(κ) y tienen la propiedad de Darboux
en κ.

Con la finalidad de hacer clara la exposición del siguiente teo-
rema, recordaremos algunas nociones básicas de la teoŕıa de los
números cardinales.

Recordemos primeramente que un número cardinal κ es lla-
mado cardinal ĺımite si para todo cardinal γ < κ se tiene que γ+ <
κ. Por otro lado, el cardinal κ es llamado regular si κ = cf(κ); y es
llamado cardinal singular si κ > cf(κ). Recuérdese también que κ
es un cardinal ĺımite fuerte si β < κ implica que 2β < κ. Además,
κ es un cardinal débilmente inaccesible si κ es ĺımite y regular, y es
un cardinal fuertemente inaccesible si κ es ĺımite fuerte y regular.

Nótese que como todo cardinal sucesor es regular, necesaria-
mente todo cardinal singular es un cardinal ĺımite.
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Observe también que si se supone cierta la hipótesis generali-
zada del continuo, esto es, si se supone cierta la proposición:

HGC: ∀κ > ω, κ+ = 2κ,

entonces todo cardinal ĺımite es un cardinal ĺımite fuerte; por
esta razón los cardinales fuertemente inaccesibles coinciden con los
cardinales débilmente inaccesibles. Por ello podemos referirnos a
éstos simplemente como cardinales inaccesibles.

Es sabido que la HGC es consistente con la proposición “ZFC+
no existen cardinales inaccesibles”. Estos hechos serán utilizados
en el siguiente teorema.

2.16 Teorema. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

(1) El grado de Lindelöf L refleja a todo cardinal sucesor.

(2) L refleja a todo cardinal singular ĺımite fuerte en la clase de
espacios Hausdorff.

(3) Suponiendo HGC +(no existen cardinales inaccesibles), L
refleja a todo cardinal para la clase de espacios Hausdorff.

(4) Para un cardinal singular κ, L no necesariamente tiene la
propiedad de Darboux en κ (en consecuencia no necesaria-
mente refleja a κ) para la clase de espacios T1.

(5) Para cardinales no numerables κ, L no necesariamente sa-
tisface IU(κ) (y por lo tanto no necesariamente refleja fuerte-
mente a κ) en la clase de espacios Hausdorff y completamente
normales.

Demostración. (1) Sea κ un cardinal infinito.
Supongamos que L(X) > κ+, entonces existe una cubierta abierta
U de X para la cual no existen subcolecciones de U de cardinali-
dad < κ+ que cubran a X.
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Tomemos un x0 ∈ X y sea U0 ∈ U tal que x0 ∈ U0; como
{U0} no cubre a X existe un x1 ∈ X \ U0. Tomemos un U1 ∈ U

tal que x1 ∈ U1 (x1 ∈ U1 \ U0); como {U0, U1} no cubre a X
escojamos un x2 ∈ X \ (U0 ∪ U1), entonces existe U2 ∈ U, tal que
x2 ∈ U2 \ (U0 ∪ U1). Sea α < κ+ y supongamos que para cada
β < α se hizo la misma construcción, es decir, hemos tomado
xβ ∈ X \

⋃
γ<β Uγ, y hemos tomado Uβ ∈ U tal que xβ ∈ Uβ.

Como L(X) > κ+ la familia {Uβ : β < α} no cubre a X. En
consecuencia, existe xα ∈ X \

⋃
β<α Uβ. Elijamos Uα ∈ U tal que

xα ∈ Uα. Esto termina nuestra construcción. Note que hemos
construido dos colecciones; a saber,

{Uα : α < κ+} y

Y = {xα : α < κ+},

en donde xα ∈ Uα \
⋃

β<α Uβ.

Es claro que |Y | 6 κ+, y que L(Y ) > κ+, ya que {Uα ∩ Y :
α < κ+} es una cubierta abierta a la que no se le puede extraer
una subcubierta de cardinalidad menor que κ+, esto por la misma
construcción de Y . Por tanto hemos probado que L refleja a κ+.

(2) Supongamos que κ es un cardinal singular ĺımite fuerte y
que L(X) > κ, donde X es un espacio de Hausdorff. Como X es

T2, tenemos que |X| 6 22s(X)
(véase 4.12 en [18]). Note ahora que

como κ es ĺımite fuerte, lo anterior implica que s(X) > κ (porque
L(X) 6 |X|). Aplicando el teorema de Hajnal-Juhász (véase 12.3
en [18]), podemos concluir que existe un subespacio discreto Y de
X tal que |Y | = κ. Claramente tenemos que L(Y ) > κ.

(3) Se sigue de (1) y (2).
(4) Sea κ un cardinal singular. Considere X = [0, κ+). La

familia con elementos de la forma [0, α) \ {α1, ..., αn}, donde para
cada i ∈ {1, ..., n} αi < α < κ+, es base para una topoloǵıa T1

sobre X. Se tiene que L(X) > κ. En efecto, sea α < κ+ arbitrario.
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Considere

U = {[0, α) \ {0}}
⋃ {

[0, β + 1) \ {β} : α < β < κ+
}
,

entonces U es una cubierta abierta de X. Note ahora que si V ⊆ U

tiene cardinalidad 6 κ, entonces γ = sup {β : [0, β + 1) \ {β} ∈ V}
< κ+. Por ello, γ /∈

⋃
V. Por lo tanto V no puede ser cubierta

abierta de X; aśı, L(X) > κ+ (de hecho L(X) = κ+).
Demostraremos ahora que no existe Y ⊆ X con L(Y ) = κ

(esto mostrará que L no tiene la propiedad Darboux en κ).
Sea Y ⊆ X arbitrario. Si |Y | = κ+, entonces L(Y ) = κ+.

(Para convencerse de ello considere a la colección U definida en el
párrafo anterior, entonces U|Y = {U ∩Y : U ∈ U} es una cubierta
abierta de Y que no admite subcubiertas de cardinalidad < κ+.)

Supongamos que |Y | 6 κ, Probaremos que L(Y ) < κ. Como
Y ⊆ X = [0, κ+) y |Y | 6 κ, existe un ordinal α < κ+ tal que
Y es isomorfo (en orden) a α. Más aún, podemos suponer que
α = β + n, donde β es un ordinal ĺımite y n ∈ ω. Sea µ = cf(β),
entonces µ es regular y como κ es singular también tenemos que
µ < κ. Finalmente, es fácil probar que L(Y ) 6 µ.

(5) Sea κ un cardinal no numerable. El espacio requerido es
X = [0, κ+) con la topoloǵıa del orden. Es conocido que L(X) =
κ+ (ver [9]). Para cada α ∈ κ+, sea Xα = [0, α]. Entonces X =⋃

α<κ+ Xα. Observe que para todo α ∈ κ+, L(Xα) = ω.

2.17 Corolario. La función cardinal hL refleja fuertemente a
todo cardinal infinito.

Demostración. Por el Teorema 2.16 (1) L refleja a todo cardinal
sucesor, y por el Lema 2.8, hL refleja fuertemente a todo cardinal
sucesor; por último, por el Lema 2.9 hL refleja fuertemente a todo
cardinal infinito.

Ahora analizaremos las propiedades de reflejo de la densidad.
En el art́ıculo [13] A Hajnal e I. Juhász establecen resultados que
relacionan a la función cardinal d con la propiedad de Darboux.
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R. E. Hodel y J.E. Vaughan demuestran en [19] que para el caso de
la función cardinal densidad, la propiedad de Darboux y el reflejo
son lo mismo. Esto demuestra que los teoremas de Juhász y Haj-
nal son en verdad teoremas de reflejo.

2.18 Teorema. Las siguientes proposiciones son equivalentes para
cualquier cardinal κ > ω.

(1) La función cardinal d refleja a κ;

(2) La función cardinal d tiene la propiedad de Darboux en κ.

Demostración. (1) ⇒ (2). Se sigue de la Proposición 2.12.
(2) ⇒ (1). Supongamos que d tiene la propiedad de Darboux

en κ y que d(X) > κ. Debemos probar que existe Y ⊆ X tal que
|Y | 6 κ y d(Y ) > κ.
Tenemos entonces dos casos:
(a) Si d(X) > κ, como d tiene la propiedad de Darboux existe
Y ⊆ X tal que d(Y ) = κ. Ahora sea D un subconjunto denso de
Y tal que |D| = d(Y ). Entonces |D| = κ. Como d(D) > d(Y ) = κ
(ver Proposición 1.14), se tiene que d(D) = κ, y |D| = κ. Aśı d
refleja a κ.
(b) Si d(X) = κ, tomamos un subconjunto denso D de X con
|D| = d(X). Dado que d(D) > d(X) = κ, se tiene que d(D) = κ
y |D| = κ.
Por tanto d refleja a κ.

2.19 Teorema. (Hajnal-Juhász [13])

(1) La función cardinal d refleja a todo cardinal regular.

(2) Sea κ un cardinal ĺımite fuerte, entonces d refleja fuerte-
mente a κ en la clase de espacios Hausdorff.

(3) Suponiendo la HGC, d refleja a todo cardinal infinito para
la clase de espacios Hausdorff.
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(4) La función cardinal d no necesariamente refleja a los cardi-
nales singulares en la clase de espacios T1.

Demostración. (1) Sea κ un cardinal regular y supongamos que
d(X) > κ. Vamos a construir un subespacio Y que sirva para
nuestro fin.
Sea x0 ∈ X arbitrario, como d(X) > κ existe x1 ∈ X \ cl({x0}).
Como {x0, x1} no es denso en X, existe x2 ∈ X \ cl({x0, x1}).
Ahora sea 0 < α < κ y supongamos que hemos construido el con-
junto {xβ : β < α}. Como este subconjunto no es denso en X,
entonces existe un punto xα ∈ X \ cl({xβ : β < α}). De esta
manera hemos obtenido los puntos xα necesarios para que cons-
truyamos el conjunto: Y = {xα : α ∈ κ}.

Es claro que |Y | 6 κ. Aśı que resta probar que d(Y ) > κ.
Supongamos D ⊆ Y es tal que |D| < κ. Por la regularidad de κ,
existe α < κ tal que |D| < α < κ. Entonces D ⊆ {xβ : β < α}.
Puesto que xα ∈ X \ cl{xβ : β < α}, tenemos que xα /∈ cl(D).
Por lo tanto D no es denso en Y . Por lo que podemos concluir
que d(Y ) > κ (Como d(Y ) 6 |Y | 6 κ, tenemos que d(Y ) = κ).

(2) Sea κ un cardinal ĺımite fuerte y X un espacio de Hausdorff
tal que d(X) > κ. Tomemos un subespacio Y de X tal que |Y | >
κ. Afirmamos que d(Z) > κ para cada Z ⊆ X con Y ⊆ Z. Sea
Z ⊆ X tal que Y ⊆ Z.
Si ocurriera que d(Z) < κ, entonces |Z| 6 22d(Z)

< κ (aplique la
Proposición 1.15 para la primera desigualdad y para la segunda el
hecho de que κ es ĺımite fuerte). Pero entonces |Y | < κ, lo que es
una contradicción. Por lo tanto, d(Z) > κ para todo subespacio
Z de X tal que Y ⊆ Z.

(3) Esta propiedad es un simple aplicación de (1) y (2), recor-
dando que bajo la HGC los cardinales ĺımites y los cardinales ĺımite
fuerte son lo mismo.

(4) Para la demostración de esta afirmación remitimos al lector
al Ejemplo 2.34.
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No obstante que d refleja a todo cardinal regular, esta función
cardinal no tiene la propiedad de reflejar fuertemente a todos los
cardinales infinitos, ni aún en la clase de espacios Tychonoff (véase
la Proposición 2.21).
Antes de establecer esto último, tenemos el siguiente corolario.

2.20 Corolario. La función hd refleja fuertemente a todo cardinal
infinito.

Demostración. Por el Teorema 2.19 d refleja a todo cardinal reg-
ular y por el Lema 2.8 hd refleja fuertemente a κ+. Con lo que
podemos concluir por el Lema 2.9 que hd refleja fuertemente a
todo cardinal infinito.

Como consecuencia de la siguiente proposición, se tiene que la
función cardinal d no tiene la propiedad de reflejo fuerte.

2.21 Proposición. Para cada cardinal infinito κ, existe un espa-
cio de Tychonoff X tal que:

(1) d(X) > κ+ (de hecho d(X) = κ++); y además

(2) X =
⋃
{Xα : α ∈ κ++}, donde {Xα : α < κ++} es creciente

y para todo α < κ++, se tiene que d(Xα) 6 κ.

Demostración. El espacio que necesitamos es un subespacio de
D(2)κ++

, el cubo de Cantor de peso κ++ (esto es, el producto de
κ++ copias del espacio discreto {0, 1}).
Para cada α < κ++, definamos

Xα = {f ∈ D(2)κ++

: f(β) = 0, α < β < κ++}

y sea

X =
⋃ {

Xα : α < κ++
}
.

Note que para cada α < κ++, el espacio Xα es homeomorfo a
un producto de 6 κ+ copias del espacio discreto {0, 1} (considere
F : Xα → D(2)|α|, definida por F (g) = g |α+1 ). Por el teorema
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de Hewitt-Marczewski-Pondiczery (véase el Teorema 1.35), para
todo α < κ++, se tiene que d(Xα) 6 κ. Por tanto (2) se cumple.

Para verificar que d(X) > κ++, sea D ⊆ X con |D| 6 κ+.
Entonces existe α ∈ κ++ tal que D ⊆ Xα. Def́ınase f : κ++ →
{0, 1} por medio de la siguiente fórmula:

f(γ) =


1 γ = α+ 1;

0 otro caso.

entonces f ∈ X y f /∈ clXD. Por tanto D no es denso en X. Aśı,
d(X) > κ++.

Del teorema anterior se sigue que para la clase de espacios
Tychonoff, y para todo cardinal sucesor κ+, d no necesariamente
satisface la IU(κ+) y en consecuencia no necesariamente refleja
fuertemente a κ+.

Mostraremos ahora que la función cardinal d no necesariamente
satisface la IU(κ), en la clase de los espacios T1 y por ello no
siempre refleja fuertemente en la clase de espacios T1.
Note que con esto también podŕıamos haber concluido que d no
refleja fuertemente para los espacios Tychonoff.

2.22 Teorema. Para cada cardinal infinito κ, existe un espacio
T1 tal que:

(1) d(X) = κ+;

(2) X =
⋃
{Xα : α ∈ κ+}, donde {Xα : α ∈ κ+} es creciente y

para todo α ∈ κ+, sucede que d(Xα) = ω.

Demostración. Sea X = [0, κ+). Una base para la topoloǵıa de X
consiste de todos los subconjuntos de X de la siguiente forma:[

α, κ+
)
\ {α1, . . . , αn} ;

donde, α < α1 < . . . < αn < κ+. No es dif́ıcil probar que X es un
espacio T1 y que d(X) > κ. Como d(X) 6 |X| 6 κ+, tenemos que
d(X) = κ+.
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Para ver que (2) se cumple, es suficiente construir una sucesión
{Xα : α ∈ κ+} de subconjuntos de X tal que para todo α ∈ κ+,
sucede lo siguiente:

(a) β < α, implica que Xβ ⊆ Xα;

(b) α ∈ Xα;

(c) d(Xα) = ω.

Sea α < κ+ y supongamos que hemos construido {Xβ : β < α}
tal que (a), (b) y (c) se cumplen. Definamos γ =

⋃
{Xβ : β < α};

sea, además, {βn : n ∈ ω} una sucesión estrictamente creciente
en κ+ tal que: α, γ < β0. Sea Xα =

⋃
{Xβ : β < α} ∪ {α} ∪

{βn : n ∈ ω}. Note ahora que {βn : n ∈ ω} es un subconjunto
denso numerable de Xα. Por ello, d(Xα) = ω.

A continuación estudiaremos el reflejo de la función monótona
nw. El primer resultado relacionado a esta función cardinal mues-
tra que para la clase de espacios T1 compactos, nw no necesaria-
mente refleja a un cardinal sucesor. Pero para probarlo primero
necesitamos algunos lemas auxiliares. Cabe mencionar que en el
siguiente caṕıtulo haremos un análisis más preciso de las propie-
dades de reflejo de distintas funciones cardinales en la clase de
espacios compactos T2.

2.23 Lema. Sean κ > ω y T un conjunto tal que |T | 6 2κ.
Entonces existe una cubierta F de T tal que:

(1) |F| 6 κ;

(2) Si t1, t2, . . . , tn son puntos distintos de T , entonces existe una
subcolección {A1, A2, . . . , An} de elementos ajenos por pares
de F tal que para todo i ∈ {1, 2 . . . , n}, ti ∈ Ai.

Demostración. Sea X = D(2)κ, el cubo de Cantor de peso κ.
Sabemos que w(X) = κ. Sea f : T → X una inyección. Entonces
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f(T ) es un subespacio de X de peso 6 κ. Sea B una base de f(T ).
Entonces

F = {f−1(U) : U ∈ B}

es una base para una topoloǵıa T2 para T . La colección F satisface
(1) y (2).

2.24 Teorema. Para cada κ > ω, existe un espacio X que es
compacto y T1 tal que:

(1) nw(X) > κ+;

(2) X =
⋃ {

Xα : α < (2κ)+}
, donde

{
Xα : α < (2κ)+}

es cre-

ciente y para todo α < (2κ)+, sucede que nw(Xα) 6 κ.

Demostración. Sea X = [0, (2κ)+ ) con la topoloǵıa cofinita. Por
el Lema 1.30 podemos concluir que nw(X) > κ+. Veamos que se
cumple (2). Definimos para cada α < (2κ)+, Xα = [0, α]. Como
|Xα| 6 α 6 2κ, podemos aplicar el lema anterior y concluir que
existe una cubierta Nα de Xα que cumple (1) y (2) del lema.
Observe ahora que como Xα tiene la topoloǵıa cofinita, entonces
Nα es una red para Xα. Efectivamente, sean x ∈ Xα y U ⊆ Xα

abierto en Xα tal que x ∈ U . Como Xα tiene la topoloǵıa cofinita,
X \ U = {x1, x2, . . . , xn}. Entonces existen N,N1, . . . , Nn ∈ Nα

ajenos, tales que x ∈ N, xi ∈ Ni para cada i = 1, . . . , n. Entonces
x ∈ N ⊆ X \

⋃n
i=1Ni ⊆ X \ {x1, x2, . . . , xn} = U . De esta

forma, Nα es una red para Xα. Entonces podemos concluir que
nw(Xα) 6 κ.

Por el teorema anterior, para la clase de espacios T1, la función
cardinal nw no necesariamente satisface IU(κ+) y no necesaria-
mente refleja fuertemente a cardinales κ > ω. Por otro lado, para
la clase de espacios T0, nw refleja a todo cardinal ĺımite fuerte.

2.25 Teorema. Sea κ un cardinal ĺımite fuerte. Entonces nw
refleja a κ en la clase de espacios T0.
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Demostración. Sea X un espacio topológico T0.
Supongamos que nw(X) > κ. Entonces |X| > κ (pues nw(X) 6
|X|). Luego existe Y ⊆ X con |Y | = κ. Suponga que nw(Y ) =
λ < κ. Por el Lema 1.30, y por el hecho de ser κ un cardinal ĺımite
fuerte, |Y | 6 2λ < κ, lo que contradice el hecho de que |Y | = κ.
Por lo tanto, nw(Y ) = κ.

A pesar del resultado negativo dado en el Teorema 2.24, pode-
mos probar el siguiente teorema.

2.26 Teorema. Suponiendo valida la HGC. En la clase de espa-
cios Hausdorff, nw refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostración. SeaX un espacio Hausdorff con nw(X) > κ. Pues-
to que hL refleja a todo cardinal infinito y hL 6 nw (ver Corolario
2.17 y la Proposición 1.28), podemos suponer, sin perdida de ge-
neralidad, que hL(X) < κ. Por 4.10 en [18], |X| 6 2hL(X), y por
la HGC, |X| 6 κ. Aśı, tomando Y = X, tenemos que |Y | 6 κ y
nw(Y ) > κ.

2.3 Teoremas de reflejo para w y πw

Uno de los más importantes, e interesantes, teoremas de reflejo en
el ámbito de las funciones cardinales topológicas es el teorema de
reflejo del peso w, debido a Hajnal y Juhász [15].

Debido a la importancia del resultado de Hajnal y Juhász,
presentaremos su demostración en esta sección, tal y como aparece
en su art́ıculo [15].

Con la finalidad de hacer clara la exposición del mismo uti-
lizaremos a partir de ahora la siguiente notación: Si X es un con-
junto no vaćıo, F una familia de subconjuntos deX y Y un subcon-
junto de X, denotamos con F|Y a la colección {F ∩ Y : F ∈ F}.

2.27 Lema. Sea X un espacio topológico arbitrario y κ un car-
dinal regular. Suponga que todo subespacio de X, con cardina-
lidad 6 κ, tiene un subconjunto denso de cardinalidad < κ. Si
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{Yα : α < κ} es una sucesión creciente de subespacios de X y F

es una familia de abiertos en X tal que para cada α < κ, F |Yα es
base para Yα, entonces F |Y también es base de Y =

⋃
α<κ Yα.

Demostración. Supongamos, para generar una contradicción, que
F |Y no es base para Y . Entonces existe un punto p ∈ Y y una
vecindad U de p enX tal que si p ∈ F ∈ F, entonces F∩Y * U∩Y .

Usando el método de inducción transfinita, construiremos una
sucesión {qγ : γ < κ} de puntos en Y y una sucesión {Fγ : γ < κ}
de elementos de F, de tal forma que:
(1) para γ < κ, se tiene que qγ ∈ (Y ∩ Fγ) \ U ;

(2) si γ < µ < κ, entonces qγ /∈ Fµ.

Sea A = {β < κ : p ∈ Yβ}. Claramente A 6= ∅. Entonces A tiene
primer elemento, digamos α0. Puesto que F

∣∣
Yα0

es base para Yα0 ,
existe F0 ∈ F tal que p ∈ F0 ∩ Yα0 ⊆ U ∩ Yα0 . Por la elección de
p, tenemos que Y

⋂
F0 * U

⋂
Y . Sea q0 ∈ (Y ∩ F0) \U .

Sea α1 el primer elemento de A \ α0. Entonces existe F1 ∈ F

tal que p ∈ F1 ∩ Yα1 ⊆ U ∩ Yα1 . Considere q1 ∈ (Y ∩ F1) \ U .
Observe que q0 /∈ F1, puesto que de lo contrario, q0 ∈ F1 ∩ Yα1 ⊆
Yα1 ∩ U ⊆ U ; lo cual no es cierto.

Sea µ < κ y suponga que para todo γ < µ, hemos construido
qγ y Fγ de tal manera que (1) y (2) se cumplen. Para construir
a qµ y a Fµ, note que como κ es regular, existe αµ < κ tal que
para todo γ < µ, se tiene que αγ < αµ. Dado que {Yα : α < κ}
es una sucesión creciente, tenemos que p ∈ Yαµ . Por tanto existe
Fµ ∈ F tal que p ∈ Fµ ∩ Yαµ ⊆ U ∩ Yαµ . Elijamos ahora un punto
qµ ∈ (Y ∩ Fµ) \U . Observe que si γ < µ, entonces qγ /∈ Fµ, de
lo contrario qµ ∈ Fµ ∩ Yαµ ⊆ Yαµ ∩ U ⊆ U (lo cual seŕıa una
contradicción). Con esto terminamos la construcción.

Observe ahora que el subespacio {qα : α < κ} no contiene sub-
conjuntos densos de cardinalidad menor que κ. Como esto último
contradice nuestra hipótesis, tenemos que F|Y es base para Y .
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2.28 Teorema. (Hajnal-Juhász [15]) La función w refleja a todo
cardinal infinito.

Demostración. Sea X un espacio topológico y sea κ un cardinal
infinito. Dividiremos la prueba en dos casos:

(a) κ es un cardinal regular. Supongamos que w(Y ) <
κ ∀ Y ⊆ X con |Y | 6 κ y que w(X) > κ. Vamos a construir, para
α < κ, usando el método de inducción transfinita, subespacios Yα

de X y familias de abiertos Bα de tal forma que:
(1) para todo α < κ, |Yα| 6 κ;

(2) para todo α < κ, |Bα| < κ,

(3) para cada α < κ, Bα |Yα es base para Yα.

Sea Y0 un subconjunto no vaćıo de X con |Y0| 6 κ. Por
hipótesis existe una familia B0 de abiertos en X tal que |B0| < κ
y B0 |Y0 es base para Y0. Claramente Y0 y B0 satisfacen (1), (2) y
(3).

Sea α < κ y supongamos que para cada β < α hemos constru-
ido Yβ y Bβ tales que (1), (2) y (3) se verifican.

Si α es un ordinal ĺımite tomamos Yα =
⋃
{Yβ : β < α} y Bα

como una familia de abiertos en X tal que
⋃
{Bβ : β < α} ⊆ Bα,

|Bα| < κ y Bα |Yα es base para Yα. Esto es posible ya que |Yα| 6 κ.
Si α = γ+ 1 para algún γ, por nuestra hipótesis Bγ no es base

para X; por tanto existe pγ ∈ X y U abierto en X de tal forma que
para todo B ∈ Bγ que contiene a pγ, no puede ocurrir que B ⊆ U .
Sea B∗

γ = {B ∈ Bγ : pγ ∈ B}. Para cada B ∈ B∗
γ elijamos un

único punto qB ∈ B\U . Tomamos Yα = {pγ}∪
{
qB : B ∈ B∗

γ

}
∪Yγ,

y Bα se elige de tal manera que |Bα| < κ y Bα |Yα es base para Yα

(esto es posible porque |Yα| 6 κ).
Observe que Bγ

∣∣
Yγ+1 no es base para Yγ+1. En efecto, supon-

gamos que Bγ

∣∣
Yγ+1 es base para Yγ+1, entonces existe B ∈ Bγ tal

que pγ ∈ B ∩ Yγ+1 ⊆ Yγ+1 ∩ U , pues Yγ+1 ∩ U es una vecindad
abierta de pγ en Yγ. Entonces B ∈ B∗

γ y, para tal B, hemos tomado
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qB ∈ B\U . Pero entonces qB ∈ B ∩ Yγ+1 ⊆ Yγ+1 ∩ U ⊆ U ; luego,
qB ∈ U , lo cual contradice la elección de qB. Por tanto Bγ

∣∣
Yγ+1

no es base para Yγ+1.
Por hipótesis tenemos que si Z ⊆ X con |Z| 6 κ, entonces

w(Z) < κ, pero, por la Proposición 1.12, d(Z) 6 w(Z), entonces
d(Z) < κ. Aśı, por el lema anterior (aplicado a {Yα : α < κ} y B =⋃
{Bα : α < κ}), tenemos que B |Y es base para Y =

⋃
α<κ Yα.

Pero |Y | 6 κ; por tanto existe C ⊆ B tal que |C| = w(Y ) < κ y
C es base para Y . Por la regularidad de κ, existe α < κ de tal
forma que C ⊆ Bα. Pero por construcción, Bα

∣∣
Yα+1 no es base

para Yα+1, y por lo tanto, Bα |Y no es base para Y . Lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, w(X) < κ. Aśı termina la prueba
para este caso.

(b) κ es un cardinal singular. Supongamos que w(Y ) <
κ ∀ Y ⊆ X tal que |Y | 6 κ.

Afirmación: Existe un cardinal λ < κ tal que w(Y ) < λ
siempre que Y sea subespacio de X tal que |Y | 6 κ.

En efecto, supongamos, por el contrario, que tal λ no existe.
Entonces para todo λ < κ existe un subespacio Yλ de X con
|Yλ| 6 κ tal que w(Yλ) > λ. Entonces Y =

⋃
λ<κ Yλ es tal que

|Y | 6 κ y w(Y ) > κ (puesto que κ es ĺımite), lo cual es imposible
por nuestras hipótesis. �

Por la anterior afirmación podemos concluir que para todo sub-
espacio Y de X tal que |Y | 6 κ, se tiene que w(Y ) < λ+. Ahora
bien, aplicando la primera parte de la prueba (el inciso (a)) a λ+,
se concluye que w(X) < λ+ < κ.

2.29 Corolario. La función w refleja fuertemente a todo cardinal
infinito.

Demostración. Como w es una función cardinal monótona tene-
mos que se cumple esto como una consecuencia de la Proposición
1.6 y de la Observación 2.7.
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2.30 Corolario. La función w satisface la IU(κ) para todo car-
dinal infinito κ.

Demostración. Por el corolario anterior y el Lema 2.6.

A diferencia del peso, la función cardinal πw tiene un compor-
tamiento de reflejo más errático.

2.31 Lema. Sea L una colección de subconjuntos abiertos no
vaćıos de un espacio topológico X, con |L| < κ, donde κ > ω. Si
L no es una π-base para X, entonces existe A ⊆ X con |A| < κ
tal que L ∩ A 6= ∅, para todo L ∈ L, pero L|A no es una π-base
para A (L|A = {L ∩ A : L ∈ L}).

Demostración. Como L no es π-base, existe un abierto no vaćıo
R tal que ∀ L ∈ L, L * R. Fijemos un punto x ∈ R y ∀ L ∈ L

un punto xL ∈ L \ R. Entonces A = {x} ∪ {xL : L ∈ L} es tal
que |A| 6 |L| < κ, L ∩A 6= ∅ ∀ L ∈ L y L|A no es π-base para A
(note que R∩A es un abierto no vaćıo de A para el cual no sucede
que L ∩ A ⊆ R ∩ A, para algún L ∈ L).

2.32 Lema. Sea κ un cardinal regular no numerable y sea X un
espacio tal que d(Z) < κ para todo Z ⊆ X. Sea {Yα : α < κ}
una sucesión creciente de subespacios de X y sea {Lα : α < κ}
una familia, de colecciones de abiertos en X, tales que para toda
α < κ, Lα|Yα es una π-base para Yα. Entonces L|Y es una π-base
para Y , donde Y =

⋃
α<κ Yα y L =

⋃
α<κ Lα.

Demostración. Supongamos que existe un subconjunto abierto R
tal que R∩ Y 6= ∅ y que para toda L ∈ L se tiene que L∩ Y * R.
Sea D un subconjunto denso de Y \R de cardinalidad < κ, y sea
C = {x} ∪D, donde x ∈ R ∩ Y . Ahora {Yα : α < κ} es creciente,
C ⊆ Y con |C| < κ y κ es regular, por lo cual existe α < κ tal
que C ⊆ Yα. Como Lα|Yα es una π-base para Yα, y R ∩ Yα 6= ∅
(puesto que x ∈ R ∩ Yα), existe L ∈ Lα tal que L ∩ Yα ⊆ R, pero
L ∩ Y * R, por lo que L ∩ (Y \ R) 6= ∅. Ahora D es denso en
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Y \ R, aśı que existe d ∈ L ∩D. Pero L ∩D ⊆ L ∩ Yα ⊆ R, con
lo que d ∈ R, esto contradice el hecho de que D ⊆ (Y \R).

2.33 Teorema. (Hajnal y Juhász). La función cardinal πw refleja
a todo cardinal regular κ.

Demostración. Supongamos que πw(X) > κ, donde κ es un car-
dinal regular (no numerable). Debemos demostrar la existencia de
un subespacio Y de X tal que |Y | 6 κ y πw(Y ) > κ. Para ello
consideremos los siguientes casos:
Caso A: Existe Z tal que d(Z) > κ.

Como d refleja a todo cardinal regular (ver Teorema 2.19), existe
Y ⊆ Z tal que |Y | 6 κ y d(Y ) > κ. Pero sabemos que d 6 πw
(vea la Proposición 1.28), aśı tenemos que πw(Y ) > κ.

Caso B: ∀ Z ⊆ X : d(Z) < κ.
Supongamos también que:

(∗) ∀ Y ⊆ X : |Y | < κ⇒ πw(Y ) < κ .

(obsérvese que si existe Y ⊆ X con |Y | < κ tal que πw(Y ) > κ
terminaŕıamos la prueba). Construiremos ahora dos colecciones
{Yα : α < κ} y {Lα : α < κ}, tales que Yα ⊆ X ∀α < κ y Lα

es una colección de abiertos no vaćıos de X para cada α < κ y
además:

(1) |Yα|, |Lα| < κ ∀ α < κ;

(2) {Yα : α < κ} es una sucesión creciente de subespacios de X,

(3) ∀ L ∈ (
⋃

β<α Lβ), L ∩ Yα 6= ∅; pero
⋃

β<α Lβ|Yα no es una
π-base de Yα.

(4) Lα|Yα es una π-base para Yα,∀ α < κ.

Construcción de las colecciones {Yα : α < κ} y {Lα : α < κ}:
Sea x0 ∈ X y Y0 = {x0}. Como |Y0| < κ, por (∗), πw(Y0) < κ.

Aśı, existe una colección L0 de subconjuntos abiertos no vaćıos de
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X tal que L0|Y0 es una π-base de Y0 y |L0| = πw(Y0) < κ.
Como |L0| < κ y πw(X) > κ,L0 no es una π-base para X, aśı
que existe A0 ⊆ X con |A0| < κ tal que L ∩A0 6= ∅ ∀ L ∈ L0 (ver
Lema 2.31).
Pero por el mismo lema, L0|A0 no es π-base para A0 . Definamos
Y1 = Y0 ∪ A0.
Note que |Y1| < κ. Aśı que por (∗), se tiene que πw(Y1) < κ. Exis-
te entonces una colección L1 de subconjuntos abiertos no vaćıos
de X tal que |L1| = πw(Y1) < κ y L1|Y1 es una π-basede Y1.
Observe que Y0, Y1,L0 y L1 satisfacen (1), (2), (3) y (4) (como
L0|A0 no es π-base de A0,L0|Y1 no es π-base de Y1).
Supongamos que α < κ y que tenemos construidas las colecciones
{Yβ : β < α} y {Lβ : β < α} de tal manera que satisfacen
(1), (2), (3) y (4).
Como |

⋃
β<α Lβ| < κ,

⋃
β<α Lα no es π-base de X puesto que

πw(X) > κ. Por el Lema 2.31, existe Aα ⊆ X tal que |Aα| < κ y
L ∩ Aα 6= ∅ ∀ L ∈

⋃
β<α Lβ, pero (

⋃
β<α Lβ)|Aα no es π-base para

Aα.
Definamos Yα = Aα∪

⋃
β<α Yβ. Entonces |Yα| < κ. Aplicando (∗),

podemos concluir que πw(Yα) < κ. Entonces existe Lα colección
de subconjuntos abiertos no vaćıos de X tal que |Lα| = πw(Yα) <
κ y Lα|Yα es π-base de Yα.

Observe ahora que las colecciones Y1, Y2, . . . , Yα,L0,L1, . . . ,Lα

satisfacen (1), (2), (3) y (4).
De esta manera terminamos la construcción de las colecciones
{Yα : α < κ} y {Lα : α < κ} que satisfacen (1), (2), (3) y (4).

Definamos ahora Y =
⋃

α<κ Yα y L =
⋃

α<κ Lα. Observe que
por el Lema 2.32, L|Y es una π-base para Y . Note también que
|Y | 6 κ. Demostraremos ahora que πw(Y ) > κ.

Para ello supongamos que πw(Y ) < κ. Como L|Y es una π-
base para Y y πw(Y ) < κ, existe L

′ ⊆ L tal que |L′| < κ y L
′|Y

es π-base para Y . Como |L′| < κ y κ es regular, existe α < κ tal
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que L
′ ⊆

⋃
β<α Lβ.

Por (3), L ∩ Y0 6= ∅ ∀ L ∈ L
′
, pero L

′|Yα no puede ser una π-base
para Y , lo cual es una contradicción. Por lo tanto πw(Y ) > κ.

El siguiente ejemplo muestra que la función πw no refleja a los
cardinales singulares en la clase de espacios T1.

2.34 Ejemplo. Sea κ un cardinal singular y sea τ la colección
cuyos elementos son conjuntos de la forma κ+ \ (α ∪ F ); donde
α 6 κ y F ∈ [κ+]<ω. Claramente X = (κ+, τ) es un espacio T1.

Afirmación. πw(Y ) < κ siempre que Y ⊆ X y |Y | 6 κ.

En efecto. Sea Y un subconjunto de X con |Y | 6 κ. Entonces,
sin perdida de generalidad, podemos suponer que el tipo de orden
de Y (como conjunto de ordinales) es λ + n, donde λ es ĺımite y
n ∈ ω. Ahora, si F denota al conjunto de los n últimos elementos
de Y y Y ′ = Y \ F , entonces el tipo de orden de Y ′ es igual a
λ y |λ| 6 κ. Luego existe un subconjunto cofinal Z de Y ′ con
|Z| = cf(λ) < κ. Entonces la familia

B = {Y \ (α ∪ F ) : α ∈ Z}
⋃

P(F )

es una π−base de Y con |B| = |Z| < κ. De aqúı que para cada
Y ⊆ X con |Y | 6 κ, se tiene que d(Y ) 6 πw(Y ) < κ. Obviamente
πw(X) = κ+ y d(X) = κ+. 2

No obstante que la función cardinal πw no refleja a los cardi-
nales singulares, śı refleja, en la clase de los espacios de Hausdorff,
a todos los cardinales que son ĺımite fuerte.

2.35 Teorema. Para un cardinal ĺımite fuerte κ, la función πw
refleja fuertemente a κ en la clase de espacios Hausdorff.

Demostración. SeaX un espacio de Hausdorff tal que πw(X) > κ.
Entonces d(X) > κ; pues de lo contrario, si d(X) < κ, entonces

como X es Hausdorff por el Lema 1.31, w(X) 6 222d(X)

< κ, lo
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cual es una contradicción, puesto que πw(X) 6 w(X). Ahora bien,
como d refleja fuertemente a κ en la clase de espacios Hausdorff
(véase el Teorema 2.19 (2)), existe Y ⊆ X con |Y | 6 κ tal que
para todo Z ⊆ X con Y ⊆ Z, d(Z) > κ. Pero, por la Proposición
1.28, d 6 πw; aśı que, para todo Z ⊆ X con Y ⊆ Z, tenemos que
πw(Z) > κ.

2.36 Teorema. Para un cardinal sucesor κ+, la función cardinal
πw no necesariamente satisface IU(κ+) en la clase de espacios
Tychonoff; en consecuencia no necesariamente refleja fuertemente
a κ+.

Demostración. El espacio requerido para verificar que πw no sa-
tisface la IU(κ+) es un subespacio de D(2)κ++

, el cubo de Cantor
de peso κ++. Sean

Xα =
{
f ∈ D(2)κ++

: f(β) = 0, α < β < κ++
}

para cada α < κ+

y definamos X =
⋃
{Xα : α ∈ κ++} . Sabemos, por la Proposición

2.21, que d(X) > κ++. Luego, como πw > d (ver Proposición
1.28), se tiene que πw(X) > κ++.

Para cada α < κ++ construiremos un subespacio Yα de X tal
que Xα ⊆ Yα ⊆ Xα+κ y πw(Yα) 6 κ. Sea {dβ : β < κ} un sub-
conjunto denso de Xα y sea (α, α+ κ) =

⋃
{Eβ : β < κ}, donde

{Eβ : β < κ}, es una colección de conjuntos infinitos numerables,
ajenos por pares, digamos Eβ = {γβ,n : n ∈ ω}. Para cada β < κ
y cada n ∈ ω, definimos hβ,n : κ++ → {0, 1} por

hβ,n(δ) =


dβ(δ) si δ 6 α
1 si δ = γβ,n

0 en otro caso.

Sea Yα = Xα ∪ {hβ,n : β < κ y n ∈ ω}. Claramente Xα ⊆ Yα ⊆
Xα+κ; más aún, para cada β y cada n, el conjunto {hβ,n} es abierto
en Yα. En efecto, sea πγβ,n

: D(2)κ++ → D(2) la γβ,n proyección y
sea U = π−1

γβ,n
({1})∩Yα, entonces hβ,n ∈ U . Claramente, si f ∈ Xα,
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entonces f /∈ U y, si hρ,m ∈ U , entonces γβ,n = γρ,m, luego hβ,n =
hρ,m. Aśı U = {hβ,n}. Note ahora que {hβ,n : β < κ y n ∈ ω} es
una π−base para Yα (use el hecho de que {dβ : β < κ} es denso
en Xα).

Ahora construya una sucesión creciente {δα : α ∈ κ++} en κ++

como sigue:

δ0 = 0,
δα+1 = δα + κ,
δα =

⋃
{δβ : β < α} (α es ordinal ĺımite).

Entonces {Yδα : α < κ++} es una sucesión creciente de subespa-
cios de X, además X =

⋃
α<κ++ Yδα y πw(Yδα) = κ < κ+ ∀ α <

κ++. Pero recordemos que πw(X) > κ++.

2.37 Teorema. Para la clase de espacios T1 y para todo κ > ω,
πw no necesariamente satisface IU(κ) y no necesariamente refleja
fuertemente a κ.

Demostración. Sea X = [0, κ+). Una base para la topoloǵıa re-
querida en X consiste de todos los subconjuntos de X de la forma:
[α, κ+)\{α1, ..., αn}, donde, α < αi < κ+ para toda i ∈ {1, . . . , n}.
Note que πw(X) > κ+. Para completar la prueba es suficiente
escribir a X como la unión de una colección creciente de κ+ sube-
spacios de X, cada uno con π-peso numerable.

Sea β < κ+ un ordinal ĺımite con cf(β) = ω. Note que exis-
te una cantidad κ+ de tales β. Y sea {βn : n ∈ ω} una sucesión
estŕıctamente creciente en [0, β) tal que β = sup {βn : n ∈ ω}. Una
π−base numerable para [0, β) es {[0, β) ∩ [βn, κ

+) : n ∈ ω}. Final-
mente notemos que, X =

⋃
{[0, β) : β < κ+ y cf(β) = ω} como es

deseado.

Como se observa en los Teoremas 2.19, 2.22 y la Proposición
2.21, relativos al reflejo de la función d, y en los dados en esta
sección para la función πw, las funciones d y πw son muy similares
respecto a sus propiedades de reflejo.
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Caṕıtulo 3

Teoremas de ref lejo en la
clase de espacios
compactos

n el caṕıtulo anterior hemos visto que la combinación
de alguna condición de cubierta y algún axioma de
separación débil en los espacios topológicos no es sufi-
ciente para garantizar que ciertas funciones cardinales

tengan alguna propiedad de reflejo en ellos. Sabemos, por ejem-
plo, que ni aún en la clase de espacios compactos T1, el peso de
red nw puede reflejar a cardinales sucesores. En este caṕıtulo se
“fortalecen” algunas de estas condiciones y se muestra que una
clase de espacios topológicos que tiene buenos teoremas de reflejo
es la clase de los espacios Hausdorff compactos.

3.1 Teoremas de reflejo para χ, t, ψ y

psw

Antes de mostrar el buen comportamiento que tienen algunas fun-
ciones cardinales en la clases de los espacios Hausdorff compactos

55
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con respecto a las propiedades de reflejo, daremos ejemplos de
funciones cardinales cuyo comportamiento es “malo” respecto a
la reflexión de cardinales en clases de espacios con propiedades
muy “fuertes”, con propiedades muy “cercanas” a la compacidad.
Por ejemplo, el primer resultado de esta sección muestra que las
funciones cardinales χ, t, ψ y psw no necesariamente reflejan a
cualquier cardinal no numerable, en la clase de espacios paracom-
pactos completamente normales.

3.1 Teorema. Para cada κ > ω, existe un espacio Hausdorff,
paracompacto y completamente normal X, con las siguientes pro-
piedades:

(1) φ(X) = κ+ para φ ∈ {χ, t, ψ, psw};

(2) X =
⋃
{Xα : α ∈ κ+}, donde {Xα : α ∈ κ+} es creciente y

cada Xα es discreto (luego, para cada α ∈ κ+, φ(Xα) = ω
para φ ∈ {χ, t, ψ, psw}).

Demostración. Sea X = [0, κ+]. La topoloǵıa en X es aquélla que
tiene como base a la colección de todos los subconjuntos de X de
la forma {α} y (α, κ+], para toda α < κ+, 0 6 α.

La propiedad (1) es una consecuencia de:
t(κ+, X) = ψ(κ+, X) = κ+, t 6 χ y ψ 6 psw.

Para demostrar (2), definamos Xα = [0, α] ∪ {κ+} (para toda
α < κ+, 0 6 α). No es dif́ıcil verificar que toda Xα es un subespa-
cio discreto de X. Es claro también que X =

⋃
{Xα : α < κ+} y

que la sucesión {Xα : α < κ+} es creciente.

Del teorema anterior podemos deducir fácilmente que las fun-
ciones cardinales χ, t, ψ y psw no necesariamente satisfacen IU(κ)
y no necesariamente reflejan fuertemente a cualquier cardinal in-
finito. Sin embargo, a continuación mostraremos que la situación
cambia si nos restringimos a la clase de espacios compactos Haus-
dorff.

Primero consideramos a las funciones cardinales t y χ.



Teoremas de reflejo para χ, t, ψ y psw 57

3.2 Definición. Sea κ un cardinal infinito. Una sucesión {xα :
0 6 α 6 κ} en X se dice que es una sucesión libre de longitud κ
si, para todo β < κ tenemos que

clX({xα : α < β})
⋂

clX({xα : α > β}) = ∅.

3.3 Proposición. Si X es un espacio topológico compacto Haus-
dorff, entonces t(X) = F (X); donde F (X) = sup{κ : X tiene una
sucesión libre de longitud κ}+ ω.

Para una demostración de la proposición anterior ver [1].

3.4 Teorema. Para la clase de espacios Hausdorff compactos, t
refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostración. Puesto que t es monótona, es suficiente probar que
t refleja a todo cardinal sucesor κ+ (ver la Observación 2.10). Sea
X un espacio compacto Hausdorff. Supongamos que t(X) > κ+,
entonces X tiene una sucesión libre de longitud κ+ (véase [1]).
Digamos Z = {xα : 0 6 α < κ+}.
Sea p ∈

⋂
α<κ+ cl {xβ : α 6 β < κ+} y sea Y = Z ∪ {p}. Entonces

|Y | 6 κ+ y t(p, Y ) > κ+.

La prueba del correspondiente resultado para χ necesita del si-
guiente teorema de I. Juhász (para una demostración vea 6.14(b)
de [24]).

3.5 Teorema. (Juhász) Sea X un espacio Hausdorff y compacto
tal que t(X) < λ donde λ > ω. Si χ(p,X) > λ para p ∈ X,
entonces existe Y ⊆ X con |Y | 6 λ tal que p ∈ Y y χ(p, Y ) > λ.

3.6 Corolario. En la clase de espacios Hausdorff compactos, χ
refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostración. Como χ es monótona, es suficiente probar el re-
sultado para cardinales sucesores (ver la Observación 2.10). Sean
κ > ω y X un espacio compacto T2. Si χ(X) > κ+, entonces
existe p ∈ X tal que χ(p,X) > κ+. Ahora, t 6 χ y t refleja a todo
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cardinal infinito en la clase de los espacios compactos T2. Aśı que
si t(X) > κ+, entonces podemos aplicar el Teorema 3.4 y concluir
que existe Y ⊆ X con |Y | 6 κ+ y t(Y ) > κ+. Entonces existe
Y ⊆ X tal que |Y | 6 κ+ y χ(Y ) > κ+.
Por otro lado, si se tiene que t(X) < κ+, por el teorema anterior,
aplicado a λ = κ+, existe Y ⊆ X con |Y | 6 κ+ tal que p ∈ Y y
χ(p, Y ) > κ+. De donde, χ(Y ) > κ+.

Ahora demostraremos que en la clase de espacios Hausdorff
compactos, las funciones cardinales psw y ψ reflejan a todo cardi-
nal infinito.

Ambos resultados usan el Lema 3.8 en el que se hace uso de
la noción de espacio inicialmente κ-compacto (para un cardinal
infinito κ). A continuación introducimos dicho concepto.

3.7 Definición. Sea κ un cardinal infinito. Se dice que un espa-
cio topológico X es inicialmente κ-compacto si de toda cubierta
abierta de X de cardinalidad 6 κ siempre es posible extraer una
subcubierta finita.

Es claro que todo espacio compacto es un espacio inicialmente
κ-compacto, para todo cardinal infinito κ. Y es claro además
que los espacios ω-inicialmente compactos son precisamente los
espacios numerablemente compactos. También es fácil probar que
todo subespacio cerrado de un espacio inicialmente κ-compacto,
es un espacio inicialmente κ-compacto. Esto último implica, en
particular, que e(X) 6 κ para cualquier espacio inicialmente κ-
compacto X.

El siguiente lema establece que todos los subconjuntos “peque-
ños” de un espacio inicialmente κ-compacto están contenidos en
subespacios inicialmente κ-compacto relativamente “pequeños”.
Para una demostración de este resultado remitimos al lector al
art́ıculo de R. M. Stephenson [29].
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3.8 Lema. Supongamos queX es un espacio inicialmente κ−com-
pacto y sea A ⊆ X con |A| 6 2κ. Entonces existe Y ⊆ X tal que
A ⊆ Y , |Y | 6 2κ y Y inicialmente κ−compacto.

El Lema 3.11 establece una generalización de la muy conocida
igualdad psw(X) = w(X) para espacios compactos T2. En la de-
mostración del lema 3.11 utilizaremos el siguiente resultado debido
a Mǐsčenko (ver [18, 2.5]).

3.9 Lema (de Mǐsčenko). Sean κ un cardinal infinito, E un con-
junto y A una colección de subconjuntos de X tales que

ord(p,A) = |{A ∈ A : p ∈ A}| 6 κ

para toda p ∈ E. El número de cubiertas finitas minimales de E
formadas por elementos de A es menor que κ.

Utilizando el lema de Mǐsčenko y el siguiente resultado pode-
mos demostrar el Lema 3.11. Para una demostración del Lema
3.10, remitimos al lector al art́ıculo [18, 9.2].

3.10 Lema. Sea X un espacio T1 con e(X) 6 κ. Si U es una
cubierta abierta de X tal que ord(x,U) 6 κ. Entonces U tiene
una subcubierta de cardinalidad 6 κ.

3.11 Lema. Sea X un espacio Hausdorff inicialmente κ−compac-
to. Si psw(X) 6 κ, entonces psw(X) = w(X).

Demostración. Es bien conocido que si X es un espacio topológico
T1 entonces se tiene que psw(X) 6 w(X). De tal manera que sólo
resta demostrar que w(X) 6 psw(X).

Sea λ = psw(X) 6 κ y sea S una cubierta abierta separante
de X tal que para todo x ∈ X, |{S ∈ S : x ∈ S}| 6 λ. Sea
F la colección de cubiertas finitas minimales de X formadas por
elementos de S.

Aplicando el lema anterior, y el hecho de que X es inicialmente
κ−compacto, podemos verificar que F no es vaćıa. Aplicando el
Lema de Mǐsčenko tenemos que |F| 6 λ.
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Por otro lado, note que cada elemento de S pertenece a algún
elemento de F. En efecto, sea U ∈ S y sea p ∈ U arbitrario;
puesto que S es separante, para cada x ∈ X \ U , existe Vx ∈ S tal
que p /∈ Vx. Claramente la colección W = {Vx : x ∈ X \ U} ∪ {U}
es una cubierta abierta de X tal que para todo x ∈ X, |{W :
W ∈ W, x ∈ W}| 6 κ; por tanto, existe V subcolección de W

con |V| 6 κ tal que V cubre a X (por el Lema 3.10). Puesto que
X es inicialmente κ−compacto, existe V′ subcolección finita de V

que cubre a X. Claramente U ∈ V′ y por tanto U está en algún
elemento de F. Todo lo anterior define una función del conjunto
S en F que de hecho es inyectiva. De aqúı que |S| 6 λ.

Construiremos ahora a partir de S una red para X.
Sea N la colección formada por todos los conjuntos de la forma

X \ W , donde W es unión finita de elementos de S. Note que
|N| 6 λ.

Afirmación: N es una red para X.
En efecto. Sea U abierto no vaćıo en X y p ∈ U . Para cada
x ∈ X \ U , existe Vx ∈ S tal que p /∈ Vx. Dado que la colección
W = {Vx : x ∈ X \ U}∪{U} es una cubierta abierta de X, existen
x1,. . . , xn ∈ X \ U tales que X =

⋃
{Vxi

: i = 1, . . . , n} ∪ {U}.
Claramente p ∈ X \

⋃
{Vxi

: i = 1, . . . , n} ⊆ U . Por tanto N es
red para X.

Ahora construiremos una colección V de abiertos en X de tal
forma que:

1. |V| 6 λ;

2. si p, q ∈ X, con p 6= q, entonces existen Vp, Vq ∈ V tales que
p ∈ Vp, q ∈ Vq y Vp ∩ Vq = ∅.

Para cada par de elementos N1, N2 ∈ N tales que N1∩N2 = ∅,
elijamos, si es posible, abiertos ajenos V1, V2 tales que N1 ⊆ V1

y N2 ⊆ V2. Denotemos con V a la colección formada por tales
conjuntos. Observe que |V| 6 |[N]2| 6 λ. Además, si p, q ∈ X,
son tales que p 6= q, entonces existen Up, Uq vecindades abiertas
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ajenas de p y q respectivamente, y Np, Nq ∈ N de tal forma que
p ∈ Np ⊆ Up y q ∈ Nq ⊆ Uq; por tanto existen Vp, Vq ∈ V tales
que p ∈ Vp, q ∈ Vq y Vp ∩ Vq = ∅. Aśı V satisface (1) y (2).

Ahora sea B la colección formada por todas las intersecciones
finitas de elementos de V. Entonces B es base para X y |V| 6 λ.
Por tanto w(X) 6 λ = psw(X).

3.12 Teorema. Bajo HGC, psw refleja fuertemente a todo cardi-
nal infinito en la clase de espacios Hausdorff y compactos.

Demostración. Puesto que psw es monótona, por la Observación
2.10, es suficiente probar el resultado para cardinales sucesores.
Sea κ > ω y sea X un espacio compacto T2.

Si psw(X) > κ+, entonces w(X) > κ+, luego, dado que w
refleja a todo cardinal infinito, existe un subconjunto Y de X con
|Y | 6 κ+ y w(Y ) > κ+. Por el Lema 3.8 y dado que κ+ = 2κ,
podemos suponer que Y es inicialmente κ−compacto. Luego, por
el Lema 3.11, psw(Y ) > κ+.

3.13 Lema. Sea X es un espacio T3 inicialmente κ−compacto. Si
ψ(X) 6 κ entonces ψ(X) = χ(X).

Demostración. Para probar la igualdad demostraremos que χ(X) 6
κ. Sea λ = ψ(X) 6 κ. Sea x ∈ X arbitrario y {Vs : s ∈ S} una
pseudobase de x con |S| 6 λ. Entonces {x} =

⋂
s∈S Vs. Puesto que

X es T3, para cada s ∈ S, existe Us abierto tal que x ∈ U s ⊆ Vs,
entonces {x} =

⋂
s∈S U s. Claramente, para todo s ∈ S, el subes-

pacio U s es inicialmente κ−compacto.

Afirmación: La colección Bx de todas las intersecciones fini-
tas de elementos de {Us : s ∈ S} es base local de x.
En efecto, sean U una vecindad abierta de x y A = X \ U . De-
finamos F = {X \ U s : s ∈ S}. Si y ∈ A, entonces y /∈ U ;
por tanto x 6= y. Luego, existe s ∈ S tal que y /∈ U s, es de-
cir, y ∈ X \ U s; por tanto A ⊆

⋃
F. Por otro lado, dado que

A es cerrado en X, entonces A es inicialmente κ−compacto; de
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donde, existe {s1, ..., sn} ⊆ S tal que A ⊆
⋃n

i=1

(
X \ U si

)
=

X \
(⋂n

i=1 U si

)
⊆ X \ (

⋂n
i=1 Usi

); de donde
⋂n

i=1 Usi
⊆ U . Aśı,

la afirmación está probada. �
Finalmente, dado que |Bx| 6 λ, concluimos que χ(x,X) 6 λ. De
esta manera, χ(X) = ψ(X).

3.14 Teorema. Bajo HGC, ψ refleja fuertemente a todo cardinal
infinito en la clase de espacios Hausdorff y compactos.

Demostración. Sea X un espacio compacto T2. Como ψ es mo-
nótona, bastará probar que refleja a todo cardinal sucesor (ver
Observación 2.10). Sea κ > ω. Supongamos que ψ(X) > κ+.
Entonces χ(X) > κ+. Como χ refleja en los espacios compactos
T2 a todos los cardinales infinitos, existe Y ⊆ X con |Y | 6 κ+

tal que χ(Y ) > κ+. Aplicando el Lema 3.8, y por la HGC pode-
mos suponer sin perdida de generalidad que Y es inicialmente κ-
compacto. Aplicando ahora el Lema 3.13, podemos concluir que
ψ(Y ) = χ(Y ) > κ+.

3.2 El teorema de metrización de Alan

Dow

Uno de los teoremas de reflejo más notables es el debido a A. Haj-
nal e I. Juhász, que muestra las fuertes propiedades de reflejo que
tiene el peso (ver Teorema 2.28). Otro resultado igualmente no-
table es el siguiente teorema de metrización perteneciente a Alan
Dow [6]: Si X es un espacio topológico numerablemente compacto
no metrizable, entonces existe un subespacio de X con cardinali-
dad 6 ω1 que es no metrizable. Este teorema de Alan Dow es en
realidad un teorema de reflejo. Éste se puede escribir en términos
de las propiedades de reflejo de una función cardinal: la función
cardinal pw refleja ω1 en la clase de los espacios numerablemente
compactos (ver Definición 3.16).
En esta sección probaremos este importante teorema de reflejo.
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Para ello usaremos la siguiente terminoloǵıa que ya ha sido uti-
lizada anteriormente.
Sea X un espacio topológico. Para Y ⊆ X y L una colección de
subconjuntos abiertos en X, denotamos L �Y = {L ∩ Y : L ∈ L}.
Con esta notación, la proposición “L �Y es base para Y ”, significa
que: si x ∈ Y y R es una vecindad abierta de x en Y , entonces
existe L ∈ L tal que x ∈ L∩Y ⊆ R. Por otro lado, la proposición
“ L es base para Y ”, significa que: si x ∈ Y y R es una vecindad
abierta de x en Y , entonces existe L ∈ L tal que x ∈ L ⊆ R.
Para hacer más clara la distinción de estas dos ideas, probaremos
el siguiente lema, que usaremos repetidas veces.

3.15 Lema. Sea Y ⊆ X y sea L una colección de subconjuntos
abiertos de X, con |L| 6 κ. Si L no es una base para Y , entonces
existe A ⊆ X tal que |A| 6 κ y L �Y no es base para A. Más aún,
existe un punto z ∈ A∩Y que constata este hecho, es decir, existe
un punto z ∈ A ∩ Y y existe una vecindad R de z en A tal que si
z ∈ L ∈ L, entonces L ∩ A * R.

Demostración. Como L no es base para Y , existe un z ∈ Y y una
vecindad abierta R de z tal que si z ∈ L ∈ L, entonces L * R.
Para cada L ∈ L con z ∈ L, escojamos xL ∈ (L \R). El conjunto
requerido es A = {z}

⋃
{xL : L ∈ L y z ∈ L}.

3.16 Definición. Sea X un espacio topológico. El peso-punto de
X es el número cardinal infinito

pw(X) = mı́n{κ > ω : ∃ una base B de X con ord(B, x) 6 κ∀x ∈ X},

donde ord(B, x) = |{B ∈ B : x ∈ B}|.

No es dif́ıcil verificar que la función cardinal pw es monótona
y que χ, psw, sw 6 pw.

3.17 Teorema. Sea κ un cardinal infinito y sea X un espacio T1

inicialmente κ-compacto con χ(X) 6 κ. Si w(X) > κ+, entonces
existe un subespacio Y de X con |Y | 6 κ+ y pw(Y ) > κ+.
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Demostración. Para cada x ∈ X fijemos una colección Ux que
sea base local para x tal que |Ux| 6 κ (recuerde que χ(X) 6 κ).
A continuación construiremos una colección {Yα : α < κ+} de
subconjuntos deX y una colección {Lα : α < κ+} de subconjuntos
abiertos deX tales que las siguientes condiciones se satisfacen para
cada α 6 κ+.

(1) |Yα| 6 κ;

(2) Lα = {U : U ∈ Ux, x ∈ Yα} y |Lα| 6 κ;

(3) si β < α, entonces Yβ ⊆ Yα;

(4) si α es un ordinal ĺımite, entonces

Yα =
⋃
β<α

Yβ y Lα =
⋃
β<α

Lβ;

(5) si α no es un ordinal ĺımite y si G ⊆
⋃

β<α Lβ es una sub-
colección finita tal que

⋃
G 6= X, entonces Yα \

⋃
G 6= ∅;

(6) si α es un ordinal ĺımite, entonces existe un punto z ∈
clX(Yα) ∩ Yα+1 que constata que Lα �Yα+1 no es una base
para Yα+1.

Construcción:
Sea x0 ∈ X fijo. Definamos Y0 = {x0} y L0 = Ux0 . Claramente se
satisfacen (1), (2), (3), (4), (5) y (6).
Ahora, para cada G ⊆ L0 finita tal que

⋃
G 6= X, fijemos un

elemento xG ∈ X \
⋃
G. Definamos Y1 = Y0 ∪ {xG : G ∈ [L0]

<ω}.
Definamos también L1 = {U : U ∈ Ux con x ∈ Y1}.

Note que por construcción Y1 y L1 satisfacen (1), · · · , (6).
Supongamos ahora que γ < κ+ y que tenemos ya construidas a
las colecciones {Yβ : β < γ} y {Lβ : β < γ}, que satisfacen
(1), · · · , (6).
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Caso(1): γ es un ordinal sucesor, ie, ∃ β tal que γ = β + 1.

Subcaso (A) β no es un ordinal ĺımite. Para cada G ⊆
Lβ tal que

⋃
G 6= X, fije un punto xG ∈ X \

⋃
G.

Definimos Yγ = Yβ ∪ {xG : G ∈ [Lβ]<ω} y Lγ = {U :
U ∈ Ux, x ∈ Yγ}

Subcaso (B) β es un ordinal ĺımite (aśı, γ es el sucesor de
un ordinal ĺımite).

Afirmación: Existe x ∈ clX(Yβ) tal que Lβ no es base local
de x.
En efecto, supongamos que Lβ es base local de x ∀ x ∈
clX(Yβ). Como |Lβ| 6 κ y w(X) > κ+,Lβ no es base de X.
Entonces existe q ∈ X y un abierto R de X tal que q ∈ R y
∀ L ∈ Lβ : q ∈ L =⇒ L * R, es decir, L \ R 6= ∅ ∀ L ∈ Lβ

tal que q ∈ L. Como Lβ es base local de cada punto de
clX(Yβ), tenemos que q /∈ clX(Yβ). Como X es T1, X \{q} es
abierto y clX(Yβ) ⊆ X \{q}. Entonces ∀ x ∈ clX(Yβ) ∃ Lx ∈
Lβ tal que x ∈ Lx∩clX(Yβ) ⊆ X \{q}. Entonces la colección
U = {Lx : x ∈ clX(Yβ)} es una cubierta abierta de clX(Yβ).
Como clX(Yβ) es inicialmente κ-compacto (note que U ⊆ Lβ

y que |Lβ| 6 κ), existe G ⊆ U subcubierta finita. Como
Lβ =

⋃
α<β Lα (pues β es ĺımite ver (4)), existe α < β tal que

G ⊆ Lα. Podemos suponer sin perdida de generalidad que α
es un ordinal sucesor. Como G no cubre a X (puesto que q /∈⋃
G), el elemento xG que hemos tomado en la construcción

de Yβ es tal que xG ∈ X \
⋃
G y xG ∈ Yα+1 ⊆ Yβ. Pero

entonces debeŕıa suceder que xG ∈
⋃
G porque

⋃
G cubre

a clX(Yβ). Pero esto es una contradicción. Por lo tanto la
afirmación es cierta. 2

Como existe x ∈ clX(Yβ) tal que Lβ no es base local de x,
existe un abierto R ⊆ X tal que ∀ L ∈ Lβ con x ∈ L se tiene
que L \R 6= ∅. Para cada L ∈ Lβ, tal que x ∈ L, fijemos un
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elemento xL ∈ L \R. Definamos

Yγ = Yβ ∪ {x} ∪ {xL : x ∈ L ∈ Lβ}.

Note que Lβ no es una base local de x en Yβ+1 = Yγ. De esta
forma hemos terminado de construir Yγ para el caso (1).

Caso(2): γ es ordinal ĺımite.
En el caso en que γ sea un ordinal ĺımite, definimos

Yγ =
⋃
β<γ

Yβ y Lγ =
⋃
β<γ

Lβ.

Esto termina la construcción de las colecciones Yγ y Lγ.

Observe ahora que Yγ y Lγ satisfacen (1), · · · , (6). De esta
manera hemos terminado la construcción de las colecciones
{Yα : α < κ+} y {Lα : α < κ+} que satisfacen (1), · · · , (6).
Defina ahora Y =

⋃
α<κ+ Yα y L =

⋃
α<κ+ Lα. Note que

|Y | 6 κ+ y que L es una base para Y . Ahora mostraremos
que pw(Y ) > κ+.
Supongamos por el contrario que pw(Y ) < κ+. Entonces
existe una colección B de abiertos de X, tal que

(1) B �Y es base de Y ,

(2) ∀x ∈ Y : |{B ∈ B : x ∈ B}| 6 κ+.

Note que ∀α < κ+ la colección Bα = {B ∈ B : B ∩Yα 6= ∅},
tiene cardinalidad a lo más κ. Dado cualquier cardinal β <
κ+, defina

pβ = {(B,B′) ∈ B×B : ∅ 6= B ∩ Yβ ⊆ B′ ∩ Yβ}

Claramente |pβ| 6 κ. Defina ahora

p′β = {(B,B′) ∈ pβ : ∃ L ∈ L tal que B∩Y ⊆ L∩Y ⊆ B′∩Y }
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(recuerde que L es una base de Y ). De nuevo |p′β| 6 κ.
Ahora, para cada (B,B) ∈ p′β fije un único elemento L(B,B) ∈
L tal que B ∩ Y ⊆ L(B,B) ∩ Y ⊆ B′ ∩ Y . Defina

Eβ = {L(B,B) : (B,B) ∈ p′β}.

Es claro que |Eβ| 6 κ y que Eβ ⊆ L. Entonces existe un
ordinal τ(β) < κ+ tal que Eβ ⊆ Lτ(β).
La anterior construcción permite definir una sucesión de or-
dinales α0 < α1 < · · · < αn < αn+1 < · · · < κ y una sucesión
de conjuntos Eαn , tales que:

(a) Eαn ⊆ Lαn+1

Definamos ahora α = sup{αn : n ∈ ω}. Note que α es
un ordinal ĺımite. Entonces, por (a), existe un punto z ∈
clX(Yα) ∩ Yα+1 que constata que Lα �Yα+1 no es base para
Yα+1, es decir, existe un abierto R de X tal que z ∈ R y

(b) ∀ L ∈ Lα : z ∈ L =⇒ L ∩ Yα+1 * R

Note ahora que como B �Y y L �Y son base para Y , existen
B,B′ ∈ B y L ∈ L, tales que

(c) z ∈ B ∩ Y ⊆ L ∩ Y ⊆ B′ ∩ Y ⊆ R

Obsérvese también que como z ∈ clX(Yα) y z ∈ B ∩ B′,
se tiene que B ∩ Yα 6= ∅ 6= B′ ∩ Yα. Como α es un ordi-
nal ĺımite, Yα =

⋃
β<α Yβ. Entonces existe αn < α tal que

B,B′ ∈ Bαn por (c), y la forma en que se construyó a Eαn ,
el elemento L(B,B′) ∈ Eαn es tal que:

(d) z ∈ L(B,B′) ∩ Y ⊆ R
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Pero entonces L(B,B′) ∈ Lα por la contención en (a). En-
tonces (d) contradice (b). Por lo tanto pw(Y ) > κ+.

Por lo tanto pw refleja a κ+.

3.18 Corolario. Si X es un espacio inicialmente κ-compacto T1

con pw(X) 6 κ, entonces w(X) 6 κ.

Demostración. Si w(X) > κ+, entonces por el Teorema 3.17 existe
Y ∈ [X]6κ+

tal que pw(Y ) > κ+. Pero entonces pw(X) > κ+. Lo
cual es una contradicción.

3.19 Corolario. Sea X un espacio topológico.

1. Si X es un espacio compacto T1 que tiene peso-punto nu-
merable, entonces X tiene una base numerable;

2. Si X es un espacio compacto T1, entonces pw(X) = w(X).

3.20 Teorema. Sea φ una función cardinal monótona con pw 6
φ 6 w. Entonces φ refleja a κ+ para la clase de espacios inicial-
mente κ-compactos T3.

Demostración. Sea X un espacio inicialmente κ-compacto T3 con
φ(X) > κ+. Entonces w(X) > κ+ y por el Teorema 2.28, de
reflección, de Hajnal-Juhász existe un subespacio Y de X con
|Y | 6 κ+ y w(Y ) > κ+. Podemos asumir que χ(clX(Y )) < κ+ (ya
que por otro lado, existiŕıa z ∈ clX(Y ) tal que χ(z, clX(Y )) > κ+

y por la regularidad de X se seguiŕıa que Z = Y ∪{z} es un sube-
spacio de X de cardinalidad a lo mas κ+ con φ(Z) > κ+). Aśı
χ(clX(Y )) < κ y w(clX(Y )) > κ+ y aplicando el Teorema 3.17 se
concluye la demostración.
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El grado de metrizabilidad de un espacio X es el número car-
dinal

m(X) = mı́n
{
κ > ω : X tiene una base B =

⋃
{Bα : α < κ},

donde cada Bα es localmente finita en X.
}

No es dif́ıcil ver que m es una función cardinal monótona y que
pw 6 m 6 w.

3.21 Corolario. En la clase de espacios compactos Hausdorff, pw,
w y m reflejan a todo cardinal.

Ahora daremos una demostración del teorema de metrización
de Dow usando el Teorema 3.17. Para ello necesitaremos el si-
guiente resultado.

3.22 Lema. Sean κ y λ cardinales infinitos con λ 6 κ y sea X un
espacio topológico con d(X) 6 κ. Supongamos que para cualquier
subconjunto Y deX que cumple |Y | 6 κ, Y es regular y χ(Y ) 6 λ,
entonces X es regular y χ(X) 6 λ.

Demostración. Vamos a suponer lo contrario. Sea X un espa-
cio topológico no regular, entonces existe q ∈ X y una vecindad
abierta R de q tal que para cualquier conjunto abierto V , se tiene
que

si q ∈ V, entonces clX(V ) * R.

Sea Y = D ∪ {q}, donde D es un subconjunto denso de X con
|D| 6 κ. Como χ(Y ) 6 λ, existe una colección {Bα : α < λ} de
vecindades abiertas de q, tales que para cualquier conjunto abierto
V

(∗∗) si q ∈ V, entonces existe α < λ tal que (Bα ∩ Y ) ⊆ V.

Para cada α < λ sean xα ∈ (Bα\R) y Z = Y ∪ {xα : α < λ}.
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Por hipótesis Z es un espacio regular, por lo que existe una vecin-
dad abierta V de q tal que

q ∈ (V ∩ Z) ⊆ clZ(V ∩ Z) ⊆ R.

Por (∗∗), existe α < λ tal que (Bα ∩ Y ) ⊆ V . Entonces:

xα ∈ clX(Bα) = clX(Bα ∩ Y ) ⊆ clX(V ∩ Z),

puesto que Y es denso en X.
Tenemos también que xα ∈ Z, por lo que xα ∈ clX(V ∩ Z) ∩ Z =
clZ(V ∩ Z) ⊆ R, lo cual es una contradicción.
Para demostrar que χ(X) 6 λ, sea x ∈ X. Por hipótesis, χ(x,D∪
{x}) 6 λ. Pero D es denso en X y X es regular, aśı que χ(x,X) 6
λ como se desea.

Ahora estamos listos para probar el teorema de Dow. Probamos
antes una generalización sugerida por Juhász.

3.23 Teorema. SeaX un espacio inicialmente κ-compacto tal que
para todo Y ⊆ X con |Y | 6 κ+, Y es T3 y pw(Y ) 6 κ. Entonces
X es un espacio T3 y w(X) 6 κ.

Demostración. Primero notemos que X es un espacio T1 (aplique
la hipótesis a {x, y}). Supongamos que w(X) > κ+. Por el teo-
rema de Hajnal-Juhász (Teorema 2.28) existe un subespacio Y de
X con |Y | 6 κ+ y w(Y ) > κ+. Por el Lema 3.22, χ(clX(Y )) 6 κ.
Aplicando el Teorema 3.17 tenemos que clX(Y ) tiene un subespa-
cio Z de cardinalidad 6 κ+ con pw(Z) > κ+, contradiciendo aśı
que pw(X) 6 κ. Observe que el Teorema 3.17 se puede aplicar
aqúı ya que la condición d(X) 6 κ implica, según el Lema 3.22,
que χ(X) 6 κ.

3.24 Corolario. (de Metrización de Alan Dow). Si X es un es-
pacio numerablemente compacto y todo subconjunto de X de car-
dinalidad a lo más ω1 es metrizable, entonces X es metrizable.



Teorema de reflejo para el i-peso y espacios diádicos 71

Demostración. Por el teorema anterior podemos concluir que X
es un espacio T3 y w(X) 6 ω, es decir, tiene una base numerable.
Por el teorema de metrización de Urysohn X es metrizable.

3.3 Teorema de reflejo para el i-peso y

espacios diádicos

Utilizando el teorema de reflejo para el pseudocarácter y el teo-
rema de reflejo para el peso, Alejandro Ramı́rez Páramo demostró
en [27] que, suponiendo cierta la HGC, la función cardinal i-peso
refleja fuertemente a todo cardinal infinito en la clase de los espa-
cios compactos de Hausdorff. En esta sección exponemos este y
otros resultados.

Con este propósito en mente es que establecemos los siguientes
conceptos.

3.25 Definición. Sea X un espacio de topológico.

1. Diremos que el espacio X se condensa sobre el espacio Y
si existe una función biyectiva continua de X sobre Y .

2. El i-peso, iw(X), de un espacio de Tychonoff X es el más
pequeño de los pesos w(Y ) de todos los espacios de Tychonoff
Y sobre los cuales X puede ser condensado; esto es,

iw(X) = mı́n{w(Y ) : existe una condensación de X sobre Y }

donde X y Y son Tychonoff.

La siguiente proposición resume algunas de las principales pro-
piedades de la función cardinal iw.

3.26 Proposición.

1. La función cardinal iw es monótona.
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2. Para todo espacio de Tychonoff X, se tiene que ψ(X) 6
iw(X).

3. Para todo espacio de Tychonoff X, se tiene que iw(X) 6
nw(X) 6 w(X).

4. Si X es un espacio compacto y Hausdorff, entonces iw(X) =
nw(X) = w(X).

Demostración.

1. Sea Y ⊆ X y sea Z ∈ T31/2 y f : X → Z una condensación
de X sobre Z con la propiedad de que w(Z) = iw(X).
Ahora fijémonos en la restricción de f sobre Y , es decir,
f |Y : Y → f(Y ) y note que es una condensación sobre
f(Y ), como f(Y ) ⊆ Z y como w es monótona tenemos
que w(f(Y )) 6 w(Z), y por definición de iw, tenemos que
iw(Y ) 6 w(f(Y )) 6 iw(X).

2. Sea Z ∈ T31/2 y f : X → Z una condensación de X sobre Z
tal que w(Z) = iw(X). Sea B base de Z, con |B| = w(Z).
Sea x ∈ X y fijémonos en f(x) ∈ Z(f(x) = y). Tomemos:

By = {B ∈ B : y ∈ B}.

Entonces By es una pseudobase de Z en y es decir,
⋂
{B ∈

B : y ∈ B} = {y}.
Ahora fijémonos en f−1(By) = {f−1(B) : B ∈ B, y ∈ B}.
Notemos que

⋂
f−1(By) = {x}. En efecto, supongamos que

existe x
′ 6= x tal que x

′ ∈
⋂
f−1(By), entonces, para toda

B ∈ By, x
′ ∈ f−1(B), con lo que f(x

′
) ∈ B, para toda

B ∈ By, es decir que f(x
′
) ∈

⋂
By, con lo que podŕıamos

concluir que f(x
′
) = y, lo cual contradice nuestras hipótesis.

Con esto vemos que f−1(By) es una pseudobase de X en x.
Además |f−1(By)| 6 w(Z).
Ahora como x fue arbitraria, ψ(X, x) 6 |f−1(By)| 6 w(Z),
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es decir que w(Z) es cota superior del conjunto {ψ(X, x) :
x ∈ X}, con lo que podemos concluir que:

ψ(X) 6 iw(X).

3. Para ver que nw(X) 6 w(X), basta notar que toda base es
una red, por lo que la desigualdad es inmediata.
Ahora probaremos la otra desigualdad, es decir iw(X) 6
nw(X). Denotemos con T(X) a la topoloǵıa de X y sea N
una red para X tal que |N| = nw(X). Formemos el conjunto
M de la siguiente manera:

{(M1,M2) : ∃ UM1 , UM2 ∈ T(X),Mi ⊆ UMi y UM1 ∩ UM2 = ∅},

donde (M1,M2) ∈ N ×N e i ∈ {1, 2}.
Para cada (M1,M2) ∈ M, fijemos un par de abiertos UM1 , UM2 ∈
T(X) tal que Mi ⊆ UMi

, i ∈ {1, 2} y UM1 ∩ UM2 = ∅ y
formemos

B0 = {UM1 , UM2 : (M1,M2) ∈ M}.

Esta familia, B0, es una subbase para una única topoloǵıa
para X, es decir, la familia B de todas las intersecciones
finitas de miembros de B0 forma una base para una única
topoloǵıa para X, que denotamos TB(X).
De la definición de red y el hecho de que (X,T(X)) es un
espacio de Hausdorff, se sigue que el conjunto X con la
topoloǵıa generada por B es un espacio de Hausdorff, de-
notemos a este espacio como Y = (X,TB(X)). Como |B| 6
nw(X), tenemos que w(Y ) 6 nw(X) y como TB(X) ⊆ T(X)
se sigue que la función identidad idX : X → Y , es biyectiva
y continua, con lo que se concluye la desigualdad deseada.

4. Para esta última prueba note que por lo anterior sólo es
necesario hacer el caso w(X) 6 iw(X). Sea f : X → Y
una condensación y sea B base en Y tal que |B| = w(Y )
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y con la propiedad de que w(Y ) = iw(X). Ahora, como
f es un homeomorfismo (ver 3.1.13 en [9]), tenemos que
la desigualdad deseada ocurre de manera natural, ya que:
f−1(B) es base en X, con lo que por definición de peso
w(X) 6 |f−1(B)| y |f−1(B)| = |B| = w(Y ), por lo que
podemos concluir que w(X) 6 iw(X).

3.27 Teorema (Ramı́rez Páramo [27]). Suponiendo cierta la HGC,
la función cardinal iw refleja fuertemente a todo cardinal infinito
en la clase de los espacios Hausdorff compactos.

Demostración. Como el iw es una función cardinal monótona, es
suficiente probar (ver Observación 2.10 ) que el iw refleja a todo
cardinal sucesor κ+.
Sea X un espacio de Hausdorff compacto tal que iw(X) > κ+.
Mostraremos que existe un subconjunto Z de X, con |Z| 6 κ+ y
iw(Z) > κ+.
Como iw(X) = w(X), entonces w(X) > κ+; por el teorema de
reflejo de Hajnal-Juhász (Teorema 2.28) existe un subespacio Y
de X con |Y | 6 κ+ y w(Y ) > κ+. Sea Y0 = clX(Y ), entonces Y0

es un espacio de Hausdorff compacto.
Consideremos los siguientes casos:

(a) ψ(Y0) > κ+. Por el Teorema 3.14, existe un subespacio Z de
Y0 tal que |Z| 6 κ+ y ψ(Z) > κ+. De aqúı concluimos que
iw(Z) > κ+ (ver Teorema 3.26).

(b) ψ(Y0) < κ+, es decir, ψ(Y0) 6 κ. Como Y0 es un espacio de
Hausdorff compacto, ψ(Y0) = χ(Y0), y |Y0| 6 2χ(Y0). Tene-
mos que |Y0| 6 2κ = κ+ por la HGC. Por otro lado, es claro
que iw(Y0) = w(Y0) > w(Y ) > κ+. Aśı Z = Y0 constata el
hecho de que iw refleja a κ+.



Teorema de reflejo para el i-peso y espacios diádicos 75

3.28 Definición. Sea X un espacio Hausdorff. Se dice que X es
un espacio diádico si X es imagen continua de un cubo de Cantor
D(2)κ (donde κ > ω).

3.29 Corolario (Ramı́rez Páramo [27]). Suponiendo cierta la
HGC, la función cardinal iw tiene la propiedad IU(κ)

3.30 Teorema (Ramı́rez Páramo [27]). La función cardinal iw re-
fleja fuertemente a todo cardinal infinito en la clase de los espacios
diádicos.

Demostración. Por la Observación 2.10 es suficiente probar que el
iw refleja a todo cardinal sucesor κ+. Sea X un espacio diádico
tal que iw(X) > κ+. Por el Teorema 3.26, w(X) > κ+; aśı por
el teorema de Efimov-Gerlitz-Hagler [8], X contiene una copia
topológica de Dκ+

(el producto topológico de κ+ copias del espacio
D). Sea p ∈ Dκ+

, como ψ(p,Dκ+
) = κ+, por el teorema de Efimov

[7], existe M ⊆ Dκ+
tal que M es discreto, |M | = κ+ y Y =

M∩{p} es homeomorfo a A(κ+), donde A(κ+) es compactificación
de un espacio discreto de cardinalidad κ+. Por lo tanto κ+ 6
iw(Y ).
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