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METODOS DE DESCOMPOSICION DE DOMINIOS Y SU
APLICACION A MODELOS DE FLUJO Y TRANSPORTE

Tesis Doctoral de Guillermo de Jesus Hernandez Garcia

RESUMEN:

El objetivo de esta tesis es contribuir con nuevos procedimientos a la aplicacion de
los métodos de descomposicién de dominios en la modelacion de sistemas continuos
en las Ciencias de la Tierra. Los resultados principales consisten en el desarrollo de
metodos para la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales, con
superconvergencia y con capacidad para incorporar nuevas opciones tales como:
abordar funciones de peso cuadraticas y cubicas en el interior. Los resultados también
se aplican a problemas de flujo y transporte, se incorpora una nueva metodologia de
construccion de las funciones dptimas de peso y de base con aplicacion tanto del
método de elementos finitos como de colocacion. Las aplicaciones presentadas aqui
se realizan en regiones tanto cuadrilateras como en otras regiones irregulares. Estas
ultimas se subdividen en cuadrilateros irregulares utilizando una metodologia debida
a Pablo Barrera y sus colaboradores.

Los métodos investigados en esta tesis tienen ventajas significativas con respecto a
los convencionales. En particular, reducen el nimero de grados de libertas de los
sistemas de ecuaciones que intervienen en los modelos. Con base en las
formulaciones de Herrera, se aplican férmulas de Green generalizadas (formulas de
Green Herrera), que permiten la aplicacion de funciones discontinuas, tanto de base
como de peso. Por otra parte, esta tesis constituye una aportacion a la implementacion
numérica dentro del programa de investigacion del grupo de modelacion matematica

y computacional de Herrera y colaboradores.



ABSTRACT

The objective of this thesis is to contribute with new procedures to the application of
the domain decomposition methods in the modeling of continuous systems in Earth
Sciences. The main results consist of the development of methods for the numerical
solution of equations partial differentials, with super convergence and the capacity of
incorporate new options such as: to approach quadratic and cubical of weighting
functions in the interior. The results also are applied to flow problems and transport,
also it is incorporated a new construction methodology for weighting and base
optimal functions with application to the collocation method and the finite element
method. The applications presented here are made as much in quadrilateral regions as
in other irregular regions. These last ones are subdivided in irregular quadrilaterals
using a methodology due to Pablo Barrera and his collaborators.

The methods investigated in this thesis have significant advantages with respect to the
conventional ones. They particularly reduce the number of degrees of freedom at the
equations system that take part in the models. On the basis of the formulations of
Herrera, generalized Green formulas are applied (Green Herrera formulas), that allow
the application of discontinuous base and weighting functions. On the other hand, this
thesis constitutes a contribution to the numerical implementation within the research
program of the group of mathematical and computational modeling of Herrera and

collaborators.



1. INTRODUCCION

CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. Generalidades

El presente trabajo de tesis doctoral es una contribucién a nuevos procedimientos
Trefftz-Herrera de descomposicién de dominios para la modelacion de sistemas
continuos de las Ciencias de la Tierra. El objetivo de esta tesis se centra en la
formulacién y desarrollo de algoritmos para métodos de descomposicion de dominios
y su aplicacion a problemas de tipo eliptico y se enfoca en el desarrollo de métodos
numéricos con capacidad para incorporar muchas de las nuevas opciones. Se abordan
funciones de peso cuadraticas y cubicas en el interior, que dan lugar a métodos con
uno y cuatro puntos de colocacion. Incorpora una nueva metodologia de construccion
de las funciones optimas de peso y de base con aplicacion del método de elementos
finitos. Se desarrollan y aplican los métodos mencionados, primero en regiones
representadas por cuadrilateros regulares o rectangulares y luego con cuadrilateros

irregulares.

Herrera y colaboradores han propuesto una teoria general de los métodos de Trefftz,
(Herrera, 1985; Herrera, Chargoy y Alduncin, 1985) que ha dado lugar a formas
novedosas de abordar los modelos de los sistemas continuos usados en Ciencias de la
Tierra. Desde el punto de vista de sus aplicaciones numéricas, la teoria constituye una
formulacién sistematica y general de los Problemas de Contornos y Saltos Prescritos,
PCSP, o también BVPJ, del inglés boundary value problem with prescribed jumps.
En particular, la colocacién TH (Herrera y Yates, 2001; Herrera y Diaz, 1999) es un
procedimiento general nuevo para aplicar colocacion ortogonal a la discretizacion de
los PCSP en la frontera interna que separa los subdominios de la particion y tiene la
posibilidad de aplicarse a operadores con coeficientes discontinuos; es asimismo una

forma general del método de Galerkin discontinuo. También introducen nuevos
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métodos de descomposicion de dominios (DDM) y de paralelizacion de dichos
modelos (Herrera y Yates, 2005, Herrera, Diaz y Yates, 2004). Con base en la
formulacién del algoritmo de descomposicion de dominios, se obtiene el algoritmo de
simulacion numérica donde la condicion de salto es dato prescrito. Si las ecuaciones
diferenciales elipticas son discretizadas por colocacion TH, se obtienen matrices
globales simétricas y positivas definidas, cuando el operador diferencial también lo
es, algo que no es posible con otros métodos de colocacion. Con base en la
formulacion se logran codigos de simulacion numérica que conducen a restricciones a

subdominios donde la condicion de interfaz es dato prescrito.

1.2. Trabajos previos

De acuerdo con Celia (1983), las primeras evidencias de la aplicacion de la
colocacion en general se deben tanto a Slater (1934) como a Kantorovich (1934); este
ultimo llamé a su procedimiento “método de interpolacion.” EIl concepto de
colocacién ortogonal aparece cuando Lanczos (1938), en una importante
contribucion, propone su “método de puntos selectos,” donde us6 un polinomio de
enésimo orden y escogid sus puntos de colocacion en los n ceros del polinomio de
Chebyshev de grado n. Afios despues, Lanczos repitio el mismo desarrollo en su libro
de texto (Lanczos, 1956). En la misma época aparecieron trabajos significativos en el
ambito de Rusia. Karpilovskaja (1963) mostrd la convergencia del método de
colocacion usando las raices de los polinomios de Chebyshev o de Legendre como
puntos de colocacion. Vainikko (1965), con argumentos que incluian funciones de
Green, mostrd la convergencia para puntos de colocacion en las raices de cualquier
polinomio ortogonal. Shindler(1969) propuso el “método de colocacion enriquecido,”
donde el método de colocacién es modificado para usar un mayor numero de puntos
de colocacidon de los que son requeridos. Las ecuaciones son resueltas aplicando

minimos cuadrados.
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El trabajo de los rusos, de naturaleza tedrica, fue simultaneo al de otros de naturaleza
mas practica, que aparecieron en la literatura de la ingenieria quimica; entre ellos el
de Villadsen y Stewart(1967), quienes reportaron resultados de colocacion de
exactitud comparables al de los resultados tipo Galerkin, y a la vez siendo mas
simples de calcular. Siguiendo a estos trabajos, multiples aplicaciones vy
modificaciones aparecieron en el campo de la ingenieria quimica; entre ellos los de
Ferguson y Finlayson (1970) quienes aplicaron colocacion ortogonal a la ecuacion de
difusion lineal (de transporte) y una ecuacion con el término de reaccion quimica de
primer orden. También incluyeron una breve discusion sobre estabilidad numérica y
la convergencia de su esquema. Encontraron que para una solucién de exactitud
similar, el método de colocacion fue de cuatro a cuarenta veces mas rapido que el
método de diferencias finitas. Entonces Stewart y Villadsen (1969) usaron el
procedimiento de colocacién para derivar representaciones gréaficas en algunos
aspectos del comportamiento de catalizadores porosos. Villadsen y Sorensen (1969)
usaron colocacion tanto en el dominio del espacio como en el del tiempo para
resolver una ecuacion parabdlica unidimensional ( la ecuacién lineal del calor); ellos
[lamaron a este “método de doble colocacion,” y encontraron que es muy econémico.
Finlayson (1972) aborda el método de colocacion en su libro de texto y en 1975,
Carey y Finlayson (1975) introdujeron un importante concepto para la literatura de la

ingenieria quimica: la colocacion en elementos finitos.

Mientras los ingenieros quimicos aplicaban la idea de colocacion, el analisis teorico,
que habia sido iniciado por los rusos, no recibio suficiente atencion hasta la aparicion
de la publicacion de Russel y Shampine (1972), en la que se hizo un andlisis similar
al de varios autores rusos, usando funciones de Green. Sin embargo, mientra los rusos
usaban expansiones polinomiales completa, Russel y Shampine usaron polinomios
por pedazos como base para la aproximacion espacial. Se establecid que usando
bases por tramos la teoria matematica se hace més simple y poderosa y el calculo

numérico da lugar a matrices més féciles tanto de formular como de resolver.
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Mientras Russell y Shampine trataban problemas de valores en la frontera con
métodos de colocacion de orden m (m = puntos de colocacion) utilizando puntos de
colocacion uniformemente espaciados, Douglas(1972), Douglas y Dupont (1973,
1974), y deBoor y Swartz (1973) llevaron a cabo los trabajos tedricos mas
significativos de ese periodo. En particular deBoor y Swartz analizaron el
comportamiento del método de colocacion aplicado a problemas de frontera no-
lineales en una dimension. Ellos mostraron que mediante una cuidadosa seleccion de
los puntos de colocacion, conocidos como los puntos de Gauss, se puede obtener un
incremento en la convergencia. Estos resultados representaron un avance significativo
que va mas alla de los obtenidos por Russell y Shampine. deBoor y Swartz son
reconocidos como los primeros que muestran rigurosamente que el escoger puntos
Gausianos como los puntos de colocacion conduce a una convergencia optima.
Mientras eso se desarrollaba, Douglas y Dupont aplicaban colocacion a ecuaciones
diferenciales parciales de tipo parabolico. Douglas mostré6 que para la ecuacion
parabélica del modelo simple u=uy, convergencia de orden cuarto (O(h%), h=
distancia entre nodos) podia ser obtenida usando polinomios ctbicos por tramos C*
(polinomios de Hermite) como bases y con colocacion en los puntos Gausianos (las
raices del polinomio de Legendre de segundo grado) sobre cada sub-intervalo.
Douglas y Dupont (1973) analizaron una ecuacién parabdlica mas general (una
dimension espacial) de la forma c(x,t,u)u= a(x,t,u)ux + b(xtu)ux. Nuevamente
obtuvieron O(h%) con colocacién en los puntos Gausianos y usando polinomios de
Hermite cubicos por tramos. Prenter y Russel (1976) analizaron el método de
colocacion aplicado a la ecuacidn eliptica lineal (en dos dimensiones) —[p(X,y)ux]x —
[p(x.y)uly + cx,y)ux = f(x,y). Aplicaron polinomios de Hermite bi-cubicos por
tramos sobre dominios rectangulares y mostraron que con colocacién de la ecuacion
en puntos Gausianos resultaba un esquema que de nuevo convergia con O(h?). El
calculo de las operaciones mostro ahorros de cincuenta por ciento en la construccion
de las ecuaciones con respecto al método de Galerkin. Una més general forma de
colocacién en geometrias deformadas ha sido presentadas por Pinder, Frind, y
Celia(1978) y por Frind y Pinder(1979).
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Un método de Upwinding o de Upstream (a contracorriente) con esquema de
colocacion fue desarrollado por Pinder y Shapiro (1979), aplicando funciones de base
modificadas de Hermite de forma andloga a la de los métodos de Galerkin
(Huyakorn, 1976). Shapiro y Pinder (1982) aplicaron su método de upwinding con
colocacién para la simulacion de flujo de dos fluidos inmiscibles a través de un medio
poroso Yy dieron solucion al problema planteado por Sincovec (1977), donde reporto
problema en la obtencién de una solucion con colocacién estandar. Allen (1982) y
Allen y Pinder (1983) también desarrollaron técnicas de colocacion con upstream
ponderado en los puntos de colocacidn, e induciendo disipacién numérica analoga al
upstream en diferencias finitas: con esto obtuvieron éxito en la simulacion de flujo
multifasico en medios porosos. Celia (1983) desarrolla su método de colocacion en

elementos finitos deformados y los métodos de colocacion con direccion alternante.

Para aplicaciones en problemas donde pueden existir discontinuidades en las
fronteras que separan subregiones, Herrera (1985) usa formulas de Green aplicables
a situaciones en las que las funciones de peso y las de base pueden ser discontinuas
(férmulas de Green — Herrera). Siguiendo una sugerencia de Pinder, Herrera (1987)
aplico colocacion ortogonal en el marco de su teoria algebraica. En Herrera (1988),
Herrera y Herndndez (1988) y Herrera, Celia y Martinez (1989) se aplico el método
(denominado Método Adjunto Localizado, LAM por sus siglas en inglés) a flujo con
adveccién dominante, obteniendo superconvergencia. Posteriormente surgen los
métodos Euleriano-Lagrangianos del Adjunto Localizado (ELLAM) para abordar
problemas de transporte dominados por el término de primer orden o de adveccion
tanto en espacio como en tiempo (Herrera, 1990, 1992a, 1992b, 1992c, 1993;
Herrera, et al., 1993; Herrera y Herrera, 1994).

Herrera y sus colaboradores también desarrollaron aplicaciones a problemas en
Ciencias de la Tierra en relacion con modelacion de la Cuenca de México en las que
se abordan problemas de simular numéricamente el flujo la discontinuidad de un

acuifero en contacto con una arcilla y la consolidacion de la arcilla lacustre del
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subsuelo (Herrera y Rodarte, 1973; Herrera y Yates, 1977), asi como el modelo
numérico del flujo en un acuifero con capas de arcilla en la zona metropolitana de la
Ciudad de Meéxico (Herrera, Hennart, Yates, 1980) con una version de varias capas y
tridimensional, (Herrera, Martinez y Hernandez, 1989) y una unidimensional para el
tratamiento de la arcilla y su subsidencia (Hernandez y Carrillo, 1997).

Un nuevo y mas efectivo método, aplicando descomposicion de dominios,
denominado Trefftz — Herrera (TH), para la aplicacion de colocacion ortogonal, fue
introducido (Herrera, 2000; Herrera y Yates, 2001), y ha mostrado importantes
ventajas sobre los previos meétodos. Actualmente el método de colocacion es
conocido como un procedimiento de solucion numérica para ecuaciones diferenciales
parciales eficiente y altamente exacto y su formulacion es simple. Un precedente
importante a este trabajo es la contribucion de Diaz (2001), que trabajando en el
grupo de Herrera aborda en su tesis el desarrollo de métodos de colocacion Trefftz —

Herrera y la aplicacion a problemas de transporte en las Geociencias.

Recientemente Herrera y colaboradores han desarrollado una teoria sistemética y
general de métodos de Galerkin discontinuo, o por sus siglas del inglés dG, que han
sido conocidos bajo varios nombres: en una primera etapa de su desarrollo
corresponde con el nombre de LAM (Localized adjoint Method), que proporciona la
base tedrica con la que ELLAM fue desarrollada. Un sumario de la teoria de Herrera
fue presentado en una conferencia magistral en el Congreso Nacional de Mecéanica

Computacional de los Estado Unidos (Herrera, 2005).
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1.3. Objetivos

Los objetivos de este trabajo son:

Contribucién a nuevos procedimientos de solucién de Problemas de
Contornos con Saltos Prescritos basados en métodos de Trefftz - Herrera,
haciendo énfasis en la versatilidad del método aplicandolo a modelos flujo y
transporte con adveccion.

Obtener codigos de simulacion numérica aplicados a subdominios donde la
condicion de interfaz es dato prescrito, con colocacion en uno o cuatro puntos,
su aplicacion con funciones de prueba lineales y cubicas en el interior.
Obtencion de funciones dptimas de peso y base con base en elementos finitos,
en vez de colocacion, que basados en el método de Trefftz — Herrera reduce el
numero de grados de libertad.

Desarrollar y aplicar los métodos mencionados primero en regiones regulares
y luego su extension a regiones formadas por cuadrilateros irregulares campo
gue no se habia explorado y que abre el panorama de aplicaciones para el
Método.

1.4. Organizacion de la tesis

En este primer capitulo se da una introduccion a la tesis. Se presentan en forma breve

algunos conceptos basicos de los métodos de colocacion asi como la notacion bésica

para los siguientes capitulos.

En el capitulo 2 se introducen detalladamente las formulas de Green — Herrera, la

aplicacion del teorema generalizado de la divergencia la formulacién variacional para

problemas con saltos prescritos y de la informacion en la frontera interna.

En el capitulo 3 se presenta la aplicacion de la formulacién Trefttz - Herrera para las

ecuaciones elipticas, su formulacion para varios tipos de condiciones de frontera y de



1. INTRODUCCION

condiciones de salto y se presentan las alternativas para la informacion solicitada

quedando lista la base para la descomposicion de dominios.

En el capitulo 4 se aborda la implantacion numérica del método a modelos en una
dimension, se desarrolla el método de colocacién, se incluyen algunas contribuciones,
como la formulacién para elementos finitos con funciones Optimas, se hace la
formulacién para los casos con polinomios cuadratico y cubicos de Hermite, se hace
el andlisis del error y se dan ejemplos de solucion numérica de ejemplos y de un caso
real de BVPJ, el de un frente de combustién.

En el capitulo 5 se aborda la implantacion numérica en dos dimensiones, el desarrollo
del método de colocacion, para los casos con un punto y dos puntos de colocacion por
cada lado, o un punto y cuatro puntos en el interior de cada elemento. A su vez se
presenta el desarrollo para funciones de peso y de base, tanto lineales como cubicas.

Se presenta la formulacién del método para elementos fonitos con funciones ptimas.

En el capitulo 6 se presentan soluciones para diferentes casos, que incluyen
contribuciones al tratamiento numeérico de problemas de flujo y transporte de regiones
regulares e irregulares, problemas con saltos prescritos con regiones regulares e
irregulares, un caso con el tratamiento cuando la solucidn no es conocida y resultados

para casos resueltos con elementos finitos con funciones dptimas.

En el capitulo 7 se incluyen las conclusiones, que se presentan tanto para el marco
tedrico, como para la aplicacion a modelos de flujo y transporte, asi como para el

desarrollo futuro.
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1.5. Metodologia aplicada

A partir del modelo fisico del fenémeno tanto de flujo como de transporte, se
obtienen los campos de interés, como son velocidad, presion y concentracion. Para
esto se determinan los parametros y principios fisicos que gobiernan el fenémeno. Se
hace también una delimitacion del sistema, y se determina la extension del sistema,
dando lugar a las condiciones de frontera. En aplicaciones a Hidrologia Subterranea,

los parametros son propiedades de los acuiferos.

Se considerard una region Q, con frontera 6Q y una particion {€, ... , Qg) una

descomposicion de dominios, figura 1.1, con una particion IT={Q,,...,Q_}

ZEU(ﬁimﬁj); QNQ =0 (1.1)

i#]

N P2

] |~

Figura 1.1: El dominio Q y su particion

Entonces X es llamada “frontera interna’ y 0Q ‘frontera externa’. Con el enfoque de
los métodos de descomposicion de dominios, un primer paso es convertir el problema
global en un grupo de problemas locales. Para lograr esto se establece un
procedimiento que permite construir la solucién global, definida en el dominio entero,
mediante la solucion exclusiva de problemas locales en cada uno de los subdominios.
La estrategia general consiste en reunir informacion acerca de la solucion en la

frontera interna, X, de la particion, de manera que sea suficiente para definir
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problemas bien planteados, que sean satisfechos por la solucion exacta, en cada una
de los subdominios de la particion por separado. Entonces se define de antemano un
objetivo de informacion en X, la informacion buscada, que posee esa propiedad. Los
procedimientos de busqueda que se llevan a cabo conducen a obtener esta
informacién buscada. Hay dos amplias categorias de métodos para llevar a cabo la
busqueda: procedimientos de localizacion directos e indirectos. (Herrera y Yates,
2005).

En el método de colocacion directo, las soluciones locales del operador diferencial
local son usadas para establecer las condiciones de compatibilidad que la informacion
buscada debe satisfacer. Estas son derivadas de la ecuacion de interfase de Stecklov-
Poincaré ( Quarteroni y Valli, 1999). Para ese propdsito, una clase especial de
funciones base son usadas y son llamadas funciones base Optimas; son de hecho
soluciones locales de la ecuacion homogénea asociada al operador diferencial
original. El sistema de ecuaciones derivada de esta manera permite obtener la

solucién buscada.

En el método de colocacion indirecto, una clase especial de funciones de prueba es
desarrollada y aplicada; se la llama funciones de prueba éptimas y tienen la propiedad
de producir la informacion buscada en la frontera interna, exclusivamente. Estas
funciones de prueba Optimas son de hecho soluciones locales de la ecuacion
homogénea asociada al operador diferencial adjunto. La idea de la construccion de
tales funciones de prueba optimas surge de observar que en el método de residuos
pesados la informacion acerca de la solucion exacta, que la aproximada contiene,
depende del sistema de funciones de peso aplicadas (Herrera, 1985; Herrera et al.
1985). En el método de localizacion indirecto la base del analisis de tal dependencia
son las férmulas Green — Herrera, pueden ser aplicadas aun cuando las funciones de
base y de prueba sean completamente discontinuas. Estas funciones de prueba
Optimas son aplicadas para derivar condiciones de compatibilidad de las cuales la

informacion buscada es obtenida.
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1.6. Nociones preliminares y notacion

En este punto se introducen conceptos algebraicos fundamentales, los cuales
implantan un marco tedrico para una amplia clase de formulaciones débiles de
ecuaciones diferenciales parciales. Como parte de la notacion, D; y D, seran usados
para dos espacios lineales, los Ilamados espacios de funciones de prueba y de base,
respectivamente (test and trial). Con base en esto se puede decir que:

P:D,xD, >R, B:D,xD, >R, -, (1.2)
seran funcionales bilineales, mientras que:

P":D,xD, > R, B":D,xD, >R, -, (1.3)
Seréan las transpuestas correspondientes. El valor de cualquier funcional bilineal

P:DlxD2—>]Rl,en (u,W)e D, xD, (1.4)
sera denotado por:

(Pu,w)= <P*w, u> : (1.5)
Los espacios lineales D, y D, seran los “duales algebraicos” de D, y D,,

respectivamente, es decir, los elementos de D, y D, son funcionales lineales,

valuados en los reales, definidos en D, y D,, respectivamente. Ademas, con una

funcional bilineal, del las del tipo considerado anteriormente, se asociara, de manera

unica, un operador valuado en los funcionales el cual es lineal. En efecto, dado
P:D,xD, —R' se define P:D, — D, para cada u e D, la funcional lineal Pu e D,
por:

Pu(w)=(Pu,w), Ywe D, (1.6)
Lo anterior establece una correspondencia uno-a-uno entre los funcionales bilineales
P:D,xD, — R'y los operadores valuados en los funcionales, P: D, — D, que son

lineales

11
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Definicién 1.1.- TH-Completo
Un conjunto £ c D, se dice que es ‘TH-completo’ para P:D, — D, cuando se
cumple que

(Pu,w)=0, ywe £ = Pu=0< (Pu,w)=0, Ywe D, (1.7)
Definicién 1.2.- Operador de Frontera

Sea N_. cD,, entonces un operador B:D, — D, se dice que es un operador de

frontera para P: D, — D, cuando N.. = D, es TH-completo para P.

Definicién 1.3.- Problema de valores en la frontera abstracto (ABVP)
Sea B:D,—D, un operador de frontera para P:D,—D,, y dado
(f.g)eP(D,)xB(D,), entonces el ABVP consiste en encontrar u tal que:

Pu=f y Bu=g. (1.8)
Frecuentemente las anteriores ecuaciones son referidas como ‘ecuacion diferencial’ y

‘condiciones de frontera’, respectivamente.

Lema 1.1.- En la definicion del ABVP, las ecuaciones pueden ser reemplazadas por:
<(P—B)u,w>:<f—g,w>, vwe D, (1.9)
o0 de forma equivalente:
(P-BJu="f-g (1.10)
Las notaciones Q= R" y 0Q seran usadas para un dominio del espacio Euclidiano

de dimension n y para su frontera, respectivamente. Por dominio se quiere decir que

es un conjunto abierto, acotado y conexo con una frontera continua en el sentido dado

por Lipschitz (Ciarlet, 1978). Se denota como IT={Q,,---,Q.} a la particion de

QcR", donde Q, i=1---,E, son subdominios (Figura 1.1). Dada la particion, las

E
fronteras de los subdominios son 6€,, i=1,---,E . Es claro que 6Q c UGQi y que la
i=1

‘frontera interna’ X es definida como el complemento cerrado de

E
oQ relativoa | Jooy, .

i=1

12
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Para cada i = 1, ... ,E, D1(€Q;) y D2(Q;) son dos espacios lineales de funciones
definidas en €; los espacios de funciones base y de peso son definidos

respectivamente como:
D,(Q)=D,(2,)®...0D, (2 ); (1.12)
D,(Q)=D,(Q,)®...®D,(Q;); (1.12)
Funciones pertenecientes a D, (Q) y D,(€) son secuencias finitas de funciones

pertenecientes a cada uno de los subdominios de la particion. Se asumird que para

cada i=1--,E y @¢=12 las trazas en ¥ de funciones pertenecientes a D, ()

existe, y el salto y el promedio de las funciones de base o de peso son definidos

como:
[u]=u, —u_
(1.13)

U=(u, +u_)/2;

donde u+ y u- son las trazas desde cada lado de . Aqui el vector normal unitario es

escogido arbitrariamente, y una vez definido, apunta hacia el lado positivo de X.

Paracadai=1, ..., E, y cada a=1,2, Do(Q) = H(Q), con s > 0 tiene especial interés,
si se considera

HE(Q)=H®*(Q,)®...0H* (Q,); (1.14)
entonces Iﬁl = Iﬁz =Hs (), y esta es la clase especial de espacios de Sobolev,

considerado en Herrera (1995). Cuando dicho espacio esta equipado con la norma

E 7
o =S, |+ 99200 () s

se convierte en un espacio de Hilbert.
Se considerard, en adelante, el mas general operador eliptico de segundo orden:

£Lu=-V+(asVu)+Ve(bu)+cu. (1.16)

13
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Se asume que aes un tensor positivo definido simétrico. Cuando se trabaja con tal

~

ecuacion eliptica de segundo orden, se toma D, (Q2) = H?(€). Por simplicidad se
escribira .Zu = f., en Q, para expresar

Lu=f, encadaQy, i=1--E. (1.17)
E
De manera similar se escribira I wLu dx para ZI w.Lu dx .
Q Py Q;

También se denotaré el producto de un tensor por un vector como producto punto;
por ejemplo, aplicado al caso que se plantea, a =asn

Se puede decir que

E
z o0, wa, Vudx = LQ wa, Vudx— L[W@n oVu] dx (1.18)

Esta relacion es valida ain en condiciones generalizadas, incluyendo el caso en que el

coeficiente a , tiene discontinuidades de salto a través de X.

14
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CAPITULO 2
FORMULACION TREFFTZ-HERRERA

2.1. Formulas Green-Herrera.

En ciencias en general y en especial en Ciencias de la Tierra, en problemas para flujo
y transporte, se necesita resolver el PCSP, que expresado matematicamente tiene la
forma siguiente:
Lu=f, enQ

u=g, enoQ
(P) [u]=j3 enx
[asVu]=j; enZ

donde £ es el operador diferencial y £* su adjunto formal, definidos como:

Zu=-V-avVu+V-(bu)+cu

2.1
L*w=-V-aVw-b-Vw+cw @D

donde son conocidos el tensor a, el vector b,y el escalar c.

Existe entonces una funcion bilineal valuada como vector 2(u,w), la cual satisface la
siguiente ecuacion:

WLU—-UuL*W=V-D(u,w), VxeQ. (2.2)
En la teoria estandar de ecuaciones diferenciales parciales (por ejemplo en Lions y

Magenes, 1972, p. 114) se aplican la férmulas de Green y pueden ser escritas como:

jgw,dudx—_[guz’* wdx = ng(u,w)dx—jmé*(u, w)dx , (2.3)

donde &(u,w), ¢ *(u,w) son funciones bilineales, definidas en 6Q, y punto a punto, de
manera que:

2(u,w)-n=2(u,w)—-¢Z(w,u), VxeodQ; (2.4)
Las definiciones de 2y ¢ generalmente dependen de la clase de condiciones de

frontera del criterio de lisura del problema especifico considerado.

15
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Ahora introducimos la siguiente notacion:

(Pu,w) = [ w.udx (2.5)
(Q*u,w) = | ug*wdx (2.6)
(Bu,w)=| & (u,w)dx 2.7)
(C*uw)=[_e*(uw)dx (2.8)

Con estas definiciones, P y Q*, B y C*, son funcionales bilineales, valuadas como
reales, definidas en [31 X [32 , Y donde la ecuacidn (2.3) puede ser escrita como:
<(P—B)u,w>z<(Q*—C*)u,w>; V(u,w)e D,xD, (2.9)
0 més brevemente
P-B=Q*-C* (2.10)
Herrera (Herrera, 1985; Herrera et al., 1985) ha extendido esas férmulas de Green a
operadores definidos en espacios de funciones definidos por tramos, como los

introducidos en el capitulo anterior.

Se asumiran las funciones bilineales #(u,w) y Z(u,w), definidas en X, de manera que:

—[2u,wW)]-n=2(u,w)—% *(w,u); enX. (2.11)
ﬂ(U,W) E‘Q([“],W)'Dv (2123.)
Z*(u,w) =-2(U,[w])-n (2.12b)

la aplicacion del teorema generalizado de la divergencia (Herrera, 1995) , ha

establecido formulas generales para 4y X las cuales cumplen la ecuacion (2.11),
implica las siguientes formulas de Green-Herrera (Herrera, 1984):
jngudx—jagz’(u,w) dx—fzﬂ(u,w) dx (2.13)
= [ uerwdx—[ @*(uw)dx—[ z*(u,w)dx
<Ju,w>=jzﬂ(u,w)dx (2.14)

<K*u,w>:jzz/*(u,w)dx; (2.15)

16
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Con estas definiciones, P y Q*, By C*, J y K*, son funcionales bilineales valuadas
como reales definidas en [31 X [32 , y la ecuacion 2.13 puede ser escrita como:
(P-B=J)u,w)=((Q*-C*—K*)u,w); V(u,w)eD,xD, (2.16)
0 mas brevemente
P-B-J=Q*-C*-K%*; (2.17)
El problema general que es considerado en la teoria de Herrera es un problema de
contornos con saltos prescritos.
Las funcionales lineales P, Q, B, C, J, y K tienen la propiedad de que para cualquiera

de los nimeros reales «, S, y y,Yy cualquier funcion U € D;, W € D,, se tiene que:

(aP+BB+73)U =0 aPU =0, SBU =0, y yJU =0 (2.18)
(aQ+BC+yK)W =0 aQW =0, ACW =0, y yKW =0 (2.19)

Las ecuaciones obtenidas en este capitulo son la base de los capitulos que vienen a

continuacion
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2.2. Formulacién variacional del problema con saltos prescritos

El problema general que es considerado en la teoria de Herrera es el de un problema
con saltos prescritos. Una formulacion débil del problema de contornos con saltos

prescritos es

(P-B-J)u,w)=(Pu,—Bu, - Jug,w); VvweD, (2.20)

Sea u € D,una funcion que cumple con (2.20) y se asume que es unica. Esta ecuacion

puede ser escrita como una igualdad entre funcionales lineales, si f, g, y j € D,* son
definidas por f = Pug, g = Bu,, j = Jus:

(P-B-J)u=f-g—j; (2.21)
esta ecuacion es equivalente a

(Q*-C*—K*)u=f-g-j; (2.22)
Las ecuaciones (2.21) y (2.22) suministran dos diferentes y equivalentes
formulaciones variacionales del problema de contornos con saltos prescritos. La
primera es llamada ‘formulacion débil en términos de los datos’, y la segunda es la
llamada ‘formulaciéon débil en términos de la informacion complementaria, del
PCSP. EI método directo es derivado de la primera, mientras que el método indirecto
es derivado de la segunda.

Las ecuaciones (2.21) y (2.22), alternativamente pueden ser escrita como:

(P-B-J)uw)=(f-g-jw); vweD, (2.23)

(Q-C-K)*uw)=(f-g-jw); vweD, (2.24)

18
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2.3. Formulacion variacional de la informacion de las fronteras
internas

Se usa la formulacion en términos de la informacion complementaria de la ecuacion
(2.22) para establecer las condiciones que una funcion de peso debe cumplir para
producir informacion exclusivamente en las fronteras internas X. Es el denominado
método indirecto y puede abordarse independientemente (Herrera, et al., 2002.) Con
base en la ecuacion (2.24) tales funciones de peso deben tener la propiedad de anular
Q*u y C*u en esa ecuacion. Unaa funcion de peso posee esa habilidad si y solo si
Cw=0y Qw =0,y por lo tanto queda como sigue:

—(K*u,wy=(f -g-j,w); Yw e NQmNCcIZA)2 (2.23)
donde N, c I52 YN, c I52 son los subespacios nulosde Q yC,y

Ng ={we D, |Qw=0} (2.24)

N ={we Db, |cw=0] (2.25)

El lado izquierdo de la ecuacion (2.23) ahora contiene la informacién complementaria
en X, K*u, exclusivamente, la cual generalmente es suficiente para definir un
problema bien planteado en cada uno de los subdominios, cuando los datos de
frontera son agregados al problema de descomposicién de dominios. Sin embargo se
pueden encontrar ejemplos especificos para los que la informacion complementaria
K*u es mas de lo que es esencial, y manejar informacidn excesiva en general conduce
a manejar muchos grados de libertad, lo cual es inconveniente desde el punto de vista
de la computacion. Para desarrollar métodos de eficiencia Optima, es necesario
eliminar parte de tal informacion introduciendo una “descomposicion fuerte” {S,R}
de la funcional bilineal K , donde S y R son funcionales bilineales que cumplen con la
siguiente definicién:

K=S+R (2.26)
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y la informacion solicitada es definida como S*u donde u e D, es la solucion del

problema de condiciones de borde con saltos prescritos, CBSP.

Dado N c D,, se define por N =N, "N, "N, y un concepto auxiliar muy dtil en

las formulaciones Trefftz - Herrera para procedimientos de descomposicion de

dominios es el siguiente.

Definicion 2.1. Un subconjunto de funciones de peso, € c N = No "N NN, se
dice que es TH-completo para S* si cuando u e [31,

(S*d,w) =0, YweE=S*(=0 (2.27)
Una condicion necesaria y suficiente para la existencia de sistemas TH-completos es

que N = N, NN n N, sea por si mismo un sistema TH-completo.

Teorema 2.1. Sea £ = N un sistema de funciones de peso TH-completo para S*, y

sea Ue I5l la solucion del CBSP; entonces una condicion necesaria y suficiente para
Ue [31contenga la informacion solicitada es que:
—(S*G,w)=(f-g-j,w); Vwe E. (2.28)

Prueba: Siue Iﬁles la solucion del CBSP, se tiene que

—(S*u,w)=(f-g—j,w); Ywe E. (2.29)
y entonces
—<S*(G—u),w>=0; vwe &, (2.30)

y,dealli, S*i=S*u.
El teorema 2.1 proporciona una Formulacion General de los Métodos Indirectos (o
Métodos Trefftz-Herrera) de Descomposicion de Dominios, el cual puede ser

aplicado a cualquier ecuacion lineal o sistema de dichas ecuaciones.
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CAPITULO 3
APLICACION A ECUACIONES ELIPTICAS

3.1. Definicion del problema

En este capitulo se busca la formulacion indirecta para ecuaciones elipticas de
segundo orden. La aplicaciéon de la metodologia del capitulo anterior sera presentada
en un espacio de un numero arbitrario de dimensiones. El procedimiento es aplicable
a cualquier tipo de condiciones de frontera para las que el problema sea bien
planteado.

Usando la notacion introducida, para cada i=1,---,E y a=1,2 serd asumido que
D,(Q)=H’() y D,=D,=H*(Q).

El operador a ser considerado es:
IuE—V-(g-Vu)+V-(Qu)+cu:fQ (3.1)

que puede ser sujeto a las condiciones de frontera Dirichlet, Neuman y de Flujo Total:

U=u, enodyQ, (3.2a)
a-vu-n=q en 0,2, (3.2b)
(a-Vu-bu)n=F end.Q, (3.2¢)

y con las condiciones de salto
[u]l=[us]= iy v [gVu]Q:[gVuz}gzj‘Z en Y (3.3)
Cuando £ es dado por la ecuacion (3.1) el operador adjunto diferencial es

£*w=-V-(a-Vw)-b-Vw+cw (3.4)

D(u,w)=a-(uvw-wvu)+buw (3.5)

Alternativamente a,=a-n y b, =b-n

n
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3.2. Formulacioén Trefftz-Herrera

Para el caso de condiciones de frontera tipo Dirichlet, posibles opciones para £y ¢

son:
Z(u,w)=ufa-vw)-n =(a,-Vw)u
(1. w) (= ) ( ) en 0,Q2, (3.6)
e*(u,w)=w(2~Vu—Qu)-g =w(a,-Vu-byu)
Para el caso de condiciones de frontera tipo Neuman:
Z(u,w)=-w(a-vVu)-n =—(a,-Vu)w
(1) (= ) ( ) en 0,Q, (3.7)

¢* (u,w)=-u(a-Vw+bw)-n=-u(a,-Vw+b,w)
Para el caso de condiciones de frontera tipo Robin o de Flujo Total:

&(u,w)=-w(a-Vu-bu)-n=—(a,-Vu-b,u)w

end.Q, (3.8)
é*(u,w):—u(g-Vw)-g =—(a,-VYw)u
Usando (2.12),
2(u,w) =-2([u],W)-n,
K*(U,W)E—Q(U,[W])'D
se definen las siguientes funcionales
#" (uw)=~[u](a-Vw+bw)n (3.9)
7' (u,W)EW[QVu]-Q
KO(W,U)EU[Q-VW+QWJ-Q
_ (3.10)
z'(w,u)=-[w](a-Vu)n

y entonces para el caso de coeficientes constantes, la aplicacion de la ecuacion (2.12)
produce lo siguiente:

{ﬂ(usw)zﬂ(’(u,w)w‘(usw)

(3.11)
Z(w,u)=%"(w,u)+%" (w,u)
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Para los problemas PCSP de las ecuaciones (3.1)-(3.3), las formulaciones
variacionales en términos de los datos y en términos de la informacion
complementaria se hacen disponibles cuando las definiciones (2.5)-(2.8) y (2.14)-

(2.15) son introducidas en las ecuaciones (2.23)-(2.24). La siguiente notacioén es

adoptada:
<J°u,w>: Izﬂo(u,w)dx, <J‘u,w>: _[Zﬂl(u,w)dg, (3.12)
<K°W,u>= JZK/O(W,u)dg, <K1W,U>= _[zz’l(w,u)dg, (3.13)

y entonces J = J° + J' y K = K” + K'. De manera similar es conveniente
descomponer las funciones bilineales B y C* en las contribuciones provenientes de
OpQ, ONQ, y O de esta manera se puede  escribir:
B=B,+B,+Br y C*=C*, +C* +C*_, donde:

(Bou,w) = L Qu(g-Vw)-ndx,

D

<BNu,W>=—aQ (_-Vu)ﬂdg, (3.14)

QD

(Beuwy=—| (a-Vu-bu)-ndx,

(C*, U,W>:—LQU(2~VW+QW)~Dd§, (3.15)
(C*, “’W>=_L Qu(ng)-gdg,

Para completar la formulacion del problema resta definir los funcionales lineales f, g,
y j. Donde g =gp + gn + OF:
(g, W)= L U (a-Vw+bw)-ndx,

(gu.w)=], wg-ndx. (3.16)

<gF,w>:I6NQwF ndx
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3. APLICACION A ECUACIONES ELIPTICAS

3.3. Alternativas de procedimientos T-H

Para el procedimiento T-H, o método indirecto, existen varias opciones para la
definicién de la informacion solicitada. Para ilustrarlas, dos de las alternativas que

son posibles son dadas a continuacion.

Alternativa 1. S = K y R = 0. En este caso la funcién GeH?*(Q) contiene la

informacion solicitada si y solo si

d=u vy (g'.VG)‘Q=(2~'Vu)~Q; en 2., (3.17)

donde ue H?(Q) es la solucién del PCSP. Para coeficientes constantes la segunda

ecuacion se puede remplazar por

on  on

y resulta un procedimiento con la siguiente relacion:

—(K*u,wy=(f-g—-jw); vweg (3.18)
una funcion we £ < N, "N < H?2(Q) si se cumple

weNy, < £L*w=0enQ (3.19)

weN. < w=0en 0Q (3.20)

Alternativa 2. S = K® y R = K*. En este caso la informacién solicitada es el

promedio de la funcion a través de X, esto es

d=u, (3.21)
entonces una opcidn para la funcion bilineal es:

—<S*U,W}z—jzd[g'VW+Qw}ndx, (3.22)

—(S*a,w)=(f-g-j,w) (3.23)

una funcion we £ < N, "N, "N < H2(Q) cumple si y solo si
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weN, < £L*w=0enQ (3.24)
we N, & [W]zO en 2. (3.25)
we N, < w=0en 0Q (3.26)

En la primera alternativa se obtendra informacion del promedio de la solucion y de su
derivada en la frontera interior, X; en la segunda alternativa se obtiene informacién
solo del promedio de U en X.

En la primera alternativa se obtiene informacion redundante, ya que es suficiente el
promedio de U en X; para problemas bien planteados en cada elemento de la particion
de Q, Q¢ para e=1,..,E. Como el salto, [u], es dato, para obtener los valores de la

informacion buscada en ambos lados de Z, se pueden aplicar las identidades

0, =u+4[u]
en X (3.27)
o =u-4u]

La segunda alternativa resultan mas eficiente al involucrar menos informacion y en
consecuencia matrices de menor tamafio. Por sus ventajas, en adelante se considerara
a la alternativa 2 como el método T-H. A las funciones que caracterizan a esta
alternativa también se les llaman funciones de prueba dptimas (Herrera, Yates, 2005.)
Para la segunda alternativa presentada del método, cuando la informacion buscada es

el promedio de U a través de Z, las funciones de peso son continuas, se anulan en 0Q

y cumplen con:
J*W:—V-(2~VW)—Q~VW+CW=O; en Q-X (3.28)

tomando el método T-H para un problema con condiciones de frontera tipo Dirichlet,

y definiendo los funcionales f, g, y j el problema tiene la formulacion siguiente:

—<s*a,w>z_jzd[g~vW+pw]-gd5 (3.29)
(f,w)= .[waﬂdg (3.30)
<gD,W>:ja Qua(g-Vw+Qw)-gd5 (3.31)
<j,W>=—J.Z[UZJ(Q-VV\./+QW)-ﬂdg—%fzv\l[gvuz]-ﬂdﬁ (3.32)
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y sustituyendo en la formulacion T-H
I a Vw+bw -ndx = I wf dx

- Qu(g-Vw+Qw)-gd5

+I [ug](a an+bw ndx-— j [a-Vug |-ndx
Ywe &
Para coeficientes definidos como continuos, con base en que [W] = 0 debido a que es

continua en X por pertenecer a N, se cumple

S*(u,w)=n-a-[Vw]u (3.34)
y con base en que W = 0, es decir que se anula en 0Q, debido a que pertenece a N¢

2(u,w)=(n-a-vw)u, (3.35)
Entonces la formulacion T-H cambia a

—J.Zﬂ-g-[VW]UdX :L)WfQ dx

—I u,h-a-vwdx
0pQ T = -

+jj§(g-vW+bw ndx— j dx (3.36)
R 5
Ywe &
Es importante notar la relacion
—<S*U,W>E—J‘ZU[Q-VW+QW]-Qd§
(3.37)

=3, (Vu-a Vs - (bu)we cuwjdx ¥ (uw)e NxN
i=1 -

La expresion ultima del lado derecho ha sido usada en multiples aplicaciones tales

como los Métodos de Elemento Finito.
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CAPITULO 4
IMPLANTACION NUMERICA UNIDIMENSIONAL

4.1. Definicion del problema en una dimension

Para abordar la aplicacion del método, y como una primera aproximacion, en este
capitulo se abordara la implantacion numérica del caso unidimensional: Se asumira
un dominio consistente en un segmento de recta que, normalizado, es el intervalo
[0,1] segun la figura 4.1. Para los propodsitos de ilustrar la convergencia de los
modelos se adoptard una distribucioén equidistante de los nodos, entonces se pueden
asociar con cada nodo interno x; dos segmentos contiguos de tamafio 4 segln la figura
4.2, y las notaciones adoptadas en el interior de esa union de segmentos son las
indicadas en la figura tanto para el interior de la unién de los segmentos, como la
frontera de dicha union y la interseccion correspondiente de la union. E1 PCSP queda
asi:

Encontrar u tal que:

Lu E—i(aiu}rdibbﬁrcu =f enQ

dx\  dx x

(P) u(O) =g u(l) =g, en 02
[u]=Ji i=1,--,E—1 enX

[aiu}=j“ i=L--,E-1 enX

dx

('700 Zl ‘%)x Z 6Qx lel aQb
| | | | | | »
I I I I I I [

X0 X1 Xi-1 Xi Xitl XE-I XE

Figura 4.1: Particion del dominio Q = [xo,xg] en E elementos.

27



4. IMPLANTACION NUMERICA UNIDIMENSIONAL

Figura 4.2: Subregion €2; asociada con el nodo x; del dominio.

4.2. Formulacion

De acuerdo con la formulacion Trefftz — Herrera, en una dimensiéon una funcion

weEc N= Ny,NN. NN, < I:IZ(Q) cumple con lo siguiente:

weN, < £L*w=0enQ=[1,0] 4.1)

weN, < [w]=0en X 4.2)

weN. < w=0en 0Q={0,1} (4.3)

—<S*L7,w>E—J‘zﬁ{ai{i—w+bw]ndx, (4.4)

—(S*ia,wy=(f-g—j,w) (4.5)

J*ws—i(aiwj—biwwcw:O; en Q) -2X. (4.6)
dx\ dx dx

Para la implantacién numérica para este trabajo se construird una familia de funciones

de prueba. La familia se construye resolviendo problemas de valores en la frontera

locales en cada una de las subregiones {Qll.,Ql.z} , separadamente. En la siguiente

seccion, se ve un ejemplo de esta construccion. Suponiendo que se cuenta esta familia

{w} , utilizando (4.4) y (4.5) se tiene:

y=+1 B

-2

y=-1
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En este punto es de utilidad adoptar la siguiente notacion:

pr=—la 2w
L dx x=i-1

p=—|a dlwtbwi i=1-,E-1 (4.10)
| dx 1

pr=—a 2 +pw
L dx dx=i+l

y el sistema de ecuaciones resultante es:
A ol U, :<f_g_jawl>
p;ui—l+pi U; +pi+ui+l :<f_g_jawi> i:2;"'>E_2~ (411)

Prallp 5+ Py, = <f -g-/ WE71>

Las formas explicitas de f, g, y j se deducen, para una dimension, a continuacion:

‘é’(u,w):(az—wju; é*(u,w): w(aﬂ—bnuj; en 0,Q2, (4.12)
X

dx
comow € Nec < w=0 en, C*u,w) =0, y solo quedan los siguientes valores

?(u,wl)z(ail—WlJuo enx=x,
x

- (4.13)
z’s’(u,wE’l) = (a dv;x juE enx = x,

y al integrar y evaluar:

. (4.14)
(g™ =1, | a2
> a1 d .
paraj el analisis a partir de (3.9)
7 (u,w) = ﬂo (u,w)+ﬂl (u,w)
7° (u w)s—[u](ad—w+bwj-n y 7'(u w)EW[a@]n (4.15)
’ dx - ’ dx | =’
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incorporando los saltos prescritos:

) dw ..
9 (u,w)=~J, (a5+ bW}WWJl-

la integracion produce:

<j,wi>=<Ju,wi>=§ﬂ(u,wi)

, , W) =
mas especificamente, como w' 1

(7w)=1 ZJ (—]

(4.16)

(4.17)

(jow')=j yZ] bl a ( ] (4.18)

y=+1 E
. E-1 .1 .0
W)= e — (x .
<] > Jea = Jeab(xe 1 Z]E 1 y( x ]EH}/

Un ejemplo del sistema resultante, para ilustracion, con j, = j; = 0 es:

+ [ dWl
pu +pou, —LZO w, an’x—J:3 uandx

Pt +piu =[ " fade i=2 B2 (4.19)

_ Xg dWE71
Prillp o T PpUp, = I Wi fodx + I ua dx
Xg_p o dx
o también:
+ X2 _
P T U - .L:o W fodx —usp,
_ 4 x+1 .
pru+p u +piuy =W fodx i=2,,E=2  (4.20)

_ N XE +

Pelp, T Pp iy, = LE i We fodX +uy P

Para la implantacion de las funciones, término este ultimo que incluye a las funciones

de base y a las funciones de prueba, éstas son caracterizadas por sus trazas en X, que
son tomadas como weEcN=N,NN.NN,cC H*(Q). Es conveniente para

propoésitos tedricos asumir que las funciones son la exactas. Sin embargo la
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colocacion ortogonal aplicada en cada subdominio de la particion serd aplicado para
obtener aproximaciones convenientes.

Para cada caso es necesario un procedimiento previo de construccion de la funcion de
peso a utilizar. Como se observa en la figura 4.2, a cada nodo se asocia el
correspondiente soporte o subregion, formada por dos elementos, la frontera interior
Y une a los elementos Q; y Q, de la subregion: para la subregion €; la frontera es
0Q; y en cada subregion se construye una funcion continua, que se anula en 0€2; y que
satisface la ecuacion adjunta homogénea, ecuaciones (4.1)-(4-3). Dos tipos de
posibles aproximaciones del método seran ilustradas por ser de interés:

e El primer caso corresponde a la aplicacion de funciones que se definiran por
funciones que estan generadas por subespacios lineales de polinomios
cuadraticos por tramos, que se anulan en 0€2 y pertenecen a ).

e El segundo caso corresponde a funciones que generan subespacios lineales de
polinomios ctbicos por tramos, que se anulan en 0 y pertenecen a C '(2).

Para el primer caso, el caso con cuadraticas, solo un punto de colocacidn serd usado
en cada particion. Para el segundo caso, el caso con cubicas, seran usados dos puntos
de colocacion.

Entonces para cada caso presentado las familias de funciones exactas seran
reemplazadas por funciones aproximadas.

Para el caso con cuadraticas, se usan interpolaciones cuadraticas en el interior de cada
una de los subdominios de la particion; las funciones serdn construidas usando
funciones cuadraticas, del tipo de las que se construyen con polinomios de Lagrange,
con un punto de colocacién en cada uno de ellos. En este caso se establece una
correspondencia uno-a-uno entre los nodos internos y cada una de las funciones de la
familia.

Para el caso con cubicas, se usan interpolaciones cubicas en el interior de cada una de
los subdominios de la particion; las funciones serdn construidas usando funciones
cubicas, del tipo de las que se construyen con polinomios de Hermite, con dos puntos
de colocacion en cada uno de ellos. En este caso se establece una correspondencia

uno-a-uno entre los nodos internos y cada una de las funciones de la familia.
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4.3. Formulacién con polinomios cuadraticos

4.3.1. Construccion de funciones de peso

Para construccion de las funciones de peso (o de prueba) especializadas se
consideraré su aproximacion usando polinomios de segundo grado que permitiran un

punto de colocacién en cada elemento (x;;, x;). Se requiere obtener las funciones
1 2 : : . .

w; y w; asociadas al primero y segundo nodo de cada elemento i =1,---,E siendo E el

nimero de elementos total y los nodos con numeracién de O, ..., £ y las funciones de

peso correspondientes w, (i =1...,E—- 1) . Aplicando la notacion usada por Herrera y

Diaz (1999):

(% —x) 4.21)
my, (x) =1, (x)] (%) (4.22)
Entonces se define a las aproximaciones de w' y w’ como:
Wil (x) = li—l,i +m_y, (x) ﬁ“[l

wl.z(x)ZZ. +m

o Fm(x) A7 (4.23)
donde A' y A’ son constantes que son determinados para cada polinomio por
colocacion ortogonal, es decir se requiere resolver:

LW (x)=0; (a=1,2;x= punto Gaussiano al centro) (4.24)

Para w; la expresion corresponde a los elementos contiguos a cada nodo i, para un

punto de colocacion
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X=X, - (x—x_)(x—x,)
h ' hh.

Wi — 1 7T+ (425)
X = Xin +/1[+ (x_xiﬂ)(x_xi)
i+1 hihi+l

donde 4; = x; — x;.; es la medida del elemento, considerando un sélo valor en todo el
dominio, tanto para simplicidad como para la evaluacion de convergencia, mas
adelante. Los signos — y + como superindices indican la evaluacion de la constante
para el elemento que precede, por la izquierda, o que sucede, por la derecha, al nodo
i, respectivamente.

Para coeficientes continuos, los elementos de la matriz, dados por la ecuacion (4.10),

se pueden evaluar con las siguientes expresiones:

_ o aw' ] 1 1
pi =—la — =-—a —+—ﬂ,
| odx |, b h
p=—|a . =—a —L+L/1+—i+i/1_ i=L-,E-1 (4.26)
L dx Ax=i hz‘+1 hi+1 hi hi
L dx Ax=i+1 hi+1 hi+1

Para la evaluacion de la convergencia del método con las diferentes funciones de peso

y para ejemplos evaluados, se compara la solucion obtenida numéricamente con la

solucion exacta. Esta comparacion es evaluada con base en la norma a infinito, || ,y
su valor es denominado error:
error:”e” zmax|u.—ﬁ. s i=1..,FE—1 (4.27)
0 1 1

el orden de error con respecto a h, es el exponente r en la funcion O(h’) del error, y
es estimado mediante la pendiente de la regresion lineal evaluada en la gréfica
—logerror versus logE , donde E es el numero de elementos de la particion.

En las evaluaciones de los experimentos numéricos escogidos se normaliza el
intervalo para el dominio del problema al [1,0], con condiciones de frontera en los

extremos: el conjunto {1,0}.
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El sistema de ecuaciones resultante es representado en forma matricial por Au =5

donde la matriz tiene dimension (E-1)X(E-1), es tridiagonal y es posible resolverla por
el algoritmo de Thomas.

En resumen, el cddigo necesario para abordar el problema (P) de la primera seccion,
discretiza el problema para varios cantidades de elementos, 10, 20, ... y evalua el

error en cada etapa para asi tener la grafica de —logerror versus logE y asuvez la

pendiente, con el fin de evaluar el orden de la convergencia del modelo.

4.3.2. Resultados numéricos

Para los experimentos numéricos que se presentan se desarrolld un coédigo que
resuelve el las ecuaciones (P) de la seccion 4.1 sujetas a las condiciones de frontera
Se considera resolver la ecuacion para el problema de transporte con adveccion en
una dimension:
Encontrar u:
Lu=—u"+au'=0 Q=(0,1),

u(0)=u, =1,
(P) u(l)=u, =0 endQ, (4.28)
[“]z[”zjzfg =0y

|:d—u:|:{d&:|zjlzzo en Z

dx dx
es decir:
a=-1;b=—a; c=0; fQ:0. (4.29)
La solucion exacta correspondiente es:
u= el _ee . @ =20, 40, 60, 80, 100. (4.30)
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4
35
3 |
§ 2.5 1
5 5|
(@)
(=]
- 154
11 y
0.5
0 ‘ :
05 1 15 2 2.5
log E
| —— alfa=20 —#— alfa=100 |

Figura 4.3: Graficas grafica de —logerror versus log E de la convergencia

para o = 20, con pendiente de 2.01y para o = 100, con pendiente de 2.09,
indicando =O(h?).

4.3.3. Formulacion para elementos finitos con funciones dptimas

Como se indico en los primeros capitulos, hay dos versiones de la colocacion Trefftz
— Herrera: los métodos directo e indirecto. Como parte de una dualidad existente
entre ambos, en el primero se desarrollan funciones de base 6ptimas y en el segundo
se desarrollan funciones de peso optimas. En teoria cuando la funciones optimas son
exactas usar unas u otras es equivalente. En los métodos numéricos, en los que se
utilizan aproximaciones de funciones de base y de peso, esta equivalencia no se
cumple y el utilizar simultdneamente funciones de base y de peso Optimas tiene
caracteristicas atractivas. El analisis del error muestra que esta practica mejora la
precision de los algoritmos. En la literatura el uso de sistemas de funciones diferentes
para la de peso y la de base es conocido como método de Petrov-Galerkin.

Considerando ahora resolver la ecuacion para el problema de transporte con

adveccion:
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—uw'+au'=0 Q=(0,1),
M(O) = u@O = 1,
(P)u(1)=uy =0 enéQ, (4.31)

[u]=[uz]z]‘§=0 y
dui_|dug|_ o _
{dx}_{dx}_]z 0 en2

Aqui £, el operador diferencial y £* y su adjunto formal se definen como:

2
2u =T M (4.32)
ox ox
2
z*wz—af—agﬂ (4.33)
ox ox

existe entonces una funcion bilineal D(u,w), la cual satisface la siguiente ecuacion:

wlu —u[*w:gz(u,w); (4.34)
X
donde
D(u,w) Eua—w—wa—u+auw (4.35)
ox ox

Para el caso de condiciones de frontera tipo Dirichlet:

z’s’(u,w):ua—w-n; en 0Q

ox
n=1 en x=0, (4.36)
n=-1 en x=1,
dw dw]
<Bu,w>— IDQudezuEO, (4.37)
Usando (2.4) se define lo siguiente

7° (u,w)E—[u](z—:+awj y ﬂl(u,w)svi/[%} (4.38)
<J0u, w> = IZ ﬂo (u, w)dg , (4.39)
<J1u,w>: Jzﬂl(u,w)dg, (4.40)
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y entonces J = S+ J

De los anteriores términos, al hacer las evaluaciones respectivas, usando [w] =0

queda lo siguiente:
1 .

| du < | du
<Ju,w>: J-ZW{E}Z)C:ZW{EL (4.41)

i=1

Para el operador P se procede con la expresion siguiente:

1 o’u ou
<Pu,w> :Jleudx,zjo w[—erandx. (4.42)
Aplicando integracion por partes del primer término:
LS|
<Pu, w> = la—w%dx — w% + w[@} J.law@dx . (4.43)
0 Ox Ox dx|, ‘= Lldx| 70 ox

Para completar la formulacion del problema resta definir los funcionales lineales f, g,

y j. De estos so6lo sobrevive g:

dw dw(1) dw(0)
<gD,w>=Iagua (EJ@:u(l)——u(o)T, (4.44)
Aplicando la “formulacion variacional en términos de los datos”
<(P—B—J)u,w>:<f—g—j,w>; (4.45)

y sustituyendo cada término, al reducir términos semejantes lo que queda es la

siguiente forma bilineal:

J.l{a—ua—w+aa—uw}dx:0 (4.46)
0l ox Ox Oox

donde w es la funcién de peso que cumple con:

weN, < L*w=0enQ (4.47)

puede tomarse a w como ¢; resultante de resolver para x en un punto de colocacion:

X=X L g- (x—xl._l)(x—xl.)

LT " (4.48)
P = .

Y7 X | g+ (x Xit1 )(x _ 'xz)

X, — X, l n’
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A continuacidn se establecen las funciones # aproximadas por las funciones de base

correspondientes. Se parte de la aproximacion por el método directo:

u(x)=u,(x)+ > uy,(x); (4.49)
donde i
u; =u(x,)
i = f, =0; (4.50)

up(0) =103 up(1)=u,

w es una base para u y es resultante de resolver para un punto de colocacion:

xX—X, 7(x—xl,_1)(x—xi)

S s " (4.51)
e X~ Xin +(x_xi+l)(x_xi) .
+ U, 3
X X h

Una vez hecha la formulacion de las funciones de base y de peso, el problema es

ahora equivalente a encontrar los N coeficientes desconocidos (i, ... ,ug ;) tales que:

Zu (xl. )Jol(l//l ‘0 +rayp, )dx = —J-Ol(up'qzj “+au,’ @, )dx; j=1--,E-1 (4.52)
i=1

En lo anterior se identifican una matriz y in vector con los elementos siguientes:

A; = I 01 (w0, +ay,p, Jix

1 (4.53)
bj:—'[o(uP'(oj'+auP'¢)j)dx; j=L- E-1
Y el sistema lineal a resolver:
M = bj . (4.54)
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4.3.4. Andlisis del error

Para la prueba de la superconvergencia el resultado anterior obtenido se puede

rescribir, para el valor exacto, asi:

J~18_u a—W+0£w dx=0 VWGNDN,
0 0x [ Ox
y para la aproximacion, asi:
Jlﬁ_u a—W+Otw dx=0 VweN.
00x | Ox

Ahora se busca e =u—1i, y dado que en la frontera e(0)=¢(/)=0:
Il(a—u—a—uJ(a—w+awjdxzj‘l(%j(a—w+awjdx:0 VWGN,
o\ ox oOx )\ ox 0\ ox )\ Ox
integrando por partes:
2
J‘lﬁ e(a_w+an dx—jle 0 V2V+a6_w dx=0,
0 Ox ox 0\ Ox ox
arreglando:

0 (ow (0w ow
Z el —+aw =_[ e —+a— |dx,
par) ox .0 ox ox

analizando el producto del lado izquierdo del la ecuacion se tiene que:

e=0(r): (Z_mej:o(w).

X

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

La integracién aumenta un orden de magnitud el exponente de / en el producto, la

sumatoria en cambio disminuye un orden el exponente por lo que el resultado es que

el orden global del producto es O(h’). El resultado anterior se extiende, por

interpolacion optima al interior de los elementos.
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4.3.5. Experimentos Numéricos

Aplicando el algoritmo para el problema de transporte con adveccion dominante se

obtuvo una pendiente de 4 en la evaluacion del error (ver figura):

L du g o
dx* dx
xX—X, s (x—xi_l)z(x—xl,)
X, =X, , h
O, =
X=X AF (x le)(x xz)
Xi = Xig l h2
x—xy o (x-x)(x-x)
XX A h?
ne X=X " +(x_xi+l)(x_x[)
Xi =X H h?
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error vs h

-log error

1.0 15 2.0 25
Log E
|—®—FEM 1CP|
(a)
12
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
0 05 1 15
‘— u V — u_exa ‘
(b)

Figura 4.4: Graficas para a = 20. (a) grafica de E vs. error con pendiente de 4,

indicando =O(h%), (b) grafica de la solucién.
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4.4. Formulacién con polinomios de Hermite
4.4.1. Construccion de las funciones de peso

En esta seccion la construccion de las funciones de peso especializadas se

aproximaran con funciones de peso cubicas del tipo de Hermite. La siguiente
notacion sera empleada: H/ (x) es el polinomio cubico de Hermite unidimensional
con soporte en el intervalo (x;.;, x;+;), €l cual toma el valor de 1 en el nodo x; y cero
en los nodos x;.; y x;+;, y su derivada es cero en todos los nodos x;;, X+, y X
Asimismo, H. es el polinomio ctbico de Hermite unidimensional con soporte en el
intervalo (x;.;, x;+;), cuya derivada es 1 en el nodo x;. y cero en los nodos x;.; y x;+;.

Sus propiedades son enumeradas a continuacion (Reddy, 1997):

1) Las funciones de peso globales comprenden dos conjuntos denotados por

H'(i=0,---,E) y H!(i=0,---,E); estas funciones son acotadas y
continuamente diferenciables, es decir: H;', H, € C' (5) ;

2) Cada una de las funciones es diferente de cero solo en los elementos

conectados al nodo i (en el soporte):

H (x
’1( )lo =0sixeQ (4.64)
H; (x)|Q£,

3) Las funciones tienen las propiedades

H[O(Xj)_dHil (xj)z{l Sii=j

dx Osii#]

dH’
Hil(xj)z dxl (xj): 0

(4.65)

4) Las restricciones de H; y H. al elemento €, son polinomios.
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En términos de £ de—1 a +1:

H' =4(1-) (2+¢)
H' =L(1- +1
L =41-8) () oo
H& %(1"'5)( - )
HYy =4(1+6) (6-1)
Para un elemento €; = (x¢, x1) con los nodos 0 y 1 en cada extremo:
2
Hg(x)z(x _xlj [1—2)6 _XOJ
Xo =X Xo =X
2
) =[5 (5 )
, (4.67)
() 2| X ] [, X =N
1( ) (xl_xo] ( X X
2
X =X
) (a) [ 222 (v )
Entonces se define a las aproximaciones de un nodo i w; y w? como:
Wi (x) = H} (x)+ HL (%) 2o + H () 4 (4.68)
w; ()= H} (x)+ H, (x) A"+ Hp (x) A2 (4.69)

donde A' y A, son constantes que son determinados para el elemento Q; del nodo i y

A}y A2, son constantes que son determinados para el elemento Q; del nodo i, todas

por colocacion ortogonal, es decir se requiere resolver:

LW (xp)=0; (azl, 2; x, € 2 puntos Gaussianos) (4.70)
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Para coeficientes continuos, los elementos de la matriz, dados por la ecuacién (4.10),

se pueden evaluar con las siguientes expresiones:

P = __a %_xi_l = _a(ﬂ’ilfl)

pl.:—_a ‘id—vj_x_l =—a(—/1f—,1}) i=l-,E-1 4.71)
. dw' |

P; :__a d_v;_x_m :_a(ﬂil)

El sistema de ecuaciones resultante es representado en forma matricial por
Au=bdonde la matriz tiene dimension (E-1)X(£-1) es tridiagonal y es posible
resolverla por el algoritmo de Thomas.

En resumen, el cddigo necesario para abordar el problema (P) discretiza el problema
para varios cantidades de elementos, 10, 20, ... y evalua el error en cada etapa para

asi tener la grafica de —logerror versus logE y a su vez la pendiente, con el fin de

evaluar el orden de la convergencia del modelo.

4.4.2. Resultados numéricos

Una ecuacion para prueba del método se escogiod del problema de transporte con

adveccion dominante:

du d
- ”§+ad—”:o; a =20,...,100 (4.72)
X X

Se obtuvieron graficas comparativas de —logerror versus logE en el dominio para

convergencia para la ecuacion con alfa 20 y 100, asi como la comparacion entre
método T-H con cuadraticas, con un punto de colocacion, y método T-H con cubicas,

con dos puntos de colocacion, ver figura 4.4.
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0v5 1 125 15 175 2 225 25

——TH-2PC TH-1PC

0.75 1 125 15 175 2 225 25

| ——TH-2PC —#—TH-1PC

b)

Figura 4.5:—log perror vs log;oE.

a) alfa=20, pendientes 3.9720 y 2.03255
b) alfa=100, pendientes 3.840 y 1.98793
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4.5. Funcién de prueba w analitica y su comparacion

Se hace aqui el andlisis cuando la funcion es exacta. Este andlisis es posibles si se
conoce la soluciéon analitica, como base para la formulacion de la funcidén de prueba,
o de peso. El problema que se conoce es el de transporte con adveccion dominante:
2
du du
———ta—=
dx dx
La ecuacion que se esta resolviendo por el método indirecto es:

0 (4.73)

L* :—i(aiwj—bdiw+cw=0; en Q-Z% (4.74)
X

donde a=1; b=a; c=0; f=0.

ax

Con base en la solucién analitica para w, la base de soluciones es 1, e*: vy

Entonces la solucion analitica, es combinacioén de las funciones de la base, y puede
ser expresada para un nodo i y sus intervalos previo y posterior conforme a la

siguiente formulacion:

_a(xx)
l—u' X, <x<Xx

(l—eah) > i1 i

w= | (1_(3&(&_”)‘ (4.75)

Para las graficas que muestran los perfiles de las funciones w analiticas evaluadas

X, <x<Xx.,

para varios valores de alfa, se muestra simultdineamente la obtenida con el método
numérico para funciones w basadas en polinomios de Hermite cubicos. Se puede

observar que conforme el valor de alfa aumenta el correspondiente valor del numero

de Péclet, Pe, aumenta y el perfil de la funciéon aproximada se deforma con

oscilaciones fuertes para valores altos del Pe y si el valor de /4 se mantiene fijo.

46



4. IMPLANTACION NUMERICA UNIDIMENSIONAL

1.2
]_ n
—a=20w
0.8
——a=20 exac
0.6 |
0.4
0.2
0 T T T T
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 4.6: Pe=vh/2D=ah/2=0.5; a=20, h=.05.

1.2

1 -

—a=60w
0.8 -
a=60 exac

0.6
0.4
|/ N

O T T T T ==

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura4.7: Pe=vh/2D=ah/2=1.5; a=60, h=.05
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Figura4.8: Pe=vh/2D=ah/2=2.5; a=100, h=.05
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Figura4.9: Pe=ah/2=vh/2D=5.0; a =200, h=.05
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0.02 W 0.06 0/08 o1

——a=400 w
a=400 exa

Figura 4.10: Pe=ah/2=vh/2D=10; a=400, h=.05
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4.6. Modelo para el Problema de Frente de Combustion, 1D

A continuacion se presenta el modelo matematico de transporte con adveccion
dominante, con salto de la derivada prescrito, para el problema de Combustién de un

yacimiento (Diaz-Viera, M., et al., 2006).

El problema de estado estacionario correspondiente es el siguiente:

o'T oT
"y o7 (¢c piv,—(1-g)c'p vz)aég 0
T, =T, (4.76)

[7].,=0 » H%N =-0p)v,

o también expresado como:

T 0
_ + - -
& &
T.=T, y T.=T, 4.77)
rl.-o y %] -2
= 2

donde Ar=-2.6026E+01 y ji=-1.0163E+04 y
¢cgpgvg _(1_¢)CSIOSVE

A, = 4.78
r ) (4.78)
La solucion exacta esta dada por:
T, &<0
T = 0 4.79
217,222 i (46) &0 @)
A4,

Aplicando el método Trefftz-Herrera con dos puntos de colocacién y funciones de
base cubicas se llegd a obtener una buena soluciéon numérica para 47=-2.6026E+01 y
ji=-1.0163E+04. El resultado de la aproximacion numérica es mostrado en las figuras
siguientes: se observa primero la solucion calculada sin diferencia aparentes con la
exacta (figura 4.11), y luego la evaluacioén del error para la convergencia con una

pendiente cercana a seis (figura 4.12).
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Tabla 4.1 Parametros aplicados al problema de frente de combustion en un

yacimiento.
Parametro Valor Unidades
Cgpg = 1.2339 kJ/msK
¢ =03 0.7
A = 8.6540E-04 kW/mK
(1_¢)cspé = 2.0200E+03 kJ/msK
0 = 39542 kl/kg
pl = 192182 kg/ms
p¢ = 122516 kg/m3
pe = 1
pno= 3.018
D, = 2.0140E-06 m2/s
v, = 200 m/day
2.3148E-03 m/seg
vy =1 m/day
1.1574E-05 m/seg
¢c® p®v, = 8.5688E-04
(1-g)c'p’v, = 2.3380E-02
4 I (-9)ep,
A
A = -2.6026E+01
7, = 3.7315E+02 K
7. = 7.6500E+02 K

Ji = -1.0163E+04
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1000

800

600

400

200

figura 4.11 Gréafica de solucion exacta y solucion calculada

15 1.6 17 1.8 19

N

‘—O—Seriel e | ineal (Seriel) ‘

Figura 4.12. Grafica del error para la convergencia con una pendiente cercana a seis
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CAPITULO 5
IMPLANTACION NUMERICA EN DOS DIMENSIONES

Se aplica la formulacion Trefftz-Herrera para métodos de descomposicion de
dominios, basada en las formulas de Green aplicables a funciones discontinuas, asi
como el uso de funciones de peso las cuales producen informaciéon acerca de la
solucion buscada en la frontera interna, de la descomposiciéon de dominios en dos
dimensiones.

El Problema de Contornos con Saltos Prescritos es planteado de la forma siguiente:
Encontrar u tal que:
1u5—V-gVu+V-(hu)+cu

cuyos los parametros son

a:(an(xsy) alz(x’y)]’ b (bl(xay)

ay (x,y)  ay(x,y) b,(x,y)
sujeto a las condiciones de frontera

j’ c:c(x’y)’
(5.1)

u=u, enoQ), g—u:gN en 02,
n

(o}
y con las condiciones de salto

[u]=[us]=J5 v [aVu]n=[aVuy |-n=j; en X

En la primera parte este capitulo se aborda el caso en que nimero de puntos de
colocacion para el método de colocacion es de uno solo punto, con base en el uso de
funciones cuadraticas en el interior. En la siguiente parte se abordara el caso para el
que el método de colocacion se aplica con cuatro puntos de colocacion, con base en el
uso de funciones cubicas en el interior. A su vez cada caso puede ser formulado para
funciones de peso tanto lineales como cubicas en X. En la parte final se aborda la

construccion de las funciones con el método de elementos finitos.
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Vi

Figura 5.1:

A
\"

A
h,
| Y
h,
D E—
i Xy X g~

Q) 4 o

Ul

(b)

(a) Particion del dominio Q = [XminXmax] X [VminVax] €0 Ey X E,,

elementos. (b) Subregion € asociada con el nodo (x;, y;) del dominio.
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5.1. Formulacion del sistema global de ecuaciones

El dominio para cada caso y sus funciones de peso puede ser rectangular con regiones
elementales también rectangulares para las que el soporte de un nodo es comprendido
por cuatro elementos en el caso de nodos interiores como se ilustra en las figuras 5.1a
y 5.1b o puede ser mas general, y se abordan dominios formados por cuadrilateros,
con regiones elementales como las de la figura 5.2.
La ecuacion que se resuelve numéricamente es la forma bilineal siguiente:
% y c

<S u, w> = —Lu [g'VW+Qw]-Q ds = ;agj; u (g-Vw+l_7w)-de (5.2)

Notese el cambio en la evaluacion de la integral en X por la evaluacion de la integral

en A, . El dominio Q del tipo de la figura 5.1, es subdividido en elementos globales
enumerados: Q , Q,,..., Q,. Con base en la formulacién propuesta en la ecuacion

(5.5), es posible plantear el desarrollo de las funciones en un elemento rectangular,

Q,_, el cual es definido por cuatro nodos, parte de una numeracion global, (x;, )@, I=
I, J, k, [; y que se asocian a los correspondientes nodos locales (&, 77), [= 1,2, 3,4, en

el elemento de referencia Q= (-1,+1)x(-1,+1), de modo que se relacionan i1, j«>2,

ke3[4 (ver figura 5.2).

i "
l
4 3 i

P ljl
0

-

£
f
1 2 £

Figura 5.2: Mapeo isoparamétrico desde un elemento cuadrado de referencia.
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5.2. Construccion de funciones de peso cuadraticas en el interior

Para el célculo de las funciones 6ptimas utilizando colocacion ortogonal se formula el
método con una aproximacion utilizando funciones cuadraticas en el interior de cada
subdominio de la particion. Para esta aproximacion es necesario y suficiente un
punto de colocacion. Para la implantacion de las llamadas funciones de peso dptimas,
¢éstas son caracterizadas por sus trazas en X. Es conveniente para propdsitos tedricos
asumir que las funciones Optimas son la exactas. Sin embargo se aplicaran
aproximaciones con polinomios definidos convenientemente con colocacion

ortogonal aplicada en cada subdominio de la particion.

5.2.1. Método con funciones de peso lineales en X

Las funciones w de peso que se aplican en cada nodo /, tienen una expresion general,

para cada elemento, de la forma siguiente:

w, (x,y)=B, (x,y)+4, N© (x,») (5.3)
donde

B, (x,y):l,(x)l,(y) I=ij,k,l

N9 (xy)=q(x)a(y)  e=1-E

Por cada nodo interno la funcion bilineal B, (x, y) continua en Q pero su derivada

normal tiene discontinuidades de salto a través de X.
Por otra parte N(x,y) es una funcion cuadratica continua por tramos, con soporte en
Q que se anula en 6Q y toma el valor de uno en el punto de colocacién (en el centro)
de Q,. Entonces N es una traslacion afin de la funcion x(1-x)y(1-y).
Los parametros 4, son cuatro y pueden determinarse aplicando colocacion al centro a
las ecuaciones diferenciales

L*w, =0, I=i,jkl;, en Q (5.4)
También es de notarse que se puede determinar utilizando FEM, como se vera en una

seccion mas adelante.
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5.2.2. Método con funciones de peso cubicas en X

Aqui conviene aplicar funciones de peso de Hermite con su propiedad de ser

continuas por tramos en su primera derivada. La siguiente notacion serd empleada:
R (x) o hj(.) (») son los polinomio cubicos de Hermite unidimensionales con soporte
en el intervalo (x;.;, xi+7) 0 (V-1, yj+1) respectivamente, y toman el valor de uno en el
nodo (x;, y;) y cero en los nodos con xi.; y Xi+; 0 yj.1 Y Vj+1, ¥ su derivada es cero en
todos los nodos. Asimismo, 4 (x) o h; (¥) son polinomios cubicos de Hermite
unidimensional con soporte en el intervalo (x;.;, x;+;) 0 (.1, yj+1) respectivamente,
cuya derivada es uno en el nodo (x;, ;). y cero en los demdas nodos.

Las funciones de peso que se aplican en cada nodo /, tienen una expresion general,

para cada elemento, de la forma siguiente:

w (x,y)=B, (x,y)+4, N (x,») (5.5)
donde
h) (x)hf (y); para a=0
B (x,y)=1h (x)h)(y); para a=1 para I=i,j kI (5.6)
b (x)h (y); para a=2
N(")(x,y):q(x)q(y) e=1,---,F

Las funciones B; (x, y) cumplen con las condiciones de frontera en cada elemento.

Por cada nodo interno la funcion bilineal B; es continua en Q y su derivada normal

tiene continuidad de salto a través de X.

Por otra parte N(x,y) es una funcion cuadratica, continua por tramos, con soporte en
Q que se anula en 6Q y toma el valor de uno en el punto de colocacién (en el centro)

de Q,. Entonces N es una traslacion afin de la funcién x(1—x)y(1—-y). Los pardmetro
A, son ahora doce y son determinados aplicando colocacion al centro al operador

adjunto:

L*wi =0, I=i,j,kl;, en Q (5.7)
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5.3. Construccion de funciones de peso cubicas en el interior

Para el célculo de las funciones 6ptimas utilizando colocacion ortogonal se formula el
método con una aproximacion utilizando funciones clbicas en el interior de cada
subdominio de la particion. Para esta aproximacion es necesario y suficiente cuatro
puntos de colocacion. Para la implantacion de las llamadas funciones de peso

Optimas, éstas son caracterizadas por sus trazas en X.

5.3.1. Método con funciones de peso lineales en X

Se formula el método con funciones cubicas en el interior. Las funciones w que se
aplicaron en cada nodo /, tienen una expresion general, para cada elemento, de la

forma siguiente:
4
w, (x,y):B, (x,y)+ZCUNJ (x,y) (5.9)
J=1
Las funciones del tipo B, (x, y) cumplen con la propiedad de resolver problemas con

condiciones de frontera locales, y las funciones tipo N, (x, y) forman una

combinacion lineal que cumple con la propiedad de anularse en las fronteras de cada

elemento para satisfacer la ecuacion diferencial.

Para el caso de la construccion de funciones de peso lineales, B(x, y) es una funcion

bilineal por tramos es decir:
BI (X,y)=ll(X)ll(y)1=i,j,k,l; (59)
Las funciones N, se aplican a tanto al caso lineal como al ctibico y son funciones bi-

cubicas por tramos formadas por el producto de traslaciones de polinomios de

Hermite:

N, (x,y)zh[l ()c)h]1 (y); para 1=1i,j,k,l (5.10)
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Las funciones N, cumplen la condicion las que la funcion w; se anula en la frontera
y se adicionan como una combinacién lineal donde los coeficientes C,, son

constantes por elemento.
Para construir las funciones de peso se aplica el método de colocaciéon. Las funciones
de peso deben ser soluciones del operador adjunto homogéneo. Entonces se parte del

sistema de ecuaciones siguiente:
L*w, (xp,y”) =0;1=1ij, k[, p=1,...,4 puntos de colocacion (5.11)

Sustituyendo la expresion de las funciones de peso en la ecuacion y evaluando en

los puntos de colocacidn se obtiene:
4
Y LEC, N, (x.y")==L*B, (x", " ); I=ij k[ p=1,...4 (5.12)
J

Lo anterior produce cuatro constantes por nodo y en total 16. Su tratamiento se vera

en una seccion sobre la implantacion numérica, mas adelante.

5.3.2. Método con funciones de peso ctbicas en X

De nuevo, las funciones w que se aplicaron en cada nodo /, tienen una expresion

general, para cada elemento, de la forma siguiente:

wy (x,y)zB,“ (x,y)+JZ4;C,JNJ (x,y) (5.13)
Para el caso de la construccion de funciones de peso cubicas, B“(x, y) es una funcion
bicubica por tramos formada por traslaciones afines apropiadas de polinomios del
Hermite, de es decir:
h) (x)hf (y); para a=0
B (x,y) =1l (x)h)(y); para a=1 para I=ij kI (5.14)
hy (x)h} (y); para o =2

Las funciones B, cumplen con las condiciones de frontera en cada elemento.
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Para construir las funciones de peso se aplica el método de colocaciéon. Las funciones
de peso deben ser soluciones del operador adjunto homogéneo. Entonces se parte de

sistema de ecuaciones siguiente:
LEwW (x”,y”) =0;1=4ij kI p=1,..,4 puntos de colocacion (5.15)

Sustituyendo la expresion de las funciones de peso en la ecuacion y evaluando en

los puntos de colocacidn se obtiene:
4
D LECN, (xP.y" ) ==L By (27" ); I=ij kI p=1,...4 (5.16)
J

Lo anterior produce doce constantes por nodo y en total 48. Su tratamiento se vera en

la seccion sobre la implantacion numérica, mas adelante.
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5.4. Implantacion numérica para un punto de colocacion
Ahora se requiere construir un mapeo F, que transformara el elemento de referencia
Qal elemento €2,. Las funciones definidas de forma local en elemento de referencia,

wr, en Q permiten obtener las funciones en el elemento €2, o sea:

Wi (x,9)=wi (&,77),71,2,3, 4 (5.17)

5.4.1. Un punto de colocacion con funciones de peso lineales en X

Estableciendo las funciones bilineales locales que satisfacen la funcién de peso en el
elemento de referencia (-1,+1)x(-1,+1), con base en el producto de funciones de

referencia de elementos unidimensionales obtenemos:
~ 1
B (5,77)=Z(l+§1§)(1+77177),1= 1.4 (5.18)

donde (5,,77,) son las coordenadas del nodo / en el elemento de referencia; E, y el

total de funciones bilineales se presenta a continuacion:

51(5,77)=%(1—§)(1—77)

B (&)= (14 6)1-n)
X : (5.19)
Ba(6m) =51+ 1+ )

Bi(&m)=50-5)1+n)
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Para cualquier punto del elemento global, por una combinacion lineal de las

funciones base, la relacion entre (x, y) y (f, 77) estd dada por:

(x,y)=F,(&n)
x= ixw% (&) (5.20)
y= Z_‘,y,")ﬁz (&.7)

o de otra manera

x=x B (577)+x2 (cf?])+x3 (§7y)+x4 (5’7)

(5.21)
y=3 B(En)+3,B(En)+y,B(En)+y,B(£.7)
que sustituyendo se ve de la siguiente forma
x=2[(x 43, x4 x,)+(—x +x, + 0y —x,) &
+(—x1—x2+x3+x4)77+(x1—x2+x3—x4)§77}
y={(m+ 2+ 1+ 3) (2 v+ v =0, (522
(= =yt y v )n+(n =y, + - ) En ]
De las ecuaciones (5.15) se obtiene
= 24: 3)631_%[ (=, +x, + 3y —x,) + (3%, =%, + 5, =X, ) 7|
=
24: aB' =[(=y +y+ v =)+ =3+ ¥ —vi)n] (5.23)
Similarmente,[ )
%zgxf)aa—%:{(—xl—x2+x3+x4)+(xl—x2+x3—x4)§]
gf]=gy}e)aa—l:=%[(—yl—y2+y3+y4)+(y1—y2+y3—y4)cf] (5.24)

Estableciendo las funciones cuadraticas locales que satisfacen la funcidén de peso en
el elemento de referencia (-1,+1)X(-1,+1), con base en el producto de funciones de

referencia de elementos unidimensionales obtenemos:

N (&n)=(1-E)1-7),1=1,.., 4 (5.25)
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Para la transformaciéon considérese una funcién ¢ = ¢[x(§, 1), y(&, 77)] . Por la regla

de la cadena para diferenciacion se obtiene
o _2pox 2y
o0& ox o0& Oy o
o _opex o

on oOxodn Oy on
En forma matricial,

(5.26)

o) [ (o
05| _| 05 0¢|)ox (5.27)
o[ |ax oy |]o |
on on on|loy
donde
&
o8 0
[J]= ¢ o (5.28)
o
on on

es llamada matriz Jacobiana.

De aqui se deduce
o) (2
Oox | 0&
=|J 5.29
ap [/] o9 (5.29)
y on
La inversa de la matriz Jacobiana se puede expresar en términos de las derivadas
conocidas:
o¢ Os » ¥
. ox O 0 0
P2 DA B ¢ (5.30)
o on| J|_ax o
ox Oy on o0&
donde el J, conocido como el Jacobiano, es el determinante de [J] y puede ser

expresado como

0
J:—(x’y):ﬁa—y—@a—y:ao+alf+a2n (5.31)
o(&.m) o&on onos
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donde (Rathod and Islam, 2001):

@ =4[ (%= %) (=33 + (6 =2) (0= 2) ],
& =§[(x4—x3)(y2—yl)+(xl—xz)(y4—y3)], (5.32)
=1 (r =) (2 =)+ (5 =) (0 =) )

5.4.2. Evaluacion del operador Adjunto

Las funciones de peso deben ser soluciones del operador adjunto homogéneo.

Entonces se parte de sistema de ecuaciones siguiente:

4
Y LEC,N, (x.y")==L* By (x".y" ) I=i, ., [ p=1,...4 (5.33)
J
para los propdsitos de aplicar el operador adjunto a las funciones del tipo B; o N, se
suponen representadas por ¢ = ¢[x((§,77), y(f,n)]

L*$p=-V-aVg-b-Vo+cg=0 (5.34)
Empezando por el término mas simple, el tercer término se evalua con las funciones
mismas de acuerdo a la siguiente igualdad

4" = cf (5.35)
En la evaluacion del segundo término aparece la aplicacion del inverso de la matriz

Jacobiana, [J], con su version incluyendo el Jacobiano, J:

a¢(@)
bV = {bl } ox
b, a¢(@)
y
~ n (5.36)
op oy oy || o¢

[l 0| [a) e g es
LR PR IS R

8_77 an  0¢ || an
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La evaluacion del primer término, de segundo orden, implica la aplicacion doble del

inverso de la matriz Jacobiana

i a¢(€)
V- (avg")= ox {"“ "12} ox
- O |lay ay a¢(e)
y oy

2 %

4| 0 4| 0

:[J]l j {an 012}[J]1 gj (5.37)
O L% 4y o
on on
¥ oo ¥ o)

JI_ox x| 0 |lay ap|J|_Ox X | 5
on 0& | on on  0¢ || ap

Aplicando estas féormulas en la evaluacion del operador adjunto en los cuatro puntos

1| on o %[a alz}l on 0| e¢

de colocacion, se obtienen las constantes Cj; , que son cuatro por cada uno de los
. . 0
cuatro nodos, y que permiten evaluar las cuatro funciones de peso w,

correspondientes. Con base en esta posibilidad, el siguiente paso es evaluar las
integrales que contribuyen a una matriz local debida al elemento y que se suman a la

matriz global del dominio.

5.4.3. Evaluacion de la integral con lineales en X

Cada elemento contribuye con una matriz local de 4x4 a la construccion de una
global para resolver las incognitas en los nodos. Cada componente de la matriz
resulta de la evaluacion del operador bilineal S*, que consiste en la integral en la que
se combinan las funciones de peso y las base del elemento:

<S *u, w> = J.zu [g-Vw+l_9w]-Q ds = i J- u (g-VW+ Zgw)-g dx (5.38)

K=1 oQy
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Cada entrada de la matriz elemental puede ser definida por
4= .[agk B’ (gn Vw' +bw' )ds (5.39)
donde a, =a-n, b,=b-n.y 0Q, =0Q,UdQ,, U, UdQ,.

La integracion incluyendo la transformacion al elemento local queda asi

. . T
~illan +a.n | oW v '
J'B./ 117 12%% [J] 1 al % -}—(b]nx—l-bzl’ly)ﬁ/l do (540)
A ayn, +ayn, og  0n

oQ

Las ideas presentadas en esta seccion pueden utilizarse para derivar elementos
cuadrilateros a partir de elementos cuadrados como el de la figuras 5.1b. Por ejemplo
las funciones dadas en las ecuaciones (5.19) pueden utilizarse para transformar el
cuadrado de la figura 5.2a en el cuadrilditero de la figura 5.2b estando la
transformacion dada por la ecuacion (5.20)-(5.24). Notese que esta no es una
transformacion lineal, a menos que el cuadrilatero sea un paralelogramo, ya que
incluye términos ¢x. Sin embargo todas las lineas rectas paralelas a los ejes & #, se
transforman el lineas rectas en el plano x, y. La transformacién de cuatro nodos es

suficiente para cualquier cuadrilatero de lados rectos.

5.4.4. Un solo punto de colocacion con funciones de peso cubicas en X

Estableciendo las funciones bictbicas locales que satisfacen lo anterior en el
elemento de referencia (-1,+1)X(-1,+1) como el producto de funciones de referencia

de elementos unidimensionales obtenemos

B (£.m)=h (£)h (n),

Bl (& m)=h (E)h(n), 1=1,...,4 (5.41)
B} (&.m)=hy (E)h) (n),

donde
R (E)=1(1-£) (2 o I(2-3¢+&
% (&) =4( )2( +£) (2-3¢+¢°) 5.42)
B (E)=4(1+6)(2-¢) o 4(2+3¢-&)
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B(&)=501-¢)(e+1) o 4 1-£-&+&)
H(&)=40+) (6-1) o H(-1-¢+&+8)

para # solo se sustituyen las ¢ en cada funcion correspondiente.

(5.43)

5.4.5. Evaluacion de la integral con cibicas en X

Cada elemento contribuye con una matriz local para 3x3 incognitas y para de 4x4
nodos, o sea 12x12, a la construccion de una global para resolver las incognitas en
los nodos. Cada componente de las matrices resulta de la evaluacion del operador
bilineal §*, que consiste en la integral en la que se combinan las funciones de peso y

las base del elemento:

AU =F' I,LJen,[,J=1,2,3,4, uv=0,1,2 (5.44)
donde 7 es el conjunto de los nodos con funcion de peso, o incognita. Cada entrada de
la matriz elemental, para condiciones de frontera tipo Dirichlet, puede ser definida
por

A, = .[aQK B (gn -Vwi' +b wy )dg (5.45)

Ff=[ wif dx—| un-aVwidx

e

. (5.46)
+[ 72 (@Vwi +bwi ) ndx— [ ji dx
z Z
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5.5. Implantacion numérica para cuatro puntos de colocacion

5.5.1. Cuatro puntos de colocacion y funciones de peso lineales en X

Para funciones de peso lineales se tiene solamente una funcion de peso para cada

nodo del elemento €2, y con base en lo anterior su expresion es:

4
W?(x,y)=B?(x,y)+ZCUNJ (xa)’) (5.47)

J=1
Donde las funciones B, son polinomios bilineales cuyo valor es igual a uno en el

nodo /, e igual a cero en los otros nodos. Las funciones N, se anula (son cero) en

todos los nodos y en los segmentos de X, y su derivada es igual a uno en el nodo 7, y
cero en los otros nodos. Estableciendo las funciones bilineales locales que satisfacen
lo anterior en el elemento de referencia (-1,+1)X(-1,+1) como el producto de
funciones de referencia de elementos unidimensionales obtenemos (omitiendo el

superindice 0):
~ 1
Bi(&m) =1+ &)A+nm) 1= 1, ... 4 (5.48)

donde (&,,7,) son las coordenadas del nodo / en el elemento de referencia; E.

Las funciones N, en el elemento de referencia son funciones bilineales resultado del

producto de funciones unidimensionales de Hermite:

Ni(&7)=h(£)h (n) (5.49)

Con base en las funciones de peso construidas, surge ahora una opcion para escoger
el conjunto de funciones bases. Puesto que necesitamos que sean funciones definidas

en los segmentos de X, se pueden aplicar funciones de peso restringidas a Z, es decir,

las funciones B (x,y)= B (&,77) son las funciones base para el elemento.

La relacion entre (x,y) y (f, 77) esta dada por (x,y) =F (f, 77) .
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5.5.2. Evaluacion de la integral para funciones lineales en X

Como en el caso de lineales con un punto de colocacion, cada elemento contribuye
con una matriz local de 4x4 a la construcciéon de una global para resolver las
incognitas en los nodos. Cada componente de la matriz resulta de la evaluacion del
operador bilineal S*, que consiste en la integral en la que se combinan las funciones

de peso y las base del elemento:

<S *u, w> = J.zu [g-Vw+l_9w]-Q ds = i J- u(g-Vw+lzw)-gdx (5.50)
K=150,

Cada entrada de la matriz elemental puede ser definida por

4, = LQK B’ (gn Vw' +b,w )ds (5.51)
donde a,=a-n, b,=b-ny 0Q, =0Q,, JoQ,, UoQ,, UoQ,,.
La integracion incluyendo la transformacion al elemento local queda asi

. . T
~jllan +a,n | oW v ;
jBJ 17 127 [J] oW ow +(blnx+b2ny)1,'{;’ do (5.52)
A ayn, +ayn, o0& On

oQ

5.5.3. Cuatro puntos de colocacion y funciones de peso cibicas en X

Para funciones de peso cubicas se tienen tres funciones de peso para cada nodo del
elemento €2, y con base en lo anterior su expresion es, para =0, 1, 2:

4
wi' (x,y) =B (x,y)+ > CiN, (x,») (5.53)

J=1

Donde las funciones B, son polinomios cubicos definidos , para los nodos /=1, 2, 3

y4
By (x.y)=hy (x); (7).
B (x,y)=h/ (x),(¥), =i j kI (5.54)
B (x.y)=hy (x) b (),

Estableciendo las funciones bictubicas locales que satisfacen lo anterior en el
elemento de referencia (-1,+1)X(-1,+1) como el producto de funciones de referencia

de elementos unidimensionales obtenemos
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B} (&n)=h (&) (n),
Bl (&) =m (E)h(n), 1=1,..,4 (5.55)
B} (£.n)=h (£)h] (n),

Las funciones N, en el elemento de referencia son funciones bictbicas, resultado del

producto de funciones ctbicas unidimensionales de Hermite:

N, (&n)=h (&) (n). (5.56)

Con base en las funciones de peso construidas, ahora surge una opcion para escoger
el conjunto de funciones bases. Puesto que necesitamos que sean funciones definidas

en los segmentos de X, se pueden aplicar funciones de peso restringidas a X, es decir,

las funciones B/ (x, y):l?,” (£,m) son las funciones base para el elemento; la

relacion entre (x,y) y (£,7) esta dada por (x,y)=F,(&,7).

5.5.4. Evaluacion del operador Adjunto

Las funciones de peso deben ser soluciones del operador adjunto homogéneo.

Entonces se parte de sistema de ecuaciones siguiente:

i.ﬂ*C,’}NJ(xp,y”)=—z’*B,”(x”,yp);1= ikl p=1,..,4 (5.57)

J

Para los propositos de aplicar el operador adjunto a las funciones del tipo B; o N, se
suponen representadas por ¢ = ¢[x(§, 1), y(&, 77)]
L*p=-V-aVp-b-Vd+cg=0 (5.58)

Aplicando las férmulas descritas en la seccion de las funciones lineales, a la

evaluacion del operador adjunto en los cuatro puntos de colocacion, se obtienen las

constantes C7;, que son cuatro por cada uno de los cuatro nodos, y que permiten

evaluar las cuatro funciones de peso w;' correspondientes.

70



5. IMPLANTACION NUMERICA EN DOS DIMENSIONES

5.5.5. Evaluacion de la integral

De la misma manera que con un punto de colocacion, cada elemento contribuye con
una matriz local de 12x12, a la construccion de una global para resolver las
incognitas en los nodos. Cada componente de las matrices resulta de la evaluacion del
operador bilineal S*, que consiste en la integral en la que se combinan las funciones

de peso y las base del elemento:

AJU=F" I,LJen,[J=1,2,3,4, uv=0,1,2 (5.59)
donde 7 es el conjunto de los nodos con funcion de peso, o incognita. Cada entrada de
la matriz elemental, para condiciones de frontera tipo Dirichlet, puede ser definida
por

Ay =[, B (a, V) +bwi x

Ff = fQ wif dz—faDQuaﬂ-gVWfd)_c

- - (5.60)
[ 12 (aVwi +bwf' ) ndx— [ ji dx
>z >z
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5.6. Formulacion T-H para elementos finitos con funciones optimas

Este método formula las funciones de peso con el fin de aplicar una formulacion de
elementos finitos tipo Petrov-Galerkin. La funcion de prueba se aplica como en
elementos finitos y la, o las, constantes que definen el polinomio, cuadratico o cubico,
se obtienen de aplicar una formulacion débil a la ecuacion para el operador

homogéneo, para obtener las constantes que definen la funcion de prueba.

5.6.1. Método con funciones de peso cuadraticas en el interior

Las funciones w de peso que se definen en cada nodo /, tienen una expresion general,

para cada elemento, de la forma siguiente:

w, (x,y):BI (x,y)+/11N(e)(x,y) (5.61)
donde

B,(e()x,y):l,(x)l,(y) I=i,j,k,l (5.62)

N9 (x,y)=q(x)q(») e=l-E

El adjunto formal se definié como sigue:

,Z*VE—V~(£-VV)—Q-VV+CV (5.63)
Los parametros A, son cuatro y son determinados aplicando a la ecuacion homogénea

del adjunto y una formulacién débil:

e

[ 2*wwedx=0, I=ijkl; enQ (5.64)
si w, setomacomo N'(x,) y se sustituyen w,, w,:

I 1’*( X, y +/1 N ( ))NK@:O, I=i,j,kl; en Q, (5.65)

z,jg)z*( >(xy))Ndx——j £*(B, (x,9)) Nedx,  1=i,j.k,l; (5.66)
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entonces

j 2*(B, )N, =] (—v- a-VB,)~b-VB, +cB, | N,dx 56
5.67
j £*(N )N = (—v (a-VN, )=b-VN, +cN, | N,dx

como en la frontera del elemento se anula la funcion, al aplicar el teorema de Green:

jz* )Nedx={_((a-VB, )VN,~b-VB,Ny +cB,Ny)dx

(5.68)

j L*(N, )Nydx = IE((g-VN,)VNK—Z_)-VN,NK+CN,NK)d)_c

y definiendo las formas bilineales a*( -,- ):

a*(B,,NK)zj ((Q-VB,)VNK—Q-VB,NK+CB,NK)d)_c 55
5.

a*( )=|. ( a-VN,)VNy =b-VN, Ny +cN, N, )dx

*
A =- *((f/’ K)), I=i,j.kl (5.70)
1° K

Para obtener la funcidn base se aplica el método a la funcion

w, (x,y)=B, (x,y)—i—,u,N(e)(x,y) (5.61)

con el operador original

,ZVE—V-(g-VV)+V~(Z_9v)+cv (5.78)
Definiendo
jQ Lwwedx=0, LK=ijkl en Q, (5.79)

y sustituyendo w,, wy:
Hr IQCJ(N(C))NK‘“—‘ = ‘IQ;"(BI ) Nydx, (5.80)
o con las formas bilineales a( e )

a(N,,NK):LZi{VN[ :a-VNg +V-(bN, )N, +cN,N, }dx (5.81)

wa(NY N, )=—a(B,,Ny) (5.82)
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5.6.2. Método con funciones cubicas en el interior

Las funciones que se aplican a cada nodo /, tienen una expresion general, en el

elemento, de la forma

4

w, (x,y):B, (x,y)+ZCUNJ (x,y) (5.71)
J=1
donde
B, (x,y):l, (x)l,(y) 1=1i,j,kl; (5.72)
N, (x,y):h,1 (x)h,l(y); I=i,j,k,l (5.73)

definiendo w, como N, (x,y) y aplicando una formulacion débil
jgﬁ L¥wwedx=0, IK=ijkl;en Q, (5.74)
y sustituyendo w,, wy:
4
>Cyf 4*(N,)Nedx=—[ 2*(B)Ndx, (5.75)
J e e
o con las formas bilineales a*( -,- )
4
> Ca*(N,,N¢)=—a*(B,,Ny) (5.76)
J
el cual es un sistema lineal de 4x4 que se resuelve facilmente.

Por el lado de la funcion base se aplica el método a la funcion

4

w, (x,y)zB, (x,y)+ZD,JNJ (x,y) (5.77)

J=1

con el operador original definiendo

[ 4wwedx=0,  LK=ijklenQ, (5.78)

y sustituyendo w,, wy:

ZDUJQ;(NJ)NK@:—]Q £(B,)Nydx, (5.79)

J
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o con las formas bilineales a( e )

a(N;,N¢)=] {VN,-a-VN +V-(bN,)N¢+cN,N}dx (5.80)

4
> D,a(N,,N¢)=-a(B,,Ny) (5.81)
J

el cual es un sistema lineal de 4x4 que se resuelve facilmente.

Las expresiones obtenidas para la funciéon de prueba y de base se aplican a una
discretizacion tipo elemento finito y con las siguientes definiciones de los funcionales

bilineales y funcional lineal

—(S*i,,w,)=a(u,,w,) (5.83)
(fow)= | [ widx (5.84)
(gorwi)=a(uw,) (5.85)

y el sistema a resolver es:
a(u,,w,)= (f,w,)—a(us,w,) (5.86)

5.6.3. formulacion T-H para elementos finitos

Al final del capitulo 3 se indic6 la formulacién con elementos finitos. Con base en la
formulacion T-H se establece la relacion ultima que ha sido usada en multiples

aplicaciones tales como los Métodos de Elemento Finito.

—<S*u,w>E—J.Zu[g-VW+lgw]Qd§
=ZE:IQ {Vu-g-Vw+V-(Zgu)w+cuw}d§
i=1

[yt
—J.aDQan-g-dez (5.87)

+I/’£’W-m—ng dx
z o
Ywe &
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CAPITULO 6
EXPERIMENTOS NUMERICOS

El problema general que se ha planteado resolver ha sido representado hasta este
punto con el operador diferencial para ecuaciones de segundo orden que usa la forma

con divergencia:

luE—V-gVquV-(lgu)Jrcu:fQ (6.1a)
donde los pardmetros son
b b b b
2:Lall(x Y) ap(x y)]; l_):[ ) (x y)j; c= c(x,) (6.1b)
= a4y (x,y) an(x,y) b, (x,y)

sujeto a las condiciones de frontera Dirichlet y Neumann
u=u, enoQ,, z—u:gN en o), (6.1¢c)
n
y de salto prescritos

[u]=[us]=jS v [aVu]| n=[aVus |'n=jt en ¥ (6.1d)
Sin perder generalidad abordamos los casos con condiciones Dirichlet y para saltos

prescritos cero o diferentes de cero. El operador abarca las ecuaciones que en ciencias
de la tierra describen los problemas de flujo y transporte de contaminantes en un
fluido, como el agua subterranea, en un medio poroso, en estado estacionario. En este
capitulo se aplica el método a problemas de flujo y transporte estables algunos de los
cuales cuentan con una solucion conocida y otros para los cuales no se conoce la
solucion. Se abordan también casos reales para los que se muestra el método
aplicado.

Se desarrollaron cddigos en Fortran 90 para modelos en una dimension, en Java 2 y
en C++, para dos dimensiones. Para dos dimensiones se abordaron ejemplos con
nodos dispuestos en mallas en forma de cuadricula para la evaluacion de la
convergencia y que por cada eje de coordenadas, tienen el mismo nimero £ de nodos.
Con base en esta geometria se evalud el error evaluando la pendiente de la recta

asociada a la curva del los puntos de la grafica donde el eje vertical es el negativo del
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logaritmo base 10 (logo) del error y el eje horizontal es el log;o del nimero de nodos

E. A continuacion se presentan varios ejemplos de la aplicacion del método.

6.1. Ecuacion de Flujo

Por su lado para modelos de flujo estable o flujo estacionario en acuiferos
confinados la ecuacion diferencial parcial que inicialmente se aborda, para propodsitos
de probar el método, para dos dimensiones, es la expresada por la siguiente ecuacion:
—%(KXX %)—%(KYY Z—ﬁ] “R(x.y) en Q 6.2)
donde % es el nivel piezométrico, Kxy y Kyy son las conductividades hidraulicas en las
direcciones x e y, y la expresion en el lado derecho de la ecuacion es la distribucion
espacial de la recarga vertical por infiltracion de masa de agua. Las condiciones de
frontera obedecen a la expresion
h(x,y):ha, en 0C). (6.3)
Si se adopta la forma de (6.1), entonces el problema equivale a:
encontrar u = h(x, y) tal que

e Parametros:

(KXX(x,y) 0 j (1 0]

a= = =K;

= 0 K, (x,p) 0 1) =
b= 0). (6.4
= 0 s . )
c=0;

e Operador:
£h=-V-(KVh)=R (6.5)

e Tomando el caso donde

R(x,y)=-2¢"" (6.6)
e condiciones de frontera:
h=h, =) enoQ, (6.7)
Su solucioén es conocida:

—(x+y)

u=e (6.8)
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Se aplica a un dominio Q = [0, 1]x[0, 1] o normalizado; a continuacién se muestran
en la figura las graficas del dominio, isolineas de la solucion resultante, y la grafica
de las rectas de puntos para varias configuraciones de la malla y para diferentes

funciones de prueba: lineales y cubicas, para dos puntos de colocacion.

0.9

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

a) Dominio y malla

1 I I
1
0.9 % % 2 2, -
0.8+ ~
0.7 -
0.
KN (74
% 3 %
0.6+ ~
0.5 -
0.4 % s o r
% £
0.3+ -
0.2+ ~
Q
2 2
6 (4}
0.1 2 -
0 T T T T T T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
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b) Isolineas de la solucion

c) vista en 3 dimensiones del resultado

Convergencia

10

8 | /./.
§ 5 ] —e—Lineal:
E m=2.04
o 4 — —=— Cubica:
= # m=3.99

2 n

0 T T

05 075 1 125 15
log E

d) relacion entre el nimero de elementos y el error
Figura 6.1: Grafica, para el ejemplo de flujo estable, tipo Poisson, de la
relacion del logaritmo del numero de nodos por lado, —log perror versus
logE, para la que el valor de la pendiente es 2.04, O(h°), para el caso de

funciones de prueba lineales y de 3.99 para funciones de prueba cubicas.
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6.2. Flujo con coeficientes variables

6.2.1 Caso homogéneo

Parametros:

o w5 oF )
= ; = |, ¢=0;

a, a, 0 xy b, 0 (6.9)
f=0

La Ecuacion de Laplace correspondiente, de coeficientes variables para el operador £

€S

\E (xqu) =0 (6.10)
con condiciones de frontera
u (Oa y) = _y2

(6.11)

La solucidén exacta es:

u=x" -y’ (6.12)
Para este caso la grafica de la pendiente no es posible mostrarla por ser de valores

tales que saturan y truncan por ser de magnitudes altas

6.2.2 Caso no - homogéneo

Parametros:

H
()

fQ = (y2 _xz)

La Ecuacion de Poisson correspondiente para el operador £ es:

V~(c=zVu) = 6(y2 - xz) (6.14)
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con condiciones de frontera

u (O,y) = —y2
u(x0)=x (6.15)
u(x,l) =x"-1
u(l,y)=1-y*
La solucion exacta es:
u=x" -y’ (6.16)

7.0

6.5

bad
=}

-log error
o
o

5.0

4.5

4.0

0.5 1.0 15 2.0 25
log E

Figura 6.2: Grafica, para el ejemplo de flujo con coeficiente variables de la
relacion del logaritmo del nimero de nodos por lado, —log perror versus
log yE, para la que el valor de la pendiente es 1.98, O(h°), para el caso de

funciones de prueba lineales.

82



6. EXPERIMENTOS NUMERICOS

6.3. Ecuacion de Transporte

Para su aplicacion a modelos de transporte estacionario en hidrologia subterranea la

ecuacion diferencial parcial que inicialmente se aborda para dos dimensiones es la

expresada por el siguiente problema para u = C(x, y):

donde

Parametros:

a:D:(Dn(xay) 0 j;
. 0 D,,(x,y)

e [Vx(x, y))
- )

- (6.17)
c=—A=-A(x,);
q
Jo= ES Cs
Operador:
JCE—V-(QVC)JrV-(\_zC)—/iC:%SCS (6.18)
y cuando el fluido es incompresible Vev =0
£C=-v-(DvC)+wC-ic =3¢ (6.19)
= 0
condiciones de frontera:
oC
C=C, en0Q,, y@—:g,\, en 0Q),, (6.20)
n
qs es el flujo volumétrico de agua por unidad de volumen desde o hacia el
acuifero representando fuentes o sumideros.

Cs  eslaconcentracion en fuentes o sumideros,
0 es la porosidad del medio, adimensional.
D es el tensor de dispersion hidrodindmica,
v es el vector de velocidad y
A es el escalar que puede ser término de reaccion quimica o decaimiento

radiactivo.
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Los términos del operador £ adquieren nombres. Al primero se le denomina término

difusivo o dispersivo, al segundo se le denomina de adveccion o de velocidad y al
tercero de reaccion o de absorcion.
La ecuacion gobernante para el modelo de transporte con adveccion contiene en su

término advectivo, la relacion de la velocidad con la carga hidraulica:

9 (yC);  donde v{v"(x’y)} (6.21)

ﬁxi Vy (X, J’)

El problema de transporte con adveccion esta ligado a la ecuacion de flujo a través de

la relacion correspondiente para la carga hidraulica o la variable relacionada con la

presion:
Vv, = _K, o (6.22)
0 oOx,
donde
K,  eslacomponente principal del tensor de conductividad hidraulica;
h es la carga hidraulica.

La carga hidraulica es obtenida de la solucion de la ecuacion de flujo de agua

subterranea, que para el caso eliptico o también caso estacionario es:

o L (6.23)
Oox, Ox;

donde
qs es el flujo volumétrico de agua por unidad de volumen desde o hacia el

acuifero representando fuentes o sumideros.
Es de notar que en un problema real no es tan simple y no estan desacoplados flujo y
transporte, de modo que el valor de la velocidad influye en la distribucién por el
transporte del campo concentraciones y este a su vez influye en los parametros
hidrodindmicos y en la distribucion de presiones del modelo de flujo, que a su vez es
base para calcula una nueva velocidad. El problema se vuelve no lineal; sin embargo
su tratamiento conduce planteamientos de linealizado que quedan fuera del presente

trabajo.
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6.3.1 Transporte puramente difusivo

Para este caso tomamos un problema de transporte con difusion y sin adveccion con

los siguientes parametros:

.l a12:1 0. bl:()' c=1;
a,, a, 0 1) \b 0) ’

o simplemente

—U, —u, +u=f, (6.24)
donde

fa=(i-x"-y)er
La Ecuacion correspondiente para el operador £ es:

~Vu+u :(l—x2 —yz)e"y (6.25)
con condiciones de frontera

u (O,y) =1

u (x, 0) =1 (6.26)

u (x,l) =e"

u (l,y) =e

La solucién exacta es:

u=e" (6.27)

6.5

6.0

5.5

5.0

4.0

3.5

3.0

05 10 15 2.0 25
log E

Figura 6.3: Grafica, para el ejemplo de transporte, de la relacion del logaritmo
del nimero de nodos por lado, log;oE versus —log;error, para la que el valor

de la pendiente es 2.0, O(h?), para el caso de funciones de prueba lineales.
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6.3.2 Transporte con adveccion - difusion

El problema de Transporte con adveccion — difusion es determinado por los

siguientes parametros.

a, a,| (D 0) (1 0O

a, ay,) \0 D) (0 1

b, v 50

b= —| = (6.28)
b, v 50

c=0

fo="2(D+ v)ef(”y)

La Ecuacion correspondiente para el operador £ es:

a

V-(gVu)+V-(Qu):—2(D+v)ef(”y) (6.29)

con condiciones de frontera
u(O,y):e’y u(x,O):e’x
e e (6.30)
Ly)=— 1) =
(1) =S ux)=S

La solucidén exacta es:

—(x+y)

u=e (6.31)

5.5 4 /

5
" / —e—3.894946
' —m—2.01750722

3.5

3 T
0.5 1.0 15 2.0 2.5

Figura 6.4: Grafica para el ejemplo, de la relacion del logaritmo del nlimero de
nodos por lado, —logperror vs logoE, para la que el valor de la pendiente es
2.0175, O(h?), para el caso de funciones de prueba lineales y

de 3.8949, O(h"), para el caso de funciones de prueba cubicas.
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6.3.3.Adveccién dominante

El problema de Transporte con Advecciéon dominante es determinado por los

siguientes parametros. Notese que, a diferencia del anterior caso aqui se trata el caso

paraf=0.

(a, a,) (D 0_1 0

=7, a,) Lo p)7lo 1
o))l

b= - -

- b, p 50

c=0

Jo=0

La Ecuacioén correspondiente para el operador £ es:

~V-(aVu)+V-(bu)=0

2 2
_a_l;l_a_l;l+aa_u+ﬂa_u= 0
ox~ Oy ox oy
con condiciones de frontera

u(O,y)zl u(x,O)zl

u(l,y)zO u(x,l)zO
La solucién exacta es:

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)
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;
6 -
5 1
4 |
3 | /
2 : :

05 1 15 2

—e—lineal m=2.024
—m— culbica m=3.643
Figura 6.5: Graficas para el problema de adveccion dominante
para o=p=5 y para a=£=50.

25 -

’ —l— Cubica
15 —m=3.12

Cubica
1 —\=1.26
Lineal

0.5 |

0 T T

0.5 1 15 2

Figura 6.6:
a)
a=L£=5.0
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Figura 6.6:
b)
a=[f=50.

Figura 6.6: Gréficas de la solucion para diferentes valores de velocidad

a 'y fy desde diferentes perspectivas, tanto en plana como isométrica.
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6.4. Problema con saltos prescritos

El problema con saltos prescritos es determinado por los siguientes parametros.
a,  a, | 1 0
a, a, lo 1
b, v 1
Q = = =
b, v 1

c=0 (6.37)

fQ =0
Js (x,0.5)=4;x€[0,1]

a

La Ecuacioén correspondiente para el operador £ es:

V-(aVu)+V-(bu)=0. (6.38)
La solucién exacta es:
e +e’ -2; V<%
u=<e" +e’; y=1 (6.39)
e +e’ +2; V>3
45
4 |
§ 3.5 -
g o
4
2.5
2 ‘
0.5 1 15 2
log E

Figura 6.7: Grafica para el ejemplo 5 de la relacion del logaritmo del numero
de nodos por lado, —log;perror vs log;oE, para la que el valor de la pendiente

esm= 1.945686, O(h’), para el caso de funciones de prueba lineales.
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6.5. Aplicacion del método de colocacion T-H a mallas cuadrilateras
en regiones irregulares

6.5.1. Problemas de Flujo y Transporte

Con base en las mallas para dominios irregulares en dos dimensiones de P. Barrera
(Barrera, Tinoco, 1998; Barrera, et al., 2004), se hizo la adaptacion de los algoritmos
de solucion de ecuaciones diferenciales parciales por el método de descomposicion de

dominios de Herrera (2002).

La ecuacion diferencial parcial que se resuelve en dos dimensiones es;
Lu = —Vo(goVu) + V-(Qu) +cu=f, en Q; (6.40)

donde
b
a:(all alz} Qz(blj;CZescalar; (6.41)

a2 1 a22 2

con condiciones de frontera tipo Dirichlet en todos los bordes;
u=g en o€ (6.42)
Por ejemplo para transporte con adveccion el operador en dos dimensiones es:

Lu= —V'(DVu)+V-(vu) =f, en Q (6.43)
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6.5.2. Problemas de Transporte con Adveccién

El ejemplo que inicialmente se ha resuelto es de tipo eliptico en dos dimensiones
como descrito a continuacion; asimismo las graficas del comportamiento del error y

de u son mostradas en las figuras siguientes.

Parametros para el Problemas de Transporte con Adveccion.

(a“ alzJ [D OJ (1 OJ
= = =D (6.44a)
a, a, 0 D 0 1) =
HEHEH
b=\ = =L
b) \v,) 50 (6.44b)

a

c=0 (6.44c)
__ ~(x+y)

Jo="2(D+v)e (6.44d)

Ecuacion
_ —(x+y

V-(QVM)+V~(\_/M)——2(D+V)6 ) (6.45)
Solucion exacta

u=e (6.46)

Se presenta una secuencia de figuras, de la 6.8 a la 6.12, con diferentes formas de
dominios para los que el método se aplicd. La figura 6.8 corresponde a un dominio
rectangular con sus lados paralelos o perpendiculares a los ejes x-y. Es traida a esta
seccion para comparacion de la solucion en los dominios irregulares presentados a
continuacion. Las nuevas formas presentadas incluyen primero una malla con una
rotacion a 45 grados, rectangular y luego formas trapezoidal, luego se presentan las

de forma de franja y de forma coéncava — convexa.
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0.2 0.4 0.6 0.8

N

¥ PNg
S o

Figura 6.8: Malla regular con la solucion normalmente obtenida en

rectangulos ortogonales.
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1 1
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Figura 6.9: Malla regular con la solucion obtenida en rectangulos con rotacion

de 45°.
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0.8+

0.4+

0.24

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.10: Malla irregular con la solucidén obtenida en cuadrilateros con

rotacion de 45° y deformacion.
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Figura 6.11: Malla irregular con la solucién normalmente obtenida, para el

problema de transporte con adveccion con 10x10 elementos
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6.5.3. Problema con saltos prescritos

El ejemplo que se ha resuelto contiene un salto y es de tipo eliptico en dos
dimensiones: es descrito a continuacion; asimismo las graficas del comportamiento
del error y de u son mostradas en las figuras siguientes. Un fendémeno fisico
correspondiente en la realidad, es el caso de transporte de advecciéon dominante con

un frente abrupto de concentracion.

Parametros para el problema con saltos prescritos.

a, a, ) 1 0
a, a, lo 1
Wil
b=|"|=
b,) \1 (6.47)

a

c=0
Ja=0
Ecuacion
V-(gVu)+V'(Qu):O. (6.48)
Solucion exacta
e +e’ —-2; y<+
u=se +e’; y=1
e+e’+2;  y>< (6.49)

Se presenta una secuencia de figuras, de la 6.13 a la 6.15, con diferentes formas de
dominios para los que el método se aplico. La figura 6.13 corresponde a un dominio
rectangular con sus lados paralelos o perpendiculares a los ejes x-y. Es traida a esta
seccidon tanto para mostrar el salto como para comparacion de la solucién en los
dominios irregulares presentados a continuacion. Las nuevas formas presentadas
incluyen primero una malla con una forma de franja y luego la de forma céncava —

convexa.
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Figura 6.13: Malla regular con la solucion normalmente obtenida en
rectangulos ortogonales, para el problema con saltos prescritos con 20x20

elementos, a la izquierda, y 40x40 elementos a la derecha.
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Figura 6.14: Malla irregular con la solucion normalmente obtenida en

paralelogramos, para el problema con saltos prescritos con 10x10 elementos,

arriba, y 40x40 elementos en medio, abajo la grafica con pendiente m

1.808487, O(h%), para el caso de funciones de prueba lineales.
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Figura 6.15: Malla para dominio irregular concavo y convexo, con la solucion
obtenida en paralelogramos, para el problema con saltos prescritos con 10x10
elementos, arriba, y 40x40 elementos ,en medio: abajo la grafica con

pendiente m = 1.494431 para el caso de funciones de prueba lineales.
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6.6. Validacion cuando la solucion exacta no es conocida

6.6.1. Metodologia

Aqui suponemos que no contamos con una solucidon analitica, es decir que si bien
existe solucion, ésta es desconocida, que es el caso comun en un problema real, para
el que tenemos como informacién los parametros de la ecuacion.

Cuando la solucion exacta no es conocida la validacion es posible por varios
métodos, entre ellos estdn: la comparacion con otros métodos similares para los que
es conocida la solucioén; por métodos experimentales para problemas fisicos; y el
método de la independencia de la malla. Este Gltimo es el que se aborda aqui. La
malla es refinada en varios multiplos de una malla inicial (10x10) siendo la malla mas
fina (100x100), la considerada la solucién mas exacta, contra la que se comparan los
nodos de otras mallas. Para esto es necesario que algunos nodos en todas las mallas
coincidan en su posicidn para permitir la comparacion y validacion.

Utilizando las funciones lineales en Q se resolvié numéricamente la ecuacion

— X=y X
Lu=—e"u, —u, +eu

f(x)=-2e"—x’e" +x’e™ (558
y condiciones de frontera

u (O, y) =0

u(x,O)zx2 6.51)

u (x,l) =e-x*

u (1, y) =e’

La grafica de la solucion y la grafica de la convergencia de la solucidn se presentan,
asi como el listado para la solucion, aplicando el método, en los puntos de la malla

para N=10.
El problema planteado se transforma a la forma del operador siguiente

luE—V~gVu+V'(lgu)+cu (6.52)

donde los parametros son
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- a, a,) (e 0

= \a, a, 0 1
b (e

b=| ' |=|¢ (6.53)
b,) |0

c=e —e"’

Misma que se resuelve para los elementos donde se aplican las funciones base y de

prueba. A continuacion se incluyen las figuras.

- log error
(o]

0 025 05 075 1
log E

——E=10...100

Figura 6.16: Malla regular con la soluciéon obtenida, para el problema de

Validacioén cuando la solucidon exacta no existe. En la grafica la pendiente es
o).

103



6. EXPERIMENTOS NUMERICOS

La coincidencia de los nodos que se comparan puede ser no suficiente, porque si solo
se hace la comparacion en nodos coincidentes no sabemos lo que pasa en los nodos
restantes; puede ser que la diferencia sea grande y puede mostrar que no se ha
alcanzado una malla correcta. Lo que entonces es necesario es calcular, por medio de
un proceso de interpolacion, el error sucesivo, de dos en dos mallas, en todos los

nodos, y verificar cual es el error maximo (norma infinito discreta). A continuacion se

incluyen los resultados.

4.5

35

—&— Seriel
Lineal (Seriel)

25

15

0.5

25

Figura 6.17: grafica de error maximo por norma infinito que se apega a la

pendiente prevista de dos. Se compard el resultado de la malla previa

interpolada con la malla resolucion en la secuencia de 10, 15, 20, 25, ..., 100.
Error
N° E norma infinito Logio E  -Logiq Error
15 0.008132 1.176091 2.089829
20 0.003828 1.301030 2.417068
25 0.002141 1.397940 2.669481
30 0.001382 1.477121 2.859346
35 0.000961 1.544068 3.017102
40 0.000709 1.602060 3.149113
45 0.000542 1.653213 3.265662
50 0.000430 1.698970 3.366727
55 0.000347 1.740363 3.459085
60 0.000288 1.778151 3.540911
65 0.000242 1.812913 3.616603
70 0.000206 1.845098 3.686090
75 0.000178 1.875061 3.749940
80 0.000155 1.903090 3.810531
85 0.000136 1.929419 3.865708
90 0.000120 1.954242 3.919180
95 0.000108 1.977724 3.967969
100 0.000096 2.000000 4.015556

Tabla 6.1: Datos correspondientes a evaluacion del error por norma infinito
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6.7. Resultados para elementos finitos con funciones 6ptimas

Para modelos de flujo estable o flujo estacionario en acuiferos confinados la
ecuacion diferencial parcial que inicialmente se aborda, para propdsitos de probar el
método, para dos dimensiones, es la expresada por la siguiente ecuacion:

‘%(K’“ %j—%[l(w %] = R(x,y) (6.54)
donde % es el nivel piezométrico, Kyy y Kyy son las conductividades hidraulicas en las
direcciones x € y, y la expresion en el lado derecho de la ecuacion es la distribucion
espacial de la recarga vertical por infiltracion de masa de agua. Las condiciones de
frontera obedecen a la expresion

h(x,y):ha, en 0C). (6.55)
El problema equivale a encontrar u = A(x, y) tal que:

e Parametros:

K, (x,») 0 (10 _K:
0 K,(x,y)) (0o 1) =

a

b= 0). (6.56)

=z 0 s .

c=0;
e Operador:

£Lh=-V-(KVh)=R (6.29)
e Tomando el caso donde

R=2(1-x")+2(1-)") (6.30)
e condiciones de frontera:

hy, =0 en 0Q, (6.57)

Su solucidn es conocida: (1.0 - x*x)*(1.0 - y*y)
u=(1-x")(1-)") (6.58)

Se aplica a un dominio Q = [0, 1]x[0, 1]; a continuacion se muestran en la figura las
graficas del dominio, isolineas de la solucion resultante, y la grafica de las rectas de

puntos para varias mallas y para funciones de prueba lineales y cubicas.
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Figura 6.1: Grafica, para el ejemplo de flujo estable, tipo Poisson, de la
relacion del logaritmo del nimero de nodos por lado, —log perror versus
log,oE, para la que el valor de la pendiente es 2.02, O(h°), para el caso de

funciones de prueba lineales y de 3.96 para funciones de prueba cubicas.
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6.8. Evaluacion del orden del error para diferentes mallas

Para propodsitos de probar el método para diferentes formas de la malla y en
consecuencia de los elementos, existen varias metodologias: de acuerdo con Q. Lin,
(1994), mallas de diferentes formas tienen diferentes ordenes de convergencia del
error: con base en esto se establece una clasificacion. Para la ecuacion diferencial
parcial que inicialmente se aborda, para modelos de flujo estacionario y en dos
dimensiones, se establecieron los siguientes tipos:

0) Malla rectangular: el error tiene orden O(h"), de superconvergencia; Que es la
pendientes en la grafica de —log(error), que hemos aplicado en este trabajo.

1) Mallas rectangulares deformadas, esto es, mapeadas desde una malla
rectangular: el error tiene orden O(h*) de superconvergencia;

2) Mallas rectangulares deformadas por tramos, esto es, compuestas de varias
mallas rectangulares deformadas: orden O(h%) de superconvergencia;

3) Mayormente deformada malla rectangular, esto es, la malla rectangular
deformada con insercién de unas pocas capas de de elementos irregulares:
orden O(h") de superconvergencia;

4) Malla irregular: orden O(h’) = O(1), de convergencia, es decir ninguna

convergencia.
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Tabla 6.2: Relacion de orden de error para diferentes formas de mallas y de elementos
correspondientes para el caso de adveccion dominante.

TIPODE | &% o ou p o _, GRAFICOS DE MALLAS Y SUS
————ta—+f—=
MALLA o Cm Py ELEMENTOS
0) ERROR O(/")
0 4.505
E 4298
1) ERROR O(%*)
3.68

B 3.97
2) ERROR O(/%)
F 1.94

1.82
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Tabla 6.2: Continuacion.

3) ERROR O(%")

H 0.994

[T
[T
[T
[ T[T ]T]
[T
[T
[ ]]T]
[T
[T

EEEENEEE

4) ERROR O(/°)= 0(1)

C 0.44

D 0.21

J 0.29
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

Esta tesis contribuye con nuevos procedimientos a la aplicacion de los métodos de
descomposicion de dominios en la modelacion de sistemas continuos en las Ciencias
de la Tierra. Los logros obtenidos consisten en el desarrollo de métodos numéricos
para ecuaciones diferenciales parciales para problemas de flujo y transporte, cuya
solucion se da con mayor exactitud y con capacidad para incorporar nuevas opciones:
se abordan funciones de peso cuadriticas y cubicas en el interior, que dan lugar a
métodos con uno y cuatro puntos de colocacion; incorpora una nueva metodologia de
construccion de las funciones 6ptimas de peso y de base con aplicacion del método de
elementos finitos; se desarrollan y aplican los métodos mencionados, primero en
regiones representadas por cuadrildteros regulares o rectangulares y luego con

cuadrilateros irregulares.

7.1. Marco Teobrico

En cuanto al marco tedrico, los Métodos de colocacion TH se puede concluir lo

siguiente:

1. Se ha demostrado que poseen importantes ventajas tales como tener
matrices mejor estructuradas que, por ejemplo los métodos de
elementos finitos, y que conservan su forma simétrica y positiva
cuando el operador tiene esas propiedades.

2. Se ha mostrado la flexibilidad para seleccionar los espacios
polinomiales aproximantes: los polinomios usados en la frontera
interna y en el interior de los subdominios de la particion pueden ser
diferentes. En particular las nuevas formas de aplicar colocacion

ortogonal han surgido y han alcanzado ya un considerable desarrollo.
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El trabajo que se ha desarrollado en esa linea de investigacion estd
orientado a simplificar y diversificar sus aplicaciones.

Como consecuencia de mostrar que el nimero de puntos de colocacion
aplicados puede ser reducido de cuatro a un punto de colocacion,
diminuyen entonces las operaciones necesarias, el espacio en memoria
y el tiempo de calculo, el grado de los polinomios aproximantes
requeridos para su implementacion se reduce, de clbicas a cuadraticas,
en el interior de cada uno de los subdominos de la particion, y se
mostrd que las pendientes de la recta de convergencia se mantienen
con las mismas pendientes convergencia cuado se aplican las mismas
funciones en la interfaz X, aunque desciende el nivel promedio de la
recta, o sea su cruce con el eje de las ordenadas (eje Y).

En este trabajo se ha mostrado que los métodos Trefftz-Herrera (TH)
constituyen una teoria muy general de los métodos de Galerkin
discontinuos. Ellos han dado lugar a formas novedosas de discretizar

los modelos de los sistemas continuos usados en Ciencias de la Tierra.

7.2. Aplicacion a Modelos de Flujo y Transporte

Con base en los resultados de la solucion numérica de ecuaciones de flujo y

transporte obtenidas en este trabajo se puede concluir lo siguiente:

110

Se mostro la gran generalidad del método al ser posible su aplicacion a
practicamente cualquier ecuacion diferencial parcial o sistema de tales
ecuaciones que ocurren en ciencia e ingenieria, hecho que requiere
mayor sofisticacion en otros métodos como el de elementos finitos en
especial con adveccion dominante. Especificamente se ha mostrado la
aplicaciéon del método a la mas general forma de ecuacion eliptica de

segundo orden y para diversos problemas de tipo flujo y transporte.



6.

10.

7. CONCLUSIONES

Con base en la formulacion de algoritmos para Galerkin discontinuo,
se lograron cddigos de simulacion numérica que conducen a
restricciones a subdominios donde la condicion de interfaz es dato
prescrito. Se mostrd especificamente la obtencion de la solucion
numérica cuando se presentan discontinuidades de salto tanto de la
funcién como de la derivada en una interfaz interior.

Se desarrollaron aplicaciones con base en el método de Elementos
Finitos que es precedida de una formulaciéon para funciones Optimas
tanto para funciones de base como de prueba, tipo Petrov-Galerkin. La
nueva formulacion para métodos de elementos finitos implantados en
codigos desarrollados para esta tesis es importante al incluir una
reduccion en el niimero de grados de libertad y abre entonces el
panorama para los métodos T-H.

Una contribucién importante esta constituida por el tratamiento de
regiones irregulares utilizando los métodos de generacion de mallas
irregulares. Se desarrollaron y aplicaron los métodos primero en
regiones regulares y luego en regiones irregulares. El caso que implica
a las regiones cuadrilateras irregulares, escenario que no se habia
explorado, queda cubierto ahora para nuevas formas de dominios
fisicos.

Cuando se trata con operadores diferenciales positivos y simétricos,
las matrices positivas definidas derivadas por colocacion TH permiten
la aplicacion directa del método de gradiente conjugado al combinarse
con métodos de descomposicion de dominios.

Se mostroé la aplicacion de método a casos provenientes de casos reales
asi como para casos en que la solucion no es conocida, para los que se
probd la convergencia por comparacion con otros métodos o por el
método de independencia de la malla y cuya solucién se mantiene con

la pendiente prevista tedricamente.
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7.3. Desarrollo futuro

Con base en los resultados preliminares de la solucion numérica de ecuaciones de

flujo y transporte obtenidas en este trabajo se puede concluir lo siguiente:

11. Diversos trabajos ya han abordado el tratamiento de las ecuaciones
parabolicas, por lo que en el desarrollo futuro se requiere demostrar la
versatilidad para aplicaciones al caso evolutivo.

12. Recientemente en trabajos de esta linea se han abordado ejemplos de
dominios en tres dimensiones y se puede implantar la versatilidad,
aqui demostrada en dos dimensiones, en tres dimensiones.

13. Se ha mostrado que los métodos T-H son altamente paralelizables: los
codigos implementados ya incluyen el método descomposicion de

dominios y el desarrollo reciente incluye el algoritmo en paralelo.
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APENDICES

A.1. Descomposicion de Dominios para elementos finitos con

funciones optimas

La implantacion de la descomposicion de dominios puede seguir varios métodos: para
la aplicacién con elementos finitos con funciones Optimas es posible incorporar las
técnicas de formulacion algebraica del operador discreto de Steclov-Poincaré o la

matriz de complemento de Schur.

A.1.1. El caso de subdominios multiples

sea  la particion en M > 2 subdominios €; sin traslape de didmetro H; con interfase
Y separandolos, X=U"X, X =00Q,\0Q. Sea I1=U" N, los indices
correspondientes a los nodos internos.

Entonces podemos escribir la matriz derivada del método de elementos finitos, el

problema algebraico Au = f como sigue:

M IR o

Debido a que los nodos en el interior de cada subdiminio seran desacoplados de los

nodos interiores de otros subdominios, se podra tener:
A,, = diagonal — por —blogue( A, )

Aro 0 (A.1.1)
=l A .
0 - A,y
el I-ésimo bloque Ajj es la matriz principal de la matriz local de rigidez asociada con

los problemas de Dirichlet o Newmann en los subdominios Q; . La Matriz

A A
AE[AZi AS;J (A.1.2)
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Es la matriz de elementos finitos asociado al operador diferencial £ en Q; con los
datos Newmann en X ( 'y con los datos Dirichlet en 0Q, NoQ).
La matriz de complemento de Schur Sy, asociada con ug es
Sy =As—AAA, (A.13)
y el problema de interfaz asociado es:
S u; =%y (A.1.4)

donde
1 =f - AAT, (A.1.5)
con el proposito de representar Sp como una suma de contribuciones locales, se

comienza con la particion de la matriz de rigidez A en las contribuciones dadas por

cada subdominio Q;, i = 1,...,M:
M
a((/?j,(/)|)=Zai((/)j,¢|), ISLISNi (A16)
i=1

representando ahora por Sy a la matriz local del complemento de Schur, o sea el

complemento de Schur de la matriz local de rigidez A;, con respecto a los nodos de %

S =AY-AA'A, i=1..,M (A.1.7)
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A.2. Formulacion para el caso no-lineal

En un problema real no siempre estan desacoplados flujo y transporte, de modo que el
valor de la velocidad influye en la distribucion por el transporte del campo
concentraciones y este a su vez influye en los pardmetros hidrodindmicos y en la
distribucion de presiones del modelo de flujo, que a su vez es base para calcula una
nueva velocidad. En general las ecuaciones de balance acopladas son problemas no
lineales; Las no linealidades resultan de las ecuaciones de estado de los fluidos y de la
interaccion de los fluidos en un sistema multifase. Segun Aziz y Settari, 1979 y
Helmig, 1997, las no linealidades pueden ser clasificadas en dos grupos: débiles y

fuertes.

A.2.1 No linealidades débiles

Las variables o ecuaciones de estado que son funciones de la presion o de la
temperatura pueden consideradas débilmente no lineales y algunas veces lineales.
Dependiendo de los fluidos (incompresibles o débilmente compresibles, como el
agua; compresibles, como los gases) y dependiendo del grado de cambio asumido en
la presion y temperatura con respecto a la velocidad del proceso la dependencia
funcional puede ser considerada en muchos casos por extrapolacion lineal. Supongase
u al nivel de tiempo n+/, donde 0</<1; entonces por extrapolacion lineal usando

u™! y u", tenemos

n
n+l

u™ =u"+

n n—1
—1(u"-u")
y aplicando /=7 y Af constante:
u" = u” +§(u” —u”‘l)
Esta extrapolacion preserva el orden de convergencia para métodos de alto
nivel de convergencia, sin embargo se incrementa el almacenamiento requerido en
memoria. Esta aproximacion funciona bien si las no linealidades no son muy fuertes

y se usan satisfactoriamente en flujo de una sola fase y en flujo miscible.
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A.2.2 No linealidades fuertes

Las relaciones constitutivas que dependen de la saturacion son consideradas
fuertemente no lineales. Estas relaciones incluyen la relacion de permeabilidad
relativa — saturacion, k.,(S) y la relacion de presion capilar — funcion de saturacion
Peya(S). La dependencia funcional puede variar fuertemente dependiendo de las
estructuras geoldgicas, la combinacion de fases presentes en el sistema y de la
composicion de los fluidos. Tiene efectos en el comportamiento de la solucion de los

diferentes métodos de solucion.

A.2.3 Procesamiento de las no linealidades

Una linearizacion de los sistemas algebraicos de ecuaciones es necesaria a causa de
los términos no lineales de las ecuaciones de balance. Dos son las mas comunes

técnicas de linearizacion:
e La de sustituciones sucesivas o linearizacion de Picard
e Linearizacidon de Newton-Raphson

Aplicando la linearizaciéon de Picard se calculan los coeficientes a partir de los
valores del ciclo previo de iteracion » y asi se resuelve el sistema de ecuaciones

siguiente

n+lr n+lr+l _ r+lr
K(u )u =r’,

n+l,r+l1

donde u representa el vector de incognitas a ser calculadas, n es el indice que
representa el paso de tiempo y el indice 7 es el paso de iteracion. El método de Picard

tiene un comportamiento de la convergencia de orden lineal y la correspondiente
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matriz K permanece dispersa. En este caso la matriz K es funcion de los valores

sucesivos del vector U, el cual se aplica en la evaluacion de K en cada iteracion.

Entre varias posibilidades, el método de Newton Raphson es a menudo escogido por
tener la ventaja de su convergencia cuadratica a la solucion. El sistema de ecuaciones

Ku=r es escrito de la siguiente forma funcional:
flu)=Ku-r=0.

El método de Newton Raphson aprovecha la ventaja de una expansion en series de

Taylor del funcional no lineal f.

Si se ignoran los términos de orden superior de las series de Taylor resulta el
algoritmo de Newton de la siguiente forma:
1

T /7 R
1 8uj f(u 1)

n+l,r+1

u =u

n+l,r

of, : : : .
Donde af’ representa a la matriz Jacobiana calculada en el ciclo 7. si K es una
u .

I n+lr

matriz dispersa entonces la Jacobiana también es una matriz dispersa.

La calidad de un método iterativo generalmente depende en dos criterios: su
velocidad de convergencia y su robustez. El método de Newton es un método de
segundo orden y muestra una mejor convergencia que, por ejemplo, el método de
Picard, de primer orden; sin embargo el método es robusto solo si los valores
iniciales de aproximacién son seleccionados dentro del dominio o radio de
convergencia, y éste tipicamente es desconocido; dicho radio es pequefio y por tanto
otro método es usado para tener un inicio cercano (en ocasiones se usa Picard). Otra
desventaja del método proviene de la matriz Jacobiana, que se debe calcular en cada
iteracion, lo cual es un problema grave cuando es muy grande, y esto ocurre para

mallas muy finas.
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