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Prefacio

La motivacién del este trabajo de tesis fue la de presentar una exposicién autocontenida
de los resultados de Blanchard, Formenti y Kirka en [1], resultados que involucran tanto
propiedades topoldgicas como propiedades dindmicas de o-egpacios. La intencién fue la de
hacer un poco méds ameno el entendimiento de estas propiedades y también la de plantear
un problems abierto que consiste en desarrollar teoremas del tipo Curtis-Lyndon-Hedlund
en o-espacios de Cantor para o-espacios de Weyl v Besicovitch.

En el primer capitulo de la tesis presentamos una brevisima introduccién a los los o-
espacios (el lector puede consultar [5] en donde se presenta una exposicién detallada de
dindmica simbdlica). Exhibimos los tres tipo de o-espacios que estudiaremos: el més comiin
conocido como los o-espacios de Cantor y los o-espacios de Weyl y Besicovitch. Concluimos
el capitulo con o-subespacios.

En el segundo capitulo exploramos las propiedades topolégicas de los o-espacios de Weyl
v Besicovitch. Estudiamos la conexidad por trayectorias y la dimensionalidad, la completéz,
la separabilidad y la compacidad local y finalmente la transitividad, cadenas transitivos
v la expansibilidad. Para la conexidad por trayectorias y la dimensionalidad usaremos las
llamadas “sucesiones de Toeplitz”. Para la separabilidad y la compacidad local usaremos las
llamadas “sucesiones de Sturmian”.

En el tercer capitulo toca el turno a las propiedades dindmicas. Antes que nada, defin-
imos los homomorfismos en los o-espacios de Cantor y presentamos su caracterizacidn, el
Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund y la o-equivalencia fuerte. Enseguida comenzamos con
homomorfismos de o-espacios de Weyl y Besicovitch y los comparamos con Cantor. Se con-
sideran mapeos suprayectivos y continuos, puntos estables, sensibilidad y transitividad, tran-
sitividad por cadenas y expansibilidad.



Capitulo 1

o-espacios

1.1. Introduccién

Desde los tiempos memorables el hombre ha tenido la necesidad de comunicarse a grandes
distancias. Al no poder llevar a cabo una interlocucién de persona a persona para realizar
dicha comunicacién, se crearon lo que lamamos cddigos para con ellog poder trangmitir lo
que fuera necesario. Asi, como los nativos de américa del norte utilizaban sefiales de humo,
actualmente utilizamos niimercs o bien simbolos que pueden ser trasmitidos a través de
cables o de ondas como las de radio. El mensaje original que se desea transmitir es entonces
codificado en cierto formato para luego ser transmitido por alglin aparato, posteriormente
es capturado por un receptor y finalmente un decodificador realiza la tarea de decifrar el
mengaje original. Queremos describir éstos procesos en el lenguaje de las matematicas. Lo
que usualmente le interesa a una persona al decifrar un cddigo es el significado de cada
palabra o del mensaje en si, pero esto no lo trataremos aqui ya que corresponderia a un
curso de literatura o algo semejante. Nuestra motivacién bésica es la de estudiar algunas de
las construcciones de c6digos que existen entre diversas clases de lenguajes abstractos y la de
estudiar algunas de sus propiedades matematicas, particularmente caracteristicas dindmicas.

Para hacer un cddigo primero tenemos que definir los objetos que utilizaremos para
generar nuestras palabras. Al conjunto de simbolos que las constituyen le llamamos alfe-
beto y puede estar formado por letras, niimeros, etc. Por ejemplo, podemos pensar en las
computadoras como un conjunto de objetos log cuales se comunican entre sf con el alfabeto
A = {0,1}. Los objetos trasmiten la informacién en bytes, que no son mas que palabras
o blogues de longitud 8. Si denotamos por A™ al conjunto de blogues de longitud n > 1,



c-espacios

entonces podemos pensar que el lenguaje de més bajo nivel que maneja una computadora es
precisamente A%, Esto nos genera todo un espacio topoldgico discreto con una cantidad finita
de puntos (siempre y cuando tanto nuestro alfabeto como la longitud de nuestras palabras
sean finitas). En este espacio tenemos una cierta métrica la cual fue introducida en 1950 por
Hamming. La distancia de Hamming entre dos puntos x,y € A" es

du(z,y) = #{i € [1,n] | z: # ps}

Veamos que la distancia de Hamming es en efecto una métrica en el conjutno A",

Proposicién 1.1. La distancia de Hamming es uno méirica en A™.

(1.1)

PRUEBA. Demostraremos que dy(x,z) < dg{(z,y) + dgly, z) para todos z,y,z € A™. Por

definicidn,

dH(wzy) + dH(% z) = #{" € [1:n] 1E F# yi} + #{3 € [1:n] Iyi 7 Zz}

Tenemos la unidén ajena

{ieln)|lzi#wt={iclin]|zsiunyaiFautu{ic[lin]|z#wuyz=2z}

De igual forma tenemos la unidén ajena

fielln]|lnta}={iclln]|lmFayn#ztulicln|ntayn=al

Entonces

dH(m’ y) + dH(y: Z)

= #ielln]|znAut+#{iellnl|u#a} =

+ A+

+ + |

#lielln| |z #wyy=2ar+
#lieln]|zmAwuywn#at+
#lielln]|lyi#ayy=z}+
#lielnluv#zayu#mt =

#lieln]|z#yywn=2a}+
#lieln||lviFayw=a} +
2#{ieL,n] | # zny w# ).
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Como dg{z, z) puede ger a lo més el niimero de sfmbolos que difieren en los dos primeros
conjuntos de la 1ltima igualdad y a lo mucho todas las del conjunto restante,

du(z,2) < #{ie[Ln|u#unyw==}+
+ #lien|z#uym=a}+
+ #icelnl|lntaynta}t <

dH(m’ y) + dH(yr Z).

IA

Entonces para cualquier alfabeto finito A, el conjunto de palabras de longitud n > 1
nos generan un espacio métrico. Sin embargo, la longitud de las palabras esta fija, lo cual
constituye una restriccién seria en el desarrollo tedrico que buscamos. De hecho, uno puede
preguntarse con facilidad qué pasa si la longitud de nuestras palabras no es finita. jQué clase
de espacios topolédgicos son? jSon metrizables? Mds aun, jqué significado adquiere un men-
saje de longitud infinita? Como veremos, los espacios donde los “mensajes” son de longitud
infinita serdn los més adecuados para construir el marco matemético que queremos estudiar
(de alguna manera, las palabras de longitud finita estardn representadas por conjuntos de
puntos periddicos}. Asi pues, pensaremos en el lenguaje como todas aquellas palabras de
longitud arbitraria, y estudiaremos espacios de sucesiones tanto unilaterales

'AN = {(wn)nEN | Tn € 'A}

como bilaterales
A? = {(Zn)nez | Tn € A}.

A menos de que se indique explicitamente lo contrario, todas las definiciones y todos los
resultados que exponemos admiten vergiones para ambos espacios, de forma que sélo pre-
sentaremos unsa de estas versiones, por lo comiin la més sencilla o bien la que mejor se adapte
a nuestra conveniencia, con €l entendido de similitud con los casos que omitimos.

Nos encontramos entonces ante el problema de definir y estudiar (pseudo)-métricas en
este nuevo conjunto de sucesiones. En ésta tesis estudiaremos tres (pseudo}-métricas: la de
Cantor, la de Weyl y la de Besicovitch. La primera, la métrica de Cantor, es por mucho la
més estudiada y la que ha encontrado més aplicaciones en diversas areas de las mateméticas.
Entre los resultados mas importantes se encuentra el Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund
(Teorema 3.2), que caracteriza a las funciones continuas que conmutan con la funcién de
corrimiento (referimos al lector a [5] en donde se presenta un tratamiento formal y completo
del estudio de c6digos desde el punto de vista de dindmica simbdlica). Las pseudo-métricas
de Weyl y Besicovitch estdn definidas con la idea de capturar la escencia de la definicién de
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la métrica de Hamming en el sentido de tratar de obtener una medida promedio de qué tanto
difieren dos sucesiones, sin importar el punto de referencia o la coordenada cero. Presentamos
un estudio detallado de las propiedades dindmicas de estos dos espacios, basdndonos en [1].
Entre la comunidad de matemdticos interesados en dindmica simbdélica es bien conocido el
problema de obtener un teorems del tipo Curtis-Lyndon-Hedlund para los espacios de Weyl
y Besicovitch. A la fecha éste es un problema abierto...

1.2. o¢-espacios

Sea A un conjunto finito y consideremos &l espacio de sucesiones X = AZ, de forma que
cada punto es una funcién que va de Z en nuestro alfabeto A. Como se puede ver, los puntos
son cadenas de simbolos de nuestro alfabeto, por lo que z € X luce asi:

E= ... T_3F_2F_1.XpT1T3L3...

con cada z; € 4 para toda ¢ € Z. La funcién o: X — X definida para toda z € X por la
regla, 0(x)n = ZTpt1 se le denomina corrimiento a la tzquierda 0 shift.

Definicién 1.1. Un o-espacio consiste de un conjunto de sucesiones de simbolos X = AZ y
una topologia T definida en X de forma que ¢: X — X es un automorfismo en (X, 7).

Dados n,m € Z con n < m, denotaremos por [r, m] al conjunto {n,n+1,...,m} siempre
que en el contexto esté claro que no se estd refiriendo al intervalo de nimeros reales. De igual
forma, [n, m) denotard al conjunto {n,n+1,...,m—1} y definimos (n, m| y (n,m) de forma
gimilar. Asf, dado x € X, establecemos la notacién

Bl =By + s By

De manera similar definimos jn m), T(nm] ¥ T(nm)-

1.2.1. oc-espacios de Cantor

Sea A un conjunto finito y consideremos al espacio de sucesiones X = ,A%. Hacemos de
X un espacio topoldgico al considerar en A la topologia discreta y posteriormente en AZ la

topologia producte, puesto que
A2=]]A
Z
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Como veremos més adelante, X con esta topologia producto es un g-espacio. Ya que A es
compacto {es un espacio finito con la la topologia discreta), el teorema de Tychonoff nos
garantiza que X es compacto. Mds aun, veamos que X es de hecho un espacio topolégico
metrizable.

Definicién 1.2. Sean z,y € A? dos puntos cualesquiera. Definamos la distancia de Cantor
como do(z,z) =0y
do(z,y) = 27K

donde K =min{i > 0|z; Ay 0z_; #z_;} #0.

Proposicién 1.2. La distancio de Cantor do es una méirico en X.

PRUEBA. Por definicién de{z, z) = 0 para todo z € AZ.

Demostraremos que de(z,y) < deo(z,2) + de(z,y) para todos z,y,2z € A" Primero
definamog los siguientes conjuntos:

M = mn{iz0|z;#z0z;# 2}
N = rnl’n{z'20|:r:‘-7£y,-0:r:_,-7éy_,;}

F = nﬁn{i20|z,;7é'y,~oz_,;7éy_i}

Si L 41 = min{M, J}, entonces z;_rr) = Y[-L1] = 2Lz}, Porloque N > L +1, y por
lotanto 2 ¥ < 2D Yaque L+1< My L+1<J, tenemos que 2V < 27 <
deo(z, 2) + do(z,y) y por lo tanto se cumple que do(z,y) < dolz, 2) + do(z,¥).

e d

Ahora tenemos que verificar que en efecto la topologia producto y la topologia que induce
la digtancia de Cantor de en X son de hecho la misma topologia. Para esto serd conveniente
trabajar con una base de la topologia producto que es de gran utilidad.

Definicion 1.3. Sea w € A" con n > 1. Sea j € Z. El cilindro generado por w en la
coordenada 7 es el conjunto

[w; g] = {z € A% | By 0n-y = w},
Basta entonces demostrar que el conjunto de cilindros constituye una base tanto para la

topologia producto como para la topologia que induce la distancia de Cantor. De la definicién
de la topologia producto se sigue que el conjunto de cilindros constituye una base de esta
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topologia ya que A posee la topologia discreta. Denotemos a la bola con centro en z € AZ
y radio € > 0 con respecto a la distancia de Cantor por

B (x) = {y € A" | do(z,y) < €}.

Proposicién 1.3. Fl conjunto de cilindros constituye una base de la topologia inducida por
la distancia de Cantor do en A%,

PRUEBA. Sea z € A% y ¢ > 0. Sea m > 0 tal que 2™ < &. Utilizando la definicién de la
distancia de Cantor tenemos que si dg(x,y) < 2~™, entonces z; = y; para toda i € [—m, m)].
De esta forma tenemos que si 4 = T[_mm), entonces [u; —m| C BE(z).

Ahora tomemos un cilindro [u; j] con u € A" para algunan > 0y j € Z. Sea z € [u; j]

y & < 2~tlil_ Entonces es claro que BE(z) C [u; j].
e 4

Como se le ha de ocurrir a uno con el titulo de esta seccidn, la distancia de Cantor
debe hacer de A? un o-espacio que tenga algo que ver con el bien conocido espacio ternario
de Cantor. El perspicaz lector que intuya esta relacidn estard en lo correcto pues el espacio
métrico (AZ, dg) es topolégicamente homeomorfo al conjunto ternario de Cantor. Este es
un resultado bien conocido y daremos solamente un bosquejo de c6mo se construye un
homeomorfismo.

Teorema 1.1. Si #£A > 2 y X = A%, entonces (X,dc) es topoldgicamente homeomorfo al
conjunto ternario de Cantor.

PRUEBA. Recordemos como construir el conjunto ternario de Cantor. Tomemos el intervalo

Co = [0, 1], dividdmoslo en tres partes [0,1] = [0, 5] U (3, 2) U[Z,1] y definamos a C; como
la uni6n de los intervalos CY = [0, 3] y C] = [2,1], es decir, como el conjunto que resulta

de eliminar el intervalo abierto de en medio (%, %). Repetimos inductivamente este proceso

con cada uno de nuestros intervalos restantes, escribiendo [0,3] = [0,5] U (5,5 U[2,3] ¥
[2,1] = 2,71 u(Z,8) U [8,1] y definiendo a C; como la unién de los conjuntos Cj con
4 = 0,1,2,3 los cuales resultan de eliminar del intervalo [0, 1] el intervalo abierto de en
medio (3, 2) y del intervalo [2, 1] el intervalo abierto de en medio (7, 3) y asf sucesivamente.
Definimos €l espacio ternario de Cantor como

C=ﬁc,,,

n=0
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donde S g
G“ = U Cz
J=n

Figura 1.1: Lea primeres etepes on la construccidn del conjunto de Cantor

Es sencillo ver que A% ~ A®. Supongamos, par simplicidad, que A = {0,1}. Un punto
z € AN es do la forma 2 = 3732+ ... donde z; € {0,1} para toda i € N. Paracada z € X,
vamod & asignar un elemento f(z) € (', el cual esté determinado de manera inductiva de la

fl@leRax =0
fiz)eCldx, =1
Supongamos que f{z) € Ciparan > 1y 02 -1
fl2) e C¥ Bty =0
f@) e ¥ gy, =1
El mapeo f: AN — ' constitnye un homeomorfismo de espacios topolégicos.

Lo dnleo que felte por hecer es ver que o es realmente un automorfismo, ed decir e
continua y biyectiva,
Proposicién 1.4. o es une funcidn condinua bajo la méivica de Cantor y byective de AZ
en A%,

PRUEBA. Es claro que o es biyectiva en A%, por lo cual no lo demostraremos, pare no aburrir
al lector, sin embargo demostremos que o #8 continus.

TUtilizeremon In cldgics demostracidn de continnidnd en espacion métricos. Soa 2 > 0
dempostremos que existe § tal que & dofz, y) < 4, enbonces do(o(z), o{y)) < &.
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Sea & > 0, existe k € N tal que 5+ < £. Fijemonos en g(z) y tomemos las coordenadas de
[—k, k], para cualquier punto z € A* con z = o{z); e i € [k, k| se tiene que do{o(z), 2) <
- i pedimos que y € A% con y; = z; 6 i € [~k —1,k+1] (s igual a pedir do(z,y) < 55+),
entonces o(y); = o(z); con i € [—k, k.

Por lo anterior tenemos que de(o(z),0(y)) < 5 < e.

1.2.2. o-espacios de Weyl y Besicovitch

En la distancia de Cantor la coordenada cero de un punto juega un papel crucial: no
importa si dos puntos z,y € A% difieren en grandes cantidades de coordenadas, estardn
cerca siempre que coincidan en una “ventana” lo suficientemente grande alrededor de la
coordenada cero. En este sentido, la métrica de Cantor no captura la escencia de “similitud”
que encontramos en la métrica de Hamming para conjuntos de palabras de cierta longitud
fija. Las pseudo-métricas de Weyl v Besicovitch contituyen un acercamiento a la métrica de
Hamming ya que proponen una digtancia en térmings de qué tan similares son dos sucesiones.
Veamos cémo se definen.

La pseudo-métrica de Weyl estd definida de la siguiente forma.

Definicién 1.4 (Distancia de Weyl). Para cualesquiera x,y € A%, la distancia bilateral de
Weyl esté definida por

#lielk+L,k+1 | o # ui}
3 .

dw(z,y) = limsup I&éﬁ{ (1.2)

I—00

De forma, similar, para cualesquiera z,y € AV, la distancia unilateral de Weyl estd definida
por

dw(z,y) = limsup méx e k+1,k+1 | # w}

TN i : (1.3)

La pseudo-métrica de Besicovitch se define de la siguiente forma.

Definicién 1.5 (Distancia de Besicovitch). Para cualesquiera z,y € A%, la distencia
bilateral de Besicovitch esta definida por

¥ #{j € [-L1] | = # yi}
dp(z,y) = lim sup 2 +1 (1.4)
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De forma similar, para cualesquiera z, y € AV, la distancia unilateral de Besicovitch estd defini-

da por ‘
da(z,y) = limanp T4 € [(;’ i] |1‘”‘ 7 ik (1.5)
]

Hemos afirmado que éstas son pseudo-métricas en sus espacios correspondientes.

Proposicién 1.5. dw y dp satisfacen las siguientes dos propiedades:

1. d{z,y) =dy,z)
2. diz,y) < d(z,z)+d(z,v)

PRUEBA. Es claro de las definiciones que dyw v dp satisfacen la propiedad 1.

Demostremos la propiedad 2 para la distancia bilateral de de Besicovitch 1.4. Pongamos
nuestra atencion en los siguientes conjuntos

A = {ice[-LI]|z#wu}
{ic =Ll |z # 2}
C = {ie[-Ll|u#x}
Tenemos que A C BUC. En efecto, sea j € A, por lo que z; # y;. Si j ¢ B UC, entonces

Z; = 2z = Y;, una contradiccién. Ya que limsup#({BUC) < limsup#B + limsup #C,
dividiendo entre 2! + 1 y tomando el lfmite superio cuando [ — oo obtenemos

) A
ds(z,y) = hﬁnilpzils

B

; #(BUC)
]1 X
TP o 1 <

, #B , #C
1 B 2P =
mEUp oy 1 AP o

IA

IA

= dB(z?z) + dB(z:y)-

La prueba de 2 para el caso unilateral es similar, lo mismo gue las pruebas para la
distancia. de Weyl.
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b g

Observacidn 1.1. Como éstas son pseudo-métricas, es importante hacer notar que los puntos
se dividen entonces en clases de equivalencia, donde la relacién estd dada por z i y e
dw(z,y) = 0 en el caso de la pseudo-métrica de Weyl, y x Rye da(z,y) = 0 en el caso de
la pseudo-métrica de Besicoviteh. A estos conjuntos de clases de equivalencia los denotaremos
por Xw v Xp respectivamente (en caso de que no esté claro en el contexto, indicaremos si
se trata de espacios unilaterales o bilaterales). De esta manera obtenemos espacios métricos
en el sentido estricto de la palabra.

Para poder trabajar con este par de pseudo-métricas es importante tener una caracter-
izacién de éstas, pues resulta dificil tener que estar pensando en limites superiores. Veamos
primero la distancia de Weyl.

Si g, € A% y £ > 0, entonces
dw(z,y) < ¢ si y s6lo si

(16)
JNpeNtalqueVi>loyVheZ, #{ick+ L,k+I]|m:i#u}<le
ysiz,y € A¥ y € > 0, entonces
dw(z,y) < e sy sblo s
(1.7)
dpeNtalque ¥l > Iy y Vk € N, #{‘&E [k-l—l,k-l—t] |:v.ﬁéy,-}<ls
Ahora consideremos la distancia de Besicovitch.
Si z,y € A® y £ > 0, entonces
dp(z,y) < € si y sblo si
(1.8)
Ao tal que Vi > Iy, #{i € [-L,1] |z A w} < 20+ 1)e
ysiz,y € AN y £ > 0, entonces
dw(z,y) < € si y sblo si
(19)

iy tal que VI > I, #{Z € [0, l] | Ti 95 y,;} < (l + I)E

Es importante hacer una pausa y observar una propiedad de este par de espacios que no
se tiene en Cantor. El corrimiento ¢ es una isometria en los espacios de Weyl y Besicovitch
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pues claramente dw(z,y) = dw(o(z),o(y)) v da(z,y) = dp(o(z),o(y)). Esto se debe a
que mientras que en la métrica de Cantor la ventana esta fija alrededor de la coordenada
cero, en las pseudo-métricas de Weyl y Besicovitch carece de importancia una coordenada en
particular y lo que observan son las diferencias globales a lo largo de todas las coordenadas
de los puntos.

Definicién 1.6. La bola con radio § y centro en x € X se denota como Bj(x) y se define de
la siguiente manera.

Bu(z)={y € X | d(y, ) < e}.
Observacidn 1.2. Para indicar en qué métrica se estd trabajando, agregaremos un superindice

a la bola. Asf pues, BS(z) denotaré a la bola de radio £ y centro en z en el espacio de Cantor.

Es muy natural preguntarse cudl de las topologias de Weyl y Besicovitch es més fina,
en cago de que alguna esté contenida en la otra. La respuesta estd dada en la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.8. Para todo x,y € A%, dg(z,y) < dw(z,y). Por lo tanto, para toda & > 0,

BY(z) c BE(2).

PRUEBA. Tomemos a 1,y € A% con z # y y tomemos lag distancias bajo Weyl y Besicovitch

o e+ 1k+1 |2 # y}
dw (,y) = llﬂ supmix ;

s O

ds(z,y) = Hffl_f"ip #ie] ;l:i]]l-wt 7 ¥}
Como el habil lector podra ver, en la distancia de Weyl se considera el niimero méximo de
diferencias en ventanas de longitud ! > 0 que comienzan en la posicién k € Z, es decir que
para cada longitud de !, recorremos la ventana sobre cada k € Z, tomando la £ en la cual
hay un mayor nimero de diferencias con respecto a la longitud . Por otro lado, es claro que
esta situacion incluye a aquellas consideranas al tomar la distancia de Besicovitch, cuando
la longitud de la ventana ! es impar y k¥ = —({ — 1)/2. Concretamente, tomemos a { = 2{'+1.
Tenemos entonces que

#{ie [_lrll’] |$‘i7éyi} <II18’.X#{J€ [k+1?k+l] |$j 7'l_-y-f}'
2l+1 ~ kez !

Al tomar los limites superiores, lo que nos queda es que dp(z,¥) < dw(z,y).



12 c-espacios

Y como consecuencia es claro que todo elemento de BZ() dista en menor o igual medida
que £ de z, en la distancia de Weyl. Por lo que tenemos que

BY(x) c BE(x).

1.3. o-subespacios

Consideremos los o-espacios de Cantor .A%. Ya que en los c6digos nosotros queremos que
nuestras palabras signifiquen algo, 0 més bien que las palabras que no significan nada no
estén en el cddigo, prohibiremos ciertos bloques de letras del alfabeto, para que de esta forma
log puntos que contengan a estos bloques no estén considerados dentro de nuestro conjunto
de puntos. Al conjunto de bloques “prohibidos” lo denotaremos por F, y denotaremos por
X al espacio que resulta de A% después de remover todos los puntos que contengan blogues
de F. Observemos que €l espacio resultante tiene la propiedad de que es invariante bajo el
corrimiento, es decir, o(Xz) = Xz.

Definicién 1.7. Un subconjunto X C A% es un o-subespacio si existe un conjunto F C
|52 5 A™ de bloques “prohibidos” tal que X = Xz.

Ejemplo 1.1. Sea X C {0, 1}%. Entonces X es en sf un o-subespacio generado por el conjunto
de palabras prohibidas 7 = @. Entonces X es un g-espacio completo.

b g

Ejemplo 1.2. Sea X C {0,1}% el o-subespacio generado por el conjunto de palabras pro-
hibidag F = {11}. A X le llama el g-espacio aureo. La razén de ésto es que la taza de
crecimiento exponencial del nimero de bloques de tamano n es 1+2f‘/5.

b

Ejemplo 1.3. Sea X C {0,1}% el o-subespacio generado por €l conjunto de palabras pro-
hibidas F = {10%**+'1 |Vk € Z*}. A X le llama el o-subespacio par puesto que todas las
puntos del espacio tienen un numero par de 0 entre cualquier par de 1 consecutivos.

-

Ejemplo 1.4. Sea X C {a,b,c}? el o-subespacio generado por el conjunto de palabras pro-
hibidas F = {ab™c*a|VYm,k € Z*, m # k}. A X se le llama el o-subespacio libre de
contexto.
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De los ejemplo anteriores observamos una distincién entre o-subespacios, a saber, aque-
llos que pueden estar determinados por un conjunto finito de bloques prohibidos (y por lo
tanto por un conjunto de bloques prohibidos de cierta longitud fija), y aquellos que no. Asf,
el o-subespacio dureo pertenece a la primera clase, y es sencillo ver que el o-subespacio
par no se puede definir con un niimero finito de bloques prohibidos. A los o-subespacio que
pueden ser determinados por un conjunto finito de bloques prohibidos se les conoce como
o-subespacios de tipo finito. Estos siempre admiten una representacién por medio de una
digréfica, lo cual puede llevarse a cabo mediante “presentacion en bloques” del o-espacio. A
grandes rasgos, la digrdfica consistird de un vértice por cada bloque permitido de tamafio
la longitud fija del conjunto de bloques prohibidos, y dos vértices serdn adjacentes si existe
una yuxtaposicién de los bloques. Ya que la presentacién en bloques da como resultado un
gistema conjugado al original, podemos entonces pensar en los shifts de tipo finito como
matrices de adjacencia de digraficas dirigidas.

Los o-subespacios que no son de tipo finito se dividen a su vez en dos clases, aquellos
que son o-subespacios sdficos y aquellos que no lo son. Un o-subespacio es sdfico si admite
una representacién por medio de una “digréfica etiquetada” (ver [5]). El o-subespacio par es
un ejemplo de un o-gubespacio séfico, mientras que el o-gubespacio libre de contexto es un
ejemplo de uno no sdfico.

La intencién de la presente tesis es la de estudiar propiedades de los espacios de Weyl y
Besicovitch. En estos espacios el concepto de o-subespacio se vuelve sutil ya que en ellos se
consideran clases de equivalencia y la ocurrencia de bloques prohibidos en un punto puede no
afectar la clase de equivalencia en consideracién. Es asi que sdlo consideraremos o-espacios,
i.e. o-subespacios completos. Presentamos los ejemplos anteriores como motivacién para
explorar nuevas definiciones en los espacios que nos incumben. De nuevo, referimos al lector
a [5], en donde se presenta un tratamiento detallado de o-subespacios bajo la métrica de
Cantor.



Capitulo 2

Propiedades topolégicas de o-espacios
de Weyl y Besicovitch

2.1. Sucesiones de Toeplitz

En (3] Downarowicz e Iwanik usaron las llamadas sucesiones de Toeplitz para demostrar
que los espacios de Weyl son conexos por trayectorias. Usando estas sucesiones demostraremos
en la siguiente seccién que lo mismo sucede para los espacios de Besicovitch. En esta sec-
cion nos damos a la terea de construir sucesiones de Toeplitz y observar algunas de sus
propiedades, las cuales nos servirdn mds adelante para nuestro propdsito.

Definicién 2.1. Una sucesién {z, }nen €8 Toeplitz si cada sub-bloque ocurre periédicamente,
es decir, &l

VneNdp>0talqueVjeEN, znp = Tn.

Sea A = AU {*} (es decir, A es el conjunto .4 al cusl se le afiade el simbolo ). Para
poder construir sucesiones de Toeplitz vamos a definir la funcién

T:ﬁNxva—er

de forma tal que para cualesquiera z,y € AY, la imagen T'(z,y) es el punto en AN que se
obtiene al remplazar ocurrencias del simbolo * en 2 por los simbolos de . Concretamente,
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sea {t;}ien la sucesién creciente de enteros no negativos tales que z;, = *. Entonces

Tn ST, FE*

T(:L',y)nz
1 sin=1{; para alguna 4.
Ejemplo 2.1, Si
z =01 « 001 « 011 %001
y = 00 0 1L = x 0 1 1 % % =
entonces
T(z,y) = 01 0001 0110001
siendo 3,4,7,11,... los primeros términos de la sucesién {t;}ien ¥ lo subrayado lo que

pertenece a y.
e

En general, dado un conjunto finito A, definimos

ee{n

n=0

Supongamos que A = {0,1}. Definiremos inductivamente una funcién f: AN — AN
con funciones f,: A" — AN, y asi podremos construir sucesiones de Toeplitz. Si z € AV,
escribiremos f,(z) = fa(#1...24). Sea A = & el blogue vacio (es decir, aquel que no contiene
ningln sfmbolo). Definimos fy(A) = ** e inductivamente definimos para toda n > 1,

T(fa-1(z1 ... Zp-1), (0)°) siz,=0
fulzy .. Bp) =
T(fﬂ—l(ml cen mn—l): (*1)00) slz, =1

Ejemplo 2.2. Para n = 1 tenemos

fl(O):O*U*U*O*O*O*
A1) = = 1 = 1 =

*
—
—

Para n = 2 tenemos

£000 =000+« 000000 =
£100 =01 %101 %101 %1
£01) =0 %010%010=%01
B1) =211 1%x11Txlilidl
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Para n — 3 tenemos

000O0DO0O0O0=+0O0O0CO0OO0O0OU0 =
01 0101=*=1010101n=x*]1
00010+« 01000¢10=*=01
0111=x1110111=%111
000=+=000100COG=+«200U0]1
01 +«1011101=x=10111
0« 0101010010101
« L 1.1 1 LA 1 = 111 1 1 L A

R N R - B - SN IO -+ B - B - )

LR EE IS ST

Para n = 4 tenemos

00000O0O0O0O0O0COOO0O0O0O =
010101010101 01 %1
0001000100010+ 201
011101110111 =*x111
00000001 0O0O0=xx20D D01
0101011101 =+x10111
000101010+« 010101
O I L O T O S P R 1 s |
00000O0O0=+00O0DO0OO0D D@O0I1
010101=+=1010101T11
00010sx=0100010101
0111=+111011411%1121131
000+« 000100010001
01«1011101110111
0+«01010101010101
& L1 11 L1 3x L3Iy LA

oo o D0 0 0 -d-d-d-——™— —
e @ d -d - "1 9 2 @ @ 4 = — —
o O -H - O 0O eHH D O - O o
o — C - O A O - 0 - O - — O

i A L R e M N O NN .~ SN - BN . SR .c RPN . B B - |

o o5 o 6o oF o T 6T T oF 6l o8 oD T ul WG

Observamos que en f, la primera ocurrencia del simbolo * ocupa una posicién a lo més
2", Observamos también que la distancia entre dos simbolos * consecutivos es 27 y que el

bloque de longitud 2" a partir de la primera ocurrencia del simbolo * se repite de manera

peritdica. Estos son hechos inductivos que demostraremos.

Proposicién 2.1. La primera ocurrencia del simbolo * en f,(x) ocupa una posicidn de a lo

mds 2"



18 Propiedades topoldagicas

Proposicién 2.2. En f.(z}, los blogues entre dos ocurrencias consecutivas del stmbolo *
son de longitud 2 — 1

PRUEBA DE LA PROPOSICION 2.1. Hagdmoslo por induccién. Para n = 0,1,2,3,4 es
claro por el desarrollo anterior. Supongamos pues verdadero el resultado paran > 0 y
demostrémoslo para n+ 1. Fijémonos en la (n+1)-ésima coordenada en la expansién binaria
de z.

= 5i es 1, entonces la primera ocurrencia de * en f,.(z} ocupa una posicién de a lo més
2" por hipétesis de induccién, y permanece donde estaba en f,11(x), por definicién del
operador Toeplitz, pues con (x1)* se intercambia por *.

» Si es 0, entonces la primera ocurrencia de * ocupa una posicién de a lo més 2* por
hipétesis de induccién, y entonces en f,+1(x) es reemplazada por 0, esto por definicién
del operador Toeplitz pues en este caso el punto involucrado es (0%)™. Por la proposicién
2.2, la segunda ocurrencia de * ocupa una posicién de a lo més 2", En este caso, la
segunda ocurrencia de * es reemplazada por otra *.

PRUEBA DE LA PROPOSICION 2.2. Es claro que la proposicién es verdadera para n = 0,1,
pues tenemos:
o) = ==

AL = (x1)

fi(0) = (0x)°
Supongamos que la proposicién es cierta para n > 1, es decir, supongamos que si m; es la
sucesién creciente de las posiciones de * en f.(z), entonces m;y1 = m; + 2°. Demostremos
que la afirmacidén eg cierta para n + 1. Consideremos dog ocurrenciag consecutivas de * en
Jas1(z), digamos que ocurren en las posiciones h y k con i < k. De nuevo, fijémonos en la
(n+ 1)-ésima, coordenada en la expansién binaria de z.

= Supongamos que s 1. En egte caso, el punto involucrado en el operador Toeplitz es el
(x1)*®. En la posicién h se encuentra * en fn(z) por construccién, por lo que entonces
h = m; para alguna ¢ impar, pues es reemplazada por * en fn1(x). Por hiptesis de
induccién, las siguientes dos ocurrencias de # ocupan las posiciones m;1 = m; + 2™
¥ Miya = m; + 271, La que estd en la posicién my,; es reemplazada por 1, y la que
estd en la posicién my,; = k es reemplazada por *. Por lo tanto k = h + 271,
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= Supongamos que es 0. En este caso, el punto involucrado en el operador Toeplitz es el
(0x)*. De nuevo, en la posicién A se encuentra * en f,(z) por construccién, por lo que
entonces h = m; para alguna ¢ par, pues es reemplazada por * en f,1(z). Por hip6tesis
de induccion, las siguientes dos ocurrencias de * ocupan las posiciones m;y = m; + 2"
¥ iy = m; + 271 La que estd en la posicién my, es reemplazada por 0, y la que
estd en la posicién m;,, = k es reemplazada por *. Por lo tanto k = A + 271,

Para lo que se presenta més adelante serd necesario el siguiente resultado.

Lema 2.1. Sean w € {0,1}* y x € {0,1}*. Supongamos que x es eventualmenie w™, es
decir, existe N > 0 tal que z; = (w™); para toda i > N. Entonces

i 0%y - H O

PRUEBA. Al ser ¢ una isometria tenemos que
dw(z,0?) = dw(c™™(x), e Nn(0™®)) = dw(w™, 0%).
Es claro de la definicidn de la pseudo-métrica de Weyl que

dw(w“’,O"") — :i€7é{"'u.:""7é 0}

Luego entonces la afirmacién es correcta.

b 4
Ahors, tomemos z € [0, 1] y consideremos la expansién binaria
20 -
I= Z 2™ (213
=1
con z; € {0,1}. Escribimos
£@) = Jm folar...an) = lim fu() 22)

donde el limite es en el sentido de denotar al punto que resulta del proceso inductivo que se
lleva a cabo.
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Observacidn 2.1. Siz € [0,1], entonces f{z) es una sucesién de Toeplitz. Még atin, si 2"z ¢ N
para toda n > 1, entonces x tiene una tnica expansién binaria 2.1 y por consiguiente
f{z) € {0,1}". De otra forma, x tiene a lo mds dos expansiones binarias cuyas imdgenes
f{z) coinciden y tienen a lo més un simbolo *, el cual puede ser sustituido para asi obtener
un punto periédico. Obsérvese también que el conjunto de puntos en [0, 1] de la forma k2°
es denso.

Ejemplo 2.3. Calculemos f(1/4). Primero observemos que 1/4 tiene dos expansiones binarias:

e = bin(lf4d) = 01000000000
b=tbin(l/d) = 00111111111

Ahora apliquemos la funcién Toeplitz a este par de cadenas. Usando el ejercicio 2.2, podemos
comenzar g partir del cuarto paso.

fa(e) = 0001000100010 = 010001000100010 = 010001000100010 =

! ! !
fs(e) = 0001000100010 O 010001000100010 * 010001000100010 O

Por otro lado

fa(b) = 000 * 00010001000 * 00010001000 = 00010001000 =

1 ! ! !
fs(b) = 000 = 00010001000 1 00010001000 * 00010001000 1

Es claro que f(a) = f(b) = 001* excepto por la primera ocurrencia de * en f(b), la cual puede
ser reemplazada por 1. Claramente, ambas imdgenes estdn en la misma clase de equivalencia
en los g-egpacios de Weyl y Besicovitch.

Proposicién 2.3. La funcién T: [0,1] — AN, el operador Toeplitz, es W-continua.

PRUEBA. Como estamos en espacios métricos, utilizaremos la prueba cldsica de continuidad.
Sea £ > 0 y veamos que existe § > 0 tal si |z — y| < 4, entonces dw (f(z), f(y)) < e.

Tomemos el minimo entero m > 0 tal que 2~™ < &. Proponemos a § = 2~™"L. Es claro
que si z y y distan en menos que 2™, entonces log primeros m coeficientes en la expansién
binaria de = y y deben coincidir, es decir, Ty m] = yYum), por lo que z = fi(z1... @) =
fi(w ... ) para toda i < m.
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Congideremos €l bloque de longitud 2™ — 1 que ocurre en z entre dos simbolos * consec-
utivos (recuerde la proposicién 2.2). Entonces el bloque inicial de longitud 2™ que ocurre
en fmi1(1-..ZTmry) diferird en a lo méds un simbolo del bloque inicial de la misma longi-
tud correspondiente a fry1(% ... ¥m+1). Luego entonces un bloque de longitud 2™2 que
ocurra en fpia(xy - . . Trmya) diferird en a lo méds dos simbolos del bloque correspondiente en
fmt2{#1 - - - Yma2). En general, un bloque de longitud 2™*" que ocurra en foyr(Z1. .. Zmir)
diferird en a lo mds 2"~! simbolos del bloque correspondiente en foir(¥1 - - - Yimsr)- Asi.

#06 € Bk+ 2] | fnss @0 # Frir Wi} _ 27 s

2m+1' < 2m+r

Por lo tanto dw (f(z), f(y)) < 2-™"1,

Proposicién 2.4. Siz € [0,1] yn > 1, enfonces

W@ ) =1- 3 o

icfk<n | £, =0}

PRUEEA. Vamos a hacerla por induccién. Tomemos n = 1. Si z; = 1, entonces tenemos que
film) =1x1xlx...

donde la distancia con respecto a 0° es igual a 1, por lo que en este caso se cumple la
proposicidn. Si z; = 0, entonces tenemos que

fi(z1) = 0% 0% 0% O

por lo que la distancia con respecto a 0% eg % en virtud de la propogicién 2.1, y asi, en este
caso también se cumple la proposicién.

Supongamos que el resultado es cierto para n > 1 y demostrémoslo para n+ 1. As{ pues,
suponemas que

o 1
dw(fale),0®)=1= > o
ic{k<n | x;,=0}

Veamos que si z,,.1 = 0, entonces 1(z) se acerca -1+ al 0% y si no, entonces la distancia
n+ 1 n+ P ) )

queda igual. Como sabemos, el bloque entre cualquier ocurrencia consecutiva de * en f,(z)
es el mismo. Lo mismo ocurre para f,,1(x), s6lo que el segundo es dos veces més largo
que primero. M4ds aiin, el mayor se obtiene de concatenar al menor dos veces por medio de
una concatenacién intermedia de un simbolo que corresponde a *, su valor depende de la
accién del operador Toeplitz. Si el resultado es reemplazar a * por 0, entonces la (n + 1)-
égima coordenada de x es 0, lo que indica que se ha obtenido una ganancia de 2% en lo
que respecta a las cercanias tanto entre z y 0 como entre f(z) a 0> segin dyw. Si, por el
contrario, el resultado es reemplazar a * por 1, entonces aumentan en 2% los valores tanto
de z como el de la distancia entre f(z) y 0% segin dy.
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Como corolario de la proposicidn 2.4 tenemos la siguiente proposicidn, la cual nos ayu-
dard para poder demostrar ciertas propiedades topoldgicas de los o-espacios de Weyl v
Besicovitch.

Proposicién 2.5. Sea x € [0,1]. Entonces

dw(f(x),07) = dp(f(2),07) = z. (2:3)

PRUEBA. De la proposicién 2.4, tomando el imn — oo, se deduce 2.3.

2.2. Conexidad por trayectorias y dimensionalidad

Recordemos que un espacio topoldgico X es conezo por trayectorias si para todos z,y €
X, existe una funcién continua f: [0,1] — X tal que f(0) = z y f(1) = y. Recordemos
también que X es n-dimensional si existe una funcién continua e inyectiva g: [0,1]* — X.
Decimos que X es co-dimensional si es n~dimensional para todan € N.

Proposicidon 2.6. Los o-espacios de Weyl y Besicovitch son conexos por trayectorias.

PRUEBA. Daremos una demostracion para o-espacios unilaterales. Para poder demostrar
esta afirmacién utilizaremos la funcién f definida en 2.2. Sea u € {0,1}". Definamos la
funcién g,: [0,1] — {0, 1}N de la siguiente forma, g,{z); = u;f(z); para todo entero ¢ > 0.
La funcién g, es continua en el o-espacio de Weyl y constituye una trayectoria que une al
punto 0% con u puesto que f(0%) = 0% y (1) = 1®. Si v € AN, podemos construir a g,
de la misma manera, teniendo ssf que para cualesquiera par de puntos u,v € AY, se puede
construir una trayectoria de u a v que ademds siempre pasa por 0%,

Para Besicovitch utilizamos la misma trayectoria.

Proposicidén 2.7. Los o-espacios de Weyl y Besicovitch son co-dimensionales

PRUEBA. De nuevo, daremos una demostracién para g-espacios unilaterales. Como la funcién
f definida en 2.2 es uno a uno, podemos afirmar que al menos los o-espacios de Weyl y
Besicovitch son de dimensién uno.
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Sea f,.: [0,1]® — AN definida por

FulZ1, ooy 8a) = fl@)of(ma)o . . F@u)of (@)1 Fl@u)L. ...

La funcién f,, es continua en los o-espacios de Weyl y Besicovitch, por lo tanto los o-espacios
son n-dimensionales para cualquier entero n > 0, por lo que son oo-dimensionales.

2.3. Completez

En esta seccién nos damos a la tarea de demostrar que el espacio de Besicovitch es
completo. La prueba que presentamos es una adaptacién de la prueba de Marcinkiewicz (ver

[6]).

Proposicién 2.8. Los o-espacios de Besicovitch son completos.

PRUEBA. Daremos la demostracién para los o-espacios de Besicovitch unilaterales.

Hay que demostrar que cualquier sucesién de Cauchy en un o-espacio de Besicovitch
unilateral A¥ es convergente. Sea pues (™ € AN una sucesién de Cauchy. Por ser z(™ de
Cauchy, existe una subsusecién z{™? tal que

dp(z), gy < 26+

(es decir que la distancia entre dos elementos consecutivos es menor que la correspondiente
potencia inversa de dos). Tomando la definicién de la distancia de Besicovitch,

dp(z,y) = limsup #{i € [0,i—1] |z # u}

l—oa {

, T,y € AN

tenemos entonces que

. (1) (.}
dB(m("-‘ 1), :r:("“)) = lim sup #ie 0,0 |2 #Fi '} < 9-0+1)

i—oo l

Utilizando la caracterizacién de dicha distancia obtenemos que existe l;- tal que para toda
1>
#{ie[0,0)| s £ 2N < 1276+,
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Tomemos una sucesién {I;};>1 de enteros positivos tal que [;1; > 2i; para toda j > 1 (es
decir que dicha sucesién es al menos crece como potencias de dos), y que cada una cumpla
que l; > 1.

Al tomar nuestra sucesién de {/;} tenemos que para cada n;,

#{i € [0,0) |2l £ 2} < 12704, (2.4)

Para cualesquiera k > j, observemos el siguiente conjunto:
fie0,l-1]: ™ #amy, (2.5)

Para cada i en el conjunto anterior, la coordenada correspondiente en z™) tiene dos posi-
bilidades:
o) 4 )
0

mt(m) — plma—1)

2

Si cumple la primera, entonces estd contenida en {i € [0, — 1] : ™) # ™}, §i no,
entonces podemos hacer lo mismo, es decir:

-T.Em') o mgﬂ.f.-—J) 4 mgm-g)

o]

(k1) _ (Mk-2)
1

&

.’.U.Em") -
Podemos continuar de esta forma hasta llegar a 7;. Lo que nos da como consecuencia:

fieol-1)|a™ £}y {ie D |asP £2P 0.
ufi € [0,0) | 5™ # 2™} =
= Uiieo,l) o8 £ 2™}

De esta manera, si k& > j y [ > [, entonces, utilizando 2.4, se tiene
#lico,): 2™ 22} <l 224 0k
=129 427924 ... 4 27F)
U142 4.0

=129
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Vamos a demostrar que z(*) converge a z € AN definido de forma que para toda j > 1,
Ty = z&"-‘) ¢l l; <t < lj41 (el resto de las coordenadas de « correspondientes a ¢ < [ se
escojen de manera arbitraria). Si k > j y I <1 < lg+1, entonces

#HieDl-1 |z A2} = #{i€0h) | #a)
i € [l ) | 7 # 28}
{1 € [y baa) | 2o # 200} + -
+#H{i € (1, le) | i # wg"-’}}
i € [l D) | @ # 2™}
Primero tenemos que
#lie0.b) o A2} <1y,
Luego,
#{i € liy i) | @ # s} =0
Para toda i = j+ 2,..., k se tiene que

B{i € [l 1) |2 £ 20} < #{i € [0,1) |2 £ 2™} < 27
y también
#{i € [l 1) | 2 A 2} < #{5 € [0,0) | 2 £ (M} <127
Asi pues,

#HEe0,i—1] |z £} <L+ (yo+- -+ 5 +D27 <L +31-279. (26)

<3l

Justifiquemos la desigualdad que se indica con la llave. Tenemos que I; ., > 2I; para toda j.

Asi, tenemos que . q .
Liya < §lj+3 < 151-9-4 Lo K Wl’k-

Como I < I, tenemos entonces que

bia++h Sgi=b+-+h
< gl 4 ool
=(L4+ 3+ + 5=l
<2

Regresemos con la ecuacién a 2.6. Dividiéndola entre ! nos queda

I; 3
(ﬂ.;) < el .
dB(IE,.'L' )— i + 24
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y tomando el limite superior cuando { — co nos queda
3
dB(m?m(n'J)) < E

por lo que entonces ™) — x cuando j — co. Sabemos que si una susecién de Cauchy
tiene una subsucesidn convergente, entonces la sucesién original es convergente y converge
al mismo punto.

Por lo tanto el espacio de Besicovitch unilateral es completo. Los otros casos se desar-

rollan en forma similar.
b o

2.4. Sucesiones de Sturmian

Para estudiar la separabilidad y la compacidad local de los o-espacios de Weyl y Besicov-
itch, usaremos las cadenas 6 sucesiones de Sturmian. Para z € (0, 1), definimos S{z) € AN
de la siguiente forma:

0 si0<nz—k<l—zparaalgunakec N
S(z)n = (2.7)
1 en cualquier otro caso.

Veamos que al igual que en la proposicién 2.5 para sucesiones de Toeplitz, las sucesiones de
Sturmian se comportan de maners similar con respecto a la distancia con el 0%, es decir,
demostremos la siguiente proposicién ansloga a la proposicién 2.5.

Proposicién 2.9. Sea 2 € (0,1). Entonces
dw(8(z),0%) = dp(S(z),07) = z.

PRUEBA. Primero hagamos la siguiente observacién.
Observacidn 2.2. Si tomamos z = ¥ € Q con (p,g) = 1, entonces S{z) = w™ con w € A%

En otras palabras, S{z) es un punto periédico de periodo g, por lo que las coordenadas
se repiten en longitudes de g; si la m~ésima coordenada es 0, la (m + g)-ésima coordenada
también serd 0. Formalmente hablando, si S(z)m, = 0, entonces se cumple que

05m-§—k<1—§ para alguna k € N |
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Veamos que pasa con S{z)m+q- Para poder calcular esta coordenada tenemos que ver la
condicién 2.7. Tenemos que

P
)

p
m+q)- =m—+p.
(e g) =+

Tomando a k¥’ = k + p podemos ver que
r ;. mp mp
R = e — s D e
q % q B # q
8i S{z)m = 0, entonces 2 —k > 0y "P —k < 1— 2. Por lo tanto S(z)m = S(z)m+e = 0.
Ahora veamos que pasa con S(z)m4q 81 S(z)m = 1. Como S(z}m, = 1 quiere decir que no

cumple con la primera condicién de 2.7. Lo que es igual a decir que para todo k € N se tiene
que 0 > %ﬂ — k, o bien, %ﬂ —k>1- -'q’;. Teniendo ésto en cuenta, partimos otra vez de que

P p
m+g)- =m— +p.
) = P

Si k € N, entonces

o

TEE-Erp L0 B PRE—lEE Bl
k' k'

como k' € N se sigue cumpliendo, por lo tanto S(z)m1 = S(2)m = 1. Tomando a k' = k+p
tenemos que en el residuo mddulo uno, todo se repite en bloques de longitud g. Esto justifica
la observacion.

Continuemos con la demostracién, Por la dltima observacién 2.2 y por la Proposicién

2.1 sabemos que dw(9(x),0®) = M siempre que z = 7.

Con lo anterior lo dnico que nos interesa saber es cual de los numeros que son menores
que g cumplen la primera condicion de 2.7. Veamos que son exactamente g — p.

Tenemos que
0<nz—k<l—=z

sustituyendo a x por g v haciendo cuentas
0<mp—gk<g-p

teniendo lo asf lo que nos interesa saber essin € {0,1,2...g — 1} cumple lo anterior. Cada
elemento del conjunto anterior lo multiplicamos por p, obteniendo asi {0,p,2p, ...,p(¢g—1)}.

Como p v ¢ son primos relativos, este conjunto sigue siendo un sistema completo de
residuos médulo ¢. Por lo tanto si el residuc de np médulo ¢ es menor que g — p, entonces
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cumple la condicién de arriba. Lo cual nos lleva a que los elementos que cumplen la condicidn
son exactamente ¢ — p. O bien el numero de elementos que no la cumplen es p.

Por lo que obtenemos que #{S(z)m # 0} = p. Por lo tanto si z € (0,1) N Q tenemos
que
dw(5(z),0%) = dp(S(z),0%) = z.

Formalmente hablando, las sucesiones de Sturmian se definen como S(z) donde z €
(0, I\Q. Por lo que a nuestra prueba le faltan los irracionales. A continuacién haremos un
bosquejo de la parte faltante.

Sea z € (0,1)\Q y pensemos a z como una fraccién continua simple (ver [2])

1
T = — 1
a1+ P -
“Tag+..

asi z estd determinado por una sucesién de enteros z = [0, a1, 2, a3, . . . |.
Definamos s % como la fraccién parcial hasta a,

Pn

= [0) Q1,02,43,... a'n]
an

y tomemos a S (%) Como ya demostramos que

(1)) -ol6(2) )
On an Gn

Cabe mencionar que S(z) no es una funcién continua sin embargo se da que al tomar el
limite cuando n — oo se obtiene

dw(S(x),0%) = dp(S(z),07%) = =z.

para mayores referencias vease [2].

Lema 2.2. Siz,y € (0,1) y z, y ¥ z/y son irracionales, entonces

dw(S(z), 5(y)) = d(S(z), ()} = 2(1 - ) + (1 — 2)y. (2.8)
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Daremos una prueba haciendo uso de resultados de teorfa ergddica que incluimos aqui.
PRUEBA. Consideremos la rotacién en el Toro
T(a,b)=(e+z mod1,b+y mod1)

T es dinicamente ergorddica (ver [7] o [9]) y invariante con respecto a la medida de Lebesgue.
Se tiene que S{x)n # S(y). #i solo si

T0,0) € [0,1 — 2] x [1 —y, 1] U [l — 2, 1] x [0,1 — 4] (2.9)

Haciendo una descomposicién mds detallada de la 2.9, y pensando a T(a, b) = (T1(a), Tx(b))
obtenemos que
0L<TH0)<1-2z 1-y<TP0)<1
0
1-y<TM0) <1 0<TF(0)<1-3.

Por lo que se ve que si T"(0,0) cumple lo anterior, entonces S(x), v S(y). serdn distintas.

El conjunto descrito en 2.9 tiene medida de Lebesgue z(1 — g} + (1 — z) y por unicidad
ergddica de la rotacién T (i.e la iinica medida que se preserva bajo T es la de Lesbegue), ésta
es la densidad donde S(z), # S(y)» haciendo asf que dw(S{(z), S(y)) = dg(S(z), S(y)) =
z(1 —y) +y(l — ).

e i

2.5. Separabilidad y compacidad local

Recordemos que un espacio métrico X es separable si tiene un conjunto F el cual es
dengo en X y numerable. Recordemos también que un espacio topoldgico X es localmente
compacto si cualquier punto z € X tiene una vecindad compacta.

Proposicion 2.10. Los espacios de Weyl y Besicovitch no son separables ni locelmente
compactos.

PRUEBA. Para demostrar que los g-espacios de Weyl y Besicovitch no son separables, pro-
baremos que no contiene tienen un conjunto denso numerable, lo que en espacios métricos
equivale & ser no separable.
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Sean 0 < a < b < 1. Existe un subconjunto no numerable E C (a,b) tal que si z,y € E,
entonces , 4 y z/y son irracionales. Por el lema 2.2, sabemos que la ecuacién 2.8 se satisface,
es decir, tenemos que

dw (S(z), 5(y)) = ds(S(2), S(y)} = z(1-9) + 1 — =)y.

Sin pérdida de generalidad supongamos que = < y. Entonces
l-g>{(1-2)>Q-y)>1-b
(l-a)>y(1-xz)>2z(l-y) > a(l —b)
26(l—e)>y(l—2)+2(1—y) > 2a{l —b) >a(l 1)

2b(1 — a) > dw(S(z), S(y)) = dp(8(z), S(v)} > a(1 - b) (2.10)

Pongamos nuestra atencién en la parte derecha de la ultima desigualdad. En ésta se ve que
las sucesiones S(z) y S(y) distan al menos a(l — b).

Veamos que no podemos encontrar un conjunto denso numerable. Tomemos a z,y € E
como observamos con anterioridad con anterioridad dw(S(z), S{y)) = ds(S(x),S(y)) >
a(l — b) por lo tomamos un punto d, € Bgl?_ﬁ,)(w), este no esta en BE{:'? B (y) pues

BE’V o8 )(a,r') N BEV ?__fi)(y) = &. Por o tanto un conjunto denso en el espacio tiene que tener

almenos tantos puntos como F y este es no numerable.

Para demostrar que no puede ser localmente compacto, usaremos el hecho de que los
espacios son homogeneos, es decir que para cualquier par de puntos z,y € A%, siempre
podemos encontrar un homeomorfismo f: A%Z — AZ con la propiedad de que f(z) = y.

Tomemos cualquier vecindad V de S{z) con z € E. Veremos que no podemos encontrar
una vecindad de S(z) compacta dentro de V. Supongamos que existe una vecindad M C V de
S(z) que es compacta. Mostraremos una cubierta abierta Cps de M, la cual no contendrs una
subcubierta finita.

Por la parte izquierda de la desigualdad 2.10, las imégenes de E bajo S distan entre
af en menos que 25(1 — a). Asf, haciendo suficientemente pequefio el intervalo {a, &) podemos
garantizar que la imagen de E estard contenida en M. Podemos tomar bolas con centro en
S(y) con y € E de la siguiente forma:

X = {BY(S(v)) |y € E},
con § < 1/2a(1 — b). Para completar la cubierta de M, tomamos &

Y ={Bix(S®) |y € E}.
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y definimos

Z=UY=U{ye A% |y € K para alguna K € )}.

Tomemos un tiempo para analizar el dltimo conjunto (es decir Z). Primero observemos que
Wy € A% |y € K paraalguna K € Y} es unién arbitraria de abiertos, por lo tanto es
abierto. Al tomar la cerradura se convierte en un conjunto cerrado. Por consecuencia Z°¢ es
abierto. Definamos la cubierta abierta

CM=XUZ°.

Entonces Cyr €8 una cubierta abierta de nuestro supuesto compacto M, la cual no contiene
una subcubierta finita, pues al quitar cualquiera de los abiertos en X, el centro del abierto

removido queda sin cubrir (no es posible remover a Z¢).
e

2.6. Transitividad, Cadenas transitivos y expansibili-
dad

Si una funcién es continua bajo las distancia de Weyl o la de Besicovitch, entonces es
posible observar algunas de sus propiedades dindmicas. A continuacién definimos algunas de
estas propiedades, pero primero daremos una definicién de lo que entendemos por un sistema
dindmico.

Definicidn 2.2. Un sistema dindmico es una funcién continua f: X — X, donde X es un
espacio topolégico.

Definicion 2.3. Un sistema dindmico (X, f) es (topoldgicamente) transitivo si para cua-
lesquiera abiertos U,V € X, existe un entero n > 0 tal que

FUINV #£2 (oseaque fA(V)NU # ).

Proposicién 2.11. Sea f: A% — A? una funcidn continua bajo las distancias de Weyl y
Besicoviteh. 5i f es W-transitivo, entonces también es B-transitivo.

PRUEBA. Para poder hacer la siguiente demostracién usaremos la definiciéon 1.6 ya que
en todos los espacios métricos lag bolag son una base para la topologia. Bastard entonces
demostrar la propiedad de transitividad para cualesquiera U = Bf(z) y V = BE(y) con
z,y € A? distintos y 4,4 > 0. Por la propocicién 1.6 tenemos que

B (z) € Bj(x)



32 Propiedades topoldagicas

BY (z) c BE ().

Como f es W-transitiva, sabemos que existe z € AZ y n € N tal que
2 £ (BY () (B (v).

Por la proposicién 1.6, z € f™ (Bf(z)) y z € Bf(y), es decir,

F(BE (@) [\ Bi(2) # 2.

-

Ejemplo 2.4. Definamos la funcién f: A% — AZ por f(z); = 2, la cual es continua en los o-
espacios de Weyl y Besicovitch. Veamos que la funcién f es transitiva. Para esto tomemos dos
puntos distintos z, y € A? cualesquiera. Construyamos el punto z € A%, el cual proponemos
de la siguiente manera:
Zi=uye Bii=2"k
%=
z=x; B8iiF#2"k

Es sencillo ver que el punto z € BY"'Z, (z) y que f(2) =y, por lo que f es transitiva.

Cabe observar, como nuestro hébil lector se habrd dado cuenta, que la funcién f no
conmuta con €l corrimiento, por 1o que no es de la clase de funciones en lag cuales estamos
mas interesados. Pero sirve para ver que si hay funciones transitivas en los o-espacios de
Weyl y Besicovitch.

Definicidn 2.4. Sea (X, d) un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Sea £ > 0.
Una e-cadena de longitud n > 1 para f es una sucesién de puntos zy,...,z, € X tal que
d(f(a:,-),x.-H) <econ0<i<n

Definicién 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Decimos
que (X, f) es cadena transitivo si para cualquier £ > 0 y cualquier par de puntos z,y € X
exigte una £ cadena para f de puntos zp,...,zn € X talque zp =z y zn = ¢.

Proposicién 2.12. Sea f: AZ — A% une funcién continua bajo las distancias de Weyl y
Besicovitch. Si f es W-cadena transitivo entonces f es B-cadena transitivo.
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PRUEBA. Tomemos cualesquiera z,y € AZ distintos y £ > 0. Demostremos que hay una
e-cadena de z a y en Besicovitch. Como f es W-cadena transitivo, existe la e-cadena de z a
y en Weyl: y por la proposicién 1.6, tenemos que

da(f(z:), Tiv1) < dw(f(zi), zi1) < €.

Asi, los mismos puntos de la e-cadena en Weyl nos sirven para la e-cadena en Besicovitch.
b

Definicién 2.6. Sea (X, d) un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. El sistema
dindmico (X, f) es {positivo) ezpansivo si existe £ tal que para cualesquiera =,y € X distintos,
existe un entero n > 0 tal que

d(f"(z), ")} 2 €.

Proposicién 2.13. Sea f: A% — A% una funcién continua bajo las distancias de Weyl y
Besicovitch. Si f es B-ezpansive, entonces es W-ezpansiva.

PRUEBA. Esta afirmacién, una vez més, es consecuencia de la proposicién 1.6 pues como
[ es expansiva en la distancia de Besicovitch, tenemos que para cualesquiera z,y € X y
1 > £ > 0, existe un entero n > 0 tal que

w (f*(2), f*(y)) 2 ds (f*(2), (1)) 2 €.

Es decir, las mismas £ y n nos sirven para la distancia de Weyl.
e o4

Definicion 2.7. Sea (X, d) un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Decimos
que (X, f) es sensible (a condiciones iniciales) si existe € > 0 tal que para cualquier x € X
y para cualquier § > 0, existe y € Bs(z) y un entero n > 0 tales que

a(f"(z), ")) 2 €.

La siguiente proposicién y la proposicion 2.10 nos servirdn pars poder describir la sen-
sibilidad de los o-espacios de Weyl y Besicovitch.

Proposicién 2.14. Sea (X,d) un espacio métrico no separable y f: X — X una funcidn
continua. Si (X, f) es transitivo, enfonces también es sensible.

PRUEBA. Sea F C X un subconjunto no numerable con la propiedad de que existe € > 0
tal que para todos z,y € E distintos se tiene que d(z,y) > 4¢ (tal subconjunto E existe por
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la hip6tesis de no separabilidad). Veamos que se cumple la definicién 2.7, con & la constante
para que el sistema. sea sensible.

Sea z € X y consideremos sus imégenes al aplicarle f iteradamente. Podemos afirmar
que para todo entero n > 0 siempre hay a lo més una z € F con la propiedad de que
d(f™(z),z) < €, pues ésto pasa por las restricciones que le impusimos & F. Como E es no
numerable, podemos encontrar 2z’ € E con la propiedad 4(f"(z),2’) > 2¢ para cualquier
entero n > 0.

Como f es transitiva, tomemos una vecindad de z, digamos a B.(z), la cual contiene a
y. Usando la propiedad de transitividad nos queda que d{f™(y), 2') < & para algiin entero
m > 0. Aplicando la desigualdad del tridngulo nos queda

d(f™(z), M) 2 d(f™(2), ) - d(z, f"(y)) 2 26 —e =



Capitulo 3

Homomorfismos en o-espacios

Definicion 3.1. Un homomorfismo entre g-espacios es una funcién continua ¢: X — Y que
¢s o-invariante, es decir, 0 o ¢ = ¢ o 0. En otras palabras, hay un diagrama conmutativo

L
—

)f
X

*’<<T'"<

—
¢

Los homomorfismo son una clase particular de funciones continuas que son de gran
importancia en sistemas dindmicos. En el caso de los g-espacios de Cantor, esta clase de ho-
momorfismos ha sido muy estudiada. Queremos estudiar los homomorfismos entre o-espacios
para las nuevas topologias que hemos considerado, a saber, las que determinan las pseudo-
métricas de Weyl y Besicovitch.

3.1. Homomorfismos en g-espacios de Cantor

Para. una exposicién complets, de homomorfismos en o-espacios de Cantor referimos
al lector [5]. Aqui s6lo incluiré los resultados méds importantes, resultados que motivan su
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presentacién en el marco de los o-espacios de Weyl y Besicovitch. Consideraremos los o-
espacios de Cantor X = A* y Y = B*, donde A y B denotan conjuntos finitos.
Definiciones 3.1. Una funcién ¢: X — Y es un mapeo de blogues si existen enteros m,a > 0
y una funcién &: A™+e*! — B de forma que para cualesquiera i € Zy z € X, ¢(z); =
®(2i—m,i+q)). Un mapeo de bloques esté entonces representado de la siguiente forma:

e IL’—i—m—1| T—i—mTi—m41 - Titp—-1Tita |-71i+a+1 cee

o

Lo ¢(.’I})i_1 (.',B), (.’L'),'+1 e

Decimos que ¢ tiene memoria m y anticipacidn a. A la funcién @ la llamaremos regla local.
Es claro que podemos encontrar una regla local con memoria y anticipacién tan grande como
queramos. En particular podemos suponer que m = a = 7, en cuyo caso decimos que r es
un radio de f.

Teorema 3.1. Todo mapeo de bloques ¢: X — Y es un homomorfismo de o-espacios de
Cantor.

PRUEBA. Sea i € Z. Tenemos que

oy(9(z))i = ¢(2)i1 = B{Tiv1-m . . . Tit14n)

mientras que

Plox(z)) = B(ox(z)) = Rlox(T)im ... 0x(T)irn) = B(Zir1-m - . Tit14n):

Como vemos, las dos partes son iguales y por lo tanto ¢ es o-invariante. Falta ver que ¢
es continua. Sea x € X y ¢ > 0. Tomemos el minimo entero & > 0 tal que 27* < ¢ de
forma que BY ,(z) C BE(x). Asf, si do(z,y) < 27, entonces 2|k = y-k4. Para cada
i € [-k —m, k + a], el conjunto ®1(z;) es finito. Més ain,

k

¢ BL@) =] [ wi-ml

==k \wed 1z

El resultado se sigue del hecho de que lo que se obtiene es una interseccibn finita de cilindros
(abiertos).

-
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El inverso del teorema, 3.1 ge le conoce como el teorems de Curtis-Lynon-Hedlund y es
digno de exponer en una nueva seccion.

3.1.1. Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund

El teorema 3.1 presenta a los cédigos de bloques como una clase de funciones continuas
entre o-espacios que conmutan con el corrimiento, es decir, como una clase de homomor-
fismos. El Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund afirma que los cddigos de bloques son los
homomorfismos, es decir, constituyen a todas las funciones continuag que conmutan con el
corrimiento. Presentaremos su demostracion.

Necesitaremos dos resultados de espacios métricos. El primero afirma que subconjuntos
compactos v ajenos estan “separados”.

Lema 3.1. Sean M y N subconjuntos compactos y ajenos de un espacio métrico (S, p).
Entonces eziste § > 0 tal que p(z,y) > § pare cualqguierz e M yye N

PRUEBA. Hagamos la siguiente demostracién por contradiccién, es decir, supongamos que
tal 4 no existe. Asf pues, tomamos sucesiones z; € N y 4; € M con la siguiente propiedad
oz, u:) < % coni > 1.

Como N es compacto existe una subsucesién de {z;} convergente a algun z € N, sea
{z;, } dicha subsucesién. Por la primera condicién que pedimos sobre las sucesiones tenemos
que p(z;,, ;) < i+ tomando el limite tenemos que {y;,}3=, converge a z. Lo cual es una
contradiccién, pues M y N son compactos y ajenos en 8. Como bien sabemos todo subcon-
junto compacto de un espacio métrico contiene a todos sug punto de acumulacién, lo que
implica que z € M. -
Lema 3.2, Sean M y N espacios méiricos, con M compacto, y sea ¢¢: M — N una funcidn
continua. Si E C N es compacto, entonces ¢~2(F) es compacto en M.

PrUuEBA. Como M es una espacio métrico compacto, cualquier subconjunto cerrado de
M es un conjunto compacto. Como ¢ es continua, ¢~1(F) es cerrado. Esto concluye la

demostracién.
i

Teniendo estos dos lemas a la mano, estamos finalmente en condiciones de demostrar el
siguiente teorema que da nombre a esta seccidn.
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Teorema 3.2 (Curtis-Lyndon-Hedlund). Sea ¢: X — Y una funcidn entre los o-
espacios de Cantor X y Y. Entonces ¢ es un homomorfismo si y sdlo si es un codigo de
blogues.

PRUEBA. Por el teorema 3.1, sabemos que si ¢ es un mapeo de blogques, entonces ¢ es
un homomerfismo. Entonces bastard con hacer la ofra parte de la demostracion, es decir,
el inverso que afirma que todo homomorfismo entre o-espacios de Cantor es un cédigo de
bloques.

Supongamos que ¢: X — Y es un homomorfismo entre o-espacios de Cantor. De-
mostraremos que ¢ es un mapeo de bloques. Sea A4 el alfabeto de X y B el alfabeto de
Y. Tomemos los cilindros [b;0] y [d;0] con b,d € B distinitos, los cuales son compactos y
ajenos en Y. Por el lema 3.2 las imdgenes inversas también son conjuntos compactos y ajenos
en X.

Al ser ¢~1([b; 0]) ¥y ¢~'([d; 0]) compactos y ajenos, podemos aplicar el lema 3.1, de forma
que existe § > 0 tal que do(2,y) > & para todos 7 € ¢7'([6;0]) ¥ ¥ € Uge a5y ¢ ([ 0]). En-
contramos un entero n 2> 0 tal que 27" < § de forma que para toda z € {w € X | de(z,w) <
27" con z € ¢71([b; 0])} C ¢7L([b; 0]), es decir que i Z|—pq) = 2[—nn], 8¢ tiene que ¢(2)o = b,
por lo que la coordenada 0 en la imagen sélo depende de un bloque de tamaiio 2n + 1, lo

que hace de ¢ un mapeo de bloques.
b o4

3.2, Conjugaciones y o-equivalencia fuerte

/51 un mapeo de bloques es bivectivo, su inversa es un mapeo de bloques? La respuesta
es no. Un mapeo de bloques biyectivo cuya funcidén inversa es un mapeo de bloques es una
conjugacion. En esta seccidn se exhiben mapeos de bloques biyectivos cuyas inversas son
mapeos de bloques; se deja como un ejercicio al lector contruir un mapeo de bloques cuya
inversa no sea un mapeo de blogques.

En la seccién 1.3 nos referimos a los shifts de tipo finito, los cuales estédn representados
por digraficas. El teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund 3.2 es vdlido para c-espacios. Los
o-espacios de tipo finito admiten una representacién por una digrifica y por lo tanto por
matrices de adyacencia. En esta seccién exploramos la relacién algebrdica que hay entre
las matrices para que los o-espacios generados sean conjugados, es decir, que exista un
cddigo de bloques biyectivo entre ellos y cuya funcién inversa es también un cédigo de
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bloques. R. Williams aborda esta situacion y establece una teoria que involucra operaciones
en digraficas y estructuras algebraicas, y que es conocida como la teoria de la o-equivelencia
fuerte. La existencia de un teorema del tipo Curtis-Lyndon-Hedlund para o-espacios de
Weyl v Besicovitch motivaria el desarrollo de una teoria de la o-equivalencia fuerte para
estos espacios. Queremos presentar la definicdén bédsica y un ejemplo en €l que se exhiben log
procesos bédsicos de esta teoria.

Estamos entonces buscando algin tipo de relacién algebréica en términos de matrices y
que ocurra justo cuando dos o-espacios de tipo finito son conjugados.

Definicion 3.2. Sean G y G’ las digréficas de X y Y o-espacios de tipo finito y sean A y
B las matrices de adyacencia de G y G’ respectivamente. Diremos que A & B si existe una
cadena de matrices de adyacencia {4y, ..., A} con la propiedad de que existe otra cadena
de matrices E; y D; (no necesariamente cuadradas), con entradas enteras positivas y con la
propiedad de que

A=FED

Al = D1E1 Al = E2-D2

Az = DzEz Az = E3D3

Ap1=Dp 1B Ap1=EnDy

B=A,=DE,

Como el perspicaz y habil lector podra observar queremos que nuestras matrices de
adyacencia estén relacionadas & través de una cadena de matrices con entradas positivas.
Por lo cual enunciaremos el siguiente teorema.

Teorema 3.3 (R. Williams, ver [5]). Sean G y G’ las digrdficas de X yY o-espacios de tipo
finito y sean A y B las matrices de adyacencie de G y G’ respectivamente. Entonces X yY
son conjugados sty sdlo si A= B,

La prueba de este teorema se encuentra en la cita dada y no la presentaremos en esta
tesis. Veremos un ejemplo, en el cual ilustramos la clase de descomposiciones que se llevan
a cabo y que dan lugar a la conjugacién. Este tipo de descomposicién se le conoce como
“state splittings”, que traducimos como “divisién de estados”. En el ejemplo damos muestra
de cdmo estdn definidas estas operaciones en digraficas.
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Ejemplo 3.1. Sea Gy la digrafica en la giguiente figura:
b
/
e
\\
f

Tomemos una particién de las flechas que salen del vértice I, es decir, de {a, b, ¢}, digamos
P = {4} = {a}, A2 = {b,c}} y ejecutemos una “ex-divisién” del vérticce I, obteniendo
como resultado la digrafica Gy que se muestra en la siguiente figura:

@
[Pl =[]

d

,—’E‘—*

f'.“

Ahora tomamos una particién de las flechas que salen del vértice K, es decir, de {d?, e, f2},
digamos Pz = {AL = {e}, 4% = {f', f?}} El resultado de hacer una “ex-divisién” con
respecto a esta particidn es la digrafica G5 que se muestra en la siguiente figura:
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Veamos, las matrices de adyacencia de Gy v Gy son

]
4= My oo 2
- [J] 1 0
K]\ 1 ©

g

=

SO -
mor ool

i
0
0
1
0
1

OI—IOI—IHH

cCooRoO
o T e o B e

Veamos que A = B. Para esto tomaremos las siguientes matrices:

]

=
Lo |

I
¥ =

Por un lado tenemos que A = ED y por otro B = DE.

o B B
oo
o= o
|l e B s
-0 O

=[]
oo o [H

oo~ o
DOO!—'OH

g

3.3. Homomorfismos en o-espacios de Weyl y Besicov-
itch

Ya consideramos homomorfismos en los o-espacios de Cantor, con el teorema de Curtis-
Lyndon-Hedlund caracterizdndolos como los cddigos de bloques, los cuales estdn definidos
por una regla local finita. En esta seccidn giramos nuestra atencidn a los homomorfismos
en los o-espacios de Weyl y Besicovitch. A la fecha no existe un teorema del tipo Curtis-
Lyndon-Hedlund para estas dos topologias. Es la intencidn de este trabajo la de presentar
los resultados més relevantes que se conocen en este rubro con la finalidad de constituir una
monografia con material necesario que pudiera llevar a caracterizaciones de homomorfismos,
pues asi se tendria un mejor entendimiento de los espacios que nos incumben y cuyas métricas
fueron motivadas por la original métrica de Hamming,.

Las funciones entre los o-espacios de Weyl y Besicovitch, en virtud de la observacién 1.1,
son funciones entre clases de equivalencia. Dada una funcién f: X — Y entre o-espacios,
denotaremos por f a la funciones inducida, en caso de estar bien definida. Para hacer in-
capié en cudl de estos espacios estamos trabajando, afadiremos los prefijos o superindices
‘C’, ‘W’ y ‘B’ respectivamente.



42 Homomorfismos en g-espacios

3.3.1. Suprayectividad y equicontinuidad

Como es de esperarse, los mapeos de bloques, es decir, las funciones continuas en o-
espacios de Cantor, son una subclase de las funciones continuas en las categorias de los
o-espacios de Weyl y Besicovitch. Los siguientes resultados tienen que ver con el compor-
tamiento de los mapeos de bloques en los o-espacios de Weyl y Besicovitch, los cuales estdn
bien definidos por estar determinados por una regla local finita. Comenzamos estableciendo
la siguiente notacién.

Definicidn 3.3. Dado un conjunto finito A, definimos

(e

n=>0

Proposicién 3.1. Seo f: A2 — A% un mapeo de blogues. Son equivalentes:

1. f es Csobre.
2. f es W-sobre,

8. f es B-sobre.

PRUEBA. Supongamos que f: A% — A% es C-sobre. Entonces f es sobre en los o-espacios
de Weyl y Besicovitch, es decir, 1 implica 2 y 3. Demostremos entonces las situaciones
inversas. Supongamos que F: .Az — AZ es W-sobre {B-sobre). Tenemos que demostrar que
f: AZ — A% es C-sobre. Por el teorema de Curtis-Lyndon-Hedlum 3.2, f es sobre si y sélo
si existe un entero £ > 0 tal que cada bloque v € A* tiene una preimagen en A**) donde
£(v) denota la longitud de v. Entonces para cada v € .A* necesitamos encontrar u € A1
tal que F(u) = v, donde F': A* — A es la es funcién de bloques que determina a f Por
F(u) entendemos la concatenacién

F(u) = F(uo e uk_l) s F(ug(v) e 'u,k+g(,,)_1).

Sabemos por hipétesis que f es W-sobre (B-sobre), por lo que si tomamos el punto v™ € AZ,

entonces existe un punto y tal que dw(f(y),v™) = 0 (dg(f(y),v*) = 0), por lo que en y
hay un bloque u de longitud & + £(v) — 1 que satisface F(u) = v, hecho que se ilustra en la

figura 3.1.

-
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Figura 3.1: Existencia de un bloque u en la imagen inversa F~'(v).

Definicién 3.4. Sea (X, d) un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Un punto
z € X es equicontinuo si la familia de las imégenes de z bajo f™ es “puntualmente uniforme-
mente continua”, es decir, si para toda ¢ > 0, existe § > 0 tal que para cualquier y € Bs(z),
sucede que para toda n > 0,

d(f"(y), "(=z) <e.

Definicién 3.5. Sea (X, d) un espacio métricoy f: X — X. Decimos que f es eguicontinua
gl es “globalmente uniformemente continua”, es decir, si para toda € > 0y para toda z € X,
existe § > 0 tal que para cualquier y € B;{z), sucede que para toda n > 0,

d(f*(y), (=) <e.

Observacion 3.1. Como el hébil lector se habré dado cuenta, en caso de que f sea sensible
(ver definicién 2.7), no puede haber puntos equicontinuos.

Proposicién 3.2. Si un mapeo de blogques f: AZ — A% es C-equicontinuo, entonces es
también W-equicontinuo y B-equicontinuo.

PrUEBA. Como f es C-equicontinua, existe r > 1 tal que si deo(z,y) < 27, entonces
FMz)o = f*(y)o, es decir, do(f"(z), f*(y)) < 1, para toda n > 1. Teniendolo asi podemos
tomar el mayor entre ¢l radio de la funcién y dicha r. Es ficil ver que se puede hacer crecer
el radio de f por lo que podemos decir que r es el radio de f. Por lo tanto, para cualesquiera
§ <k, 81 Zlj—pk4r] = Ylj—rk+r], entonees f(z) 6 = (¥4 Seae > 0y § = 4.5 Tomemos
y € B} (z). Por la caracterizacién de la distancia de Weyl 1.6, existe [y tal que para cualquier
I > Iy y cualquier k € Z, si y € B¥ (z), entonces
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Figura 3.2: Diferencias entre f*(z) y f*(y) cuando z y y difieren en una coordenada 1.

Observemos la figura 3.2 con la finalidad de comparar f*(z) y f™(y) en las coordenadas del
intervalo [k + 1,k + I], las cuales estdn determinadas por las coordenadas de £ vy ¥ en el
intervalo [k +1 — 7,k + { 4 r]. Vemos que podrian diferir en el intervalo inicial [k + 1,5+ 7],
o bien en el intervalo final [k +1 —r + 1,k +I], o bien en uno de los intervalos internos
[i—ri4+7] C[k+1,k+1] donde i es tal que x; # y;. Se sigue entonces que

#liek+Lk+1| () # fMyh} <

<#liek+L,k+1] |z #w}(2r+1) +' ';%i,ﬁml<16(2'r+1)+2r.
internos Inlcia . ¥

Si hacemos 1§ > 2r, entonces

l

por lo que dw(z,y) < ¢ y entonces f es W-equicontinuo.

Para Besicovitch basta que el hébil lector se remonte a la proposicién 1.6. Lag demostra-
ciones para los o-espacios unilaterales es similar.
-

Proposicién 3.3. Si un mapeo de blogues f: A% — A% tiene un punto C-eguicontinuo,
entonces [ tiene un punto W-equicontinuo y un punio B-equicontinuo.
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PRUEBA. Sea v € AZ un punto C-equicontinuo de f y sea r un radio de f. Tomandoe = 27",
sabemos entonces que existe m > 1 tal que para cualquier y € BS .. (v), es decir que y[_mm =
Vp-mym] = € AZ™1, so tiene que do(f(v), /*(y)) < &, s decir, f*(y)-ns) = FH(V)rs Para
toda n > 1. Tomemos el punto z = 4™ y demostremos que este punto es W-equicontinuo.

Sea £ > 0y tomemos a § = ;5. Sea y tal que dw{z,y) < §. Como ya sabemos, ésto
sucede si y s6lo si existe ly tal que para toda I > [,

#{'I:E [k+1,k+l] :mi%y.:}<lc5.

Fijémonos en f*(z} y en f"(y). Las coordenadas que son distintas entre estos dos puntos
estdn determinadas por las coordenadas en las que difieren z y y. Como z = 4™, entonces
sabemos que ¥ = Tjgi1k+am+1) Para toda k = j(2m + 1). En cada uno de estos intervalos
[k+1, k+2m+1], una diferencia en una coordenada en los correspondientes bloques de z y i
afecta tan sélo a los bloques de f*(x) y f*(y) correspondientes al intervalo [k+1, k+2m+1],
o a lo mis m — r coordenadas en los dos bloques vecinos, es decir, aquellos determinados
por j —1y j+1 (ver figura 3.3). En otras palabras, como la “ventana” que determina a la

m-—r 2r+1 m—r

Figura 3.3: Existencia de un puntec W,B-equicontinuo.

funcién f no siempre estd dentro de [k + 14, k4 2m — 7] y no sabemos lo que genera en la
imagen, tenemos que suponer que son distintos, lo que nos generan dos bloques de longitud
r ¥ que se encuentran al principio y al final del intervalo La suma total de las coordenadas
distintas es a lo més 4m — 2r 4+ 1. Asi, tenemos que

Fielk+L,k+1: fMa) # M)} < i€ k+ LE+ 1z # gif(dm - 2r + 1)

< (4m —2r +1)l6 = le,

por lo que z es W-equicontinuo.

La demostracién para Besicovitch se sigue de nuevo gracias a la proposicién 1.6. Los
casos unilaterales son semejantes.
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Veamos que no ocurren los reciprocos de las dos proposiciones anteriores, y para esto
con un simple ejemplo nos basta.

Ejemplo 3.2. Tomemos el corrimiento o(z); = x;11. Como anteriormente vimos, ¢ es una
isometria en los o-espacios de Weyl y Besicovitch, por lo tanto es un mapeo de blogues
equicontinuo en estos g-espacios, pero no es C-equicontinuo, es més, es un mapeo de blogues
que es C-sensible y C-transitivo. Demostremos esto 1iltimo, es decir que que & es C-transitivo.
Tomemos dos cilindros cualesquiera [u;i] y [v; 4] con u,v € A* y i, j € Z. Es claro que existe
k € N tal que 67%([v; j]} N [u;4] # @. Por la observacion 3.1, un sistema que es sensible no
puede tener puntos equicontinuos, por lo que el regreso de las proposiciones 3.2 ¥ 3.3 no se
cumple.

3.3.2. Puntos estables

Definicién 3.6, Sea X un conjuntoy f: X — X, Un punto z € X es periddico de periodo n
si f*(x) = z para alguna n > 1. El minimo n > 1 con esta propiedad es el periodo minimo
de z. Un punto periédico de periodo uno es un punto fijo.

Definicion 3.7. Sea (X, d) un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Un punto
fijo x € X es estable 81 cumple la definicién 3.4 y existe una “vecindad atractora” U de x tal
que para tedo y € U,

lim f*(y) = =.

n—oo
Un punto periddico de periodo n es estable si es estable para f™.

Lema 3.3. Sea z € AZ es un punio periddico C-estable de un mapeo de bloques f: AL — AZ.
Supongamos que z posee una vecindad V tal que {f* | n € N} es equicontinua en V. Entonces

o(z) =z y (&) = z.

PRUEBA. Ses p el periodo de z. Si U es una vecindad atractora de z, entonces o{z) es un
punto periédico C-estable con vecindad atractora o(U). Sin pérdida de generalidad, tomemos
alU = {y:de(z,y) < 27™} lo que quiere decir que para toda y # z con y € U, se tiene que
Yl—mm] = T[-m,m] ¥ ddemés

lim f**(y) = z.

—0o0
Si tomamos una k suficientemente grande, entonces U No*(U) # & y también UNo*+1(U) #
&, lo cual se sigue del hecho de que U es un cilindro. Como estas intersecciones son distintas
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del vacfo, podemos agarrar dos puntos y € U Ng*(U) y z € U N o*(U) y luego aplicarles
la funcién f, tomando sus respectivos limites
o 5 D
Jim fy) vy lim f(2).
Como ambos estén en la vecindad atractora U, tienen que converger a z bajo iteraciones de
f2, es decir,
lim fP(y)=z=0"z) y lm f(z)=g2=0""(z),

n—oo n—o0

por lo que concluimos que o{z) =  y = a™ para alguna a € A.

Nos falta demostrar que f(z) = z. Como o(z} = z, f(z) = b™ para alguna b € A. Como
sabemos, x es un punto estable y para cualquier y € U,
lim f"(y) = .

n—eo

Tomemos un punto z que nog convenga y que definimos como %, =asii < Ny 2z =bs
i > N.Si N > m, entonces este punto estd en U/, pues

{ie[-mm]:zx#a}l=9.
Como 2z estd en una vecindad atractora de z, podemos tomar el limite

lim f"(z) = =z.
n—00
Para demostrar que f(z) = z basta ver que a = b, ya que sabemos que z = a® y f(z) = b*°.
Para esto tomamos nuestro punto 2z y le aplicamos la funcién y el limite
lim (z) = a*,
n—oo
Como bien sabemos, el corrimiento conmuta con el mapeo de blogues, sin embargo aqui uti-
lizaremos el hecho de que la {f*} es equicontinua en la vecindad V, para poder conmutar
los limites. Por lo que aplicamos el corrimiento con una pequefia variacidn:
1f k (H np ) = 1i kr oo
k—u:g)o- n—rIBof (z) k—»rgoa- (a ),
y conmutando con el corrimiento y los lfmites pues {f*} es equicontinuo en todo V tenemos
que
lim f™° (ll’m ak(z)) = @™
n—oc k—o0

(Esta propiedad esta justificada en [8] en la pégina 144). !

1En [1] los autores omiten cualquier detalle de ésta demostracién y a la fecha de impresién de esta tesis
la. tinica forma de justificar fue agregando la condicién de equicontinuidad en la vecindad V.
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Como b estd en la 6rbita de x, tiene el migmo periodo p, y tomando el limite tenemos
que
» np + k — 1t npipocy _ 100
o P i ) = Ji, TPy

Por ¢l anélisis anterior obtenemos que a = b y por lo tanto el periodode z es p= 1.
b 4

Proposicién 3.4. Sea z € A% es un punto periddico C-estable de un mapeo de bloques
f: A% = AZ. Supongamos que x posee una vecindad V tal que {f™ | n € N} es equicontinua
en V. Entonces T es W-estable y B-estable.

PRUEBA. Recordemos que por el lema anterior sabemos que si z es C-periddico estable,
entonces z es de la forma 2 = a® y f(z) = 2, ¥ como es C-equicontinuo, y por la prueba de
la proposicion 3.3, T es también W-equicontinuo y B-equicontinuo.

Como z es C-periédico estable, existe rn > 0 tal que para todo y € U = {y €
A | Yl mm) = @™}, tenemos que limy, .o f*(y) = =z, por lo que la vecindad U cumple
que f(U) C V para alguna s € N, donde V = {y € A% | y_m-1,m+1] = a®™"3}. Esto pasa
pues U es una vecindad atractora, tenemos que Ve > 0, existe Ny, € N tal que Vs > N se
tiene que de(f*(y), z) < ¢ para toda y € U, por lo que basta tomar £ < 2-m+1),

Todo lo anterior es en Cantor, por lo que ahora nos fijamos en la siguiente vecindad en
Weyl:

r _ Z
U —{ye.A |dw(m,y)<2m+1}.

Para cada y € U’, existe una [ tal que para toda k, el numero coordenadas de % que son
distintas a a en la ventana [k + 1,k + I{2m + 1)] estén acotadas por I, es decir que

#Lek+1Lk+12m+1)] |y #a} <l

Hagamos un andlisis de la expresidén anterior. Tenemos que para cada coordenada i en la
cual y; # a por lo menos hay 2m+ 1 coordenadas que son iguales a ¢ y utilizando el principio
de las casillas tenemos que siempre en cada sub-bloque de longitud {(2m + 1) en y hay un
sub-bloque u = a?™+1,

Por la primera parte de la prueba tenemos que después de s > Ny, iteraciones de f, es
decir f*(y), aparece una a en ambos lados de nuestro blogue u de longitud 2m+ 1. Como las
coordenadas i donde ; # a son alo mds I —1 y la longitud de la ventana es 2m+1, entonces
tomamos a t > s{l — 1)(2m + 1) y después de ¢ iteraciones de f tenemos que fi(y) = z en
Weyl.

-
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Veamos en el siguiente ejemplo que si tenemos puntos W-estables y/o B-estables, éstos
no tienen que ser C-estables.

Ejemplo 3.3. (Autémala celular de Gilman) Sea f(z); = i1 Ziy2. En este mapeo de bloques
el punto 0 es W-estable pero veremos que no es C-estable. Es claro que 0 es un punto fijo.
Veremos que para cualquier vecindad existe un elemento de ésta que al aplicarle la funcidén
iteradamente no se obtiene convergencia a 0°° de acuerdo a la topologia de Cantor.

Sea £ > 0y tomemos {z € AZ | do(z,0) < £}. Como ya es costumbre, encontramos un
cierto entero m > 1 tal que zi < €. Pasandolo a los cilindros lo que tenemos es

Cp = [0**!; —m] = {z € A% | si i € [-m, m], entonces z; = 0}.

Ahora apliquemos el mapeo de blogues a todos los elementos del cilindro Cy. Como sabemos,
éstos van a dar a un cilindro, pues al aplicar el mapeo sélo al las coordenadas [—m, m] que
determinan al cilindro Cy, éstas, al mandarlas bajo f, estdn contenidas en un cilindro que
estd determinado por ceros en las coordenadas [—m — 2, m — 1] (ver el siguiente diagrama):

-~
o=

TR
Qe O
o=
O
O

f(y)

Més precisamente, f(Cy) C {y € AZ| sii€ [-m—2,m—1], entonces y; = 0}. Entonces lo
que nos queda esté contenido dentro del cilindro [0?™+2; —m—2]. Asf, cada vez que aplicamos
f, los blogques de ceros se recorren a la izquierda dos coordenadas y gana un cero, por lo que
¢l limite bajo iteraciones de f de un elemento de Cy puede ser distinto de 0°°. Concluimos
que ¢l inverso de de la proposicién 3.4 no es cierto.

3.3.3. Sensibilidad y transitividad

Proposicién 3.5. Si un mapeo de blogues f: AZ — A? es W-sensible 0 B-sensible, entonces
es C-sensible.
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PRUEBA. Si f es W-gengible o B-sengible, entonces quiere decir que no tiene ningin punto
W-equicontinuo o B-equicontinuo respectivamente. Por la proposicion 3.3, no tenemos puntos
C-equicontinuos, pues de tenerlos serfan puntos W-equicontinuos y B-equicontinuos, pero ya
habifamos mencionado antes que f no tiene puntos W-equicontinuos ni B-equicontinuos.

Por un teorema que demuestra Kurka en [4], se sabe que si un mapeo de bloques no es
C-sensible, entonces el conjunto de puntos C-equicontinuos Eq(f) es un conjunto residual,
y como bien sabemos nuestro conjunto de puntos equicontinuos (el vacio} no cumple con
tal definicién, por lo que f es transitiva. Pero para toda persona que no se acuerde de la
definicidén, recordemos qué es un conjunto residual.

Definicion 3.8. Sea U C X donde X es un espacio topoldgico. Decimos que U es residual si
contiene una interseccién numerable de conjuntos densos abiertos.

Claramente en un espacio métrico completo (que es nuestro caso), el conjunto vacio no
eg residual.

Bueno, ya sabemos que Kurka nos dice que si f no es C-sensible, entonces el conjunto
de puntos C-equicontinuos E¢(f) es residual. Lo que nos falta hacer es demostrar lo que dice

Kurks.

Proposicién 3.6. Si f: AZ — A% es un mapeo de blogues no C-sensible, entonces Eq(f)
es residual.

PRUEBA. Contradiciendo la definicién de ser sensible tenemos lo siguinete: Sea z € A% un

punto, tomemos a € = . Sabemos que do(f*(z), f*(y)) < & para cualquier y € A? tal
que do(z,y) < d) para alguna &¢). Sea o) = % lo que quiere decir que s z; = y; con

i € [-m,m|, entonces f*(x)—1 = f*(f)[-1,1 para todan € N.

Definamos a z = T ] Entonces el punto z es C-equicontinuo.

Veamos que Fg¢(f) contiene una interseccién numerable de conjuntos densos abiertos.
Para, generar esta interseccién, sea Vx = {w € A% | T[—m,m) aparece 8l menos K veces en w}.
Primero verifiquemos que son densos. Para toda ¢ € A% y para todo £ > 0 existe ¢t € Vi tal
que do(g,t) < £, tomando £ = ... con n € N suficientemente grande de forma que €/ < e y
t € AZ definido de la siguiente forma: t; = ¢; si i € [—n,n], y cualquier cosa si ¢ > |n|, pero
asegurando que F[_m.m) C t &l menos K veces. Se tiene entonces que dc(g,t) < £’ < e. Por
lo que Vi es denso en todo nuestro espacio. Es claro que Vi es abierto.

Tomemos la interseccién de todos, V' = (g, Vi, 1a cual es una interseccién numerable
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de densos abiertos y es un subconjunto del conjunto de puntos equicontinuos V' C Eg(f),
pues al menos tienen a z y bajo el corrimiento los puntos serdn equicontinuos.

Por lo anterior, un mapeo de bloques es en el ¢-espacio de Cantor al menos tan sensible
como lo es en los o-espacios de Weyl y Besicovitch. ;Suceders lo mismo para la transitividad?
Es decir, ;si un mapeo de bloques f es W-transitivo o B-transitivo, entonces es C-transitivo?
La respuesta es afimativa y, como todo, hay que demostrarlo.

Proposicién 3.7. 5S¢ un mapeo de blogues f: AZ — A% es W-transitivo o B-transitivo,
entonces es también C-transifivo.

PRUEBA. Para demostrar que un mapeo de blogues f es transitivo debemos recordar la
definicién 2.3. Como ya lo recordamos, ahora tomemos dos bloques de letras u, v € Al-™™
y las vecindades en Cantor que generan, a saber, BY . (u) y BS ..(v) y demostraremos que
BE . (u)n f*(BY...(v)) # @ para alguna n € N.

Los bloques u y v, que son elementos de A" determinan los puntos u™ y v™ en AZ.
Tomemos las vecindades en Besicovitch alrededor de este par de puntos B2 {u™) y B2 (v>).
Como f es B-transitivo, existe z € A% tal que x € BE(u™®) y f*(z) € BZ(v™) para alguna
n € N, y como ya es costumbre, usamos la caracterizacién de la distancia de Besicovitch
1.8: Exdste una [y tal que para cualquier { > [ lag diferenciag entre log puntos en la ventana
[—1,1] estén acotadas por (204 1)e. Como en todas las matemdticas, vamos hacer un poco de
trampa: hacemos I’ = m+(2m+1} de forma que en la ventana [-m—(2m+1){, m+(2m+1){]

las diferencias son menores que (2m+ 1}(2{+ 1)e. Tomando € = ?,(Tl.u)a la dltima expresién
es igual a 21 1o que quiere decir que
. oy L 2+1
#lice[-m—-0Cm+1l,m+(2m+ 1)l |z # (™)} < 3
¥
2041

#ie[-m—(2m+ 1im+ (2m+ )] | fMz)i # @7k} < —3

De esta forma se puede ver que por cada diferencia en la ventana tenemos un bloque de
tamafio 2m + 1 que serd igual a « y de igual forma para la imagen, pero no para cualquier
bloque, si tomamos una l; < I, entonces haciendo j = (2m+1)I; tenemos que jj_m4jym] =
¥ ™) [j—m,j+m] = v ¥ utilizando el corrimiento,

o¥(z) € BC(u™). [ (B (w™).).
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b g

Proposicién 3.8. $i un mapeo de blogues f: AZ — AZ es C-cadena transitivo, entonces es
W-cadena transitivo y B-cadeno transitivo.

PRUEBA. Para poder demostrar que f es W-cadena transitivo, necesitamos recordar tal
definicidn 2.5. Asf, para que f = F,, sea W-cadena transitivo necesitamos encontrar una
W-cadena tal que para cualquier par de puntos z,y € AZ, se pueda llegar de = a y a través
de ella. Ya que la distancia de Cantor depende de un nimero finito de coordenadas, una C-
cadena estard determinada por una sucesion finita de bloques. Si podemos encontrar una C-
cadena de longitud fija para cualquier par de blogues del mismo tamafio, tendremos resuelto
el problema pues a través de estas C-cadenas encontraremos la W-cadena 2%, ...,z" € AZ
que nos manda de ¢ a y.

Pongamos nuestra atencién en la regra local de f, es decir, en F: Al — A para
cierta r. Sea z* € A% una 2 ™-cadena en Cantor. Tomemos una de las coordenadas que
nos interesan en un punto de la cadena, a:;-""l con |§| € m, pues como es una 2-™-cadena en
Cantor, esta coordenada viene de un un bloque de un punto anterior g7t = F(z}_, ... z},,).
Asi, como lo habfamos mencionado, nuestra C-cadena estd determinada por la sucesién de

bloques z{ , ., € A7

Ahora bien, para alguna letra ¢ € A el punto a™ es periédico bajo f, digamos que el
periodo de ¢™ es p. Como f es C-cadena transitivo, podemos encontrar una 2~ ™-cadena
a?mHIr+l — o1 42 .. 4™ = u donde u € A?™*+?"+1 Tomemos los tltimos p bloques, es
decir 4" P, ..., 4", coloquemos a estos bloques dentro de un bloque w de mayor tamaifio
de forma que cada uno de los bloques antes mencionados sean sub-bloques de w. Digamos
que el tamaiio del blogue w es 2b+ 1 y tomemos una 2-¢"-cadena en Cantor de a®+! a w
de longitud . Si g6lo nos tomamos las coordenadas de w en donde estdn los bloques de la

primera cadena, obtenemos cadenas de mayor longitud de e 3 w.

Hagamos un examen més detallado de la dltima afirmacién. En las coordenadas en donde
ge encuentra, log filtimos p bloques u* con i € [n —p+ 1, n] tenemos que hay una 2~™-cadena
de a®™+27+1 g 4t de longitud I, ya que cada uno es sub-bloque de w y existe la cadena de
a?t! a w de longitud I. Como cada uno de estos bloques pertenecen a la cadena de ™! a
u, podemos generar cadenas de longitud 1,1+ 1,...,1 4+ p— 1 de a®™*! a u, restringiendo la
cadena a las coordenadas en donde estdn ubicados los u' y aplicando el resto de la cadena
original. Como a™ es periddico, podemos encontrar cadenas de longitud ¢,¢+1,...,g+p—1
con g = tp con t > 0, donde todas son de longitud mayor que 1.

Si tenemos una 2 ™-cadena de un bloque cualquiera v € A*™t¥rtl g ¢ podemos
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congtruir una 2 ™-cadena de v a u. Esta C-cadena seria la que nos interesa y podemos
afirmar que dicha cadena es de longitud ¢ para algiin entero g > 0.

Observacidn 3.2. Como los bloques de un mismo tamafio son finitos existe una cadena de
q
longitud méxima de v a a?™+2r+L,

Hagamos la construccién de esta cadena, tomando v € A?™+2+1, Sea {zy,...,2x} la
C-cadena de v a a®™t?*1_ por lo que los primeros k términos de la cadena de v a « son de
la cadena de v a ¢?™+27+! y los {iltimos términos de la cadena son los términos de alguna de
las cadenas de a?™*?*1 g i completando asf la cadena de v a .

Para poder ver que para toda v € A?™t?*1 ]a cadena de v a u tienen la misma longitud
nos fijamos en la primera parte de la cadena antes construida, en particular en

méx{k, € N | k es la longitud de la cadena v a g®™+2"t1}

y nos fijamos en gu regiduo mdédulo p, digamos b. Completamos la cadena con los términog
de la cadena de a>™t? ! g u cuya longitud sea ¢ tal que ¢+ b = #p con ¢ > 0. Esto nos
da cadenas de cualquier v a u, todas de longitud miltiplo de p. Entonces podemos hacer
que todas las cadenas tengan la misma longitud tomando la érbita de a® bajo f, alargando
asl nuestra cadena en p térmings, por lo que podemos encontrar una g maxima para todas
nuestras cadenas.

Como habiamos mencionado anteriormente, habia que demostrar que para cualquier v
y # podiamos encontrar una cadena que nos mandara los bloques v a los bloques de u de
cierta longitud fija, y que para cada una de estas cadenas de blogues las cadenas fueran de
la misma longitud. Esto ya lo demostramos, lo que nos queda para el o-espacio de Weyl es
exhibir una cadena para cualesquiera z, i € A% en cada intervalo

[bj,¢jl = [-m=r+j2m+2r+1),m+7r+j(2m+2r + 1)]

con j € Z. Podemos construir nuestra 2-™-cadena de xp, ¢ ) & Y, ] 51 tomamos a =zy
=y

Esta es la cadena que buscdbamos, es més,
dw(f(z"),2*1) =0
paratoda 1 <i<gq.

A contimacién daremos un ejemplo en donde se ve que ¢l inverso de la proposicién 3.7
no ¢s cierto.
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Ejemplo 3.4. El mapeo de bloques dado por f(z) = z (la identidad). Demostremos que e
W-cadena transitivo y no es C-cadena transitivo.

Sea z,y € A% y a £ > 0. Para poder hacer la c-cadena transitiva de z a y primero
encontremos una g € N tal que % < e. Fijamos nuestra atencién en z! que est4 construido
de la siguiente forma:

0
T

sii+# pg paratodap e Z

L

y; ©5ii=pqparaslgunapcZ
y verifiquemos la distancia de Weyl entre z° y z', observando

{ielk+1,k+1 |z #zl}
# I .

Si tomamos a la ventana de tamafio ] = ¢ y todas las coordenadas son iguales excepto la
coordenada i = pg con p € Z nos da

fiek+1L,k+0 2042} 1
I g

por 1o que dw(z°, z!) = ‘—f, <E.

De igual forma podemos definirla para todos los residuos médulo ¢ v nos quedaria de la
siguiente manera:

x{“l sii#pg+jparatodapeZ

-

Ui sii=pg+ j para alguna p € Z

con j € {0,1,...,¢ — 2,9 — 1}. Es claro que dw(a’, f(#/~?)) = 1, generando asf la cadena.
Por lo que de z° = z a y nos toma a lo més g pasos, entonces la identidad es W-cadena
transitiva.

Falta demostrar que no es C-cadena transitiva.
Esto es ficil de ver pues si en la coordenada 0 de z y la coordenada 0 de y no son iguales,

no hay forma que podamos encontrar una cadena en donde se cumpla que de(z?, f(r1)) < e
pues siempre estdn a distancia 1.
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3.3.4. Expansivilidad y propiedades o-invariantes

Proposicién 3.9. Ningtin mapeo de blogues es es B-positive expansivo.

PRrRUEBA. Para hacer esta demostracién, primero recordemos la definicién 2.6... ya? Ahora
necesitamos encontrar un par de puntos que bajo ningiin mapeo de bloques se separen en
Besicovtch, para esto tomaremos a nuestro alfabeto A = {0, 1} y la distancia de Besicovitch.

Fijemos un g > 0. Por la propiedad arquimediana podemos encontrar un entero g que
cumpla con 5 < ¢. Construyamos los puntos z,y € {0, 1}2 donde z y y son simétricos
(x; = z_3), por lo que nuestro andlisis lo podemos restringir solo a = € A~. Nuestros puntos

serén de la forma o g
T = 09'19°0719°0917" .

Yoo = 170417071907 ..

Para poder calcular dg(0®, ) observemos dénde son distintos. En este caso las diferenciag
se dan en los bloques de unos. Si hacemos crecer nuestra ventana ! = ¢' +¢°+...¢*"t"' +¢*"
en donde tomamos las diferencias, obtenemos [ = 9"— Fijdndonos en las coordenadas
que son distintas obtenemos

#Hie ol -1]|z#0 ="+ +...¢
y realizando més cuentas obtenemos
2n+1 =

Como es un promedjo hay que dividir entre €l tamafio de nuestra ventana, lo que nos da
como resultado —+1 ¥ esto sabfamos que es menor que &, es decir,

dB(OW, SL') <e

v como el caso es andlogo,
dB( ) < €,

Tomemos a f = Fy, con F: A — Ay analicemos qué pasa cuando aplicamos F a cada
bloque de longitud  + 1 donde todo el bloque son 0 o 1, pues los bloques que no son de esta
forma son muy pocos en comparacién al total de los bloques en las palabras, es decir que su
densidad es nula y siendo asi, 1o que modifican no es significativo. Entonces tenemos cuatro
casos distintos.
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1. Si F(0"Y) = 0 y F(1"*1) = 0, entonces da(f(z),0%) = 0 y V¢ € N,
ds(f'(z), F(07)) <e.
2. Si F(0"tY) =0y F(17*!) = 1, entonces dp(f(z),z) =0y Vt €N,

i t ¢ oo 1
da(f*(z), f1(0°)) < a+1 <E&.

3. Si F(0rtY) =1y F(17*') = 1, entonces dg(f(y),1*) =0y Vt €N,
da(f*(2), F(1°)) <e.
4. 8i F(0"1Y) =1y F(1711) = 0, entonces dp(f(z),1®°) =0y ¥t € N,

da(f4a), £107) < 7 <o

Como en todos los casos tenemos que hay puntos que no se separan, se obtiene que no existe

un mapeo de blogues B-expansivo. -

Proposicién 3.10. Sea f continuo que conmuta con el corrimiento en el especio de Weyl.
Supongamos que [ es W-eguicontinuo, W-sensible 0 que = es un punto W-equicontinuo de
f. Entonces o™ o f tiene la misma propiedad. Las mismas afirmaciones son ciertas para el
espacio de Besicovitch.

PrUEBA. Es ficil ver que estas propiedades se dan pues o es una isometria en ambos espacios

y todas estas propiedades tienen que ver con la distancia. -

A continuacién daremos un ejemplo de una funcién que no es un mapeo de bloques y que
es un homomorfismo en los o-espacios de Weyl v en Besicovitch, por lo que en los o-espacios
de Weyl y de Besicovitch no se cumple el teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund 3.2.

Ejemplo 3.5. Definamos la siguiente funcién f: A% — AZ donde A = {0, 1, s}

¢ < ;
at+btec S ik = asibs®c

a+b Sl Zj_j1,00) = G875
flz)i=4 b+ec S T(_ooirkin = s¥bs*c
b Sl Z(_oo00) = 5708

s si ;=8
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donde a,b,c € {0,1}.

Para poder hacer esto veamos que si tomamos una n fija y la ventana inducida por ésta
en la imagen y el dominio de la funcién, por cada diferencia en la ventansa del dominio de la
funcién en el peor de los casos nos da tres diferenciag en la ventana de la imagen y para que
todo salga bien supongamos que también al principio y al final son distintas, por lo que la
desigualdad queda de la siguiente forma:

#{j € [-n,n| | z; # y;} < 3#{j € [-n,n] | flz); # flz);} + 4

Dividiendo entre n y tomando el limite superior cuando = tiende a infinito, obtenemos que
dw{f(z), fy) < 3dw(z,y) por lo que queda demostrado que es W-continua y, gracias a la
proposicién 1.6, también es B-continua. La funcién f es o-invariante por definicién, por lo
tanto es un W,B-homomorfismo.
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