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Introduccién

Un principio fundamental en Ciencia es que la naturaleza es en
esencia simple, a pesar de que su comportamiento pueda parecer com-
plicado. El reto es entonces explicar los patrones y simetrias de tal
complejidad de forma sencilla. En términos matematicos las simetrias
aparecen como estructuras algebraicas formadas por transformaciones.
A veces como grupos finitos, discretos, continuos, de Lie, etcétera. En
Fisica Cuantica, por ejemplo, en la descripcion del momento angular,
segun la mecénica cuantica, aparece el algebra de Lie simple de tipo
Ay >~ sus, que es el dlgebra de Lie del grupo de Lie SU; que es, a su vez,
localmente isomorfo al grupo de rotaciones en dimension tres. En los
modelos de las interacciones fuertes y electrodébiles aparecen algebras
de Lie que son sumas directas de semisimples y abelianas [28]. Sin
embargo, problemas més complicados en fisica fundamental requieren
nuevas generalizaciones. La llamada teoria de sistemas cuanticos inte-
grables ha iniciado el estudio de una nueva clase de simetria; los objetos
matematicos relacionados son llamados grupos cudnticos. El papel de
los grupos cuanticos en mecdanica cuantica es similar al de los grupos
de Lie en geometria clésica y en la teoria general de la relatividad de
Einstein [15].

Existen diferentes construcciones de grupos cuéanticos: la de
Drinfeld-Jimbo, la de Faddeev-Reshetekhin-Takhtajan, de Manin y la
de Woronowicz.

En el presente trabajo nosotros trabajamos con grupos cuanticos
de Drinfeld-Jimbo.

., Qué es un grupo cuantico? De forma muy general, de acuerdo con
Durdevich [26], es un espacio cudntico con una estructura adicional
analoga (en cierto sentido) a la de grupo. Expliquemos: por espa-
cio cuantico se entiende una generalizacion del concepto geométrico
de espacio. Tal generalizacién se hace primero generalizando el con-
cepto de punto; traduciendo el concepto geométrico en un concepto
algebraico: punto se traduce en cardcter de un algebra conmutativa
(ver [26]). Entonces la generalizacién consiste en permitir el uso de
algebras no-conmutativas: un punto cudntico es entonces un caracter

vii



viii INTRODUCCION

sobre un édlgebra no-conmutativa (en general) y un espacio cudntico es
una coleccién de tales caracteres. Como en principio no siempre exis-
ten caracteres, es posible que un espacio cuantico no sea una coleccién
de puntos. Lo cual muestra la flexibilidad de esta nueva geometria no-
conmutativa, y como consecuencia su posibilidad de aplicaciones a la
Fisica. En particular su potencial para describir de manera coherente
el espacio-tiempo a todas las escalas: el viejo sueno de unificar la Fisica
Cuéntica (micromundo) y la Teoria de la Gravitacién (macromundo);
en contraste con las descripciones usuales en las que se encuentran in-
coherencias matematicas en escalas del orden de [ la longitud de Planck
que es

donde 7 es la constante gravitacional, i la constante de Planck y ¢ la
velocidad de la luz.

Como uno puede notar la clave de estas generalizaciones es el paso
de las estructuras conmutativas a las no-conmutativas.

La descripcion anterior estd méas cercana a los grupos cuanticos de
Woronowicz que se consideran como duales a los de Drinfeld-Jimbo,
y éstos ultimos (que son nuestro principal interés), al igual que los
de Woronowicz se describen haciendo generalizaciones no-conmutativas
de ciertos objetos algebraicos infinito dimensionales que son llamados
algebras envolventes universales de dlgebras de Lie. De forma mas
precisa, tales generalizaciones son no-coconmutativas.

Que tal generalizacién no-coconmutativa puede obtenerse desde la
estructura finito dimensional de una generalizacion del concepto de
algebra de Lie en el caso A, positivo es la principal afirmacién del
presente trabajo. Es decir, se afirma que existen generalizaciones no-
conmutativas (cuanticas) de algebras de Lie.

De hecho, recientemente se ha conjeturado la existencia de algebras
de Lie (semisimples) generalizadas de tal forma que sus envolventes
universales, tambien generalizadas, deberian ser exactamente los lla-
mados grupos cuanticos de Drinfeld-Jimbo. De existir tales deberian
de llamarse dlgebras de Lie cudnticas [47, 45]. En otras palabras, se
conjetura que un grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo no es mas que un
algebra envolvente universal de un algebra de Lie cuantica.

En el presente trabajo exponemos nuestra propia propuesta de
algebra de Lie cuantica. La llamamos T-algebra de Lie, para evitar
confusiones con las generalizaciones ya existentes, por un lado, y por
otro para remarcar el hecho de que éstas T-Lie dlgebras estan inspira-
das en las S-dlgebras de Lie de Gurevich [32].
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Recordemos que un algebra de Lie sobre un anillo conmutativo uni-
tario k es un k-médulo L junto con un morfismo [,]: L ® L — L tal
que

(1) [,]s = —[,], (antisimetria);
(2) L1 ]2(s182 + 5281 + Id ® Id ® Id) = 0, (identidad de Jacobi);

donde s denota al switch x @y +— y@ax v 51 = s® Id : L3® — L3,
so=Id®s: L3 = L3 [, =1d®],]: L*® — L*® [35, 34].

Una fuente importante de ejemplos de algebras de Lie lo proporcio-
nan las dlgebras asociativas, si definimos [z, y| = xy —yz, Vz, y elemen-
tos del algebra asociativa. De hecho, ésta es la tinica fuente de ejemplos
en el sentido de que cualquier algebra de Lie libre como k-moddulo se
puede sumergir en una k-algebra asociativa U(L) llamada envolvente
universal de L, segun el teorema de Poincaré-Birkhorfl-Witt [12]. Aun
mas: la estructura lineal de U(L) es polinomial. Sin embargo no puede
decirse que el estudio de las dlgebras de Lie puede hacerse a través
de las élgebras asociativas, puesto que en general U(L) es demasiado
grande comparada con L; mientras L es de dimensién finita, U(L) no
lo es. Sin embargo el dlgebra envolvente universal refleja muchas de las
propiedades de L. Por ejemplo, el hecho de que el morfismo diagonal
L — L®L, z— x@z sea un morfismo de algebras de Lie (la suma
directa L @ L es, de manera natural, un algebra de Lie), es traducido
en el hecho de que U(L) tenga un coproducto: U(L) — U(L) @ U(L).

Asi el algebra envolvente universal U(L) del dlgebra de Lie L tiene
una estructura y coestructura compatibles entre si, con ciertas propie-
dades adicionales: U(L) es un dlgebra de Hopf [1, Ejem. 2.5 p.59].

Las algebras de Lie de dimension finita consideradas como las mas
interesantes son las llamadas dlgebras de Lie semisimples. En tal caso
sus envolventes universales pueden ser presentadas por una famila finita
de generadores y siete familias de relaciones, gracias al teorema de Serre
(34, 18.1 p.96, 18.3 p.99].

A principios de la década de 1980, simultdneamente V. Drinfeld
y M. Jimbo encontraron nuevas &dlgebras de Hopf no conmutativas
como formalizaciones del llamado método de dispersion inverso usado
en Fisica-Matematica [22, 23, 38]. Estas nuevas algebras de Hopf,
llamadas grupos cudnticos de Drinfeld-Jimbo o envolventes universales
cuantizadas [36], surgen al anadir esencialmente un nuevo pardmetro
q a las relaciones de Serre que describen las envolventes universales de
las dlgebras de Lie semisimples. Se denotan como U,(L).

Las envolventes universales cuantizadas tienen la caracteristica de
que cuando se toma el limite ¢ — 1 se colapsan a las envolventes
universales clasicas: U,_1(L) = U(L).
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Esta es la construccion usual de los grupos cuanticos de Drinfeld-
Jimbo: tomar L un algebra de Lie, construir entonces su envolvente
universal U(L) para luego cuantizarla mediante la introducciéon de un
pardmetro de deformacion g y obtener entonces el grupo cuantico U, (L)
que es un algebra de Hopf no conmutativa.

U(Ly) =? = Uy(L) ——~ U(L)
*

q—1

(0.1)

L, ="

q

L

g—1

Debido a que las dlgebras envolventes universales cuantizadas tienen
muchas propiedades que comparten con las envolventes universales
clasicas (el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, por ejemplo [58]) se
especula que es debido a que existe un algebra de Lie cuantizada (en
algun sentido por descubrir), que produce como envolvente universal
generalizada (en algtn sentido) a su cuantizacién.

Esto es, se conjetura que existen algebras de Lie generalizadas L,
con envolventes universales, también generalizadas, que hacen conmu-
tar el diagrama (0.1)

Se espera que tales algebras de Lie cuantizadas sean de dimension
finita. Tal concepto seria 1til porque en lugar de tener que trabajar con
todo el grupo cuantico sélo tratariamos con la dlgebra de Lie cuantica
[47] de dimensién finita.

Existen varias propuestas para el concepto de algebra de Lie
cuantica. Entre las mds importantes estdn, la de Woronowicz [61],
que tiene generalizaciones tanto de la antisimetria como de la identi-
dad de Jacobi para trenzas (que son generalizaciones del switch); la de
Majid [47], que sélo tiene una generalizacién de la identidad de Jacobi,
también para trenzas; la de Lyubashenko-Sudbery [45], con generali-
zaciones tanto de antisimetria como de la identidad de Jacobi, pero no
necesariamente para trenzas; la de Delius-Gould [17], con sélo una gen-
eralizacion de antisimetria, sin identidad de Jacobi; la de Kharchenko
[41], sin antisimetria ni identidad de Jacobi, sino con un punto de vista
muy diferente: generalizacion del criterio de Friedrichs (caracterizacién
de la estructura de Lie por medio de primitivos).

En el articulo [45] aparecen los requerimientos ideales para un
algebra de Lie cuantica, estos son:

(1) El algebra de Lie cuantica g, debe de ser un espacio vectorial
de la misma dimensién que el algebra de Lie clésica g.
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(2) Debe de ser una deformacion de g, es decir, el dlgebra de Lie
clasica debe de obtenerse en el limite ¢ — 1.

(3) Debe de tener una operacién binaria: el corchete de Lie
cudntico.

(4) El corchete de Lie cudntico debe de ser una funcién bilineal de
9, ® 8q a gg-

(5) Debe de satisfacer una identidad de Jacobi y un axioma de
antisimetria.

(6) Estos axiomas deben de establecerse sélo en términos del cor-
chete de Lie cudntico (es decir, sin referencia alguna a una
pre-existente dlgebra envolvente).

(7) El algebra de Lie cudntica debe de aparecer como un subes-
pacio del dlgebra envolvente cuantizada, siendo el corchete la
accion adjunta del algebra de Hopf de x sobre y.

(8) Debe de ser posible definir las relaciones del algebra envol-
vente en términos del corchete de Lie cuantico, interpretando
el corchete como un conmutador con expresién cuadratica.

(9) Debe de existir un teorema de Poncaré-Birkhoff-Witt estable-
ciendo que el algebra envolvente universal cuantizada tiene una
base que consiste de monomios ordenados de los elementos del
algebra de Lie.

Nuestra propuesta satisface todos ellos, excepto la segunda parte
del punto 7: el corchete de Lie cudntico no coincide con la accién
adjunta del de la estructura de Hopf del algebra envolvente universal
(ver capitulo 3, nota 5.1). Tales son las virtudes de nuestra propuesta.
Entre los defectos que tiene es que sélo parecen funcionar tales ideas
con las partes negativas y positivas de las algebras de Lie, no para la
totalidad.

El presente documento estd organizado como sigue: en el capitulo
1 se enuncian los resultados principales con sélo breves ideas acerca
de las demostraciones. Las demostraciones detalladas aparecen en los
capitulos siguientes. En capitulo 2 se explora la idea de utilizar el
teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt en el caso cuantico para extraer
una algebra de Lie cudntica. En la literatura existen varias formas de
obtener bases del tipo Poincaré-Birkhoft-Witt, por ejemplo en el tra-
bajo de Kharchenko [40] se usa una generalizacién del llamado método
de Shirshov, sin embargo, tal vez el método mas popular sea mediante
el uso del llamado lema del diamante [10]. En contraste, nosotros uti-
lizamos otro camino mas cercano a la teoria clésica: construimos una
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representacion sobre la g-algebra simétrica. Aunque nuestros ejem-
plos principal trata con las parte positiva y negativa de las envol-
ventes universales del tipo A, y D, nuestra versién del teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt puede aplicarse a las dlgebras de Lie clasicas, a
las algebra de Lie coloreadas, a las algebras de Clifford y a las deforma-
ciones multiparamétricas de GL(n). Las algebras de Lie generalizada
encontradas son esencialmente dlgebras de Lie en una categoria tren-
zada. El capitulo 3 trata sobre la estructura de algebra de Hopf tren-
zada de la envolvente universal cuantizada en el caso A,. El capitulo 4
trata sobre definiciones de algebras de Lie generalizadas independien-
tes de la eleccion de las bases. Ademads de correspondientes versiones
graduadas de algebras simétricas y su relacion con las soluciones de la
ecuacion de Yang-Baxter. En el capitulo 5 se estudia el caso D,,. Fi-
nalmente en el capitulo 6 se discuten posibles aplicaciones y el trabajo
a futuro.

Los capitulos 2, 3, 4 y 5 son los articulos [2], [3], [4] vy [8] respec-
tivamente. Una versién de [3] aparece formalmente publicada en el
International Journal of Theoretical Physics [5].



CAPIiTULO 1

Los resultados principales

1. El caso clasico

La presente seccién es un acopio de hechos bien conocidos sobre
dlgebras de Lie [34], que nos interesan porque la mayoria de ellos se
pueden generalizar.

La siguiente notacién sera usada en todo el presente trabajo.

NOTACION 1. Supdgase que k es un anillo conmuatativo fijo y
L, N, M tres k-médulos. Si f : M — N es una funcién k-lineal, en-
tonces fi=f®R®Id:- ML —->NRLy fo=1df: LM — LN
donde Id: L — L es la funcion identidad.

Un algebra de Lie g es un moédulo sobre un anillo conmutativo &
(usualmente el campo complejo k& = C) dotado de un morfismo [,] :
g ®r g — @ que satisface

(1) [z,y] = —[y,z], =,y € g; antisimetria ;
(2) [, [y, 2l + [[z,9], 2] + [y, [, 2]] = 0, =y, 2 € g; identidad de
Jacobi.

Las dlgebras méas comunes son las algebras asociativas. En vista de
la identidad de Jacobi, las dlgebras de Lie no son asociativas, sin em-
bargo, se pueden incluir en tales usando la llamada algebra envolvente
universal.

DEFINICION 1.1. Sea g un dlgebra de Lie sobre k. El dlgebra envol-
vente universal de g, denotada U(g), es la k-algebra generada por los
elementos de g médulo las relaciones

(1.1) vy —yx =[z,y], v,y € g.

Que las algebras de Lie pueden incluirse dentro de algebras asocia-
tivas es consecuencia del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW).

TEOREMA 1.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Sea g una k-dlgebra de
Lie con base libre totalmente ordenada, entonces existe un isomorfismo
de k-mddulos:
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donde §(g) es el dlgebra simétrica de g, esto es, la k-dlgebra generada
por los elementos de g modulo las relaciones

ry—yr =0, z,y €g.

Tal isomorfismo depende tanto de la base elegida, asi como del orden

dado.

Una inspeccion cuidadosa de las demostraciones de este teorema
([12] 6 [35]) revelan que estdn basadas en cierto procedimiento de or-
denacién. Por ejemplo si x,y son elementos basicos de g y declaramos
x < y entonces tal isomorfismo tiene el efecto:

(zy € U(g)) — (zy € S(g))

pero si hubieramos declarado = > y, entonces

(zy € U(g)) = ([, y] + yz € S(g)).

Por otro lado, PBW es equivalente a la identidad de Jacobi y
también es equivalente al hecho de que la envolvente universal con-
tenga al algebra de Lie.

PROPOSICION 1.2. Sean g un k-mddulo libre, [,] : g @1 g — ¢
un morfismo k-lineal antisimétrico. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) El morfismo k-lineal g — U(g), x — x es inyectivo,
(2) Existe un isomorfismo k-lineal U(g) ~ S(g);
(3) El morfismo |,] satisface la identidad de Jacobs.

La demostracién de ésta proposicién puede consultarse en [12, 35,
34].

En los casos interesantes (élgebras de Lie semisimples), muchas
de las relaciones que definen al envolvente universal son redundantes,
segin el teorema de Serre [34, p.99].

TEOREMA 1.3 (Serre). Sea g una C-dlgebra de Lie simple con ma-
triz de Cartan (c;;) simétrica de orden n x n con dlgebra envolvente
uniwersal U = U(g). FEntonces existen elementos x;, y;,h; € U,
1 = 1,...,n que forman un conjunto de generadores de U sujetos a
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las relaciones (1 < 1,5 <n)

(1.2) i — b — 0
(13) hi«rj - .Tjh@' = Cij Ty, hzyj — yjhz = —CijVi
(1.4) si ¢;j = 0, Ly — L5
Yiy; — Y9 =0
(1.5) sicp = —1 wix; — 2wy + xp; =0
’ Y7y — 29y + Y97 = 0

En general las envolventes universales tienen mas estructura: son
algebras de Hopf.

Sean g y h un par de algebras de Lie, entonces g ® b es un algebra
de Lie con corchete definido por

[T1 ® Y1, T2 B y2] = [T1, 2] D [y1, Yo

entonces resulta que la asociacion t by — xR 1+1Qy, Dy €
g @ b, induce un isomorfismo de algebras ¢ : U(g @ h) — U(g) @ U(h).
Ademas, el morfismo diagonal § : g — g g,  — @z es un morfismo
de algebras de Lie, por lo que éste induce un morfismo de algebras

asociativas A : U(g) — U(g® g).

PROPOSICION 1.4. La composicién

¢=pA:U(g) — Ulg) ®U(g),
(donde ¢ : U(g® g) — U(g) @ U(g)), es un morfismo de dlgebras tal
que

(Id®¢)p = (¢p® Id)¢ .

El anillo conmutativo k£ es un algebra de Lie abeliana. La funcién
cero 0 : g — k es un morfismo de dlgebras que induce un morfismo de
dlgebras asociativas € : U(g) — U(k) ~ k. Sim : U(g) @ U(g) — Ul(g)
denota al morfismo multiplicacién y u : k — U(g) es el morfismo unidad
entonces

PROPOSICION 1.5. Los siguientes diagramas conmutan.:

Ulg) @ Ulg) —2— Ulg) —>— U(g) ® U(g)

w ] e

koU(g) —=U(g) ——= Ug)®@k
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Asociada a g existe el algebra de Lie opuesta, definida como g misma
como k-espacio, pero con corchete [,|? = —[,]. Tal dlgebra la denota-
mos con g?. Resulta que U(g?) es isomorfa a U(g)? el dlgebra opuesta

de U(g).

PROPOSICION 1.6. La funcion g — g, x — —x es un morfismo
de dlgebras que induce un morfismo de dlgebras asociativas k : U(g) —
U(g) que restringido a los espacios lineales subyacentes da k : U(g) —
U(g) lineal tal que k(x) = —x, Yo € g y ademds hace conmutar los
diagramas

Ulg) @ Ulg) —2— Ulg) —2— U(g) ® U(g)

Id@HJ, J,UE J//@(X)Id

U(g) @ U(g) —— U(g) —— U(g) @ U(g)

Los morfismos ¢, €, k se llaman coproducto, counidad y antipoda,
respectivamente.
Los proposiciones 1.4, 1.5 y 1.6 se resumen en el siguiente teorema:

TEOREMA 1.7. El dlgebra unitaria U(g) junto con los morfismos
o, €,k forman una dlgebra de Hopf.

2. El caso cuantico

Los grupos cuédnticos de Drinfeld-Jimbo aparecen como deforma-
ciones de las envolventes universales de las algebras de Lie simples
anadiendo un nuevo parametro ¢ a las relaciones de Serre. Para evitar
complicaciones técnicas nos restringiremos al caso matriz de Cartan
simétrica.

DEFINICION 2.1. Sea g una C-algebra de Lie simple con matriz de
Cartan (c;;) simétrica de orden n X n y ¢ una indeterminada. Sea
k = Q(q) campo de cocientes de Z[q]. La k-dlgebra generada por los
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stmbolos E;, Fy, K;, K;*, (1 < i < n) con relaciones (1 <i,j < n)

(2.1) K,K; = K,;K;, K;K;' =1,
(22) KZEJ = qcijEjKi, KZFJ = q_ciijKi,
(23) si Cij = 0, J J
FF; — F;F, =0
E2E; — YWE,E,E; + E;E? =
24)  sicy——1, { Bl @ )BEE + EEF=0
FPF;— (¢ +q ) EFF + F;F2 =0
K, — K1
(2.5) EiFy — I3E; = 5ijq—7qfl

se denota con U,(g). Si el diagrama de Dynkin asociado a g es del tipo
G entonces Uy,(g) se llama grupo cudntico de Drinfeld- Jimbo del tipo
G.

Algunos autores se refieren a U,(g) como envolvente universal cuan-
tizada. Existen diferentes versiones de U,(g). Nosotros estamos uti-
lizando la versién que aparece en el trabajo de Lusztig (por ejemplo en
43)).

Obsérvese que las relaciones (2.2) son equivalentes a las siguientes:

(2.6) (K = 1VE; = (¢ = DE;, (K= 1)F;= (¢ = DF;

Usualmente se interpreta a ¢ como g = exp(t) = >, t'/i! serie
formal en el anillo de series formales C[[t]] con coeficientes en C e in-
determinada ¢; mientras que se interpreta K; = exp(h;t) serie formal
en el anillo de series formales con coeficientes en U(g). Con tales inter-
pretaciones si se hace ¢ = 0 se obtiene ¢ = 1. Entonces de (2.4) y (2.6)
se observa que la envolvente universal cuantizada U,(g) se colapsa a la
envolvente universal clasica U(g). Es por ésto que U,(g) se considera
una deformacién de U(g).

El dlgebra U,(g) tiene propiedades analogas a las de las envolventes
universales cldsicas. Por ejemplo existen versiones de PBW para U,(g).
Se conjetura que existen dentro de U,(g) algebras de Lie generalizadas
(o mas especificamente, cuantizadas) en algtn sentido de tal suerte que
obligan a la envolvente universal cuantizada a comportarse como en el
caso clasico.

El problema entonces es encontrar una estructura g, que sea un
algebra de Lie generalizada y con una envolvente universal generalizada
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U(g,) de tal forma que el siguiente diagrama conmute:

U(gy) =?=Uy(L) —— U(g)

g—1

(2.7)

- - - - -

para luego explicar las propiedades de los grupos cuanticos de Drinfeld-
Jimbo a través del dlgebra de Lie cuantizada g,.

3. Algebras de Lie cuanticas de tipo A, positivo

Se puede resolver parcialmente el problema para el caso de las envol-
ventes universales cuantizadas de tipo A,, en su parte positiva. Esto es,
para g = slt 41 el dlgebra de Lie de las matrices triangulares superiores
de orden (n+ 1) x (n + 1) con traza cero.

En lo que sigue construiremos un &algebra de Lie generalizada
(slt.1)q que satisface casi todos los requerimientos de una cuanti-
zacion.

Sea €;;, 1 < i < j < n+1 la base candnica de sl;,,. Entonces
existen enteros Cij,ab tales que

[[€ij, €ji]s €an | = Cijavear, 1 <i<j<n+1, 1<a<b<n+lLl

Enseguida definiremos lo que consideraremos como una cuanti-
zacion del espacio sl ,, de su corchete [,] y de la transposicién
TRQY— Y.

DEFINICION 3.1. Denotemos con k = Q(g) al campo de funciones
racionales con coeficientes en QQ e indeterminada q.

1) Sea (sl' el k-espacio vectorial con base B el conjunto

( nt1)a p X
formado los simbolos F;;, 1 <i < j <n+ 1.

(2) Definimos un orden sobre B por E;; < Eg ssii+j<a+bo
si(i+j=a+byj<b).

(3) Sea St (slyy1)g @k (sli1)g — (slyi1)g ®r (slyy1)q funcidn
k-lineal tal que

S(Eij @ Eg) = ¢ Eqp, @ Ejj, si Eij < Eg,
S(Eij ® Eij) = Ei; @ Eyy,
S? = Id.
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(4) Sea [,]g: (sl 1)q @k (slii1)g — (sli, ), funcién k-lineal tal
que
[Eij, Eaplg = 05a B, si Eij < Egp
[7 ]QS = _[7 ]Q'
(5) Sea (,) : (slis1)q @k (shit1)g — (shis1)g @k (8hi41)q » tal que
(—q¢WE,; ®Ey, sii<a<j<b;
(Eij,Eg) =R (' = qQ)Ep ® By, sia<i<b<j;
0, otro caso
(6) Sean(Ey;) =i(j —1i),sii < j.

El dlgebra (sl ), satisface generalizaciones de antisimetria y de
la identidad de Jacobi.

Sea L? el subespacio lineal del dlgebra tensorial de (sl ), gene-
rado por los elementos F;; @ Eq, @ Ey,, tales que Ej; < Eyy < Ey,.

PropPOSICION 3.1.

S(l & [7]Q) = ([7]q ® 1)5251

L3

)
L3

S(la@ )| =0 @[])S5S

L3

L3

TEOREMA 3.2.

(1) [a]qS = _[>]q7 <7>S = _<7>7 [7]Q<7> =0

(2) [lo(d @[ ]g) = [o([]g @ 1d) = [ ];(Id©[,]4)(S @ Id) =0,

(3) La funcidn n induce una descomposicion (sl 1), = @asa en
subespacios sq = Oy(p,;)=dk Eij, so =k tal que

[Sd178d2] - Sdi+da—15 leadQ
<8d17 Sdz) - EBer,uz:lerdz*lSm ® Spg-

DEM. Ver capitulo 2 ejemplo 3.4 p.22 y capitulo 4 proposicion 3.2
p.65. O

DEFINICION 3.2. Sea k un anillo conmutativo. Llamamos T -dlgebra
de Lie a un k-médulo L = &, L, junto con morfismos k-lineales [,] :
LoyL — L, S: L&y L —L®gL, (,): L&, L — L®L sujetos a
los axiomas que aparecen en el teorema 3.2 como propiedades. De tal
forma que la descomposicién L = @, L, es una graduacién estricta (ver
capitulo 2, definicién 2.1).
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También generalizaciones de la identidad de Jacobi andlogas a 2
Teo. 3.2 aparecen en [61], [49, Lema 8] y [50].

DEFINICION 3.3. Sea ( L;,[,]i,S:, (,)s ) una T-dlgebra de Lie, i =
1,2. Un morfismo k-lineal 6 : L1 — Lq se llama morfismo de T-dlgebras
de Lie si # es un morfismo de dlgebras graduadas relativo a los corchetes
[,]i;, i = 1,2 tal que hace conmutar los diagramas:

Ly ® 14 LN Li®L Li®L L L ® 14

6®6J{ 6®6J{ 0®0l 0®0l

Ly®Ly =2 Ly®Ly Ly@ Ly —2 Ly® Ly

DEFINICION 3.4. Sea (L,[,],S,(,)) una T-dlgebra de Lie. Una
dlgebra envolvente universal de L es un par (U(L),i) donde U(L) es

una k-algebra asociativa unitaria e i : L — U(L) es una funcién lineal
que satisface

(3.1) i([x,y)) = i(x)ily) = Y _ilya)ilza) — > i(wp)i(vy), Va,y € L,
a b
donde

S(x®y)zzya®xaa <x7y>zzub®vb7
a b

y la siguiente propiedad universal se cumple: para cualquier k-algebra
asociativa A unitaria y cualquier funcion lineal j : L — A satisfaciendo
(3.1), existe un tnico morfismo de édlgebras unitarias g : U(L) — A tal
que el siguiente diagrama conmuta:

U(L)
/: p
S

La existencia de tales envolventes universales (U(L), ) se demuestra
en la seccién 4 del capitulo 2. En particular cada T-algebra de Lie L
tiene asociada una T'-dlgebra de Lie abeliana Ly que es la misma L como
k-modulo con la misma presimetia S pero con corchete y psudocorchete
nulos: (Lg, 5,0,0). El dlgebra envolvente universal de Lg es llamada el
dlgebra simétrica de L y se denota con S(L).

L

|
Y
A

Notemos que las T-Lie algebras forman una categoria y que U, S
son functores de la categoria de T-Lie dlgebras hacia la categoria de
las algebras asociativas.
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Por supuesto (sl ), es un ejemplo de T-dlgebra de Lie. También
son ejemplos de T-algebras de Lie las algebras de Lie generalizadas
segin Scheunert [55] (y por tanto las &dlgebras de Lie clasicas y las
superdlgebras de Lie [56]). Atin mds, existen T-dlgebras de Lie cuyas
envolventes universales coinciden con ciertas dlgebras que se conside-
ran duales a los grupos cudnticos de Drinfeld-Jimbo de tipo A,: las
llamadas deformaciones multiparamétricas de GL(n) [20], que se de-
notan con M, , (n, k).

El concepto de T-algebra de Lie generaliza al concepto de algebra
de Clifford en el siguiente sentido: sea C'(M, f) la k-dlgebra de Clifford
del k-médulo M relativa a la funcion bilineal f : M x M — k, esto
es, C(M, f) es la k-algebra tensorial de M mdédulo el ideal bilateral

generado por
r@y+y®c— flr,y), z,y€M.
Podemos recuperar tal definicion de la siguiente forma: extendemos M
aM=M®ky definimos S : M ®;, M — M ®; M mediante
TRYi— —yYRzr, rR1l— -1z, 1Qr— -1, z,ye M, 1€k
11— —-1®1,
ademas de (, ) : M ®, M — M ®; M mediante
r@y+— f(z,y)(1®1), 201 -0, 1Qx—0, z,ye M, 1 €k
1®1—20

y definimos [,] = 0, n(z) = 1, para todo z € M. Entonces el k-médulo

M junto con [,], (,) v S es una T-dlgebra de Lie cuya envolvente

universal U(M) coincide con el dlgebra de Clifford C(M, f).

DEFINICION 3.5. Sea g una C-élgebra de Lie simple con matriz
de Cartan simétrica. La parte positiva del grupo cudntico U,(g) es la
k-subalgebra U/ (g) generada por los elementos Ei, ..., E,.

El siguiente teorema justifica, en parte, porque consideramos a
(slt.,)q como un &lgebra de Lie cudntica.

TEOREMA 3.3. Existe un isomorfismo de dlgebras

Uslyi1)g = U;(Slnﬂ) .
DEM. Ver [2, Teo.X.4] 6 bien ver capitulo 2 teorema 10.4. O
Como en el caso clasico, se puede demostrar PBW para Uf (sl,41)

usando la T-4lgebra de Lie, puesto que PBW se cumple para las envol-
ventes universales de T-algebras de Lie adecuadas.
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Sea L = @©L, una T-élgebra de Lie con base B totalmente orde-
nada, T'= S + (,), J, el k-submédulo de la k-dlgebra tensorial de L
generado por

(3.2) Lo®Lg® Ls —T(Lo ® Lp) @ Ls — [Lo, Lg] @ Ls
(3.3) Lo®Lg® Ls— Lo ®T(Lg® Ls) — Lo ® [Lg, Ly]

para cualesquiera o + 3+ 8§ < r. Sea, ademés, °L el k-submddulo del
algebra tensorial de L generado por los elementos z; ® z; ® x;, tales
que z;, x5, 1 € By x; > x; > a3 y sea L? el k-submédulo generado
por los elementos z; ® x; ® x; tales que x; < z; < ;€ B.

TEOREMA 3.4. Sea k un anillo conmutativo. Si L es una T-dlgebra
de Lie con una base B totalmente ordenada tal que cumple con la
proposicion 3.1, ademds de

SA®1[]) L ([]g ®1)5:5 .
S([v]q ® 1) 3L: (1 ® [v]q)slsz BL’
S? = Id,

Ve,ye B, 3¢, €k, S(x®Yy) = quyy Dz,

(6= 151 )

= ((, 5125159 + (;)25152 + (;)1.52 — (,)251

3L

+ [ 1182 = [ 1251+ (, )2 — (015251 — (, >[,]15251) mod J,
3L,
entonces existe un isomorfismo k-lineal
U(L)~ S(L)
DEM. Ver capitulo 4. O

COROLARIO 3.5. Sea k = Q(q). FEziste un isomorfismo k-lineal

Uy(sln+1) = S((shiy1)q )-

DEM. La T-dlgebra de Lie (sl}, ), cumple las condiciones del
teorema 3.4. O
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Por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta:

U(sli1)g = Uf(slyyr) —=— U(sli,,)

T I

(s141)a S sl
Atun mas, el Teo. 3.4 se puede aplicar a las algebras de Lie genera-
lizadas de Scheunert, a M, ,(n, k) y a las dlgebras de Clifford.

4. Coestructura

En esta seccion k denotara al campo de funciones racionales Q(q)
V& = Q.

Se puede definir un coproducto consistente con las relaciones que
definen a U(sl;}, ), . Mds explicitamente, se puede dotar a U(sl; ),
de una estructura de algebra de Hopf en una categoria trenzada.

Sea o : (Sl;:ﬂ)q ® (Sliﬂ)q - (Sl;:ﬂ)q ® (Sliﬂ)q , 0(Eij ® Eqp) =
¢t By @ B Entonces o satisface la ecuacion

010201 = 020102
llamada ecuacion de trenza. Ademas, de que se cumplen:
4.1) o([]g®1d) = (Id®[]g)o102, o(Id @ [ ]g) = ([]¢ ® Id)or0y

se sigue que o se puede extender a U(sl}}, ), de tal forma que se siguen
cumpliendo (4.1).

La k-dlgebra U(sl}, ), es en particular un U(sl} ), -bimédulo.
Se define

(4.2) (a®b)(c®d) =ac(b® c)d,

donde a,b,c,d € U(sl},,), cualesquiera.

También de que se cumplen (4.1) sobre U(sl;}, ), se sigue que el
producto (4.2) sobre U(sl;t, ), @ U(sl!,,), es asociativo. Y de que
c(l®a)=a®1l, c(la®l)=1®a,Ya € U(sl} ), sesigue que (4.2)
tiene unidad 1 ® 1.

Denotamos con U(slt, ), ®, U(sl.,), al k-modulo U(slf, ), ®
U(sl 1), con producto asociativo dado por (4.2).

PROPOSICION 4.1. La asociacion Eiiv1) = Eii41) © 1 +1Q Ej1,
i=1,...,n, induce un morfismo de dlgebras asociativas ¢ : U(sl;}, ),
— U(slii1)g ®0 U(sliy)g -
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Se pueden construir la counidad y una antipoda de manera anédloga
al caso clasico. El morfismo cero 0 : (sl ), — k es un morfismo de 7-
algebras de Lie. Luego este induce un morfismo de algebras asociativas

e:U(slt, ), = UKk)~k.
PROPOSICION 4.2. Los siguientes diagramas conmutan

o] @
Ul(s ln-l—l) ®Ul(s ln-l—l) A— U(Sl:’z_—f—l)q - U(Sl:’z_—f—l)q ®U(Sl:zr+1)q

e®ldl H l[d@e

k@ U(sl!, )q ——— U(sl},)q Usli)g @k

Definimos la T-dlgebra de Lie opuesta (sl;}, ), % como el mismo
(sli,1)g en su estructura de espacio vectorial y con estructura de T-
algebra de Lie dada por

17 =[] ST=57 ()P =—0""(,).

También definimos el dlgebra opuesta U(sl}, ), ° como la misma
U(slf,;), con cambio de escalares via el automorfismo de campo
k — k, ¢ — ¢!, pero con producto m® dado por m® = mo, donde
m denota al producto de U(sl;!, ),

PROPOSICION 4.3.

(1) Eziste un isomorfismo de dlgebras asociativas
U(slyiy) = U(slyi1)g ™

(2) La funcion (sl}f), — (slf1)q P, @ — —x es un morfismo
de T-dalgebras de Lie que induce un morfismo

Q:U(slyi1)g — Ulslyy)g ™

(3) La funcién Q induce un morfismo k-lineal r : U(slt, ), —
U(sli 1)y que hace conmutar los siguientes diagramas:

U(slii1)q @ U(sliiy)g U(slii1)g @uU(sli)g

d [

U(Slr—i——f—l)q —— Ul(s n+1)

d [

U( ln—l—l) Qo U( ln—i—l) T%) U( ln—l—l) Ok U( ln-‘,—l)

k®Id
—_—

donde u: k — U(slt, ), es el morfismo unidad.

DEM. Ver capitulo 3. ]
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La proposicién anterior dice que U(sl;, ), es un édlgebra de Hopf
en una categoria con trenza o. En cierto sentido los calculos son més
simples si utilizamos el marco mas general de un grupo cudntico de
trenza generalizado (generalized braided quantum group) [25]. En el
mismo articulo [25] se demuestra que cuando la counidad € es multi-
plicativa (que es nuestro caso), se obtiene en particular un algebra de

Hopf en una categoria trenzada.

TEOREMA 4.4. El dlgebra U(sl 1), junto con los morfismos ¢, € y
k forman un grupo cudntico trenzado. Aun mds, debido que em = e®e€
Se Sique que
( U(Sl;LLJrl)q , Ty Uy ¢7 € R )

es un dlgebra de Hopf en una categoria trenzada.



CAPiTULO 2

Un teorema Poincaré-Birkhoff-Witt generalizado

Se da una prueba del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para una
clase de algebras de Lie generalizadas relacionadas, de manera cer-
cana, a las S-algebras de Lie segiin Gurevich. Como ejemplos concre-
tos, construimos las partes positivas positivas (y negativas) del algebra
envolvente cuantizada de tipo A,, y el dlgebra M, ,.(n, k), la cual es
una deformacién no estdndar de GL(n). En particular, obtenemos,
para ambas algebras, una prueba unificada del teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt y mostramos que ellas son genuinas dlgebras envolventes
universales de ciertas algebras de Lie generalizadas.

1. Antecedentes

En el articulo [58], H. Yamane presenta una prueba del teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) para cierta clase de grupos cuénticos:
los grupos cuanticos de Drinfeld-Jimbo de tipo A,. En su prueba no
usa de manera explicita los conceptos de la teoria de las dlgebras de
Lie.

En este capitulo mostramos que Yamane usa de manera implicita
cierta algebra de Lie generalizada. Tal algebra de Lie generalizada serd
llamada T'-dlgebra de Lie bdsica.

Las T-éalgebras de Lie basicas satisfacen no solo una antisimetria
generalizada y una identidad de Jacobi (generalizada también), sino
propiedades adicionales, como multiplicatividad (también generalizada,
en el sentido de S-dlgebras de Lie segiin Gurevich [32]). Tales T-
algebras de Lie surgen de manera natural dentro de las partes positivas
y negativas de los grupos cudnticos de Drinfeld-Jimbo U, (sl,+1) de tipo
A,.

Nuestras T-algebras de Lie basicas comparten algunas propiedades
con las S-algebras de Lie, pero no son equivalentes. Por ejemplo, las
T-algebras de Lie basicas satisfacen una condiciéon de multiplicatividad
mas débil. En particular, hay algunas T-dlgebras de Lie basicas que
no son S-algebras de Lie. Sin embargo, las dlgebra de Lie clésicas [34],
las superalgebras de Lie [56] y las dlgebras de Lie generalizadas de

15
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Scheunert (dlgebras de Lie coloreadas) [55] son, todas ellas, ejemplos
de T-algebras de Lie basicas.

Estas T-algebras de Lie basicas estan relacionadas al problema de
encontrar la definicién apropiada de una dlgebra de Lie cudntica. Exis-
ten ya algunas algebras de Lie generalizadas propuestas para resolver
este problema: las dlgebras de Lie trenzadas de Majid [47], las de
Woronowicz [61], las dlgebras de Lie cudnticas de Delius-Gould [17],
las nuevas algebras de Lie generalizadas de Gurevich-Rubstov [33],
dlgebras de Lie generalizadas debidas a Lyubashenko-Sudbery [45],
entre otras. Pero la definicion de Delius-Gould y la de Gurevich-
Rubstov también, depende del algebra envolvente universal asociada
(en la primera el corchete cudntico se define en términos del coproducto
del grupo cuédntico en cuestion; en la segunda se pide a la envolvente
universal ser una dlgebra de Koszul). Este no es el caso para las T-
algebras de Lie basicas. Nuestros axiomas implican las propiedades
del algebra envolvente universal. En particular probaremos el teorema
PBW.

Los axiomas de algebras de Lie generalizadas de Lyubashenko-
Sudbery no son suficientes para obtener bases del tipo PBW (ver ejem-
plo 4.3). Mientras que la diferencia principal con las édlgebras de Lie
trenzadas de Majid es que las simetrias de nuestras T-dlgebras de Lie
bésicas no son del todo trenzadas. Soélo una parte de tales simetrias
satisface la ecuaciéon de trenza.

En particular, obtenemos una 7-4lgebra de Lie (slfﬂ)q la cual es
una deformacién de la subdlgebra de Lie de las matrices triangulares
superiores (inferiores). Tal dlgebra de Lie generalizada cumple con
casi todos los requisitos de una dlgebra de Lie cudntica en el sentido
de Lyubashenko-Sudbery [45], (sélo falla el punto 7; la estructura de
algebra de Hopf es tratada en el capitulo siguiente). Aun mads, el
dlgebra envolvente universal de (sl 1), es UZ(sl,41) es la parte po-
sitiva del grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo de tipo A,, por lo tanto
el diagrama en la figura 1 conmuta. Esto significa que, relativo a

qu<8ln+1> = U(Slii—l)q 1 U<Slf+1)

4—
| |
(Slii-l)q ? Sln+1

Ficura 1. Cldsica sli,, y cudntica (sl,,),
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UZ(slnt1), la T-Lie dlgebra basica (sl ,), satisface la condicién de
algebra de Lie cudntica de Delius [17].

Algunas posibles aplicaciones en Fisica, del formalismo de las
algebras de Lie generalizadas estédn en la teoria afin de Toda [18], sis-
temas integrables cudnticos, y teorfas de norma [45].

Este capitulo esta organizado como sigue. En la seccion 2 se definen
las T-Lie 4lgebras bésicas. En la secciéon 3 se da una lista de clasicas y
nuevas algebras de Lie. En la seccién 4 se define el algebra envolvente
universal de una T-Lie algebra bésica y se prueba que esperar bases
del tipo PBW para tales envolventes es demasiado, en general. Tene-
mos que restringir nuestras algebras de Lie generalizadas en una forma
adecuada. Sin embargo, en la seccién 5 perseguimos la idea clésica de
probar el teorema PBW construyendo una representacién del algebra
envolvente universal sobre el dlgebra simétrica (con modificaciones ins-
piradas en [58]).

En la seccién 6 se da la definicién de representacion de una T-
algebra e Lie. En la seccién 7 se prueba una version del teorema
PBW para la envolvente universal de una 7T-algebra de Lie basica ade-
cuada. Algunas observaciones sobre morfismos de trenzas aparecen
en la seccion 8. La seccién 9 se dedica a explicar por qué podemos
aplicar la teoria de las T-algebras de Lie a las deformaciones cuanticas
no estandar de GL(n). Explicaciones similares se dan el la seccién 10
pero ahora para qu(slnﬂ) la parte positiva (negativa) de los grupos
cuanticos de Drinfeld-Jimbo de tipo A,. En particular, en la seccion
10 se prueba que qu(slnﬂ) es una genuina envolvente universal de la
T-4lgebra de Lie bésica (sl ,),.

2. La nocion de T-algebra de Lie

Sea k un anillo conmutativo unitario y N = {0,1,2,...} el conjunto
de ntimeros naturales.

DEFINICION 2.1. Una k-algebra A es graduada estrictamente si exis-
ten k-submdédulos (A,)yen tales que

A= EBT]GNAn y Am ’ AWZ C Z Ay,
n<ni+n2—1
para todo ny,m2 € N\{0}. Para a € A,, pondremos, abusando de la
notacioén, n(a) = 7.

NotA 2.1. Para tales algebras graduadas A podemos inducir una
filtracion de A ®; A dada por

<A Ok A)n = @ernzSnAm ® Anz
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Sea L un k-moddulo libre con una base dada B totalmente ordenada.

DEFINICION 2.2. Denotamos con L™ al k-submddulo de L™ gene-
rado por

Ty Q...Q0x;, Ty <...<x, (l’ij EB),
y con "L al k-submoédulo generado por
Ty @...QFi,, Ty >...>T;, (.Tij GB)

DEFINICION 2.3. El médulo L junto con k-morfismos

(2.1) S:L®yL— L®yL, (presimetria)
(2.2) T:L®yL— L®gL, (simetria)

(2.3) (,): L®, L — L®y L, (pseudocorchete)
(2.4) [,]: L ®y L — L, (corchete)

se llama T'-dlgebra de Lie con base B (o T-dlgebra de Lie bdsica) si, para
Si12 = S ®y Idy, Ses = Id;, ®y S, los siguientes axiomas se satisfacen:
(1) (a) S?*=1d
(b) S(x ® y) = ¢uyy ® x, para ciertos ¢, € k, V,y € B
(¢) Multiplicatividad
(i) SUd @y [,])]rs = ([,] ®k 1d)S23512|rs
(i) S([,] @k Id)|s = (Id @y [,])S12525] 13
(2) Estabilidad
(a) Existe una graduacién estricta

L= @WGNLn

de L relativa a [, ].
(b)
<L771 ® L772> < (L ®r L )771+712—1
para todo Ly, , Ly,.
B) T=5+¢(,)
(4) Antisimetria
(a) [7]T = _[7]
(b) ;)5 =—()

(¢) [J) =0
(5) Identidad de Jacobi

LI((Id @y [,])S1282 — ([,] ®k 1d)Sa3512 + (Id @4 [,])S23512 )|s, = 0

Las condiciones de multiplicatividad son para controlar las rela-
ciones de conmutacion en el algebra envolvente universal, mientras que
las condiciones de estabilidad son para demostrar después el teorema
de Poincaré-Birkhoff-Witt usando el principio de induccéon matematica.
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El pseudocorchete se puede interpretar como una perturbacién debida
a que la falta de multiplicatividad en todo el espacio (ver ecuacién (2.2)
capitulo 5).

Los operadores de las T-algebras de Lie pueden ser entendidos
usando morfismos diagramaticos [51]: el corchete [,|] : L® L — L
se dibuja como en la figura 2. Mientras que en la figura 3 corresponden

F1GURA 2. Diagrama correspondiente al corchete.

<

FicuraA 3. La presimetria, el pseudocorchete y la identidad.

a la presimetria S, al pseudocorchete (,) y a la identidad, respectiva-
mente.

La composicién de tales morfismos diagramaticos se hace juntando
tales diagramas de arriba hacia abajo. Por ejemplo, el diagrama corres-
pondiente a [, ]oS estd en la figura 4. Mientras que el espacio horizontal

F1GURA 4. La composicién [,] o S: el diagrama debe
leerse de arriba hacia abajo.

entre tales diagramas se debe entender como el producto tensorial. Por
ejemplo, en la figura 5 aparece S ® Id. Que S sea una involucién se

FiGurA 5. Producto tensorial en forma diagramética.
Aqui aparece S ® Id.
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FIGURA 6. La ecuacién S? = Id.

dibuja como en la figura 6. Las dos condiciones de multiplicatividad
estan en la figura 7. Finalmente, las condiciones de antisimetria y la

x Yy z T Y =z

WX

F1GURA 7. Multiplicatividad: z,y,z € B con x < y < z.

identidad de Jacobi aparecen en las figuras 8 y 9 respectivamente.

_ L - T
R

FiGURA 8. Antisimetria.
z Y z x Yy oz x y oz
Lyl
FicurA 9. La identidad de Jacobi generalizada: para
x,y,z € B conx >y > z.

DEFINICION 2.4. Sea L; una T-dlgebra de Lie bésica con corchete
[, ]i» pseudocorchete (); y presimetria S;, ¢ = 1,2. Un k-morfismo
f Ly — Lg es llamado un morfismo de T-dlgebras de Lie bdsicas si f
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Ly ® Ly L’ Ly®, Ly Ly QL4 o Ly ® Ly

f®fl lf®f f®fl lf®f

Sa
Ly @ Ly _bi2 Lo ®p Ly Lo®p Ly —— Ly ®y Ly
FicurA 10. Un morfismo de T-élgebras de Lie basicas

es un morfismo de algebras graduadas relativas a [,];, ¢ = 1,2 y si los
diagramas en la figura 10 conmutan.

3. Ejemplos

Para obtener una graduacion de L consistente con las condiciones
de estabilidad, es suficiente definir una funcién 7 : B — N, (B base de
L) que tenga las propiedades (2a) y (2b) de los axiomas de estabilidad.
Esto es: para cada n € N se define

L, = Z kb.

beB
n(b)=n

Esta observacion sera usada en los siguientes ejemplos.
3.1. Algunas algebras de Lie comunes.

EJjEmpLO 3.1. Las élgebras de Lie clasicas sobre campos son T'-
algebras de Lie bésicas:

[,] corchete clésico, (,) =0, T'= S switch usual , n = 1.

EJEMPLO 3.2. Las superdlgebras de Lie sobre campos [56] son 7-
algebras de Lie:

Sea L = Ly @ Ly una superalgebra de Lie con corchete [,] sobre un
campo k. Sea B, base de L,, « =0,1. Se define S: L ®, L — L ®; L
sobre la base B = ByUB; por S(z®y) = (—1)*’y@zsiz € B, y € Bs.
Ademas

(,y=0,T=8n=1.

EJEMPLO 3.3 (Algebras de Lie coloreadas). Sea k un campo con
caracteristica cero. Sea
L = @'yEFL’\/
una € dlgebra de Lie [55], donde I' es un grupo abeliano y € es factor
de conmutacién sobre I, esto es, una funcién
e:I'xI'— k"

tal que
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X1 To . Tp—9 Tn—1

xm
FIGURA 11. La T-élgebra de Lie bdsica (sl;} ),

(1) e(a, B)e(B, @) =1
(2) €(a, B +7) = e(a, fle(a,7)
(3) ela+,7) = ela, v)e(B,7)
para cualesquiera o, 3,y € .
Sea [, ] el corchete de L. Pongamos B, base de L., para cada y € I'.
Se define

Sx®y)=¢lo,fly®@x, six € By,y € Bg,

ademds de (,) =0y n=1.

Las condiciones de multiplicatividad se siguen facilmente de la
definicion de factor de conmutacién. Concluimos que cada e dlgebra de
Lie es una T-algebra de Lie basica.

3.2. T-algebras de Lie basicas lineales.

EJEMPLO 3.4. Sea ¢;;, 1 < 1,5 < nla base usual de gl,, matrices n x
n sobre un campo K. Sea [, ] el corchete usual en gl,, y si; la subalgebra
de Lie formada por las matrices triangulares de traza cero. Ponemos

T; = 6i(i+1)7 1= 1, o, — 1, Tpn = [.’171,.1’2], T+l = [%2,%3], ooy Xop_3 =
[xn727 56n71], Top—2 = [371, l’n+1] R T [xnfs, 372n73]7 T3n—5 =
(1, Xon_1], T3n_a = [T2, Ton], . . ., T = [21, Typ_1] donde m = n(n—1)/2,
ademds definimos h; = [€;(i41), €u+1)i), ¢ = 1, ..., m matrices diagonales

en sl,. Adicionalmente, ¢ = exp(t) € K[[t]] anillo de series formales
con indeterminada t y coeficientes en K, k = K[g,q '], ¢;; € Z tales
que [h;, z;] = ¢y, 1 <i,j < m.

Sea (sl}), un k-modulo libre con base B = {x;|1 < i < m}.
Aprovechando que m = n(n — 1)/2 es un niumero “triangular”, esto
es, m =(n—1)+(n—2)+---+ 2+ 1, podemos definir un orden
en B de acuerdo con la figura 11, de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo. Por ejemplo, xy < x, < 23 < 2,92 < x,,_1. La primera
vez que un diagrama (carcaj de Auslander-Reiten de tipo A,_1) de
este tipo aparecio relacionado a los grupos cuanticos, es en el trabajo
de Ringel sobre la relacién entre las bases de Poincaré-Birkhoff-Witt,
grupos cudnticos y las dlgebras de Hall [52].
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1 2 e n—1 n

2 4 - 2n-2) 2(n — 1)
3 e 3(n—2)

FIGURA 12. La graduacién de (sl;} ),

Cuando sea conveniente identificaremos a los elementos basicos

x1,Ta,..., T, CcON Sus contrapartes clasicas ejs, €ss, ..., ey, (después

de todo, sl y (sl}), son k-médulos isomorfos). Esto es, pondremos

€12 =T1,.-+5€n = Tn-1, €13 = Tny - -, €(n—2)n = T2n-3,- -, €in = Tm.
Se define:

[z ylg =[xyl siz <yeB
(q—q New®ey,; sii<u<j<u,
(eijreur) = (T —qQlewj @ e siu<i<v<j
0, otro caso.
Sl @ ;) = ¢y @y, if v, <y,
T=5S+(,)
Finalmente, definimos 7 de tal forma que cada elemento basico en la
figura 11 estd en correspondencia con un nimero que pertenece a la
figura 12, esto resulta en n(e;;) =i(j —1i), 1<i<j<n.
La condicién de multiplicatividad se sigue de las propiedades
(23, x;] < xp, st [z, 5] #0,

T, < Tj < T = .
‘ I {:cZ < [zj, @], si |z, z] #0,

[hi, [, i]] = (ci + cig) s, @]

En los casos n = 2, 3,4, 5, la identidad de Jacobi para [, ], se puede
verificar por célculos directos. Obtenemos que (sl;}), con corchete [,],
es una 7T-algebra de Lie bésica, n = 2, 3,4, 5.

Similarmente podemos definir (sl ),.

NotA 3.5. Tenemos que
+ +
(Sln )q|t:0 = Sln )
asi que, en los casos n = 2,3,4,5, (sl¥), es una deformacién de sl en

la categoria de las T-algebras de Lie basicas. Después, en la seccion
10, tal propiedad sera generalizada para cualquier n.
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EJEMPLO 3.6. Comenzando con (sl ), vamos a construir una nueva

T-4lgebra de-Lie, denotada (sl ),. Su estructura es:

[7]q:[7]q7 <7~>:O7 ng? T:‘Sa n=n.

EJEMPLO 3.7. Deformaciones cudnticas no usuales de GL(n) [20].
Sean p, ¢ unidades en un anillo conmutativo unitario k con pg # 1y
escojamos n(n —1)/2 pardmetros discretos €;;, €;; =1, 1 <i < j < mn,
€ii — 1, €ji = €45

El k-médulo L, ,(n, k) se define entonces como el k-modulo libre
con base

B={Zl|1<i,j<n}.

Ordenamos B poniendo Z/ > ZV si bien i > u, osii =uy j > v. Se

define n por 1(Z}) = j3'!. Ademas, ponemos [,] =0, y si Z} > Z,
wlp—qg N2 ® 7 7> [ >
AL i
0, otro caso.
eapZl @ 7, sit=u,l >,
ut Z, Zl7 i l =1, ) > )
S(Ziwzy = A0 ST
Em€nlp QL R Z;, sttt >u,v>1
Eni€uiZy @ Zf, sii>u,l>wv

Para probar que L, , (n, k) es una T-algebra de Lie bésica, en vista
de (3.1) es suficiente con verificar la condicién de estabilidad (2b) para
Zt> 7P, tales que i >uy | > v:

(i —u)3™t > (i —u)3"?
entonces
i3 w3t > 3v T g3ttt

pero esta ecuacién tiene lado izquierdo n(Z!) + n(Z?) mientras que
el lado derecho es n(Z?) + n(Z%). Lo que prueba las condiciones de
estabilidad.

4. Algebras envolventes universales
4.1. Construccién de U(L).

DEFINICION 4.1. Sea L be a T-élgebra de Lie con base B, y ®L
la k-algebra tensorial del médulo L. El dlgebra envolvente universal
U(L) es el cociente

U(L) = @xL/J
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donde J es el ideal bilateral generado por

El nombre dlgebra envolvente universal para U(L) es legitimo pues
sii: L — U(L) es el morfismo lineal natural, es inmediato compro-
bar que la pareja (U(L), ) satisface la propiedad universal dada en la
definicion 3.4 del capitulo 1.

Debido al axioma de estabilidad (2b), el algebra U(L) tiene una
estructura similar a una dlgebra cuadrdtica con algoritmo de ordenacion
(quadratic algebra with an ordering algorithm [57]).

4.2. Ejemplos.
EJEMPLO 4.1.
U<Lp,q,e<na k)) = Mp,q,e(nv k)
es una deformacién cuédntica no estandar de GL(n) [20].

EJEMPLO 4.2.
U(st,1)g = U (slsn)
parte positiva (negativa) del grupo cudntico de Drinfeld-Jimbo de tipo
A, n=3,4.

EJjEMPLO 4.3. En U(;EF)Q la ecuacion zorg = 0 se cumple. En-

tonces U(sl)), es un algebra envolvente universal donde el teorema
PBW no se cumple. Asi que, si queremos una buena envolvente uni-
versal tenemos que adicionar condiciones a las T-algebras de Lie.

Ademés, si § y S denotan al corchete y a la simetria de (sl}),
respectivamente y si la caracteristica del campo K es cero, entonces

para v = Id — S, donde Id es el morfismo identidad sobre (sl;f)g®, la

condicién «y(t) = 0 implica B(¢) = 0. Aun mas, si B es la base canénica
de (slf),, v z,y,2 son elementos arbitrarios en B, cdlculos directos
(usando Maxima [54], ver apéndice 1) nos da:

ﬁ(ﬁ(l‘,y),Z) = ﬁ(‘rvﬁ(ya Z))—q%yﬁ(y,ﬁ(l‘,Z))
ﬁ(z,ﬁ(l‘,y)) = ﬁ(ﬁ(Z,x),y) _Q:B,yﬁ<ﬁ<z7y>7x>

donde S(z ®y) = ¢,y @ x. Esto significa que (s} ), tiene una estruc-
tura de dlgebra de Lie generalizada y balanceada (balanced generalised
Lie algebra) [45] y que su algebra envolvente universal universal como
algebra de Lie generalizada es la misma que como T-algebra de Lie
basica. Por lo tanto, los axiomas de algebra de Lie generalizada de
Lyubashenko-Sudbery [45] no son suficientes para obtener bases del
tipo PBW.
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EJEMPLO 4.4. Sea L una T-algebra de Lie basica. Vamos a definir
una nueva T-dlgebra de Lie L?: L° = L en su estructura de k-médulo,

L1°=0,(,)°=0,7"=1n,5"= Sy se define
S(L) =U(L’)
S(L) es un k-médulo libre con base los monomios formados por los
productos z;, 2, ... 2;, de elementos de B tales que r > 0,z2;, < z;, <
... <z, donde z;; =z, Sl Qs oz, =1 (ver definicién 2.3(1)(b)).
Tal objeto S(L) sera llamado la g-dlgebra simétrica de L.

5. Algebras envolventes universales y algebras simétricas

Sea L una T-algebra de Lie con base totalmente ordenada B =
{zx| A € A} para A un conjunto de indices, ¥ = (z,,,..., Ty, ) sucesién
finita no decreciente de elementos de B. Escribimos z), = x, € S(L),
Zn =2y -2 €S(L), zp =1 € S(L), n(\) =n(zy), n(2) =n(zx) =
n(xy) + ...+ n(xy,). Ademés ponemos z) < X si 2y < xy,.

LEMA 5.1 (A-B). Sea L una T-élgebra de Lie con base B. Sea

P = S(L) la ¢g-dlgebra simétrica y P, el k-submédulo generado por los
zy, tales que n(X) < p. Existe un k-morfismo
(5.1) - Ly P—-P
satisfaciendo
(A) ) - 25 = 22y para x) < X;
(B) Ty 2y — Z\2y € PU()\)'i‘??(Z)—l'

DEM. Por induccién sobre n(A)+n(X). Sin(A)+n(X) = 1 entonces

n(A) =1y X =10, se sigue zp = 1. Se define

Ty - 1= Z\
asi que (A) y (B) se cumplen. Supongamos la existencia de xy - zsy
para n(\) +n(X") < n(A) +n(X) satisfaciendo (A) y (B). Tenemos que
definir z - zx.

Hay dos casos: A <X o A £ 3.

Caso A < 3: Debido a (A):

Iy 2y = Z)\RY%

Caso A £ 3: Podemos escribir ¥ = (z,, N) con z, < N y x\ > z,,.
Puesto que n(N) < n(X) y por la hipétesis de induccién, z - zy esta
ya definido, y

W =1Tx 2N — 222N € Pyo)niv)-1-

Atn mds, de que 7n(p) + n(A) +n(N) =1 < n(p) +n(A) +n(N) =
n(A) +n(X) que sigue que z, - w estd ya definido.



5. AEU Y ALGEBRAS SIMETRICAS 27

Tenemos

(5.2) T(zy®xy) = Oy @ T+ Z &y, @ Ty,

y por (B) y por la hipétesis de induccién xy, - z2x € Ppir,)4nv)- Como

consecuencia x,, - (), - 2y ) estd ya definido porque n(su;) + n(\;) +

n(N) < n(A) +n(p) +n(N) de acuerdo con el axioma de estabilidad.
Podemos definir

(5.3)

Tx 28 = QuiurAN + Oy - W+ Z fixm : (9% : ZN) + [IEA, %] " &N

(2

donde w = z)\ -2y — 2x2n;  [@r,2,) - 2y estd ya definido, porque

n([za, z4]) + n(N) < n(A) +n(u) +n(N) = n(A) +n(%).
Ahora sélo falta probar (B). De z)zs, = qx,2,222n obtenemos

Ty 25— A2 = Ty - W+ E fi%i "Xy AN T [%, %] T ZN-

7

Adems3s

T, wE Pn(u)-i-n(w) = Pn(u)+n(A)+n(N)—1 = 7Dn(A)Jrn(E)—l
Ty, - Tx 2N € Prguoyna)+0(n) € Pr(w+n)—140(v) = Pooy+n)-1

[23, @] - 28 € Ponn(u)-140v) = Poyn(z)-1
implican
Ty 2z — 2228 € Phoytam)-1

O

Las demostraciones clésicas del teorema PBW [34], [35], hacen uso
del principio de induccion. La condicién de la siguiente definicion per-
mite que se cumpla el paso inductivo en el caso cudntico. Y también
puede interpretarse como una condiciéon analoga a la condicién de re-
solubilidad del lema del diamante [10].

DEFINICION 5.1. Sea L una T-dlgebra de Lie con base B. Llamamos
a L adecuada si el morfismo del lema (A-B) es tal que la condicién

(5.4) Ty Ty 2y —T(xn @) - 2m = [Tn, Tw] - 20
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para todo n(zy) +n(zy) +n(M) < r implica

(5.5) (@a ) - Ty - 2N — QT [0, 25]] - 2n =
Gy D (T [T, Tul) - 2N + Qua@rg@y - (T2, @) - 28
+ Qur{Ta, Ty) - T 2N — Q- (T2, 25) - 2N
+ Guy[Ta, 4] - Ty 2N — @ty - [T, 2] - 2N
T 0 (T Ty) 2N — Dulry (T, To) - Tx - 2N — Doy {[Z, T4 ], T2) - 2

para cada z) > x, > x, € B, x, < zy tal que n(zy) + n(z,) + n(z,) +
n(N) <r+1.

LEMA 5.2 (C). Sea L una T-algebra de Lie adecuada con base B,
y P la g-algebra simétrica relacionada. Entonces existe un k-morfismo
_+_ L®,P — P tal que
(C) xy-zy-2ny =T (2)\@x,) 2N +[2N, T,] 28, Von € P, Vay, z, € B.
DEM. Sea __ -__ el morfismo del lema (A-B). Hay dos casos:
(1) u< NoA<N;
(2) p&NyAZLN;
(1): Supongamos u < N y u < A. Sea M = (u, N), entonces, por
definicion
Ty T, -2y = xpzy donde A L M
=22+ Quty o w (T, 1) - 2+ [T, ] - 2N
Por otro lado,
T(z\®z,) - 2y + [T2, T,] - 2N
= QuTy - T 2N+ (T, Ty) - 28+ (28, 2] - 2n
= Oy (202N) + Oy - w4 (Xy, T,) - 28 + [Th, 2] - 2N
de que p < Ay u < N se cumple z)zy = czy donde up < N’ y ¢ € k,
Ty (202N) = €Ty - 2N = CZuZNT = Z4202N,
por lo que
DuTp - (DAIN) = QuZuZrZN = Z0Zu2N = Z2ZM-
Por lo tanto
T(zy®x,) - 2n + [2r, T4] - 28
= 232M + Quty - w + (Tx, ) - 2+ [, 1) - 2N
=Ty Ty 2N
(i.e. (C) se cumple para pr < A). Se sigue que, multiplicando por —g,,x:

(5.6) —quaTr Ty 2N = =T @I 2N = Gur (T, Tp) - 2N — QuAlT, Tp] - 2N
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Esto implica, usando antisimetria,
(5.7) xy-xy -2y — Tz, @)) - 28 = (24, T2 - 28

y concluimos que (C) también se cumple para A < .

(2): Sea N = (v,Q) donde v < @,y < A, v < p. Procedemos
por induccién sobre n(A) + n(u) + n(N). Supongamos que para cada
n(\) +n(u') +n(N') < r se cumple (C). Entonces, para n(\) +n(u) +
n(N) < r+1 tenemos:

(5.8) Ty-an =Ty (2 - 29) =T(x, @ xy) - 20 + [T4, 4] - 20

porque n(p)+n(7)+n(Q) = n(p)+n(N) < r y la hipétesis de induccion.
Ahora, x,,- 29 = 2,2 +w donde w € Py(u)4yQ)—1- Podemos aplicar

(C) a xy -z - (2420) puesto que z,29 = czg donde c € ky v < Q'

porque v < @, v < p el caso (A).
También (C) se aplica a x) - z - w pues

n(A) +n(y) +nw) <n(A) +n(y) +n(p) +n(Q) — 1
=nA)+n(y) +n(N)—-1<r

y de nuevo la hipdtesis de induccion.
Las observaciones anteriores muestran que (C) se aplica a

Ty~ Ty Ty - 20 = Tx - Ty (242Q) + Tx - Ty - W
Usando (5.8) y multiplicando por x,

Ty Xy 2N =Ty T (T, @ ) - 29 + Ty - [T, T4] - 20
= QuyTa Ty Ty 2Q + Tx - (Tp, Ty) - 2 + Ty - [xwxv] T 2Q
=y DTy Tx - Ty - 2Q F Quy {TA, Ty) - Ty - 20
F T3, 2] - 2y - 2 + 2x - (T, ) - 2 + 2 [T, 5] - 2

Notando que A y u son intercambiables:

Ty T AN = DyQuy @y - Ty T - 2Q + Oy (Tps T) - Ty - 20

+ qM[xwxv] "IN 2Q T Ty (T, 24) - 2 + Ly [, xw] T RQ-
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Ahora, usando n(A) +n(p) +n(Q) = n(X) + n(N) < r para obtener

(5.9) @x Ty EN — Oy Ty EN =
Quy Dy Ty~ ([T3s 2] + (20, 7)) - 20+
Qur (Tx, To) T 20 — Dy - (T2, Ty) - 20+
QT2 2] - Ty 2 — @y - [0, 7] - 20+
Tx (T, To) - 2Q = D@ (Tps Ty) - T - 20+

Ty [l‘u, lW] TRQ — QAuq)\’y[xua lW] "Iy ZQ-

Adicionalmente,

T [Ty Ty] 2 — Dl [T, 5] - 21 - 20
= ~ @y~ [Ty Tpl + D@y Gy [T, 2] - 25 - 2

(5.10) = Gy Do D ([T, Tp] - T - 20 — @@ - [T, 2] - 20)-
Si suponemos x, < x, entonces podemos hacer uso de la condicién de
multiplicatividad y puesto que n([z., z,]) +1n(A\)+1(Q) < n(N)+n(w)+
n(y) +n(Q) = n(A) + n(p) + n(N) obtenemos que (5.10) es igual a

= Gy DDl [T, T, 2] - 2 + Gy Dy O[T, ] 20) - 2
(5.11) = — Qo Dul[Ts Ty 0] - 2 — Dy, 74, 70) - 20
Usando multiplicatividad de nuevo y puesto que n(xz,) + n([xx, z,]) +
1(Q) < nlxx) + () +n(v) +1(Q) = n(wx) + nlx,) +n(N) podemos

escribir
(5.12) @y - [xr, 2] - 20 =
qvqu\[xka xu] "Xy 2Q T [xw [l‘)\, xu“ "2Q + <xv> ["EM xu]) T RQ-

Sustituyendo (5.11) y (5.12) en (5.9),

Ty Ty AN — QurLy - Ty - 2N =
[an :EM] “ Ty 2Q T Qury Doy ["E“/a ["EM l‘u]] T 2Q
+ Gy Dy (T [T, Tul) - 2Q + Gy DT - (0, @) - 2
+ Gy (T2, Ty) - T - 2 — QuTu(Tr, T4) - 2Q
+ Guyoas 4] - T - 2 — @l 7] - 2
+ 2 (T Ty) - 2Q — P (T, Ty) - Tx - 2

- q/\vqw[[‘”w xv]a ] - 2Q — QMQ/\M([xw xv], Ty) - 2Q
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pues L es adecuada,

= [z 2] - 2y - 2 + (22, 24) - 3y - 20+
Gy Doy [T [0, 2]l - 2 — OOl 2] 2] - 2 — @l [24, 2,]] - 20
Gracias a la identidad de Jacobi y (A) obtenemos
(5.13)  Zx- Ty AN — QuTy - T AN — (T, Ty) - 2N = [Tx, Ty - 2N

si z, < x. Multiplicando ambos lados de (5.13) por —g,, y usando
antisimetria, obtenemos

Ly Tx " ZN — QX - Ty - ZN — <%,9€A> “ZN = [%,m] " ZN

asf (5.13) también se cumple si z) < x,. O

6. Representaciones

DEFINICION 6.1. Sea L una T-dlgebra de Lie bésica y V un k-
modulo. Un k-morfismo - : L®,V — V es llamado representacion
de L si satisface

ry-v-—TERy) v=x,y| v, Ve,y e L, Vo eV
donde (a ® b) - v significa a - b - v.

TEOREMA 6.1. Si L es una T-algebra de Lie bésica adecuada en-
tonces L tiene una representacion natural sobre su g-algebra simétrica

S(L).

COROLARIO 6.1. Si L es una T-dlgebra de Lie basica adecuada
entonces su dlgebra envolvente universal U(L) tiene una representacion
sobre la q-dlgebra simétrica S(L).

Dentro de (slf),, n > 4, los k-submddulos generados por los ele-
mentos basicos dados en la figura 13 tienen una estructura de T-algebra

€ij €k €kl
€ik €1
€il

FIGURA 13. Una T-algebra de Lie bésica de tipo (sl}),;
se estd suponiendo que ¢ < j < k < L.

de Lie bésica que recuerda a la de (sl}),. Pero tal algebra tiene una
graduacion dada por 7n(ey,) = a(b — a), y esta no es, en general, la
graduacién de (sl ),. Sin embargo, la figura 13 da una T-Lie 4lgebra
basica.
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La T-algebra de Lie basica dada por la figura 13 sera llamada de
tipo (sl}),. De forma similar podemos definir una T-dlgebra de Lie de

tipo (slZ),.

EJEMPLO 6.2. Cada T-dlgebra de Lie bésica de tipo (sl3), es ade-
cuada.

DEM. Supongamos z) > x, > x, € B, z, < zy tal que n(z)) +
n(x,)+n(z,)+n(N) < r+1. Tenemos que probar que (5.5) se cumple.

Notemos que (z),z,) = 0 para cualesquiera x,z, € B excepto
ek, €ji , asi que cada término en la ecuacién (5.5) se anula 6 e, ej
aparecen. Esto significa que la ecuacion (5.5) se cumple trivialmente
exepto en los siguientes casos:

€ij < €k < €jI, Cij < Cigg < €5, Cik < €k < €k, Eik < €51 < €y

Caso e;; < ejr < e;i: El lado izquierdo de (5.5) se anula, mientras

que el lado derecho es:
2
€jk " €l " AN —q €y €k ZN + C](@k, €jz> *ZN
2 2
=€k €yl AN — (g eil'ejk'2N+(q _1)ez‘l'ejk'ZN:07

porque €€ 2N = €j-eq-2n pues n(eq)+nlen) < nlei;)+n(e)+nlej)
y la suposicién (5.4).

Caso e;; < ey < ejir Sea d = n(e;;) + nlewx) + n(e;). El lado
izquierdo de (5.5) es

-1
—q)eir " €jk -+ €ij AN

= (q

(q

- Q)(qez‘l “ €t €jk AN — (€5 i ¢ ZN)
= ((fl - Q)(eij C €t €k ZN) - ((fl - q)qeu *€ik N
(n(ea) +nleij) +nlejn) < dy (5.4))
= ((171 - Q>(eij C€il €k AN — €1t €kt AN t ek - € ZN)

(n(eix) +nleq) < d), y este es el lado derecho de (5.5).
Los restantes casos son similares. O

EJEMPLO 6.3. Cada T-dlgebra de Lie bdsica de tipo (slF), es ade-
cuada, n = 5, 6.

DEM. Por célculos similares al ejemplo previo. 0

—_—

EJEMPLO 6.4. La T-dlgebra de Lie (sl}), no es adecuada, porque
el lado izquierdo de la ecuacién (5.5) sobre zy = 1y x3 > x5 > x4 €8s
cero, mientras que el lado derecho es (¢* — 1)zy26 # 0.
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Notese que el simbolo -z es redundante es los cdlculos del ejemplo
6.2. Esta observacion conduce al siguiente lema.

Sea ®i L la k-algebra tensorial de L y J,. el k-submddulo generado
por

(6.1) To @ T3 ® Ts—T (10 @ T5) ® T5 — [T, 5] ® Ts,
(6.2) To @ T3 QR Ts—Tq QT (x5 ® x5) — X6 @ [T, Ts)

donde n(a)) +n(B) +n(0) <, Ve, xg, x5 € B.

LEMA 6.5. L es adecuada si

(6.3) (2, 24) ® Ty — QrulTp, (T2, 24]] =
By Dy (T [T, Tp]) + Gy Dy Ty @ (T2, Tp)
+ Qury (Tx, ) @ Ty — Gapy @ (T, L)
+ Gy [T2, T5] @ T — P @ [T, 5]

+ 23 @ (T, Ty) — Dy (Tps Ty) @ Tx — Dy [Ty 4], 22)  mod J,
para cada z) > x, >z, € B tal que n(A\) +n(p) +n(y) <r+1.

DEM. Supongamos que
Tx =Ty ZM — T(l‘)\’ ®,I‘M/) 2= [xAl?le] *ZM

para cualesquiera xy, z,, € B tales que n(zy) + n(zy) +n(zm) < r.

Tomemos zy > z, > x, € By 2y en el dlgebra simétrica con
z, < zy tales que n(xy) + n(x,) + n(zy) + n(N) < r 4+ 1. Pongamos
ro =n(xy) +n(x,) +n(z,). Sea I - zy el lado izquierdo de la ecuacién
(5.5) y D-zy el lado derecho. Por hipédtesis tenemos que I —D € J,,_1;
es decir, para algunos escalares 1, 35, Sq,3,6 S cumple

(6.4)
I-D=Y raps(ta @25 @ x5 — T(x0 ® 1) @ T5 — [Ta, 5] @ x5)
a,3,6
+ Z Sa,p,6 (Ta @1 Q x5 — 20 QT (25 @ T5) — Lo ® (x5, 7))
o,3,6

donde n(x4)+n(zg)+n(xs) < ro—1. Puesto que n(zg)+n(zs)+n(N) <
r entonces, por nuestra suposicion,

Z S5 (Ta @5 x5 — 20 @T (x5 @ x5) — To @ [, 25]) - 28 = 0.
a,3,0
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Ademas, usando el Lema 5.1, se obtiene que =5 - Zy = zsZn + w con
w € Pys)4n(N)—1, luego, también por nuestra suposicion,

Z Taps (Ta ®1g Qx5 —T(T0 @ x5) @ T5 — [Ta,T5] @ x5) - 2n = 0.
a,3,6

Por lo tanto [ - zyy — D - zxy = 0. O

7. El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt

Definamos
T'"=L®y...Q; L
—_———
Parau = x),®...®x,, € 7" definamos 6(u) = n(zy,)+...+n(zxy,),
D(u) = #{(:E,\i,x)\j)m,\i >y yi<j) Siue @pLlyu=) &u;
conu; € 7, & € k, Vi, pongamos

(7.1) D(u) = max{D(u;) | & # 0, i}
(7.2) 0(u) = max{d(u;) | & #0, i}

El niimero D(u) es llamado el desorden de u.
Denotemos por 7, el k-submddulo generado por u € ®;L tal que
d(u) < p.

DEFINICION 7.1. Una sucesion (z),,...,x,,) de elementos en una
base de una T-4lgebra de Lie basica es llamada no decreciente si x, <
.S T, Y Xy, = Ty, Sy sOlo si Sz, @ xy,,,) =T, @ T,

TEOREMA 7.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Sea L una T-dlgebra de
Lie adecuada con base B. Los monomios formados por sucesiones finitas
no decrecientes de elementos de B constituyen una k-base libre del
algebra envolente universal U(L).

DEM. Sea P : @i L — U(L) el k-morfismo canénico, M el k-
subméddulo generado por los monomios descritos en el enunciado del
teorema. Tenemos que probar que U(L) = M. Obsérvese que

U(L) =) P(T,)

Sip = 1 entonces 7, C L, se sigue P(7,) C M. Supéngase P(7,) C M.
Es suficiente con mostrar que P(7Z,41) C M.

Definimos 7, como el k-submaddulo de 7, generado por los elemen-
tos con desorden < u, y procedemos con una segunda induccién sobre el
desorden. Tenemos P(7,°;) C M. Supéngase que v =a@z @y b €
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7%, donde v >y € B,ya € T", b€ T™ monomios formados por
elementos bdsicos en B. Entonces

Pv) = P(a® guyy @x@b) + Pla® (z,y) ©b) + Pla® [z,y] @ b)
=Pa® ¢uyy@r®b) mod 7,
pero P(a ® ¢y ® z ®b) € T"7" C M. Asi P(v) € M. Se sigue,

P(T,11) S M.
Falta probar independencia lineal. Para una sucesién dada > =

(Txny,--.,xy,) de elementos no decrecientes de B, definimos zy =
Try -+ T, € U(L)
Supoéngase

Z fixzi =0

donde cada Y; es una sucesién no decreciente y &; € k, Vi. Usando la
representacién de U(L), obtenemos del lema (C)

0= Zfﬂzi 1= Zfizzi

y por la independencia lineal de zy, € S(L), se sigue que & =0, Vi. O

Segtn los ejemplos 6.2 y 6.3 tenemos que (s3), es adecuada para

n = 4,5,6. Los casos n = 2,3 son obvios. Podemos aplicarles el
teorema inmeiato anterior para obtener que sus algebras envolventes
universales tienen bases del tipo de PBW. Usando estos casos como
base de induccién, el resultado para n arbitrario sera examinado pos-
teriormente, en la seccién 10 teorema 10.2.

COROLARIO 7.1. El dlgebra U(slE), tiene una base del tipo de
Poincaré-Birkhoff-Witt, n = 2,3,4,5,6.
8. Trenzas

PROPOSICION 8.1. Para L = (sl¥),, n = 2,3,4 se satisface la
ecuacion de trenza:

(81) T1T2T1|3L = T2T1T2|3L,
donde T1 =T Rk [dL,TQ = [dL Rk T.

DEM. Por célculos directos sobre los elementos bésicos, (usando
Maxima [54], ver apéndice 2). O

PROPOSICION 8.2. La presimetria S de una T-dlgebra de Lie
cumple con la ecuacion de trenza:

S15951 = 52515
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DEM. Sean x,y, z elementos bésicos. Entonces
S19251(x @Y ® 2) = Qo yGe,Qy -2 QY QT = 52515 (r Ry @ z)
O

—~—

Nota 8.1. La simetria de (sli)q es un morfismo de trenza, sin em-

bargo, no se tiene una base PBW para U(sli)q, puesto que se tienen
dos elementos bésicos x5 y xg cuyo producto en la envolvente univer-
sal no forma parte de ninguna base pues zsxs = 0 (ver ejemplo 4.3).
En consecuencia el teorema PBW es independiente de la ecuacion de
trenza.

9. Deformaciones cuanticas no estandar de GL(n)

DEFINICION 9.1. Sean p, ¢ unidades en un anillo conmutativo k con
pq # 1y elfjanse a(a — 1)/2 pardmetros discretos €;;, €; = £1, 1 <
1 < j < € =1,€¢; = ¢j. Sean m,n enteros positivos tales que
m,n < a.

El k-médulo L, , (n, m, k) se define entonces como el k-médulo libre
con base A

B=A{Z]|1<i<n,1<j<m}.
Ahora definimos un orden en B y morfismos S, T', (,), [,] copiando la
estructura de L(n, k) que aparece en el ejemplo 3.7.

PROPOSICION 9.1. El mddulo Ly, .(n,m,k) tiene una estructura
de T-dlgebra de Lie bdsica.

De forma similar a las dlgebras del tipo (sl;}), (ver seccién 6) pode-
mos definir dlgebras del tipo Ly, (n,m, k).

LEMA 9.1. Cada algebra del tipo L, 4 (A, pt, k) es una T-algebra de
Lie basica adecuada, donde A, u € {2, 3}.

LEMA 9.2. Si Z? > Z > 7P entonces existe L una T-Lie subalgebra
de Lyge(n,m, k) y nimeros \,u € {2,3} tales que L es del tipo
LPM],E’()U My k) y { 257 Zz]7 Zg } C L.

DeEM. Pongamos los elementos bdsicos en un arreglo matricial
(figura 14 (a)).

Obsérvese que para enteros positivos u, v los elementos que apare-
cen en la definicién del pseudocorchete estan en una relacién diagonal
(figura 14(b) ), y ellos forman una base libre de una T-algebra de Lie
del tipo L, 4¢(2,2,k), donde € = {1, € jtu, € jtu}-

Para Z! > 7/ > Z° hay varios casos. Los casos dados por la figuras
15(a), 15(b), 15(c), o ellos forman un tridngulo que puede ser ajustado,
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n+1
1 2 n
Zb 7 Zr o
o) olT
. 7 7
(a) : (b) of  oitu
1 2 n itu  Citu

Ficura 14. (a) La T-algebra de Lie Dbésica
L, e (N 1, k). (b) Relacién diagonal.

o o o (@]
(a) b ) o b o (b> o b o )
(@] O
o o o (@] O (o] O
©° . ° %, @ooo (9o
O O O

F1GURA 15. Algunos casos en Ly, ,(n,m, k)

con vértices sobre la frontera, dentro del rectangulo de la figura 15(d).
En el caso dado por la figura 15(a) podemos completar cada
tridngulo a un cuadrado y obtener L, , (2,2, k). En el caso dado por
la figura 15(b), cada tridgulo puede ser completado a un rectangulo de
la forma de la figura 15(e) y obtenemos L, , , (3,2, k). Similarmente, en
el caso dado por la figura 15(c) obtenemos L, , (2,3, k). Finalmente,

en el caso dado por la figura 15(d), obtenemos L, , (3,3, k).
O

TEOREMA 9.3. L,,(n,m, k) es una T-algebra de Lie bésica ade-
cuada.

COROLARIO 9.2. Los monomios formados por las sucesiones finitas
no decrecientes de elementos en

B={Z/|1<i<n, 1<j<m}

constituyen una base libre de M, ,.(n,m,k) = U L, ,(n,m, k) como
k-médulo.

10. U(slt, ), el caso general.

LEMA 10.1. Sean e, €, €;; elementos basicos en (sl ), v [,] el
corchete usual en sl 1.

(1) ey <ew siysolosia+b<i+jbéba+b=i+jyb<j.
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(2) Si S(eap @ €yp) = G eyy @ €ap ¥ €ap < €4y €Ntonces
Cabuv = _5v,a + 5v,b + 5u,a - 5u,b

(3) Sieq < ey < e entonces

qcuv’ab[euva [eaba eij] ] = [euva [eaba eij] ]q
DEM.
(1) Por la definicién del orden.
(2) Se sigue de la féormula [e;;, ex] = djxe: — diiex; en el dlgebra de

Lie clasica sl,,.
(3) Puesto que e, < €;; podemos suponer b = i. tenemos que
probar ¢“uwet|ey,, €q;] = [ew, €qj]q. Hay dos casos
(a) Cur < €qj;
(b) euy > €4;-

(3a): Si [eyy, €qj] # 0 entonces v =ay u <v=a <b, se
sigue ey, < e pues u + v < a + b. Una contradiccién. Por lo
tanto [euy, €qjlqg = [€uvs €aj] = 0.

(3b): Tenemos que probar

Quuv,ab [eaja euv] = Quv,aj [eaja euv]

Ambos lados son cero, porque sino, entonces j =uy i < j =
u < v, lo que implican ¢ + j < v + u, y entonces e;; < €,,. De
nuevo, tenemos una contradiccion.

(]
TEOREMA 10.2. (sl ,), es una T-dlgebra de Lie bésica adecuada.

DEM. Sea B la base canénica de sl,1, y escribimos los elemen-
tos basicos de B de la forma e;;. Ahora pongamos estos elementos
bésicos en un arreglo triangular superior (figura 16(a) ). Observe que, si
(€ijs €(itu)(j+v)) 7 0 entonces los elementos que aparecen en la definiciéon
del pseudocorchete estan en una relacién diagonal (figura 16(b) ), y si
€4j, €(i+u)(j+v))q 7 0 entonces j =i+ u y obtenemos la figura 16(c).

Asi, que si suponemos e;; > ey, > eq entonces los elementos que
aparecen en el enunciado del lema 6.5 (corchetes y pseudocorchetes)
pueden ser puestos dentro de un cuadrado de la forma de la figura 16(d),
y tal cuadrado puede ser extendido a un tridngulo superior (figura
16(e)), pero este tridngulo nos da un algebra graduada estrictamente
del tipo (sl{),. Puesto que éstas dlgebras satisfacen la condicién del
lema 6.5, entonces en particular los elementos e;; > ey, > eq satisfacen
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€12 €13 ... €1(n41)
623 L 62(n+1) (b Oij Oi(j+v)
: O(itu)j  Olitu)(j+v)

En(n+1)
e e 00 o0
o O O e O 0 O
() °9 20 (d) o o0 () oo
J(i+v) O O O ° o

FIGURA 16. Algunos casos en (sl; ),

esta condicién. Ademas,

[ 1o (Id ® [,]4) 512523 — ([, ] ® Id)S23512+
(1d® [,]4)523512 ) (€ij @ €uy @ €ap) =

qcuv’ab—’—qj’ab—’—qj’uv(Heaba euv]a eij] - [eaba [euva eij]] + [euva [eaba eij]]) =0

pues el lema 10.1 y la identidad de Jacobi en si;f.
Concluimos que (sl;, ), es una T-dlgebra de Lie bésica adecuada.
O

LEMA 10.3. Supongamos que ¢€;; < €q € UqJ“(slnH). Entonces las
siguientes ecuaciones se satisfacen en Uf (sl,41),
(10.1)

€ij€ab — (€abCij, S1T=a 0 j=0b
[eij, ean] = 4 €ij€ar — €aveij — (€ij, €ap) S1 1 # a, ] #by j #a,
71 . .
€ij€ab — 4 ~€aqb€ij, S1 ] = Q.

DEeEM. Por induccién sobre n. Para los casos n = 1,2,3,4,5 las
ecuaciones 10.1 pueden ser verificadas por cédlculos directos. Asi que
podemos suponer n > 5. Consideremos la figura 16(a). Tal diagrama
puede ser pensado como formado por dos tridngulos traslapados. El
primero, un triangulo 77 con vértices €12, €1y, €(mn—1)n ¥ €l segundo, un
tridngulo Ty con vértices €23, €2(n+1); €n(n+1)-

Los elementos en T; generan una k-subalgebra isomorfa a U (sl,),
t = 1,2. Entonces, si e;; y €4 estan ambos en T} 6 T3, las ecuaciones
(10.1) se cumplen. En consecuencia, podemos suponer i = 1y b = n+1,

y poner j #n+1ya#1.
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012

02; N
(a) N\ (b) 02j=an

on(n+1)

Oan
N\

On(n+1)
FIGURA 17. (a) Primer caso (b) segundo caso (c) tercer caso.

En la figura 16(a) juntamos el nodo rs con el nodo uw si [e,s, €u]q #
0. Tenemos varios casos dados en la figura 17, (en el primer y tercer
caso, puesto que e, €g;, €ny, estdn en 77 y la hipdtesis de induccioén, no
hay flecha entre 12 y an. Mientras que no hay flecha entre 2j y n(n+1)
pOrque €y, €an, En(n+1) €stan en Th.

En el primer caso obtenemos una grafica del tipo A4. Entonces e;; =
e12, €25]q, €a(nt1) = [€an, Enmi1)]q €stan en una subalgebra isomorfa a
U/ (sls). Se sigue que,

_ —1
[e1j: €jtnin)]g = €15€itnr1) = 47 €jtnr1)€s;
En el segundo caso obtenemos una gréfica del tipo Az entonces e;; =
€12, €anlgs €2(n41) = [€2n, En(n+1))q €Stdn en una subélgebra isomorfa a
+ z
US (sly), ademds
_ -1
[61j7 ea(nJrl)]q = €1n€2(n+1) — €2(n+1)€1n — (q —q )61(n+1)62n
En el tercer caso podemos insertar el nodo ja para obtener
O19 — 02]' — Oja — Ogn — On(n+1)

que es una grafica del tipo Aj, entonces e1; = [e1a, €3] = €1(n+1), Obte-
nemos

€15€a(n+1) = 4Ca(n+1)€1y-

TEOREMA 10.4. Existe un isomorfismo
U (shsr) = U (sl ),
de k-algebras.
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DEM. Pongamos cupcq = Cyp donde z, = €gp, Ty = €cd, ¥ Ty < Ty,
1<a,b,c,d<n+1. De que
[eij, ekl] = 0jk€il — 5lz‘ekj
que sigue que, si e, < €cq,
1, sia=cob=d,
Cabed = 0, sia#cyb#d,
—1, sib=c,
Ahora usemos el lema 10.3 para obtener las siguientes ecuaciones
en U (slny1),
€ab€ed — qcab’Cdecdeab = [eaba 6cd]q + <eab7 ecd>a
para cualesquiera 1 < a,b,c,d <n + 1.
Concluimos que U (slh1) ~ U(sliy)q. O
COROLARIO 10.1.
(1) Los monomios formados por sucesiones finitas de elementos
en
constituyen una base libre del k-mddulo U (slny1), donde m =
n(n+1)/2.
(2) Tenemos que
(Slrt+1)q|t:0 = Sljz_—f—l
y ast (sl},1), es una deformacion de sl} ., en la categoria de
las T'-dalgebras de Lie.



CAP{TULO 3

Relaciones con los grupos cuanticos trenzados

Una estructura de algebra de Hopf para la parte positiva (negativa)
del grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo de tipo A,, es establecida sin hacer
uso de la deformaciéon usual de la parte abeliana de sl,, ;. Ademads, un
morfismo trenzado adjunto es construido. Como una consecuencia se
obtiene una identidad de Jacobi generalizada en tal parte positiva.

1. Antecedentes

El objetivo de éste capitulo es explicar la estructura de bidlgebra
de la parte positiva del dlgebra envolvente universal cuantizada (grupo
cudntico de Drinfeld-Jimbo) de tipo A,,, usando conceptos de la teoria
de algebras de Lie.

Naturalmente el siguiente paso en el estudio de (s}, ), como una
T-algebra de Lie bésica es dotar a su algebra envolvente universal de
una estructura de algebra de Hopf.

Ahora una estructura de &dlgebra de Hopf generalizada (grupo
cudntico trenzado) para el algebra envolvente universal U (sl,;1) de

(sliy1)q se presenta. De hecho, Uf(sl,4+1) como dlgebra tiene su es-
tructura usual: generadores Fj, ..., F, y relaciones

(1.2) EE; —(q+q )EEE +EE =0, if |i—j| =1

pero ahora el producto tensorial Uf(sl,1) ® Uf(slyy1) tiene una
estructura de algebra no estandar: la multiplicacion estda dada por
(1.3) (a®b)(c®d)=ac(b®c)d

donde o : U (slyi1) @ U (slay1) — U (sl1) @ U (slyy1) mo es el
switch usual. Esto es asi porque U(;L (sl,41) tiene un coproducto dado
por

Obtenemos una deformaciéon no trivial de la clasica algebra en-
volvente universal U(sl},;) sin hacer uso alguno de los usuales

43
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K ... K (los cuales forman una deformacién de la parte abeliana
de slpy1).

Como consecuencia U[(sly41) es, también, un ejemplo de una
dlgebra de Hopf en una categoria trenzada [27, p. 596]. Sin embargo
las “simetrfas” de (sl;}, ), no son las mismas que las “simetrias” de
U;—(Sln—i—l) .

Aunque muchos de los resultados que aparecen en este capitulo
pueden ser encontrados en la literatura clasica sobre grupos cuanticos
(por ejemplo, la multiplicacién (1.3) aparece en [44]), aqui U, (sln41)
se reconoce como una genuina algebra de Hopf generalizada, asi como
un algebra envolvente universal generalizada.

En el capitulo 2 mostramos que (sl;', ), satisface casi todos los re-
querimientos de un algebra de Lie cuantica segtin Lyubashenko-Sudbery
[45]. Falla el punto 7 solamente. Por qué falla tal se explica en la
seccion .

2. Trenzas y coproducto

Consideremos al dlgebra (s, ), . Sabemos que (sl}, ), satisface
axiomas de dlgebra de Lie generalizados (ver capitulo 2). Por otro lado,
puesto que [e;;, €] = 0ja€ib — Opi€q; donde ¢ es la delta de Kronecker,
obtenemos

(21) Cij,ab = —5b,i + (de‘ + 5i,a — 5]‘,@7 \v/eij’ €ab c B .
Definamos una nueva “simetria”’ o. Sea o : (sl:;q)q R (Sl;:ﬂ)q N
(sli1)q ®k (sl y), tal que

o
o(eij ® eqy) = ¢ eqy @ €35, Ve, eq € B .

Notemos que, aunque la llamada presimetria S esta relacionada con
o, no son iguales, pues S = Id y o2 # Id.

PROPOSICION 2.1. Sea [,], el corchete de (sl}, ), . El morfismo
lineal o satisface las condiciones de multiplicatividad:

(2.2) o(Id®[,]g) = (|1 ® Id)os0,
(2.3) o([:]g© Id) = (Id @[, ]5)o102
DEM. La identidad de Jacobi en si;f,, asegura que
[[eijs €jils [€abs €uv]] = (Cijab + Cijauw) [€abs Cuv)
lo que implica
(2.4) o(eij @ [ean, €unlq) = ¢ U eg, unly @ e

= ([.]q ® Id)oz01(eij @ €ap @ eun).
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De manera similar obtenemos

o([€ijs €anlg ® €up) = (1A R [,]4)0201(€ij @ €ap @ €yy)

RS @A

FiGuraA 1. Forma diagramatica de la proposicion 2.1.

Ahora podemos extender o a U} (sl,.1) ; para lo cual consideremos

(

q

T como la k-dlgebra tensorial de (sl;},,), . Definimos 6 : T ® T —
T ®i T por

(21 2n @Y1 Ym) :szi,yjyl...ymébzl...zm, Vzi,y; € B,
'7j

donde 0 (2; ® Y;) = Dzyy, Y5 @ Ziy Pz, € K-

En particular, los objetos formados por productos tensoriales fini-
tos de los espacios unidimensional (x), x € B forman una categoria
tensorial trenzada con trenza &, (ver [39]) y la proposicién 2.1 dice que
el corchete [, ], es compatible con la trenza &.

LEMA 2.1. Sea (,) el pseudocorchete de (sl,'.,), y m el producto
del algebra tensorial 7. El morfismo lineal & satisface las condiciones
de mutiplicatividad

(2.5) ag(Ild®@m(,)) = (m(,) ® Id)561,
(2.6) am(,)®Id) = (Id®@m(,))F15.
DEM. Sean eq, €y, €ap elementos de B . Tenemos que probar que

(2.7) F(ea @ meyp, €ap)) = (M(,) ® 1)5201(ap @ €yp ® €ap),
(2.8) F(m{eap, Cuw) @ €ap) = (1 @m(,))5152(Cap @ €up @ €ap).
El lado izquierdo de (2.7) es, si (€u, €ag) # 0,

geerer e (q — g7 eaveus ® eap
mientras que el lado derecho es

gebmteanasmle,, ® eqp) @ eqp

De (2.1) obtenemos Cup.ap+Cabug = Cabuw +Cabaps- Concluimos que (2.7)
se cumple. Y por cédlculos similares (2.8) se cumple también. U
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PROPOSICION 2.2. El morfismo lineal & puede ser extendido a un
morfismo lineal

o U;(slnﬂ) Rk U;(slnﬂ) — U;(slnﬂ) Rk U;(slnﬂ)

donde U (sly11) es el dlgebra envolvente universal de (sl;}, ), , tal que
el siguiente diagrama conmuta,

U;(Slnﬂ) Rk U;(Slnﬂ) T U;—<Sln+1) Rk U;(Slnﬂ)

I I

(Sliﬂ)q Ok (Sliﬂ)q —— (Sliﬂ)q Ok (Sliﬂ)q

ademds las condiciones de multiplicatividad,
(2.9) o(Id@m) = (m® Id)(Id® o)(oc ® Id)
(2.10) o(m® Id) = (Id®@m)(oc® 1d)(Id® o)

se cumplen, donde m denota la multiplicacion sobre U;(slnﬂ) .

Los diagramas correspondientes a la multiplicacién asociativa m y
a o aparecen en la las figuras 2 y 3 respectivamente. Luego las ecua-

o

FiGUurA 2. La multiplicacién m.

N

Ficura 3. El diagrama de o.
ciones (2.9) y (2.10) se dibujan como en la figura 4. Ahora podemos

aplicar algunas observaciones de Durdevich [24]. Supongamos que es-
tamos en las condiciones de la proposicion 2.2. El producto tensorial

W X

FicurA 4. Multiplicatividad
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J

FicuraA 5. El producto de tensores.

U(L)®U(L) es de manera natural un U(L)-bimédulo y podemos definir
una multiplicacion sobre U(L) ® U(L) mediante

(2.11) (a®b)(c®d) =ac(b® c)d.
La que en forma diagramatica se ve segun la figura 5.

COROLARIO 2.3. El mddulo U (slyy1) @i Uy (8lpt1) con multipli-
cacion definida por la ecuacion (2.11) es un dlgebra asociativa.

DEM. Las condiciones de multiplicatividad (2.9), (2.10) implican
la asociatividad de (2.11), [24] O

De manera andloga al caso cldsico definamos ¢ : (sli,,), —
Uf(slnt1) @k U (slyy1) por

(212) gb(ei(iﬂ)) = 62‘(@'+1) RI1I+1I® GZ‘(Z'Jrl), 1 S 1 S n.

TEOREMA 2.2. El morfismo definido por (2.12) puede ser extendido
a un morfismo de k-algebras

¢ U;_<Sln+1) — U;<Sln+1) Rk U;_<Sln+1)

DEM. La k-dlgebra U (sl,41) es generada por Ej, i = 1,...,n
modulo las relaciones
(2.13) EE; —(q+q¢ EEE + E;E; =0 sili—j| =1,

Tenemos que probar que ¢ preserva estas relaciones. Que (2.14) es
preservada es inmediato. Para demostrar que (2.13) se preserva, pon-
gamos o(E; ® E;) = ¢E; ® E;, 1 < i,7,< n recordando que E; =
62‘(@'+1), 1= 1, o, n.

H(E:)d(E;) =
E’E; @ 1+ E?® E; + ¢“"E;E; ® E; + E; ® E,E;
+¢*"E,E; ® E; + ¢*F; ® E;E; + " E; ® E} + 1 ® EIE}
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IR

FicurA 6. Coproducto.

mientras
¢<Ej)¢(Ei)2 =
E;Ef @1+ B B Ei+q° B B,@ B+ E;Q B +¢* B} @ Bj+¢* ' B,Q B} B,
+q¢9E; @ E;E; +1® E,;E?
y
(2.15) o(Ey)o(E;)d(E;) =
EE,E;®1+EE QE +q9E}QE; + E; ® E;E;
+ qc¢j+2EjEi ® Ei 4 qC'LjEj ® EZ2
Se sigue que, si i — j| = 1,
(2.16) o(E)*¢(E)) + o(E;)o(E;)? =
g+ qNE?QE)+ (¢ + 9B @ BEj+ (¢ + ¢ ")E; ® E?
+(q+q¢ WEEE®1+1® (¢+q "EE;E;
= (q+q ")o(E;)d(E;)(E;).
O

La notacion diagramatica para el coproducto aparece en la figura
6. Y entonces el teorema 2.2 asegura la ecuacién diagramaética de la

figura 7.

FiGURrRA 7. Versién diagramatica del teorema 2.2.

Definiremos, ahora, la counidad. Lo cual puede ser hecho siguiendo
el caso clasico.
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|

F1GuraA 8. Counidad.

El anillo conmutativo k£ es una T-algebra de Lie béasica de manera
obvia y el morfismo cero 0 : (sl ,), — k es un morfismo de T-
dlgebras de Lie bésicas, entonces € = U(0) : U (slyy1) — U(k) >~k es
un morfismo de k-dlgebras asociativas.

PROPOSICION 24. Sea C = {Ey,...,E,} y m un entero m > 1.
Entonces

O(E) ... 0(E;,) =By .. B, @1+ ;@

j
= 1®E21Elm—|—zal®bl
1
donde cada u;,vj, a;,b; es un producto no vacio de elementos en C. Se
sigue que

Puesto que C es un conjunto de generadores de U(;L(slnﬂ) obtenemos
que € es la counidad de ¢.

El diagrama para la counidad estd en la figura 8. Entonces, la
proposicién 2.4 se puede expresar como en la figura 9.

3. Antipoda

Un concepto fundamental en la teoria de algebras de Lie cuanticas
de Delius-Gould [18] es g-conjugacién. En este trabajo estamos usando
una version modificada de ¢-conjugacion.

DEFINICION 3.1. El automorfismo de Q[g,¢ '], como Q-dlgebra,
dado por por ¢ +— ¢! se llama q-conjugacion.

Fijemos el anillo k& como Q[g, ¢ '] y sea L igual a (s, ), como una
T-algebra de Lie.

DEFINICION 3.2.

F1GURA 9. La proposicion 2.4.
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(1) La T-4lgebra de Lie opuesta L es el Q[¢, ¢ ']-médulo que
coincide con L como conjunto, tiene estructura modular in-
ducida por cambio de escalares a través de la g-conjugacién y
tiene estructura de T-algebra de Lie dada por

[’]op = _[7]q7 S = S_l = S? <>>Op = _<>>'

(2) Sea m el producto de U(L). El dlgebra opuesta U(L) es la
Qlq, ¢ ']-4lgebra que coincide con U(L) como conjunto, tiene
Q[q, ¢~ ]-estructura médular inducida por cambio de escalares
a través de g-conjugacion:

_ - Qlg, ¢ I®U(L)? — U(L)™
y tiene producto dado por
m?P=mo=__x_ :UL)PQU(L)* — U(L)*

(3) Denotamos con U(L)¢ a la Q[q, ¢~ *]-algebra obtenida de U(L)
por cambio de escalares a través de g-conjugacion:

- :Qlg,q @ U(L) = U(L)".
PROPOSICION 3.1. Eriste un Q[q, ¢~ t]-dlgebra isomorfismo
JUL) — UL
tal que g—q~ ', B, — E;,i=1,...,n.

DEM. Las relaciones

(3.1) (B Y(Ey) = (g+q7") - A(B)y(E;)v(Ei)+

y
YEDV(E;) = v(Ej)y(Ei) =0, sicij =0
son las relaciones (1.2) y (1.1) respectivamente. O

PROPOSICION 3.2. Sea L igual a (sl ), -
(1) L°P es una T-dlgebra de Lie basica.
(2) La k-dlgebra U(L)° es asociativa.
(3) La funcion A : L — L°?, x +— —x es un morfismo de T-Lie
dalgebras.
(4) Eziste un isomorfismo
U(L?) ~U(L)*”
de k-dlgebras.

DEM.
(1) Se sigue directamente de la definicion.
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(2) La ecuacién de trenza para o junto con las condiciones de
multiplicatividad (2.9) y (2.10) aseguran la asociatividad de
maP.

(3) Los siguientes diagramas conmutan:

[7]‘1
-

L&®L L
>\®>\l l/\
LoP @ LoP Lgp) Lop

S

L®L — L®L

e |2

Lor g Ler 22, [op g [op
También, aunque no lo parezca, el siguiente diagrama con-

muta.

LoL —. Lol

o o

LoP @ LeP O row ® L°P

El detalle es que k ® k # Id puesto que k cambia los
escalares por g-conjugacién. Esto es, si (e;;, eq.) 7 0 con e;; <
€e,, €Ntonces

A @ X)(eij, ean) = (7" — q)eq; @ €
= _<€ij7 €ab)
= (€ij, ap) ™
(4) Pongamos o(z ® y) = payy @ 7, y S( ® y) = ¢uyy ®  para
cualesquiera x, y elementos en la base canénica B de L y donde
Days ey € Qlg, ¢ ], Siz,y € B, las relaciones que definen a
U(L) pueden ser escritas como
= (Y = payyr — [z, 9] — (2,y))
= PayyYT — p;ylpmyxy + [ZC, y] + <;C, y>
(3-2) =Ty —Pay YT~ [1,y]” = (z,9)” z <y.
Esto significa: U(L) es el dlgebra definida por las relaciones (3.2),
que son las relaciones que definen a U(L). O
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PROPOSICION 3.3. Existe un morfismo
A U(L)— U(L)®
de k-dlgebras tal que \(x) = —z, Vo € L.
Ahora, consideremos el plano cudntico A?,'O definido como el anillo
A" = k(z,y)/(yr — qzy)
donde k(z,y) significa un algebra asociativa libremente generada por

x,y con coeficientes en el anillo conmutativo k y q € k*.
Para enteros 0 < i < n, definimos los escalares

(),

L 2(0
por la ecuacién en Aq‘ ,

LEMA 3.1.

i=0
DEM. Usando [37, p. 6], ecuacién (3) y advertencia 0.4: tenemos
que

(+y)" =(@+y) e+ (x+y)"

+y)y
n - i (T n n+l—i, 1 n
:9”“*2(‘1 <z) +(¢—1)>$+1 vy
i=1 q q

luego, por definicion,

(”*.1) :qi(@) +(.” ) C1<i<n
) 7 7 —1
q q q

En particular

(n—i—l) :q%(n) —i—(n) , 1 <i1<n.
) ) /), 1—1)
q q q

Multiplicando por g~ #+1=9,

g1 (” JZF 1) _
q2

i —i(n—i) [T —nti—1 —(i—1)(n—i n
q> q>



3. ANTIPODA 53

Usando la notacién de [37, p. 5], la ecuacién anterior significa que

q i) (z) satisface la misma ecuacién de recurrencia que L con
q2

v = q (la ecuacién (2) de [37, p. 6]):

o]

Como ademas [ZL] y g~ i) (ZL) coinciden en la frontera del triangulo
q2

de Pascal, esto es

n —n(n—mn n n —Uuln— n
q? q?

se sigue que
ny _ —i(n—i) (n)
= (),

Luego la ecuacién (3) de [37, p. 6] (recordar que v = ¢), nos da

& i i(n—1) —i(n—i) [T
0="> (—1)igrg )<¢)2
q

=0
— z z(z 1)
-y (),
g

LEMA 3.2. Si ¢ : U(L)? — U(L) es la inclusién Q[g, ¢ ']-lineal
natural y Kk =y toro\: U(L) — U(L) entonces

(1)
e
l—i 7 .
_E(Z)EJ ©E,1<j<n
q

=0
(2)
(B @ BB @ ). (B @ ) =
qZo<t Ciadyialna—in) =i prasiz | pusiu @ pripme B
(3)
(1® /f)(Ej"f_ilji?]’»‘;_i2 . Eﬂ“*“ @ E[TE: ... Efu“) =
an<b CjajbiaibE;lllfil Ejn227i2 o E‘Ztu_iu ® )\(E;:Lu) o )\(Ejnll)
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(4) Para j =1,...,n,
ME) = (~1)g ¢V
(5) Denotemos con m al producto de UJ (sl,y1) . Entonces
m(l1®@k)p(EL .. EX) =0, 1 <ji,...,5u < n.
si ny,...,n, son todos enteros positivos.
DEM. Por célculos directos. Por ejemplo, definase
c=> Cijialn, —i)
a<b
entonces

m(l®@ k)p(EL ... El) =m(1@ N)o(E;)™ ... o(E;, )™ =

N1y Ny
n Ty, c ni1—1i1 Ny —lu ni yan
> (u) (Z ) (BT BT @ N B EY))
q q

u

i1y =0
N1,...,Ny
_ Z ny Ny, q2a<b Ciajplamyy, En1—i1 Enu*iu
i oy 1 cee L)
. - 1 2 u 9
01404, =0 q q

Ny ni
A(ET) . A(ETY)
N1y Mu—1
= >0 (M) () qFersienn i gt
'Ll J1 Ju—1
q> q>

S Ty, T (- T My — ni
> < ) (—1)tg @ VETN(ES ) LB =0
q2

d

PROPOSICION 3.4. Sea v : U(L)? — U(L)¢ la inclusién Q[q,q']-
lineal natural. Entonces, el Qq,q]-morfismo lineal

k=7 "toroA:U(L) — U(L)
es la antipoda para el coproducto ¢.

Los diagramas del morfismo unidad v : Q[¢, ¢ '] = U(L), 1 — 1y
de la antipoda aparecen, respectivamente en la figura 10.

K

FicuraA 10. La counidad y la antipoda.
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La propiedad 3.4 se puede escribir segtn la figura 11.

1

FiGuraA 11. La propiedad 3.4.

De la demostracién de tal propiedad se obtiene también que k es
un o-antimorfismo. Ver figura 12.

4. La condicion adicional del grupo cuantico trenzado

La siguiente ecuacién (4.3) es una de las condiciones de la definicién
de grupo cuéntico trenzado [25]. Tal condicién es importante porque,
por ejemplo, permite escribir el operador de trenza en términos del pro-
ducto, coproducto y la antipoda (ver [25]). Hacemos la aclaracion de
que bajo ciertas condiciones, un grupo cuantico trenzado se convierte
en una algebra de Hopf trenzada. Una de éstas es que la comultipli-
cacién sea un morfismo de algebras. Este serd el caso para nuestra

U;—<8ln+1) .

LEMA 4.1. En general, sea k& un anillo conmutativo, M un k-
modulo, 0 : M ®, M — M ®; M un k-morfismo lineal invertible.
Ademas ¢ : M — M ®; M también morfismo k-lineal.

Si

(4.1) (c@Id)(Id®o)(¢p® Id) = (Id® ¢)o;
(4.2) (Id®o)(oc® Id)(Id® ¢) = (¢ ® Id)o.
entonces

(4.3) (c@I1d®Id)(Id® ¢ Id)(c™' @ Id)(Id® ¢) =
(Id@ld®o)(ld® ¢ @ Id)(Id® o) (¢ ® Id)

kR

F1GURA 12. La antipoda x es un g-antimorfismo.
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DEM.

(c®Id® I1d)(1d®¢ @ Id) (o' @ Id)(Id ® ¢)
=((c@Id)(Id® ¢)@Id)(0c™" @ Id)(Id® ¢)
—((Id® o Y ¢@Id)o®Id) (o' @ Id)(Id® ¢)
=(ld®o ' ®1d)(¢® ¢),

por otro lado,

(Id® Id® o)(1do¢ @ 1d)(1d @ o) (¢ @ Id)
= (Id® (Id®o)(¢p @ Id))Id® o )(¢ @ Id)
—(Id® (6 ' @ Id)(Id® ¢)o )(Id® o~ ")(¢ @ Id)
= (Id®o ' ®1d)(¢® ¢).

Concluimos que (4.3) se cumple. d

PROPOSICION 4.1. Sean o : Uf (sly1) QU (slay1) —US (slpg1) ®
Uf(slny1) , ¢ Uf(slay1) — Uf(slay1) @ Uf(sluy1) los morfismos
definidos en las secciones anteriores.

Se cumplen las siguientes ecuaciones,

(4.4) (c@Id)(Id®o)(p®Id)=(Id® ¢)o
(4.5) (Id®o)(oc®Id)(Id® ¢) = (¢ ® Id)o.
DEM. Supongamos que Fj ,...,E; y Ey,,..., Ey, son elementos

de {Ey, ..., E,}. Pongamos £y = E7' .. El", Ex = E™ ... E™. En-
tonces

(4.6)

(0@ Id)(E;®Ex)= Y (7”,‘1) L (”u) 2 a<b Caiyia(nj, ~iv)

11 Ty
i1=0,...iu=0 q? q?
E]’.T*“ .. .EJ’L“_Z“ ® Ej»"l1 . EZ:‘ ® E,Zl LB

se sigue,

(Id® o) Id)(E;® Ex) = > (7.“) (”“)

i1=0,...i,=0 /e bu ) g2

b Ciaj ia(nj, —ib) b CiakptaMMp M1 —11 Ny —lu mi My
gTaso a0y ~in) g Cakyiamo ERH PR @ g
ni Ty
QE".. B!
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y
(c®Id)(Id®0)(¢ @ 1d)(E; @ Ex) =
Z (nl) . (nu) q2a<b Cjajbia(njbfib)
11 9 Ty 9
i1=0,...iu=0 q q
gen(Cakylomi ok, (a—ie)me) s e @ FRL
® BT BT
= qza,b cjakbnambE;;fl o E}ZJLU ® (b(Ejnll) o (b(Efuu)
= (1®¢)o(E; @ Ek)
Por célculos similares (4.5) se cumple también. O

Denotemos con U[ (slny1) ®o Uy (sl,y1) al dlgebra asociativa que
es el k-médulo U (slyy1) ®p Uf(slp11) con producto dado por la
ecuacion (2.11).

TEOREMA 4.2. El dlgebra U (sl,,11) es un grupo cuéntico trenzado
con

(1) coproducto:
¢ Uq+<31n+1) — Uq+<3[n+1) Qg Uq+<31n+1)

inducido por ¢(e;;) = e;; @ 1+ 1@ e+, ;(Id—0)(ei ®
(2) counidad:

€: U (slp1) — k

inducida por e(z) = 0, Vz € (s} 1), ;
(3) antipoda:

k2 Ul (slp1) — Uy (slhyr)
inducida por z — —z, Vz € (sl ), .
Ademas, la counidad € es un morfismo de dlgebras:
em=cRe

DEeEM. El teorema sélo es un resumen de los resultados del presente
capitulo. Particularmente de las proposicién 2.2 y su corolario 2.3, el
teorema 2.2 y las proposiciones 3.4, 2.4.

Solo hay que probar la forma del coproducto sobre los elementos e;;,
1 <i<j<n+1,lo cual puede hacerse por induccién sobre j —i. [
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5. La representacion adjunta

Construiremos una representacion del algebra envolvente universal
U(sl} 1), en ella misma por medio de la funcién adjunta. Primero,
notemos que U(sl}, ), es un grupo cudntico trenzado con operador
de simetria . Tal o esta relacionado con nuestra simetria S por la
ecuacion:

U(eab X euv) - S(eab ® euv)a s Cab < Cyp
pero o no es una involucion.
Sea A un grupo cuantico trenzado. Para y € A definamos

ad(y) : A— A, u—m(Ildem)(ld® I[d® k) (Id® o)(d(y) @ u)
donde m es el producto, ¢ el coproducto y k es la antipoda sobre A.
Yy u

FiGURrA 13. La representacion adjunta.

De acuerdo con [24], si la counidad € del grupo cudntico trenzado
A es un morfismo de dlgebras entonces A es un algebra de Hopf en
una categoria trenzada y entonces podemos usar los resultados de [47].
En particular obtenemos que la funciéon ad es una representacién de
A en ella misma. Tal afirmacién estd probada en [46] para la funcién
coadjunta. La prueba para ad es dual, por supuesto.

PROPOSICION 5.1. Sea (A, {¢,€e,\,0}) un grupo cudntico trenzado
con multiplicacion m. Si em = € ® € entonces

ad(x)ad(y) = ad(zy), Vz,y € A.
En otras palabras, la funcion ad es una representacion de A en ella
misma.

Obtenemos una identidad de Jacobi adicional:

COROLARIO 5.2. Sean S, (,) la presimetria y el pseudocochete de
(slii1)g - Definamos~y = 1®1—S—{,), entonces, la siguiente identidad

de Jacobi generalizada se cumple en U(sl; ), -

(5.1) ad([z, y]y)(2) = p o (ad © ad) o y(z ® y)(2),
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para cualesquiera z,y € (sl,,), y para todo z € U(sl}. ), , donde p
denota la multiplicacion de funciones lineales sobre U(sl}t, ), -

NotA 5.1. La identidad de Jacobi (5.1) es similar a la considerada
en [45]. Sin embargo, en general, ad(z)(y) # [z, yl,. Por ejemplo, para
€13 = €12€23 — ¢ 'egzers tenemos

ad(eys)(e12) = [e1s, €12]q — g (1 —q?)etqens

donde [e13, €12], = e13e12 — g 'eize13. Es por esta razén que el punto 7
de los requerimientos ideales para un algebra de Lie cuantica [45], no
se cumple.



CAPIiTULO 4

Algebras de Lie cuanticas de tipo A, positivo

Mostramos de manera explicita un algebra de Lie generalizada su-
mergida en la parte positiva (y negativa) de los grupos cuédnticos de
Drinfeld-Jimbo de tipo A,,. Tal algebra de Lie generalizada satisface
axiomas muy similares a los encontrados por S.L.. Woronowicz. Para las
algebras envolventes universales de tales algebras de Lie generalizadas
establecemos varias condiciones para obtener bases del tipo Poincaré-
Birkhoff-Witt. Ademas un algebra graduada relacionada se propone y
algunas relaciones con la ecuacion cuantica de Yang-Baxter se estudian.

1. Antecedentes

En el capitulo 2 se mostré que existe dentro de Uy (sl,41) un algebra
de Lie coloreada generalizada (sl;}, ), tal que su algebra envolvente uni-
versal es la parte positiva U (sl,11) de Uy(sl,11). Desafortunadamente
sus axiomas dependen de la base elegida.

El objetivo de este capitulo es proponer axiomas de algebra de
Lie generalizados para el mddulo (s}, ), independientes de la base
elegida. Llamamos a tal estructura T'-algebra de Lie. Una parte de
tales axiomas (antisimetria, identidad de Jacobi) son muy cercanos a
los encontrados por Woronowicz [61].

Ademés probaremos que (sl ), satisface una identidad de Jacobi
adicional que es similar a las dlgebras de Lie generalizadas balancea-
das de Lyubashenko-Sudbery [45]. Esto significa que, (slf,;), es un
algebra de Lie generalizada balanceada. Sin embargo, el dlgebra envol-
vente universal de (sl;', ), como una T-dlgebra de Lie no es la misma
que el dlgebra envolvente universal como un algebra de Lie generalizada
balanceada.

Finalmente, algunas relaciones con la definicion de dlgebra de Lie
cudntica de Vybornov [60] se estudian. Siguiendo el trabajo de Vy-
bornov obtenemos que, en cierto sentido, la ecuacion cuantica de Yang-
Baxter (QYBE) incluye no sélo una identidad de Jacobi y una anti-
simetria, generalizadas ambas, sino condiciones adicionales llamadas de
multiplicatividad, las cuales son parte de las condiciones para obtener
bases del tipo Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW). El hecho de que existe

61
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una liga entre la ecuacion de trenza a la identidad de Jacobi ya habia
sido notada por Woronowicz dentro del marco del calculo diferencial
sobre grupos cuanticos [61].

2. Nociones basicas y construcciones comunes
Sea k un anillo conmutativo unitario.

DEFINICION 2.1. Una T-dlgebra de Lie es un k-mddulo L con mor-
fismos
[[]:L®y L — L, corchete
S:L®,L— L, presimetria
(,):L®; L — L®L, pseudocorchete

tales que los siguientes axiomas se satisfacen
(1) Estabilidad

(a) Existe una graduacion estricta L = @,enLy, de L relativa
a [,], (esto significa [Ly,, Ly,] € 32 o) o1 Ly Y001, 12).-
(b)
<L7717 Ln2> c (L Qk L)ernzflu Vi, 12

donde (L ®y, L), = Zn1+nz<n Ly, @ Ly,.
(2) Antisimetria -
(a) [[]5=—[]
(b) ()S=—()
(c) [1{)=0
(3) Identidad de Jacobi
(2.1) Lde []) - LI e Id) - []JId® [)(S®Id) =0

El diagrama correspondiente a ésta nueva identidad de Jacobi esta
en la figura 1. Noétese la diferencia con la identidad de Jacobi para las
T-algebras de Lie bdsicas de la figura 9 del capitulo 1. Més adelante se
probara que bajo ciertas condiciones ambas identidades coinciden.

FicuraA 1. Identidad de Jacobi para T-algebras de Lie.
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EjEMpPLO 2.1. Una G-dlgebra A es un k-moédulo graduado A =
®nA, equipado con dos multiplicaciones, (A,y) — Ay y (A7) — [\, 9]
con algunas condiciones adicionales. Estamos interesados sélo en las

propiedades del corchete [,]. Estas son:
(2.2) A] € Apgn_t, FAE A, vEA,
(23) )= =D)AL A€ A,y € Ay

ysideA,,yeN,,neEN,,

(24) (=)= VEDIN [y, )] + (=)D, g, A
+ (=1, A 4] = 0.

La propiedad 2.2 dice que A = @, A, es una algebra estrictamente
graduada relativa a [,]. Por lo tanto A tiene una estructura de T-
algebra de Lie con corchete [,], pseudocorchete (,) = 0, y presimetria
S definida por

SA®@7) = (=1)mVe"Dy @ X side A,y €A,
Puesto que

SId®[,]) =Id® [,])(Id® S)(S® Id)
S(,]®Id)=([,]®Id)(S®Id)(Id® S)
entonces la identidad de Jacobi (2.4) es equivalente a la identidad de
Jacobi (2.1) de A como una T-dlgebra de Lie.

Noétese que no estamos usando el usual grado reducido (reduced de-
gree) de A (ver [30], p 89).

Si L es una T-élgebra de Lie definimos su dlgebra envolvente uni-
versal U(L) como el cociente

UL)=L%/J
donde L? es la k-dlgebra tensorial de Ly .J es el ideal bilateral generado
por
Relacionada con cada T-algebra de Lie L existe una T'-dlgebra de

Lie abeliana denotada LY. Su estructura es: L° = L como k-médulo,
L]°=0, (,)° =0, S® = S. El dlgebra envolvente universal

S(L) =U(L")
es llamada el dlgebra simétrica de L.

Ahora, sea B una base totalmente ordenada de L como T-algebra
de Lie con graduacion estricta dada por

L= EBUENLU
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tal que Ve € B dn = n(z) € N tal que z € L,. Sea z) € B,X =
(Zx,--.,Ty,) sucesion finita no decreciente de elementos de B. Escribi-
mos N(A) = n(zy) =asixzy € Ly, 2y =) € S(L), 25 = 25, ... 2\, €
S(L), zp=1€ S(L), n(X) =n(zs) =n(xx) + ... +n(xy,). Ademas
ponemos Ty < X sizy < Ty,

Sea S, el k-submdédulo de S(L) generado por los zy, tales que n(X) <
p.

LEMA 2.2. Sea L una T-algebra de Lie y B una base libre de L
como k-médulo, B totalmente ordenada tal que

(1) S(x®Y) = oy ® T, oy € k, Y2,y € B;
(2) quy = G5z
Entonces, existe un k-morfismo

satisfaciendo

(A) ) - 25 = 22y para ) < X;
(B) zx - 25 — 2x2x2 € Sy 4n(m)-1-

DEM. Ver capitulo 2, prueba del lema V.1. U

Remarcamos que éste lema es muy parecido al lema 5.1 del capitulo
1. La diferencia es que este nuevo lema es para T-algebras de Lie, cuya
definicion no depende de una base en particular. Mientras el lema
anterior mencionado es para T-algebras de Lie bdsicas cuya definicién
depende de una base elegida.

3. Bases Poincaré-Birkhoff-Witt y T-algebras de Lie

En el capitulo 2 probamos que la existencia de bases PBW no es una
propiedad comtn para todas las T-algebra de Lie bésicas. Tenemos que
restringirlas. Tal condicién de restriccion se llama adecuada. Gracias
al lema 2.2 la condicion adecuada tiene sentido no sélo para T-algebras
de Lie bésicas sino para T-algebras de Lie.

DEFINICION 3.1. Una T-élgebra de Lie adecuada es una T-dlgebra
de Lie con una base libre para L como k-mddulo totalmente ordenada
tal que se cumple la condicién adecuada (ver capitulo 2, definicién V.1).

No debemos confundir T'-dlgebra de Lie basica adecuada (definida
en el capitulo 2) con T-dlgebra de Lie adecuada (definida en este
capitulo) puesto que cumplen identidades de Jacobi generalizadas, que
en principio, son diferentes. Sin embargo, veremos mas abajo que coin-
ciden bajo ciertas condiciones.
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Sea L? el k-submédulo de la k-dlgebra tensorial L® generado por
QT Qap, T, <x; <xp €8
y sea 3L el k-submédulo generado por
T Qx; @y, 1 < x5 <x) €B.
Pongamos Sy, S : L3¢ — L3¢ S =1® 85, S, =(1®9).

PROPOSICION 3.1. Sea L una T-dlgebra de Lie adecuada tal que
para una base B se cumplen,

(1) S([,] @ Id)|ps = (Id @ [,])S152| L33
(2) ST [,])Ls = ([,] © 1d)S25]13;
(3) S([,]@Id)| sy = (Id®[,])S15] s
(4) SUd@[,])] s = ([] ® 1ds)S25: ] ar;

entonces U(L) tiene una base de tipo PBW relativa a B.

DEM. De acuerdo con el capitulo 2, es suficiente con probar que
L es una T-algebra de Lie basica. Las condiciones 1 y 2 aseguran
la propiedad de multiplicatividad, mientras que las condiciones 3 y 4
dicen que la identidad de Jacobi para L como una 7T-algebra de Lie se
siguen de la identidad de Jacobi como T-dlgebra de Lie. Por lo tanto,
L es una T-Lie algebra basica. O

PROPOSICION 3.2. Sea L una T-dlgebra de Lie bdsica, con base B.
St se cumplen
(1) S(L] @ Id)| s = (Id @ [,])S152] a5
(2) SUd@ [ ])]s = ([,]® 1d)S25 ] a;
(3) [,]S([LU“I'J] ®.TJ) = [,]([d@ [,])5152<$U@'®.Tj ®.Tj), VSL’Z',SL’]' € B.

y una sequnda identidad de Jacobi

(3'1) [7]( (1 ® [’])5152 - ([7] ® 1)8251 + ([7] ® 1)32 )| s, =0
entonces

32  [lUdel])-[I]eld-[]Id®][])5 =0

(33) [,](Id@ [7]) - [7]<[7] ®]d) + [7]([7] ®Id)32 = 0.

DEM. Sean z,y,z € B. Si x > y > z entonces la identidad de
Jacobi de L como una T-algebra de Lie junto con las hipétesis 1 y 2
dicen

(34) [ZL‘, [yv Z]] - [[ZE, y]’ Z] - qx,y[yv [$7 Z]] =0

ademds, la segunda identidad de Jacobi (3.1) puede ser escrita como

(3:5) [z, [y, 2]] = [z, 9l 2] + gy.. [l 2], 9] = 0.
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Primero, vamos a probar que

(3.6) [z, [y, 2]] = [[z,y], 2] — quyly, [x,2]] =0, Va,y,z € B.

Hay varios casos:

Caso © =y = z: entonces (3.6) trivialmente se cumple.
Caso Dos de los elementos z,y, z coinciden: ahora hay varios sub-
casos;
Subcaso = =y, 2: el lado izquierdo de (3.6) es

[$7 [$7 Z]] - Qx,x[xa [ZL‘, Z“ =0

Subcaso z,y = z: el lado izquierdo de (3.6) es

—llz, 9l 9] = oyl [z, 9]] = [S([2, y] @ y] = quyly, [2,9]] = 0
debido a la hipotesis 3.
Subcaso = = z,y: de nuevo, el lado izquierdo de (3.6) es
[z, [y, 2] = [l 9], 2] = [2, [y, 2]] + quy [y, 2], 7]
= [, [y 2]] = ¢y [ S(ly; 2] @ ) ]
= [, [y, 2]] = Qyatay[, [y, 2]]

8

porque la hipotesis 3.

Caso x,y, z son tres elementos basicos diferentes entre si: sea s el
lado izquierdo de (3.6). Hay varios subcasos: © >y > z,x >
ZSYYST>ZYSZS>T,E2>T>Y,2>Y>T

Subcaso x >y > z: equation (3.4)
Subcaso x > z > y:

—ay:[z, [2,9]] = [[2,9], 2] + quyly, [2, 2]]

= —Qy,z[$, [z, 9]] = [[7, 9], 2] — ¢a yy.ay, 2z, 2], 9]

= —qy.([z, [z, 9] = [[2, 2], y] + @ y[[z. y], 2]) = 0
gracias a (3.5).

Subcaso y >z > z:

= [z, [y, 2]] + @ ylly, 2], 2] — @uyly, [2, 2]]

= —quy([y, [z, 2]] = [[y. 2], 2] — gy [z, [y,2]]) = O
debido a la identidad de Jacobi en L.

Los casos restantes son similares.

Por calculos similares (3.3) se cumple también. O
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4. Un algebra de Lie cuantica de tipo A, positivo

Consideremos a (sl ), en su estructura de T-algebra de Lie con

base B={e;|1<i<j<n+1}
LEMA 4.1. Si eq > €;; > ey, entonces
[[euva eab]7 eij] - Heuva eab]qa eij]q =0.
DEM. Puesto que [,], es una deformacién del corchete usual [,] de
sly, se sigue que [[eyw, €a), €ij] = 0.

Porque e,, < e, podemos suponer v = a entonces tenemos que
probar

(41) [eub, 62‘]'] = 0.

Notemos que si b # iy j # u entonces (4.1) se cumple. Pero si b =i
entonces @ < b =1¢ < jimplica a+17 < j+1y e = € < €, una
contradiccion. Y si j = u entonces e,, < €;, esto implica u+a < i+ u

bu+a=14+uya<u,sesigue a < u, de nuevo una contradicciéon
porque u < v = a. Por lo tanto (4.1) se cumple. O

TEOREMA 4.2. El k-mddulo (sl;f, ), tiene una estructura de 7-
algebra de Lie.

DEM. Tenemos que probar la identidad de Jacobi (3) de la
definicién 2.1 para el corchete [,],. En vista de la proposicién 3.2,
es suficiente con probar que sus condiciones se cumplen. Sea e;;,
1 < i < j < n la base candnica de (Sl;:ﬂ)q . Sioeg < e < ey
entonces

[eaba eij]q < Cyy, s1 [eaba eij]q 7& 0 Y €ap < [eij7 euv]qa s1 [eij7 6uv]q 7& 0
ademds, si [,] denota al corchete cldsico de sl,, y hi; = [e;, €j;] entonces
[Rij, €un] = [huw, €ij] = Cijuv€un DA Clertos ¢;j., € k, y de la identidad
de Jacobi en s, se sigue

[haba [eij7 euv]] - (Cab,ij + Cab,uv)[eija euv]
lo que implica las condiciones 1 y 2 de la proposicion 3.2. La condicion
3 de la proposicién 3.2 se cumple porque [[€;j, €ablqs €ab)q = 0, Veij, €ap-
Ahora sélo resta por probar la segunda identidad de Jacobi (3.1).
Sean z,y, z elementos basicos tales que = > y > z, entonces el lado
izquierdo de (3.5) es,
= _meQ:vZQyz<[Za [y7 I]] - [[27 y]7 (13]) - Qyszszv .T], y]

= qxzqyz(qx7y[[z,x],y] - [[z,x],y])
=0
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pues lema 4.1. O

PROPOSICION 4.1. La T-dlgebra de Lie (s}, ), es un dlgebra de
Lie generalizada y balanceada.

DEM. Definamos 7 : (sl;}), @ (slF), — (siF), @k (slF), por v =
1 — S. Entonces, las ecuaciones (3.2) y (3.3) de la proposicién 3.2
son la identidad de Jacobi izquierda y derecha, respectivamente (ver

[45]). O

5. Algebras graduadas y algebras envolventes universales

Para las T-algebra de Lie podemos repetir la construccién clasica
[34] (6 la coloreada [55]) del dlgebra graduada relacionada al dlgebra
envolvente universal.

Sea L = ®,L, la graduacién estricta de la T-dlgebra de Lie L.
Definamos los k-submddulos de L® el dlgebra tensorial de L,

T, = 1T (Ly ®...®Ly,), m>0

k>0
Mt <m

™ = 1T (Lpy ®...®Ly), m>0
k>0
m+...+ng=m

y sean 7w : L® — U(L) morfismos naturales. Pongamos U, = 7(T},),
U_; =0. Sea el k-médulo G™ = U,,/U,,—;. La multiplicacién en U(L)
define una funcién bilineal G™ x GP — G™'P. Esta se extiende a una
sola funcién bilineal G x G — G haciendo de G =[], ., G™ élgebra
graduada asociativa con unidad 1. -

Puesto que 7 envia a T™ en U,,, la composicion lineal ¢,, : T™ —
U, — G™ tiene sentido. Es sobreyectiva porque 7(T,, — T,,—1) =
U,, — U,,_1. Usando la propiedad universal del k-mddulo coproducto
L® = 11,,50T™ obtenemos un k-morfismo ¢ : L® — G, el cual es
sobreyectivo.

Sea I el k-ideal bilateral de L® generado por

r®y—Sk®y), Vr,y € L.

PROPOSICION 5.1. La funcién ¢ : L® — G es un morfismo de
k-dlgebras. Aun mdas, o(I) = 0, asi que ¢ induce un epimorfismo de
k-dalgebras w : S(L) — G.

DEM. Primero, notemos que ¢ : L® — G es un morfismo de k-
algebras debido a la definicién del producto sobre G.
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Sea r ®@y — S(x®y), (x,y € L) un generador de I tal que = €
L, .,y € L,, Entonces m(zx ®y— S(z®y)) € U, donde n = n; + na.
Por otro lado n(z @y — S(x ®y)) = 7([z,y| + (z,y)) € U, 1, de donde
@y —S(x®y)) € U,;1/U,—1 =0. Se sigue I C Ker . O

NoTA IMPORTANTE 1. En el caso clésico w es un isomorfismo.
Sin embargo, no es asi en general, porque si tomamos la T-dlgebra de
Lie L = (sly),, (ver capitulo 2, ejemplos IIL.5, IV.4 y definicién IV.1)
entonces zoxg = 0 en U(L). Ademds, sip: L® — S(L) es la proyeccién
natural entonces w( p(z2 ® z4) ) = 7(22 @ 26) = 0. Por lo tanto w no es
inyectivo. Sin embargo, si L es una T-algebra de Lie bésica, el dlgebra
simétrica S(L) es isomorfa al dlgebra graduada G.

COROLARIO 5.2.

(1) Si L es una T-dlgebra de Lie basica entonces S(L) ~ G como
algebras.

(2) Si L es una T-dlgebra de Lie bdsica entonces U(L) no tiene
divisores de cero # 0.

(3) Las dlgebras U(slt 1)q y Mpqe(n) no tienen divisores de cero

£0.

DEM.

(1) Copiar palabra por palabra las pruebas cldsicas [34], p 94 6
35], p 166.
(2) Ver [35], teorema 4, p 164.
(3) Las algebras U(sl', ), ¥ M,qc(n) son, ambas, dlgebras en-
volventes universales de T-algebras de Lie, (ver capitulo 2).
O

6. La ecuacion de Yang-Baxter y algunas algebras de Lie
cuanticas

Ahora vamos a aplicar algunas observaciones de Vybornov [60] a la
teoria de T-algebras de Lie para obtener soluciones de la QYBE. Tales
observaciones ligan la ecuacién de trenza a la identidad de Jacobi. Tal
relacion ya habia sido notada por Woronowicz dentro del marco del
calculo diferencial sobre grupos cudnticos [61].

Sea L un k-médulo, V un k-submédulo de L*® v S : L@, L — L®yL
un k-morfismo.

DEFINICION 6.1. Decimos que S es un morfismo de trenza sobre V
si
S18581 |y = S251Sa|v
dondeSle(X)klySQ:l@kS
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Pongamos L = L ® k. Podemos extender S a L definiendo
Seel)=1®z, SAzr)=z®1, SI®1)=1®1, Vx e L, 1ck.
Si S es invertible, dos familias de funciones lineales se definen:
RN S),R(AS): LeL—LeL
RANS)=S+[]pep)@r, RANS)=S+A®[](poDp)

donde p : L — Lesla proyeccién natural y A € k. Caélculos directos
muestran que:

PROPOSICION 6.1. Las funciones R(A,S) y R'(\, S™1) son mutua-
mente invertibles.

PROPOSICION 6.2. Sea V un k-submddulo de L3%.
(1) ROA2, )R/ (A, S = RN, STHR(A2,S) = Id, si y sélo si

(]S =-ALT;
(2) R, S)R'(A, ST = ROAS™HR(N,S) = Id, siy sdlo si
[’]S = _[7];

(3) El morfismo R(A,S) es un morfismo de trenza sobre V', para
cualquier \ si y solo st S es un morfismo de trenza sobre V.,
la identidad de Jacobi (2.1) se cumple sobre V' y las siguientes
condiciones de multiplicatividad se cumplen

(S(L1®1d)+SUId [[)S)lv = (([]®@ Id)S: + (Id® [,])5152 )|v
S(l ® [7])51‘\/ = ([7] ® 1>S2‘V

(4) El morfismo R'(A.S) es un morfismo de trenza sobre V', para

cualquier X si y solo si S es un morfismo de trenza sobre V la

identidad de Jacobi (3.3) se cumple sobre V' y las siguientes
condiciones de multiplicatividad se cumplen

(SUde[])+S([]®Id))lv = (([]®1d)S25 + (Id® [,])S1)|v

ShleId)y = (1d©[,])515|v.

COROLARIO 6.3. Sea (g,c,[,]) un dlgebra de Lie cudntica segin
Wambst (ver [59] p 1128), donde la simetria c tiene marca v. Entonces

(1) R'(v,c) es un morfismo de trenza invertible sobre V = g3® y
R'(v,c) ' =R2 ).
(2) g es un dlgebra de Lie cudntica segin Vybornov.
La ecuacién (4) aparece en [61] como la ecuacién (5.36). Las
algebras de Lie cuéanticas relacionadas a las algebras de Lie genera-

lizadas de Woronowicz parecen ser duales a nuestras T-algebras de Lie;
las dlgebras de Lie cuanticas nos proveen de soluciones a la ecuacion
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de trenza: R'(v,S) en el caso de la definiciéon de Wambst (debido a la
identidad de Jacobi (3.3)) y R(A, S) en el caso de las T-dlgebras de Lie
(debido a la identidad de Jacobi (2.1)).

COROLARIO 6.4. Sea L igual a (sl ), con base candnica B 'y
presimetria S.

(1) Pongamos x < 0, Yo € B . Sea Vi el k-submddulo de L3
generado por * ® y ® z tal que x,y,z € B , v <y < z vy
y < |z, 2],. Entonces, para cada X\, R(\,S) es un morfismo de
trenza invertible sobre Vy y

RN, S) P =R'(\,9)

(2) Pongamos x > 0, Yo € B . Sea Vs el k-submddulo de L3
generado por x @ y ® z tal que r,y,z € B, x <y<zyy>
[z, z],. Entonces, para cualquier X\, R'(\,S) es un morfismo
de trenza sobre Vs y

R' (N, S) ' =R(\S)

Puesto que la QYBE es equivalente a la ecuacién de trenza (ver
[42] p 3316), hemos obtenido soluciones restringidas a la QYBE.

Ademds, para L = (slf),, tenemos Vi = Vo = L3®. Asi, (slf), es
un algebra de Lie cudntica de acuerdo con [60].



CAP{TULO 5

Generalizaciones: el caso D,,.

Se muestra que el encontrar un algebra de Lie cuantica de tipo D,
positivo se reduce a un problema de programacién entera. La estruc-
tura de algebra de Lie cuantica encontrada incluye una generalizacién
de la propiedad de antisimetria y una identidad de Jacobi muy cercana
a la ecuacién de trenza. Se prueba que un algebra envolvente universal
generalizada de nuestra algebra de Lie cudntica de tipo D,, positivo es
el grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo del mismo tipo. Adn més, cuando
el problema de programacién entera relacionado es factible, mostramos
por medio de la identidad de Jacobi generalizada que el teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt (bases) se sigue cumpliendo.

1. Antecedentes

En [45] Lyubashenko y Sudbery requieren de generalizaciones del
concepto de algebra de Lie. El problema principal es encontrar espacios
vectoriales (6 modulos) de dimensién finita junto con una operacién
binaria que satisfagan una propiedad de antisimetria generalizada, asi
como también una generalizacién de la identidad de Jacobi, de forma
tal que su envolvente universal (en algin sentido) coincida con el grupo
cuantico tratado; tales estructuras, de existir, se llamarian dlgebras de
Lie cudnticas. Se requieren condiciones adicionales. Por ejemplo, bases
de tipo Poincaré-Birkhoff-Witt, una functién adjunta contruida por
medio de conmutadores y de la estructura de algebra de Hopf, entre
otras.

En cuanto a su utilidad en Fisica, Delius et al [19, 18] sugieren
usar algebras de Lie cuanticas para entender algunas propiedades de
los modelos integrables cudnticos (radios completos de masas cudnticas
(full quantum mass ratios) y S-matrices exactas para particulas ele-
mentales) en vista de que los modelos integrables cldsicos se pueden
estudiar usando algebras de Lie clasicas; mientras que una teoria de
norma ¢-deformada (g-deformed gauge theory ) propone Sudbery [57]
basada en las algebras de Lie cuanticas de tipo A,. Extensiones a
otras clases de algebras de Lie cuanticas, como la que se propone en el
presente capitulo, estan pendientes.

73
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Desde el punto de vista de las matematicas, las algebras de Lie
cudnticas son tutiles proque nos permite reducir problemas del grupo
cuantico, que es de dimension infinita, al algebra de Lie cuantica que
es de dimensién finita [47]. Por ejemplo, mostraremos que el problema
de encontrar bases del tipo Poincaré-Birkhoff-Witt en la parte positiva
del grupos cuantico de Drinfeld-Jimbo de tipo D,, positivo se reduce a
encontrar una representacion de nuestra algebra de Lie cudntica sobre
la g-algebra simétrica relacionada.

En este capitulo estamos interesados en la construccién de cuantiza-
ciones de dlgebras de Lie por medio de g-conmutadores para U/ o(2n)
la parte positiva del grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo de tipo D,,.
Mostramos que tal construccién es posible exhibiendo un espacio vec-
torial de dimensién finita junto con una operacién binaria que satisface
una propiedad de antisimetria generalizada y una identidad de Jacobi
también generalizada de tal forma que su envolvente universal (gene-
ralizada) es Ufo(2n). Pero, ademds del operador binario, el cual es
un operador cuadratico-lineal, obtenemos otros dos operadores que son
cuadratico-cuadrético y cuadratico-cubico, respectivamente. Sin em-
bargo, podemos probar un teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt sobre
tales estructuras. Aun mas, puesto que una forma bilineal es un opera-
dor cuadratico-escalar, nuestros resultados pueden ser aplicados a las
algebras de Clifford.

Para mantener los calculos bajo control, haremos uso de cierta clase
de notacién diagramadtica similar a la usada en los carcajes (quivers)
(graficas orientadas) que aparecen en la teoria de la representacién de
algebras de dimensién finita [53].

Los carcajes relacionados con grupos cuanticos han sido usados por
Cibils [13, 14] y Ringel [52]. Sin embargo, nuestro punto de vista es
diferente. Comenzamos con una identidad de Jacobi generalizada para
el conmutador generalizado f(z,y) = xy — o(zy) la cual es valida en
cualquier dlgebra asociativa; resultado que es el andlogo a la identidad
de Jacobi inducida por un producto asociativo mediante el conmutador
[z, y] = 2y — y=.

Las propiedades de nuestra cuantizacién 0" (2n) se prueban por in-
ducciéon matemaética sobre n. El caso base es n = 4, la cuantizacion
de 0™ (8), que se sigue por célculos directos. Es entonces que el paso
inductivo para la cuantizacién de o™ (2n) for n > 4 se sigue casi direc-
tamente del caso 07 (8) porque, en cierto sentido, la cuantizacién de
0(2n) estd cubierta por copias de 0™ (8) cudntico (ver teorema 4.3).

Existe en la literatura algunas otras propuestas para cuantizaciones
de algebras de Lie de tipo D,,: algebras de Lie cuanticas definidas por
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una generalizacién del criterio de Friedrich (caracterizacion de la estruc-
tura de dlgebra de Lie por medio de primitivos) de Kharchenko [41]
pero sin antisimetria ni identidad de Jacobi; dlgebras de Lie cudnticas
debidas a Delius, Gardner y Gould [17] con antisimetria pero sin una
identidad de Jacobi, entre otras.

Este capitulo esta organizado como sigue. Comenzamos aplicando
una identidad de Jacobi a algunos generadores de U, q+ (sly) la parte po-
sitiva del grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo de tipo A3. Enseguida, en
la seccién 3 definimos una estructura cuantica sobre 0(2n) y probamos
que, en cierto sentido U 0(8) es un dlgebra envolvente universal de una
cuantizacién de 07 (8). Una generalizacién de este resultado se prueba
en la seccién 4. La definicién de un élgebra de Lie generalizada (que
llamamos o-algebra de Lie) que también generaliza a las dlgebras de
Clifford, se da en la seccion 5, asi como una representacion de nuestra
algebra de Lie generalizada sobre la g-algebra simétrica, analogamente
al caso clasico. Finalmente, en la seccion 6, definimos lo que son los
morfismos de o-algebras de Lie y explicamos por qué la prueba de que
0(2n) es una o-algebra de Lie es un problema de programacién entera.

2. Identidades no trenzadas y la cuantizacién de U™ (sly)

Nuestro punto inicial es la identidad (2.1), la cual se cumple en
cualquier algebra asociativa.

PROPOSICION 2.1. Sea k un anillo conmutativo y A una k-dlgebra
asociativa, M un k-submodulo del k-mddulo A, m el operador multi-
plicacion de A yo : M@ M — M ® M una funcion k-lineal arbitraria.
Entonces, si f =m(ld—o0): M ® M — M, se sigue que

(2.1) f(fi = fo) = m(fioa = faor +0fy — o fi + foo102 — fro207)
+mm1(020102 — O'10'20'1).
DEM. Por calculos directos. O

De hecho, la ecuacién (2.1) es una generalizacion de la identidad de
Jacobi, porque es equivalente a

(2-2) f(fl — fot f10'2) =m (f10'201 + faor — 0 fa — Uf102)

+m (o f1 — foo109) + mmy (090109 — 010907).
Por lo tanto, si o denota a la transposicion usual zr @ y — y @z y
M = A entonces (2.2) se convierte en la identidad de Jacobi clésica.

Un caso mas general es cuando M = A y o sélo satisface la ecuacion
de trenza 090102 = 010201 Y

(2.3) ofy +ofios = foor + fioao1, ofi = fao109
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entonces (2.2) se convierte en la identidad de Jacobi generalizada des-
cubierta por Woronowicz dentro del marco del caculo diferencial sobre
grupos cudnticos [61]. También, las condiciones (2.3) aparecen en [61].
La identidad (2.1) la tomamos de [5].

Es bien conocido que las algebras de Lie semisimples estan for-
madas por copias de sl,, modulo algunas relaciones adicionales. En el
caso cuantico, los grupos cuanticos de Drinfeld-Jimbo estan formados
por copias de la cuantizacion de la envolvente universal de sl,, médulo
algunas relaciones adicionales. Un fenémeno similar ocurre en la cuan-
tizacion del caso D,. Los siguientes g-conmutadores en U/ (sly) son
parte de las relaciones que definen al grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo
en el caso D,,.

LEMA 2.2. . Sea k un anillo conmutativo con unidad y q € k*.
Sea Uj(sl4) la k-dlgebra asociativa generada por «;, © = 1,2,3 con
relaciones

a1y — gy = 0, Oéi()é? — (q + qil)OéjOéiOéj + O[?O[l- = 0, ‘Z — ]‘ =1

entonces existen generadores o;; € Uq*(sl4), 1 <1< j <4, con rela-
ciones

m(a2 ® ajg — (a2 @ aq3)) =0, m(ags @ agz — (g2 ® aag)) = aig
m(one ® agg — (a2 @ a1q)) =0, Mo ® agg — 012 ® og)) = Qg
m(ae ® asy — (a2 @ asq)) =0, m(ags @ ags — (3 @ agg)) =0
m(os ® ag — o(as @ aqg)) =0, m(ags @ agy — ooz @ agy)) = Qg
m(az @ gy — ooz @ agy)) = (¢ — ¢~ )m(aes ® )
m(aes ® agg — (o3 @ ayg)) = 0, m(oas @ gy — o(ang @ aog)) =

0
m(ags @ gy — (o3 @ 4)) = g, M(1s ® qzg — (14 ® azg)) =0
m(a @ azy — (@ @ az)) =0, Mmoo ® ag — o(a ®azg)) =0
donde m es el operador multiplicacion de Uy (sly), oo ® aa) =

G gy @ g, Cijab = Oig — 0ip — 0jq + 055 Yy 0 es la delta de Kronecker.

DEM. Primero definimos a1y = a4, @ = 1,2,3 y a3 = ajo0p3 —
g a3y, Qg = Qagaisy — ¢ taais. Entonces, usando (2.1) sobre
a1z @ ez ® 34 obtenemos
-1 -1
Q13034 — G 034003 = (i20igg — ¢ Qig4(14.

Ponemos a4 = o303 — ¢ togscrys. Usando de nuevo (2.1) sobre ao ®
o3 @ (raq v después sobre a3 ® aipg ® iz, obtenemos

—1
1304 — QipqX13 = (q —dq )04230414
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y se continua de la misma forma. Il
Usando la misma técnica se puede probar:

LEMA 2.3. Emisten generadores [3;; € U;(sl4), 1<i<j <4 con
relaciones

Brafis — q ' Psfz = 0 B12023 — qBa3f12 = Pi3
B12f1a — q71ﬁ14512 =0 B12024 — qBas12 = Pua
P120s4 — B3412 = 0 Br3fBoz — q ' Basfrs = 0
B1301a — qB13f23 = 0 B13024 — 13024 = 0
Br3fBss — ¢ P13 = Pua BosBra — Pasfra = (¢ — ¢ ") P13
P23 024 — qBa3fl24 = 0 BosBs1 — q ' Bas B34 = Boa-

3. La cuantizacién de D, positivo

Tratamos con los grupos cuanticos de Drinfeld-Jimbo en la forma
de Lusztig [44] sobre anillos conmutativos. Esto significa que, si k
es un anillo conmutativo con identidad, ¢ € k* y G es el diagrama
de Dynkin de tipo D,, n > 4, con nodos etiquetados 1,2,...,n y el
nodo de ramificacién etiquetado n — 2, entonces el grupo cudntico de
Drinfeld-Jimbo de tipo D,, positivo, denotado U 0(2n), es la k-dlgebra
asociativa con 1, con generadores F,..., E, y relaciones

EFE; — E;E; =0 if 7 no esta unido con j en G,
E,Ej2 —(q+q YE,EE; + EJZEZ =0 si 4 estd unido con j en G.

Tomemos los simbolos (letras) formales, M;; v S;j, 1 <i < j<n
(que llamaremos elementos bdsicos candnicos de o™ (2n),), ordenados
de acuerdo a las siguientes reglas:

(3.1) Mi(z’+1) > ... > M,
>Sin>Si(i+1)>~~~>Si(n—1) 1<i<n—1;

(3.2) Sj(n—l) > M(j+1)(j+2) 1 Sj <n-—2.

Sea L, el k-médulo con la base candnica de o*(2n), como base
libre. Ahora, definimos (1 <i<j<mn,1<a<b<n)

Cijab = 0ia — 0ip — 0ja + djp hijab = 0ai — daj — Opj + Obi
dij.ab = Oig + Opj + 0jq + Op;
donde § denota a la delta de Kronecker.
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El  4lgebra no asociativa 07(2n), es una 5-upla
(Ln,0,BY, B® B®) donde o son BW B® B® son funciones
lineales; 0 : L, ® L, — L, ® L,, B® : L, ® L, — L%, 3 =1,2,3
definidas por las condiciones 0 = Id, B® o = —B¥W y por

o(Mij @ Mgyy) = q“92* Mgy, @ M;; si My; > My,
o(M;; @ Sap) = q" Sy @ M;; si Mi; > Sap;
o (Si; ® Sap) = q"9% Sap, @ Sy si Sy > Su,
asi como

BW(Mij@ M) = 8;aMip—q 00iMa;  BY(My;®Sa) = 6jaS5,+04; Sk,
BW(S;; ® Sa) =0

donde
Sij sii<j
ng = —C]S]’i SlZ>]
0 sit=)
y

B(2)(Mij ® Sap) =

(g~ 3)¢(Sij ® Moy = qSin @ Myp), i<a,j=b

—q(q = 3)Sin ® M, i=aj=b<n
(q_%)sin(gMaja i<a<j<b=n
(a— ) S ® My, i<a<b<nj=n
~(q — ¢)Sai ® Mpn, a<b<i<j=n
(0 otro caso.

_(q_q71>5bn®sai Sla/<b<’l<jzn
BA(S;;@Sw) = (q—q NSm® Sy sii<a<b<j=n

0 otro caso.

(q—qg HMy; @My sii<a<j<b
B(2)(MZ] “ Mab) N {0 j otro caso

—q(q— ¢ )Sim @ My; @ My, sii=a<b<j
0 otro caso.

B (My; @ Sap) = {

—q(q—qg VS ®M;, @S, sii<j=a<b<n

B (Si;® Su) =
( ! b) 0 otro caso.

—
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FicurA 1. El producto tensorial Aa; @ as ® -+ - @ ay

Nuestra afirmacién principal es que 07 (2n), es un algebra de Lie
generalizada con envolvente universal la parte positiva del grupo cuanti-
co de Drinfeld-Jimbo de tipo D,,. Para demostrar semejante afirmacion
necesitamos poner los elementos de 07 (2n), en un carcaj (grafica orien-
tada) (ver [53]). A pesar de que los carcajes tienen una estructura de
algebra asociativa, nosotros estamos interesados principalmente en su
estructura lineal. La estructura asociativa juega un papel secundario.

Sea I',, un carcaj de tipo A,,. Tomamos dos copias de la k-categoria
kl',: D, = k', &kI,. En la segunda copia dibujamos arcos punteados,
mientras que en la primera dibujamos arcos continuos. Un arco pun-
teado con origen 7 y final j serd etiquetado como .S;; y un arco continuo
con origen ¢ y final j lo etiquetaremos con M,;. Ademads, para evitar
redundancias, en lugar de escribir un par de conjuntos de vértices, uno
por cada copia de kI',,, dibujaremos un sélo conjunto de vértices. Por
lo que los arcos continuos y punteados pueden tener vértices comunes.

Definimos funciones B®), k = 1,2,3 como aparecen en las tablas
1, 2 y 3 respectivamente, de forma diagramatica, donde un diagrama
del tipo de la figura 1, para A € k, significa el producto tensorial
Ay @ g ® -+ @ ay.

TEOREMA 3.1. El grupo cudntico de Drinfeld-Jimbo U} o(8) de tipo
D, positivo es generado por los elementos de o™ (8),, con relaciones

m(z®y) —mo(z@y) = BV (z@y) + mB? (z@y) +mm BV (z @ y)
donde x,y € 07(8), y m es el operador multiplicacion de U o(8).

DeEM. Casi todos los conmutadores consistentes de M;;, S;;, 1 <
1 < j < 4 se pueden obtener de los lemas 2.2 y 2.3. Las excepciones son
M3 con Sss, Mis con Sis y Sio con Sps. De hecho, en las tablas 4 y 5
cada fila representa un isomorfismo de U/ (sl,) al subdlgebra de U, 0(8)
que manda cada cabecera de la tabla a un generador en U 0(8). Por
ejemplo, de la segunda fila de tabla 4 y lema 2.2 obtenemos

Mi3894 — SaaMiz = (¢ — ¢~ ) MazSis.
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TaBLA 1. La funcién BW. En esta tabla, y en las si-
guientes los elementos x,y son basicos candnicos tales

que x < y.
TRy BW(z®y)
N
2 T
.\/. ¢ o/ o \0
TN
o// ° } //’\\
N ° ° °
[ ] .//\ TN
—q 4 ) .
otro caso 0

Hay algunos elementos béasicos candnicos que se comportan como los
generadores (3;; en el lema 2.3 pero con 1/q en lugar of ¢q. Este com-
portamiento se muestra en la tabla 6.

Para lidiar con los casos no cubiertos de conmutadores, definimos
una funcién auxiliar p: p que coincide con o, excepto cuando el con-
mutador sobre z ® y tiene la forma xy — yxr = £ab con £ # 0 en k, es
entonces que el elemento cuadratico a ® b se incluye en p. Por ejemplo,
p(Mi3 @ Myy) = Moy @ Myz + (¢ — g~ 1) Moz ® M. Entonces podemos
usar la ecuacién (2.1) para p sobre Saz ® My ® Mas para obtener

SogMis — mp(Sas ® Miz) = —qS13Mas + gmp(Sis @ Mag)

donde m es el operador multiplicacién de U o(8). Puesto que p(Sa3 ®
Mi3) = qMi3® Saz + ¢*(q — ¢V )Mis ® Sas y p(S13 @ Maz) = ¢ ' Moz ®
Sis+ (g — q*I)M24 ® S14 entonces,
So3Miz — qMi3S23 =
Sio— ¢*(q — ¢ YMuSos — (¢ — ¢ 1) S13Mas + q(q — ¢~ 1) My Siy.
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TABLA 2.
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La funcién B®@,

T®y BP(z®y)
0\_'5\- (q—q") -/o\;\-
> . —qlg—g )< .
./\_) n \/n
“ s b (a—q )« E
n n
.\() . g g—q e &3 e
~__ n
+(q ' —q)e ./.\/,
e (—q e On
.\_/7.’1, '\/’I’L
0//‘\\. _ 1 //“\
. (@=a7)e o> »
n n
NPT (67" =) s
- n n
otro caso 0

De forma similar, usando (2.1) sobre Sy3 ® Msy ® Si4 se puede probar

que

S93S12 — ¢ ' S12993 = (¢ — ¢ )*S13 Moy Say
y usando (2.1) sobre M3 ® Ma3 ® Si3,

Mi3S12 — ¢S12aMy3 = —q(q — q*1)2514M23M14.
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TABLA 3. La funcién B®).

T®y B¥(z®y)
( —1)2 ///H\\\
(N . (@ —q o—o
.\/ n
« ¥V . —@' =0 o FEN
\__’ \\-/ n
otro caso 0

TABLA 4. Relaciones del tipo del lema 1

Q12 (13 Qo3 Q4 Q24 Q34
My Mz Mss My Moy M3y
My Mz Mo S14 Saa Say

My My My —q 'S13 —q¢ 'Ss3  Sa
My Sy Sa —q 'Siz —q 'Sy Mz

TABLA 5. Relaciones del tipo del lema 2

612 613 623 ﬁ14 624 634

Msy —qMsoy Mg Sss Say Saa
Sz —q514 Mg Si3 My Msy
Msy —qMyy My Sio Sia Sou

4. Elementos basicos canénicos en U 0(2n)

Definimos inductivamente los siguientes elementos en U 0(2n):

M) = E; 1<i<n-—1;

Sn—1n = En;

Migivry = [Migirr—1)s Miivk—1)i+k)lg 1<k<n;
Stn-1-km = [Mu-1-k)n-1-k+1) Sn-1-k41)n)g 1 <k <n—2;
q " Sii+1) = [Min, Si+1)nlq 1<i<n-—1,;

= |

z(z+k Mz i+k—1) S(erk 1)(z+k)] 1 <k<n.



4. ELEMENTOS BASICOS CANONICOS EN Uj o(2n)

TABLA 6. Relaciones de tipo dual al lema 2. EI nimero
q se reemplaza por 1/q en el lema 2.

512 513 523 ﬁ14 ﬁ24 ﬁ34

M23 524 534 512 513 M14
M23 M24 M34 512 513 514

donde [x,y], = vy — ¢ 'yz.
LEMA 4.1.
My My — qMpMis =0, 2 <b < n
DEeEM. Por induccién matematica sobre b. Pongamos

[Mija uv] = m(Id ® Id — O-)(Mij ® Mab)
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donde m es el operador multiplicacién de U o(2n). De la identidad de

Jacobi (2.1) sobre My ® Myp—1) @ M@_1), obtenemos

(4.1)  [Mig, [Myp—1y, Mp—1y)] — [[Mi2, Mip—1)]s Mp—1)s)

= —q '[[Mi2, Mp_1], Mi(p—1)).-

Si b = 3 entonces el lado derecho de (4.1) es [My3, Mys] = 0 y si
b > 3 entonces el lado derecho es cero porque [Mia, Mp_1y] = 0 por

definiciéon. Se sigue, por induccién matemaética sobre b que

0 = [Mg, [Myp—1), Mp—1y)] = [Mi2, Myy).

LEMA 4.2. Fiemos 1 < j <n. Entonces

(4.2) My; M) — qMjG40y My = 0
(4.3) MijMygy1) — MrgyyMy; = 0, <k <n
(44) Mljs(nfl)n - S(nfl)anj - O

DEeEM. Por induccién matemaética sobre j.
Noétese que (4.2) es equivalente a

My M0y = (g + ¢ ) Mgy My My + My My = 0

J

por tanto, las ecuaciones (4.2), (4.3) y (4.4) son las relaciones que

definen a U (02(n — j + 2)).



84

5. GENERALIZACIONES: EL CASO D,,.

TEOREMA 4.3. Sean

St x,y € B entonces, existe una subdlgebra A de Uq*o(Qn) tal que

(1)
(2)

DEM.

(1)

v,y € Ay A=Ufo(8) como dlgebras;
m(z®y)—mo(z®y) = BV (z®y)+mB® (z@y)+mm; B® (2@
y), dondem es el operador multiplicacion del dlgebra Uquo(Qn).

Supongamos © = Y Yy = pijcony=M6Syp=MS$6
S.Sil<ab<nyl<ij<n,entonces x,y estan en B,
la subélgebra generada por M1y, 1 < i < n, y Sp-1m, la
cual es isomorfa a U (02(n—1)). Por tanto, usando induccién
matematica, el teorema se cumple.

Supongamos ahora que a = 1. Si (i,7) # (1,2) y b >
2, entonces x,y estan en el algebra generada por My, My,
b<k<n,y Sn-1mn, la cual es isomorfa a U (02(n — b+ 2))
debido al lema 4.2. Si (¢,5) = (1,2) y b > 2 entonces, puesto
que Moy, My, Sy, pertenecen a B ~ U;(OQ(n — 1)), podemos
usar induccion matematica y el lema 4.1 para obtener que M,
Msy,, My, y Sy, son generadores de una subdlgebra isomorfa a
U o(8), la cual contiene a x y y.
Si z,y € B, entonces, debido a (1), existe A, una subdalgebra
isomorfa a U 0(8), tal que z,y € A. Como (2) se cumple en
A, (2) también se cumple en U/ 0(2n).

O

5. Estructuras de algebra de Lie generalizadas

Sea L un k-médulo y ¢ : L ® L — L ® L una funcién lineal.
Definimos el dlgebra simétrica S(L) of L como como el cociente del
algebra tensorial L® por el ideal bilateral generado por

.T@y—O'(LC@y), xayEL'

Ademds, supéngase que hay s+ 1 funciones lineales B : L@ L — L®8,

3=0,1,..

., 5. Definase
R:LP°®L® - LP®L®

mediante

VR U siu=16v=1

Ru@v)=<{ou®v)+>, BPuv)®l siuvel

U@ otro caso.
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Sea j : L — S(L) morfismo natural y L = L & k.

DEFINICION 5.1.

(1) Una o-Lie élgebra es un k-médulo L junto con las funciones
k-lineales 0 : L L - L® L, B® : L®L — L® 0< [ <s
y - :L®S(L) — S(L) tales que
(a) o2 =Idyx-1=j(x), Vx € L;
(b) B®o =—-BW V3> 0;
(c) (RleRl)(x@)y@z)-l = (ReR1Ry) (2 Q@y®2)-1,Va,y, 2z €

L;

donde (1 ® - ®@xy) -1 =21 (.. (- 1)...)y 12 =z
Vz e S(L).

(2) El élgebra envolvente universal U(L) de una o-Lie algebra L
es el dlgebra cociente de L?®, el dlgebra tensorial de L, por el
modulo bilateral generado por

rRy—o(lr®y)— ZBﬁ) T ®Y).

EJEMPLO 5.1. Si ponemos B®¥ = 0 para 3 # 1 y o denota la
transposicion usual z ® ¥y — y ® x entonces obtenemos un &algebra
de Lie cldsica con corchete B puesto que la asi llamada ecuacién de
trenza R Ry R1 = Ry R Rs es equivalente, en este caso a la identidad de
Jacobi clésica. Siendo la funcién _-_: L®S(L) — S(L) la representacion
clasica sobre la dlgebra simétrica relacionada al teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt [12].

Podria parecer que 1c de la definicion 5.1 es una una ecuacion “ex-
terna” a L, sin embargo esta dentro de L porque puede escribirse como

(5.1) BYBY — BWBY + BWBY e + B — B0,
+ B§0)0'20'1 — Béo) —+ Béo)al — B§0)0'10'2

_ (mg” oBY — 0B+ Y BB - B g, — BY)
B#1

+ Z(B;ﬁ)crlog + B§6)0'2 — B§ﬁ)0'20'1) + Z(Béﬁ) — B§ﬁ))> - 1.

B>1 B8>2

Desde luego, como hace notar Vybornov [60], la antisimetria 1b
de la definiciéon 5.1 es equivalente a la invertibilidad de la funcién
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R. Notese que nuestra formulacion de o-Lie algebra es similar a la
definicién de Vybornov de un algebra de Lie cuantica en abstracto.

La funcién _- _ de la definicién 5.1 se puede contruir de una forma
canodnica para ciertos espacios graduados.

DEFINICION 5.2. Llamamos graduacidn estricta de una o-Lie dlgebra
L a una descomposicién directa de la forma

L = ®ienL;
donde cada L; es un subespacio de L tal que
(52) BW(L;®L;) C ®usgup<iti1luy @+ @ Ly, Vi, j €N

Como es usual, si x € L;, x se dice que x es homogéneo de grado ¢ y
escribimos 7(x) = i.

Supongamos que para cada ¢ € N existe una base B; consistente de

elementos homogéneos de grado 7, y ademés que B = U;enB ; es un
conjunto totalemente ordenado.
Si ¥ = (x1,...,x) es una sucesién finita de elementos no decre-

cientes en B, ponemos zy, = j(z1)...j(xx) € S(L), n(X) = n(z1) +
cdn(zn) Y 26 =1 € S(L), n(z2p) =0. Ademaés, v < ¥ = (z1...,2),
para x € B, significa z < z;.

LEMA 5.1. Sea S, el submddulo de S(L) generado por zs, tal que
n(X) <p.
Sio(r®Y) = quyy@x, Yo,y € B, entonces, existe un k-morphismo
- L®S8(L) — S(L) tal que, para cuaquier z) € B,
(1) zr - 2zx = j(z)) 2y, sixy <X
(2) zr - 25 — j(@2) 22 € Spy)tn(m)-1-
DeEM. Un subconjunto de
{25 | ¥ es una sucesién no decreciente de elementos béasicos de L}

es una base de S(L). Por lo que vamos a definir _- _ sobre tal subcon-
junto. Procedemos por induccién matemética sobre n(zy) + n(X). Si
n(zy) +n(X) = 1 entonces ¥ = &. Entonces se define ), - z5 = j(xy).
Ahora supdngase que xy - zsy estd definida para n(zy) + n(¥) <
n(xy) + n(X), satisfaciendo (1) y (2). Tenemos que definir xy - 2.
Hay dos casos: z) < X 6 ) £ X.

Caso A < X definase z) - X = j(x))zz.

Caso A £ ¥: podemos escribir ¥ = (z,,N) donde z, < Ny
TyN> T,y
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donde cada z;; € B y & € k. Debido a la hipdtesis de induccién y (5.2)
podemos poner w = ) - 2y — 2xZN € Sy, )4n(N)—1- Entonces x, - w ya
esta definido y también podemos definir

B(ﬁ)(l’)\ ® IL‘M) *ZN = Z&l‘“ . ( .. (ZL‘iﬁ . ZN) .. )

Por lo tanto, podemos definir

(53)  ax-ze=j(@)i(@)ey + gz, w+ Y Bz @) - 2y
B
satisfaciendo (2). O

EJEMPLO 5.2. Sea V un k-espacio vectorial y f : V ® V — k una
forma bilineal simétrica. Definimos B®) = 2f o : V@V - V&V,
r®y — —y ®z, y una descomposicion trivial V = ;V;, Vi =V,
V; =0sii > 0. Obtenemos RiRy Ry = RyR1Rs. Entonces, el dlgebra
envolvente universal de la o-Lie algebra (V, o, B")), es la algebra de
Clifford clésica CI(V') de V. Como en el caso de las dlgebras de Lie, la
funcion lineal _- _ es la representacién clasica sobre la algebra simétrica
clasica relacionada al teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para algebras

de Clifford.

EJEMPLO 5.3. El espacio 07(8), tiene una estructura de o-Lie
algebra; la ecuacién de la definicién 1lc se obtiene por calculos direc-
tos (usando Maxima [54]). La descomposicién (5.2) es inducida por
los siguientes elementos bésicos canénico de 07(8), como homogéneos
con grados siguientes: 1n(Mi2) = 3,n(Mi3) = 3,n(Mys) = 1,1n(S14) =
Ln(S12) = 1,n(S13) = 1,n(Maz) = 1,n(Mas) = 1,7(S24) = 1,7(523) =
3,m(Msy) = 3,m(S34) = 3. Del teorema 3.1 obtenemos U(0o™(8),) ~
Ufo(8) como élgebras asociativas.

PROPOSICION 5.2. Sea L una o-Lie algebra con graduacidn estricta
L = ®;enLi, sea B; una base de L;, Vi € N, y B = U;enB;. Eziste una
funcion lineal _-_: L ® S(L) — S(L) tal que

(5.4) xx-(xy-2n)—0(X\@xy) 28 = ZB(B)CL’)\@SCH)-ZN, Ve, z, € B
3=0
DEM. Se pueden hacer modificaciones naturales a la prueba del
lema 1 de [12] para el caso de o-Lie dlgebras (modificaciones de este
tipo fuero hechas en el lema V.2 de [3] para una generalizacién de
algebras de Lie llamadas T-édlgebras de Lie). Sea _-_la funcién definida
en el lema 5.1. Hay dos casos:

(1) 2, < N 6 x5 < N;
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(2) 2, £ Nyxzy £ N.

(1) Por la antisimetria podemos suponer que z, < N y z, < ).
Sea M = (z,, N); entonces, por la definicién (5.3),

Dy (T - 2n) + Z B(ﬁ)(xx\ ®xy) - 2N = Oy (§(22)2N)
B
+puxy - (Tn - 2v — J(2a)2n) + Z BY (xy ®x,) - 2N
B
=xy- 2 =Ty (T, 2N).

(2) Sea N = (z,Q) where z, < Q, x, < z)\ ¥y z, < z,. Supdngase
que (5.4) se cumple para cualquier n(z}) + n(z),) + n(N') < r. Para
n(zy) +n(z,) + n(N) < r+1 tenemos z, - zg = j(x,)zg + w, donde
W € Sy(z,)+n(Q)—1- Entonces,

Tx - (X 2n) = 25 Quy(Ty @ ) - 20 + Tx - ZB(B)(xu ® 4) - 2q

B
= Quy D@y * (25 (T 2Q)) + Quy Z B () ® Ty) - (T - 20)
B
+z) - Z B9z, ®x,) 2
B

puesto que, calculando el grado, (5.4) se puede aplicar a xy - (z -
J(xu)zg) +ox - (xy - w) = ) - (xy - (2, - 2¢)). Usando que xy,x, son
intercambiables y n(zx) + n(x,) + n(zq) < r se sigue,

Ty (T 2N) — Qup - (Tx - 2n) = ZB(@(:U)\@:CH) "ZN
B

+3 (Bémam ~BY 1 BPg, — BPg, + BY
B

—B§6)0'20'1> (x) ® 2, ®xy) - 20

= Z B®) (xx®@x,) - 2v + (RoR1Ry — RiRo Ry ) (22 ® 2, @ 2)) - 2.

B

Ahora, podemos usar la ecuacién (5.1) sobre 2\ ®z, @z, as A-1 =
B-1donde A € L'y B € L®; entonces, usando la hipétesis de induccién,
(5.1) significa que A = B (mod Jy), donde J; el ideal bilateral del
dlgebra tensorial L® generado por x @ y —o(z ®@y) — >4 B¥(z ®vy),
tal que n(z) +n(y) < s =n(xr) + n(z.) +nlz,).

Calculos directos muestran que

((ReR1Ro— R 1 RoRy) (22 ®1,R.)) 29 = A 2g—B-2g = A 29— A-2g
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puesto que B = A (mod Jg) y usando la hipdtesis de induccién de
nuevo.
Por lo tanto,

oy (2 2N) — Quty - (T3 - 2N) EB (xy®@x,) - 2N

O

Haciendo un paralelo con la teoria de las algebras de Lie clasicas,
resulta de la proposicion 5.2 que:

TEOREMA 5.3. Sea L una o-Lie dlgebra con graduacion estricta
L = ®jenL;. Entonces
U(L)~S(L)

como k-mddulos.

6. Morfismos y problemas de programacién entera

DEFINICION 6.1. Si (Li,ai,Bl-(ﬁ)) es una o-Lie algebra, 1 = 1,2,

entonces un morfismo lineal ¢ : L1 — Ly es llamado un morfismo de
o-Lie algebras si los siguientes diagramas conmutan:

( )

Li®L —— LY Lol —2— [1®L
%0®%0l ¢®Bl B=0,1,... go@eol go@eol
By Ly®Ly —2— Ly® Ly

Ly® Ly —2— L§°
donde ©®° : LY — LY, o’ = o @ --- @ ¢ (3 factores).

Fijemos 1 < k < n — 1. Sea 07(2n,k), la subélgebra de 0% (2n),
obtenida eliminando los elementos bésicos canénicos My, My;, y Sik,
Sgjparal <i<k <j<n.

PROPOSICION 6.1. Existe un isomorfismo ¢ : 07 (2n, k), — ot (2(n—
1)), de o-Lie dlgebras tal que
(1) o(Mg—1yk11)) = M-k ¥ 2(Ste-1)(k+1)) = Se—1)ks
(2) ¢ preserva el orden de los basicos candnicos.

DEM. Seaf:{1,...,]2;,...,71}—>{1,...,n—1},deﬁnidopor
N )7 sij <k
f(J>_{j—1, sij>k

entonces definimos ¢ : 0% (2n,k)y — 07 (2(n — 1))q, ¢(Mij) = Mygysi)s
¢(95) = Srars)-
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Supongamos que k < ¢ en (3.1). Entonces,

O(Miir1)) = M—1yi > ... > o(Mi) = Mi—1)(n—1) > ©(Sin)
= Si—1)(n—1) > @(Sii+1)) = Sti—1)i > - - > ©(Sin-1)) = Si—1)(n—2)
la cual es la definicién del orden (3.1) en o™ (2(n — 1)),. De forma
similar, si k > 1,
o> Mige—1y > My, > Miggny > .. My, > Siy > ...
> Sz‘(kq) > Sik > S@'(kJrl) >

entonces,

> p(Mih—1)) = Mi—1) > ¢(Mi(h1)) = Mg > ...
> gO(Mm) = Mz(n 1) > gO(S ) = S(n 1) > -
> @(Sik-1)) = Sigk—1) > ©(S; k+1)) Sik >

De nuevo, este es el orden (3.1) en 0% (2(n — 1)),.
Ahora, supongamos k < j en (3.2). Entonces,

(Sjm-1)) = Sg-1)n-2) > (M(j+1)G5+2)) = Mj(+1)
y, si k> 7,

©(Sjm-1)) = Sjm-2) > (M(+1)G+2) = M+1)G+2)

(pues 7+ 1 # k # j+ 2) el cual es la definicién del orden (3.2) en
0" (2(n — 1)),

Por lo tanto ¢ preserva el orden.

Tomemos [3;;, 7ap €lementos basicos canénicos, (B3 =M 6Sy~y= M
6 .5). Delas tablas 1 y 2 obtenemos que los coeficientes de B*) (Bij ©Yab)
no dependen de ij, ab (k = 1,2,3). Ademds, si eliminamos un vértice
diferente de 7, j,a y b, los caminos no cambian la forma de la grafica.
Por lo tanto

BW (0 ® ) (B ® Yar) = 9BV (81 © Vab)
BP(p @ ¢) (B @ Ya) = (¢ @ 9) B? (B ® Yap)

B® (0 ® ¢) (B ® Yab) = (0 ® 0 ® ) BY (B @ ).
0

Para definir una estructura de o-Lie algebra basada en los elementos
Ei;, Sij, 1 < ¢ < j < n, primero vamos a definir una graduacién
estricta sobre ellos satisfaciendo las desigualdades dadas por las tablas
1,2 y 3: sobre cada fila de cualquier tabla, la suma de los grados de
los elementos de la primera columna tiene que ser estrictamente mayor
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que la suma de los grados de la segunda columna. Por ejemplo, de la
tabla 3, primera fila,

n(Mij) +n(Si) > n(Min) +n(Mjp) +1(Sin), sij<b<n

En general, encontrar una solucion a un sistema de desigualdades, como
éste, se conoce como un problema de programacion entera [9] (en nues-
tro caso, la llamada funcién objetivo es la funcién trivial cero); si tal
solucién existe tal sistema se llama factible. Ndétese que si n(M;;),
n(Si;), 1 <1 < j < n, es una solucién para el caso n, entonces res-
tringiendo a 2 < i@ < j < n se obtiene una soluciéon al caso n — 1.
Por ejemplo, puesto que las soluciones para el caso n = 6 se pueden
encontrar usando programas para computadora, entonces la funcion _-_
del lema 5.1 se puede definir también para n =4 y 5 y la identidad de
Jacobi 1c se puede probar mediante caculos directos.

PROPOSICION 6.2. Sin = 4,5 y 6 entonces 01 (2n), tiene una es-
tructura de o-Lie dlgebra.

Aunque el siguiente lema es trivial. es 1til para probar la identidad
de Jacobi generalizada sobre 0%(2n),, en caso de que el sistema de
desigualdades descrito anteriormente sea factible.

LEMA 6.3. 5% %ij, Yab, Yuv SON caminos en D, entonces existe una
subdlgebra B de D,, tal que

(1) Yij> Yab» Yuo € B;
2) B L Dg;
(3) &(Vij)s (Vab)s P(Yuw) son caminos en Dg.

PROPOSICION 6.4. Sea n > 4. Si el sistema de desiqualdades des-
crito arriba es factible, entonces 0% (2n), tiene una graduacidn estricta
y existe una funcion lineal _-_: L ® S(07(2n),) — S(0™(2n),) tal que
la identidad de Jacobi 1c de la definicion 5.1 se cumple.

DEM. La solucién al problema de programacion entera asegura la
existencia de la funcion _- . Paran = 4,5 y 6 la identidad de Jacobi
generalizada 1c de la definiciéon 5.1 se puede probar mediante calculos
directos. Paran > 6 podemos tomar x, y, z elementos basicos canénicos
en 0% (2n),. Entonces, debido al lema 6.3 y a la proposicién 6.1, existe
un espacio Lg el cual es una o-Lie algebra tal que

(1) z,y,z € Ly;

(2) Lo = 07(12), como o-Lie algebras.
De la identidad de Jacobi generalizada sobre 0% (12),, se sigue la iden-
tidad de Jacobi sobre x, y, 2. Il
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Si ponemos ¢ = 1 entonces B® = 0y B® = 0 mientras que BW
es el corchete clasico de 0% (2n) donde Mjlq=1 = €(itn)(j+n) — €ji ¥
Sijla=1 = €(i4n); — €(+4)i> (€uv, I < u,v < 2n, la base candnica de gly,).

En resumen, hemos probado:

TEOREMA 6.5.
(1) U(o™(2n)y) = U 0(2n) como dlgebras asociativas;
(2) dimpo*(2n), = n* —n;
(3) Siq— 1 entonces 0t (2n), — 0™ (n).
(4) Si el sistema de desigualdades descrito arriba es factible, en-
tonces,
(a) una estructura de o-Lie dlgebra se puede definir sobre
0" (2n),;
(b) el dlgebra envolvente universal U o(2n) tiene una base
lineal formada por lo monomios de sucesiones no decre-
cientes de elementos bdsicos candnicos de o™t (2n),.



CAP{TULO 6

El caso excepcional Fs. Trabajo a futuro y
posibles aplicaciones.

Las algebras de Lie clasicas de tipo excepcional Eg, E7; v Fg no
aparecieron sino hasta después de que se planted la clasificacion de
las dlgebras de Lie semisimples [11]. Esto es, no aparecen de forma
“natural”. Tal vez sea por eso que no se han propuesto, hasta ahora,
cuantizaciones de tales dlgebras excepcionales.

La ventaja que tiene el caso excepcional es que no forman familias
dependiente de un parametro n como por ejemplo las D,, con n > 4.
Por lo que, en principio, toda su estructura estudiarse con la ayuda de
computadoras.

Esto es asi, al menos para el caso de Fg. El sistema algebraico de
cémputo llamado Groups, Algebra and Programming (GAP) [29] con el
paquete QuaGroup, desarrollado por W. A. de Graaf [31], puede usarse
para estudiar las relaciones de g-conmutacion de Fj.

1. GAP, QuaGroup y Fs, E; cuanticos

Con la ayuda de GAP y el paquete QuaGroup puede notarse de forma
experimental las siguientes relaciones de g-conmutacion en U, q+ (Eg) y
Uqu(E7)

m(z @y —o(z@y)) = [z,y],
Qué clase de identidad de Jacobi se satisface es un asunto pendiente.

En el caso Ey los calculos toman demasiado tiempo para dar una
1"espuesta1

2. Computacién cuantica y relaciones de ¢-conmutaciéon

La computacién cudntica [48] es un nuevo paradigma de cémputo
que aprovecha las leyes de la mecanica cudntica para hacer célculos.?

Imés de una semana de trabajo continuo en mi vieja AMD K56 3D a 333Mhz

sin dar respuesta!

2A la fecha la computacién cudntica es mds bien un desarrollo formal que
practico: sus entusiastas proclaman que es o bien el futuro de la computacion
0 lo que nos mostra las limitaciones de la mecdnica cudntica; mientras que sus
detractores afirman que es algo profundamente enraizado en la ciencia ficcion.

93
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La herramienta més 1til en el diseno de algoritmos en computacion
cuantica es, sin lugar a dudas, la transformada cuéntica de Fourier
F: CV — CN definida por F|j) = (1/V/N) 337, exp(2mjk/N)|k).

Es facil mostrar que se cumple la siguiente relacion de g-conmutacién:

(2.1) Fop=gqgpoF

donde ¢ = exp(2/N) y p es la permutacién plk) = |k + 1 mod N).
Tal ecuacion es la misma que define al plano cuantico, que forma parte
de cada grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo, sim embargo debido a que
tanto k como p son invertibles no parece 1til estudiar la ecuacién (2.1)
como un plano cuantico.

La ecuacién (2.1) no es la tnica relacién de g-conmutacién que
aparece relacionada a computacion cuantica. Por ejemplo, existen ge-
neralizaciones de la matrices de Pauli o, vy 0. relacionadas a qudits®.
Estas son: X, Z : C¢ — C? definidas por

X|j)=1j+1modd), Z[j)=dlj)
donde ¢ = exp(i27/d). Tales cumplen:
(2.2) ZIXk = gk xkZi
Tales ecuaciones son usadas en [16], y forman una base de M (n,C) el
C-espacio vectorial de matrices n x n. Por lo que M(n,C) se revela
como un algebra cociente de la envolvente universal de una 7T-4lgebra
de Lie abeliana.

El papel de las dlgebras de Lie cuanticas estudiadas aqui y su papel
en computacion cuantica, silo tiene, esta por descubrirse. La esperanza
es que la estructura algebraica de tales algebras cuanticas podrian con-
ducir al disenio de nuevos algoritmos cudnticos. Un ejemplo que apoya
tal creencia es el siguiente: en [6] se explica como el llamado problema
de busqueda de articulos no estructurados tiene, a pesar de su nom-
bre, cierta estructura relacionada al grupo simétrico y a la proyeccion
candnica relacionada con el caracter trivial. Se obtiene asi una justi-
ficaciéon puramente algebraica del famoso algoritmo de Grover. Aun
mas, generalizando tales ideas, se puede disenar un algoritmo cuantico
para encontrar preimagenes de proyecciones [7]. En particular se ob-
tienen nuevos algoritmos de busqueda que pueden ayudar en el proceso
de correccion de errores en las computadoras cuanticas.

3Un qudit es una generalizacion del concepto de qubit que es a su vez la cuan-
tizacion del concepto de bit.



Conclusiones

Hemos encontrado varias generalizaciones del concepto de dlgebra
de Lie dentro de los grupos cuanticos de Drinfeld-Jimbo de tipo A, y
D,,. Tales generalizaciones resultan ser deformaciones que se colapsan
al caso clasico cuando el parametro de deformacién tiende a 1.

La guia que seguimos para encontrar tales generalizaciones fué,
por un lado, el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt; en vista de que
su version clasica es equivalente a la identidad de Jacobi, su version
cuantica produce varias generalizaciones (deformaciones) de tal iden-
tidad de Jacobi. La forma ma&s general de la identidad de Jacobi que
obtuvimos es la dada en la definicién 5.1(c) del capitulo 5. Desafortu-
nadamente ésta involucra al dlgebra simétrica, contrario a la identidad
de Jacobi clasica que sélo involucra al espacio lineal subyacente.

Por otro lado, nuestro estudio se basa en g-conmutadores. La razén
de seguir este camino es que los g-conmutadores no sélo aparecen en
los grupos cudnticos (y en dlgebras cudnticas relacionadas) sino que
también aparecen de forma natural en otros temas relacionados con
mecéanica cuantica, como computacion cudntica.

Desafortunadamente nuestras algebras de Lie cuanticas sélo apare-
cen en la partes partes positivas y negativas de los grupos cuanticos
de Drinfeld-Jimbo. Tales algebras de Lie cuanticas tienen multiples
corchetes: esto es, aparecen operadores cuadratico-lineal (como son los
cochetes clasicos), cuadratico-cuadrético y cuadratico-ctibico. Lo cual
no representa mayor problema con las bases de tipo Poincaré-Birkhoff-
Witt siempre y cuando se tenga una graduacion adecuada.

No pretendemos que las definiciones propuestas aqui sean los axio-
mas definitivos del concepto de Algebra de Lie Cuantica. Cuestiones
como clasificacion, sistemas de raices, semisimplicidad, formas de Ki-
lling que son fundamentales en la teoria de algebras de Lie clasicas y
que posiblemente tengan una contraparte cuantica no se trataron aqui.
La cuantizacién de tales hechos, si es posible, ayudarian a establecer
los axiomas fundamentales de una teoria de Algebras de Lie Cuénticas.
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APENDICE 1

—

(sl1),

Maxima 5.9.3

Sea X = {a,b,c,...,2z} U{(,),[,]}. Sea X/ el monoide generado
por las formulas bien formadas sobre X con la operacion de concate-
nacién. Sea (Q(X7),+, %) el campo generado por X sobre los niimeros
racionales.

Si Y C X/ entonces Q(X7) es un Q(Y)-espacio vectorial.

Si uy,...,u, € X/ entonces up * -+ * u, € Q(X) se despliega en
Maxima como palabra en orden lexicografico. Por ejemplo

— Maxima

z*b*xax2 ;

TX Output

2abz

Tal hecho lo usaremos para simular funciones lineales en Maxima.

e Seabas C X/ y A C X*x---x X* fijos. Definimos B =
{t(z)|t € bas,z € A} C X*. Sea Y = {w € X/ |w <
t(z), Vt € bas,Vz € Y}. Podemos considerar a W el Q(Y)-
subespacio vectorial del Q(Y )-espacio Q(X) generado por B.

El siguiente procedimiento extiende la funcién fun : B —
Q(X) auna funcién extension : W — Q(X) la cual es Q(Y')-
lineal. El argumento de extension es argumento y el conjunto
bas es una lista.

— Maxima

lineal(extension,fun,bas,argumento) :=
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block([1,k],
1l:1length(bas),
if argumento=0 then 0 else
if op(argumento)="-" then
(-1)*extension(first (argumento)) else
for k:1 thru 1 do (

if op(argumento)=bas[k] then return(fun(argumento))

else
if op(argumento)="+" then
return(sum(extension(part (argumento,i)),i,1,
length(argumento)))
else

if op(argumento)="*" then

(if atom(first(argumento))=false then

return(last(argumento) *extension(rest (argumento,-1)))
else

return(first (argumento)*extension(rest (argumento)) ))
else

if op(argumento)="//" then

return(last (argumento) ~ (-1)*extension(

first(argumento)))

En particular tal procedimento puede simular a las ex-
tensiones Q(g)-lineales sobre el espacio generado por E; ; con
1<i<y<n.

e Si V, W son dos espacios vectoriales, el producto tensoral entre
ellos nos da una funcién ® : VxW — V®W que se extiende a
una funcién lineal ® : VW — V@ W. A la primera funcién
la denotaremos con t y a la segunda con tensor, usando el
modo prefiz.

e Luego, el producto tensorial es asociativo:

— Maxima

declare(t,nary);

La extension lineal es: primero, tensor tiene que ser bilin-
eal. Para v fijo ts(u,v) = u ® v es lineal:
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— Maxima
ts(u,v):=block([R,r],
r(d):=t(d,v),
R(d):=lineal(R,r, [E,t],d),
R(u)
);
pero ademds, para u fijo tensor(u,v) = u ® v es lineal:
— Maxima

tensor (u,v) :=block([H,h],
h(d) :=ts(u,d),
H(d) :=1lineal(H,h, [E,t],d) ,H(v)
)

e La delta de Kronecker:

— Maxima

delta(i,j):=if i=j then 1 else 0;

e La siguiente funcién devuelve true si F; ; > E,; y false en
otro caso.

— Maxima

compara(u,v):=if (v[1]+v[2]<u[1]+ul[2]) or
(v[1]+v[2]=ul1]+ul2]) and (v[2]<ul[2])

then true else false;

e La siguiente funcién devuelve el exponente del factor ¢, , que
aparece en la definicién de la simetria S(z ® y).

— Maxima

signo(u,v,a,b):=
if [u,v]#[a,b]
then -delta(u,a)+delta(b,u)+delta(v,a)-delta(b,v)
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else 0;

e [l factor ¢, , lo da la funcién cus:

— Maxima

cus(i,j,a,b):=
block([c:compara([i,jl,[a,b])],
if c=true then q~(signo(i,j,a,b)) else

q~ (-signo(i,j,a,b)));

e El corchete cldsico (= simbracket) sobre los elementos bésicos:

— Maxima

simbracket (u,v) :=
block([el:part(u,0),e2:part(v,0),
11:length(u),12:1ength(v),i,j,a,b],
if 11=2 and 12=2 and el=E and e2=E then (

i:part(u,1),
j:part(u,2),
a:part(v,1),
b:part(v,2),
delta(j,a)*E[i,b]-delta(b,i)*E[a,j] )

else "error");

e El bracket cudntico sobre los elementos béasicos:

— Maxima

bracket (u) :=
block([i:part(part(u,1),1), j:part(part(u,1),2),
a:part(part(u,2),1),b:part(part(u,2),2)],
if compara([i,j], [a,b]l)=false
then simbracket(E[i,j],E[a,b])
else cus(i,j,a,b)*simbracket(E[i,j],E[a,bl));

e La extensién a una funcién Q(g)-lineal:
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— Maxima

Beta(u) :=1lineal (Beta,bracket, [t],u);

e Una notacién mas natural para cus:

— Maxima

q(u,v) :=cus(part(u,1) ,part(u,2),part(v,1) ,part(v,2));

e La identidad de Jacobi izquierda:

— Maxima

leftJacobi(x,y,z):=
Beta(tensor(Beta(t(x,y)),z))-Beta(tensor(x,Beta(t(y,z))))
+q(x,y)*Beta(tensor (y,Beta(t(x,2))));

e La identidad de Jacobi derecha:

— Maxima

rightJacobi(x,y,z):=
Beta(tensor(z,Beta(t(x,y))))-Beta(tensor(Beta(t(z,x)),y))
+q(x,y)*Beta(tensor(Beta(t(z,y)),x));

e (Ciclos anidados For para calcular la identidad de Jacobi iz-
quierda sobre todos los elementos basicos. En cada iteracion
calcula la diferencia sobre

ﬁ( ﬁ(Eija Eab)a Eu,v )
- 5( Eij7 ﬁ(Eaba Euv) ) + QEianbﬁ( Ea,b7 ﬁ(Eaba Euv) )

e imprime los subindices de Ej;;, Fq, Ey. Nos interesa sélo
ciclo(4).

— Maxima

ciclo(n):=
for i:1 thru n-1 do
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(for j:i+1 thru n do
(for a:1 thru n-1 do
(for b:a+l thru n do
(for u:1 thru n-1 do
(for v:u+l thru n do
(print("On ",E[i,j],E[a,b],E[u,v],
"leftJacobi=",
leftJacobi(El[i, j],E[a,b]l,E[u,v1))))))));

e Lo mismo que el anterior para la identidad de Jacobi derecha:

— Maxima

ciclo(n):=
for i:1 thru n-1 do
(for j:i+1 thru n do
(for a:1 thru n-1 do
(for b:a+l thru n do
(for u:1 thru n-1 do
(for v:u+l thru n do
(print("On ",E[i,j],E[a,b],E[u,v],
"rightJacobi=",
rightJacobi(E[i,j],E[a,b],E[u,v]1))))))));




APENDICE 2

Trenzas

Maxima 5.9.3

e Usamos las mismas funciones lineal, t, delta,compara,
signo, cus, q(x,y) definidas en el apéndice anterior.

e La definicién de la funcién pseudobracket (,): tal es la ex-
tension lineal de la funcién pseudo.

— Maxima
langle(u,v):=
block([i:part(u,1) ,k:part(u,2),j:part(v,1),l:part(v,2)],
if (i<j and j<k and k<1) then
(q-q" (-1))*t(E[i,1],E[j,k])
else O
);
TeX Output
— Maxima
pseudo(u) :=
block([a:part(part(u,1),1),
b:part(part(u,1),2),
i:part(part(u,2),1),
j:part(part(u,2),2)],
if ((atb<i+j) or (at+b=i+j) and b<j) then
langle(E[a,b] ,E[i,j]) else
-q(El[a,bl ,E[i,jl)*langle(E[i,j],E[a,b])
)3
— Maxima

Pseudo(u) :=lineal (Pseudo,pseudo, [t] ,u);
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e La presimetria S serd la extension lineal de la funcion s:

— Maxima
s(u) :=block([i,j,a,b],i:part(part(u,1),1),
j:part(part(u,1),2),
a:part(part(u,2),1),
b:part(part (u,2),2),
q(E[i,jl,E[a,b]l)*t(E[a,b]l ,E[1,j])
)3
— Maxima

S(u):=lineal(S,s, [t],u);

e La definicién de la simetria 7' = S + (, ):

— Maxima

T(u) :=S(u)+Pseudo(u) ;

e La definicion del operador T} = T ® Id. Primero se define en
la base:

— Maxima

t1(u) :=tensor(T(t(part(u,1),part(u,2))),part(u,3));

v luego se extiende a una funcién lineal:

— Maxima

T1(u) :=1lineal(T1,t1,[t],u);

e Similarmente para 1o = Id ® T"

— Maxima

t2(u) :=tensor(part(u,1),T(t(part(u,2),part(u,3))));
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— Maxima

T2(u) :=1ineal (T2,t2, [t],u);

e Ciclos For anidadados para verificar la ecuacién de trenza
(que por cierto no se cumple). De nuevo, sélo nos interesa
ciclo(4).

— Maxima

ciclo(n):= for i:1 thru n-1 do
(for j:i+1 thru n do
(for a:1 thru n-1 do
(for b:a+l thru n do
(for u:1 thru n-1 do
(for v:u+l thru n do
(print("On ",E[i,j],E[a,b],E[u,v],
"T1T2T1-T2T1T2=",
expand (T1(T2(T1((t(E[i, j],E[a,b],E[u,v])))
)
-T2(T1(T2((t(E[i,j],E[a,b],E[u,v]
2))))))))))));

De aqui encontramos que la ecuacion de trenza para 1" no se cumple
pues en Ey 3@ Eyy @ Ey 3

— Maxima

T1(T2(T1(t(E[1,3],E[2,4],E[1,3]1))));

TX Output

t(Eys, By 4, Eo3) (q — %
2

) |
—t (B g, Eos, Er 3) (q — 5) +t (Er s, Eaa, B 3)

— Maxima

T2(T1(T2(t(E[1,3],E[2,4],E[1,3]1))));

TX Output
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1 1
— ¢t (EM’ Es3,E13) q2 (q — 5) +t (E1,3, B4, Ey3) (C] - 5)

+t (B3, Eau, B 3)

En notacién infix:
q
2

1
TioTyoTi(Ei3® Ery @ Ey3) = T2 (B13 ® B4 ® En)

1
— (q — 5) <E1,4 & E273 &® E173) + E1,3 ® E2,4 ® E173

mientras que

1
TyoTi o Ty(E13® Eay @ Eys) = — ¢ (q - 5) (B4 ® E23 ® B )

1
+ (q B 5) (Bl ® E1a ® Eys) + E13® Epy @ Eng
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