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Introduccion

Uno de los mayores logros de la mecanica cuantica es el haber dado una
explicacion de los detalles del espectro de los atomos y de la periodicidad
de las propiedades quimicas en la tabla periddica de los elementos. En par-
ticular, la explicacién detallada del espectro y las propiedades del atomo de
hidrégeno.

El atomo de hidrégeno es un sistema cuantico exactamente soluble for-
mado por un electrén y un protén con una interaccion electrostatica Coulom-
biana. Considerando al protén infinitamente masivo, entonces se tendréd al
proton fijo en el centro del atomo. Se estd interesado entonces en los niveles
de energia asociados con el movimiento relativo del electron. La probabilidad
de encontrar al electrén en diferentes lugares del espacio estard descrita por
la funcién de onda W(xy, x5, x3), la cual satisface la ecuacion de Schrodinger
estacionaria

HU = EV, (1)

donde H es el operador Hamiltoniano® . Asi, la solucién del &tomo de hidrégeno
se puede ver como un problema de eigenvalores, es decir, un problema espec-
tral. Desde este punto de vista, el &tomo de hidrégeno es un sistema exacta-
mente soluble en tres dimensiones y degenerado®. De hecho es un sistema de
los llamados super-integrables3. El sistema se ha estudiado casi exhaustiva-
mente. Se conocen muchas de sus propiedades, en particular sus eigenvalores
y sus eigenfunciones exactas. Sin embargo, ain hay algunas propiedades por

LA lo largo de este trabajo se considerara el escribir los operadores en Negritas.

2Sea ¥, tal que cumple con la ecuacién de Schrodinger. Supongamos que un operador
O conmuta con H, [H, O] = 0, entonces O¥,, también es un eigenestado de H con el
mismo eigenvalor F,. Si el eigenestado =, = OV, es linealmente independiente de ¥,
entonces el eigenvalor E, es degenerado.

3Algunas de las propiedades de sistemas integrables y super-integrables se explicardn
mas detalladamente en la seccién Integrabilidad y super-integrabilidad.



entender y estudiar: una de estas propiedades son los nodos* de sus eigen-
funciones.

Los nodos son los lugares del espacio donde se anulan las eigenfunciones
del sistema. Una propiedad importante de estos nodos es que nos permiten
caracterizar geométricamente a las eigenfunciones. Su importancia fisica ra-
dica en que nos muestran los lugares del espacio donde la probabilidad de
encontrar al sistema es cero.

Dada la simetria esférica del problema, usualmente se consideran coorde-
nadas esféricas en su solucién. Entonces los niimeros cudnticos que caracte-
rizan al sistema son: el nimero cudntico principal n = 1,2,3... (relaciona-
do con el n-ésimo eigenvalor degenerado de la energia), el nimero cudntico
del momento angular [ = 0,1,...,n — 1 y el niimero cuantico magnético
m=0,£1,+2, ... *£[.

En general las eigenfunciones del atomo de hidrégeno son funciones com-
plejas. Debido a la degeneracién® de las eigenfunciones podemos hacer com-
binaciones lineales de estas y asi obtener eigenfunciones reales. Estas eigen-
funciones reales dependen de tres variables espaciales, y los puntos donde se
anulan son superficies bidimensionales, llamadas superficies nodales.

En este trabajo nos concentraremos en el estudio de dichas superficies y
sus caracteristicas mas importantes. En particular, se estudiaran combinacio-
nes lineales de las eigenfunciones reales para ntimeros cuanticos principales
n =1,2,3y la evolucién de las posibles superficies nodales como funcién de
los coeficientes de las combinaciones lineales. Finalmente, se presentaran re-
sultados particulares de las caracteristicas geométricas de dichas superficies
nodales.

En este estudio se utilizaron tanto métodos analiticos como métodos
numéricos. Para obtener las representaciones graficas de las superficies noda-
les se utilizaron métodos numéricos en particular los paquetes Mathematica
5.2 y gnuplot.

4E] concepto de nodos se explicard mas detalladamente en la seccién Nodos.
®Las eigenfunciones del atomo de hidrégeno son degeneradas con respecto al eigenvalor
de la energia F,.



Integrabilidad y super-integrabilidad

En la mecénica cuantica el dtomo de hidrogeno es exactamente soluble:
sus niveles de energia pueden ser calculados explicitamente, asi como la de-
generacion de estos niveles. Sus eigenfunciones son productos de polinomios,
en las variables apropiadas, multiplicados por un factor exponencial particu-
lar para cada nivel de energia. Debido a la propiedad de super-integrabilidad
del sistema, este puede resolverse en diferentes sistemas coordenados. Esto
puede verse de la siguiente manera:

Consideremos la ecuacion de Schrédinger estacionaria

HU(xy,...,2,) = EV(2y,...,2,), (2)

donde H es el operador Hamiltoniano, definido, en general, en un espacio Eu-
clideano E, de p dimensiones. Se dice que un sistema es integrable si existen
p — 1 operadores lineales X, algebraicamente independientes (en involucién)
que satisfacen

H,X,]=0, [X.,X,)]=0 ab=1,...,p—1. (3)

El sistema es llamado super-integrable si existen adicionalmente k opera-
dores méas {Y1, Yo, ..., Yi} que conmutan con el Hamiltoniano

H,Y,;]=0, j=1,...,k, (4)

y tal que el conjunto {H,X,...,X,,Yy,..., Y} es algebraicamente inde-
pendiente. Hay que notar que los operadores adicionales Y; no necesaria-
mente conmutan con los operadores X, ni entre ellos mismos. El nimero &
adicional de operadores satisface 1 < k < p — 1. Para k = 1 se dice que el
sistema es minimamente super-integrable. Para k = p — 1 es mdzrimamente
super-integrable.

Los sistemas super-integrables mejor conocidos son el oscilador arménico
y el dtomo de hidrégeno. Estos sistemas son super-integrables en E, (para
cualquier p > 2). El 4tomo de hidrégeno en E, es super-integrable debido a
que el Hamiltoniano conmuta con los operadores lineales de segundo orden
(rotaciones) del dlgebra de Lie o(p+1). Es posible, en el 4tomo de hidrégeno,
escoger diferentes subconjuntos de p operadores que conmutan entre ellos

OEl 4lgebra de Lie o(p + 1) se explicard brevemente en el Apéndice A.



y con el Hamiltoniano. Cada subconjunto corresponde a la separacién de

variables de la ecuacién de Schrodinger en diferentes sistemas coordenados’.
En este estudio nos concentraremos en el caso particular del dtomo de

hidrégeno en el espacio Euclideano de tres dimensiones, p = 3, [E;.

Nodos

Supongamos que tenemos un sistema definido sobre un dominio D en
el espacio Euclideano [, de p dimensiones y que cumple una ecuacién de
eigenvalores del tipo (2).

Formalmente tenemos que los puntos del dominio de definicién D en los
cuales las eigenfunciones se anulan, son llamados nodos y son de particular
interés. Tratando con problemas en una, dos, tres y més dimensiones, se habla
de puntos nodales, curvas nodales y superficies nodales, respectivamente; en
general se usa el término nodos.

Se tiene que remarcar que la primera eigenfuncién correspondiente al
primer eigenvalor de un operador auto-adjunto, no puede tener nodos en el
interior del dominio de definicién D (Teorema de Perron). Ademés debe tener
el mismo signo en todo el dominio D y todas las funciones ortogonales a ella
deben tener nodos.

Un punto importante en el estudio las eigenfunciones de un sistema son
los subdominios generados por sus nodos en el dominio de definicién. Los
subdominios son llamados subdominios nodales. Estos subdominios son las
componentes conexas, exceptuando los puntos donde la eigenfuncion es cero,
del dominio de definiciéon dentro de las cuales las eigenfunciones no cam-
bian de signo. Claramente hay una relaciéon directa entre los subdominios
nodales y las eigenfunciones, y a su vez las propiedades espectrales de los
correspondientes operadores.

Para una dimensién, en el caso especial del problema de Sturm-Liouville®,
se tiene una observacién derivada de los Teoremas de Comparacién de Sturm?,
que puede ser formulada de la siguiente manera: La k-ésima eigenfuncion

"Se presenta la solubilidad del dtomo de hidrégeno mediante separacién de variables
en el Capitulo 1

8El problema de Sturm-Liouville se define de la ecuacién (pu’)’ +qu+ Apu = 0 (p > 0),
con condiciones de frontera u'(0) — hyu(0) = u'(7) — hou(w) = 0, hy, ho constantes. Las
funciones p,q y p son funciones algebraicas de la variable considerada.

9Ver referencias [3] y [4]



para un problema de Sturm-Liouville divide el dominio de definicion en pre-
cisamente k partes por medio de sus puntos nodales. Esto nos dice que que
la eigenfuncién tiene exactamente k£ — 1 puntos nodales, ceros simples.

Para el caso de dimensiones mayores que uno es mas complicado obtener
afirmaciones sobre los nodos de las eigenfunciones. Lo poco que sabemos
acerca de los problemas de eigenvalores no degenerados en varias dimensiones
esta resumido en los trabajos de Pechukas [1] y de Korsch [2], donde se dan
propiedades geométricas generales de sistemas que permiten separacion de
variables.

Uno teorema concerniente a los nodos de las eigenfunciones de proble-
mas de eigenvalores no degenerados es el Teorema de Dominios Nodales de
Courant!® que nos da una cota superior para el niimero de dominios nodales

que depende del espectro:

Teorema 1 (Teorema de dominios nodales de Courant) Dada una
ecuacion diferencial auto-adjunta'! de sequndo orden L(u) + Apu =0 (p >
0) para un dominio D con condiciones homogéneas arbitrarias cuyas eigen-
funciones estdn ordenadas de acuerdo al orden de sus eigenvalores en forma
creciente, entonces los nodos de la k-ésima eigenfuncion uy, dividen al domi-
nio en no mas de k subdominios.

Problemas de eigenvalores degenerados

Un problema mas general y complicado es el problema de eigenvalores
degenerados y su relacién entre sus subdominios nodales y las eigenfunciones.
Hay que enfatizar que en los pocos trabajos que se han hecho sobre esto y
en donde se dan resultados parciales a casos particulares. Hay que remarcar
que el problema es antiguo pero no se han hecho muchos progresos y por eso
continua vigente.

Si consideramos un sistema degenerado tenemos que gracias a la mis-
ma degeneraciéon podemos hacer combinaciones lineales de las eigenfunciones
correspondientes a un mismo eigenvalor, y estas seguiran siendo eigenfuncio-
nes para ese mismo eigenvalor.

Sobre esto una pregunta natural es el saber cuantos subdominios nodales
genera una combinacion lineal de eigenfunciones degeneradas para un eigen-

10R. Courant, ver referencia [4], cap. VL,§ 6
1Un operador A es auto-adjunto si cumple con A = A*, donde A* es el complejo
conjugado de A.



valor dado. Este problema fue propuesto por V. I. Arnold [5] para el caso
de los armonicos esféricos en los siguientes términos:

¢ Cual es el numero mads grande de partes en las cuales los ceros
de un polinomio de funciones esféricas de grado k subdividen una
esfera?

Atendiendo a este problema se encuentra el trabajo hecho por Leydold [6]
donde se establecen conjeturas particulares para este problema, para los casos
con [ < 6.

En general, para el caso del problema de eigenvalores degenerados no
existen teoremas generales sobre los nodos de sus eigenfunciones. El Teorema
de Dominios Nodales de Courant puede considerarse para el caso degenerado:
Considerando la multiplicidad de los eigenvalores es posible ordenarlos en una
serie no decreciente

y considerar las eigenfunciones asociadas a cada eigenvalor. Asi habra sub-
grupos de eigenvalores correspondientes a la multiplicidad de los eigenvalores.
Para cada subgrupo el nimero de subdominios nodales estara dado por el
ntmero (con respecto al orden) del eigenvalor minimo del subgrupo.

El Teorema de Dominios Nodales de Courant proporciona una cota su-
perior sobre el nimero de subdominios nodales de las eigenfunciones, sin
embargo esta cota no es precisa, excepto para el caso de las eigenfunciones
correspondientes al segundo eigenvalor donde se determina que las superficies
nodales generan exactamente dos subdominios nodales.

Para el caso particular del &tomo de hidrégeno, el Teorema de Dominios
Nodales de Courant predice que el nimero de dominios nodales estara dado
por:
n(n—1)(2n —1)

6

#Dominios Nodales = +1, (6)

donde n es el niimero cuantico principal.

El atomo de hidrégeno representa un escenario fisico tedrico, muy parti-
cular y conveniente para recabar informacién sobre problemas de eigenvalores
exactamente solubles que admiten separaciéon de variables y que son degene-
rados, en particular sobre el comportamiento de sus superficies nodales y sus
subdominios nodales.



En esta tesis se considerara un estudio de las superficies nodales de las
eigenfunciones reales del atomo de hidrogeno y de las combinaciones lineales
reales de estas mismas, asi como su evolucién como funcion de los parametros
de combinacién.

De particular interés sera el estudio de los subdominios nodales genera-
dos por las superficies nodales de las combinaciones y sus evoluciones como
funcion de los pardmetros de combinacion. Se consideraran los casos para los
nimeros cuanticos principales n = 1,2, 3.

Unidades atémicas

En sistemas atémicos y moleculares, resulta conveniente trabajar en el
llamado sistema de unidades atémicas (a.u. por sus siglas en inglés), en el
cual m, = e = h = 4mey = 1, resultando con ello que el radio de Bohr

2 , , . ’
ay = 5 =1, y la energia del estado base del d&tomo de hidrégeno E, =
me2e2 ’
2 . , . . . ,
—( y ) me — 1 se tomen como unidades atémicas de distancia y energfa
TED 2R 27

respectivamente (esta ultima denominada Hartree). Por lo que se tiene que
en el sistema de unidades atémicas, las unidades basicas son

m, = 1 a.u. de masa
e = 1 a.u. de carga
h = 1 a.u. de momento angular
deg = 1 a.u. de permitividad
ap = 1 a.u. de longitud
Ey = — a.u. de energia = —hartree

En el presente trabajo se consideraran estas unidades.

Objetivo

El objetivo del presente trabajo es describir las caracteristicas de las eigen-
funciones reales del atomo de hidrégeno desde una perspectiva geométrica.
Para ello consideraremos:

= Estudio de las superficies nodales generadas por las eigenfunciones rea-
les. Ademas, debido a la degeneracion del sistema se consideraran com-
binaciones lineales de las eigenfunciones correspondientes a un mismo



eigenvalor de la energia, haciendo un estudio de las posibles superfi-
cies nodales, asi como su evoluciéon como funcién de los parametros de
combinacion.

= De particular interés sera el estudio de los subdominios nodales gene-
rados por las superficies nodales de las combinaciones y sus evoluciones
como funcion de los parametros de combinacién.

Se consideraran casos particulares para las eigenfunciones con niimeros cuanti-
cos principales n = 1,2,3 y se presentaran conclusiones particulares para
estos casos.



Capitulo 1

Atomo de hidrégeno

En este capitulo se describe de manera detallada el sistema bajo estudio,
el atomo de hidrégeno.

1.1. Descripcién del Sistema Fisico

El sistema que se considera para hacer el estudio es el &tomo de hidrégeno,
el cual consiste de un electrén, con carga eléctrica negativa, y un protén, con
carga eléctrica positiva, bajo una interaccién Coulombiana.

Se considera al proton infinitamente masivo. Tomando la representacién
coordenada, ¥(r) = (¥|r) se introducen coordenadas!, cualesquiera que per-
mitan resolver el sistema, donde el origen coincide con la posicién del protén.

Considerando el caso estacionario se estd interesado en los niveles de
energia asociados con el movimiento relativo del electrén para estados ligados
(E < 0), dado por una funcién de onda que cumple la ecuacién de Schrodinger
estacionaria

HU = EU (1.1)

donde H es el operador Hamiltoniano y ¥ es la funcién de onda.

IExisten cuatro sistemas coordenados en los que se puede resolver el sistema, coorde-
nadas esféricas, parabdlicas, esferoidales prélata y esferocénicas, ver [7)
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1.2. El Hamiltoniano

Antes de escribir el Hamiltoniano es necesario hacer algunas considera-
ciones en el estudio del sistema:

= Por ser la masa del protéon 1836.1375 veces mayor que la correspon-
diente a la del electrén, resulta natural considerar, en una primera
aproximacion, al protén infinitamente masivo lo que nos permite consi-
derarlo como fijo. Asi el problema de dos cuerpos se reduce al problema
de un cuerpo (un electrén) en presencia de un potencial Coulombiano.

s El sistema de referencia esta situado de forma que el origen coincide
con la posicion del centro de carga positiva (protén).

» Para este sistema que consiste de un protén y un electrén (pe), el
potencial V (z,y, z) corresponde a un potencial de Coulomb:

1
Vir)=——, r=+vax24+y>+ 22, (1.2)

con r la distancia del origen al electrén. El signo negativo claramente
corresponde a la interaccién atractiva entre el electron y el proton.

= El potencial tiene simetria rotacional. Esto es que el potencial es inva-
riante ante una rotacion del espacio de coordenadas .

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, se tiene que el operador
Hamiltoniano H para el electrén estd dado por:

2
H:%—FV(T),

donde V(r) es el potencial dado por la ecuacién (1.2), p corresponde al
operador de momento.
Asi finalmente el Hamiltoniano tiene la siguiente forma:

H=--—--> 1.3
S (13)

donde A es el operador Laplaciano (usando el hecho que p = —iV).
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1.3. Separacion de Variables

La ecuacién de Schrodinger para el atomo de hidrégeno admite separacién
de variables en cuatro sistemas coordenados en el espacio Euclideano, en
esféricas, parabodlicas, esferoidales prélata y esferoconicas.

1.3.1. Vector de Runge-Lenz

Dado que estamos considerando el caso estacionario, la energia total E es
una constante de movimiento. El Hamiltoniano H tiene simetria rotacional,
entonces el momento angular? L también es una constante de movimiento.
Las componentes del vector de Runge-Lenz

1
M:§(p><L—L><p)—£ (1.4)
T

también son constantes de movimiento. Estas constantes de movimiento son
menos conocidas que las del momento angular L y algunas veces son llamadas
escondidas.

Tenemos que las componentes del momento angular L y el vector de
Runge-Lenz M dan un algebra de seis generadores, que consisten de quin-
ce relaciones de conmutacion. Tres de estas relaciones estan dadas por las
relaciones del momento angular,

Los conmutadores que incluyen una de las componentes de M y una de
las componentes de L dan nueve relaciones,

Y las ultimas tres relaciones de conmutacién estan dadas por las compo-
nentes de M,

Las componentes de L constituyen un algebra cerrada® y generan el grupo
O(3). El momento angular L y el vector de Runge-Lenz M no forman un

2El momento angular estd definido como L = r x p, representado por el algebra o(3).
3Un &lgebra de Lie es cerrada si para todos O, Oz, O3 € V se tiene que [01, O3] = O3,
¢ es una constante.
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algebra cerrada ya que como lo muestra la ecuacién (1.7) también tiene el
operador H. Sin embargo, dado que H es independiente del tiempo y conmuta
con L y M, se puede restringir a un subespacio de Hilbert que corresponda a
un eigenvalor particular £ de H. Entonces H en (1.7) puede ser remplazado
por su eigenvalor E. Para estados ligados tenemos que E es negativa, entonces
es conveniente remplazar M por M’ = /—1/2EM.

Las ecuaciones (1.6) y (1.7) se transforman en

(M, M| i€ Ly (1.9)

1.3.2. El grupo SO(4)

Los seis generadores L; y M, i = 1,2, 3, constituyen un algebra cerrada.
Para ver esto se reescriben los indices de las componentes de L. Primero se
escribe r = (rq,r,r3) vy p = (P1, P2, P3), de lo anterior tenemos que L;; =
r;p; — r;p;, claramente L = (Lys, L3y, Ly2). Se pueden extender los indices
ai,7 = 1,2,3,4 introduciendo una cuarta componente ry y p4 las cuales
describan M| = Ly4, M}, = Ljs, M} = Lj,. Claramente las componentes
L;;, 4,5 =1,2,3,4, cumplen con las relaciones de conmutacién (1.5), (1.6) y
(1.7).

Los seis generadores L;; constituyen una generalizacién, de de los tres
generadores L, de tres a cuatro dimensiones. Se puede mostrar que el grupo
correspondiente es el grupo especial de rotaciones en cuatro dimensiones,
SO(4), estas son las matrices ortogonales reales de 4 x 4 con determinante
igual a +1.

Es importante senalar que los generadores de SO(4) se obtienen de la
restriccion de tener estados ligados.

1.3.3. Niveles de energia

Ahora se pueden obtener los eigenvalores de la energia. Se definen los
operadores

1 — %(L+1\/I’) v (1.10)

K — %(L—M’) (1.11)
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que satisfagan las relaciones de conmutacién

0,1 = iegedy, (1.12)
KiK,;] = ieuKs, (1.13)
,K;] = 0, (1.14)
LH = [K,H]=0. (1.15)

La ecuacion (1.14) nos dice que el algebra de I, y Kj es desacoplada,
entonces I y K constituyen un élgebra so(3), y se pueden realizar los eigen-
valores como

1
I’ = i(ti+1), i=0,5,1 (1.16)

1
K?> = k(k+1), i=0,3 1 (1.17)
Las relaciones (1.12)-(1.15) muestran que el grupo SO(4) es de rango®
dos entonces hay dos operadores de Casimir® que pueden ser escogidos de la
siguiente manera
1
C, = P+K*= §(L2 +M?) y (1.18)

C, = P-K*’=L-M =0. (1.19)

Claramente la ecuacién (1.19) nos dice que solo hay un solo operador de
Casimir y que I? = K2. Asf tenemos que i = k y los posibles eigenvalores de

C; son .
C, =2k(k+1), k::O,§,1... (1.20)

Transformando (1.18) tomando en cuenta que

M = /-1/2EM vy (1.21)

M? = 2H(L*+1)+1 (1.22)
entonces se tiene
1 1 1 1
C,=—(IL?-—M*»)=—— = 1.2
a1 M) T TIE Ty (1.23)

4El rango de un algebra de Lie es el méximo nimero de elementos independientes cuyos
conmutadores son cero.

5Operadores que conmutan con cualquier operador de un &lgebra de Lie se llaman
operadores de Casimir del dlgebra.
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y usando (1.20) finalmente tenemos que los eigenvalores de la energd son

1 1
F=———— k=0,=,1.... 1.24
202k + 12 " b (1.24)
Asi el ntimero cudntico principal es n = (2k + 1) = 1,2,3,... . Se tiene

que para un valor dado de k existen 2k + 1 eigenvalores independientes para
I. vy K., asf se tiene un total de (2k 4+ 1) = n? estados diferentes con el
mismo eigenvalor de energfa. Esto nos dice que la degeneracion® del sistema
es n? para un eigenvalor de la energia dado.

1.3.4. Sistemas coordenados

Se tiene que la degeneracion de una sistema y la simetria de éste estan
asociadas. Tales degeneraciones aparecen cuando la ecuacién de Schrodinger
se puede resolver de diferentes formas, o en diferentes sistemas coordenados
o incluso en un solo sistema coordenado que puede orientarse en diferentes
direcciones.

El atomo de hidrégeno admite separacion de variables en cuatro sistemas
coordenados en el espacio Euclideano, en esféricas, parabdlicas, esferoidales
prolata y esferocénicas.

La separacién de variables en la ecuacién de Schrodinger en el espacio
Euclideano de tres dimensiones se realiza al encontrar eigenfunciones de un
conjunto completo de tres operadores de segundo orden, las funciones de onda
en cada caso son eigenfunciones de dos operadores adicionales al Hamilto-
niano (pares diferentes para cada sistema coordenado), {H, O, Oy}. Estos
operadores son construidos en base a las componentes de los operadores de
momento angular L y de Runge-Lenz M.

Se tiene que existen cuatro conjuntos inequivalentes de operadores {H, O, Oy}
que corresponden a cada una de las soluciones en separacion de variables, es-

6Sea ¥, tal que cumple con la ecuacién de Schrodinger. Supongamos que un operador
O conmuta con H, [H, O] = 0, entonces O¥,, también es un eigenestado de H con el
mismo eigenvalor F,. Si el eigenestado =, = OV, es linealmente independiente de ¥,
entonces el eigenvalor E, es degenerado.
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tos son
0O, =M3; , O,=L3%4 (1.25)
01 == L%Z _'_ ng _'_ L%l y 02 == L%Z (127)
O, =Lj,+L3; + L3 |, 0, =L3; + fL3 (1.28)

donde a y f son coeficientes reales.

Estos conjuntos de operadores corresponden a separacién de variables
en coordenadas parabdlicas, esferoidales prélatas, esféricas y esferocénicas,
respectivamente.

En la Tablal.l se presentan los distintos sistemas coordenados en donde
se admite separacién de variables para el atomo de hidréogeno. Ademaés se
menciona el tipo de soluciéon que se obtiene para cada uno de los distintos
sistemas coordenados.



‘ Sist. Coord. ‘ Coordenadas ‘ Funcién de Onda
Parabdlicas x = £ncos @, Producto de dos
En>0,¢€l0,2n) y = Ensin @, polinomios de Laguerre

z = %(52 —7n?) y una exponencial

Esferoidales
Prélata
£ € [1700)7 n € [_17 1]7 (b € [0727]-)

v = V@)D oo,
y=+/(2-1)(1—-n)sing,
z=&n+1

Producto de funciones
esferoidales de Coulomb
y una exponencial

Esféricas

r>0,60¢€](0,7], ¢ €]0,2m)

x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin ¢
2z =rcosf

Producto de un
polinomio de Laguerre
y un arménico esférico

Esferoconicas
B =1,8 < G <P r>0
a y b son constantes

z="1y/(a2—&)(a®+ &3),
y =10+ )0 - &),

_ ré8s
<= ab

Producto de un
polinomio de Laguerre
y dos polinomios de
Lamé

Tabla 1.1: Separacion de variables, en el espacio Euclidiano tridimensional, para el dtomo de hidrégeno.

so[qerrep op uoreredog ¢'T

91
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Debido a que el potencial V' solo depende de la distancia r del electrén al
origen de coordenadas, las coordenadas esféricas son las mas adecuadas para
resolver el problema. En el siguiente parrafo se da la solucién al dtomo de
hidrégeno en coordenadas esféricas (r, 6, ¢).

Coordenadas esféricas

Considerando coordenadas esféricas para resolver el sistema del atomo de
hidrégeno por medio de separacién de variables .
La relacién entre coordenadas cartesianas y esféricas es la siguiente:

xr = rsinfcos¢o (1.29)
= rsinfsin¢ (1.30)
z = rcost (1.31)

Expresando el Laplaciano en coordenadas esféricas:

1 1?1 a1 P

A==l py (2, - % - 7
r@rTjL 7“2(092 + tan 6 06 + sin298¢2)

(1.32)

La expresion anterior estd compuesta de dos partes, una radial, que solo
depende de 7, y una angular, que depende de (6, ¢). La parte angular, la
parte entre paréntesis, corresponde al operador L? expresado en coordenadas
esféricas”. Entonces el Hamiltoniano (1.3) queda expresado finalmente como:

1 0? 1 1
————r+ —L*— - (1.33)

21 Or? " 272 r

Asi la ecuacion de Schrodinger para el atomo de hidrégeno se expresa
finalmente
1 ® 1 1

— ———r 4+ —L*— 2 |¢(r,0,0) = EY(r,0,0) . 1.34

[ 2r Or? 2r2 r ¥ ?) W 2 ( )

Tenemos que las tres componentes del operador de momento angular L

conmutan con los operadores que tienen dependencia en r, ademas conmutan

con L2. Las tres componentes de L conmutan con el Hamiltoniano, es decir

son constantes de movimiento, [H, L] = 0. Ademas el Hamiltoniano también
conmuta con LZ.

"En el Apéndcie B se presenta con mas detalle la teoria de momento angular.
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Debido que tenemos cuatro contantes de movimiento (las tres compo-
nentes del momento angular y el Hamiltoniano), es necesario considerar solo
tres. En el caso de coordenadas esféricas se toman H, L? y L, como un con-
junto de operadores que conmutan entre ellos. Podemos encontrar una base
de eigenfunciones comunes a estos tres operadores y que sean solucién de la
ecuacion (1.34). El sistema de ecuaciones diferenciales que se deben resolver
son:

Hy(r,0,9) = Ey(r,0,9) (1.35)
L(r,0,9) = 1+ 1)y(r,0,0) (1.36)
L.(r,0,0) = my(r,0,0) (1.37)

Pero tenemos que los armoénicos esféricos Y™ (6, ¢) es la eigenfuncién
comtn a los operadores L? y L. Asf que las soluciones (1.35)-(1.37) corres-
pondientes a valores fijos de [ y m, deben ser productos de una funciéon de
que depende solo de r y de los arménicos esféricos Y;™(0, ¢):

(. 0,0) = R(r)Y,™(0,¢). (1.38)

La funcién radial R(r) es solucién de la ecuacién (1.35).
Expresando la ecuacién (1.35) en forma explicita considerando la ecuacién
(1.36)

1 02 I(l+1 1
(o (2; ) _ ~|6(r.6.0) = Bo(r6.0).  (139)

Resolviendo la parte ecuacién radial tenemos que los soluciones seran

Roi(r) = [(3)3%} 2 exp(—r/n)(%)lLilfll_ (2r/n),  (1.40)

n
donde n es niimero cuantico principal que esta asociado con los eigenvalores
de la energfa, E = —1/(2n?), y L?*' (2r/n) son los polinomios asociados
de Laguerre de orden n, =n — 1 — 1.

Asfi finalmente las eigenfunciones del atomo de hidrégeno en coordenadas
esféricas son:

¢n,l,m(r7 07 ¢) = Rn,l(r)}/}m(ev (b)
2\3(n — 1 —1)!1/2 27\ !
;) ECEN exp(=r/n) ()
X LI (2r/n)Y™ (6, 9) (1.41)

con0<I<n—-1y—-I<m<lL
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1.4. Clasificacién de eigenestados reales

La existencia de eigenvalores degenerados de la energia significa que com-
binaciones lineales de las correspondientes eigenfunciones son soluciones de
la ecuacion de Schrodinger. En general las eigenfunciones son complejas pero
gracias a la degeneracién podemos obtener eigenfunciones reales por medio
de combinaciones lineales.

En la expresion (1.41) se presenta de forma explicita las eigenfunciones
del dtomo de hidrégeno en coordenadas esféricas. La funcién radial R, ;(r) es
real, mientras que la parte angular dada por los armonicos estéricos Y, (6, ¢),
exceptuando m = 0, es una funciéon compleja de ¢

Y;™(0,¢) = P (cos§)e™? (1.42)

donde P™(cosf) son las funciones de Legendre® asociadas, estas funciones
son reales en su argumento cos 6.

Una forma aceptada para construir eigenfunciones reales, para cualquier
ny l con m # 0, es tomar la combinacién lineal de las eigenfunciones
Unim(1,0,0) ¥ Yn1—m(r,0,¢). Las eigenfunciones que se obtienen son:

% [wn,l,m(ra 97 ¢) + wn,l,—m(r> 97 ¢)} = Rn,l(r)ﬂm(e) COS me (143)
[t (7,0.0) — Yt (1,0, 6)] = Rus) R @) sinmo . (149

Las eigenfunciones (1.43) y (1.44) tienen la ventaja de tener un nimero
cuantico principal n y una dependencia angular [ bien definidos. En el caso
de m, el nimero cuantico magnético, no hay un valor definido, sin embargo
si tienen un valor de |m/| bien definido.

El considerar las eigenfunciones reales nos da una nueva forma de clasi-
ficarlas. Claramente podemos clasificar las eigenfunciones con respecto a los
nimeros cuanticos n, [, el valor absoluto de m y si la funcién es par o impar
en el argumento ¢:

cos (—m¢) = cos(mao) par (1.45)
sin (—m¢) = —sin(m¢) impar. (1.46)

Por cuestiones practicas llamaremos “Paridad”, P, a esta clasificacion, si la
funcion es par o impar en su argumento ¢ con valores P = + respectivamente.

8En el Apéndice B se presenta con mas detalle las funciones de Legendre asociadas.
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Asfi finalmente tendremos que la clasificacion de las eigenfunciones reales
del 4&tomo de hidrégeno en coordenadas esféricas estara dada por los niimeros
cudnticos (n,l,\, P), donde A = |m| con n = 1,2,3,..., 0 <1 < n —1,
0<A<lyP=+=.

1.4.1. Notacién

En este trabajo se utiliza la notacion espectroscopica para clasificar la
eigenfunciones reales del atomo de hidrégeno. Por cuestiones histéricas, las
letras del alfabeto estdan asociadas con los diferentes valores de [. La clasifi-
cacion es la siguiente:

[10[1]2|3]4]6...
s|ipld|f|lg]|h

a esta notacién se le llama notacion espectroscopica. La notacion espec-
troscopica etiqueta las subcapas por la correspondiente n seguida de una
letra que caracteriza el valor de [. Asf la clasificacién estard dada como (1s),
(2s), (2p), (3s), ....

En la tabla (1.2) se muestra un ejemplo de la notacién espectroscépica
de las eigenfunciones reales del atomo de hidrégeno, ademds se muestra la
degeneracion parcial y total correspondiente a cada eigenvalor de la energia.

1.5. Superficies nodales

En el caso del atomo de hidrégeno es facil describir las superficies nodales
de las eigenfunciones reales en coordenadas esféricas. Debido a la separacion
de variables tenemos que el total de las superficies nodales estara dado por
el producto de las superficies nodales de cada una de las funciones de las
variables (r, 6, ¢).

Para eigenfunciones del mismo eigenvalor de la energia n tienen n — 1
superficies nodales, de las cuales

» n — [ — 1 son esferas concéntricas (r =const.)
= | — )\ conos (6 =const.)

= A planos que pasan por el origen (¢ =const.).
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n | [ | Nomenclatura | FE, | deg. parcial | deg. total
110 1s -1/2 1 1
210 2s -1/8 1
1 2p 3 4
0 3s 1
311 3p -1/18 3 9
2 3d d
0 4s 1
411 4p -1/50 3 16
2 4d 5
3 Af 7

Tabla 1.2: Clasificacién y niveles de energia de las eigenfunciones reales del
atomo de hidrégeno.



Capitulo 2

Observaciones importantes

En este capitulo se presentan algunas observaciones importantes hechas
para el sistema a tratar.

2.1. Rotaciones, combinaciones y parametros

Todo el formalismo de la teoria de rotaciones puede ser usado bajo la cla-
sificacién usada en este estudio, (A, P). Esto corresponde a hacer un cambio
de base, de nimero cuantico magnético m a la base con \ y paridad P, esto
esm — (A, P).

Consideremos eigenestados degenerados ¢;, 1 < i < n?, correspondientes
a un eigenvalor de la energia n. Tomemos combinaciones lineales reales de
estas eigenfunciones.

n2
o) = Z Cij Cb;(@j,zj,)\j,Pj (2.1)
j=1

donde los ¢;; son reales. Dado que el sistema es degenerado, estas combina-
ciones lineales también son eigenfunciones del sistema.

Tomando el hecho que el potencial del sistema V(r) es Coulombiano,
tenemos que es invariante ante rotaciones. Las combinaciones (2.1) estén
formadas por eigenestados definidos con diferentes valores de A\ y diferente
paridad P. Podemos hacer una rotacion R de tal forma que encontremos un
sistema de referencia en donde las combinaciones (2.1) solo estén dadas por
nuevos eigenestados que tengan el mismo valor de A\ y la misma paridad P.
Asi que sin perdida de generalidad se tomard al sistema Euclideano R? como
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sistema de referencia.

El hacho que se tengan combinaciones lineales de eigenfunciones con el
mismo valor de \ y la misma paridad P nos permite clasificar las combina-
ciones con estos parametros.

Podemos expresar reglas para las combinaciones lineales reales de las
eigenfunciones degeneradas. Las reglas para combinar eigenfunciones reales
degeneradas seran:

= Mismo ntimero cuéntico principal n
» Mismo valor, en valor absoluto, del nimero cudntico magnético A = |m)|
» Kigenfunciones con la misma paridad P

Como consecuencia de lo anterior tenemos que:

» los eigenestados con |m| = n — 1 para una energia dada son invariantes
ante la transformacion

= las combinaciones @Dy(f) tienen una A bien definida

» las combinaciones @Dy(f) tienen una paridad P bien definida

As{ finalmente las combinaciones seran

kx,.p;

(M )\Z,PZ Z Cij ¢n LA, Py (2.2)

donde k), p, es un numero que depende de lambda A y la paridad P para
cada combinacién como lo establecen las reglas de combinacién.
En la Tabla 2.1 se muestran el niimero de eigenfunciones y combinaciones
para cada valor de A para una energia dada de acuerdo a la clasificacion.
Podemos ver que se cumple con el valor de la degeneracion para las com-
binaciones tomadas

22i+n:n2 (2.3)

Ademads debemos imponer mas condiciones sobre las combinaciones, una
condicién necesaria es que las combinaciones deben ser ortogonales entre
ellas,

<¢n)\Z,P?¢n)\ P> 0 si 1#£j
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| A =|m| | num. de ecigenfunc. | num. de comb. |
0 n n de n eigenfunc.
1 2(n—1) 2(n —1) de n — 1 eigenfunc.
i 2(n —1) 2(n — i) de n — i eigenfunc.
n—1 2 2 de 1 eigenfunc.
> =7

Tabla 2.1: Numero de eigenfunciones y combinaciones para n arbitrario

Otra condicién es que las combinaciones estén normalizadas. Sin perdida
de generalidad podemos considerar que uno de los parametros de cada com-
binacién sea idénticamente uno, en particular consideraremos que ¢; = 1.

Las condiciones anteriores nos permiten reducir el niimero de parametros
a considerar en cada una de las combinaciones. Escribiendo esto en forma ma-
tematica tenemos: Comenzamos tomando el hecho que para cada eigenvalor
n tenfamos n* pardmetros de combinacion ¢;;

= Condiciones por rotacion:

n—1

CR =n(n*—n)+ ZQp(n2 —p) =

p=1

n(n —1)

3 (Br+n+1) (24)

= Condiciones por ortogonalidad:

C.0. = (;’) + an_l (12’) (2.5)

» Condiciones de normalizacién:

CN.=n? (2.6)

Asi finalmente el niimero de parametros de combinacién para cada eigen-
valor n es:

%(271 “D(n-1) (2.7)
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2.2. Subdominios nodales

Retomando las eigenfunciones reales del dtomo de hidrégeno considerando
la clasificacién de las funciones en base al valor absoluto del niimero cuantico
magnético A\ = |m/|, es importante mencionar algunas observaciones hechas
acerca del nimero de subdominios nodales.

Las eigenfunciones reales del atomo de hidrogeno se pueden clasificar
con cuatro numeros cuanticos, (ki, ko, k3, k4), cada uno de estos depende del
sistema coordenado en el que se hace la separacion de variables. Uno de los
cuatro numeros cuanticos es el mismo en los cuatro sistemas coordenados, A,
de ahi el hecho de clasificar las funciones con este niimero cuantico.

El nimero de subdominios nodales que generan las superficies nodales de
las eigenfunciones reales dependen de los nimeros cudnticos en cada sistema
coordenado. Los niimeros cuanticos se pueden poner en correspondencia en
los cuatro sistemas coordenados. Bastara con considerar un solo sistema coor-
denado para obtener el nimero de subdominios que generan las superficies
nodales de las eigenfunciones. Tomando coordenadas esféricas se tiene

Si A=0=#sn=n-0)(I+1), 0<i<n-1 (2.
Si A£AO0=#sn=2n—-)(1—-X+1), A<Ii<n—-1 (29)

donde n es el nimero cuantico principal y [ es el valor del momento angular.



Capitulo 3

Caso n =2

Consideremos las eigenfunciones reales de atomo de hidrégeno para el
nimero cuantico principal n = 2. Para este caso se tienen cuatro eigen-
funciones degeneradas, ortogonales entre si, que corresponden a la energia
E,=-1/8.

El Teorema de Courant nos dice que para el caso de las eigenfunciones
con n = 2, las superficies nodales dividen al espacio R? en exactamente dos
subdominios.

Expresando las eigenfunciones no normalizadas en coordenadas cartesia-
nas en la clasificacién! (A, P), donde X\ = |m| y P = = la paridad, tenemos:

(2s) = e "2(2—-7), (0,4) (3.1)
(2p,) = e x, (1,4) (3.2)
(2py) = ey, (1,-) (3.3)
(2p.) e 2z, (0,4) (3.4)

con
r=+\/x%+y?+ 22
Las superficies nodales para cada uno de los eigenestados son:

= (25)
Esfera de radio r = 2

u (2]?:(;)
Planoz =0

Ia clasificacién se da en la seccién 1.4
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. (2py)

Plano y =0
" (2]92)

Plano z =0

Debido a la degeneracion de los estados podemos hacer combinaciones
lineales reales de las eigenfunciones correspondientes a este nivel de energia
(n = 2). Las combinaciones se hardn en base a las reglas dadas en la seccién
(2.1) donde se establece que solo se combinan eigenfunciones con el mismo
valor de A\ y la misma paridad P.

Consideramos las combinaciones lineales reales (11, ¥, 13, 14) de las cua-
tro eigenfunciones [(2s), (2p.), (2py), (2p,)]. Podemos expresar las combina-
ciones (1, 19,13, 1) en forma matricial,

Uy a0 0 au (25 )

o _ 0 ax O 0 (2p:v) ( 3 5)
’wg O 0 33 O (2py) ’
Wy ag; 0 0 ay (2p.)

donde las a’s son reales. Los elementos cero de la matriz corresponden al
hecho que solo las eigenfunciones con el mismo valor de A y la misma paridad
P se combinan.

Sin perdida de generalidad tomamos a;; = 1,7 = 1, 2, 3, 4, como condicion
de normalizacién. Las combinaciones (1,9, 13,1,) deben ser ortogonales
y como consecuencia de esto se sigue ayy + a4; = 0. Llamando a4 = a.
Reescribiendo (3.5), finalmente tenemos

U 1 00 a (2s)
Y2 | [ 0O 100 (2p.)
e |71 0 010 | @ (36)
P4 —a 0 0 1 (2p.)

3.1. Estados (1,+)

Consideremos las combinaciones 15 y 13 de la ecuacién (3.6). Estas corres-
ponden a los estados (2p,) del tipo (1,+) y (2p,) del tipo (1, —) respectiva-
mente. Estos estados permanecen sin combinarse. Las superficies nodales de
estos estados son los planos x = 0 para la eigenfuncién (2p,) vy y = 0 para la
eigenfuncién (2p,). Los planos dividen al dominio R? en dos subdominios.
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3.2. Estados (0,+)

Hay dos estados con A = 0y P = +, (2s) y (2p.). Consideremos las
combinaciones ¥ y 14 de la ecuacién (3.6) claramente son combinaciones
lineales de las eigenfunciones (2s) y (2p.). Expresandolas en forma matricial

(0)=(%1)1E] 37

Las combinaciones ¥ y ¥, como funcién de « escritas explicitamente son:

Y= (28)+a(2p) = e "P2—r+az (3.8)
vy = —a(2s)+ (2p,) = e_’"/z[—a(Q — 1)+ 2] (3.9)

Los puntos donde se anulan las eigenfunciones forman las superficies noda-
les. Las superficies nodales evolucionan como funcién del parametro «. Las
ecuaciones de las superficies, para las combinaciones son:

(DI 2—r4+az=0 (3.10)
vy 0 —a2=1)4+2=0 (3.11)

Podemos ver de las ecuaciones (3.10) y (3.11) que hay simetrias en (x,y) —
(£z,ty), (x,y) — (y,z) y (o, 2) — (—a, —z). Lo anterior nos dice que las
superficies son de revolucién y el eje z es eje de simetria, ademés tenemos que
hay simetrias de reflexion de las superficies sobre el plano x —y. Por lo tanto
bastara con hacer un estudio de las superficies para los valores no negativos
de o, a > 0.

Otro aspecto relevante es que podemos expresar la superficie nodal de la
eigenfuncion ¢, en términos de ¥; mediante una inversion del espacio seguida
de una reflexion, esto es tomar a — —1/a en ;. Asi que bastard con hacer
el estudio de las superficies nodales de una sola de las combinaciones.

Ademés las ecuaciones (3.10) y (3.11) nos dan condiciones adicionales
para las superficies. Del hecho que r > 0 se sigue

Y1t 24 az >0 (3.12)
vy 2a0—2>0 Si a>0 6 2c—2<0 Si a<0 (3.13)

Para hacer un estudio bastara considerar una seccién de las superficies,
y = 0. Asi expresando las ecuaciones (3.10) y (3.11) en forma polinomial en
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(x, z) tenemos finalmente:

Yy 0 (@2 =124+ daz—2+4=0 (3.14)
vy 0 (1—a?)2? —daz —a?r* +4a* =0 (3.15)

Las ecuaciones (3.14) y (3.15) definen curvas cuddricas en el plano (z, z).
Debido a que existe una clasificaciéon de las cuddricas es posible hacer un
estudio analitico de la evolucion de las curvas nodales de las combinaciones
como funcion del parametro a.

Los puntos a considerar en el estudio son:

Puntos de interseccion de la curva con los ejes x y z

Puntos extremos y su evoluciéon como funcién del parametro a

Puntos de interseccion entre las curvas nodales y los angulos que forman

Numero de subdominios generados por las curvas nodales

3.2.1. Estado vy

Bajo la condicién (3.10) la ecuacién (3.14) define una curva cuddrica. La
evolucion del parametro « indica que tipo de cuadrica es. Hay tres casos
diferentes:

= 0?2 —-1<0
En este caso la ecuacién (3.14) se transforma en

2a 2 x? 4
_ — 1
(Z 1-— a2) + 1—a?2 (1—-a?)? (3.16)

La ecuacién (3.16) describe a una elipse a lo largo del eje z. Este
comportamiento se conserva para todos los valores de a que cumplen
con la desigualdad o? < 1. El caso particular o = 0 donde la curva
nodal es un circulo de radio r = 2.

e [nterseccion de las curvas nodales con los ejes x y z

[ =0 [ ==0]
z:—p%a T = -2
z:ﬁ =2
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e Puntos extremos (mdzimos y minimos)

| z = z(x) | x=x(2) | Extremo |
— 0 2 — J%a —
r=0, z=—15||?=—FTF= <=1 Minimo
— __ 2 _ 2 —_ 2« 71
r=0, z=1= T= =, 2Z=1_p2 Méximo

El comportamiento de los puntos extremos se mantiene para todos
los valores de a reales que cumplen la condicién o? < 1.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
No existen puntos de interseccién para este caso.

o Numero de subdominios generado por las curvas nodales
Para todos los valores reales de a que cumplen la condicién o? < 1
el nimero de dominios generados por la curva es dos.

na?—-1=0
En este caso la ecuacién (3.14) se transforma en
a=—1: —4z—2*+4=0 (3.17)
a= 1 4z — 2> +4=0 (3.18)

Las ecuaciones (3.17) y (3.18) describen a dos parabolas sobre el eje z.
La ecuacién (3.17) describe una pardbola que abre hacia abajo mientras
que la ecuacién (3.18) describe una pardbola que abre hacia arriba.

e [nterseccion de las curvas nodales con los ejes x y z

| =0 | 2=0 |
z=1 Si a=1 r =2
z=—-1 Si a=-1| =2
e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
| z = z(x) | Extremo |
r=0, z=1 Si a=1 Minimo
r=0, z=-1 Si a=-1| Maximo

No hay puntos extremos para x como funcién de z, x = z(z), esto

es dx(z)/dz # 0.
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e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
No existen puntos de interseccién para este caso.

e Numero de subdominios generado por las curvas nodales
Para estos valores especificos de « los subdominios generados por
las curvas son dos.

na?2—-1>0

En este caso tenemos que la ecuacién (3.14) se transforma en

<z+ 20 )2— v 1 (3.19)

a?—1 az—lz(a?—l)2

La ecuacion (3.19) describe a una hipérbola sobre el eje z, la rama que
cumple con la condicién (3.12) que nos dice que para oo < —1 tenemos
la rama de la hipérbola que abre hacia abajo y para el caso a > 1
tenemos la rama de la hipérbola que abre hacia arriba. Este compor-
tamiento se conserva para todos los valores de o que cumplen con la
desigualdad o > 1y con la condicién extra o finita. Cuando o — 400
las hipérbolas se degeneran a la recta z = 0.

e [nterseccion de las curvas nodales con los ejes x y z

[ =0 J=0]
z:—%ﬂ si a<—1|x=-2
z:—ﬁ sioa>1 T =2

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)

| z = z(x) | Extremo |
r=0, z= —ﬁ sioa>1 Minimo
r=0, z=—-5 si a<-—1|[ Miximo

El comportamiento de los puntos extremos se conserva para todos
los valores de o que cumplen con la desigualdad o > 1 y con
la condicién extra « finita. No hay puntos extremos para x como
funcién de z, z = x(z), esto es dx(z)/dz # 0.
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e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
No existen puntos de interseccién para este caso.

e Numero de subdominios generados por las curvas nodales
Para todos los valores que cumplen con la desigualdad el ntimero
de dominios generados por las curvas son dos, incluyendo el caso
limite.

3.2.2. Resumen

Tenemos que al considerar combinaciones lineales reales de las eigenfun-
ciones degeneradas del dtomo de hidrégeno para el nivel de energia n = 2,
las superficies nodales son coénicas de tres tipos, elipsoides, paraboloides
e hiperboloides de dos ramas (solo una de las ramas es considerada).

Las conicas estan dadas como funcion del pardmetro «. El parametro de
combinacién o € R estd dividido en tres subdominios de variacién, o? < 1,
a? =1y a?® > 1, para cada tipo de superficie. Tenemos que en algunos casos
hay un subdominio compacto y otro no compacto; en otros casos se tienen
dos subdominios no compactos.

Dado que las superficies son cénicas podemos obtener una completa sobre
ellas. En particular podemos calcular la excentricidad de las curvas como
funcién del parametro «

T—(a—12 Si a2€[0,1)

tricidad —
excentricida; { I+ (a—1)2 Si a?€[l,00).

Todas las superficies nodales dividen al espacio R?® en dos subdominios,
de acuerdo con lo predicho por el Teorema de Courant.

3.2.3. Graéficas de los estados (0, +)

En esta seccién se muestran las evoluciones de las curvas nodales asociadas
a las superficies (y = 0) de la combinacién 11 como funcién del pardmetro
a. Las curvas se presentan en el plano (z, z) bajo la misma escala.



(a) a=0 (b)0<ax<l (c)a=1

(d)a>1 (e) a = oo

Figura 3.1: Evolucién de las curvas nodales de la combinacién 1, como funcién del parametro «. La escala
es la misma para todas las figuras.

(+°0) sopeisq '€

€€



Capitulo 4

Cason =3

Consideremos las eigenfunciones reales del nimero cuantico principal n =
3 del atomo de hidrégeno. Para este caso se tienen nueve eigenfunciones
degeneradas, ortogonales entre si, que corresponden a la energia Fy = —1/18.

El Teorema de Courant nos dice que para el caso de las eigenfunciones
con n = 3, las superficies nodales dividen al espacio R® en no més de seis
subdominios.

Expresando las eigenfunciones no normalizadas en coordenadas cartesia-
nas en la clasificacién! (A, P), donde A\ = |m| y P = =+ la paridad, tenemos:

(3s) = e "BR27T-18r+2r%), (0,+) (4.1)
(3p2) = B6-r), (1,+) (4.2)
(3py) = "6 -r)y, (1,-) (4.3)
(3p-) = P61z, (0,+) (4.4)
(Bdwry2) = e"P? —y?), (2,+) (4.5)
(3dyy) = e yy, (2,-) (4.6)
(3d...) = e Pz (1,4) (4.7)
(3dy.) = ¢ Pyz, (1,-) (4.8)
(3d.2) e -2 — Y, (0,4) (4.9)

con
r=/a?+y?+ 22

Las superficies nodales para cada uno de los eigenestados son:

Ia clasificacién se da en la seccién 1.4
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(3s)

Esferas concéntricas de radios r = 3(3 — v/3), r = 3(3+ V/3)

= (3p.)
Esfera de radio r = 6 y plano x = 0

= (3py)
Esfera de radio r =6 y plano y =0

= (3p.)
Esfera de radio r = 6 y plano z = 0

v (3dy2_,2)
Planos © = —y, x =y

2 +y2

Conos z = & 5

Debido a la degeneracion de los estados podemos hacer combinaciones
lineales reales de las eigenfunciones correspondientes a este nivel de energia
(n = 3). Las combinaciones se hardn en base a las reglas dadas en la seccién
(2.1) donde se establece que solo se combinan eigenfunciones con el mismo
valor de A y la misma paridad P. Asi se tendran tres estados degenerados
con (0,4), dos estados con (1,+) y dos con(1,+) y un estado con (2,+) y
uno con (2, —).

Consideramos las combinaciones lineales reales (¢1, @2, @3, ..., ¢9) de las
nueve eigenfunciones originales [(3s), (3p,), (3py), ..., (3d,2)]. Podemos ex-
presar las combinaciones (¢1, ¢, @3, ..., ¢9) en forma matricial,
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¢1 11 0 0 14 15 0 0 0 0 (38)

(bg 0 [65)) 0 0 0 0 0 Q28 0 (3])90)

(bg 0 0 (33 0 0 0 0 0 39 (3py)

¢4 a1 0 0 g4 0Oly5 0 0 0 0 (3 z)

¢5 = (6751 0 0 Q54 (O55 0 0 0 0 (3d22)

b6 0 0 0 0 0 ag O 0 0 (3dy2_y2)

b7 0 0 0 0 0 0 ar 0 0 (3d.,)

(bg 0 Qago 0 0 0 0 0 Qgg 0 (3dwz)

(bg 0 0 (g3 0 0 0 0 0 Qg9 L (3dyz) ]
(4.10)

donde las a’s son reales. Los elementos cero de la matriz corresponden al
hecho que solo las eigenfunciones con el mismo valor de A y la misma paridad
P se combinan.

Sin perdida de generalidad tomamos a;; = 1,7 =1,2,...,9, como condi-
cién de normalizacién. Las combinaciones (¢1, ¢, @3, . . ., ¢g) deben ser orto-
gonales y como consecuencia de esto se sigue

Clag + Crgz = 0 (4.11)
Q39 + a3 = 0 (4.12)
Q1g + agq + agsays =0 (4.13)
Q15 + as1 + apgas, =0 (4.14)
Qq1051 + Qs + a5y =0 (4.15)

4.1. Estados (2,+)

Consideremos las combinaciones ¢g v ¢ de la ecuacion (4.10). Estas
corresponden al estado (3d,2_,2) del tipo (2,+) y al estado (3d,,) del ti-
po (2, —). Estos estados permanecen sin combinarse. Las superficies nodales
de estos estados son los planos x = %y para la eigenfuncién (3d,2_,2) y los
planos z = 0 y y = 0 para la eigenfuncién (3d,,). Por cada estado los planos
nodales dividen al dominio R? en cuatro subdominios.
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4.2. Estados (1,+)

Hay cuatro estados con A = 1 dos con P = +, (3p,) vy (3d,.) y dos
con P = —, (3p,) v (3d,.). Consideremos las combinaciones ¢q, ¢3, ¢s y ¢
de la ecuacién (4.10). Expresandolas en forma matricial y considerando las
condiciones de ortogonalidad (4.11) y (4.12), tenemos

¢2 1 0 Qo8 0 (?)px>

¢3 . 0 1 0 39 (pr)

¢8 N — (98 0 1 0 (dez) (416)
09 0 —ag O 1 (3d,.)

Llamando ap = g y a3 = azg. Reescribiendo las combinaciones (4.16)
explicitamente:

by = (3ps) + aa(3dy:) = e l(6 — 1) + ao(z2)]  (1,4) (4.17)
65 = (3p,) +a3(3dy.) = e PU6 —r)y +as(yz)] (L) (4.18)
s = —ay(3ps) + (3dy.) = e Pl—an(6 — )z + 2] (1,4) (4.19)
b9 = —a3(3p,) + (3d,.) = e P[—az(6 — )y +yz] (1,—) (4.20)

De las ecuaciones anteriores podemos ver que esencialmente hay dos com-
binaciones ya que basta con hacer un cambio de variables z — y en los estados
definidos por las ecuaciones (4.17) y (4.19), del tipo (1, +), para obtener las
otros dos estados definidos por las ecuaciones (4.18) y (4.20) del tipo (1, —).
Bastara con considerar dos de las combinaciones y estudiarlas. Tomando ¢9
y ¢g para hacer el estudio. Las superficies nodales tenemos

$2 0 w(6—71+az)=0 (4.21)
¢s : xl—ae(6—r)+2]=0 (4.22)

De las (4.21) y (4.22)podemos ver que hay simetrias en (z,y) — (fz, +y),
(x,y) — (y,2) ¥ (ag, 2) — (—ag, —z). Lo anterior nos dice que las superficies
son de revolucién y el eje z es eje de simetria, ademas tenemos que hay
simetrias de reflexién de las superficies sobre el plano x — y. Por lo tanto
bastara con hacer un estudio de las superficies para los valores no negativos
de as, as > 0.

Otro aspecto relevante es que podemos expresar la superficie nodal de la
eigenfuncion ¢g en términos de ¢ mediante una inversién del espacio seguida
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de una reflexion, esto es tomar a, — —1 /s en ¢y. Asi que bastard con hacer
el estudio de las superficies nodales de una sola de las combinaciones.

Ademads las ecuaciones (4.21) y (4.22) nos dan condiciones adicionales
para las superficies. Del hecho que r > 0 se sigue

p2 1 6+ az>0 (4.23)

¢s : Bag—2>0 si ay>0 & 6ag—2z2<0 si ay;<0 (4.24)

Dado que las superficies son de revolucién bastara considerar una seccion

de las superficies, y = 0. Asi expresando las ecuaciones (4.21) y (4.22) en
forma de polinomial en (z, z) tenemos finalmente:

¢y 2P[* + (1 —a3)2® — 12092 — 36] = 0 (4.25)

¢s : wPade? 4+ (a2 — 1)2% + 12002 — 36as] = 0 (4.26)

Las ecuaciones (4.25) y (4.26) definen curvas cuddricas cortadas por la

recta z = 0.

Las caracteristicas de las curvas nodales, que estudiaremos explicitamen-
te, son:

= Puntos de interseccién de las curvas con los ejes x y z

= Puntos extremos y su evolucion como funcién de los pardametros de
combinacion

» Puntos de interseccién entre las curvas nodales y los angulos que forman

= Numero de subdominios generados por las curvas nodales

4.2.1. Estado ¢

Bajo la condicién (4.21) la ecuacién (4.25) define un polinomio de cuarto
grado en (z, ) factorizado por un monomio y un polinomio ambos de segundo
grado. Las curvas nodales generadas son la recta x = 0 y una curva cuadrica.
La evolucion del parametro as indica que tipo de cuadrica es la curva. Hay
tres casos diferentes:

» i —1<0
En este caso la ecuacién (4.25) se transforma en

6ay > 72 36
_ _ 4.27
(z 1—a§) T T o ap (4.27)
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La ecuacién (4.27) describe a una elipse a lo largo del eje z. Este
comportamiento se conserva para todos los valores de as que cumplen
con la desigualdad a3 < 10. Con el caso particular ap = 0 donde la

curva nodal es un circulo de radio r = 6.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z

| =0 | z2=0 |

6
2= ——
1+a
3 2

r=—0

=06

z =

1—a9

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)

| z = z(x) | x=x(2) | Extremo |
=0, z:—ﬁ :c:—\/lﬁ_—a%, z= 1"_0‘;% Minimo
r=0 z= 1—0042 T = 1b—a§’ z= % Maéaximo
ai —1<0

El comportamiento de los puntos extremos se mantiene para todos
los valores de s que cumplen la desigualdad a3 < 1.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Los puntos de interseccién del elipsoide con el plano x = 0 generan

la elipse
6as \°  y? 36
_ 4.2
O R A e

todos lo puntos de esta elipse son puntos de interseccion. El angulo
formado entre los puntos de interseccién de las superficies es /2.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
Para todos los valores de s que cumplen la desigualdada? < 1, el
nimero de subdominios generados por las superficies y cortados
por el plano son cuatro.

" ai-1=0
En este caso la ecuacién (4.25) se transforma en

ay=—1 : 1224+ 2*—-36=0 (4.29)
ap= 1 : —122+2>-36=0 (4.30)
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Las ecuaciones (4.29) y (4.30) describen a dos parabolas sobre el eje z.
La ecuacién (4.29) describe una pardbola que abre hacia abajo mientras
que la ecuacién (4.30) describe una pardbola que abre hacia arriba.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

‘ z=0 H z=0 ‘
z2=3 Si apy=—-1|ax=-2
z2=—3 Si ap=1| =2

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)

| z = z(x) | Extremo |
r=0, z=-3 Si ay=1| Minimo
r=0, z=3 Si ay=-1| Maximo

El comportamiento es tinico para estos valores especificos de «s.
No hay puntos extremos para x como funcién de z, x = z(z), esto
es dx(z)/dz # 0.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Los puntos de interseccién del paraboloide con el plano x = 0
generan la pardbolas

ap=—1 : 1224+9*—36=0 (4.31)
= 1 : —122+y*-36=0 (4.32)

todos los puntos de estas parabolas son puntos de interseccion. El
angulo formado entre los puntos de interseccion de las superficies
es /2.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
Para estos valores especificos de ay se cumple que el nimero de
subdominios generados por los paraboloides y el plano x = 0 son
cuatro.

= ai—1>0

En este caso la ecuacién (4.25) se transforma en

6ay > 72 36
_ _ 4.33
(“a%—l) -1 (@I (4.83)
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La ecuacién anterior describe a una hipérbola sobre el eje z, la rama
que cumple con la condicién (4.23) que nos dice que para as < —1
tenemos la rama de la hipérbola que abre hacia abajo y para el caso
oy > 1 tenemos la rama de la hipérbola que abre hacia arriba. Este
comportamiento se conserva para todos los valores de as que cumplen
con la desigualdad ay > 1 y la condicién extra « finita. Cuando ap —
400 las hipérbolas se degeneran a la recta z = 0.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

| =0 | z=0 |
z:—ﬁ si ap < -1 2z=-6
z:—af_l si ap >1 =06

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)

| z = z(x) | Extremo |
=0, z=—-—7 si awp>1 Minimo
r=0, z=-—275 si a;<—1]| Miximo

El comportamiento de los puntos extremos se conserva para todos
los valores de g que cumplen con la condicion. No hay puntos
extremos para x como funcién de z, r = x(z2).

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Los puntos de interseccién del hiperboloide con el plano x = 0
generan la hipérbola

2 2
<z+ b ) - 50 (4.34)

ai —1 oz%—l:(ozg—l)z

Todos los puntos de esta hipérbola, que solo es una rama, son
puntos de interseccién. El angulo formado entre los puntos de
interseccion de las superficies es /2.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
Para todos los valores que cumplen con la condicién, el niimero de
subdominios generados por las superficies y cortados por el plano
x = 0 es de cuatro.
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4.2.2. Resumen

Tenemos que al considerar combinaciones lineales reales de las eigenfun-
ciones del atomo de hidrégeno para el nivel de energia n = 3 del tipo (1, %),
las superficies nodales son conicas de tres tipos, elipsoides, paraboloides e
hiperboloides de dos ramas (solo una de las ramas es considerada) cortadas
por un plano, x = 0 para las del tipo (1,+) 6 y = 0 para las del tipo (1, —).

Las cénicas estan dadas como funcién del parametro as. El parametro de
combinacién ay € R estd dividido en tres subdominios de variacién, o2 < 1,
a2 =1y a2 > 1, para cada tipo de superficie. Todas las superficies dividen
al espacio R? en cuatro subdominios. Tenemos que en algunos casos hay dos
subdominios compactos y dos no compactos; en otros casos se tienen cuatro
subdominios no compactos.

Dado que las superficies son cénicas podemos obtener una completa sobre
ellas. En particular podemos calcular la excentricidad de las curvas como
funcién del parametro as

— 2 Q@ 2
excentricidad:{ 1—(ap—1)* Si a;€[0,1)

1+ (ap—1)2 Si a3 €[l,00).

El estudio anterior para ¢s y ¢g es igualmente valido para las combi-
naciones ¢s y ¢g9 va que, gracias a la simetria z < y en las ecuaciones, el
comportamiento es exactamente el mismo y solo basta con tomar z < y.

4.2.3. Graéficas (1,+4)

En las siguientes paginas se muestra la evolucién de las curvas nodales
para la combinacién ¢, como funcion del parametro ay. Hay que mencionar
que estas evoluciones corresponderian de igual forma para la combinacién
¢3. Las curvas se presentan en el plano (z, z) ya que se considera y = 0. La
escala es la misma para todas las figuras.



(a) az =0 (b)0<ar <1 (c) ag =1 (d) ag > 1

Figura 4.1: Evolucién de las curvas nodales de la combinacién ¢, como funcién del pardmetro as. La escala
es la misma para todas las figuras.

‘1) sopeisq z'%

(

157
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4.3. Estados (0,+)

Consideremos las combinaciones lineales reales (¢1, ¢4, ¢5) de las eigen-
funciones [(3s), (3p.),(3d.2)] de la ecuacién (4.10). Podemos expresar las
combinaciones (¢1, ¢4, ¢5) en forma matricial,

¢1 1 oy ags (3s)
¢ | = an 1 aus (3p-) (4.35)
Ps as asy 1 (3d,2)

donde las a’s son reales. Las combinaciones (¢1, ¢4, ¢5) deben ser ortogonales,
las condiciones de ortogonalidad estan dadas por las ecuaciones (4.13), (4.14)
y (4.15). Estas ecuaciones son linealmente independientes, asi que podemos
tomar cualquiera tres parametros como arbitrarios.

Este caso es muy complicado para estudiar. La complejidad técnica no
permite estudiar el problema general de tres pardametros arbitrarios. Consi-
deraremos algunas situaciones particulares en donde uno o dos pardmetros
de la combinacién permanecen fijos o iguales a cero.

4.3.1. (3s) fijo

Suponemos que el estado (3s) no se combine con otros estados. Esto
impone condiciones sobre los pardmetros de la matriz de la ecuacién (4.35).
Se tiene

1y — 15 = 0. (436)

De las condiciones de ortogonalidad (4.13)-(4.15) se sigue
g1 = 0

51 = 0 (437)

Q5 + 54 = 0

Sea «y5 arbitrario. Las combinaciones ¢4 y ¢s5 escritas explicitamente
como funcion de a5 son:

bs = (3p.) + aus(3d.2) = e 3[(6 — 1)z + aus(22% — 22 — 3?)](4.38)
b5 = —aus(3p.) + (3d.2) = e 3[—aus(6 — 1)z + 227 — 2 — 4%)(4.39)
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Los puntos donde se anulan las eigenfunciones forman superficies. Las
ecuaciones de las superficies para las combinaciones son

Gy ¢ (6—7)z+au(222 =22 —y*) =0 (4.40)
¢s : —aus(6—1)z+222 — 2t~y =0 (4.41)

De las ecuaciones (4.40) y (4.41) podemos ver que hay simetrias en
(z,y) — (+z,xy), (z,y) — (y,2) ¥y (ou5,2) — (—ous, —2). Las superfi-
cies son de revolucién y el eje z es el eje de simetria, ademas tenemos que
hay simetrias de reflexion de las superficies sobre el plano x —y. Por lo tanto
bastara con hacer un estudio de las superficies para los valores no negativos
de g5, Qg5 > 0.

Otro aspecto relevante es que podemos expresar la superficie nodal de la
combinacién ¢ en términos de ¢, mediante una inversion del espacio seguida
de una reflexion, esto es tomar ays — —1/ay5 en ¢y.

Asi que bastara con hacer el estudio de las superficies nodales de una sola
de las combinaciones y ademads bastara con considerar una seccién de las
superficies, y = 0. Expresando las ecuaciones (4.40), (4.41) de las superficies
en forma polinomial en (z, z), tenemos:

Gy st + (dads — 1)2% — (dads + 122 — 12ay52°2

+240y52° + 362 = 0 (4.42)
o5t + (4 —afs)t — (4 + afy)r?2? + 12ay52°2
—24ay52° + 360352° =0 (4.43)

Las ecuaciones (4.42) y (4.43) son polinomios en (z,z) de orden cuatro
(cudrticas) y no existe clasificacién de estas curvas, sin embargo podemos
estudiarlas.

Estado ¢,

La ecuacién (4.40) nos da condiciones adicionales sobre las regiones de
existencia en el plano (z, z) de las curvas nodales, estas condiciones son

20[4522 — Oé45l’2 + 62 < 0 si =z < 0
2052° — aus7® +62>0 si 2 >0 (4.44)
Dado que la ecuacién (4.42) es un polinomio de orden cuatro en (z, z)

habré cuatro curvas nodales pero las condiciones (4.44) restringen a sélo dos
curvas.
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A partir de la ecuacién (4.42) podemos hacer un estudio de la combinacién
Pa.

El comportamiento de las curvas nodales esta dado en funcién del parame-
tro de combinacién ays y se mantienen para ciertos intervalos y valores es-
pecificos.

Se considerara solo valores no negativos de ays ya que el comportamiento
de las curvas para as5 < 0 es una reflexion sobre el eje x de las curvas
consideradas.

w ay =0

Para este valor tenemos que la combinacién se reduce al estado (3p,) y
sus superficies nodales son una esfera de radio r = 6 y el plano z = 0.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de interseccion con los ejes son z = +6 y x = +6.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)

| z = z(x) | x=u2(z) | Extremo |
r=0, z=—6||xr=—-6 2z=0| Minimo
r=0, 2z=6 | =6, z=0 | Maximo

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Los puntos de interseccion de la esfera de radio r = 6 centrada en
el origen y el plano z = 0 generan un circulo centrado en el origen
con radio 7 = 6 en el plano (x,y). El dngulo formado entre los
puntos de interseccién de las curvas es 7/2.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
Para este valor especifico de ays el niimero de subdominios gene-
rado por la interseccién de la esfera y el plano z = 0 es cuatro.

p 0 < ays < %
Para estos valores de ays se tienen dos curvas una curva abierta que
existe para z < 0 y una curva cerrada para z > 0.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z

=0 =0

_ 6
= T 2apt1
z=0 =0
_ 6
i 20045 —1
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e Topologia de las curvas nodales

Las curvas generadas para estos valores de ays estan dadas por
una polinomio de orden cuatro, para este tipo de curvas no existe
clasificacion. Numéricamente podemos hacer una representacion
grafica de las curvas.

Para estos valores de ay; tenemos dos curvas, una cerrada que
existe para z > 0 y una abierta que existe para z < 0. El circulo
y la recta cortante se degeneran en estas dos curvas. La curva
abierta tiene un comportamiento asintético lineal como

7/12 4 1
5= \/ a45 O‘45

(4.45)

|z — o0

Este comportamiento se mantiene para la curva abierta.

Ademéds podemos ver que el en caso limite cuando ays — 1/2 el
comportamiento asintotico se conserva y tenemos

1
Si ays —1/2 = z— +—u, r| — oo 4.46
/ v (4.46)
e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-

cién Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo |
— — 6
r=0, z= et
r=0, 2=0 Minimos
v — _12\/1—40515 _ 2daus
- 1+12a45 T 141203,
g = 2V 1—dod, = 2oz | V4ximos
T 1412045 1+1207;
_ _ _ 6
r=0 z= Sons i1

Existen puntos extremos de z como funcién de z, z = x(z), para
la curva cerrada. Es posible obtenerlos numéricamente.

o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para los valores de a45 que cumplen con la desigualdad no hay
interseccion entre las curvas.
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e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
Para los valores de ays; que cumplen con la desigualdad, el niimero
de subdominios generados por las superficies es tres.

_ 1
B Qy5 = 35

Para este valor especifico de a5 tenemos dos curvas abiertas.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

| 2=0 [ 2=0]
z2=-3
z2=0 ||lz=0

e Topologia de las curvas nodales

Para este valor de aus las dos curvas son abiertas. Una curva se
encuentra para valores de z > 0 y su minimo esta en el origen. La
otra curva se encuentra para valores de z < 0.

Tenemos que la curva cerrada generada para los valores de ays,
0 < ays < 1/2, evoluciona en una curva abierta.

La curva abierta que existe para z < 0 tiene un comportamiento
asintético lineal como

1
2 =t—ur, |z| — oo (4.47)

Ve

e Puntos Extremos
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo |

r=0, z=0 Minimo
r=0, z=-3]| Maximo

Para este valor especifico de a45 no hay puntos extremos para la
representacion de las curva x = x(z), © = x(z),esto es dz(z)/dz #
0.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para este valor especifico de ays no hay interseccion entre las cur-
vas nodales.
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e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generados por las superficies es tres.

"y > %
Para estos valores de a5 tenemos dos curvas abiertas.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z

‘ z=0 Hz:O‘

c= T 2au5+1

z=0 =0

e Topologia de las curvas nodales

Tenemos dos curvas abiertas. Una curva se encuentra para valores
de z > 0 y su minimo esta en el origen. La otra curva se encuentra
para valores de z < 0. La curva abierta que existe para los valores
de z < 0 tiene un comportamiento asintético lineal como

z = \/ : 12&45 4a45 |z| — o0 (4.48)

La curva abierta que existe para los valores de z > 0 tiene un
comportamiento asintético lineal como

12 4 1
o \/V s + 1+ dads + 2] - oo (4.49)

2(4a3; — 1) o

Ademas podemos ver que el en caso limite cuando ays — +00 el
comportamiento asintético se conserva y ademéds se cumple para
las dos curvas abiertas.
. 1
Si gy — 40 = 2o Et—x |z| — o0 (4.50)

\/§ )

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.
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| z = z(x) | Extremo |
r=0, z2z=0 Minimo
x=0, z=—5-0= | Mdximo

Para este valor especifico de ays no hay puntos extremos para la
representacion de las curva x = z(z), © = x(2),esto es dx(z)/dz #
0.

o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de ays que cumplen con la desigualdad no hay
interseccion entre las curvas nodales.

o Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generados por las superficies es tres.

Resumen

Tenemos que al considerar combinaciones lineales reales de las eigenfun-
ciones del 4tomo de hidrégeno para el nivel de energia n = 3 del tipo (0, +),
considerando que el estado (3s) no se combina, tenemos superficies que no
estan dentro de una clasificacion.

Las superficies de la combinacion estan dadas como funcién del pardmetro
ays. El dominio de variacién del parametro ays estd esencialmente dividido
endos, 0 <ay <1/2ya>1/2.

Las superficies dividen al espacio R3, en general, en tres subdominios
excepto para el valor de a5 = 0, donde el dominio principal es dividido en
cuatro subdominios.

Griéficas (0,+), (3s) fijo

En las siguientes paginas se muestra la evolucion de las curvas nodales
para la combinacién ¢4 como funcion del parametro ays. Las curvas estan en
el plano (z, z) ya que se consideré y = 0. La escala es la misma para todas
las figuras.



(a) aygs =0 (b)0<a45<1/2 (C) a45:1/2 (d) OZ45>1/2

Figura 4.2: Evoluciéon de las curvas nodales de la combinacion ¢4 como funcién del parametro ays. La escala
es la misma para todas las figuras.

(+°0) sopessq €%

1S
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4.3.2. (3p.) fijo

Suponemos que el estado (3p,) no se combine con los otros estados. Esto
impone condiciones sobre los pardmetros de la matriz de la ecuacién (4.35).
En este caso tenemos que

Qg1 = Qs = 0 (451)
y de las condiciones de ortogonalidad (4.13)-(4.15) se sigue
14 = 0
54 = 0 (452)

15 +Oé51 =0

Sea «q5 arbitrario. Las combinaciones ¢; y ¢s5 escritas explicitamente
como funcion de a5 son:

¢1 = (38)"‘0&15(36122)

™27 — 187 + 2r% + a15(22° — 2? — )] (4.53)
¢7 = —QU15 (38) + (3d22)
e P —an5 (27 — 187 + 2) + 22" —2” —¢’]. (4.54)

Los puntos donde se anulan las eigenfunciones forman superficies. Las
ecuaciones de las superficies para las combinaciones son

1 0 27— 18r + 2% + ay5(22° —2* —¢y?) =0 (4.55)
¢7 1 —a5(27 —18r +21) + 222 — 2 —y* =0 (4.56)

De las ecuaciones anteriores podemos ver que hay simetrias en (x,y, z) —
(£z, ty,£2) v (x,y) — (y, ). Las superficies son de revolucién y el eje z es
el eje de simetria.

Otro aspecto relevante es que podemos expresar la superficie nodal de la
combinacién ¢7 en términos de ¢; mediante una inversion del espacio seguida
de una reflexion, esto es tomar a5 — —1/ay5 en ¢;.

Para hacer un estudio de las superficies bastara con considerar una seccion
de las superficies, y = 0. entonces expresando las ecuaciones (4.55) y (4.56)
de las superficies en forma polinomial en (z, z) tenemos:

¢1: (2 — as)®xt +4(ags + 1)22* + 4(2 + a5 — adg)2?2?
—54(s +4)2® —108(2 — ay5)22 +729 =0 (4.57)

b7 (2aqs + 1) + 4(1 — ap5)22t + 4(=1 — a5 + 2a3,)2?2?
+54ay5(1 — 4az)r? — 108ay5(1 + 2045)2% + 72903, = 0 (4.58)
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Las ecuaciones anteriores son polinomios en (z, z) de orden cuatro (cudrti-
cas) y no existe clasificacion de estas curvas, sin embargo podemos estudiar-
las.

Estado ¢,

La ecuacién (4.55) nos da una condicién sobre las regiones de existencia
en el plano (z, z) de las curvas nodales. La condicién es

(2 —ags)z? + 2(1 + ap5) 22 + 27> 0 (4.59)

Dado que la ecuacién (4.57) es un polinomio de orden cuatro en (z, 2)
habré cuatro curvas nodales pero la condicién (4.59) restringe a solo dos
curvas.

A partir de la ecuacion (4.57) podemos hacer un estudio de la combinacién
1.

El comportamiento de las superficies nodales esta dado en funcién del
parametro de combinacion aq5 y se mantienen para ciertos intervalos y valores
especificos. En este caso tenemos que ay5 € R.

a5 < —(4 + 3\/5)
Para estos valores de a5 se tienen dos curvas abiertas, las curvas son
simétricas respecto al eje x.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

Los tnicos puntos de interseccion con los ejes son (:E =0,z =
:l:3(3—\/3—6a15))

2(14-a1s)
e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de ay5 tenemos dos curvas abiertas, una para
valores de z > 0, curva convexa y otra para valores de z < 0, curva
céncava, simétricas con respecto del eje x. Tienen un comporta-
miento asintético lineal como

15 — 2
=3/ . 4.60
=k [Tl oo (4.60)

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.
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| z = z(x) | Extremo |
_ — 3(3—/3—6a15) -
r=0, z= T tan) Minimo
— —_ 3(3—/3-6aw) -
r=0, z= " ltars) Maéaximo

Para estos valores de a5 no hay puntos extremos para la repre-
sentaciéon de la curva z = x(2).

e Puntos de interseccion entre superficies

Para estos valores de a;5 no hay interseccién entre las superficies.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.

u —(4‘|‘3\/§) < aps < —1

Para estos valores de a5 se tienen dos curvas abiertas, las curvas son
simétricas respecto al eje x.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

Los puntos de interseccién con los ejes son (m =0,z==+

e Topologia de las curvas nodales
Para este valor de a5 tenemos dos curvas abiertas, una para valo-
res de z > 0 y otra para valores de z < 0, simétricas con respecto

del eje x.

3(3—v/3—6a15)

2(1—‘,—0{15)

Para estos valores de a5 el comportamiento de las curvas es simi-
lar que en el intervalo anterior excepto por el hecho que el minimo
(curva para z > 0) y maximo (curva para z < 0) de las curvas
se rompen en: Un méximo y dos minimos (curva para z > 0)
y en dos méximos y un minimo (curva para z < 0). Tienen un
comportamiento asintotico lineal como

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)

Q15

-2
2(0&15 -+ 1)

T,

|z] — 00

(4.61)

Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.

).
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| z = z(x) | Extremo |
r = +3 0‘15"'80‘15 2 = ais+1
(c15—2)%0au5? (2—ai5)ais
3(3—+/3—6. s
z=0, z=—33V3Gaus) Minimos
2(1+a15)
2 +8a15—2 _ ais+1
T = j:3\/ a15—2)2aq5’ Z= (2—a1s5)a1s
3(3—+/3—6 s .
r=0, z= 33 V3-bas) Méximos
2(1+a15)

Los puntos extremos con x # 0 evolucionan en puntos de intersec-
cion de las curvas, ademas estos puntos no son continuos en sus
derivadas parciales cuando a5 — —1.

Los puntos extremos con x = 0 tienen el mismo comportamiento
para todos los valores de a5 en el intervalo.

Para estos valores de a5 no hay puntos extremos para la repre-
sentaciéon de la curva x = x(z2).

e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a;5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es tres.

B (X5 = —1
Para este valor especifico de a;5 se tienen dos curvas abiertas, las curvas
son simétricas respecto al eje x. Estas curvas se pueden factorizar como
dos parabolas.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de interseccién con los ejes son (r = 0,z = £3/2) y
(x=43,2=0).

e Topologia de las curvas nodales
Para este valor especifico de aj5 tenemos que las dos curvas que
se tenfan para los valores —(4 4+ 3v/3)a < —1 evolucionan de tal
forma que los minimos (para la curva en z > 0) y los méximos
(para la curva en z < 0) se tocan en z = 0.
Ademas se tiene que estas curvas se pueden factorizar en dos
parabolas que se intersectan, una parabola que abre hacia arri-
ba en el eje z y otra parabola que abre hacia abajo.

(2 +62 —9)(2®* —62—9) =0. (4.62)
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e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo |
o _ 3(3—v3—6ais) s
r=0, z= " Sltars) Minimo
_ . _3(3—\/3—6a15) zo .
r=0, z= i) Maéaximo

Para estos valores de a5 no hay puntos extremos para la repre-
sentacion de la curva z = x(2).

e Puntos de interseccion entre superficies
Los puntos de interseccion de los paraboloides generan un circulo
que se encuentra en el plano z = 0

p=+/12+y>=3. (4.63)

El angulo formado entre los puntos de interseccion de las curvas
es /2.

o Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es cuatro.

n -l <agp < —1/4
Para estos valores de a5 se tienen dos curvas cerradas, una curva dentro
de la otra, sin intersectarse.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de intersecciéon con los ejes son

‘ x=0 H z=0
_ 3(3—v/3—6a15) . 3(3—v/3+3a15)
=500 T=ETT
5 = i3(3+\/3—6a15) I = j:3(3+\/3+3oc15)
2(14+ais) a15—2

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de a5 tenemos que las parabolas que se tienen
para el valor ay; = —1 se rompen en los puntos de interseccion,
ademas cada una de las parabolas se unen en el infinito. De lo
anterior se tienen dos curvas cerradas una dentro de la otra. Las
curvas tienen varios puntos extremos, los puntos extremos para
z = 0 evolucionan en puntos de interseccion de las curvas cuando
15 — —1.
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e Puntos extremos (mdzimos y minimos)

Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-

ta en dos dimensiones.

ici

Impl

cién

ST, (STO+T) z ((1+9™0)STog (¢To+1)g ¢
e AN LV 12 — — — _
Spor—StoL 4 et =7 tog =T Eog—gr—pg - 0=7
z—STo
WX = i ——
SO . Wz O 4 Am~@m+m >|me T A v
g—So So+1)2 ¢
= Z 67 - €T —_— =7 =
0 (SogteMe)e ((To9—g M te)e 0
m?ONAm,TOITHV 4 - AAHITm,TOvaON . AmH@+HVN o (N
mmdﬂlm@@b._um mn_n =z STog, — =T Amﬁd©|m>lmvm| - 0=2
NlmCG
SOWITuI =2z L ——
. \z O Amﬁdmn_.m\/lmvm A V
Z—<to STo+1)g .
= Z (¢ 7 = X —_ = =
0 (SogteMe)e (fTog—gf+e)e 0
| owenxy || ()r = (r)z =2

Los puntos de interseccién entre las parabolas evolucionan en pun-

tos extremos de las dos curvas cerradas (los puntos extremos para

x =0).
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e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a;5 no hay interseccién entre las superficies.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El nimero de subdominios generado por las superficies es tres.

n —1 / 4<a5<0
Para estos valores de a5 se tienen dos curvas cerradas, una curva dentro
de la otra, sin intersectarse.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de intersecciéon con los ejes son

‘ x=0 H z=0 ‘
_ . 3(=v3—6a1s) _ 4 3B=v3+3as)
z== 2(1+a15)1 T =E=e -
_ :l:3(3+\/3—6a15) _ 1 3(3+v3+3aus5)
<= 2(1fa1s) L= o152
15 15

e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de ay5 tenemos que las curvas cerradas que se
tenfan para los valores —1 < a35 < —1/4 cambian de forma. Los
puntos extremos de la curva x = z(z) para z # 0 desaparecen.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | r = xz(2) | Extremo |
— _ _ 3(3+V3-6a1s) __ 3(3++/3+30us) _
r=0, z= 50 tons) =S g = 0
_ _ _ 3(3=v3-6a5) _ _ 3(3=V3+3ai5) _ oo
r=0, z= 20 ta1s) r= o 2=0 Minimos
— _ 3(3+v3-6a1s5) _ 3(3+/3+3a15) —
r=0, z= 5 Tans) ===, 4= 0
r=0, z=73CV3i-Gas) g = 36=v33as) g || Méximos
’ 2(1+aq5) ais—2 )

Los puntos de interseccién entre las parabolas evolucionan en pun-
tos extremos de las dos curvas cerradas (los puntos extremos para
x =0).

e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a;q5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.
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m a5 =0

Para este valor tenemos que la combinacion se reduce al estado (3s)
y sus superficies nodales son dos esferas concéntricas de radios r =

33— v3)/2yr=3(3+3)/2.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de interseccién con los ejes son z = £3(3 — /3)/2,
z=43(3+3)/2, 2 =£3(3—-V3)/2y z = £3(3+3)/2.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)

| z = z(x) | x=xz(2) | Extremo |
r=0, z= —73(‘%2‘5) T = —3(32\/3), z =10 || Minimo
x =0, z:?’(%‘/g) m:?’(%\/‘a’), z=0 || Maximo

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para este valor especifico de a;5 no hay interseccion entre las cur-

vas nodales.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generados por las superficies es tres.

0 <5< —4+3V2
Para este valor tenemos dos curvas cerradas, una curva dentro de la

otra, sin intersectarse.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de intersecciéon con los ejes son

x=0 H z=0 ‘
y = :l:3(32—\/3—60115) T = :l:3(3—\/3+3a15)
(I4ais) a15—2
_ i3(3+\/3—6a15) _ 1 3(3+v3+3a15)
z= 2(1+a15) = a1s—2

e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de «y5 tenemos que los circulos concéntricos
que se tenian para el valor a5 = 0 cambian de forma. Se tienen
cuervas cerradas alargadas sobre el eje x.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.
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| z = z(x) r=x(z) | Extremo |

— — 3(3tv/3-6a15) —_ 3(3tv/3t3015) —

T = ? Z== 2(1—‘,—0{15)15 r= - a1s—2 = ) z =
=0, z = —3(32_(17 »_’ij’(;i@)éls) :—W, z=0 Minimos
— — 3(3+/3-6015) — 3(3+/313a15) —

r=0, z= 72(1%‘15)15 = S )

r=0, z= _3(32—(v1 j;lﬁjls) r = ‘S(S_Jffgm)> z=0 | Maximos

e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a;5 no hay interseccion entre las curvas noda-

les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es tres.

L] —4—|—3\/§<O&15<1/2

Para estos valores de a5 se tienen dos curvas cerradas, una curva dentro

de la otra, sin

intersectarse.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de intersecciéon con los ejes son

‘ xr=0 H z=0 ‘
_ 1. 3(=v3—-6a1s) _ 4 3B=v3+3as)
z = j: 2(1+a15)1 = j: a15—2 -
y = :l:3(3;-(\1/—§—60115) T = :l:3(3+\/3+3a15)
ai15) a15—2

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de a5 tenemos que las curvas que se tienen para
los valores 0 < a5 < —4+3+/2 tienen nuevos puntos extremos, los
puntos extremos para x = 0 evolucionan en tres puntos extremos
distintos.

Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

Los puntos extremos para x = 0 de las curvas para los valores
de 0 < ay5 < —4 + 3v/2 se degeneran en tres puntos extremos.
Estos puntos extremos se convierten en uno solo cuando a5 —
0, ademds estos mismos puntos extremos son discontinuos en las
primera derivada cuando ag5 — 1/2.

e Puntos de interseccion entre las superficies



z = z(x) x=xz(2) | Extremo
_ _ 3(3+v3—6aus) __ 3(3+V3+3015) —
r=0, z= 2(14a15) a5 —2 , z2=0
3(3—v/3—6a1s 3(3—v/3F3a1s ..
r=0, z=—30V3-0as) —36=V3+3ai) - — ) || Minimos
2(1+a15) a15—2
2
— aj5+8ais—2 — ais+1
L +3 (15—2)2a15? (2—a1s)a1s
_ __ 3(3+v3—6ais) — 3(3+v/3+3a1s) —
r=0, z= (ke s 2=0
3(3—v/3-6 3(3—/3¥3 (.
r=0, z=2 215) = 3B=VSH3a15) . — ) || Mdximos
2(1+0615) 0415—2
2
_ ajst8ais—2 — ais+1
L j:3 (0415_2)20415 ’ (2—0415)0415

(+°0) sopeisq ¢F
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Para estos valores de a;q5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.

B (15 = 1 / 2
Para este valor especifico de aq5 se tienen dos curvas cerradas que se
intersectan.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de interseccién con los ejes son (z = 0,z = £3) y
(x =432+ v2),2=0).

e Topologia de las curvas nodales
Para este valor especifico de aq5 se tienen dos curvas cerradas que
se intersectan en los puntos (z = 0, £3). Las curvas son simétricas
sobre los ejes (z, 2).
Ademas se tienen que estas curvas se pueden factorizar en dos
elipses que se intersectan.

(2 +3V2)? + 22 = 36][(x — 3V2)? + 22 —36] =0 (4.64)

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | x=x(2) | Extremo |
r=%43v2, 2=-3vV2|2=-32++v2), z=0| Minimos
r=43v2, 2z=3v2 | =302++v2), z=0 || Maximos
Los puntos extremos para x = 0 de las curvas para los valores de
—443V2 < ag5 < 1/2 se convierten en puntos de interseccién
entre las curvas, ademas estos puntos extremos son discontinuos
en las primeras derivadas.

e Puntos de interseccion entre las superficies

Los puntos de interseccién de las dos superficies cerradas generan
un circulo en el plano y =0

p=vVar?+ 22 =3. (4.65)
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El dngulo formado entre los puntos de interseccion de las curvas
nodales es 7/3.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es tres.

L] 1/2 < gy < 2
Para estos valores de a;5 se tienen dos curvas cerradas separadas.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z

. ., . 3(3++/3+30a15
Los puntos de interseccién con los ejes son (z = i—w, z=

a15—2
0).
No hay puntos de interseccién de las curvas y el eje z.

e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de a5 tenemos que las elipses que se tienen
para el valor a5 = 1/2 se rompen en los puntos de interseccién
formando dos curvas cerradas separadas. Estas curvas tienen pun-
tos extremos para x = x(z) tales que se aproximan a los puntos
de interseccién de las elipses cuando ag5 — 1/2.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.
Los puntos extremos de la curva x = x(z) para z # 0 de las curvas
se degeneran en un solo punto extremo conforme aq; — 2.

e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a;5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es dos.

" g5 > 2
Para estos valores se tienen dos curvas abiertas separadas.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

. - . 3(3—v/3+3
Los puntos de interseccién con los ejes son (z = i%, z =
0).

No hay puntos de interseccion de las curvas y el eje z.



z = z(x) r = x(2) | Extremo |
— 2015 _ 24+To15— 40415
T = \/ 2ai5(a15+1)° Z= i \/ (14+a15)2a1s
:|:3 r+80615—2 y = ais+1 T = _3(3:t\/3+3a15) 5 = O animos
= (a15—2)%a1s5’ o (2—a1s5)ais als—2 J
2015 _ 2+7a15 —40410
r= 2a15(a15+1)” 2=} \/ (1+aa1s5)%0as
= 43, /0st8s=2 f ag4l = 3BEV3H8a) Mximos
(a15—2)% 05 (2—a1s5)a1s as—2

(+°0) sopeisq ¢F
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e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de a5 tenemos que las curvas cerradas que se
tenian para los valores 1/2 < a5 < 2 se rompen en los puntos
extremos mas alejados del eje z. Los puntos extremos para r =
x(z) con z # 0 se degeneran en un solo punto extremo.

Tienen un comportamiento asintotico lineal como
15 — 2

= — . 4.66
p=h [ e o (4.66)

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.

| r=x(2) | Extremo |
3(3Lv/3+13015 -
r = %, z=0 | Minimo
33313 -
= —%, z =0 | Méaximo

Para estos valores de a5 no hay puntos extremos para la repre-
sentaciéon de la curva z = z(z).

e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El nimero de subdominios generado por las superficies es dos,
pero tenemos que en el caso limite cuando a5 = 00, tenemos que
el nimero de subdominios generado es tres.

Resumen

Tenemos que al considerar combinaciones lineales reales de las eigenfun-
ciones del dtomo de hidrégeno para el nivel de energia n = 3 del tipo (0, +),
considerando que el estado (3p,) no se combina con otros estados, tenemos
superficies que no estan dentro de una clasificacion.

Las superficies de la combinacién estan dadas como funcién del parametro
a15. El dominio de variacion del parametro aqs esta esencialmente dividido
en doce subdominios.

Las superficies dividen al espacio R3, en general, en tres subdominios
excepto para el valor de a5 = —1, donde el dominio principal es dividido
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en cuatro subdominios y para los valores 1/2 < a5 < oo donde el dominio
principal es dividido en dos subdominios.

Graficas (0,+), (3p.) fijo

En las siguientes paginas se muestra la evolucién de las curvas de la
combinacién ¢ como funcién del parametro a;5. Las curvas estan en el plano
(z, z) ya que se consideré y = 0. La escala es la misma para todas las figuras.



(e) —1/4 < a5 <0

(1) Q15 = 1/2

(f) Q15 = 0

(J) 1/2 < oy < 2

(g) 0 < a5 < —4+ 32

(k) Q15 = 2

(d) -1 <as < —1/4

(h) =4 +3v2 < a5 <1/2

~ -
//./’ \\\ §
(1) a1z > 2

Figura 4.3: Evoluciéon de las curvas nodales de la combinaciéon ¢, como funcién del parametro a;y5. La escala
es la misma para todas las figuras.

(+°0) sopessq €%
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4.3.3. (3d..) fijo

Suponemos que el estado (3d.2) no se combine con otros estados. Esto
impone condiciones sobre los pardmetros de la matriz de la ecuacién (4.35).
En este caso tenemos que

51 — (g4 = 0 (467)

y de las condiciones de ortogonalidad (4.13)-(4.15) se sigue

15 = 0
g5 = 0 (468)

0414+Oé41 =0

Sea «q4 arbitrario. Las combinaciones ¢; y ¢4 escritas explicitamente
como funcién de a4 son:

&1 = (3s) + a14(3p-)

= P27 — 187 + 2r° + ay4(6 — 7)2] (4.69)
¢ = —aq4(3s) + (3p2)
e[ —14(27 — 187 4+ 2r%) + (6 — 1) 2] (4.70)

Los puntos donde se anulan las eigenfunciones forman superficies. Las
ecuaciones de las superficies para las combinaciones son

1 27— 187 +2r% + (6 — 1)z =0 (4.71)
Gy 1 —s(27T =187 +2r*) + (6 — 1)z =0 (4.72)

De las ecuaciones (4.71) y (4.72) podemos ver que hay simetrias en
(x,y) — (xz,ty), (,y) — (y,z)y (on4,2) — (—aus, —2z). Las superfi-
cies son de revolucién y el eje z es el eje de simetria, ademas tenemos que
hay simetrias de reflexion de las superficies sobre el plano x —y. Por lo tanto
bastara con hacer un estudio de las superficies para los valores no negativos
de 14, (14 Z 0.

Otro aspecto relevante es que podemos expresar la superficie nodal de la
combinacion ¢4 en términos de ¢; mediante una inversion del espacio seguida
de una reflexion, esto es tomar oy — —1/y4 en ¢;.

Asi que bastara con hacer el estudio de las superficies nodales de una
sola de las combinaciones y ademés bastard con considerar una seccion de las
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superficies, y = 0. Expresando las ecuaciones (4.71) y (4.72) de las superficies
en forma de polinomios en (x, z) tenemos:

o1 :4xt + (4 —a3)2t + (8 — af))r?2? — 12042° 2 — 12001427
—2162% + 36(afy — 6)2° + 324a14z + 729 = 0(4.73)

Gy 4— a2t + (1 —4a2)2 + (1 — 82,12 — 12a2%2 — 12042°
+21603,2% — 36(1 — 6a3,)2* + 324142 — 14729 = 0(4.74)

Las ecuaciones (4.73) y (4.74) son polinomios en (z,z) de orden cuatro
(cudrticas) y no existe clasificacion de estas curvas, sin embargo podemos
estudiarlas.

Estado ¢,

La ecuacion (4.71) nos da condiciones sobre las regiones de existencia en
el plano (z, z) de las curvas nodales, estas condiciones son

2%+ 22) + 6oz +27<0 si apz+18<0
2(z + 2%) + 6z +27>0 si apz+18>0 (4.75)

Dado que la ecuacién (4.73) es un polinomio de orden cuatro en (z, z)
habra cuatro curvas nodales pero las condiciones (4.75) restringen a solo dos
curvas.

A partir de la ecuacién (4.73) podemos hacer un estudio de la combi-
nacion ¢;. El comportamiento de las curvas nodales esta dado en funcion
del pardametro de combinacién aq4 y se mantienen para ciertos intervalos y
valores especificos.

Se considerara solo valores no negativos de a4 ya que el comportamiento
de las curvas para ajy < 0 es una reflexion sobre el eje x de las curvas
consideradas.

m Y14 = 0
Para este valor tenemos que la combinacion se reduce al estado (3s)
y sus superficies nodales son dos esferas concéntricas de radios r =

33— v3)/2yr=3(3+3)/2.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de interseccién con los ejes son z = £3(3 — /3)/2,
2 =433+3)/2, z=43(3—-V3)/2y x = £3(3+3)/2.
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e Puntos extremos (mdzimos y minimos)

| z = z(x) | x=xz(2) | Extremo
r=0, z= —73(‘%2\/5) xr= —73(32‘/3), z =20 | Minimo
x =0, z:?’(%‘/g) x:?’(%\/g), z=0 || Maximo

o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para este valor especifico de a4 no hay interseccién entre las cur-
vas nodales.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generados por las superficies es tres.

n O<apu < \/3
Para este valor tenemos dos curvas cerradas, una dentro de la otra, sin
intersectarse.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de intersecciéon con los ejes son

| r=0 | z2=0 |
3(a1a—3+4/3-3014+0a2,) 3(3+v/3)
z= T ==
a14—2 2
3(a14+3+4/3+3a14+032,)
z=—
aiq+2

e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de ay4 tenemos que los circulos concéntricos
que se tenian para el valor ay4 = 0 cambian de forma. Se tienen
curvas cerradas alargadas sobre el eje z.
Tenemos que los puntos de interseccién de las curvas y el eje x
son independientes del pardametro aqy.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo |
3(a1a+3+4/3+3014+032,) ..
r=0, z=-— S Minimos
3(14—3+4/3—3a1a+0a? -
r=0, z= ( ;{4_2 1w | Méximos

Existen puntos extremos de x como funcién de z, z = x(z). Es
posible obtenerlos numéricamente.
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e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.

u \/g <y <2
Para este valor tenemos dos curvas cerradas, una dentro de la otra, sin
intersectarse.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de intersecciéon con los ejes son

‘ z=0 H z=0
3(0414—3:|:\/3—30414+a%4) 3(3£v/3)
z = r = 2=
a14—2 2
3(a14+3+4/3+3a14+032,)
z=—
1442

e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de aq4 tenemos que la curvas cerradas que se
tenfan para el valor 0 < a4 < v/3 cambian de forma. Aparecen
puntos de inflexién de la curva en la representacién x = z(z).

Tenemos que los puntos de interseccién de las curvas y el eje x
son independientes del parametro aqy.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo |
3(a14+3+4/3+3a14+02 ;.
r=0, z=-— ( v 14 || Minimos
ajs+2
3(a14—3+/3—3a14+0a? (-
r=0, z= ( ;{4_2 15) || Méximos

Existen puntos extremos de x como funcién de z, z = x(z). Es
posible obtenerlos numéricamente.

e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es tres.
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" gy > 2
Para este valor tenemos dos curvas, una cerrada y una abierta, sin
intersectarse.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z
Los puntos de intersecciéon con los ejes son

| z=0 | z=0 |
3(0414—3-}-\/3—304144-04%4) 3(34+/3)
z = T =t
a14—2 2
3(a14+3+4/3+3a14+032,)
Z=—
a14+2

e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de a4 tenemos dos curvas, una cerrada y una
abierta. Las curvas cerradas que se tenfan para el valor v/3 <
a4 < 2 cambian de forma. La curva cerrada exterior se rompe en
el punto (z =0,z = 00).
Tenemos que los puntos de interseccién de las curvas y el eje x
son independientes del pardametro aqy.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo |
3(a1a+3+4/3+3c14+02 .
r=0, z=-— ( v 15 || Minimos
1442
3(o1a—3+4/3—30c14+03 .-
r=0, z= ( ;1/4_2 1| Maximos

Existen puntos extremos de x como funcién de z, z = x(z). Es
posible obtenerlos numéricamente.

e Puntos de interseccion entre las superficies
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El nimero de subdominios generado por las superficies es tres,
excepto en el caso cuando a4 — 00, en este caso tenemos que el
nimero de subdominios es cuatro.
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Resumen

Tenemos que al considerar combinaciones lineales reales de las eigenfun-
ciones del atomo de hidrégeno para el nivel de energia n = 3 del tipo (0, +),
considerando que el estado (3d.2) no se combina con otros estados, tenemos
superficies que no estan dentro de una clasificacion.

Las superficies de la combinacion estan dadas como funcién del pardmetro
a14. El dominio de variacion del parametro aq4 esta esencialmente dividido
en tres subdominios, 0 < ays < V3, V3 < agy < 2 y g > 2.

Las superficies dividen al dominio principal, en general, en tres subdomi-
nios excepto para el valor de a4 = oo, donde el dominio principal es dividido
en cuatro subdominios.

Graficas (0,4+), (3d.2) fijo

En las siguientes paginas se muestra la evolucién de las curvas nodales
de la combinacién ¢; como funcién del parametro «q4. Las curvas estan en
el plano (z, z) ya que se consideré y = 0.



(a) 14 =0 () 0<a<V3 (¢) V3 <agy <2 (d) agq > 2

Figura 4.4: Evolucion de las curvas nodales de la combinacion ¢, como funcién del parametro aq4. La escala

es la misma para todas las figuras excepto para la figura (c) donde la escala es mayor para poder apreciar
la forma de la curva.

(+°0) sopessq €%
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4.3.4. Estado ¢ = (3s) + (3p.) + (3d.2) fijo

Consideremos la evolucién de las superficies nodales de una combinacién
mas general que los casos vistos en las secciones 4.3.1,2,3. Tomando las com-
binaciones reales (¢1, ¢4, ¢5) de las eigenfunciones [(3s), (3p.), (3d.2)].

Que el estado ¢1 = (3s) + (3p.) + (3d.2) no evolucione como funcién de
los pardmetros de combinacién impone condiciones sobre los parametros de
la matriz de la ecuacién (4.35). En este caso tenemos que

1y = 15 = 1. (476)
De las condiciones de ortogonalidad (4.13)-(4.15) se sigue

ag+ais+1 =0
51 + g + 1 =0 (477)

5051 + ays +asg = 0

Sea ays arbitrario. De las ecuaciones (4.77) se tiene

Qg1 = —(1 + 0445) (478)
-1+ (6713
= = 4.79
51 2 + Qg5 ( )
1+ 20&45
= —— 4.80
a1 2 + Qg5 ( )

y escribiendo explicitamente las combinaciones ¢4 y ¢5 en funcion del parame-
tro ays:

¢y = — (14 aus)(3s) + (3pz) + aus(3d.2)

= "B (14 aus) (27 — 187 +2r?) + (6 — 1)z +
ay5(322 — )] (4.81)

—1+Oé45 1+20445
= B35 — —5(3p,) + (3d,
G = ran(38) = 5 (3p) + (3d)
—1+a 1+ 2«
_ ,—r/3 45 2 45
=e — 2718 +2r°) = ——(6 —1)z
2+Oé45( ) 2"—0(45( )

+(32% —r?)| (4.82)

Los puntos donde se anulan las eigenfunciones forman superficies. Las
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ecuaciones de las superficies para las combinaciones son:

by ¢ —(1+aus) (27 — 187 +2r%) + (6 — 1)z +
0445(322 — 7"2) =0 (483)
—1+ aus 9 1+ 20u5
— 2718+ 2% - ——2(6 -
o5 2+%5(7 8r + 2r*) 2+a45(6 r)z

+(322 —r?) =0 (4.84)

De las ecuaciones (4.83) y (4.84) podemos ver que hay simetrias en
(x,y) — (£, +y) v (x,y) — (y,z). Las superficies son de revolucién y
el eje z es el eje de simetria. Asi que los valores que ays puede tomar son
todos los ntimeros reales.

Otro aspecto relevante es que podemos expresar la superficie nodal de la
combinacién ¢5 en términos de ¢, mediante la transformacién

_2-'-0(45
1-'-0(45

(4.85)

Qg5 —

en ¢4. Asi que bastara con considerar el estudio de las superficies nodales
de una sola de las combinaciones. Ademas considerando que las superficies
nodales son de revolucion solo es necesario considerar una seccién, y = 0.

Estado ¢,

La ecuacién (4.83) nos da condiciones adicionales sobre las regiones de
existencia en el plano (z, z) de las curvas nodales, estas condiciones son

—(1 + ) (27 + 2r?) + 62 + ay5(222 — 2%) <0
sioz—18(1+ays) <0 (4.86)

—(1 4 ) (27 + 2r?) + 62 + ay5(22% — 22) > 0
sioz—18(1+ays) >0 (4.87)

Expresando la ecuacion (4.83) en forma polinomial en (z, )

by 0 (441205 + 9ais)zt + 32% 4+ (7 + 12au5) 2% 2% + 12272
+12(1 + 3ous)2® — 54(4 + Tays + 3a3;)x
—36(5 + 15045 + 9ais)2? + 729(1 + 2a45 +ads) = 0 (4.88)
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El polinomio (4.88) es de orden cuatro en (x, z) y habra cuatro curvas nodales.
Las condiciones adicionales (4.86) y (4.87) para las curvas nodales restringen
de cuatro a dos curvas.

El comportamiento de las curvas nodales esta dado en funcién del parame-
tro de combinacién oy, para todos los valores reales, y se mantiene para
ciertos intervalos y valores especificos.

B (y5 S —(5 + \/6)/6
Para estos valores de ays se tienen dos curvas abiertas una curva para
z < 0y otra para z > 0.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z

‘ z=0 H z=20
z =4+ 3ays + /T + 15045 + 9a3s No hay puntos
z=—3(2+ 3aus + /1 + 9ays + 9a3;) | de interseccion

e Topologia de las curvas nodales
Para estos valores de ay5 tenemos dos curvas abiertas, una para
z > 0 y otra para z < 0. En el caso limite cuando ay; — —o0
se tienen dos pardabolas que se intersectan. Las curvas tienen un
comportamiento asintotico lineal como

|z — oo

(4.89)

Este comportamiento se mantiene para las curvas con ays finito.

—7 =120y £ /1 +24 3603

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

No hay puntos extremos para x como funcién de z, x = z(2), esto

es dx(z)/dz # 0.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de a;q5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les, excepto para el caso limite cuando a5 — —oo donde se tienen



z = z(x)

H Extremo ‘

r=0, 2z=-3(2+3as+ /1 + 94+ 9a3;)

z =433 \/ 10+5370u5+4330%; +1353603; +20088a; +1425605; +388808; —44/—(2+3a45)3 (1+330u5+36a3,)

(2+51aus+14403;+10803; )2 ’
I 2+9045+9035 +1/— (2+30u5)3 (1+33045+ 36075 )
<= 2+510us + 14407, + 10805,

Minimos

r=0, 2z=4+3au+ 7+ 15a4s + 97

T = i3\/§\/

10+537aus +43303; +13536a; +20088a4; +1425605; +3888a5; +44/— (2+30u5)3 (1+33a45 +36035 )

(2+51aas+14403;+10803; )2 ’
I 2+90u5+9a35 —/— (2+3a45)3 (1+330u5 +3603; )
2+51lays+144a2,+108a3,

Méximos

(+°0) sopeisq ¢F

8L
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dos pardbolas que se intersectan, se pueden factorizar las curvas
nodales como

9(x* — 62 —9)(2*+62—9)=0. (4.90)

Ademas se tiene que el dngulo de interseccion de las curvas nodales
es /2.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres,
excepto en el caso limite cuando ay; — —oo donde el nimero de
subdominios nodales es cuatro.

n —(5+v6)/6 <y < —1
Para estos valores de ays5 se tienen dos curvas abiertas una curva para
z < 0 y otra para z > 0.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z

| = [0 ]
z=4+ 305 +/T+15aus+ 92 | 2=0siay=—1
z = —3(2+ 3aus + /1 + Yous + 9a2;)

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ay5; tenemos dos curvas abiertas, una para
z > 0, que ahora solo tiene un solo punto extremo, un minimo,
y otra para z < 0. En el caso limite cuando ay; — —1 se tiene
que la curva para z < 0 intersecta el eje x. Las curvas tienen un
comportamiento asintotico lineal como

—7—12ay5 £ /1424 2

[ — o0
6
(4.91)
Este comportamiento se mantiene para las curvas con ays en el

intervalo.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.



z = z(x)

H Extremo

r=0, z=-3(243as++/1+ 9+ 9a%)
x =0, z:4—|—3a45—|—\/7—|—15a45+9ai5

Minimos

V3 104537015 +43303; +1353603; +20088a; +1425605; +388808; +41/—(2+3a45)3 (143305 +36a3,)
z = +3v3 (2+5laus +144aZ, +108a%;)2
B 62+9a45+9a§5—\/—(2+3a45)3(1+33a45+36a35)
F= 2+510us + 14407, + 10805,

9

Méximos

(+°0) sopeisq ¢F

08
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No hay puntos extremos para x como funcién de z, x = z(z), esto

es dx(z)/dz # 0.

o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.

n -1 <oy < —(3+ \/6)/6
Para estos valores de ays se tienen dos curvas abiertas, una de ellas solo
tiene un punto extremo.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

| r=0 [ 2 =0

3(3+30u5 —/3(1+0u45))
24345

2 =4+ 3au+/T+ 15ays +9a3; || v ==+
z=—3(2+4 3aus + /1 + 9ays + 9a3;)

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ays tenemos dos curvas abiertas, una solo
tiene un solo punto extremo, un minimo. En el caso limite cuando
ags — —1 la curva que cruza el eje x tiene de nuevo un solo
extremo. Las curvas tienen un comportamiento asintotico lineal

COImo
=7 — 1205 £ /1 + 24ays + 3603
(4.92)
Este comportamiento se mantiene para las curvas con ays en el
intervalo.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.



z = z(x)

H Extremo

r=0, z=-3(243as++/1+ 9+ 9a%)
x =0, z:4—|—3a45—|—\/7—|—15a45+9ai5

Minimos

V3 104537015 +43303; +1353603; +20088a; +1425605; +388808; +41/—(2+3a45)3 (143305 +36a3,)
z = +3v3 (2+5laus +144aZ, +108a%;)2
B 62+9a45+9a§5—\/—(2+3a45)3(1+33a45+36a35)
F= 2+510us + 14407, + 10805,

9

Méximos

(+°0) sopeisq ¢F

(4]
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No hay puntos extremos para x como funcién de z, x = z(z), esto

es dx(z)/dz # 0.

o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de a;q5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es tres.

s —(3+6)/6 < ays < —2/3
Para estos valores de a5 se tienen dos curvas abiertas. Las curvas tienen
un solo punto extremo.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

rx=0 H z=10

3(3+30u5—/3(1+0us))

Z = 4 + 30[45 ‘l’ \/7 + 150{45 + 90[?15 €r = j: 2+3a4s

z = —3(2+ 3aus + /1 + 9aus + 9a2;)

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ay5 tenemos dos curvas abiertas,cada una
tiene un solo punto extremo, un minimo y un méaximo. Las curvas
tienen un comportamiento asintético lineal como

L jE\/—7 — 12045 + /1 + 24ays + 360&5%

|z — o0
6
(4.93)
Este comportamiento se mantiene para las curvas con ays en el

intervalo.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.
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| z = z(x) | Extremo |
r=0, 2z=4+3au+ 7+ 15a4 + 90 Minimos
=0, z=-3(2+3au+ /1+9us+9a%) | Mdximos

No hay puntos extremos para x como funcién de z, x = z(z), esto

es dx(z)/dz # 0.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.

L] —2/3 <ay; < —(2 + \/g)/6
Para estos valores de a5 se tienen dos curvas abiertas.

e [nterseccion de las curvas con los ejes x y z

| r=0 [ Z=0 |

z=4+3ay + \/7 + 1505 + 9a3, T = :l:3(3+3a4;;?}£i(1+a45))

z=—3(2+ 3z + /1 + 95 + 9a3;) | x = 4 33 +30us+1/3(1+ass))

2+4+3a45

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ay5 tenemos una curva cerrada. La cur-
va cerrada esta acotada. Hay varios puntos extremos, tanto para
x = x(z) como z = z(x). Las curvas tienen un comportamiento
asintético lineal como

—7—12ay5 £ /1424 36a2

|| — oo
6
(4.94)
Este comportamiento se mantiene para las curvas con ays en el

intervalo.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.



z = z(x) | Extremo |
r=0, 2z=4+3au+ 7+ 15a4 + 907 Minimos
r=0, 2z=-3(2+3as+ 1+ 9+ 9a2) Méximos

z =433 \/ 10+5370u5+43303; +1353603; +20088a; +1425605; +388808; —44/—(2+3a45)3 (1+3305+36a3,)

(2451045 +144a%,+10803;)?
6 2+9045+9035 +1/— (2+30us )* (1433045 +36a2;)
2+51lays+144a2,+108a3,

9

(+°0) sopeisq ¢F

a8
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No hay puntos extremos para x como funcién de z, x = z(z), esto

es dx(z)/dz # 0.

o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de a;q5 no hay interseccion entre las curvas noda-

les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es tres.

» —(2+3)/6 <ays < —(5-06)/6

Para estos valores de ay5 se tiene una curva cerrada.

o [Interseccion de las curvas con los ejes x y z

‘ z=0 H z=0
z=4+ 3&45 + \/7 + 15(145 + 9&?15 = i3(3+3a4;;3\£i(1+a45))
2= —=3(2+ 3ays + \/1 + 9aus + 9a§5) = i3(3+30‘4;3vai(1+0‘45))

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ay5 tenemos una curva cerrada, la curva tiene
varios puntos extremos. Las dos curvas abiertas que se tenian para
el intervalo anterior se unen para formar una sola curva cerrada.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)

Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-

cion Implicita en dos dimensiones.

Existen puntos extremos de x como funcién de z, z = z(z). Es

posible obtenerlos numéricamente.




z = z(x)

H Extremo ‘

r=0, z=4+3au+/T+ 15ay + 9a3s

z =433 \/ 10+5370u5+43303; +1353603; +20088a; +1425605; +388805; +41/—(2+3a45)3 (143305 +36a3,)

(2+51aus+14403;+10803; )2 ’
B 62+9a45+9a§5—\/—(2+3a45)3(1+33a45+36a§5)
<= 2+510us + 14407, + 10805,

Minimos

r=0, z=-3(243as++/1+ 9+ 9a%)

T = i3\/§\/

10+537aus +43303; +13536a; +20088a}; +1425605; +3888a5; —44/—(2+30u5)3 (1+33a45 +3603; )

(2+51aas+14403;+10803; )2 ’
I 2+90u5+9a35 +1/ — (24345 )3 (1+330u5 +3603; )
2+51lays+144a2,+108a3,

Méximos

(+°0) sopeisq ¢F

L8
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o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-
les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es dos.

» —(5—v06)/6 <y < —(3—+5)/6

Para estos valores de ay5 se tiene una curva cerrada.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

T =0 H 2= 0 |

2= 44 Baus + /T Tag + 903, | @ = +20t 5 yillion)

3(3+3aus+4/3(1+a
2= =32 +3asp + 1+ 9% +9af;) | r =+ ( 4;+3a45( -

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ay5 tenemos una curva cerrada, la curva tiene
varios puntos extremos, algunos de los puntos extremos evolucio-
nan para formar solo uno solo.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

Existen puntos extremos de x como funcién de z, z = z(z). Es
posible obtenerlos numéricamente.



z = z(x)

H Extremo ‘

— 133 10453705 +43303; +135360; +200880r%; +1425605; +3888a5; +44/— (2+30u45)3 (1433045 +36075 )
L= (2+51aas +14403, 110803 )2
_ 62+9a45+9a§5—\/—(2+3a45)3(1+33a45+36a§5)
F= 2+5laus + 14402, +1080%,

)

Minimos

r=0, z=-3(2+3as+ 1+ 95+ 9a%)
x =0, z:4—|—3a45—|—\/7—|—15a45+9ai5

Méximos

(+°0) sopeisq ¢F

68
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o Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para estos valores de a5 no hay interseccion entre las curvas noda-

les.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es dos.

B (s — —(3 — \/5)/6
Para este valor de ays se tienen dos curvas cerradas que se tocan en un
punto.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

‘ z=0 H z=0
_ _ 3(1+Vv5) _ 4 3(=1+V5)
- T T 2 e
L — 5+\/5j:22\/3+\/5 = is(sz\/ﬁ)

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de a5 tenemos dos curvas cerradas, las curvas
se tocan en un punto

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-

cion Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | r=x(2) | Extremo |
=0, z=-—2V0 479559 > =-1.0604 || Minimos
r =-2.0851 z =-1.1828

r=0, z=VENIRE | 79550 0 = 1.0604 || Maximos
x =2.0851 » =-1.1828

Los puntos extremos de z como funcién de z, x = z(z) solo es
posible obtenerlos numéricamente.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para este valor de a5 no hay interseccién entre las curvas nodales,
las curvas solo se tocan en un punto.
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e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.

= —(3-/5)/6 <ay < —(3—6)/6
Para este valor de ays se tienen dos curvas cerradas una dentro de la
otra.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

2 =4+ 30us £ /T + 16ays + 92, || o = :t3(3+3°‘4;;£;1+0445))
z==3(2+ 3aus = /1 + 95 + 9a%) || © = i3(3+3a4;W)

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ay45 tenemos dos curvas cerradas, la cur-
va exterior tiene cuatro puntos extremos, algunos de los puntos
extremos evolucionan para formar solo uno solo cuando ay; —

~(3-06)/6.

e Puntos extremos (mdzximos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

Existen puntos extremos de x como funcién de z, z = x(z). Es
posible obtenerlos numéricamente.



| z = z(x) | Extremo |
— 43 \/3 10+537aus +43303; +13536a; +20088a4; +1425605; +3888a5; +44/— (2+30u5)3 (1+33a45 +3603; ) Mini
L= (2+5lags + 14402, + 10803, )2 , 1n1mos
_ 62+9a45+9a§5—\/ —(2+30u45)3 (1433045 +36a25)
- 2-+51ays+14402, 410805
— — 2
r=0, z=-3(243ays+ \/1 + 9aus + 903s)
r=0, z=-3(2+3au —+/1+9us+9a3;) Méximos
r=0, z=4+3ay+/7+ 15a5 + 9a’s

(+°0) sopeisq ¢F

6
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e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para este valor de a5 no hay interseccién entre las curvas nodales.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El nimero de subdominios generado por las superficies es tres.

» —(3-16)/6 < au <1/3

Para este valor de ays se tienen dos curvas cerradas una dentro de la
otra.

o Interseccion de las curvas con los ejes x y z

z=0 H z=0

z=4 + 30[45 + \/7 + 150&45 + 90[?15 xr = :t3(3+3a4;;?}£i(1+a45))

z=—-3(2+ 3ay5 = \/1 +9ays + 9ak) || = = j:3(3+3a4;igvaf:1+a45))

e Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de a4 tenemos dos curvas cerradas. Estas cur-
vas no cambian de curvatura.

e Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cion Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo |

r=0, z=-3(2+3as =+ \/1+9s+9a%) | Minimos
r=0, z=4+3a+\/7+15a4+ 92 || Maximos

Existen puntos extremos de z como funcién de z, z = z(z). Es
posible obtenerlos numéricamente.

e Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para este valor de a5 no hay interseccién entre las curvas nodales.

e Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El ntimero de subdominios generado por las superficies es tres.
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" ay > 1/3
Para este valor de aus se tienen dos curvas cerradas una dentro de la

otra.

Interseccion de las curvas con los ejes x y z

| r=0 [ 2 =0

z=443a45 £ \/7 + 15ay5 + 9a’s T = :I:3(3+3a4;;?}£i(1+a45))

z=—3(2+ 305 £ /1 + 95 + 9a%;) |z = 4 33 +30us+1/3(1+as))

2+4+3a45

Topologia de las curvas nodales

Para estos valores de ays tenemos dos curvas cerradas. Para es-
tos valores de ays la curva exterior como funcién de z, xr = x(z2),
comienza a tener puntos extremos. Este comportamiento se man-
tiene en para valores finitos de ays . En el caso limite cuando
ags — 00, las curvas se intersectan y se factorizan como dos
parabolas, al igual que para el caso cuando ay; — —o00, ecua-
cién (4.90). Ademds se tiene que el dngulo de interseccién de las
curvas nodales es /2.

Puntos extremos (mdzimos y minimos)
Para obtener los puntos extremos se utilizé el Teorema de la Fun-
cién Implicita en dos dimensiones.

| z = z(x) | Extremo
=0, 2z=-3(2+3a /1 +9%us+9a%) | Minimos
r=0, z=4+3a;+\/7T+ 15045 +9a3; || Maximos

Existen puntos extremos de x como funcién de z, z = z(z). Es
posible obtenerlos numéricamente.

Puntos de interseccion entre las curvas nodales
Para este valor de a5 no hay interseccién entre las curvas nodales.

Numero de subdominios generado por las superficies nodales
El niimero de subdominios generado por las superficies es tres.
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Resumen

Se dio una combinacién mas general y arbitraria que los casos considera-
dos en las secciones anteriores. La meta fue encontrar un nimero diferente a
2,3 vy 4 subdominios generados por las superficies nodales.

Tenemos que combinaciones lineales reales de las eigenfunciones del &tomo
de hidrégeno para el nivel de energia n = 3 del tipo (0, +), considerando que
la combinacién ¢; = (3s) + (3p.) + (3d.2) no evoluciona como funcién de
algin pardmetro de combinacién. En general las superficies no estan dentro
de una clasificacion.

Las superficies de las combinaciones estan dadas como funcién del pardme-
tro ayus. El dominio de variacién del parametro ays estd esencialmente divi-
dido en diez, para los cuales los comportamientos de las superficies nodales
se mantienen para cada uno de ellos.

Las superficies dividen al espacio R3, en general, en tres subdominios
excepto para el intervalo —2/3au5 < —(3 — +/5)/6 donde los subdominios
generados son dos. En los casos limites cuando ay; — +00 se tiene que los
subdominios generados son cuatro.

No se encontraron nimeros de subdominios, generados por las superficies
nodales, diferentes de 2,3 y 4, a pesar que el Teorema de Courant predice
que puede haber hasta seis subdominios nodales.

Griéficas (0,+), ¢1 = (3s) + (3p.) + (3d.2) fijo

En las siguientes paginas se muestra la evolucion de las curvas nodales
para la combinacion ¢, como funcién del parametro ays. Las curvas estan en
el plano (z,z) ya que se consideré y = 0. La escala es la misma para todas
la figuras.



(a) gy < —2500 (b) =38 < a5 < —1 () =1 < s < —3E/6 (d) 358 < gy < —2

() =25 <aus < 2570 () =8 <ous < 4 (k) aus > 3

Figura 4.5: Evoluciéon de las curvas nodales de la combinaciéon ¢4 como funcién del parametro ays. La escala
es la misma para todas las figuras.
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Conclusion

En la presente tesis se estudiaron ampliamente las superficies nodales de
combinaciones lineales (con coeficientes reales) de las eigenfunciones reales
degeneradas del atomo de hidrégeno. Se estudiaron casos particulares para
las eigenfunciones de los niimeros cuanticos principales n = 2 y n = 3. En
particular se estudié la evolucién de las posibles superficies nodales como
funcion de los parametros de combinacion. De mayor interés en este estudio
fue el nimero de subdominios nodales generados por dichas superficies noda-
les.

El primer resultado que se obtuvo del anéalisis de las eigenfunciones reales
del atomo de hidrogeno es el siguiente: Las eigenfunciones reales se pueden
clasificar con cuatro ntimeros cuanticos, (ki, ks, k3, k4) en cada sistema coor-
denado en el que se hace la separacién de variables (esféricas, parabdlicas,
esferoidales prolata y esferocénicas). Uno de los cuatro nimeros cuanticos
es comun en los cuatro sistemas coordenados, A = |m|. Los demés ntimeros
cuanticos se pueden poner en correspondencia tnica en los sistemas coorde-
nados. Una consecuencia de lo anterior es que si consideramos los niimeros
cuanticos que dan lugar a un nimero de subdominios nodales, este nimero
de subdominios sera el mismo para los diferentes sistemas coordenados para
los ntimeros cudnticos que corresponden. En consecuencia se puede restringir
el estudia en un sélo sistema coordenado. En este estudio se utilizaron coor-
denadas esféricas.

En lo que respecta a la geometria de las superficies nodales, se observé que
dicha geometria depende del parametro de combinacién, encontrandose de

manera general dos tipos de subdominios: compactos y no compactos.

A partir del presente estudio no se pueden concluir caracteristicas
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geométricas generales. Sin embargo, una observaciéon importante que se
obtuvo es que a diferencia de los casos no degenerados, el angulo
formado por la interseccion de las superficies nodales no se puede
determinar. En los sistemas no degenerados existe un resultado general que
establece que: St v superficies nodales se intersectan, entonces las intersec-
ciones ocurren a dngulos iguales w/v [2]. En el caso no degenerado no se
cumple lo anterior. Basta con presentar un contraejemplo: Este es el caso
de la combinacién ¢y = (3p,) + (3d,2)/2 donde se intersectan dos superficies
nodales y el dngulo minimo de interseccién es /3.

El Teorema de Dominios Nodales de Courant nos da una cota superior
sobre el nimero de subdominios nodales que generan las superficies. Sin em-
bargo, esta cota no es precisa para los casos estudiados. Aplicando el teorema
a nuestro sistema de estudio y considerando la degeneracién existente, se tie-
ne, en particular, que:

= Para el caso de las combinaciones lineales de las eigenfunciones
con numero cuantico principal n = 2, lo establecido por el
Teorema de Courant esta de acuerdo con lo encontrado en este
estudio. Para este caso el nimero de subdominios predichos
es exactamente dos.

= Para el caso de las combinaciones lineales de las eigenfuncio-
nes con nimero cuantico principal n = 3, el teorema ofrece
una cota superior. El nimero de subdominios nodales predi-
cho es menor o igual a seis. En los resultados se encontraron,
en general, tres subdominios nodales, excepto para ciertos in-
tervalos y puntos aislados donde el nimero de subdominios
fue dos o cuatro.

En la Tabla 4.1 se presenta una comparacion del niimero de subdominios
nodales predichos por el Teorema de Courant y el presente trabajo (capitulos
3y4).

Una observacién de los resultados obtenidos, con respecto al niimero de
subdominios nodales, es : El maximo de subdominios nodales gene-
rados por las combinaciones se realiza de dos maneras. Cuando
se tienen estados reales puros, esto es cuando la combinacion se
reduce a uno de los estados considerados en la combinacién, o la
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Eigenvalor Subdominios Nodales
Energia (n) | Courant | Presente Trabajo
2 =2 =2
3 <6 2,3,4

Tabla 4.1: Comparacion del niimero de subdominios nodales entre lo predicho
por el Teorema de Dominios Nodales de Courant y el presente trabajo, para
los eigenvalores de la energia con n =2 y n = 3.

combinacion esta en correspondencia con un estado puro real en
otro sistema coordenado donde estos estados generan un maximo
de subdominios nodales. Lo anterior se observé para la evolucion de las
superficies nodales de todas combinaciones consideradas.

Los casos con n > 3 son muy complejos y s6lo podemos mencionar los
resultados obtenidos en casos muy especificos. Por ejemplo en el caso de
n = 4 se observo que: El maximo de subdominios nodales generados
por las combinaciones se realiza cuando se tienen estados reales
puros, esto es cuando la combinacion se reduce a uno de los estados
considerados en la combinacion, de manera similar al caso n = 3. Sin
embargo, no se pudo establecer una correspondencia de este resultado en
diferentes sistemas coordenados.



Apéndice A

Algebras y grupos de Lie

A.l. Algebras de Lie

Supongamos que V' es un espacio vectorial, con elementos A, B, etc., con
un producto [A, B] definido, con las siguientes propiedades:

A, BleV YV ABeV (A.1)
[A, B] es bilineal (A.2)
[A,A]=0 =[A,B]=—[B,4] (A.3)
[A,[B,Cl] + [B,[C, A + [C,[A, B]] = 0 (A4)

Entonces V' es un algebra de Lie. Un ejemplo muy familiar es cuando los
elementos son vectores, y [ff, E] = A x B. Esta es un algebra de Lie real,
ya que los vectores estan sobre el campo de los ntimeros reales. Un algebra
de Lie compleja es lineal sobre el campo de los nimeros complejos. [A, B] es
llamado producto de Lie. El rango de un algebra de Lie es el maximo ntimero
de elementos independientes cuyos productos de Lie mutuos son todos cero.
El algebra vectorial tiene rango wuno, ya que no hay vectores linealmente
independientes que tengan producto cruz cero.

La notacion de corchetes para el producto de Lie es usado en mecanica
cuantica, donde A y B son operadores y AB es el producto ordinario. El
producto de Lie es el conmutador AB — BA, para el cual las condiciones
(A.2)-(A.4) son obvias. Usando el producto ordinario se puede dar operadores
que no estan en el dlgebra de Lie. Cualquiera de tales operadores que conmute
con todos los operadores de un algebra de Lie es llamado operador de Casimir
del algebra.
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A.2. Las algebras de Lie 0(3) y o(4)

Las élgebras de Lie real O(n) estd definida por la base constituida de
n(n — 1)/2 operadores

0 0
Dy=—2a—+13— (a<pf=12,....n A5
s a5 00 (a<p ) (A.5)
escogiendo el dominio de tal forma que los conmutadores existan y los opera-
dores de derivadas parciales conmuten. El producto de Lie, no-cero, esta dado
por las relaciones de conmutacion (D,g = —Dg,):

[Daﬁv Dﬁ'y] = D'ya (A-G)

Si no hay un subindice comtn, el producto de Lie es cero. Los casos n = 3
y 4 se veran aqui. El algebra vectorial yAO(?)) son isomorfos!, dados por la
correspondencia (Dag, D31, D1s) < (%,j, k).

Los operadores usados en mecéanica cuantica actiian sobre funciones com-
plejas que tienen un producto interior complejo. Los operadores (A.5) son
anti-Hermitianos. Debido a que operadores que tienen significado fisico son
Hermitianos, para n = 3 es usual considerar L, = iDs3, L, = iD3; y
L, = iD;3 con las relaciones de conmutacion

[L;, L;] = ie;6 Ly (A7)

donde los operadores son Hermitianos.
Para n = 4, se toman iDy4 = M, iDyy = M, iD34 = M,,. Los productos
de Lie estan dados por

'Dos espacios lineales L y L’ son isomorfos si hay una correspondencia uno a uno
x — 2/ entre L y L' la cual preserva operaciones, en el sentido que x < 2’y < 3’ (donde
z,y € L',y € L') implica x + y < 2’ + 3" y ax < az’ (« es un ntimero arbitrario).



Apéndice B
Momento orbital angular

En el Capitulo 1 se consideran propiedades del momento angular. En este
apéndice se muestra con mas detalle algunas de sus propiedades en relacién
con los arménicos esféricos.

Consideremos una particula sin espin sujeta a un potencial esfericamente
simétrico. La ecuacién de onda se puede separar en coordenadas esféricas

= rsinfcos¢ (B.1)
= rsinfsin¢ (B.2)
z = rcosf, (B.3)

conr >0,0<60<m 0<¢ < 2n. Las funciones estaran dadas en coordena-
das esféricas con (1,6, ¢).

Aplicando el cambio de variables se obtienen expresiones para los opera-
dores de momento angular L; en funcién de las variables (6, ¢):

(. 0 cosg O
Lo = i(smog+ii050) (B.4)
. 0 sing 0
Ly = i —cosogs+ £0550) (B5)
3}
L. = —i— B.
de esto se sigue :
0? 1 0 1 0?
2 _ Z 4 =
L7= <892 T tan606 " sm298¢2> (B.7)
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Las eigenfunciones asociadas con los eigenvalores [(I + 1) de L? y m de
L. son soluciones de las ecuaciones:

(P Lo, 12
002 tanf 00 = sin® 6 O¢?

—igqb(r,ﬁ,é) = my(r,0,). (B.9)

)ur0.0) = 10+ Du(r0.0) (B.S)

oo
Se tiene que [ es un entero o semi-entero y, para un [ fijo, tenemos que m
toma los valores —,—1+1,...,1 —1,1.

En las ecuaciones (B.8) y (B.9) la variable r no aparece en ningin ope-
rador diferencial, asi que podemos considerarlo como un pardmetro y solo
tomar en cuenta la dependencia en (6, ¢) de . De esta forma denotaremos
a Y™ (0, $) como la eigenfuncién comtn de los operadores L? y L, los cuales
corresponden a los eigenvalores I(l + 1) y m:

LY"(0,¢) = UW(I+1)Y/"(0,9) (B.10)
L.Y™(0,0) = mY/™(0,0) (B.11)

Las eigenfunciones Y;"(6, ¢) son llamadas armdnicos esféricos.

B.1. Propiedades fundamentales de los armoni-
cos esféricos

Los armoénicos esféricos estan definidos como el siguiente producto de
funciones:

(20 + 1)(I — m)

! m im.
Tl + ) P™(cos0)e™? (B.12)

V"0, ) = (—1)m\/

donde P™(cos @) son los polinomios asociados de Legendre, definidos como

dl—m

1
le<COS 9) = ﬁ(Sil’l 9)_m9W(SID 0)2l —1 S m S l, (Bl?))

<7 —m . m (l—m)' m
con la relamog P, (cos. 0) = (-1) T (cosh). ' .
Los armoénicos esféricos son ortogonales sobre la superficie esférica, esto

se traduce como

<YZ”1 (9’ ¢)’ )/27277/2 (97 ¢)> = 5l1,l25m1,m2 . (B14)
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Cualquier funcién con argumentos (0, ¢), f(0,¢), se puede expandir en
términos de los armoénicos esféricos:

o) +l

f(97 ¢) = Z Z Cl,mygm(ev (b) ’ (B15>

=0 m=—1

con ¢, = (Y;™(0,¢), f(0,¢)). Asi los armonicos esféricos constituyen una
base ortonormal, sobre la esfera, de las funciones de (0, ¢).

Los arménicos esféricos son funciones con una paridad! II definida. En
coordenadas esféricas el cambio 7 — —7 se expresa:

r= r
0= 7m—80 (B.16)
p= T+

Y simplemente se tiene:

!Nos referimos a una inversién del espacio 7 — —7 (una reflexién a través del origen
de coordenadas).
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