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La construccion de modelos nos permite imitar algunas manifestaciones
del mundo, y aiin cuando no representa lo mismo que el fenémeno en obser-
vacion, nos aproxima a la realidad. Un modelo matemdtico es un conjunto
de elementos que tienen como propoésito describir el comportamiento de un
sistema. Una primera aproximacion para obtener un modelo es comun el ini-
ciar con un modelo de tipo deterministico, y al agregar algunas variaciones
o elementos estocéasticos a este tipo de modelos podemos dar una mejor re-
presentacion del fenémeno en estudio. Las caracteristicas de un fenémeno
aleatorio pueden ser descritas a través de la distribucion de probabilidad de
una variable aleatoria que represente el fenémeno en cuestion.

Al igual que la probabilidad como una rama de las matematicas, los proce-
sos estocasticos han ido evolucionando a través de los anos debido a que las
aplicaciones de éstos también se han incrementado.

Muchos modelos de tipo estocastico han sido planteados para analizar el com-
portamiento de procesos médicos y biologicos, otros se enfocan a sistemas de
otro tipo como las reacciones sociales, el manejo de inventarios, sistemas de

software, etc.

Objetivo

El objetivo de esta tesis es presentar una introduccién a los procesos
de renovacién, mostrar algunos teoremas limite de este tipo de procesos, y

algunas relaciones que existen entre ellos en forma didactica.

XIIT



Metodologia

En el primer capitulo nos limitaremos a exponer someramente los procesos
estocésticos, una clasificacion de éstos, y dos tipos de procesos estocéasticos:
los procesos de Poisson, construidos a partir de procesos de conteo, y las

cadenas de Markov.

En el segundo capitulo describimos los Procesos de Renovacion.

El tercer capitulo parte medular de este trabajo manifiesta algunos teoremas
limite de los procesos de renovacion, asi como algunas de sus implicaciones.
Estos teoremas se tratan individualmente, a excepciéon del Teorema de Re-
novacion de Blackwell, cuya demostracion la podemos encontrar en el libro
escrito por William Feller (ver [11]), posteriormente vemos las implicaciones
que existen entre ellos.

Por tltimo tomamos un ejemplo en donde aplicamos los teoremas de reno-
vacion, asi como la estimacion de maxima verosimilitud, para el calculo de

tasas hipotecarias.
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Capitulo 1

Introduccion a los Procesos

Estocasticos

En este capitulo se expondran algunas definiciones importantes para estudiar
los procesos estocasticos, su clasificacion y posteriormente se mencionaran
dos tipos de procesos estocasticos importantes: el proceso de Poisson y las

cadenas de Markov.

1.1. Conceptos generales

Los procesos estocasticos surgen a partir de la necesidad de modelar fenéme-
nos aleatorios que ocurren a través del tiempo. Algunas de las caracteristicas
de dichos fené6menos, pueden representarse mediante variables aleatorias. La

definiciéon matematica de proceso estocastico es la siguiente.

Definicion 1 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocés-

tico es una familia de variables aleatorias {X; : t € T'} con T un conjunto

3



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS PROCESOS
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arbitrario de indices.

Los procesos estocasticos se clasifican en discretos y continuos, segtin sea
el pardmetro ¢, usualmente interpretado como el tiempo y éstos a su vez,
se clasifican segin sea X;, en procesos de variable discreta o continua
para cada t. Contamos entonces con cuatro tipos de procesos estocésticos

que mencionamos a continuacion.

1. Procesos a tiempo discreto de variable discreta. En este caso
tanto X; y t son discretos. Un ejemplo de este tipo de proceso es la
cantidad de descendientes de generaciones sucesivas, en donde el espacio

de parametros, asi como las variables son de tipo discreto.

2. Procesos a tiempo discreto de variable continua. Aqui se tiene
que X, es continua y ¢ es discreta. Por ejemplo suponemos que X; es la
cantidad de agua almacenada en una presa, registrada en tiempos dis-
cretos t. Por lo tanto la variable es continua y el espacio de parametros

es discreto.

3. Procesos a tiempo continuo de variable discreta. Se tiene que
X, es discreto y t es continuo. Por ejemplo, X; puede representar el

consumo de energia eléctrica medido en Kw en el instante t.

4. Procesos a tiempo continuo de variable continua. En este caso X,
y t son continuos. Un ejemplo de este tipo de proceso es el movimiento
de un grano de polen observado a través del tiempo. Donde X; es la

posicion del grano de polen en el instante ¢.

4



1.2. PROCESO DE POISSON

En los procesos estocasticos existen dos conceptos muy importantes, éstos
son: estacionariedad e independencia en los incrementos. El primero de ellos
se refiere a que dado un proceso estocastico, digamos {X; : t € T}, la dis-
tribucion conjunta de las variables de este proceso es la misma, ain cuando
exista un incremento pequeno en el intervalo de tiempo y por tanto en cada
una de las observaciones del proceso.

En otras palabras, un proceso estacionario es aquel en que la probabilidad
de hallar el proceso estocéstico en un estado determinado, después de una
gran cantidad de transiciones ! tiende a ser la misma.

El proceso estocastico {X; : t € Z*} tiene incrementos independientes si las
variables aleatorias Xy, — Xy, Xt, — X4y, - - -, Xy, — Xy, _, son independientes.?
Algunos autores como Gazmuri [14] y Ross [20], toman como base estos dos

conceptos para definir proceso de Poisson y cadenas de Markov.

1.2. Proceso de Poisson

En esta seccion se define el proceso de Poisson y se daran algunos ejem-
plos y conceptos relacionados con éste. Para definir el proceso de Poisson,
necesitamos el concepto de proceso de conteo, de esta forma se caracteriza al
proceso de Poisson como llegadas distribuidas a lo largo del tiempo.

El proceso de Poisson debe su nombre a Siméon Denis Poisson (1781 -
1840) matematico francés, quien realizo varias aportaciones a diversos traba-

jos no s6lo en matematicas, sino en fisica, especialmente en electromagnetis-

I'Una transicién es la accién de pasar de un estado a otro.
2Las definiciones matematicas de ambos conceptos, podemos encontrarlas por ejemplo

en Feller [11], Resnik [19], y Ross [20].
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mo, sin embargo en 1837 se public6 un importante trabajo en probabilidad
llamado In Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle

et matiére civile, donde aparecié por primera vez la distribucion de Poisson.

Figura 1.1: Siméon Denis Poisson

Dicha distribuciéon describe la probabilidad que un evento aleatorio ocurra
en un intervalo o espacio de tiempo bajo condiciones en que la probabilidad
de ocurrencia del evento es pequena, pero el nimero de ensayos realizados es
[44 99 M

muy grande”, de tal forma que el evento ocurre en pocas ocasiones. En este
mismo trabajo introduce la idea de “ley de los grandes ntimeros”. A pesar que
hoy en dia este trabajo tiene gran relevancia, en aquella época no fue asi, a

excepcion de Rusia, en donde Chebyshev tomo y desarroll6 estas ideas.?

3En  la direccion electrénica:  http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history /-
BiogIndex.html, podemos encontrar biografias y fotos de algunos matematicos im-
portantes, esta biografia es un resumen de aquella escrita por J. J. O’Connor y E. F.

Robertson, que podemos encontrar en la direccién electrénica ya mencionada.
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1.2. PROCESO DE POISSON

Definicion 2 Un proceso de conteo, {N(t) : t > 0}, es un proceso esto-
cdstico donde N(0) = 0, es no decreciente, continuo por la derecha, y sus

incrementos son unicamente a través de saltos.*

Los procesos de conteo se utilizan para modelar experimentos aleatorios en
donde se desea registrar la ocurrencia repetida de un evento particular en un
periodo de tiempo, por ejemplo la cantidad de visitantes a un museo por dia.
En este caso la variable N(t) representa el nimero total de visitantes que
han ocurrido en el horario de visitas de ese museo, digamos [0, ¢].

Un proceso de conteo cumple con las siguientes propiedades:
1. La variable N(t) es siempre un entero no negativo.
2. Si s < t, entonces N(s) < N(t).

3. Si s < t, entonces el nimero de eventos que ocurren en el intervalo

(s,t], corresponde a N (t) — N(s).

Un caso importante del proceso de conteo es el proceso de Poisson, que

definimos a continuacion.

Definicion 3 Un proceso de conteo {N(t) : t > 0}, es un proceso de Poisson

st cumple con las siguientes propiedades:
1. N(0) =0.

2. Tiene incrementos independientes.

“Debemos mencionar que en Stochastic Processes [20] podemos encontrar una defi-
niciéon de proceso de conteo alternativa a la arriba expuesta, y el mismo autor hace la

demostracion de la equivalencia entre ambas definiciones.

7
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3. El numero de eventos en cualquier intervalo de longitud t, tiene una

distribucion de Poisson con media \t. Esto es que para s,t > 0

P(N(t+s)— N(s)=n)= e‘”%, n > 0.

De lo anterior se tiene que si N(t) es un proceso de Poisson con tasa A,

entonces E[N(t)] = M, y Var[N(t)] = At.

1.2.1. Tiempos entre eventos

Anteriormente utilizamos un proceso de conteo para caracterizar al pro-
ceso de Poisson, sin embargo los conteos realizados no son explicitos respecto
del tiempo que transcurre entre la ejecucion de los eventos en observacion.
Para determinar de una manera formal estos tiempos, los asociaremos a va-
riables aleatorias, que daran lugar a un proceso estocastico.

Para ¢ > 1 definimos T; como el tiempo entre la ocurrencia de los eventos
i — 1 e i. Estos tiempos los denominaremos tiempos entre eventos. De
esta forma tenemos el proceso {7, : n > 0}, donde por conveniencia Ty = 0.
Adicionalmente definimos W; = T1+15+- - -+7T; que corresponde al tiempo de
espera para la ocurrencia del i-ésimo evento, y donde establecemos Wy = 0.

Observe que

Ny = méx{n : W,, < t}.

Ejemplo 1 Supongamos que nos encontramos en un banco y observamos
como es la llegada de los clientes al banco en observacion y registramos los

primeros cinco eventos, que ocurrieron de la siguiente manera:

8



1.2. PROCESO DE POISSON

Hora | Evento
0 0
0:20 1
0:27 2
0:52 3
1:14 4

El arribo del primer cliente ocurrio en el minuto 20 por lo que Wi = 20 al
wgual que Ty, Ty = 7, mientras que Wy = 27, T3 = 25 y W3 = b2, y asi

sucesivamente de manera grdfica lo podemos ver en la Figura 1.2

o
Nit)
F 1
Nyd) — Fo—
Ni3)
Ni2) —
Nyi)
— " — ¥ ¥ % l':'
T)=20 T,=7 T, =15 Ty=22 t
7y W=10 W,=27 W =52 W =74

Figura 1.2: Gréfica de la variable de tiempos entre eventos a la llegada de

clientes al banco.

En el ejemplo anterior no consideramos distribuciéon alguna en los tiem-

pos entre eventos, sin embargo un caso interesante se presenta cuando la

9
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distribucién de éstos es exponencial, este suceso lo ilustraremos mediante un

ejemplo.

Ejemplo 2 Tenemos una ldmpara que usa focos los cuales tienen un tiempo
de vida 1util aleatorio T que sigue una distribucion exponencial con tasa .
Supongamos que el primer foco instalado en la lampara lleva una vida de
s unidades de tiempo funcionando correctamente, y nos cuestionamos por
la probabilidad de que el foco continie funcionando x unidades de tiempo
adicionales. Entonces,
PIT > s,T > s+ x]

P[T > s]
PIT > s+ 2]

P[T > s
6—)\(3+:c)

PT>s+az|T>s] =

67)\5
-z

= e

Se tiene que la distribucion condicional de T' también es exponencial con
parametro A, en otras palabras el tiempo que lleva funcionando el foco no
interviene con la distribuciéon de T'. Esto nos indica que el tiempo adicional
que funcione el foco tiene la misma distribuciéon que un foco nuevo, es decir,
el foco “no envejece". A esta propiedad la denominaremos como falta de
memoria. Esta propiedad se presenta en la distribucién exponencial, siendo

la tnica de las variables aleatorias de tipo continuo que la posee.

Proposicion 1 En un proceso de Poisson con tasa \, los tiempos T, Ts, ..., T;
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.)

con distribucion exponencial de pardmetro \.

10



1.3. CADENAS DE MARKOV

Demostracion.

P[T, >t] = P[T,>t| Ty =s|P[Ty, = 3| (1.1)

_ / PTy > t| Tu s = slfr,_.(s)ds,
0
COomo

PIT,>t|To1=5] = P[N(t+s)— N =0]|Tp, = s,

por la propiedad de incrementos independientes del proceso N (t) la informa-

cion del intervalo [0, ¢] es irrelevante respecto del intervalo [t, ¢ + s], luego,

PT,>t|T,-1=9 = / e M fr._, (s)ds.
0

g

Si esta tltima ecuacion la sustituimos en la ecuacion (1.1) obtenemos, P[T,, >
t]= [ e PlT,_y =s] [ P[T,—1 = s] = e *. Por lo tanto T}, T),_1 son

variables aleatorias independientes con la misma distribucion. [l

Las aplicaciones de procesos de Poisson se centran bésicamente en la
ingenieria, principalmente al hacer uso de teoria de colas, en confiabilidad,
donde la distribucién de las variables aleatorias es exponencial, asi como en
la gestion de sistemas, donde se busca analizar y resolver problemas de toma

de decisiones respecto a solicitar algtiin servicio por parte de alguna entidad.

1.3. Cadenas de Markov

La teoria de los procesos markovianos comprende uno de los temas mas

extensos e importantes de los procesos estocésticos, dicha importancia se

11
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debe a las diversas aplicaciones que tiene en diferentes ciencias como biolo-

gia, fisica, ciencias sociales, ingenieria y comercio.

Figura 1.3: Andrei Markov

Lo que hoy conocemos como cadena de Markov fue concebida por el ma-

tematico ruso Andrei Markov, cuando a principios del siglo XX, investigaba
como se alternaban las vocales y consonantes en el poema de Alexander
Pushkin, Eugenio Oneguin.
Markov desarroll6 el modelo de probabilidad en el cual los resultados de
eventos sucesivos, se permitia fueran dependientes, de tal forma que cada
evento dependia del evento inmediato anterior. Este modelo parece dar una
excelente descripcion de la variacion de vocales y consonantes, con lo cual
permitié a Markov calcular de manera precisa la frecuencia con que ocurren
las consonantes en el ya citado poema de Pushkin.

Un proceso de Markov nos permite modelar la incertidumbre en muchos siste-
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1.3. CADENAS DE MARKOV

mas del mundo real que se desarrollan dindmicamente a lo largo del tiempo.®
Los principales campos de investigacion de Markov fueron la estadistica, la
teoria de la probabilidad, el calculo y la teoria de los niimeros. Su obra mas
famosa, las cadenas de Markov, fue un producto de un interés exclusivamente
teorico, de hecho, jamas escribié nada respecto a sus aplicaciones.b

Para fines de este trabajo nosotros solo estaremos interesados en las cadenas

de Markov con espacio de estados discreto.

1.3.1. Cadenas de Markov discretas

Tenemos {X,, : n =0,1,2,...} un proceso estocastico, si X,, = i, entonces
decimos que el proceso estocastico se encuentra en el estado ¢ al momento
n. Supondremos que existe una probabilidad Fj; tal que el proceso pasa del
estado 7 al estado j en un paso. Para obtener la probabilidad de encontrar el

proceso en el estado j a partir del estado ¢ establecemos lo siguiente:
f) = P{X, = j, X, # j,Vr <n| Xo =i},
que denominamos como probabilidad de primer paso.

Definicion 4 Decimos que {X, : n=0,1,2,...} es una Cadena de Markov,

5La biografia de Markov y de otros mateméticos importantes, asi como algu-
na foto de ellos, podemos encontrarlas en la direccién electrénica: http://www-
groups.des.st-and.ac.uk /~history /Biographies /Markov.html su biografia esta escrita por

J. J. O’Connor y E. F. Robertson
6Johnson David B., Mowry Thomas A. Matemdticas finitas. Aplicaciones prdcticas.

International Thompson Editores. México, 1999.
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st cumple,

P{Xn—H :] | XO:Z.O,"' 7Xn—1 :Z.n—l,Xn:Z.} :P{Xn—H :len:Z}
(1.2)

La definicion anterior nos dice que el proceso estocéstico {X, : n =
0,1,2,...}, esta formado por variables aleatorias dependientes entre si, sin
embargo, las variables aleatorias Xg, X1, Xo,..., X,,_1, X,,, influyen en X, 1,
solo a través de X,,.

De manera concreta podemos decir que el pasado influye en el futuro solo a
través del presente. A esta propiedad se le llama propiedad Markoviana.
Definida Pj;, podemos exponer sus propiedades, dado que las probabilida-

des son no negativas y el proceso ha de hacer alguna transicion hacia algtin

estado, tenemos que,

Py>0, 4,j>0; Y Pj=1, i=0,1,...
j=0

Denotaremos por P a la matriz de transicién de un paso o etapa con proba-

bilidades Pj;, de tal forma que,

POO POI PO2

PIO Pll P12
P=

Po Pa P

Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Ya definidas las probabilidades de transiciéon en una etapa Fj;, ahora

expondremos las probabilidades de transiciéon en n etapas P, que es la pro-

YR
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1.3. CADENAS DE MARKOV

babilidad de pasar de un estado i, al estado 7 después de n transiciones. Esto

€S

Pizzp{Xn+m=j|Xm=i}7 nZO’ Z’]ZO

Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorv nos dan un método para calcular las

probabilidades de transicién en n pasos. Estas ecuaciones son:
oo
n+m __ n m
P = g Py Py paratoda n,m >0
k=0

Denotamos la matriz de transicién en n etapas como P” a la matriz de tran-
sicion de con probabilidades de transicion Pj; (esta matriz es la potencia de

P3).

1.3.2. Clasificacién de estados

Las cadenas de Markov, no sé6lo son clasificadas segiin las transiciones,
sino también segin los estados, y éstos a su vez en periodos.
En cuanto a los estados podemos decir que un estado j es accesible al estado
i, si para algin n > 0, P > 0. En el caso que dos estados i y j sean
accesibles entre si, se les llaman comunicantes, y se denota ¢ < j. De la

definicion podemos observar que
Pl=P{Xy=i|Xo=1i} =1

Cabe mencionar que la propiedad de ser comunicantes es una relacion de
equivalencia, por tanto si dos estados son comunicantes, esto significa que se
encuentran en la misma clase de equivalencia.

Diremos que una cadena de Markov es irreducible si existe una sola clase de

equivalencia, esto es, si todos los estados se comunican entre si.
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Tomemos cualquier estado 7, denotemos a f; como la probabilidad que ini-
ciando en el estado ¢ el proceso eventualmente ingrese de nuevo al estado
7. En este caso al estado 7 le llamamos recurrente si f; = 1 y transitorio si
fi < 1.

En otras palabras podemos decir que si el estado i es recurrente, entonces el
proceso regresara al estado ¢ una y otra vez, una infinidad de veces.

Otra propiedad importante que debemos mencionar es el periodo.

Definicién 5 El periodo’ de un estado recurrente j es el mdximo comiin

divisor de los indices n > 1 para los que Pj; > 0, esto es,

d(j) = m.c.d{n: P}, > 0}

1.3.3. Distribuciones Limite

Tomemos una matriz de transicion P", si existe Iy para n > 0 entonces si
P/} converge a un niimero conforme n — oo, entonces existe una probabilidad
limite para que el proceso se encuentre en el estado j después de una gran
cantidad de transiciones.

Lo anterior lo escribiremos matematicamente. Denotamos

;= lim P,

n—oo

de donde se sigue que un estado es recurrente positivo si m; > 0 y es no

recurrente positivo si m; = 0.

"Hay autores como Goodman [10], Sidney [19], que toman otra definicién de periodo,

sin embargo esta definicion la tomamos de Ross [20].
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1.3. CADENAS DE MARKOV

A los estados que son recurrentes positivos y aperiodicos, se les llaman

ergodicos®.

Teorema 1 Para una cadena de Markov irreducible y ergddica, el lim, .o B}

existe y es independiente de i. Ademds sea

7= lim P, j>0

@5
n—oo J

entonces T; es la inica solucion de
o0
T = E milPij, 720
i=0
oo
E 7Tj = 1
=0

A esta probabilidad se le interpreta como la proporcion del tiempo a largo

plazo en que se visita el estado j.°

1.3.4. Tiempos promedio invertidos en estados transi-
torios
Para estados transitorios ¢ y j, denotamos por s;; los periodos de tiempo

esperados, en que la cadena de Markov se encuentra en el estado 7, dado que

inicia en el estado 1.

8Estas propiedades las podemos encontrar en Stochastic Proceses [20] e Introduction
to Stochastic Proceses [8], donde algunos de estos comentarios los toman como teoremas

o proposiciones y las pruebas a algunas de estas proposiciones las dejan al lector.
9La demostracion a este teorema la podemos encontrar en Introduction to Stochastic

Proceses [8].
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Sea ¢;; = 1 cuando ¢ = j, y 0 en otro caso. A esta funcién se le llama

delta de Kronecker. Si condicionamos en la transicidon inicial tenemos:

Sij = 5i,j+§ Pisk;
K

Lo anterior nos muestra que si si; = 0, si k& es recurrente la posibilidad de ir

de un estado recurrente a uno transitorio no es factible.

Ahora podemos continuar con los procesos de renovacion. Es importante
mencionar que se tomaron estos dos tipos de procesos en especifico debido a
que uno de ellos, es un caso particular de los procesos de renovacion (Proceso
de Poisson), mientras que el otro tipo de proceso (Cadenas de Markov) se
toma como un ejemplo para hacer mencién sobre algunas aplicaciones de los

procesos de renovacion.
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Capitulo 2

Proceso de renovacion

Los procesos de renovacién permiten una modelacion de sistemas en los
que intervienen regeneraciones o renovaciones en el o los sistemas considera-
dos.

En este capitulo presentaremos una introducciéon al proceso de renovacion.
Expondremos el tema con definiciones, proposiciones (algunas de ellas sin

demostracion), y algunos ejemplos.

2.1. Concepto de renovaciéon

Los procesos de renovacion, tal como su nombre lo indica se refiere al
reemplazo de elementos, estos elementos pueden ser lamparas, personas, ba-
terias, carros, etc. De manera general diremos que una renovacion es el reem-
plazo de un elemento en el instante en que su vida til ha terminado. Estos
reemplazos seran los eventos que conciernen a nuestro proceso.

El proceso de renovacion involucra dos tipos de variables, una discreta y
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CAPITULO 2. PROCESO DE RENOVACION

otra de tipo continua. A la variable aleatoria de tipo continua la llamaremos
tiempo de espera de la enésima renovacion, esta variable considera el tiempo
que un articulo es util. La otra variable es de tipo discreta y determina el

numero total de renovaciones realizadas hasta un instante t.

Ejemplo 3 Rubén suele ver la television los fines de semana desde su sillon
favorito, y el control remoto de su televisor se ha vuelto indispensable en esta
actividad. La bateria de su control remoto se termina aproximadamente cada
tres meses, por lo que reqularmente suele cambiar la ya usada por una nue-
va, aprorimadamente cada tres meses a menos que haga falta que la cambie
antes de ese tiempo.

Si el dia de hoy observamos cudl ha sido el funcionamiento de la bateria
que tiene en este momento su control remoto, estariamos analizando el tiem-
po total de vida que lleva la bateria, mientras que al examinar la cantidad
de baterias utilizadas en un periodo de tiempo, digamos un ano, estariamos

contemplando la cantidad de renovaciones realizadas en dicho periodo.

A continuacion definiremos formalmente el proceso de renovacion.

2.1.1. Proceso de renovacion

Definicion 6 Sea {T,, : n=1,2,3,...} una sucesion de variables aleatorias
no negativas e idénticamente distribuidas. Definimos W, como la suma de
las variables aleatorias T),, es decir, W, =Ty + Ty +---+T,, y Wy = 0.
El proceso T; es el tiempo que transcurre entre las renovaciones i e 1+ 1, es
decir el tiempo entre eventos o renovaciones; W, es el tiempo de espera en

que ocurre la n-ésima renovacion, y le llamaremos tiempo de espera para la
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

n-ésima renovacion.

Definimos {N(t) : t > 0} como:
N(t) = ZI[O,t](Wk) (2.1)
k=1

donde Iy es la funcion indicadora del intervalo [0,t]. Observemos también
que N(t) = méx{n : W,, < t}. Al proceso de conteo {N(t) : t > 0} le

llamaremos proceso de renovacion .

Cabe mencionar que para algunos autores como Resnik [19], o Ross [20], les
es indistinto tomar a N(t) o a W, como el proceso de renovacion. Mientras
que autores como Cinlar [8] toman a W,, como el proceso de renovacion. Una
forma de analizar las relaciones entre las variables N(t) y W), es mediante la

siguiente relacion:
(N(t) > k) siysolosi (W <t).

Sin necesidad de demostrarlo podemos observar que el niimero de renovacio-
nes hasta el momento ¢ son al menos k, esto ocurre sélo en el caso en que
dicha renovacion, es decir la k-ésima sucede antes de t. Podemos observar

esta relacion en la Figura 2.1.

IEsta definicién podemos encontrarla en Procesos estocdsticos para la gestion de siste-

mas [14].
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T
Nt
F
Nn-1) Fm——
s
3
s
Ne2) . I
Nyl)
*—3'.—3'*—T—*|<~T¢—* . e ow r, t
T Wy Wy Wy W1

Figura 2.1: Gréfica de una trayectoria de un proceso de renovacion

A continuacion a manera de resumen expondremos la interpretacion de cada

una de las variables que intervienen en el proceso de renovacion.

T, | Tiempo entre la (n — 1) y la n ésima renovacion,
es decir, el n-ésimo tiempo entre eventos.

W, || Tiempo de espera para la n ésima renovacion.

N(t) || Cantidad total de renovaciones en [0, t].

Otras relaciones entre N (¢) y W, son las siguientes?:

(N(t) <n) = (W > 1), n>0, (2.2)
WN(t—l) <t< WN(t) en (N(t) > 1), (2.3)
(N(t) = n) = (Wy 1 <t<W,) n>1 (2.4)

2Estas relaciones podemos encontrarlas en [11], [19], [20].
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

Para poder conocer méas relaciones entre las variables {N(t) : t > 0}
y {W, : n > 1} en un intervalo (0,¢], debemos mencionar la funcion de
renovacion.

Funcién de renovacion

Uno de los parametros mas importantes de una distribucién es la media,
o esperanza matematica. La funcién de renovacion, no es, sino la esperanza

matemética de N (t).
Definicion 7 Definimos la funcién de renovacion como:
M (t) = E[N(t)]. (2.5)

Podemos caracterizar a la funciéon de renovacion, por medio de la transfor-

mada de Laplace.

Proposicion 2 Sea {X; : i € I} un proceso estocdstico, y F' la funcion de
distribucion de las variables aleatorias X;. La funcion de renovacion puede

ser caracterizada de la siguiente manera:

M(t) =Y F"™(t) (2.6)

Demostracion. Sabemos que N (t) = Z I,,, donde
n=1

1 sila enésima renovacion ocurre en el intervalo0, ¢]
I, =
0 en otro caso
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De aqui que

E[N(t)] = E{gfnl

que la no negatividad de I,, y por el teorema de convergencia mono6tona, que

podemos encontrar en el apéndice (A.8), tenemos,

E[N(®) = Y E[L]

= ip{fn ~1}

- ip{sn <t}

o

= Y F™().

n=1

O
Ademas podemos mostrar la siguiente proposiciéon que nos garantiza que el

proceso de renovacion N (t) tiene esperanza finita.
Proposiciéon 3
M(t) < oo paratodo 0<t< oo
La demostracion a esta proposicion la podemos encontrar en Stochastic
Processes [20].
Ecuacién de renovacion

La funciéon de renovaciéon tiene una expresion alternativa a la expuesta
anteriormente, esta ecuacion se obtiene por medio del argumento de renova-

cion, el cual mostraremos a continuacion.
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

Dado nuestro proceso M (t) = E[N(t)], condicionamos en T} y obtenemos:

M(t) = /OOOIE[N(t) | Th = z]dF(z).
En donde

0 si x > ft,
1+ M(t—z) si z < t

E[N(t) [Ty = ] ={

Esto es, E[N(t) | T; = ] = 0 cuando x > ¢, debido a que el primer evento
sucedi6 al momento x después de t, mientras que el otro caso, el primer evento

tuvo lugar, cuando z < ¢, por lo que,
t
M) = / 1+ M(t — 2)]dF(x)
0
- >

:FO* —{—F*ZF”l

= FO*( +F*M()

= / MdF(x

M) = F(t)+ / M(t — z)dF(z). (2.7)

Donde la ultima ecuacion se le conoce como ecuacion de renovacion. Algunos
autores escriben la ecuacion de renovacion en forma general de la siguiente

manera:

Z(t) = 2(t) + /Ot Z(t —y)Fd(y) (2.8)
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Observemos que Z es una funcion desconocida, mientras que z, suponemos es
una funcion conocida y F' es una funcion de distribucion definida en [0, 00).
En el proceso de renovacion, la funcién y ecuacion de renovacion son los ele-
mentos mas importantes, ya sea para conocer la distribucién del proceso o
para poder definir otros elementos del mismo proceso como son otro tipo de
variables aleatorias del proceso de renovacién que a continuaciéon expondre-

mos.

Variables del proceso de renovaciéon

Un proceso de renovacion podemos estudiarlo dependiendo del instante
en observacion, es decir, podemos estudiar lo que ya aconteci6 a partir de un
instante ¢t o pronosticar lo que posiblemente sucedera con dicho proceso hasta
su posible renovacion en un futuro. Para poder realizar un andlisis con mas
detalle es necesario mostrar las definiciones de las variables que se involucran

en el proceso.

Definicién 8 .

1. Definimos ; como el Tiempo de Vida Restante (TVR) del evento

en observacion, es decir,
Y= Wne+1) — . (2.9)

2. El Tiempo de Vida Actual (TVA), es decir el tiempo de vida que
lleva el objeto en observacion desde su instalacion hasta el momento t,

lo denotamos por &, es decir,
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3. Al Tiempo de Vida Total(TVT) lo denotamos por (3, y se encuentra

definido como:

Bt =Mt + 5t' (211)

La definicion de las variables del proceso de renovacion nos indica que el
tiempo de vida total podemos observarlo como la suma del tiempo de vida
restante y el tiempo de vida actual. Después del siguiente ejemplo podremos

observar una grafica donde se encuentran representadas estas variables (ver

Figura 2.2).
Nit)
1\'{1
Fy
f(e+1) < ) T
«— 5 >y —>
Nt} —
Nit-1) —

-y

s abril = meaye

Figura 2.2: Grafica variables del proceso de renovacion
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Ejemplo 4 Recordemos del ejemplo 3, Rubén suele cambiar la bateria de su
control remoto cada dos meses y medio o tres, evitando con ello quedarse
sin control remoto hasta que pueda ir a comprar otra bateria, sin embargo
en esta ocasion la bateria fallo antes de esos tres meses (marzo), se supone
que Rubén cambiaria la bateria en dos semanas mds (abril), sin embargo
debido a la falla de su bateria, tendrd que cambiarla en este momento. Si
depués de unas semanas Rubén quisiera saber como se va comportando la
bateria apenas instalada, tendria que fijar un tiempo. Tomemos mayo como
punto de observacion, entonces la variable v, seria el comportamiento de la
bateria desde este momento hasta que su vida util termine, en el caso de d; su
comportamiento se observa desde el momento en que fue instalada la bateria
hasta ahora. De tal forma que graficamente podemos observar la distribucion

de las variables en la Figura 2.2.

De las variables anteriores nos interesa encontrar las distribuciones de v; y
0¢, para ello, como primer paso debemos escribir una ecuacién de renovacion,

para posteriormente encontrar la distribucion de ¢;. Sea x > 0, entonces:

Podemos observar que §; =t en [T} > t], entonces:

P, <2, T1 > 1] = (1 — F(t))jo.0(t).

Este es el segundo miembro del lado derecho de la ecuacion. Si observamos

el primer miembro de la ecuacion, tenemos que en [17 < t]|, ¢; inicia muy

28



2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

cercano a 1}, entonces:
Ploy <2, Ty <t] = Plt—Wyp-1 <z,N(t) > 2]
= iP[t —Whor <, W, <t < W,]
Ny n—1

= i/otP[t—(w > T <, y—i—ZT <t<y+ZT]

=2 =2

0ot
- Z/ Plt—y—Was <2, Ws <t —y < Wy ] F(dy)
— Z/ [t —y—Wni—y1 <z, N(t—y) =n—1]F(dy)

_ Z/ y) < @, N(t — ) = n] F(dy)
_ /O P[6,_, < 2] F(dy).

Por lo tanto
Pl < 5] = (1= F)Tna(8)+ | Pla, < o] F(dy),

si nos fijamos en esta tltima ecuacion podemos observar que es de la forma de
la ecuacion (2.7), es decir, la ecuacion de renovacion general, en donde M ()
serfa P[0y < x|, mientras que F'(t) serfa el equivalente a (1 — F(t))Ijo ().
Esta tltima seria una expresion de la distribucion 6;.

Para la variable ~;, parece ser mas sencillo ya que tenemos para z > 0
Ply > 2] = Plyy >z, Ty <t]+ Ply, >z, T > t].

Para v, > x en [T} > t], debemos tener Ty > t+x y en 11 < t, lo que significa

que 7, inicia sobre T entonces:

Ply > x] = AtP[vt_y > z|F(dy) + 1 — F(t +z).
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Hemos encontrado las ecuaciones que nos seran de utilidad para hallar las
distribuciones de ¢; y 4, pero no hemos hallado la solucién a estas ecuaciones.
Para poder obtener las soluciones necesitamos en primer lugar demostrar que
la ecuacion de renovacion tiene solucion, para ello mostramos el siguiente

teorema:

Teorema 2 Suponemos z(t) = 0 para t < 0 y z es localmente acotada, y

F(0) < 1.

1. Una solucion de la ecuacion de renovacion (2.8) es:
t
M x z(t) :/ z(t — m)M (dm).
0

2. No hay otra solucion localmente acotada desvaneciéndose en (—o0,0).

La demostracion de este teorema podemos encontrarla en Adventures in Sto-
chastic Processes [19], aqui s6lo mencionaremos que su demostracion con-
siste en realizar algunos calculos utilizando convoluciones; este teorema no
solo proporciona las hipotesis necesarias para saber cuando tiene solucién
la ecuacion de renovacion (2.8), sino las condiciones que debe cumplir para
que ésta sea unica. En ocasiones encontrar de manera explicita la solucién a

dichas ecuaciones puede no ser tan sencillo.

2.1.2. El proceso de Poisson como un proceso de reno-
vacién
En el capitulo anterior escribimos sobre cadenas de Markov, y procesos

de Poisson, en esta seccion el principal objetivo es mostrar un tipo de proceso
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de renovacion muy especifico, el proceso de Poisson como un caso especial de
los procesos de renovacion.

Como mencionamos los procesos de Poisson se definen a través de un
proceso de conteo. Para el caso del proceso de Poisson la distribuciéon del
tiempo de espera tiene una distribucion de tipo exponencial, que habiamos
mencionado tiene una propiedad tnica entre las variables de tipo continuo;
propiedad que llamamos “pérdida de memoria”.

La funcion de renovacion para el proceso de Poisson es M (t) = At.

A continuaciéon expondremos las variables del proceso de renovacion para el

caso particular del proceso de Poisson.

Tiempo de vida restante

Como habiamos visto =; es la variable que representa los tiempos de
vida que le restan al objeto en observacion. En el proceso de Poisson al
momento ¢, la variable v; excede a z si y s6lo si no existen renovaciones en
el intervalo (0, x|, en otras palabras, el proceso de Poisson tiene incrementos
independientes, y dichos incrementos son de tipo estacionario.

En términos formales tenemos:

Ply >z] = P[Ni. — N, =0,

por lo tanto
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El recorrido del proceso podemos observarlo en la Figura 2.3, en caso de

existir renovaciones en el intervalo (t, t+x|, entonces 7, excede a z.

Nit)
F

T T P—

kg
o
+
E

Figura 2.3: TVR del Proceso de Poisson

El tiempo de vida actual

Para el tiempo de vida actual debemos observar que ¢; no puede exceder
a t, mientras x < t. Por lo tanto el tiempo de vida actual excede a z, si y
solo si no hay renovaciones en el intervalo (t— z, t]. En la Figura 2.4 podemos
observar su comportamiento.
Ahora nos interesa encontrar la distribucion de d;, para ello necesitamos

observar dos casos:
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1. cuando t <z, y
2. cuando 0 < z < t.

_N{ s“: J

F

«— 5 —>

L L L

s X

£x t i

Figura 2.4: TVA del Proceso de Poisson

En el primer caso, si x > t, entonces la probabilidad de encontrarse en el

tiempo de vida actual es de 1, es decir,

P[(St > I] = P[Nt — Nt—x = O],
— P[N, = 0]
= 0.

De aqui que P[o; < z] = 1.

En el segundo caso tenemos que no hay renovaciones en el intervalo (t — z, ],
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entonces,

Por lo tanto P[§; < x] = 1 — e,

l1—e™ para 0<x<t,

Pl6 < z] = {

1 para x> t.

s,

tay

|

.
] "f
v T v

‘ 4
T 2 X, | 2 e o e >

; - 5
A gq—»l

Figura 2.5: Grafica de la distribuciéon de edad actual al momento ¢
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ambas tienen forma de dientes de serrucho, sin embargo van en direccion

opuesta, mientras la grafica del tiempo de vida actual es decreciente, la grafica

F
4
!3
/
{
a ;
A # *
5@ ¢/ /

{ gg‘ ¢

¥

/ / /

/ /

/ / /
z / / / »
h J § I
/ i / J
c B e s s o 1 J—
/ i - 7
] / » fs ) / /
/ /] / /
;ix! ‘f fé’i ff &
/ S i d
Lo . Ig (R
T

T > T, |eX, R e ;e T5—>|

Figura 2.6: Grafica de la distribucion de edad restante al momento ¢

En cuanto a las graficas de estas distribuciones podemos observar que

del tiempo de vida restante es creciente.

tiempo total de vida. Este caso se reduce en lo que muchos autores llaman

Un caso especial podemos observarlo cuando calculamos la media del

paradoja de inspeccion o paradoja de tiempo de espera.

Paradoja de inspeccion

Recordemos que la ecuacion del tiempo de vida total, es 3, = v + &;. Si

a esta ecuacién le aplicamos la funcién esperanza, obtenemos;
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A partir de lo anterior podemos observar que el tiempo de espera, es

mayor a

[ ) . .
v sin embargo esperariamos que dicho tiempo fuese menor, dado

que estamos usando la distribucién exponencial, por lo tanto la propiedad de

falta de memoria se encuentra presente.

Para analizar lo anterior, tenemos dos opciones:

1. La falta de memoria del proceso de Poisson, permite observar que el

tiempo de espera al momento que suceda la siguiente renovacién no

depende del momento en que estd en anélisis el proceso, lo que nos

permite asegurar,

E[W]

= [N(@®)],
= E[N(t) — Nol,

> =

2. En segundo lugar tenemos que por haber observado de manera aleatoria

el proceso, entonces el tiempo esperado debiera ser la mitad del tiempo
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esperado entre dos renovaciones consecutivas, esto es

1
E[Wt] - 5)\_1.

De ambas opciones podemos observar que se contradicen, debido a ello se le
denomina paradoja de inspeccion, pero podemos decir de manera intuitiva
que una manera de solucionar esta paradoja es que al observar el proceso de
manera aleatoria, tenemos una mayor posibilidad de observar una cantidad
de renovaciones mayor al promedio, si el tiempo entre ellas tiene una gran
dispersion, mientras que en un intervalo de tiempo muy amplio, tenemos una

mayor posibilidad de observacion, que en un intervalo de tiempo muy corto.

2.1.3. Proceso de renovacion discreto

El proceso de renovacion discreto tienen una gran importancia debido
a que la mayoria de sus aplicaciones estan basadas en cadenas de Markov,
que como ya expusimos tienen una gran cantidad de aplicaciones en diversas
areas.
Supondremos que la distribucion entre arribos de un proceso de renovacion

es aritmética con periodo uno.

1. La sucesion {Y,,,n > 1}, consiste en v.a.i.i.d. no negativas, y estable-

cemos lo siguiente:

.P[}/l:k]:fk’ kZO’

» y suponemos P[Y] < oo] = ka = 1.
k=0
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2. Definimos para n > 0

m, =M({n}) =EY Iny(Wh),

Ahora supondremos que f, = 0, entonces, P[Y; > 1] = 1, y de aqui

que, una interpretacién de m,, es:

m, = P{U;;“;O[Wk: = n]} = P{W} = n, para algin k > 0}.

Hay que notar que M(n) = M[0,n] = > ,m; con my = 1.
Podemos asociar un proceso de renovacion a una Cadena de Markov, de la

siguiente manera. Sea
no = sup{n : P[Y; =n| > 0}.

Definimos:

PYiy>n|Yi>n—1], si 1 < ny,

0, si n > ng.

Establecemos ¢, = 1 — p,. Ahora vamos a considerar una Cadena de Markov

{A,} con matriz de transicion,

¢i ;o 0 0
P g 0 p2 O
g3 0 0 p;3

Esta construccion la haremos de la siguiente forma, para n < ng,
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ég) = PO[A1=1)A2=2)"';An—1=n_17An=0]’

= P1 P2 --- Pn-1 dn,

PV >1]PY1>2]  PlYi>n—1] P[Y; > n]
PV >0]P [Y1>1]"’P[Y1>n—2]( _P[Y1>n—1]>
_ PMi=n]

- P> 0]

= P[Yi=n],

= fm

para ng <n, fih=fn=0.

Entonces las probabilidades de retorno por primera vez al estado 0, para la
Cadena de Markov se encuentran dadas por {f,}.

Si iniciamos esta Cadena de Markov en el estado 0, entonces la cantidad de
veces que regresa al estado 0, tiene la misma distribuciéon que el proceso de
renovacion original {W,,}.

Si aplicamos los procesos de Cadenas de Markov a la sucesion de renovacion

obtenemos:
pffé) = P [Ao = 0]
= P[renovacion al tiempo n]
= mna
entonces,

n i) (k—j
p(()o) = Z féé)péo ]);
j=0

que al analizarlo como proceso de renovacion esto se convierte en:
n
my, = E fjmn_]‘.
=0
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Esto nos muestra que las sucesiones {m, } y {f.} se determinan mutuamente.
La importancia de estos procesos de renovacion discretos se debe a la gran

utilidad que se tienen en la practica.

A lo largo del capitulo se expusieron algunos conceptos generales del pro-
cesos de renovacion, cabe mencionar que muchas de las aplicaciones de este
tipo de proceso involucra cadenas de Markov, y entre las areas en las que se
aplica podemos mencionar algunas de ingenieria, como confiabilidad, mecani-
ca y electricidad, donde los procesos de Poisson son de gran utilidad debido a
que la distribucién exponencial es la que cominmente utilizan para modelar

el comportamiento de muchos de los fen6menos que estas areas estudian.
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Capitulo 2

Proceso de renovacion

Los procesos de renovacién permiten una modelacion de sistemas en los
que intervienen regeneraciones o renovaciones en el o los sistemas considera-
dos.

En este capitulo presentaremos una introducciéon al proceso de renovacion.
Expondremos el tema con definiciones, proposiciones (algunas de ellas sin

demostracion), y algunos ejemplos.

2.1. Concepto de renovaciéon

Los procesos de renovacion, tal como su nombre lo indica se refiere al
reemplazo de elementos, estos elementos pueden ser lamparas, personas, ba-
terias, carros, etc. De manera general diremos que una renovacion es el reem-
plazo de un elemento en el instante en que su vida til ha terminado. Estos
reemplazos seran los eventos que conciernen a nuestro proceso.

El proceso de renovacion involucra dos tipos de variables, una discreta y
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CAPITULO 2. PROCESO DE RENOVACION

otra de tipo continua. A la variable aleatoria de tipo continua la llamaremos
tiempo de espera de la enésima renovacion, esta variable considera el tiempo
que un articulo es util. La otra variable es de tipo discreta y determina el

numero total de renovaciones realizadas hasta un instante t.

Ejemplo 3 Rubén suele ver la television los fines de semana desde su sillon
favorito, y el control remoto de su televisor se ha vuelto indispensable en esta
actividad. La bateria de su control remoto se termina aproximadamente cada
tres meses, por lo que reqularmente suele cambiar la ya usada por una nue-
va, aprorimadamente cada tres meses a menos que haga falta que la cambie
antes de ese tiempo.

Si el dia de hoy observamos cudl ha sido el funcionamiento de la bateria
que tiene en este momento su control remoto, estariamos analizando el tiem-
po total de vida que lleva la bateria, mientras que al examinar la cantidad
de baterias utilizadas en un periodo de tiempo, digamos un ano, estariamos

contemplando la cantidad de renovaciones realizadas en dicho periodo.

A continuacion definiremos formalmente el proceso de renovacion.

2.1.1. Proceso de renovacion

Definicion 6 Sea {T,, : n=1,2,3,...} una sucesion de variables aleatorias
no negativas e idénticamente distribuidas. Definimos W, como la suma de
las variables aleatorias T),, es decir, W, =Ty + Ty +---+T,, y Wy = 0.
El proceso T; es el tiempo que transcurre entre las renovaciones i e 1+ 1, es
decir el tiempo entre eventos o renovaciones; W, es el tiempo de espera en

que ocurre la n-ésima renovacion, y le llamaremos tiempo de espera para la
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

n-ésima renovacion.

Definimos {N(t) : t > 0} como:
N(t) = ZI[O,t](Wk) (2.1)
k=1

donde Iy es la funcion indicadora del intervalo [0,t]. Observemos también
que N(t) = méx{n : W,, < t}. Al proceso de conteo {N(t) : t > 0} le

llamaremos proceso de renovacion .

Cabe mencionar que para algunos autores como Resnik [19], o Ross [20], les
es indistinto tomar a N(t) o a W, como el proceso de renovacion. Mientras
que autores como Cinlar [8] toman a W,, como el proceso de renovacion. Una
forma de analizar las relaciones entre las variables N(t) y W), es mediante la

siguiente relacion:
(N(t) > k) siysolosi (W <t).

Sin necesidad de demostrarlo podemos observar que el niimero de renovacio-
nes hasta el momento ¢ son al menos k, esto ocurre sélo en el caso en que
dicha renovacion, es decir la k-ésima sucede antes de t. Podemos observar

esta relacion en la Figura 2.1.

IEsta definicién podemos encontrarla en Procesos estocdsticos para la gestion de siste-

mas [14].
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T
Nt
F
Nn-1) Fm——
s
3
s
Ne2) . I
Nyl)
*—3'.—3'*—T—*|<~T¢—* . e ow r, t
T Wy Wy Wy W1

Figura 2.1: Gréfica de una trayectoria de un proceso de renovacion

A continuacion a manera de resumen expondremos la interpretacion de cada

una de las variables que intervienen en el proceso de renovacion.

T, | Tiempo entre la (n — 1) y la n ésima renovacion,
es decir, el n-ésimo tiempo entre eventos.

W, || Tiempo de espera para la n ésima renovacion.

N(t) || Cantidad total de renovaciones en [0, t].

Otras relaciones entre N (¢) y W, son las siguientes?:

(N(t) <n) = (W > 1), n>0, (2.2)
WN(t—l) <t< WN(t) en (N(t) > 1), (2.3)
(N(t) = n) = (Wy 1 <t<W,) n>1 (2.4)

2Estas relaciones podemos encontrarlas en [11], [19], [20].
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

Para poder conocer méas relaciones entre las variables {N(t) : t > 0}
y {W, : n > 1} en un intervalo (0,¢], debemos mencionar la funcion de
renovacion.

Funcién de renovacion

Uno de los parametros mas importantes de una distribucién es la media,
o esperanza matematica. La funcién de renovacion, no es, sino la esperanza

matemética de N (t).
Definicion 7 Definimos la funcién de renovacion como:
M (t) = E[N(t)]. (2.5)

Podemos caracterizar a la funciéon de renovacion, por medio de la transfor-

mada de Laplace.

Proposicion 2 Sea {X; : i € I} un proceso estocdstico, y F' la funcion de
distribucion de las variables aleatorias X;. La funcion de renovacion puede

ser caracterizada de la siguiente manera:

M(t) =Y F"™(t) (2.6)

Demostracion. Sabemos que N (t) = Z I,,, donde
n=1

1 sila enésima renovacion ocurre en el intervalo0, ¢]
I, =
0 en otro caso
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CAPITULO 2. PROCESO DE RENOVACION

De aqui que

E[N(t)] = E{gfnl

que la no negatividad de I,, y por el teorema de convergencia mono6tona, que

podemos encontrar en el apéndice (A.8), tenemos,

E[N(®) = Y E[L]

= ip{fn ~1}

- ip{sn <t}

o

= Y F™().

n=1

O
Ademas podemos mostrar la siguiente proposiciéon que nos garantiza que el

proceso de renovacion N (t) tiene esperanza finita.
Proposiciéon 3
M(t) < oo paratodo 0<t< oo
La demostracion a esta proposicion la podemos encontrar en Stochastic
Processes [20].
Ecuacién de renovacion

La funciéon de renovaciéon tiene una expresion alternativa a la expuesta
anteriormente, esta ecuacion se obtiene por medio del argumento de renova-

cion, el cual mostraremos a continuacion.
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

Dado nuestro proceso M (t) = E[N(t)], condicionamos en T} y obtenemos:

M(t) = /OOOIE[N(t) | Th = z]dF(z).
En donde

0 si x > ft,
1+ M(t—z) si z < t

E[N(t) [Ty = ] ={

Esto es, E[N(t) | T; = ] = 0 cuando x > ¢, debido a que el primer evento
sucedi6 al momento x después de t, mientras que el otro caso, el primer evento

tuvo lugar, cuando z < ¢, por lo que,
t
M) = / 1+ M(t — 2)]dF(x)
0
- >

:FO* —{—F*ZF”l

= FO*( +F*M()

= / MdF(x

M) = F(t)+ / M(t — z)dF(z). (2.7)

Donde la ultima ecuacion se le conoce como ecuacion de renovacion. Algunos
autores escriben la ecuacion de renovacion en forma general de la siguiente

manera:

Z(t) = 2(t) + /Ot Z(t —y)Fd(y) (2.8)
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Observemos que Z es una funcion desconocida, mientras que z, suponemos es
una funcion conocida y F' es una funcion de distribucion definida en [0, 00).
En el proceso de renovacion, la funcién y ecuacion de renovacion son los ele-
mentos mas importantes, ya sea para conocer la distribucién del proceso o
para poder definir otros elementos del mismo proceso como son otro tipo de
variables aleatorias del proceso de renovacién que a continuaciéon expondre-

mos.

Variables del proceso de renovaciéon

Un proceso de renovacion podemos estudiarlo dependiendo del instante
en observacion, es decir, podemos estudiar lo que ya aconteci6 a partir de un
instante ¢t o pronosticar lo que posiblemente sucedera con dicho proceso hasta
su posible renovacion en un futuro. Para poder realizar un andlisis con mas
detalle es necesario mostrar las definiciones de las variables que se involucran

en el proceso.

Definicién 8 .

1. Definimos ; como el Tiempo de Vida Restante (TVR) del evento

en observacion, es decir,
Y= Wne+1) — . (2.9)

2. El Tiempo de Vida Actual (TVA), es decir el tiempo de vida que
lleva el objeto en observacion desde su instalacion hasta el momento t,

lo denotamos por &, es decir,
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3. Al Tiempo de Vida Total(TVT) lo denotamos por (3, y se encuentra

definido como:

Bt =Mt + 5t' (211)

La definicion de las variables del proceso de renovacion nos indica que el
tiempo de vida total podemos observarlo como la suma del tiempo de vida
restante y el tiempo de vida actual. Después del siguiente ejemplo podremos

observar una grafica donde se encuentran representadas estas variables (ver

Figura 2.2).
Nit)
1\'{1
Fy
f(e+1) < ) T
«— 5 >y —>
Nt} —
Nit-1) —

-y

s abril = meaye

Figura 2.2: Grafica variables del proceso de renovacion
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Ejemplo 4 Recordemos del ejemplo 3, Rubén suele cambiar la bateria de su
control remoto cada dos meses y medio o tres, evitando con ello quedarse
sin control remoto hasta que pueda ir a comprar otra bateria, sin embargo
en esta ocasion la bateria fallo antes de esos tres meses (marzo), se supone
que Rubén cambiaria la bateria en dos semanas mds (abril), sin embargo
debido a la falla de su bateria, tendrd que cambiarla en este momento. Si
depués de unas semanas Rubén quisiera saber como se va comportando la
bateria apenas instalada, tendria que fijar un tiempo. Tomemos mayo como
punto de observacion, entonces la variable v, seria el comportamiento de la
bateria desde este momento hasta que su vida util termine, en el caso de d; su
comportamiento se observa desde el momento en que fue instalada la bateria
hasta ahora. De tal forma que graficamente podemos observar la distribucion

de las variables en la Figura 2.2.

De las variables anteriores nos interesa encontrar las distribuciones de v; y
0¢, para ello, como primer paso debemos escribir una ecuacién de renovacion,

para posteriormente encontrar la distribucion de ¢;. Sea x > 0, entonces:

Podemos observar que §; =t en [T} > t], entonces:

P, <2, T1 > 1] = (1 — F(t))jo.0(t).

Este es el segundo miembro del lado derecho de la ecuacion. Si observamos

el primer miembro de la ecuacion, tenemos que en [17 < t]|, ¢; inicia muy
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cercano a 1}, entonces:
Ploy <2, Ty <t] = Plt—Wyp-1 <z,N(t) > 2]
= iP[t —Whor <, W, <t < W,]
Ny n—1

= i/otP[t—(w > T <, y—i—ZT <t<y+ZT]

=2 =2

0ot
- Z/ Plt—y—Was <2, Ws <t —y < Wy ] F(dy)
— Z/ [t —y—Wni—y1 <z, N(t—y) =n—1]F(dy)

_ Z/ y) < @, N(t — ) = n] F(dy)
_ /O P[6,_, < 2] F(dy).

Por lo tanto
Pl < 5] = (1= F)Tna(8)+ | Pla, < o] F(dy),

si nos fijamos en esta tltima ecuacion podemos observar que es de la forma de
la ecuacion (2.7), es decir, la ecuacion de renovacion general, en donde M ()
serfa P[0y < x|, mientras que F'(t) serfa el equivalente a (1 — F(t))Ijo ().
Esta tltima seria una expresion de la distribucion 6;.

Para la variable ~;, parece ser mas sencillo ya que tenemos para z > 0
Ply > 2] = Plyy >z, Ty <t]+ Ply, >z, T > t].

Para v, > x en [T} > t], debemos tener Ty > t+x y en 11 < t, lo que significa

que 7, inicia sobre T entonces:

Ply > x] = AtP[vt_y > z|F(dy) + 1 — F(t +z).
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Hemos encontrado las ecuaciones que nos seran de utilidad para hallar las
distribuciones de ¢; y 4, pero no hemos hallado la solucién a estas ecuaciones.
Para poder obtener las soluciones necesitamos en primer lugar demostrar que
la ecuacion de renovacion tiene solucion, para ello mostramos el siguiente

teorema:

Teorema 2 Suponemos z(t) = 0 para t < 0 y z es localmente acotada, y

F(0) < 1.

1. Una solucion de la ecuacion de renovacion (2.8) es:
t
M x z(t) :/ z(t — m)M (dm).
0

2. No hay otra solucion localmente acotada desvaneciéndose en (—o0,0).

La demostracion de este teorema podemos encontrarla en Adventures in Sto-
chastic Processes [19], aqui s6lo mencionaremos que su demostracion con-
siste en realizar algunos calculos utilizando convoluciones; este teorema no
solo proporciona las hipotesis necesarias para saber cuando tiene solucién
la ecuacion de renovacion (2.8), sino las condiciones que debe cumplir para
que ésta sea unica. En ocasiones encontrar de manera explicita la solucién a

dichas ecuaciones puede no ser tan sencillo.

2.1.2. El proceso de Poisson como un proceso de reno-
vacién
En el capitulo anterior escribimos sobre cadenas de Markov, y procesos

de Poisson, en esta seccion el principal objetivo es mostrar un tipo de proceso
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de renovacion muy especifico, el proceso de Poisson como un caso especial de
los procesos de renovacion.

Como mencionamos los procesos de Poisson se definen a través de un
proceso de conteo. Para el caso del proceso de Poisson la distribuciéon del
tiempo de espera tiene una distribucion de tipo exponencial, que habiamos
mencionado tiene una propiedad tnica entre las variables de tipo continuo;
propiedad que llamamos “pérdida de memoria”.

La funcion de renovacion para el proceso de Poisson es M (t) = At.

A continuaciéon expondremos las variables del proceso de renovacion para el

caso particular del proceso de Poisson.

Tiempo de vida restante

Como habiamos visto =; es la variable que representa los tiempos de
vida que le restan al objeto en observacion. En el proceso de Poisson al
momento ¢, la variable v; excede a z si y s6lo si no existen renovaciones en
el intervalo (0, x|, en otras palabras, el proceso de Poisson tiene incrementos
independientes, y dichos incrementos son de tipo estacionario.

En términos formales tenemos:

Ply >z] = P[Ni. — N, =0,

por lo tanto
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El recorrido del proceso podemos observarlo en la Figura 2.3, en caso de

existir renovaciones en el intervalo (t, t+x|, entonces 7, excede a z.

Nit)
F

T T P—

kg
o
+
E

Figura 2.3: TVR del Proceso de Poisson

El tiempo de vida actual

Para el tiempo de vida actual debemos observar que ¢; no puede exceder
a t, mientras x < t. Por lo tanto el tiempo de vida actual excede a z, si y
solo si no hay renovaciones en el intervalo (t— z, t]. En la Figura 2.4 podemos
observar su comportamiento.
Ahora nos interesa encontrar la distribucion de d;, para ello necesitamos

observar dos casos:
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1. cuando t <z, y
2. cuando 0 < z < t.

_N{ s“: J

F

«— 5 —>

L L L

s X

£x t i

Figura 2.4: TVA del Proceso de Poisson

En el primer caso, si x > t, entonces la probabilidad de encontrarse en el

tiempo de vida actual es de 1, es decir,

P[(St > I] = P[Nt — Nt—x = O],
— P[N, = 0]
= 0.

De aqui que P[o; < z] = 1.

En el segundo caso tenemos que no hay renovaciones en el intervalo (t — z, ],
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entonces,

Por lo tanto P[§; < x] = 1 — e,

l1—e™ para 0<x<t,

Pl6 < z] = {

1 para x> t.

s,

tay

|

.
] "f
v T v

‘ 4
T 2 X, | 2 e o e >

; - 5
A gq—»l

Figura 2.5: Grafica de la distribuciéon de edad actual al momento ¢
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ambas tienen forma de dientes de serrucho, sin embargo van en direccion

opuesta, mientras la grafica del tiempo de vida actual es decreciente, la grafica

F
4
!3
/
{
a ;
A # *
5@ ¢/ /

{ gg‘ ¢

¥

/ / /

/ /

/ / /
z / / / »
h J § I
/ i / J
c B e s s o 1 J—
/ i - 7
] / » fs ) / /
/ /] / /
;ix! ‘f fé’i ff &
/ S i d
Lo . Ig (R
T

T > T, |eX, R e ;e T5—>|

Figura 2.6: Grafica de la distribucion de edad restante al momento ¢

En cuanto a las graficas de estas distribuciones podemos observar que

del tiempo de vida restante es creciente.

tiempo total de vida. Este caso se reduce en lo que muchos autores llaman

Un caso especial podemos observarlo cuando calculamos la media del

paradoja de inspeccion o paradoja de tiempo de espera.

Paradoja de inspeccion

Recordemos que la ecuacion del tiempo de vida total, es 3, = v + &;. Si

a esta ecuacién le aplicamos la funcién esperanza, obtenemos;
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A partir de lo anterior podemos observar que el tiempo de espera, es

mayor a

[ ) . .
v sin embargo esperariamos que dicho tiempo fuese menor, dado

que estamos usando la distribucién exponencial, por lo tanto la propiedad de

falta de memoria se encuentra presente.

Para analizar lo anterior, tenemos dos opciones:

1. La falta de memoria del proceso de Poisson, permite observar que el

tiempo de espera al momento que suceda la siguiente renovacién no

depende del momento en que estd en anélisis el proceso, lo que nos

permite asegurar,

E[W]

= [N(@®)],
= E[N(t) — Nol,

> =

2. En segundo lugar tenemos que por haber observado de manera aleatoria

el proceso, entonces el tiempo esperado debiera ser la mitad del tiempo
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

esperado entre dos renovaciones consecutivas, esto es

1
E[Wt] - 5)\_1.

De ambas opciones podemos observar que se contradicen, debido a ello se le
denomina paradoja de inspeccion, pero podemos decir de manera intuitiva
que una manera de solucionar esta paradoja es que al observar el proceso de
manera aleatoria, tenemos una mayor posibilidad de observar una cantidad
de renovaciones mayor al promedio, si el tiempo entre ellas tiene una gran
dispersion, mientras que en un intervalo de tiempo muy amplio, tenemos una

mayor posibilidad de observacion, que en un intervalo de tiempo muy corto.

2.1.3. Proceso de renovacion discreto

El proceso de renovacion discreto tienen una gran importancia debido
a que la mayoria de sus aplicaciones estan basadas en cadenas de Markov,
que como ya expusimos tienen una gran cantidad de aplicaciones en diversas
areas.
Supondremos que la distribucion entre arribos de un proceso de renovacion

es aritmética con periodo uno.

1. La sucesion {Y,,,n > 1}, consiste en v.a.i.i.d. no negativas, y estable-

cemos lo siguiente:

.P[}/l:k]:fk’ kZO’

» y suponemos P[Y] < oo] = ka = 1.
k=0
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CAPITULO 2. PROCESO DE RENOVACION

2. Definimos para n > 0

m, =M({n}) =EY Iny(Wh),

Ahora supondremos que f, = 0, entonces, P[Y; > 1] = 1, y de aqui

que, una interpretacién de m,, es:

m, = P{U;;“;O[Wk: = n]} = P{W} = n, para algin k > 0}.

Hay que notar que M(n) = M[0,n] = > ,m; con my = 1.
Podemos asociar un proceso de renovacion a una Cadena de Markov, de la

siguiente manera. Sea
no = sup{n : P[Y; =n| > 0}.

Definimos:

PYiy>n|Yi>n—1], si 1 < ny,

0, si n > ng.

Establecemos ¢, = 1 — p,. Ahora vamos a considerar una Cadena de Markov

{A,} con matriz de transicion,

¢i ;o 0 0
P g 0 p2 O
g3 0 0 p;3

Esta construccion la haremos de la siguiente forma, para n < ng,
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2.1. CONCEPTO DE RENOVACION

ég) = PO[A1=1)A2=2)"';An—1=n_17An=0]’

= P1 P2 --- Pn-1 dn,

PV >1]PY1>2]  PlYi>n—1] P[Y; > n]
PV >0]P [Y1>1]"’P[Y1>n—2]( _P[Y1>n—1]>
_ PMi=n]

- P> 0]

= P[Yi=n],

= fm

para ng <n, fih=fn=0.

Entonces las probabilidades de retorno por primera vez al estado 0, para la
Cadena de Markov se encuentran dadas por {f,}.

Si iniciamos esta Cadena de Markov en el estado 0, entonces la cantidad de
veces que regresa al estado 0, tiene la misma distribuciéon que el proceso de
renovacion original {W,,}.

Si aplicamos los procesos de Cadenas de Markov a la sucesion de renovacion

obtenemos:
pffé) = P [Ao = 0]
= P[renovacion al tiempo n]
= mna
entonces,

n i) (k—j
p(()o) = Z féé)péo ]);
j=0

que al analizarlo como proceso de renovacion esto se convierte en:
n
my, = E fjmn_]‘.
=0
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CAPITULO 2. PROCESO DE RENOVACION

Esto nos muestra que las sucesiones {m, } y {f.} se determinan mutuamente.
La importancia de estos procesos de renovacion discretos se debe a la gran

utilidad que se tienen en la practica.

A lo largo del capitulo se expusieron algunos conceptos generales del pro-
cesos de renovacion, cabe mencionar que muchas de las aplicaciones de este
tipo de proceso involucra cadenas de Markov, y entre las areas en las que se
aplica podemos mencionar algunas de ingenieria, como confiabilidad, mecani-
ca y electricidad, donde los procesos de Poisson son de gran utilidad debido a
que la distribucién exponencial es la que cominmente utilizan para modelar

el comportamiento de muchos de los fen6menos que estas areas estudian.
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Capitulo 3

Teoremas de Renovacion

Algunos de los estudios importantes de la probabilidad es el comporta-
miento de sus modelos, los distintos tipos de convergencia y las relaciones
existentes entre ellas. Los procesos de renovaciéon se han desarrollado a lo
largo de la historia y conforme estos procesos se van definiendo de mejor
manera, podemos observar que los teoremas incluyen una mayor cantidad
de hipotesis y mejoran los modelos que asemejan el comportamiento de los
fenébmenos que buscan representar.

En este capitulo estudiaremos las relaciones que existen entre los principales

teoremas clasicos de renovacion.

3.1. Teoremas limite y sus implicaciones

En este capitulo expondremos los teoremas limite de los procesos de re-
novacion, asi como algunas implicaciones que existen entre ellos.

Como nos muestra el diagrama (3.1) iniciaremos con las demostraciones
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CAPITULO 3. TEOREMAS DE RENOVACION

de cada uno de los teoremas de manera individual, a excepcion del teorema
de renovacion de Blackwell, cuya demostracion podemos encontrar en Intro-
duccion a los Procesos Estocdsticos de William Feller [11], terminaremos con

algunas implicaciones entre los teoremas.

3.1.1. Teorema Elemental de Renovacién (TER)

Este teorema fue el primer teorema limite desarrollado para este proceso.
Para realizar la demostraciéon definiremos el término de tiempo de paro,*
seguido de esto demostraremos dos lemas, el primero es la ecuacion de Wald,
el segundo involucra la funciéon de renovacion, y terminaremos con el teorema
elemental de renovacion (TER).

Decimos que un “tiempo de paro” es un proceso aleatorio, en donde el evento
N = n denota el momento en que nos detenemos y observamos las variables
aleatorias T1,T5,...,T,, (tiempos entre eventos) y antes de examinar las

variables T}, 11, Ty, .. ..

Definiciéon 9 Sea T1,T5, ... una sucesion de variables aleatorias.
Una variable aleatoria N que toma valores enteros se dice que es un tiempo
de paro para la sucesion Ty, Ty, .. ., si el evento {N = n} es independiente de

Thi1, Thio, ... para todan=1,2,...

Un tiempo de paro respecto a una sucesion de variables aleatorias T4, 715, . ..
es una variable aleatoria 1" con la propiedad de que para cada t, el suceso o

la falta de ocurrencia de éste T' = t depende exclusivamente de los valores

'En la bibliografia consultada mencionan el tiempo de paro como un “stopping time”,

que para efectos de este trabajo tomaremos como tiempo de paro.
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de Ty, Ty, ..., Ty y ademas P(T < oo) = 1. En particular para la teoria de
decisiones, un tiempo de paro es un mecanismo de decisiéon para continuar
o detener el proceso, con respecto a la informacion de la posicion presente y
los eventos ya ocurridos, teniendo casi siempre una decision de interrumpir

el proceso en algiin momento.

Lema 1 (Ecuacion de Wald)
Si Ty, Ty, Ts, . .., son variables aleatorias independientes e identicamente dis-
tribuidas con esperanza finita, y si N es un tiempo de paro para Ty, T5,. ..,

tal que E[N] < oo, entonces:

N
E| > T;| =E[N]-E[T].
i=1
Demostracion. Definimos
0 si n>N,
Y, =
1 si n<N.
Entonces
N [e's)
Sr=YT
n=1 n=1
Tomando esperanzas
N 00
E|> T, =E|> TV, (3.1)
n=1 n=1
E|Y T.| = ) _E[T,-Y,]
n=1 n=1
n=1
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por la no negatividad de los términos y por el teorema de convergencia do-

minada tenemos,

2 que podemos encontrar en el apéndice A.S8. O
Lema 2 Si E[T] = pu < oo, entonces E[Wy)+1] = p(M(t) + 1).

Demostraciéon. Por el lema anterior sabemos que

E[Wxr] = E[T]-E[N(t) + 1
— E[T]- [M(t) + 1]

= pu-[M(t)+1].

Teorema 3 (Teorema Elemental de Renovacion (TER)) Sea p = E[T}] =
[T tF(dt) < oo. Entonces

i M@ _ 1
t—oo  { ol

2Algunos de los autores que dan una breve explicacion de cémo demostrar este lema
son Cinlar [8], Feller [11], Resnik [19], y Ross [20] lo demuestra, y el intercambio de la

suma con la integral, lo justifica con el teorema de convergencia dominada.

44



3.1. TEOREMAS LIMITE Y SUS IMPLICACIONES

Demostracion. Sabemos Wy < t < Wiy(y41, en la dltima desigualdad al

aplicar esperanza obtenemos

t < E[WN(t)+1]
t < e [M(t)+1]
1 < M@y+a
no t
tomando el limite inferior,
Hminfw > 1
t—o0 v
M(t 1
lim inf (®) > —. (3.2)
t—o0 t i

Para el otro limite fijemos una constante ¢ y definimos un nuevo proceso de

renovacion. Sea {T,,,n =1,2,...} tal que

7o T, si T, < ¢
c si T, > c

Sean Wy11 = iy Iy v N(t) = sup{n : W,, < t}. tal que, T, < T,,,
entonces

Wy <t+ec,

aplicamos esperanza y utilizando el Lema 1, tenemos:
EWn+1] = pe(M(t) +1) <t +c,

donde p, = E[T,,]. Entonces

=

(t)+1
t+c

IA
|~

C
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CAPITULO 3. TEOREMAS DE RENOVACION

Si tomamos el limite superior,

, M(t) 1 1
lim sup + < —
tso t+c t+c e

, M) 1
lim sup < —.
t—oo L+ C T e
Entonces -
M(t) t 1
lim sup ( )— < —

t—00 t t4+c T pe
Como T,, < Ty, entonces W,, < W, y M(t) > M (t). Por lo tanto

M(t M(t 1
lim sup L < limsup L < —.
t—o0 t t—o0 t ILLC

De lo anterior podemos decir que

M(t 1
l{m sup ®) < —. (3.3)
t—o00 t ,Uc
De las desigualdades (3.2) y (3.3), tenemos,
1 M(t M(t 1 1
—gliminfiglimsup <)§—§—
pootmee t—oo 1t Pe —
Por lo tanto tenemos,
M
lim ﬁ = !
t—oo { ol
lo que queriamos demostrar 3. [l

3.1.2. Teorema Clave de Renovacion (TCR)

Este teorema lo podemos encontrar como key renewal theorem y mu-

chos autores lo toman como un teorema alternativo al teorema de Blackwell*.

3Una demostracién alternativa a este teorema podemos encontarla en [11], [18] y [19].
* Autores como Cinlar [8], Feller [11], y Resnik [19], hacen en sus textos algunas obser-

vaciones interesantes sobre este teorema, y lo toman como una alternativa del teorema de

Renovaciéon de Blackwell.
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Para la demostracion, necesitamos el concepto de funcién directamente Rie-

mann integrable®.

Definicion 10 Sea g > 0 una funcion acotada sobre intervalos finitos, y

para b > 0 definimos lo siguiente:

v(n) =mf{g(t) | nb<t<nb+b}, neN, (3.4)
v (n) =sup{g(t) | nb <t <nb+b}, neN, (3.5)

y hacemos
oy =03 W) y of=b>_ y(n). (3.6)

Decimos que g es Directamente Riemann integrable (lo denotaremos
como, g € D), si las sumas dadas en (3.6), convergen para cada b > 0, tal
que

g 1 / —
11,1_1,%(01? a,) = 0.

Si g € D, entonces

b—0 b—0

lim o, = lim o}, :/ g(t)dt,
0
donde la ultima integral es la integral de Riemann.
Teorema 4 (Teorema Clave de Renovacion (TCR))

Suponemos g € D, y F es una funcion de distribucion de una variable

aleatoria positiva con media p < oo. Afirmamos:

t—o00

1 (e}
lim M x g(t) = —/ g(s)ds.
M Jo

5En este capitulo tan sélo definiremos la funcién, pero podremos encontrar un poco mas
sobre este tema en el apéndice A.7, asi como bibliografia en donde podemos encontrar este

tipo de funciones, como por ejemplo, [1], [2], [12], y [17].
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CAPITULO 3. TEOREMAS DE RENOVACION

Demostracién. Sabemos que

M = 1+ F+F*+F3+...,

o0

M—1 = > F™(),

n=1
MsxF = F*+F>4+F% 4. ..,
M—-1 = MxF,

Mx(1-F) = 1.
Por definicion de convolucion (ver [A.6]),

1= /0 (1—F(t—s))dM(s),

como F es monotona entonces,

| = /0(1—F(t—s))dM(s),

> /t (1—F(t—s))dM(s), para b>0,
= [1—(F(t—t)— F({t—t+0b)][M(t)— M(t—b),

= [1=FQO]M(t) - M(t-D0)],
para algtn b > 0 tal que F(b) < 1, tenemos que

By = sup[M (t) — M(t — b)] < oo.

t

Sea
! {1 si z € [nb,nb+0),

0 si z ¢ [nbnb+bd),
entonces,

M x I,(t) = M(t — nb) — M(t — nb—b),
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dividimos por ¢ y tomamos limites,

M(b b
lim M (t — nb) — M(t — nb — b)t = lim M) = — (3.7)

t—o00 tooo  t I
Sea h =Y ¢yl,, donde ¢, =0,y > ¢, < 00, como
By = sup[M(#) — M(t — b)]
para cualquier b > 0, podemos decir,

M % In(t) S ﬂb.

Podemos observar que,

k k oo
ST M L(t) < Mxh(t) <Y M * L) + 5 Y ca,
n=0 n=0 n=k
dividiendo por ¢, tomando limites y usando (3.7) obtenemos:

b
lim M x h(t) = — Cn- 3.8
W=7 3)

t—o00

Ademas g € D, entonces definimos

() =D L) v by =) 7))
De aqui que M *hy < Mxg < M xhj. Aplicamos (3.8) a hj y hj, obteniendo
lim M * hy(b) = la'
o0 b 1 b

que por la definicion de Riemann Directamente integrable (3.6) tenemos;

1 1
—oy,=—-b)» v(n 3.9
A En »(n) (3.9)
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1
lim M * hj (b) = pa{)’, (3.10)

t—o0

de nuevo por (3.6) obtenemos,
—ab = —va (3.11)

Haciendo b — 0, y como g € D, entonces,

/ et J—
th_{n M x hy(b) = ab b E Y(n / g(t)dt, (3.12)
y también,
" - _ =+
th_%rn M * hy (b) = ab = b E Yy ( /o g(t)dt. (3.13)

Por lo tanto de (3.12) y (3.13) tenemos que

1 o0
lim M * g(t) = / g(s)ds.
t=o0 H Jo

3.2. Implicaciones entre los Teoremas de Reno-
vacion

A continuacion demostraremos algunas implicaciones entre los teoremas
de renovacion. Iniciaremos con la implicaciéon del Teorema de Blackwell al
Teorema Elemental. Posteriormente se demostrara la implicaciéon del mismo
Teorema de Blackwell al Teorema Clave y por tltimo veremos la implicacion

del Teorema Clave al Teorema de Blackwell.
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RENOVACION

TRB: I MO = ME) 9]
t—o0 t M

[TER lim —M(t) = :

t—oco i

1 o
TCR: lim M *g(t) = —/ g(s)ds]
=00 HJo

Figura 3.1: Teoremas Limite y sus implicaciones.

3.2.1. Implicaciéon del Teorema de Blackwell al Teorema

Elemental

En la demostracion de este teorema utilizaremos un teorema que no de-
mostramos aqui, sin embargo damos las referencias de donde podemos en-
contrar este material y también mencionamos este teorema en el apéndice

(ver A.10).
M(t+0b)—M(t) b M(t) 1

Teorema 5 57 lim = — entonces lim = —
t—00 t 7 t—oo T I

Demostracion. Tomemos b = 1, entonces

i M(t+1)— M(t) _ 1-
t—o00 t M

M(t+1) — M(t)

Por el teorema de promedios de Cesaro tenemos que lim
t—o00

converge, entonces

%iM(k) ~ Mk —1) = SM(n) — M(0) — .
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Tomando el limite superior podemos observar que,

lim sup M < limsup M +1) - M(O>7
t—o00 t t—o00 [t]
— limsup M([t]+1)— M(0)[t] + 1’
_ 1
s
Con el limite inferior tenemos,
timing 2O = MO S i M+ D = MO)
t—o00 t t—o00 [t]
_ i M+ 1) — M(0) [t +1
t—00 [t] [t]+1
_ 2
o

3.2.2. Implicacién del Teorema de Blackwell al Teorema

Clave
M - M 1 [
Teorema 6 Si th'm (t+ bi (®) = % entonces tlim Mxg(t) = —/ g(s)ds.
—00 —00 0

Demostracion. Tomemos el lado derecho de la ecuacién

t—o00

1 o0
l{im M x g(t) = —/ g(s)ds.
K Jo

Sea

9(8) = Iitn—1)n,n)(5),
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RENOVACION
entonces,
1 0 1 t—nh
[ aaars) < o [ gsjans)
K Jo K Jt—(n—1)h
1 t—nh
= —/ dM(s),
K Jt—(n—1n
1
= ;M(t—nh) — M(t—(n—1)h)
_h
o
Para el lado derecho, vamos a suponer que g(t Z Cnzn(t), donde

1 sit—(n—1)h<s<t—nbh,
2(t) =
0 en otro caso.

ademas ¢, =0 vy ch < 0.

n=1

Mxg(t) = [ g(t—s)dM(s),

Z Cnzn(t — s)dM(s),

n=1

= icn/ zn(t — s)dM(s),

o

_ ch/ 2t — 5)dM(s),
= ich(t—nh) M(t — (n—1)h),
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h
por lo que, para cada n tenemos M (t —nh) — M(t — (n — 1)h) — — por ser
L

una funcion acotada y monoédtona, entonces existe

sup M(t —nh) — M(t—(n—1)h) < c(h) < oo,

> Mt —nh) — M(t— (n—1)h) = ZC"%’

S 00
como g € D, entonces ch = / g(t)dt. O
0

n=1
3.2.3. Implicacién del Teorema Clave al Teorema de

Blackwell

Teorema 7

1 [ M - M
lim M * g(t) = —/ g(s)ds entonces lim (t+0) ®) =
K Jo

b
t—o00 t—00 t 1% )

Demostracion. Tomemos g € D y sea b > 0, entonces definimos

1 si 0<t<b,
g(t)Z{

0 si b<t.

Para 0 <t < b, podemos ver que

/ gyt = b,

M) = g0+ [ tzog@ ~ 2)dM(a)

cuando b < t, tendriamos,
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RENOVACION

por el TCR, observamos que

lim M(t) = lim M(t)—M(t—b)z%.

t—o00 t—o00

O
Las demostraciones de estas implicaciones en la bibliografia consultada
s6lo mencionan algunas ideas de como demostrarlas y dejan el trabajo al

lector, entre los autores que dan ideas de como demostrarlas se encuentran

William Feller [11], [12], Sheldon Ross [20], y Sidney Resnik [19].

3.2.4. Teorema de Blackwell

Como habiamos mencionado al inicio del capitulo la demostracion de
este teorema no la desarrollaremos puesto que podemos encontarla en In-
troduccion a la Teoria de Probabilidades [11] en el capitulo de Teoria de la

Renovacion.

Como pudimos observar las demostraciones de los teoremas y sus impli-
caciones hacen uso de lemas y teoremas que no necesariamente demostramos
aqui, sin embargo es importante notar que algunos de estos teoremas y lemas
los podemos encontrar en los apéndices o en su defecto las referencias sobre

ellos.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo expondremos un ejemplo de aplicacién escrito por Jan
Beran y Dirk Ocker [5], este ejemplo expone el calculo de las tasas de interés
limite o méaximas de préstamos hipotecarios, en donde no s6lo hacen uso de
un proceso de renovacién sino también emplean la estimacién de méxima

verosimilitud y simulacion de Monte Carlo.

4.1. Estimacion de Tasas de Interés limite ba-

sados en Procesos de Renovacion

El proceso de estimar las tasas de interés méaximas (limite) de una hi-
poteca se llevarda a cabo por medio de procesos de renovacion; este proceso
busca modelar la longitud de los periodos con tendencia a la baja o a la alza
respectivamente. Los precios son calculados por medio de simulacién.

En los dltimos anos en el mercado suizo aparecieron distintos tipos de hi-

potecas, los méas comunes son las de tasas de seguros (roll-over), y tasas
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de portafolios de inversion. De manera particular la tasa limite de seguros
se convirtio en la mas popular. Ya que dicha tasa proporcionaba un seguro
contra el evento para que la tasa de interés se elevara sobre cierto nivel ya
establecido, el cual es el llamado limite o tope de la tasa. Dichos limites eran
propuestos por las tasas del mismo mercado y las politicas de las tasas hipo-
tecarias, que son las que estaremos tomando en cuenta.

El céalculo de dichas tasas limite se basa principalmente en prondésticos de
las tasas de interés futuras. Este célculo puede realizarse con la estimacion
de algunos parametros por méaxima verosimilitud, prediciendo las tasas de
interés futuras, por simulacion de Monte Carlo, redes neuronales, sistemas
estructurales de ecuaciones, etc.

El procedimiento que llevaremos a cabo sera como se describe a continuacion.
Como primer paso, daremos la ecuaciéon para calcular las tasas de interés li-
mite, posteriormente analizaremos el proceso estocastico que proponemos,
como un tercer paso, veremos la estimacion realizada por el método de ma-
xima, verosimilitud, y por ultimo veremos que la prediccion de las tasas de

interés futuras, asi como su estimacion es un precio tope justo.

4.1.1. Estimacién de una hipoteca limite

Cuando se da un limite en un préstamo y éste es provisto por la misma
instituciéon bancaria, entonces el costo de la opcion es incorporada a la base
de las tasas de interés.

Denotaremos por K al valor nominal de la hipoteca, y por Z; a la tasa

hipotecaria emitida al instante ¢, (¢t =to+ 1,...,%y + 7). Dado un limite
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C > 0, la tasa pagada por el cliente al momento ¢ es
R, = min(Z;, C).
El flujo de efectivo de la institucion financiera Dy, al momento ¢ es entonces
Di= (R —7Z;)- K (to+1<t<ty+T).

Supondremos que a fin de otorgar el crédito, la institucion bancaria debe
tomar un préstamo de otro acreedor, también supondremos que las tdltimas
tasas de interés Z;,_,1, - .., 4y, son conocidas, el primer pago de las tasas de
interés serd pagada al momento t = ¢y + 1, si ninguna otra prima es cargada
al cliente, entonces el total de la pérdida o ganancia Y sobre el término del

contrato sera: .

Y =K [min(Z,C) - Z]. (4.1)

t=1

Para u <'t, sea I, la o-algebra generada por Zs(u < s < t). El precio total

por el contrato, dado por las observaciones Zs(tg —n+ 1 < s <), es

T
Mo = K{OéT + Z[min(zt0+t, C) — Zto+t]}7
t=1

donde

1
a = —ﬁE[Y | Fto—n+17t0]’

Por lo tanto definimos la tasa de interés limite justo como:

Zt,a = Rt + (e (42)

donde « es la prima justa definida por:
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1 T

a(Fto—n-i-l,toa C) T) = _? Z {E[min<Zt0+fd C) | Fto—n+1,t0] -
t=1

E[Zt0+t | FtofnJrl,to]}v

La prima « depende del comportamiento pasado de las tasas de interés
Zy, en el nivel limite C, con periodo T'. Hay que hacer notar que Fi,_pn414,,

podria contener més informacion que el ultimo valor observado de Z;,.

4.1.2. Modelo para tasas hipotecarias basadas en pro-

cesos de renovacion

Ahora mencionaremos algunas caracteristicas cualitativas de Z;, para pos-

teriormente continuar con la definicion de nuestro proceso estocastico.
= 7, es una funcion escal6n positiva, con AZ;, = Z, — Z;_1,
s AZ; es casi cero,
= hay largos intervalos donde Z; permanece constante,

= ¢l tiempo es dividido en largos periodos donde Z; es mondétonamente

no-decreciente y en periodos en donde es monétonamente no-creciente.
» la distribucion condicional de | AZ; |, dado {AZ, > 0} o {AZ, < 0},
pueden diferir.
Definicion del proceso de renovacion

Antes de iniciar debemos hacer algunas suposiciones. Sea U una variable

aleatoria con P(U = —1) = P(U =1) =1, W, > 0 son variables aleatorias
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independientes e idénticamente distribuidas con funcion de distribuciéon Fiy

en {w:w=7j, je&N} tal que P(0 < W, <o00)=1. Ademéas Sy =0y

S, = iwj (i=1,2,...). (4.3)

También supondremos que W; (j € N) son independientes de U. Hay que
observar que S; (i = 1,2,...) es un proceso de renovacion periodico, con
periodo 1 y tiempos de espera positivos.

Ademés definimos M; = méax{j : S; < t} y sean F} y F funciones de

distribucion en {0, 1,...,k} para algun k € N fijo, y

sus probabilidades correspondientes.

Ahora definiremos el proceso como sigue:
Definiciéon 11 Sea Zy = 2y, I; = (—1)"~1U, definimos
Zy—Zi 1= (1)U 4 (4.4)

donde A1, Ao, ... es una sucesion de variables aleatorias independientes de

W;(j € N) y U, tales que

P(At =Z | Bt—l ﬁ {SMt—l == t - 1}) = 1[t:1p1<7: | A > 0) —|—

1[t:_1p2<i | A> 0)

P(At =1 | Bt—l N {SMt71 <t-— 1}) = 1[t:1p1(i) + ].]t:_lpg(i) (45)

Donde By es la o-dlgebra generada por U, A,., (r <t), y M,.
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Observacién 1 .

» El proceso S; divide el eje del tiempo en periodos donde Z; es mondtona-
mente no-decreciente o no-creciente, respectivamente. Dado un punto
en el tiempo t,Z, se encuentra en un periodo M, = min{j : t < S;}.
El valor de I; = (—=1)M71U, que determina el tipo de periodo en el
que nos encontramos y Wy, = Sy, — Sy,—1 determina la longitud del

periodo.
» La definicion nos implica que para S;_1 +1 <t < 5},
-1 t—S;—-1

W—i
Zi=20+U| D (1)) Ag o+ (17 D Agug
! r=1 s=1

1

<.

K3

» Para t = S;_1 + 1, tenemos que A, > 0 con probabilidad uno. Esta
condicion se necesita debido a que S; (j € N), puede ser construida

unicamente a partir de las observaciones de las series Z; (t € N).

n El proceso Z; puede volverse negativa, pero una pequena modificacion

puede evitar este problema:
P(At :Z | Bt—l ﬂ {SMt—l - t - 1}) ==
L=ipi(i | A>0)+ 1r——1 7 ,50p2(i | 0 < A< Z )

+1a,=0,1,=—1,2,_1=0

P(At:Z | Bt_lm{SMt71 :t—l}):

Lr=ap1 (i) + 1p—apa(i | A < Ziq).
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= 57 las tasas de interés observadas cambian en periodos mailtiplos de
algin otro periodo fijo, digamos d, entonces usamos Z; = d-Z;, tenemos
que poner atencion en el hecho que el proceso Z; puede iniciar en un
punto del tiempo arbitrario, por lo cual no necesariamente coincide
con el inicto del periodo. De manera similar la dltima observacion bien
puede no ser el fin del periodo. Esto significa que W1 y Wy, pueden no
ser construidas de manera exacta delas observaciones de los valores de

wy, Wy, - En su lugar, la informacion observada consiste en los eventos

Wi > wi} y {Wa, > wa, }-

Estimacion Maxima Verosimilitud

En principio consideraremos la ecuacion general de maxima verosimilitud,
para posteriormente ver el caso aplicado a un proceso de renovacion de tipo
Poisson.

Consideremos Z; como en la definicion (11). Supondremos que Fy (z) =
Fu(x;n), Fi(z) = Fy(x;7) y Fo(x) = F,(z;(), son caracterizados por
vectores paramétricos finitos, n = (n1,...,m), 7 = (70,...,7,), (¢ =
(C1,...,¢). Para una serie de observaciones 7, ..., Z,, el vector parameé-
trico desconocido es 8 = (n,7,()", vy puede ser estimado, maximizando la
funcion de maxima verosimilitud. Vamos a suponer que Z; — Z; # 0, y es-
cribiremos a U = sign(A — 2). Las cantidades U, wy, Wy, ..., Wi 1, wp, ¥

Ay, ..., A,, podemos obtenerlas de 71, ..., Z,, de la siguiente manera:
At =| AZt |=| Zt — Zt—l |, U = S’ign(A2>,

wy = min{t : sign(AZy) #U} =1,
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St =wy, Sy, =n,
S;=min{t: S; 1+ 1 <t,sign(AZ) # (=1)’7'U} (2<j <M, —1),
W;=8;-5;12<j<M,—1),
Wy, =n — Sy 1

La funcién condicional de méxima verosimilitud, dada por Z; = z; se

sigue directamente de la definicion (11). Por ejemplo, si U = 1 la funcion de

verosimilitud seré:

L(0) = log{1 — Fyw(wy;n)} + log{1 — Fw(wa,;n)} (4.6)
M, —1
+ Y logpu(wysn) + Y logpi(ag; ™)+ Y logpa(aj; Q)
j=2 t:[tzl t:[t:—l

donde a; son los valores observados de A;

Observacién 2 .

1. Para modificar el modelo con X; >0, pi(a;:7) y pa(ar : ¢) debemos

de reemplazarlas por sus probabilidades condicionales correspondientes,

excepto cuando min{Z, : I, = —1} > k.

2. Para n — o0, las contribuciones de wy y wyy, Son muy pequenas.

Estimacion de Maxima Verosimilitud para Procesos de Poisson

En esta seccion supondremos que W; son independientes e idénticamente

distribuidas con intensidad n, p1(2) = (i =1,...,k), p1(0) = I—Zle T
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y (i) =Gl =1,...,k),p(0) = 1 — Zle Gi- Al no considerar wy y Wy,

obtenemos la formula explicita para 0:

My,—1
> w
=2
M—-—n-2’
. 1 o .
7= n—Zl{|AZt =i},
1
I;=1

n

g}:ni > flAaz =i}

Ii=-1

n

donde n, = Zl{[t =1} yng=n—ny.

t=1

Evaluacion mediante Pronésticos Simulados

Prediccién de tasas de interés futuras y el precio condicional Dadas
las observaciones Z1, ..., Z,, la prima «, se obtiene estimando la esperanza
condicional de los valores Elmin(Z,:,C) | Fi,] v E[Zn4t | Fin]- Por otra
parte, para calcular el riesgo del contrato necesitamos estimar la distribucion
o al menos ciertos extremos de los cuantiles de Z,(t =n+1,....,n+T) y la

T T . .
pérdida Y = K'Y, [min(Z,1,C) — Z,+4]. Esto se realiza en dos pasos
1. Estimamos la maxima verosimilitud de 6,
2. realizamos una simulacion de los caminos futuros para Z,1,..., Zpir,

condicionando en F7 ,,. Como s6lo es conocida una de las cotas inferiores

para la longitud del ultimo periodo W}, la distribucién condicional de
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la distribucion de Z,, . esta dada por

P(Zpin=2|Fin)= Y PW =i|W >wy,) -
’i:an

P(Zpyr =2 | FirnN{Wn, =1})

Hay que observar que al condicionar en toda la informaciéon es de suma
importancia, para poder obtener una aproximacion lo suficientemente realista
par ala distribucion futura de Z; y (V). Por ejemplo, en caso que Z, —
Zn—1 > 0y Wy sea relativamente pequeno es muy parecido a que Z — ¢
se incremente en un futuro muy cercano. Esto se debe a que la probabilidad
condicional P(W > wy, | W > wyy,) es muy grande. Esto se da en una
prima « relativamente grande. Pero por otro lado si Z, — 7,1 < 0y Wy,
es relativamente pequeno, entonces una pequena prima puede ser cargada,

dado que Z; es poco probable que incremente “mucho” en un futuro cercano.

Precios simulados para contratos con extremos variables Cuando
una institucion financiera ofrece contratos con un término fijo muy amplio,
debe tener reservas suficientes para sobrevivir ante una posible pérdida tem-
poral. Una alternativa para evitar estas pérdidas es ofreciendo los contratos,
donde los términos tope, sean ajustados, sobre una base regular. En el caso
extremo tenemos ajustes en o y en C en cada momento ¢. La prima «(t)
es entonces un pronoéstico entre el min(Z;, Cy — Z;). Por lo tanto la pérdida

general global es igual a:

1 to+T

L(to) = f Z Oé<Fto—n7t—1v Ct)’ (47)

t=to+1
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donde n = nimero de observaciones, y
a(Fto—n,t—l) Ct) = E[Infn(Zt, Ct) — Zt | Eo—n,t—l] (48)

En conclusiéon un precio tope puede involucrar un riesgo muy alto, es
decir provocar grandes pérdidas ocasionales, sobre todo cuando dicho tope
sea fijado a través del término del contrato. El esquema de ajuste més flexible,
es el que menor riesgo involucra, asi como tener una prima relativamente

pequena, comparada con la tasa de interés vigente.
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Es importante resaltar que los procesos de renovacién son un tipo de pro-
cesos cuya teoria es extensa, los teoremas aqui mostrados no son los tinicos,
sin embargo son los clasicos de la teoria de renovacion (de ahi el titulo de la
tesis).

Algunos teoremas de importancia semejante son, la ley de los Grandes niime-
ros (para procesos de renovacion) y el teorema de renovacion - recompensa !,
estos teoremas no fueron mencionados en este texto ya que las implicaciones
de éstos con los teoremas clasicos (TER, TRB, y TCR) no eran de gran rele-
vancia y el delimitar este trabajo fue un punto esencial para su elaboracion.

Otras lineas de investigacion o trabajo que quedan abiertas para este ti-
po de proceso son, las tasas de falla que en algunas areas de ingenieria son
muy importantes para desarrollar temas como confiabilidad y disponibilidad
de sistemas, teoria de colas y toma de decisiones, éstas tltimas involucran a
su vez cadenas de Markov. De igual forma se pueden exponer procesos re-
generativos, los cuales tienen relaciéon con los tiempos de espera, y al igual
que los procesos de renovaciéon son un tema con miltiples aplicaciones en la
ingenieria.

Estos temas podrian ser un buen incentivo para desarrollarlos como semi-
narios, temas de investigacion y en los cursos de probabilidad y procesos
estocasticos.

Finalmente podemos decir que la aplicacion de estos procesos tiene relevancia

en seguros y finanzas.

IEste proceso de renovacién - recompensa es un proceso alterno al proceso de reno-
vacion, donde la sucesién de las variables aleatorias de los tiempos entre eventos son
idénticamente distribuidas aunque no necesariamente independientes. También la palabra

“recompensa”’ debe entenderse como una variable que puede tomar valores negativos.
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La implicacion entre los teoremas es una forma de mostrar la evolucién que
han tenido estos procesos, conforme se han encontrado diversas aplicaciones
de este proceso, las hipotesis que toman en cuenta aumenta o cambia, tal es
el caso del TCR, donde una de sus hipotesis refiere a cierto tipo de funciones

que en los otros dos teoremas aqui vistos no mencionan.
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Apéndice A

Para hablar de procesos estocésticos es necesario mencionar diversos re-
sultados que competen a otras ramas de las matematicas como son el calculo,
teoria de la medida y analisis. La presente seccion tiene como objeto men-
cionar algunos de los puntos claves utilizados y que no necesariamente se
expusieron en el texto, sino que se cree son herramientas o resultados que se

conocen.

A.1. Integraciéon

Sea U(x) una funcion monotona definida en [0, 00), la integral de U(z) la

definimos como,
| s@ive o [ gwu).
0 [0,00)
Veamos tres casos de la integral arriba expuesta.

1. Sea U una funcion absolutamente continua (A.C.). Si existe una funcion

de densidad u, tal que u(x) > 0, fOT u(z)dr < oo, para toda T > 0y
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parab>a >0,

U)—U(a) = /bu(s)ds.

a

Interpretamos entonces de la siguiente manera:
/ g(x)Udx = / g(x)dU(x) = / g(x)u(x)dz.
0 0 0

. Decimos que U es discreta, si existen elementos {a;} y pesos {w;}, tales
que w; < 00,y el limite cuando h | 0, U(a;+h) —U(a;—h) :=Ula;) =
w;. Esto nos dice que la medida U toma pesos w;, en a;. Entonces la
funcion de distribucion U(z) es constante excepto en los puntos a;,
donde brinca a un peso w;. Entonces U(x) satisface:

Ulx) = Z w;.

1:0<a; <x

En este caso interpretamos las integrales como:

[ o@utin) = [ g@adv) =3 glaus

. Cuando U es una combinacion de las dos anteriores, es decir U es de

la forma:
U(.’L’) = OéUAc(I) + ﬁUd(.’L’),
donde Uy es absolutamente continua con funcion de densidad wac(x),

y Uy es discreta con elementos {a;}y pesos w;, y ademas a > 0,3 > 0.

En este caso tenemos:
[owin) = [ g@ive)
— o [ g@)actdn) + 5 [ gla)Ustao)
- af o)l + 73 o).
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A.2. Integral de Stieltjes

A.2.1. Medida de Stieltjes

Sea I una funciéon monotona no decreciente definida en un segmento [a, b],
continua por la izquierda.
Definiremos las medidas de todos los segmentos, intervalos y semisegmentos

que pertenecen al segmento basico, de la siguiente manera,

esta medida la podemos extender a una o-algebra, que contiene a todos los
subconjuntos abiertos y cerrados del segmento [a, b].

A la medida que se obtiene a partir de esta construccion se le llama medida
de Lebesgue-Stieljes de la funcion F', y que denotaremos por fip.

Mencionaremos algunos casos particulares de esta medida.

1. Sea F' una funcién de saltos, x1, 22, ..., que son sus puntos de discon-
tinuidad y Ay, he, ..., los saltos en esos puntos. Decimos pues que pp
es la medida correspondiente a esta F', y la contruiremos a partir de
todos los subconjuntos del segmento [a, b], los cuales son medibles y la

medida del conjunto A es




APENDICE A.

A la medida pp construida a partir de una funcién de saltos le llamamos

discreta.

. Sea F una funcion no decreciente absolutamente continua en [a,b] y
sea f = F’ su derivada. En este caso, la medida correspondiente pp se
encuentra definida en todos los subconjuntos de [a, b], medibles segin

Lebesgue, y para cada conjunto A de este tipo

url4) = [ flad.

Entonces para cada intervalo («, ), tenemos,
B
ur(a,0) = F(9) ~ F(a) = [ f(w)de

A una medida g correspondiente a una funcién absolutamente conti-

nua F' la llamaremos medida absolutamente continua.

. Supongamos que F es una funcién continua singular, su medida corres-
pondiente ppr se encontrard conglomerado en un conjunto de medida
cero, en el que F’ sea distinta de cero o en donde no existe. En este

caso a up la llamaremos medida singular.

La medida en toda la recta, para [ una funciéon monétona no decreciente

acotada sera,

F(o0) — F(—00),

donde

F(oo) = lim F(z), F(—o0)= lim F(z).

T—00 Tr—00

Estos limites existen debido a que la funcién es monétona y acotada.
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A.3. Integral de Lebesgue-Stieltjes

La integral de Lebesgue, de una medida ux en el segmento [a, b] generada

por una funcién mono6tona F' la definimos como,

[ o)

Las integrales respecto a una medida pp, que corresponden a una funcion F,

se llama integral de Lebesgue-Stieltjes y la denotamos por

b
/ F@)dF(x).
Al igual que en la medida de Lebesgue (A.2.1) se tienen casos particulares.

1. Sea F' una funcion de saltos, es decir, pur es una medida discreta, la

integral \
| t@irw.
se reduce a la suma
Z f(@i)hi,
donde z; son los puntos de discontinuidad de la funcion F'y h; los saltos

de F' en los puntos z;.

2. Si F es una funciéon absolutamente continua, su integral de Lebesgue-

Stieltjes es,
b

f(z)dF (z),

a

que es de la forma,
b

f(z)F'(x)dzx.

a
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El concepto de la integral de Lebesgue-Stiletjes lo podemos extender
de funciones monotonas a funciones de variaciéon acotada. Una funcion
de variacion acotada ®, la representaremos como la diferencia de dos

funciones monotonas,

(D:V_g)

donde v es la variacion de la funcion ¢ en el segmento [a,x]. Por lo

tanto, la integral de Lebesgue-Stieltjes para ® es,

/fdcp /fdy /fdg

A.4. Integral de Riemann-Stieltjes

La integral de Riemann-Stieltjes A.3 es el limite de sumas integrales, con
un gran parecido a las sumas integrales de Riemann.
Sean ® una funcién continua por la izquierda de variacion acotada, definida
en [a,b], y f una funcion arbitraria en [a, b]. Consideremos una particion del

segmento [a, b] de la siguiente forma
a=20< T <x2<...<x, =0

Escogemos en cada elemento [x;_1, z;] de la particion un punto arbitrario &;,

formemos la suma
Z FE)[P(x:) — P(xi-1)]-

Cuando méx(x; — z;_1) — 0, estas sumas tienden a un limite determinado,

a este limite le llamaremos integral de Riemann-Stieltjes de la funcion f
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respecto a la funcion @ y la escribimos como,

/a  F2)dD(2).

El material de integraciéon, asi como algunos resultados lo tomamos de
Adventures in Stochastic Processes [19]. La bibliografia sobre el tema de
integracion es vasta, algunos libros que exponen este tema con aplicaciones
dirigidas hacia la probabilidad son Probability and Measure Theory [3] y
Probability and Measure [6], el libro de Andlisis Matemdtico [1], es tambien

una buena opcioén para revisar este tema, aunque con un enfoque distinto.

A.5. Tranformadas de Laplace

Una transformada integral es una relacion de la forma

B
F(s):/ K (s,0) f (1) dt

en donde una funcion f se transforma en otra funcion F' por medio de
esta integral. Decimos que la funcién F' es la transformada de f, y la funcion

K se llama el kernel de la transformacion.

Definicion 12 Sea f (t) una funcion para t > 0, suponemos que f satisface
ciertas condiciones que mencionaremos posteriormente. Entonces la trans-
formada de Laplace de f (que se denotard por L{f (t)} o por F(s)), la
definimos mediante la ecuacion

Lifay=re - [ Tt (1) di

0

llamaremos a la parte exponencial como el kernel de la funcion y lo repre-

sentaremos de la siguiente forma: [K (s,t) = e~
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Este apartado lo tomamos de Real Analysis and Probability [2].

A.6. Integral de convoluciéon

Sean g € RT = [0, 00). Entonces g es una funcion localmente acotada, si
es acotada en intervalos finitos.
Para ¢, una funciéon localmente acotada y F una funcion de distribucion.

definimos la convolucion de F'y g como:

Fxg(t) = /Otg(t —z)F(dr) para t>0,

A.6.1. Propiedades

1. La convolucion es positiva, es decir, F'x g > 0,

2. La convoluciéon F' * g es localmente acotada, de hecho,

sup | Fg|< (sup | gls) | ) F(0).

0<s<t 0<s<t

Verifiquemos lo anterior, definamos ||g|| := supy<,<; | g(s) |, la cual es
finita para cada t por ser localmente acotada. Entonces para cualquier

s <t.

| Frgls)| = |/Osg<s_x>p<dx>|

< [ lats—a)pin)
< gl / | F(dz) |

= llgllF(s) < oo.
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3. Si g es acotada y continua, entonces F' * g es continua, dado que F x
g(t) = E[g(t — Y1)], donde Y] tiene una distribucion F.
Por lo tanto si ¢, — t, casi seguramente obtendremos g¢(t, — Y;) —
g(t — Y1), esto debido a que es continua, y dado que g es acotada, por

el teorema de convergencia dominada converge!, y obtenemos,

Elg(t, —Y1)] = Fx g(t,) — E[g(t — Y,)] = F x g(t).

4. La operacion de convolucion puede ser repetida, es decir, podemos ha-

cer:
Fx(Fxg).
Definamos:
FO*(x) = [[O,oo)(:r),
Fl*(x) = F(‘T)v
y paran > 1,

FOD(g) = F™ « F(2).

Entonces podemos ver que F% es la identidad, es decir
F¥xg=g,
y la propiedad asociativa sustenta lo siguiente:

Fx(Fxg)=(F*xF)xg=F*xg.

5. La convolucion de dos distribuciones corresponde a la suma de las va-

riables aleatorias: Sean X; y X, variables aleatorias independientes,

LEl teorema de convergencia dominada lo mencionaremos més adelante en A.9
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con funcion de distribucion Fi y F; respectivamente. Entonces X7 + X»

tiene funcién de distribucion Fi x F5, debido a que para t > 0,

_ / / Py (dz) Fa(dy),
z,y)€RT iy <t

y a estas dos integrales las podemos escribir como una integral iterada:

t t—x
= / / Fydy
0 y=0

_ /Ot Fy(t — )y (dz).

Fl(dx),

6. La convolucion es conmutativa:
Fl*FQZFQ*Fl.

Estas propiedades las podmos encontrar demostradas en Adventures in

Stochastic Processes [19].

A.7. Funciones Directamente Riemann Integra-

bles

Aqui mencionaremos al tipo de funciones que son directamente Riemann
Integrables (DRI), tema de importancia ya que la utilizamos para la demos-
tracion del teorema clave de renovacion. Sea g > 0 una funciéon acotada sobre

intervalos finitos, y para b > 0 definimos:

(n) =nf{g(t) | nb <t <nb+b}, neN, (A1)

v (n) =sup{g(t) | nb <t <nb+b}, neN. (A.2)
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hacemos
o, =0 yn) vy op=b> (n). (A.3)

Definicion 13 La funcion g es directamente Riemann integrable (notacion

g € D) si las sumas dadas en (A.3), convergen para cada b > 0, tal que

I{ " —ogl) =0.
b{%(ab o)

Si g € D, entonces

o9}
lim o} = lim o} =/ g(t)dt,
0

b—0 b—0

donde la ultima integral es una integral de Riemann.

Esta definicién no distingue entre intervalos finitos e infinitos, es un tipo de
integracion “directa”, es decir, no hay paso indirecto que comprenda un paso

al limite a partir de intervalos finitos.

Proposicion 4 Las condiciones necesarias para que g sea directamente Rie-

mann integrable son:
1. La funcion g(t) debe ser positiva, es decir, g(t) > 0, para todo t > 0,
2. g(t) es no creciente,

3. La integral de Riemann de g(t) es finita, [;° h(t)dt < oc.

Teorema 8 Si z es directamente Riemann integrable, entonces z es Rie-

mann integrable en [0, 00), y

o0
limo, = limo] = 2(s)ds
hl0 b hl0 b 0 ( ) )

83



APENDICE A.

donde [ z(s)ds es la integral de Riemann.

Debemos senalar que una funcién Riemann integrable no implica que sea

DRI

Ejemplo 5 Para cadan =1,2,3,..., consideremos la funcion

€n — an2€y | M —x | si xe(n—%”,n—l—%”),
Zn(x) =
0 en otro caso.

donde 27t > a1 >ay; > ... >0,y

lim a, =0, lim e, =00

n—oo n—oo

o0
ademds E €nty < 00. Entonces para z,(x) tenemos
1

00 00
/ Zn(x)dr = 271 Z Enly < OO,
0 n=1

pero 2" (n) > h y Zen = 00, para toda h > 0.
n=1

A.8. Teorema de convergencia mondétona

Sea hq, hs, ... una sucesion creciente de funciones Borel medibles no ne-
gativas y sea h(w) = lim h,(w), w € Q. Entonces / hndp — / hdp.

2La demostracién a este teorema la podemos encontrar en Adventures in Stochastic

Processes [19].
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A.9. Teorema de Convergencia Dominada

La demostracion del teorema de convergencia dominada hace uso de dos
teoremas mas, el lema de Fatou y otro teorema sobre funciones Borel medi-
bles, aqui s6lo los mencionaremos y las demostraciones a estos tres teoremas

las podemos encontrar en Probability and Measure Theory [3].

Teorema 9 Sea h Borel medible.
1. Si h es Riemann integrable, entonces h es finita cast sequramente.

2. SihZOnyhdu:0,3

A.9.1. Lema de Fatou

Lema 3 Sean fi, fo,..., f, g Borel medibles.

1. S0 f, > f para toda n, donde fQ fdu > —o0, entonces

n—00 Nn—00 n—00 n—00

lim inf (1im sup /fndu > ( / (h’m inf fn> dp(lim sup).

Teorema 10 (Teorema de Convergencia Dominada) Sean fi, fs, ..., f, g Bo-

rel medibles tales que, | f, |< g para toda n, donde g es u—integrable, y

fn — [ casi sequra [u], entonces f es u—integrable, y fQ fndp — fQ fdu.

El siguiente es un resultadoq ue utilizamos en la demostracion del (TER).

3La p se refiere a la medida de Lebesgue - Stieljes A.3
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A.10. Promedios de Cesaro

Teorema 11 Si z,, — x, entonces n™' > ) xp — .

La referencia para este teorema es Probability and Measure [6].
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