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INTRODUCCION.

Uno de los objetivos de este trabajo es hacer un poco de geometria algebraica en el
anillo local real de gérmenes en cero de funciones reales de variable vectorial suaves. Para
ello se introducen algunos conceptos y resultados tales como germen de conjunto analitico
real, coherencia de conjuntos analiticos, ideal de Malgrange, etc. En esta direccion se tiene
el lema de Artin-Rees en el anillo local de gérmenes en cero de funciones suaves.

Es bien conocido que en el proceso de completacion, el lema de Artin-Rees se
utiliza para simplificar expresiones en las cuales se ven involucrados anillos noetherianos y
sus ideales. En el caso de determinacion de germenes, es también necesario llevar a cabo
simplificaciones “similares” en las cuales se ven involucrados el algebra local real de
gérmenes en cero y sus ideales. Dado que el anillo local de gérmenes en cero no es un
anillo noetheriano, no es posible usar el lema de Artin-Rees por lo que se hace necesario
establecer un analogo de este resultado para el caso del anillo local de gérmenes en cero.

Como seran necesarios los conceptos y resultados del algebra real, este trabajo se ha
dividido en dos partes. La primera parte es una revision de los seis primeros capitulos de las
notas de T. Y. Lam; An introduction to real algebra dadas como un curso en la Sexta
Escuela Latinoamericana de Mateméticas en Oaxtepec Morelos en el verano de 1982."

Los primeros tres capitulos de este trabajo constituyen esta primera parte. En el
primer capitulo se desarrollan las diversas nociones de realidad para anillos conmutativos
con unitario (anillos reales, semireales y locales reales). Parte de la informacion fue
obtenida de [1], [4], [5], [7], [12], [15]y [16]; también, dado que en los ultimos resultados
de la primera seccion (lema 1.1.31. y teorema 1.1.32.) y algunos de la segunda (corolario
1.2.23. y observacion 1.2.34.) se hace uso de anillos locales regulares, se dedica el apéndice
A para presentar los conceptos y resultados necesarios para la demostracion de estas
afirmaciones. Las referencias utilizadas aqui fueron [1], [7] Yy [12].

En el segundo capitulo se desarrolla la teoria de Artin y Schreier para anillos,
tomando como base la de campos y se da el analogo del espectro primo de Zariski; “el
espectro real de un anillo”. Las referencias consultadas aqui son [2], [4], [15] y [16].

Es en el capitulo tres donde se ve la teoria de Artin-Lang para algebras afines y sus
campos de funciones y se proporcionan las versiones del teorema de los ceros de Hilbert al
caso real. Aqui se da un breve repaso de teoria de campos y formas cuadraticas. Las
referencias consultadas son: [1], [4], [11], [12], [13], [15] y [16].

La segunda parte de este trabajo esta basada en los dos articulos Finite
determination on algebraic sets de Leon Kushner y Finite relative determination and
relative stability de Ledn Kushner y Brasil Terra; ver las referencias [8] y [9]. Esta segunda
parte, la constituye el cuarto y Gltimo capitulo de este trabajo. Aqui, se da la version del
lema de Artin-Rees del algebra conmutativa (ver proposicion 4.1.25.) al caso del anillo
local real de gérmenes en cero (ver teorema 4.2.18.). Para esta segunda parte se han escrito

N Estas notas aparecieron después como un articulo en la revista Rocky Mountain en 1984 (ver referencia [10].)



los tres apéndices restantes (B, C y D). Las referencias consultadas son [1], [3], [6], [14],
[17], [18], [19] y [20].



1. ANILLOS REALES, SEMIREALES Y LOCALES REALES.

INTRODUCCION

Se empieza este capitulo introduciendo el concepto de nivel de un anillo. Se
exponen algunas propiedades y resultados importantes para el nivel de anillos; por ejemplo,
el criterio global-local. En términos de este concepto se establecen las diversas nociones de
realidad para anillos (anillo real, semireal y local real). En forma similar se dan algunas de
las propiedades y se establecen algunos resultados sobre anillos reales, semireales, y locales
reales. Aqui, como a lo largo de este trabajo, la palabra anillo significa anillo conmutativo
con unitario y homomorfismo significa homomorfismo de anillos que lleva 1 a 1.

1.1. EL CONCEPTO DE NIVEL DE ANILLOS.

Sea A un anillo y S un subconjunto de A que satisface

1° Si ay b son elementos de S, entonces abeS.
2° 1eS.

A tales subconjuntos se les denominan conjuntos multiplicativamente cerrados en A o
también conjuntos multiplicativos en A. Si S es un conjunto multiplicativamente cerrado
en A, entonces puede suceder que 0€S. Un conjunto S en A que satisface

1) S es multiplicativamente cerrado en A.

i) 0¢S.

se denomina sistema multiplicativo en A.? Obviamente, todo sistema multiplicativo S en
A es un conjunto multiplicativamente cerrado en A, pero no reciprocamente. A
continuacion se dan algunos ejemplos de conjuntos multiplicativamente cerrados y sistemas
multiplicativos en A.

EJEMPLO 1.1.1. Si A es un dominio entero, entonces A\{0} es un sistema multiplicativo
en A.

EJEMPLO 1.1.2. Si A es un anillo y P es un ideal primo de A, entonces S=A\P es un
sistema multiplicativo en A

Mas generalmente.
EJEMPLO 1.1.3. Sea A un anillo y (Pj)jec una familia de ideales primos de A, entonces

S=A\U P, es un sistema multiplicativo en A.
jel

'S dotado de la operacion de multiplicacion del anillo A.
D Un sistema multiplicativo S en A es un subsemigrupo (S, -) de (A, -).



EJEMPLO 1.1.4. Sea A un anillo y S el conjunto de elementos no divisores de cero de A,
entonces S es un sistema multiplicativo en A.

Si A es un anillo; se denota por YA? el conjunto de sumas finitas de cuadrados en A,
es decir,

>A%={ iaﬁ |ajeAl.

EJEMPLO 1.1.5. Sea A un anillo y S un subconjunto de A tal que S={1+Zai2 | aicA},
i=1
entonces
a) S es un conjunto multiplicativamente cerrado en A.

b) Si ademas -1¢XA%, S es un sistema multiplicativo en A.

a) Es claro que 1€8S. Si a, beS, con <’:1=1+Z:ai2 y b=1+ijz, ai, bjeA; ie{l, 2,..,n},
i=l

j=1
je{l,2,...,m}, entonces

<51b=(1+2n“ai2 )(1+ibj2)
i=1 j=1

=1+ Zn: ¢’
k=1
Luego, abeS y S es un conjunto multiplicativamente cerrado en A. b) Si -1¢XA? entonces
1+ z a;” #0;
i=1
esto es, 0¢S. O

DEFINICION 1.1.6. El nivel de un anillo A, escrito como S(A) viene dado por
S(A)__{min {k eN‘ a’+---+a, =-1, con a €A, je {1,2,...,k}}
R si-1g Y A

es decir, el nivel de A es el menor nimero natural K tal que -1 puede escribirse como una
suma de k cuadrados en A, o o si -1 no se puede escribir como una suma finita de
cuadrados. Con relacion a la notacion de nivel de un anillo A, la letra “s” en el simbolo
S(A) proviene (como de costumbre) de la palabra alemana “stufe” que significa
precisamente nivel. El concepto de nivel para anillos puede extenderse a ideales de anillos,
es decir,

DEFINICION 1.1.7. Sea A un anillo e | un ideal de A. El nivel de I, escrito s(1) es el nivel
del anillo A/I, esto es, s(I )=S(A/l ).

A continuacion se establecen algunas propiedades para el nivel de anillos e ideales
de anillos.



OBSERVACION 1.1.8. Sean A, B anillos y f:A—B un homomorfismo de anillos. Si
S(A)<, entonces S(B)<oo. De hecho, S(B)<s(A).

DEMOSTRACION
Es inmediata ya que f (-14)=-15. O

Si A es un anillo y S es un sistema multiplicativo en A, se puede definir una relacion
~en AxS como: (a,5) ~ (b,t) < existe ueS con u(ta-sh)=0 para (a , s), (b, t)e AxS. Es
sencillo verificar que ~ es una relacion de equivalencia. Se denota la clase de equivalencia

de la relacioén ~ que contiene (a,S) por (a,S) o también por [&/S]; y el conjunto de todas las

clases de equivalencia de ~ como S'A. En el conjunto S'A se pueden definir las
operaciones de suma y multiplicacion:

(a,8)+(b,t) = (at +bs,st)
(a,9)-(b,t) :=(ab,st)

para cada (a,s), (b,t) eSTA. Estas operaciones estan bien definidas y el conjunto S™A es

dotado con una estructura de anillo, donde (0,1) y (Tl) son los elementos cero e identidad

multiplicativo respectivamente, es decir, (S'lA ,+,7) es un anillo denominado anillo de
cocientes de A con respecto a S.

Si A es un anillo, se puede considerar la funcién (p:A—)S'lA, ¢(a)=(a,1), donde S es

un sistema multiplicativo en A. ¢ satisface:
i) @ es un homomorfismo.
i) Ker(p)={acA | existe SeS con sa=0}.
iii) Todo elemento de @(S) es una unidad en S'A.

En efecto, que @ es un homomorfismo es inmediato, ¢ es llamado el homomorfimo
natural. Por otro lado, acKer(p) si y solo si ¢(a)=(a,1)=(0,1); esto es equivalente a:

existe teS tal que t(a:'1-1-0)=0. Finalmente, si S€S, entonces ¢(S)=(S,1) y su inverso es

(1,s).

Si A es un dominio entero y SSA\{0}; para a, beA, s, teS se tiene que, existe UeS
con u(ta-sb)=0 lo cual es equivalente a ta-sh=0. En este caso, S"A construido del dominio
entero A, es un campo denominado campo de cocientes del dominio entero A y se denota
como qf(A). El homomorfismo natural ¢:A—S™A es una funcion inyectiva que encaja A
como un subanillo del campo de cocientes. En el caso particular en que S=A\P, con P un
ideal primo de A, se tiene que, el anillo de cocientes S'A es denotado como Ap y se
denomina localizacion de A en P. Este anillo de cocientes tiene un tnico ideal maximal

PAp:={(a,s) €eAp | aeP, seS}. A los anillos A que poseen un unico ideal maximal m se les

denomina anillos locales y al campo F=A /m, campo residual de A. Asi, la localizacion Ap
es un anillo local con ideal maximal PAp y Ap/PAp es su campo residual.



OBSERVACION 1.1.9. Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo en A y S"A el anillo
de cocientes de A. Si S(A)<oo, entonces S(S™A)<oo.

DEMOSTRACION
Se sigue directamente de la observacion 1.1.8. O

OBSERVACION 1.1.10. Sea A un dominio entero con campo de cocientes F. Si S(A)<oo,
entonces S(F)<oo.

DEMOSTRACION
Es un caso particular de la observacion 1.1.9. o

EJEMPLO 1.1.11. Los anillos Z, Q y R tienen nivel infinito. Esto es claro porque -1 no

puede ser escrito como una suma finita de cuadrados en Z, Q y R respectivamente.
EJEMPLO 1.1.12. El anillo C de nimeros complejos tiene nivel igual a 1; esto es,
1=140% - 407,

EJEMPLO 1.1.13. El anillo A=R[Xq,..., Xn]/<X12+- .- +Xy> tiene nivel infinito.
En efecto, sea @:A->R; o( f(X,....X,))=1(0,...,0); claramente ¢ es un
homomorfismo de anillos bien definido. Por la observacion 1.1.8., se sigue que S(A)=oo.

EJEMPLO 1.1.14. Sea A=R[x, ,...,Xn]/<1+xlz+---+Xn2>, entonces S(A)=n.
Supongase que s(A)<n, luego

A= £, 4+ f_ (%)

con fi(X)eR[Xi,...,Xn], J€ {1, 2,...,n-1}. De esta forma existe geR[Xi,..., Xn] tal que

1= (0% - o (O HFGOO LR H -+ X0 e (1)
Ahora, considérese los polinomios fi(X), je {1, 2,...,n-1} en el anillo C[Xi,...,Xs], entonces
fi(DX)=Pj()HIQj(X) «veveveriiiiii i (2)

donde Pj(X) y Qj(X) son polinomios reales pares e impares respectivamente, con
jel{l,...,n-1}, ¢ i=+/-1. Sustituyendo (2) en (1) se obtiene

-1=(P1(0)FQu(X) )+ -+ +(Prt () H Q-1 (%)) *+(Reg(ix)HImg(ix))(1+(ix1) ™+ -+ +(ixn)* )
-1=§(Pj(x>2-Qj(x>2+2in(x)Q,-(x>)+(Reg(ix>+iImg(ix))(l-xf-----xﬁ)
j=1



1= 3 (P00 Q00 +Reg(b)(1-x1 ™+ 22 3 P, (00 Q0 HMG(IX)(1x - 37
Compa;ando la parte real, se tiene que 7
1= 3 (PI0P- QX)) HREG(X)(1-X1 2+ XD 3)
j=1

Ahora, considérese la funcion continua F: R">R™'; F(X)=(Q(X)....,Qn.1(X)); por el teorema

de Borsuk-Ulam” F colapsa un par de puntos antipodas en la esfera S"™'¢R", esto es,
F(a)=F(-a) para algin ac S™!. Como Qj(x) son funciones impares, Qj(-X)=-Qj(X) para cada
indice je {1, 2,...,n-1}, se sigue que F(-a)=-F(a); luego F(a)=0. Asi, sustituyendo a en (3)
se obtiene

1= 3 (Pa)-Qu@)) Reglia)(1-a’----ay)
j=1
con Qj(a)=0, para cada je {lj, 2,...,n-1} y 1—a12- .. -an2=O. Entonces
—IZHZ_I: Pj(a)2 eR
pero esto ltimo es una contradiccion. Pojr:io tanto se concluye que S(A)=n.

EJEMPLO 1.1.15. Sea A=R[X,,..., Xa]/<X;*+--- +x,>> y F=qf(A) el campo de cocientes de

A. Entonces S(F)<w. De hecho se asegura que S(F)<n-1.
En efecto, se desea encontrar funciones fj, hj con i=1, 2,...,n-1 tal que

- (tY (Y £y
1= _1 + _2 et _n-1
hl h2 hn—l

(f12h22 "'hn712 + hl2 f22 ”'hn—lz teet hlzhz2 fn712)
(hlzhz2 "'hn—lz)

entonces

1=

~hh2--h 2 =f2h2-h 2+h?f7-h 2+4hh2f 2

luego se tiene la igualdad
hi?ho? - hno 2+ 202 h 2 Hh 22 g 2 +hy 2ho? - Fo =P (X2 - - +X0).

con p(X)eR[X;,...,Xn]. Si se sustituyen hi=x1, hy=xi,....hn.1=x1, =%, £=X3,..., fr.1=Xn y

PO)=(x;2)"?=x,%--- X% ((n-2)-veces), se satisface la igualdad en la expresion anterior y se
obtiene que, s(gf(A))<n-1.

De los resultados de este ejemplo y del ejemplo 1.1.13., se observa que existen
anillos A cuyo nivel es infinito y en cambio el nivel de su campo de cocientes (f (A) es

" TEOREMA (Borsuk-Ulam) Dada una aplicacion continua f :S™'—5R"", existe un punto xeS™" tal que f (X)=f(-x).



finito. De esta forma, el reciproco de 1.1.8. es falso en general. Se pasa ahora a establecer
algunos resultados y definiciones.

Sea V un conjunto no vacio; se dice que una relacion < en V es un orden parcial en
V si la relacion es

i) reflexiva (u<u para cada ueV).

ii) antisimeétrica (U<v y v<u entonces U=V, U, ve V).

iii) transitiva (u<v y v<w, entonces U<W para cada u, v, we V).

Si < es un orden parcial en V, se dice que (V, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
Sea (V, <) un conjunto parcialmente ordenado, se dice que (V, <) es un conjunto
totalmente ordenado si también se cumple:

iv) Para u y v elementos de V, U<v o v<u (comparacion de elementos).
y la relacion < se denomina un orden total en V.

Se observa que cada subconjunto U de un conjunto parcialmente ordenado (V , <
también es un conjunto parcialmente ordenado por la relacion <. Sea U un subconjunto no
vacio del conjunto parcialmente ordenado (V , <), un elemento VeV es una cota superior
de U si u<v para cada ueU, y un elemento meV es un elemento maximal de (V , <) si no
existe ve V con m<v.”

Con estos conceptos introducidos se puede ahora enunciar el lema de Zorn.

LEMA DE ZORN. Sea (V , <) un conjunto no vacio parcialmente ordenado el cual tiene la
propiedad de que todo subconjunto no vacio totalmente ordenado U de V tiene una cota
superior en V. Entonces V tiene al menos un elemento maximal.

Como una aplicacion del lema de Zorn se tiene el siguiente resultado.
PROPOSICION 1.1.16. Sea A un anillo, entonces A tiene al menos un ideal maximal.

DEMOSTRACION
Sea 15 la familia de todos los ideales propios de A. Como el ideal cero esta en la,
entonces Ix#J ¢ (I5 , <) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea | un subconjunto no

vacio totalmente ordenado de | y considérese el conjunto J = UI. Claramente J es un
Iel

ideal propio de A y una cota superior de | en Io.¥ Por el lema de Zorn, el conjunto
parcialmente ordenado (l5 , <) tiene al menos un elemento maximal, es decir, A tiene al
menos un ideal maximal. O

Como una consecuencia de la proposicion anterior, se tiene el siguiente

" Si (V, <) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces para U, VeV se escribe U<V si USV y U#V.
) Es claro que J es un subconjunto no vacio de | con la propiedad de que abeJ para cada beJ y acA. También si a, beJ, existen ideales

I;, I, en | con ael; y bel,. Dado que | esta totalmente ordenado respecto a la inclusion se sigue que I;,cl, o Lcl;; de esta forma, a+b esta
yaseaenI; oenl,. Luego J es un ideal de A.



COROLARIO 1.1.17. Sea | un ideal propio de un anillo A, entonces existe un ideal
maximal m de A tal que lcm.

DEMOSTRACION
La demostracion es similar a la de 1.1.16., con I la familia de ideales propios que
contienen a . O

Después de haber establecido algunas definiciones y probado algunos resultados
acerca del concepto de orden, se pasa a establecer el siguiente lema que se deduce del lema
de Zorn; el cual sera 0til en la demostracion del primer resultado importante en esta
seccion.

LEMA 1.1.18. Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo en A, | un ideal de A tal que
INS=J y Jla familia de ideales J de A con IcJ, donde JNS=U. Entonces J tiene al menos

un elemento maximal P que es un ideal primo de A. Si ademés, S satisface que S+>A’CS,
se sigue que S(qf(A/P))=co.

DEMOSTRACION
Como leJ, entonces J#J. Sea 7 un subconjunto no vacio totalmente ordenado de

J y considérese IZUJ , entonces Z es un ideal en A con la propiedad de que Ic7Z e

Jeg
INS=Q. Claramente Z es una cota superior para 7en 7. Por el lema de Zorn se sigue que J

tiene al menos un elemento maximal P. P es un ideal propio de A ya que PNS=J y 1eS.
Sean agP, bgP; entonces PcP+<a> y PcP+<b>; por la maximalidad de P se tiene que
(P+<a>) NSz, y (P+<b>) nS#J, luego existen elementos S, S'eS, r, 'eA y p, p'eP tal
que S=ptra y s'=p'tr'b, entonces ss'=pp'tr'pb+rp’atrr'ab. Dado que ss'eS vy
pp’+r'pb+rp’'acP, se sigue que abgP; luego P es un ideal primo de A. Ahora, supongase
que s(qf(A/P))<, entonces

[-11=([a1]/[b1])*+ -+ +([an])/[0n])®
[-11=2 el [ TIbiT?

con [Ci]*=[b:]*--- [ai]*--- [bn]*, donde [a;]° esta en la i-ésima posicion, ie {1, 2,...,n}. Asi, se
tiene que

n n
Zciz +Hbi2 eP.
i=1 i=1
n+l

n
Sea Cn+1=Hbi, entonces ZCiz eP pero Cns1°2P. Por la maximalidad del ideal P,
i=1 i=l1
(P+<Cn1>)NS#D; luego, existen SeS, acA y peP tal que s=p+acn; y S-acn+1 €P, entonces

n+1
s’-a’cp+;°eP. Como Zach e P, se sigue que

i=1



2 2.2

s?-a’Cpi2=a’c 2 +a’cy - - - +alc P +s3-a’c - - - - -a°Ch2-aCns g

a’ci+a’cy -+ +aC, +s2-a%(Cr G+ -+ +Cnsy 2) €P.
De este modo,
a’c,+a’c, >+ - +a’c, +s’eP;

también, como a’c>+a’c, + -+ +a’c, 2 +s? eS+ZA2gS se tiene que SNP=J lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto S(qf(A/P))=c0. O

TEOREMA 1.1.19. Sea A un anillo. Entonces s(A)=o0, si y s6lo si existe un ideal primo P
de A con s(qf(A/P))=c0.

DEMOSTRACION (=)

Sea SZ{HZai2 | aie A} SA. Como -1 no puede escribirse como una suma finita de
i=1
cuadrados en A, se tiene que S es un sistema multiplicativo en A (ver ejemplo 1.1.5.) y
S+X>A’S. Por el lema 1.1.18. se obtiene que S(qf(A/P))=oo.

(=)

La condicion suficiente se sigue de la observacion 1.1.8. o

PROPOSICION 1.1.20. Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo en A y ¢:A—B un
homomorfismo de A en un anillo B que satisface: todo elemento de ¢(S) es una unidad en
B. Entonces existe un unico homomorfismo y:S'A—B tal que ywon=¢ con 1:A—>S A el
homomorfismo natural.

DEMOSTRACION A
Definase y:S"A—B; y((a,) )=o(@)p(s)". Si (a,5) = (b,t), n l N

con a, beA,ys, teS, entonces existe ueS tal que u(at-sb)=0.
Luego S'TA—— B
9(u(at-sb))=p(0)=0 v
P(W[e(H)o(a)-o(s)p(P)]=0.

Como ¢(U) es una unidad en B, se sigue que (p(a)(p(s)'1=(p(b)(p(t)'1; asi, se tiene que

v((a,8))=y((b,t))

y  estd bien definida. Por otro lado, y es un homomorfismo. En efecto,
y((a,8)+(b,t))=y((at+bs,st))
—o(at+bs)o(st)”
=[o@01)+o(D)e(s)]9(s) o)
=p(@)(s) +o(D)o(t)”
=y((a,8))Tw((b,t)).




y((a,s) (b,t))=y((ab,st))
=p(ab)p(st)”
=p(@)p(b)e(s) p(t)”
=y((a,s))y((b,1)).

También se tiene que, para toda a€ A, el diagrama anterior conmuta, es decir,

yon(@=y((a,1))=p@o(1) '=¢p(a).

Finalmente, se probara la unicidad de . Supéngase que y':S'A—B es otro homomorfismo
de anillos tal que y'on=¢. Ya que y' es un homomorfismo de anillos, se tiene que

v'((@9))=y'((@))y'((1,9)).

Como

v'((a,D)=p@o(1)"'=p@) y v'((1,5))=o(1)p(s)'=o(s) "
se sigue que

v'((a,9)=p@e(1) ' o(Des) '=p@)e(s)'=y((a,s))
Por lo tanto, y es Unico. O

PROPOSICION 1.1.21. Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo en A, n:A—S™A el
homomorfismo natural y p:A—B un homomorfismo de A en un anillo B que satisface:

a) Los elementos de p(S) son unidades en B.

b) Ker(u):={acA | existe teS con ta=0}.

¢) Todo elemento de B puede escribirse como p(a)u(s)”' para acA, seS.

Entonces existe un tnico isomorfismo y:S'A—B tal que yon=p. A

' nlok
DEMOSTRACION

Por la proposicion 1.1.20., existe un unico homomorfimo S'A —— B
y:S"A—B tal que won=p. De c) se sigue directamente que \ es supra- \j

yectiva. Supongase que (a,s) eKer(y) paraacA, seS, entonces y((a,s) )=p(@)u(s)'=0g,
es decir, pu(a)=0; de esta forma, acKer(u). Utilizando b) se tiene que existe teS con ta=0,

luego (a,5)=(0,1) en S™'A. Por lo tanto y es inyectiva. O

Como una aplicacion de la proposicion anterior, se prueba la siguiente

n
OBSERVACION 1.1.22. Sea A un anillo, P un ideal primo A ——> Ap
de A, SSA\P y ¢:A—> A/P el homomorfismo canonico.
Entonces el campo de cocientes del dominio A /P es isomorfo (p’i l(p'
isomorfo al campo residual Ap /PAp, es decir gf (A /P)=Ap/PAp

donde qf(A/P)=S" (A/P) es el campo de cocientes del dominio st (A/P) —> Ap/PAp
entero A/P U}
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DEMOSTRACION

Es claro que §=(p(S) es un sistema multiplicativo en A /P, con S={s+P | seS}.
Definase la funcion pu:A/P—Ap /PAp, w(a+P)=n(a)+PAp, pn esta bien definida porque n
estd bien definida; asi, p es un homomorfismo y el primer diagrama conmuta. Resta
mostrar que p satisface las condiciones de la proposicion 1.1.21..

a) Los elementos de m(S) son unidades en Ap y como n
N(S)NPAp=D, los elementos de ¢'(n(S)) son unidades A —— Ap
en Ap/PAp. Luego, los elementos de p(o(S))=u(S ) son (pi L(p’

unidades en Ap/PAp
A/P ——= Ap/PAp

b) El nucleode ¢' es PAp y el nucleo de pop=¢'on es n’i
n'(PApm(A)) = {acA |sacl para alguna seS}. Asi, v

el nicleo de p es n'(PApAN(A))/I que es precisa- st (A/P)
mente el conjunto {& €(A/P)| existe €S, 5a=0}

c) Finalmente, se tiene que todo elemento de Ap/PAp puede escribirse en la forma
¢ '(m@NS))=e'(n@)e'm(s)y )

=(@@)u(¢(s))”
=n(a+P)u(s+P) ™.

Asi, se concluye que f(A/P)=Ap/PAp. O

Como una consecuencia del teorema 1.1.19., se tiene uno de los resultados
principales en este capitulo, el asi llamado criterio global-local para el nivel de un anillo.

TEOREMA 1.1.23. (Criterio Global-Local) Sea A un anillo. Entonces S(A)=c0 si y solo si
existe un ideal maximal m de A con S(Ap)=c0.

DEMOSTRACION (=)

Por el teorema 1.1.19., se sigue que existe un ideal primo P del anillo A con
s(qf(A/P))=w. Como (f(A/P)=Ap/PAp, entonces S(Ap/PAp)=co. Nuevamente, por el
teorema 1.1.19., se tiene que S(Ap)=. Por el corolario 1.1.17., se sigue que existe un ideal
maximal m de A tal que Pcm. Considérese la localizacion Ay y definase la funcion
¢O:An—Ap; (p([a/s])=®. Claramente ¢ esta bien definida y es un homomorfismo. Como

S(Ap)=00, de la observacion 1.1.8., se sigue que S(Apy)=oo.

(<)

Es la demostracion de la observacion 1.1.9. o

Si A es un dominio entero con campo de cocientes F (=(f(A)), entonces se sabe que
S(F)<s(A); en particular S(A)<wo = S(F)<oo (ver observaciones 1.1.9 y 1.1.10). Pero el
reciproco no es cierto en general, es decir, existen campos de cocientes F de un dominio
entero A con S(F)<wo tal que S(A)=c. Como un ejemplo se tiene el dominio entero
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Ar=R[X; ,...,Xn]/<X12+~~+Xn2> con n>2 del ejemplo 1.1.13. (para n=1; A=[R[X]/<X2> no es
un dominio entero) donde S(Ap)=c0 y sin embargo S(F)<owo (ver ejemplo 1.1.15.). ;Qué

condiciones debe cumplir un anillo A para que se satisfaga S(F)<oo = s(A)< ?. Antes de
responder esto, se demostraran los siguientes

LEMA 1.1.24. Sea A un anillo. Entonces a€A es una unidad de A si y so6lo si para cada
ideal maximal m de A, agm.

DEMOSTRACION
Es inmediata. O

LEMA 1.1.25. A es un anillo local si y sélo si el conjunto de no unidades de A es un ideal
de A.

DEMOSTRACION (=)
Supoéngase que A es un anillo local con ideal maximal m. Por el lema anterior, m es
precisamente el conjunto de no unidades de A.

(<)
Supongase que el conjunto de no unidades de A es un ideal | de A. Como O€l, 0 es
una no unidad de A e | es un ideal propio de A. Por la proposicion 1.1.16., existe al menos

un ideal maximal m de A. Por el lema 1.1.24., m consiste de no unidades de A y mEICA.
Como m es un ideal maximal de A, se tiene que m=I. Luego, todo ideal maximal de A sera
igual a I. De esta forma, A es un anillo local y el tinico ideal maximal de A es precisamente
el conjunto de no unidades de A. o

Se dice que un dominio entero A con campo de cocientes F es un anillo de
valoracion si para cada xeF\{0}, se tiene que XeA o X'€A. Los anillos de valoracién
también son anillos locales, es decir,

LEMA 1.1.26. Sea A un anillo de valoracion con campo de cocientes F=0f(A), entonces A
es un anillo local.

DEMOSTRACION

Sea m el conjunto de no unidades de A, entonces xem si y solo si x=0 o X' ¢A. Si
acA y xem, se tendra que axem (de lo contrario (ax)' €A y x'=a(ax)'€A). Sean X, yem
con x#0, y=0; entonces Xy’ €A oX'yeA. Sixy' €A, entonces x+y=(1+ xy)ye Ancm. Si
x'yeA se tiene que x+yem. por lo tanto m es un ideal y por el lema 1.1.25., A es un anillo
local. O

Para anillos de valoracion se tiene el siguiente

LEMA 1.1.27. Sea A un anillo de valoracion con campo de cocientes F y {Xi,...,Xp} un
subconjunto en A con X;#0 para cadaie{1, 2,...,n}. Entonces existe ipe {1,...,Nn} tal que
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Xi/X €A;paratodoie{l,...,n}.

DEMOSTRACION
Escojase primero a X; para i fija y formese los cocientes X /Xi,..., Xn/Xi, i€ {1,...,n}.
Sean
Xi:{(xj/xi) | (Xj/Xi)eA conje{l,..., n}} y

Yi={(x /%) | (Xj/x)2A conje{l,....,n}}.

Sea iy tal que #(X, )Zmax{#(Xl),...,#(Xn)}T) Se afirma que #(X; )=n(#(X, )zl ya que
le X; . Supongase que #(X; )=k<n, es decir, en F existen Kk cocientes que pertenecen a A 'y
n-k cocientes que no estan en A. Se ordenan los cocientes X/ X » Xo/ X, yeens Xn/ X, de tal

forma que primero aparezcan los k cocientes que estan en A y después los n-k cocientes que
no pertenecen al anillo A. Reindicando, se obtiene que Yi/X ., Yo/X ,....,Yi/ X ,

Y1/ Xi, 5+-+>Yn / X, donde yi, Yz,..., Yk son los numeradores de los k cocientes que estan en A
€ Yke15--+» Yn los numeradores de los n-K cocientes que no estan en A. Como Yiwi/ X, €Ay A
es un anillo de valoracion, se sigue que X /ykr1€A. Asi, Ym /Y1 €A con medl, 2,..., k} ya
que Ym/Yks1=(Ym /X )(X;, Yi+1). Pero tambien Yin/ykn€A; luego #( X, )=k+1 lo cual
contradice la eleccion de k<n. Por lo tanto, se concluye que #(X; )=n, es decir, Xi/ X, ,

Xo/ X 5o Xn/ X, €A D

PROPOSICION 1.1.28. Sea A un anillo de valoracién con campo de cocientes F.
Entonces S(F)=S(A) ya sea que S(F)<oo o S(F)=co.

DEMOSTRACION
Supongase que S(F)<oo, esto significa que

esto es,

con a’=

Ol

p— — n n
T7b*T7;  luego T (-1)= Z_iz . Sioa’= Hfiz , entonces
i i=1

a’ +Z:§i2 =0. Por el lema anterior, se puede suponer (sin perdida de generalidad) que
i=1
ai/ag,...,an/apeA. Asi,

-1=(ar/ag)*+- - +(an/a0)’

" #(Xi) denota el nimero de elementos de X
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Por lo tanto -1 es una suma finita de cuadrados en A, esto significa que, S(A)<S(F). La
igualdad s(F)=S(A), se sigue de 1.1.8. 0 1.1.10.. O

Se observa de la proposicion anterior que S(A)<oo si'y s6lo si S(F)<oo.

Un dominio entero A es un dominio Prufer si para cada ideal maximal m de A, la
localizacién Ap es un anillo de valoracion. Para anillos Prufer se tiene el siguiente

COROLARIO 1.1.29. Sea A un dominio PrlUfer con campo de cocientes F. Entonces
S(A)< siy sélo si S(F)<oo.

DEMOSTRACION (=)
Es directa de las observaciones 1.1.8.y 1.1.10.

(<)

Supoéngase que S(F)<o. Como A es un dominio Prlfer, entonces para cada ideal
maximal m en A, Ap es un anillo de valoracion con campo de cocientes Fp,=(f(An). Por la
proposicion 1.1.28., se tiene que S(Am)=S(Fm). Sea @:A—>Ap, el homomorfismo natural;
dado que S(Fm)<wo para cada ideal maximal m si y so6lo si S(Am)<o, para todo ideal m,
entonces S(A)<cw. O

Sea A un anillo y Py,...,P, ideales primos de A. Una expresion de la forma

PoGEP1& - &P, es una cadena de ideales primos de A. Su longitud se define como el
numero de ideales en la cadena menos 1; y es un entero no negativo o «. La dimensién de
un anillo A, escrita dim(A) se define como el supremo de longitudes de todas las cadenas
de ideales primos de A. Al igual que la longitud de una cadena, la dimension es un nimero
entero no negativo o . También se define la altura de un ideal primo P, denotada ht(P)

como el supremo de las longitudes de cadenas Py&P;& --- &P, de ideales primos de A con
Pn=P. Al igual que la longitud o la dimension, la altura es un nimero entero no negativo o
. Se dice que un anillo A es noetheriano si equivalentemente se satisface que: todo ideal |
de A es finitamente generado, toda familia de ideales de A tiene un elemento maximal (ahi)
(condicién maximal) o toda cadena ascendente de ideales de A es estacionaria (condicidn
de cadena ascendente).”

Sea (A, m) un anillo local noetheriano con campo residual K=A/m. Por la
proposicién A.4. (ver apéndice A), el K-espacio vectorial m/m? tiene dimension finita y en
este caso dim(A)< dimg(m/m?). Los anillos para los cuales se da la igualdad anterior, seran
de importancia aqui, es decir,

DEFINICION 1.1.30. Un anillo local noetheriano (A, m) es un anillo local regular si
dim(A)=dimg(m/m?).

2 La condicién de cadena ascendente establece que si (li)icy s una familia de ideales de A tal que l,cl,c - - - licliic - - - entonces
existe keN tal que ly=ly.; para todo ieN.
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Si (A, m) es un anillo local regular de dimension d, se dice que un sistema regular
de parametros para A es un conjunto de d elementos que generan a m. Para mas
informacion acerca de anillos locales regulares se recomienda consultar el apéndice A. Con
respecto al concepto de nivel de un anillo local regular, se tiene el siguiente

LEMA 1.1.31. Sea (A, m) un dominio entero local regular con campo de cocientes F,
entonces S(A/M)<s(F).

DEMOSTRACION (por induccién sobre dim(A)=d )

Si d=1, por la proposicion A.32., A es un anillo de valoracion discreta, luego A es
un anillo de valoracion de una valoracion discreta v de F. Por 1.1.28., se tiene que
S(A)=s(F) y de 1.1.8., se sigue que S(A/m)<s(A)=s(F). Supongase que d>1 y que el lema es
cierto para todo anillo local regular de dimension < d. Sea {Xi,...,Xq} un sistema regular de
parametros para A. Eligiendo un elemento pe{Xi,...,Xq}, se considera el anillo local

noetheriano A =A/<p> con M =m/<p> su ideal maximal. Por la observacion A.30., A es un
anillo local regular de dimensién d-1 con campo residual A /M =(A/<p>)/(m/<p>)=A/m.
Por la hipotesis de induccién, se tiene que S(A /M )=s(A/m)<s(qf(A/<p>)). Dado que
qf(A/<pP>)=Aps/<p>Aqps (Véase 1.1.22.), htacp-(<p>Aps)=hta(<p>) (ver A.3.) y como <p>
es un ideal primo minimal de si mismo, por el teorema A.21., se sigue que hta(<p>)<I;
luego hta(<p>)=1. Nuevamente por la proposicion A.32., la localizaciéon A, es un anillo
de valoracion discreta y por tanto un anillo de valoracion de una valoracion discreta v del

campo F. Por 1.1.28., se tiene que S(Ap-)=S(F) y de la observacion 1.1.8., se tiene que
S(A/M)<S(Af(A/<P>))=S(A ps/<P>A ps)<S(Aps)=s(F).” o

Se dice que un anillo A es regular si A es noetheriano y las localizaciones Ay de A
en todos los ideales maximales m de A son anillos locales regulares. A continuacion, se
enuncia el ultimo resultado de esta seccion.

TEOREMA 1.1.32. Sea A un dominio regular con campo de cocientes F. Entonces S(A)<oo
siy s6lo si s(F)<eo.

DEMOSTRACION
(=) Ver 1.1.10..

(<)

Sea P un ideal primo de A y considérese el dominio entero A/P. Como
s(F)=s(qf(Ap))<o (ver la nota de pie de pagina) y dado que qf(A/P)z=Ap/PAp (ver
observacion 1.1.22.), por el lema anterior, se tiene que S(Ap /PAp)<s(qf (Ap))<oo. Luego por
el teorema 1.1.19., se sigue que S(A)<c0. O

 Se sabe que si P es un ideal primo de un dominio entero A con F=gf(A) su campo de cocientes y Ap es la localizacion de A en P,
entonces F=qf(Ap).
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1.2. ANILLOS REALES, SEMIREALES Y LOCALES REALES.

En la seccion anterior se comento que existen anillos A para los cuales -1 no puede
ser escrito como la suma de n cuadrados en A, para cualquier neN. Ejemplos de tales
anillos son: Z, Q, R, etc. Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 1.2.1. Un anillo A es semireal si S(A)=c0.

Si | es un ideal de un anillo A, también se puede introducir la nociéon de
semirealidad para I, es decir.

DEFINICION 1.2.2. Sea A un anillo e | un ideal de A. Se dice que | es un ideal semireal
si el anillo A/l es semireal.

En términos de la nocion de semirealidad se pueden rescribir algunos de los
resultados establecidos en la seccion anterior referentes al concepto de nivel. Por ejemplo;
las observaciones 1.1.8., 1.1.9. y 1.1.10. se escriben como:

OBSERVACION 1.2.3. Sean A, B anillos y ¢:A—B un homomorfismo de anillos. Si B es
semireal, entonces A es semireal.

OBSERVACION 1.2.4. Sea A un anillo y S A el anillo de cocientes de A con respecto a
un sistema multiplicativo S en A. Si S"A es semireal, entonces A es semireal.

OBSERVACION 1.2.5. Si A es un anillo con campo de cocientes F y F es semireal,
entonces A es semireal.

También se pueden rescribir los resultados importantes tales como los teoremas
1.1.19. y 1.1.23., proposicion 1.1.28., corolario 1.1.29., lema 1.1.31. y teorema 1.1.32. Por
ejemplo el teorema 1.1.19. se escribe como

TEOREMA 1.2.6. Sea A un anillo. Entonces A es semireal si y solo si existe un ideal
primo P en A con campo de cocientes f(A/P) semireal.

Sea K un subcampo del campo de los nimeros reales, entonces si Xj, Xa,..., Xn€K

n

son tales que Z x” =0 con neN, entonces =0 para cada i€ {1, 2,...,n}. Aquellos anillos
i=1

que satisfacen una propiedad similar seran de gran importancia, es decir.

DEFINICION 1.2.7. Un anillo A es real si siempre que Zaiz =0 con ajeA implica que
i=1

ai=0 paracadaie{l,2,...,n}.

EJEMPLO 1.2.8. Los anillos Z, Q y R son anillos reales.
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Un ejemplo interesante de un anillo real viene dado por el siguiente

EJEMPLO 1.2.9. El anillo Z. - es un anillo real.
En efecto, sea

Z.p>={(m,n) [meZ,neZ\<p>y (p,n=1}
Si

(ml’nl)z +(m29n2)2 +---+(mk,nk)2 :(091)

con My, My,..., MeZ; Ny, Ny,..., ke Z\< p >, entonces

(mlz,n12)+(m22,n22)+"'+(mk2,ﬂk2):(0,1)

2,42 2 2 2 2 2,2 2 2,42 2
n,”---n +n"m,---n"+---+n"n"---m7,n°n,”---n, ") =(0,1)

(MiNy- -+ N> H(NMy - N> H(Ny Ny - My)*=0.

(m,

Como miny -+ Ny, NjMy -+ Ny,..., NiNy--- MeZ, se sigue que

miny--- k=0 = p/mn,--- Ny = p/m,
nim;--- k=0 = p/nimy--- nx = p/m,

niny---M=0 = p/niny --- M = p/my

De esto ultimo se obtiene que mje< p > para cada i€ {l, 2,...,k}. Por lo tanto Z. - es un
anillo real. O

Se sabe que si A es un dominio entero y be A\{0}, entonces A[b"'] es un anillo
(A[b"] es la interseccion de todos los anillos que contienen a A y b™). Sus elementos son de

n
la forma g= Z:aib_l . Si A es real, se tiene el siguiente
i=1

EJEMPLO 1.2.10. Si A es un dominio entero real, entonces el anillo A[b™] con be A\{0}

n

J - -
es real. En efecto, sean Py,...,PneA[b™] elementos arbitrarios, entonces P, =Z:ai’b_I ;
i=0

nj ) .
j=1,....m puede escribirse como PJ.=(Z:ai‘bnj_I b™. Si ZP.Z:O, entonces
i=0

i[(i aijbnri)trnj ]2 sz: (i a'b" 7i)2b72nj =0 . De esto se sigue que
=1 i=0 j=1 =0

I=1 j=1 i=0

j=1 =0 ks j k= j



17

Como Zm:(iaijbnifi)zﬁbznk €A y A es real, se obtiene que Zj:aijbn"*ilm[b”k =0 para

j=1 =0 k#j i=0 k# j

m
cada j=1,..., m. Dado que l_Ib”k # 0 para cada j, k=1,..., my A es un dominio entero se
k+# j

sigue que Z:ai"bn“i =0 para cada j=1,...,m. Por tanto, A[b™'] es un anillo real. o
i=0

El anillo Z, con peZ un niimero primo no es un anillo real ya que 0=1%+---+1* (p
sumandos). En forma similar (como se ha definido el concepto de ideal semireal) se puede
introducir el concepto de ideal real para ideales de anillos, es decir;

DEFINICION 1.2.11. Sea A un anillo e | un ideal de A. Se dice que | es un ideal real si
A/l es un anillo real.

OBSERVACION 1.2.12. Si A es un anillo real, entonces A es semireal.

DEMOSTRACION

n
Supoéngase que A es un anillo que no es semireal, entonces -1=Z:ai2 con gjeA,
i=1

n

ie{l, 2,...,n}; luego Zai2+12=0. Como A es real, se obtiene que 1=0, lo cual es una
i=1

contradiccion. O

El reciproco de la observacion 1.2.12. no es valido en general. Un ejemplo de un
anillo que es semireal pero no es real viene dado por

A=R[X1,..., Xn]/ <X+ +Xp >

En efecto, del ejemplo 1.1.13., se sigue que A es un anillo semireal pero A no es real
porque X2+ X, 2=0 y sin embargo Xj=0 para toda ie {1, 2,...,n}.

OBSERVACION 1.2.13. Si A es un campo, entonces los conceptos de realidad y
semirealidad son equivalentes.

DEMOSTRACION (=)

Supongase que existe Zaiz =0 con ajeA, ie{l, 2,...,n} no todos cero, por ejemplo
i=1

n n

a;#0. Entonces -a12=Z:ai2 .Como A es un campo, se sigue que -1=Z:(ai /a,)* pero esto
=) i=2

ultimo es una contradiccion al hecho de que A es un campo semireal.
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(=)

La condicion suficiente es un caso particular de la observacion 1.2.12. o

Es interesante subrayar que segin la observacion 1.2.13., resultados tales como;
teorema 1.1.19., proposicion 1.1.28., corolario 1.1.29., etc. pueden rescribirse en términos
del concepto de realidad. Por ejemplo el teorema 1.1.19., se escribe como:

TEOREMA 1.2.14. Sea A un anillo. Entonces A es semireal si y so6lo si existe un ideal
primo P de A tal que F=qf(A /P) es un campo real.

En el caso de ideales de anillos, se tienen los siguientes tres resultados.

OBSERVACION 1.2.15. Sea A un anillo y m un ideal maximal de A, entonces los
conceptos de ideal real e ideal semireal son equivalentes.

DEMOSTRACION
La equivalencia se sigue directamente de la observacion 1.2.13. O

OBSERVACION 1.2.16. Sea A un anillo e | un ideal de A. Si | es real, entonces | es
semireal.

DEMOSTRACION
Se sigue directamente de la observacion 1.2.12. o

OBSERVACION 1.2.17. Sean A, B anillos y ¢:A—B un homomorfismo inyectivo de
anillos. Si B es un anillo real, entonces A es un anillo real.

DEMOSTRACION

n
Supoéngase que A no es un anillo real, esto significa que existe Zaiz =0 con gjeA,
i=1
ie{l, 2,...,n} donde al menos una de las a; es diferente de cero; por ejemplo a;=0.

Entonces Z:(p(ai)2 =0y o¢(a;)=0; esto ultimo contradice el hecho de que B sea un anillo
i=1

real. O

OBSERVACION 1.2.18. Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo en A y S"A el anillo
de cocientes de A con respecto a S. Si A es un anillo real, entonces S™ A es un anillo real.

DEMOSTRACION
Supongase que

(a1,51)2 +(a2a52)2 +"'+(an,5n)2 :(0:1)

es una suma de cuadrados en S'IA, con aieA, sjeS, ie{l,2,...,n}. Entonces
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a’,s°)+(a,%,s,°) +-+(a’,s,)=(0,1)

n >%n

de esto se sigue

2 2...5n2 +512a22...sn2 +...+312522 ...anz’slzszz...snz) =(0,1)

(a’s,

(b2 +b2+---+b 2 s*)=(0,1)

con bj=$;S---@j*--Spy 32:1_[ s> . Esto tltimo significa que existe un elemento t en S tal que
i=1

t?’(b°+b’ +--+b ) =0y (thy)*+--- +(tby)*=0. Como A es un anillo real, th=0 para toda
ie{1,2,...,n}, esto significa que thi=0 si y solo si tS;sp---aj---S=0 si y solo si
(a,s)=(0,1).o

1251

Para anillos semireales e ideales de estos anillos, se tienen las siguientes
propiedades.

TEOREMA 1.2.19. Sea A un anillo, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1° A es un anillo semireal.
2© A tiene un ideal semireal.
39 A tiene un ideal real.
4© A tiene un ideal primo semireal.
59 A tiene un ideal primo real.
6° A tiene un ideal primo P tal que la localizacion Ap es un anillo semireal.
7° A tiene un ideal maximal m tal que la localizacién Ay, es un anillo semireal.
89 Existe un anillo de cocientes de A que es semireal.
9° Existe un homomorfismo @:A—F con F un campo real.

DEMOSTRACION

(19)=(2°)

El ideal cero {0} es el ideal semireal de A (A=A /{0}, p:A—A/{0}, p(a)=a+{0} es
un isomorfismo).

(2°)=(19)
Si A tiene un ideal | semireal, entonces A/l es un anillo semireal. Sea ¢p:A—A/I,

¢(a)=a, con acA y ¢ el homomorfismo natural. Por la observacion 1.2.3., se concluye que
A es un anillo semireal.

(19)=(5°)
Que A sea un anillo semireal, por el teorema 1.1.19., serd equivalente a: existe un
ideal primo P de A tal que el campo de cocientes gf (A/P) es real. Sea y:A /P—qf(A/P);

y(a)=(a,1); y esta bien definido y es un homomorfismo inyectivo. Por la observacion
1.2.17., se sigue que A/P es un anillo real y por definicion P es un ideal real.
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(5°9)=(3°)
Si A tiene un ideal primo real P, entonces A tiene un ideal propio real P.

(3°)=(29)
Si A tiene un ideal propio | que es real, entonces | es un ideal semireal.

(1°) = (89)
Sea S={1}; es claro que S es un sistema multiplicativo en A. Ahora, sea
S’lA:{(a,l)| acA}. STA=A con ¢:A—>STA; ¢(a)=(a,1) el homomorfismo natural;

. ., . . -1
claramente ¢ es una biyecciéon. Como A es un anillo semireal, se concluye que S™ A es un
anillo semireal.

(8°) = (1°)
Es la demostracion de la observacion 1.2.4.

(5°) = (49)
Se sigue de la definicion.

(4°) = (29)
Sea P en A un ideal primo semireal, entonces A tiene un ideal semireal.

(7°) = (6°)
Como m es un ideal maximal de A esto significa que A tiene un ideal primo m tal
que la localizacion A, es semireal.

(6°) = (1)
Sea @:A—>Ap, ¢(a)=(a,1) el homomorfismo natural. Por la observacion 1.2.4., se
sigue el resultado, es decir, A es un anillo semireal.

(5°)=(7°)
Se sabe que si A tiene un ideal primo real, entonces A es un anillo semireal (ya que
(5°) = (19) ). Por el criterio Global-Local se sigue que Apy es semireal.

(5°) = (9°)
Sea P un ideal primo de A y F=qf(A/P) el campo de cocientes del dominio entero
A/P. Sea y:A/P—qf(A/P); w(a)=(a,1). La aplicacion y estd bien f

definida y es un homomorfismo de anillos. Sea; ¢ :A — A/P; p(a)=a+P A——>F
el homomorfismo candnico, entonces f: A — F; f(a)=(a,1) esta bien

definida, y es un homomorfismo ya que ¢ y y lo son. Como P es un ideal ¢ Y
real, esto es equivalente a A/P es un anillo real, por la observacion 1.2.18.,
se sigue que F es real.

A/P
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(9°9)=(5°)

Sea f:A—F, con F un campo real. Por el primer teorema del homomorfismo existe
un homomorfismo inyectivo f :A/Ker(f )>F; f (a+Ker(f ))=f(a) y Ker(f) es primo para
cada aeA. Entonces por la observacion 1.2.17, A/Ker(f ) es un anillo real. Esto ultimo
significa que Ker(f ) es un ideal primo real. o f

A—>F

Si A es un anillo y m es un ideal maximal de A, entonces m es un

ideal primo de A; luego se tiene la siguiente [0) f

OBSERVACION 1.2.20. Si un anillo A tiene un ideal maximal real,
entonces A tiene un ideal primo real. o A/Ker(f)

Se observa que, si A tiene un ideal primo real, en general A no necesariamente tiene
un ideal maximal real. Por ejemplo, Z tiene un ideal primo real, el ideal 0Z. Pero todos sus
ideales maximales no son reales”, 2Z es un ideal maximal de Z que no es real

(Z2/22=22={0 , 1} no es real ).
A continuacion se dan dos resultados que se desprenden del teorema 1.2.19.

COROLARIO 1.2.21. Sea A un dominio Prifer con campo de cocientes F. Entonces las
afirmaciones (1°) a (99) del teorema 1.2.19. son equivalentes a

10° A es un anillo real.

11° F es un campo real.

DEMOSTRACION (1°)= (11°)
La demostracion se sigue directamente del corolario 1.1.29. y de la observacion
1.2.13..

(11°) = (10°)
Sea @:A—F; o¢(a)=(a,1) el homomorfismo natural inyecto. Por la observacion
1.2.17., se sigue que A es un anillo real.

(10°) = (1°)
Esta es la demostracion de la observacion 1.2.12.. o

COROLARIO 1.2.22. Sea A un dominio regular con campo de cocientes F. Entonces las
afirmaciones (1°) a (9°) del teorema 1.2.19. son equivalentes a

10°" A es un anillo real.
11°" F es un campo real

DEMOSTRACION (1°) = (11°)
La demostracion se sigue directamente del teorema 1.1.32. y de la observacion

" Los ideales maximales de Z son de la forma pZ con p primo (p>2).
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1.2.13.. Las demostraciones de (11°") = (10°") y (10°") = (1°) son similares a las
demostraciones de (11°) = (10°) y (10°) = (1°) del corolario anterior. O

Se recuerda que si A es un anillo ¢ | un ideal de A, el radical de | escrito rada(l ) es
el conjunto rads(l ):={acA | existe n(a)eN con a"®el }. El conjunto rads(l ) es un ideal
de A que contiene a I. De hecho el radical de | es la interseccion de todos los ideales primos
que contienen a |, esto es;

OBSERVACION 1.2.23. Sea A un anillo e | un ideal de A. Entonces el radical de 1, escrito
rada(l ) es la interseccion de todos los ideales primos de A que contienen a |.

DEMOSTRACION

Sea acrada(l ) y P un ideal primo de A que contiene a |. Entonces existe n(a)e N
tal que a"@elcP. Como P es un ideal primo y acP; se tiene que rada(l YcnP, donde IP.
Ahora, sea benP (con IcP) y supéngase que berada(l ). Sea S={b™ | meNU{0}}.
Claramente S es un conjunto multiplicativamente cerrado en A e INS=. Por Ia
proposicion 1.1.18., existe un ideal primo P’ de A tal que IcP’' y P'mS=J. Entonces
beP’'nS= pero esto no es posible. Luego, "Pcrada(l ) donde IcP. o

En el caso particular en que | es el ideal cero de A, se tiene que
rada(0)={acA | existe n(a)eN con a"@=0}.

rada(0) se denomina nilradical de A, (escrito nil(A)). El conjunto nil(A) es un ideal de A y
es la interseccion de todos los ideales primos de A. Cuando nil(A)=0 se dice que A es un

anillo reducido. Sea A un anillo y considérese el conjunto £ de todos los ideales primos de
A que contienen a un ideal |. Por el corolario 1.1.17., se sigue que §#<. Ordenando
parcialmente a  por la inclusion inversa [es decir, si Pj, P, entonces P;<P, si y sdlo si
P1oP;] y utilizando lema de Zorn, se tiene un elemento maximal de (£, D) que es

justamente un elemento minimal de (§, <). Tal elemento se denomina ideal primo
minimal de I. Los ideales primos minimales del ideal cero son llamados ideales primos
minimales de A.

PROPOSICION 1.2.24. Sea A un anillo e | un ideal de A. Entonces existe al menos un
ideal primo minimal de I.

DEMOSTRACION
Sea A un subconjunto no vacio totalmente ordenado de P con respecto al anterior

orden parcial. Sea A:= ﬂ P, A es un ideal propio de A ya que A#J; se tiene que probar

PeA
que A es un ideal primo de A. En efecto, sean agA y be A tal que abeA; por demostrar que
beA. Sean P, P’e A con agP’. Como A esta totalmente ordenado, se tiene que P'cP o

PcP'. Si P'cP, se sigue que abeP’ y agP’ lo que significa que beP'cP. Si PcP’, entonces
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agP y abeP, asi beP. En ambos casos, como P es un elemento arbitrario de A, se sigue
que beA. Por lo tanto A es un ideal primo de A; luego APy es una cota superior de A en
(P, D). Por el lema de Zorn, el conjunto (P, D) tiene al menos un elemento maximal y el
conjunto (P, <) tiene al menos un elemento minimal. Por lo tanto, existe al menos un ideal

primo minimal de I. O

De este resultado se obtiene que si | y P con P2l son ideales de un anillo A con P

ideal primo, entonces existe un ideal primo minimal P’ de | tal que ISP'&P.

OBSERVACION.1.2.25. Sea A un anillo ¢ | un ideal de A, entonces rada(l) es la
interseccion de todos los ideales primos minimales de I.

DEMOSTRACION
Por 1.2.23., bastara probar que N"P=nP donde (1 )={P |P2l ideal primo de A} y

Pep(l) Pem()

m(l) = {P |P ideal primo minimal de | }. Como mM(l )cfp(l), se sigue que NPcNP.
Pep() Pem)

Reciprocamente, sea Xxe NP tal que x¢P, P ideal primo de A que contiene a |. Entonces por
Pem(l)

1.2.24., existe un ideal primo minimal P’ de | con ISP'¢P, luego x¢P’ pero esto tltimo es
una contradiccion. O

OBSERVACION.1.2.26. Sean | y P con Pl ideales de un anillo A donde P es un ideal

primo. Si P’ es un ideal primo minimal de | con P'SP y P es semireal, entonces P’ es
semireal.

DEMOSTRACION

Como P'&P, existe un homomorfismo ¢@:A/P'—>A/P; ¢(a+P")=a+P. El resultado se
sigue de la observacion 1.1.8.. o

LEMA 1.2.27. Un anillo A es real si y solo si nil(A)=0 y todo ideal primo minimal de A es
real.

DEMOSTRACION (=)

Supdngase que nil(A)#0, entonces existe al menos un elemento acA\{0} con
a"®=0. Como A es real, se tiene que a=0; pero esto no puede ser posible. Por lo tanto
nil(A)=0. Sea P un ideal primo minimal de A y Ap la localizacion de A en P. Considérese

el homomorfismo natural ¢:A—Ap; @(a)=(a,1). Si A es un anillo real, se sigue que Ap es
un anillo real (ver la observacion 1.2.18.). Como PAp es el unico ideal maximal de Ap, con
la inclusion inversa, se tiene que PAp es el unico ideal primo minimal de Ap, esto es,
nil(Ap)=NP=PAp con P ideal primo de A. Dado que nil(Ap)=0 se sigue que PAp=0y
Ap /PAp=Ap. Dado que Ap/PAp=qf(A/P), se sigue que gf(A/P)=Ap. Asi gf(A/P) es un
campo real y A/P es un anillo real. Por lo tanto P es un ideal primo real.
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(=)

Sea P un ideal primo minimal de A y ajeA, i=1,...,n tal que Zaf =0, entonces
i=1

Zaiz €eP. Ya que P es real, se sigue que ajeP para cada ie{1,2,...,n}, entonces aje P
i=1

con P ideal primo minimal de A. Como nil(A)=0 y nil(A)=nP=0, P ideal primo minimal de
A (ver observacion 1.2.25.), se sigue que a;=0 para toda i€ {1,2,...,n}. Por lo tanto A es un
anillo real. O

El producto directo de anillos []ic;Aj con las operaciones de suma y multiplicacion
por componentes es un anillo; y si los A;j son anillos reales, entonces el producto directo
[TiciAi es un anillo real. Sin embargo, en general el producto directo de campos [ [i<Fi no es
un campo (existen elementos no cero que no son unidades en [iciFj). Sea A un anillo real y
(Pi)ic1 la familia de ideales primos minimales de A. Si (Fj)ic; con Fi=qf(A/P;) es una familia
de campos, entonces se tiene

TEOREMA 1.2.28. Un anillo A es real si y solo si A puede ser encajado en un producto
directo de campos reales.

DEMOSTRACION (=)
Por el lema 1.2.27., los ideales primos minimales P; de A para cada i<l son ideales
reales y los campos de cocientes Fi=qf(A/P;) para toda i<l son reales. Sea ¢: A—>[[iciFi;

a—( (g ,1))ic1 el homomorfismo obvio. Es claro que Ker(¢)=niciP;i, P; ideal primo minimal

de A, como A es un anillo real, nil(A)=0 y Ker(p)=0. Luego ¢ es inyectivo y encaja el
anillo A en el producto directo [ [ic;F; de campos reales.

(<)
Como cada Fj, iel es un campo real, se tiene que []ic(Fi es un anillo real; por la
observacion 1.2.17., se sigue que A es real. O

Si un anillo A es real, entonces A es un anillo semireal. Pareciera que el lema
1.2.27. es valido si en vez de la palabra real se escribiera la palabra semireal. Pero se puede
ver que la afirmacion:

Un anillo A es semireal si y sélo si nil(A)=0y todo ideal primo minimal es semireal
es falsa en general. Por ejemplo el anillo R[x]/<x*> es semireal (ver ejemplo 1.1.13.) pero
nil(R[x]/<x*>)=0. Sin embargo se puede enunciar un resultado acerca de anillos semireales
e ideales primos minimales semireales.

PROPOSICION 1.2.29. Un anillo A es semireal si y solo si uno de sus ideales primos
minimales es semireal.

DEMOSTRACION
Si A es un anillo semireal esto sera equivalente a: A tiene un ideal primo P
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semireal (ver teorema 1.2.19.). Por la proposicion 1.2.24., P tiene un ideal primo minimal
Po, y por la observacion 1.2.26., se sigue que Py es un ideal semireal. O

Sea (A, m) un anillo local y F=A/m su campo residual. En general F no es un
campo real. Aquellos anillos locales (A , m) cuyo campo residual es un campo real seran de
importancia aqui, es decir,

DEFINICION 1.2.30. Se dice que un anillo local (A , m) es un anillo local real si el ideal
maximal m es real o equivalentemente si el campo residual es real.

Si un anillo local (A , m) es semireal o real, entonces no necesariamente es un anillo
local real. Por ejemplo, la localizacion Z. , .={(m,n) | meZ, neZ\< p>y (p, n)=1} (ver
ejemplo 1.2.9.) es un anillo real y por consiguiente semireal, pero Z. -~ no es un anillo
local real ya que el ideal < p > no es maximal para todo entero primo p. También, no todo
anillo local real (A , m) es un anillo real. Un ejemplo de esto es la localizacion A_

K>
que es un anillo local real ya que el ideal maximal <X,...,X > es real; donde
A=R[X ,...,Xn]/<X12+---+Xn2>, Este anillo no es real ya que si le +---+Yn2 =0 se tendra

que X #0 paratodaie{l,...,n}.

OBSERVACION 1.2.31. Si (A, m) es un anillo local real, entonces (A , m) es un anillo
semireal.

DEMOSTRACION

Sea :A—A/m el homomorfismo natural con m el ideal maximal de (A , m). Como
A/m es un campo real, se sigue que también es semireal. Luego (A , m) es un anillo
semireal. O

Si (A, m) es un anillo local real, ;bajo qué condiciones (A , m) es un anillo real?
Esto lo contesta las siguientes

OBSERVACION 1.2.32. Si (A, m) es un anillo de valoracién local real con campo de
cocientes F, entonces (A , m) es real.

DEMOSTRACION

Como (A , m) es un anillo local real, se sigue que (A , m) es semireal y como es de
valoracion, se tiene de 1.1.28., que F es real (A semireal <> F real). Sea ¢p:A—F el
homomorfismo inyectivo. Por 1.2.17., se sigue que (A , m) es real. O

OBSERVACION 1.2.33. Si (A, m) es un anillo local regular que es local real con campo
de cocientes F, entonces (A , m) es real.

DEMOSTRACION
De 1.1.31., se tiene que S(A/m)<s(F). Como (A , m) es un anillo local real, se sigue
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que A/m es semireal y F es semireal; asi, F es un campo real. Sea ¢:A—F el homomorfismo
inyectivo. Por 1.2.17., se sigue que (A , m) es real. O

OBSERVACION 1.2.34. Si (A, m) es un anillo Priifer local real con campo de cocientes
F, entonces (A , m) es real.

DEMOSTRACION
Que (A, m) sea un anillo local real, significa que (A , m) es semireal. Por el teorema
1.1.32., se sigue que (A, m) es real. O

Para terminar este capitulo se tiene el siguiente

LEMA 1.2.35. Sea (A , m) un anillo de valoracion local real con campo de cocientes F y

ai,...,aneF. Si Z:ai2 €(A , m), entonces aje(A , m) para cadaie{l,...,n}.
i=1

DEMOSTRACION
Del lema 1.1.27., se puede suponer sin perdida de generalidad que a;/a;€A para

n n
cada ie{l,2,...,n}, entonces Z:(ai /a;)*€A. Por otro lado, como Zaiz €A, se sigue que
i=1 i=1

aIZZ(ai /a;)*eA. Como A es un anillo real (ver proposicion 1.2.32.), se tiene que

i=l

Z:(ai /a;)*#0 pues si Z:(ai /a;)*=0, se tendria que 1+Z(ai /a;)*=0 y 1=0 lo cual no puede

i=1 i=1 i=2

ser posible. Se afirma que Z(ai /a;)* es una unidad en A. En efecto, si Z:(ai /a;)* no fuera
i=1 i=1

n
una unidad en A, se tendria que Z:(ai /a;)’em, es decir, 1+(ay/a;)*+---+(an/a;)*em pero
i=1
esto significa que -1=(ay/a;)*+--- +(@n /a;)* lo cual no es posible ya que F es un campo real;
n n n
asi, Z(ai /a;)* es una unidad en A. Sea a12=[alzz:(ai /al)z][(Z(ai /a;1)?)']eA, entonces
i=1 i=l i=1
a;’eA. Si ajeA perfecto, si no, a;leA y a’a; '=a, eA. Ahora, supdngase que aj/a,eA
para toda ie{l, 2,...,n}. Repitiendo la demostracion, se obtiene que a,€A. Siguiendo con
este proceso, es decir, tomando a;/a;eA para je{l, 2,...,n}, se tiene que ai€A para toda
ie{l,2,...,n}.0
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2. LA TEORIA DE ARTIN-SCHREIER.

INTRODUCCION.

En este capitulo se exponen algunos resultados de la teoria de Artin-Schreier para
campos. (La teoria de campos ordenados tiene su origen en los trabajos de Artin y Schreier
desarrollada en la primera mitad del siglo pasado, ellos descubrieron la conexién entre las
nociones de campo ordenado y campo real; un campo es ordenado si y solo si es real). Se
introducen los conceptos de clase pre-positiva (preorden) y clase positiva (orden) para un
campo dado, y se proporcionan algunas de sus propiedades: por ejemplo el teorema clasico
de Artin y Schreier. A continuacion, se establece la teoria de Artin-Schreier para anillos;
esta teoria fue desarrollada a partir de los afios 70. Ella es, “similar” a la teoria de Artin-
Schreier para campos. Se establecen las nociones de clase pre-positiva y clase positiva para
anillos, y entre sus propiedades se da la generalizacién del teorema clasico de Artin y
Schreier. Finalmente se introduce la nocidon de espectro real (espacio de 6rdenes) para
anillos a partir de la dada para campos. En esta seccidon, un orden ya no es considerado
como un subconjunto de un campo o de un anillo si no mas bien como un elemento de un
cierto espacio topologico (espacio de Harrison) y los elementos del campo o del anillo
como las funciones sobre este espacio. Aqui, al igual que en el capitulo 1, la palabra anillo
significa anillo conmutativo con unitario y homomorfismo significa homomorfismo de
anillos que lleva 1 a 1.

2.1. CAMPOS ORDENADOS.

DEFINICION 2.1.1. Sea K un campo. Una relacion binaria < en K es una relacion de
orden de K si < satisface que para X, y y Z elementos arbitrarios en K.

) XX

il) siXx<yy y<x, entonces X=Y.

iii) si x<yy y<z, entonces X<z.

IV) X<y o y<X.

V) si X<y, entonces X+Z<y+7.

vi) si 0<x y 0<y, entonces 0<Xy.

El par (K , <) se denomina campo ordenado.

EJEMPLO 2.1.2. Q y R con sus relaciones de 6érdenes usuales son campos ordenados.

Se recuerda que si K es un campo, la funcion ¢:Z — K, n— n-1 (n-1=1+1+---+1,

(n veces)) es un homomorfismo cuya imagen se denomina subcampo primo de K; su
nucleo es un ideal mZ para un Gnico m>0 llamado caracteristica de K y denotado por
car(K). La caracteristica de un campo es cero o un numero primo. En el caso de campos
ordenados se tiene la siguiente



28

OBSERVACION 2.1.3. Todo campo ordenado es de caracteristica cero.

DEMOSTRACION
Supdngase que K es un campo ordenado de caracteristica p£0. Si XxeK con x>0 y
x#0, entonces 0=px=x+---+x>0 lo cual no es posible. O

DEFINICION 2.1.4. Sea K un campo. Un subconjunto T en K es una clase pre-positiva
de la relacion de orden < en K si

1°) T+TCT.

2°) T-TcT.

3°)  KcT.

4°)  _1eT.

Donde T+T={t+s | t, seT}, T-T={ts | t, seT} y K’={x* | xeK}.

n
El conjunto YK?:={ Z x> [xieK} de sumas finitas de cuadrados en un campo K
i=1

satisface 1°), 2°) y 3°) de la definicion 2.1.4., pero en general no satisface 4°), esto es, YK
no es una clase pre-positiva en K; por ejemplo si K es igual a C. De 1°) y 3°) de la
definicién 2.1.4., se sigue que YK esta contenido en toda clase pre-positiva de K. En el
caso en que K es un campo real, YK es siempre una clase pre-positiva de K.

EJEMPLO 2.1.5. El conjunto T={x€R|0<Xx} es una clase pre-positiva en R.
Se observa que T en el ejemplo anterior, satisface TU-T=R con -T={-xeR | xeT}.
Aquellas clases pre-positivas en K que satisfagan T\U-T=K serdn de importancia aqui, es

decir,

DEFINICION 2.1.6. Sea K un campo. Una clase pre-positiva T en K es una clase positiva
de la relaciéon de orden < en K si
5°) TU-T=K.

EJEMPLO 2.1.7. Sea K un campo ordenado, entonces el conjunto T={xeK|0<x} es una
clase positiva de la relacion de orden < en K.

EJEMPLO 2.1.8. Considérese el campo cuadratico Q(\/E ) cuyos elementos son de la
forma a+b~/2 con a, beQ, entonces los conjuntos:

T={r+s+/2 | 20y r’>2s% 0 520 y 25>’} y T'={r+s+/2 | r=0 y r’>25% 0 5<0 y 25’>r}

son clases positivas de la relacion de orden < en Q(JE ).
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Como existen Unicamente dos formas de encajar Q(ﬁ ) en R, (se consideran los
homomorfismos de Q-algebras ¢ : Q(\/E)—)lR; a+b+2 > a+b2 y Y Q(\/E)—)lR;

a+bh+/2 > a-b+/2 ) existen entonces dos formas de ordenar a Q(ﬁ ). Luego se tiene que T

y T' del ejemplo anterior, son las unicas clases positivas de la relacion de orden < en

Q(V2).

De las definiciones 2.1.4. y 2.1.6., se sigue directamente que toda clase positiva T
de una relacion de orden < en un campo K es una clase pre-positiva de < en K. El reciproco
de esta observacion es falso en general; un ejemplo de una clase pre-positiva que no es una
clase positiva, viene dado como: Considérese el campo Q(\/E ) del ejemplo 2.1.8.. Se sabe
que Q es un campo real y es facil verificar que Q(ﬁ ) también es un campo real ",
entonces ZQ(\/E )* es una clase pre-positiva en Q(JE ). Como Q(ﬁ ) tiene unicamente
dos clases positivas T y T’ (ver ejemplo 2.1.8.) y ninguna de ellas es ZQ(\/E )%, se sigue
que ZQ(\/E )* no es una clase positiva de la relacion de orden < en Q( V2 )P

OBSERVACION 2.1.9. Sea K un campo, entonces T es una clase positiva de una relacion
de orden < en K si

1°) T+TcT.

2°) T-TcT.

3°) Tn-T={0}.

5°) Tu-T=K.

DEMOSTRACION

Supoéngase que T-T#{0}, entonces existen elementos t;, t,eT tal que t;=-t, con
t,20. Como 1/L,eK y (1/t)*eT, se sigue que -1=ti/t=tit(1/h) e T; pero esto ultimo
contradice 4°) de la definicion 2.1.4.. Reciprocamente, supongase que -1€T. Como 1€T,
entonces -1e-T, esto significa que -1€ TN-T={0} lo cual no es posible; asi, -1¢T. Por otro
lado, si, xeK entonces XeT o -xeT, luego X =XX=(-X)(-X) €T y K’cT. o

Sea K un campo ordenado. Si T es una clase positiva en K, T tiene asociada una
relacion de orden <t en K definida como:

X<ty < y-XeT, para x, yeK.

Dada una relacion de orden <t en K asociada a la clase positiva T en K, se tienen las
siguientes equivalencias

1) 0<x<xeT.

2) x<10 < xe-T.

3) O0<X < 051Xy x#70 < xe-T.

4) x<10 © x<10 y X£10 < xeT.

4 Aplicando la observacién 1.2.17. al homomorfismo inyectivo :Q( +/2 )R a+b /2 > a+b+/2 se obtiene el resultado.

D3 cQ(V2 ) pero V2 £ TQ(W2)2U - ZQ(W2Y L luego TQ(W2Y U - EQ(2) $Q(V2 ).
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5) X=0 < 0<Xy X<10 < XeT y Xe-T < xeTn-T.
Asi, para todo elemento XeK, una y s6lo una de las siguientes relaciones se cumple
i) xgT o ii) xeTN-T o iii) xg-T

De lo anterior, se observa que existe una relacion estrecha entre ambos conceptos,
esto significa que, se puede trabajar con clases positivas sin hacer mencion explicita de la
relacion de orden asociada y viceversa. De esto y abusando del lenguaje, de aqui en
adelante, en vez de llamar al conjunto T una clase positiva de la relacion de orden <r en K,
simplemente se dird que T es un orden en K y se omitird mencionar a la relacion de orden
<r1. En el caso de clases pre-positivas, ellas seran denominadas preordenes.

Algunas veces serd mas conveniente excluir el cero de un orden T; el conjunto asi
obtenido se denomina orden reducido y se escribe T=T\{0}. Es facil verificar que
T+TcT
T-TcT
TAT=0
Tu-T=K

0 equivalentemente
T+TcT
T-TcT
K’cT
1eT
Tu-T=K

donde
K =K\{0}.

Reciprocamente, si S& K satisface
S+ScS.
S-ScS.
SN-S=.
SU-S=K .

o equivalentemente
S+ScS.
S-ScS.
K> cS.
-1¢S
SU-S=K
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entonces SU{0} define un orden T en K con T=S.

OBSERVACION 2.1.10. Sea K un campo y T un preorden en K, entonces i) 0€T, ii) 1T,
i) a'eT para cadaac T.

DEMOSTRACION
Unicamente se probaré la afirmacion. iii) Sea ac T, a”' €K, entonces (')’ eK’cT.
Luego a'=a(@')*eT. o

Sea Ty un preorden en un campo K y considérese la familia & de todos los

preordenes T en K que contienen a Ty, como ToeF, F=D. Ordenando a F con la inclusion
c, se observa que (F , ©) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea F un conjunto no

vacio totalmente ordenado de F y T=UT con TeF. Claramente T es un preorden en K que

contiene a To.” T También es una cota superior de F en &F. Por el lema de Zorn, el conjunto

parcialmente ordenado (F , <) tiene al menos un elemento maximal. Tales elementos
maximales se denominan predrdenes maximales en K. De manera similar se define orden
maximal. Para preérdenes maximales se tiene la siguiente

PROPOSICION 2.1.11. Sea K un campo y T un preorden en K. Entonces T es un orden en
K siy s6lo si T es un preorden maximal en K.

DEMOSTRACION (=)
Supongase que T es un preorden en K que no es maximal, esto significa que existe

un preorden T’ en K, tal que TET'EK. Sea xeT’ con xgT, entonces -XeT y -xeT’ con
—x#0. Luego X' €T’y -1=x(-x")e T’ lo cual es una contradiccion.

(<)

De acuerdo a 2.1.6., bastara probar que TU-T=K. Supoéngase que TU-TEK y sea
XoeK tal que Xog TU-T. Definase T'=T+TX, con TX¢={tXo| teT}; como T’ no es un orden en
K, entonces para XoeK, existen S,teT tal que -1=t+SX( y -SXo=1+t. De esto, se sigue que
-sXpeT; pero s(-Xo)e T significa que -Xo€ T, es decir, Xoe-T lo cual es una contradiccion. O

De 2.1.11., se obtiene que los predrdenes maximales y los drdenes en un campo K
son el mismo objeto. Sin embargo, como no todo preorden en un campo K es un orden en
K; se tiene la siguiente

PROPOSICION 2.1.12. Sea K un campo, entonces todo preorden en K esta contenido en
un orden en K.

2 Sean X, yeT , entonces existen al menos dos predrdenes Ty, T, en F tal que xeT; y ye T, Dado que T\ T, o T,&T; se tiene que
X, YeT; o X, yeT,. Como T, y T, son predrdenes en K, entonces x+yeT; o Xx+yeT,, también xyeT, o XyeT,; asi, x+yeT y XyeT . Ahora,

sea XxeK, entonces existe TeT tal que X’ T. Finalmente, -1¢T porque de lo contrario existiria un preorden TeF tal que -1€T. Luego T
es un preorden en K que contiene a T.
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DEMOSTRACION

Sea T un preorden en K y considérese la familia F de todos los predrdenes T'en K
que contienen a T (ver lo escrito después de la observacion 2.1.10.). Por el lema de Zorn, el

conjunto parcialmente ordenado por inclusion (F , <) tiene al menos un elemento maximal,

es decir, (F , <) tiene al menos un preorden maximal. Sea T’ un preorden maximal en K
que contiene a T, entonces por 2.1.11., T’ es un orden en K que contiene a T. O

Como una consecuencia de la proposicion anterior se tiene

COROLARIO 2.1.13. Sea K un campo, entonces todo preorden T en K es igual a la
interseccion de todos los 6rdenes en K que contienen a T.

DEMOSTRACION

Como TcNT', para todo orden T’ que contiene a T, restara probar que "T'cT. Sea
XogT, entonces TxpN(1+T)= (ya que si SXp=I1+t con t, seT, se seguiria que
xo=(1+t)s(1/s)*eT lo cual no es posible). Sea T"'=T-TXo. T"" es un preorden en K que
contiene a Ty a -Xo.” Por la proposicion 2.1.12., el preorden T"' esta contenido en un orden
S en K; luego -XoeS y Xo¢S. Asi, XogNT'; por lo tanto N"T'cT para todo orden T’ que
contiene a T. O

Sean T un preorden en un campo K y XoeK \{0}. Si existen neNU{0} y teT con
X +Xo teT, entonces XoeT. En efecto, como X02n+teT\{0}, se tiene que (X02n+t)'leT y
Xoe (X +t) ' TT.

2n+1
0

Considérese el conjunto X={xeK | existen neNU{0} y teT tal que x""'+xteT}.
Dado que, para n=0 y t=0, se tiene que XeT, el preorden T esta contenido en X, es decir,
T={xeK | existen neNU{0} y teT tal que X" '+xteT} para todo preorden T en K. Del
corolario 2.1.13., se sigue que X, para un preorden T en K, es igual a la interseccion de
todos los 6rdenes en K que contienen a T. De la similitud que existe entre X y el radical de
un ideal en un anillo, se conviene en llamar al conjunto X para un preorden T en K, el
radical del preorden T, esto es, rad(T):={xeK | existen neNuU{0} y teT tal que
x*"4xteT}. Luego siguiendo esta similitud, se dira que un preorden T en un campo K es
un preorden radical si T=rad(T). Se observa que todo preorden en un campo K es un
preorden radical. De lo anterior, el corolario 2.1.13., se puede escribir como: El radical de
todo preorden T en un campo K es igual a la interseccion de todos los ordenes en K que
contienena T.

A continuacion se enuncia el resultado principal en esta seccion

TEOREMA 2.1.14. (Clasico de Artin y Schreier) Un campo K es ordenado si y solo si K
es un campo real.

2 Es facil verificar que T""+T"'cT, T"-T"'cT", K2cT” y-1egT".
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DEMOSTRACION (=)

Sea T un orden en K, entonces XK?cT. Como -1¢T, se sigue que -1 Y K. Luego
K es un campo real.

(<)
Si K es un campo real, entonces -ngKz, esto es, YK? es un preorden en K. Por
2.1.12., Y K2 esta contenido en un orden en K. Por tanto K es ordenado. o

Como una aplicacion del teorema clasico de Artin y Schreier se tiene el siguiente

COROLARIO 2.1.15. Sea K un campo ordenado, entonces >K? es la interseccion de
todos los 6rdenes en K.

DEMOSTRACION

Como K es ordenado, esto significa que K es real, entonces -1 ey K? y YK? es un
preorden en K. Por 2.1.13., y por el hecho de que YK esta contenido en todo orden de K,
se sigue que >KZ%=AT para todo orden T en K. O

El corolario 2.1.15., afirma que los elementos en K, que se pueden escribir como
una suma finita de cuadrados en K son precisamente aquellos elementos que estan en todo
orden de K y reciprocamente. Esto motiva la siguiente

DEFINICION 2.1.16. Sea K un campo ordenado. Se dice que un elemento acK es
totalmente positivo si a€T para todo orden T en K.

Otra consecuencia del teorema clasico de Artin y Schreier que se sigue directamente
de 2.1.3., es la siguiente

OBSERVACION 2.1.17. Todo campo real es de caracteristica cero. O
De la proposicion 2.1.11., se deduce el siguiente
LEMA 2.1.18. Sea K un campo ordenado, T, y T, 6rdenes en K. Si T,cT,, entonces T1=T»,

DEMOSTRACION

Supoéngase que T;ET, y considérese un elemento XxeT, tal que X¢T;, entonces
-XeT; y -xeT,; pero esto ultimo, no puede ser posible. O

El lema 2.1.18., asegura que, no es posible construir cadenas de contenciones de
ordenes en un campo K, es decir, todos los 6rdenes en K son maximales. Resumiendo
2.1.18. y 2.1.11., se tiene que: los predrdenes maximales, los érdenes y los drdenes
maximales en un campo K son el mismo objeto.

PROPOSICION 2.1.19. Sea K un campo ordenado. Entonces K tiene un tinico orden si y
s6lo si Y K? es un orden en K.
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DEMOSTRACION (=)
Como YK?*=~T para todo orden T en K (ver 2.1.15.) y dado que T=NT para todo
orden T en K, el resultado se sigue.

(<)
Como YK? es un orden en K, entonces YK?T para todo orden T en K. Por el lema
2.1.18., se sigue que SK2=T para todo orden T en K. Luego >K? es el Ginico orden en K. O

EJEMPLO 2.1.20. Los campos Q y R tienen un tnico orden, ya que YQ” y XR” son
ordenes en Q y R respectivamente.

EJEMPLO 2.1.21. El campo cuadratico Q(\/E ) es el ejemplo mas sencillo de un campo
ordenado que tiene mas de un orden (ver ejemplo 2.1.8.).

2.2. ANILLOS ORDENADOS.

Como se comento en la introduccion de este capitulo, en esta seccion se desarrollara
la teoria de Artin-Schreier para anillos en forma paralela a la desarrollada en la seccion
anterior para campos. Se empieza dando la siguiente

DEFINICION 2.2.1. Sea A un anillo. Una relacién binaria < en A es una relacion de
orden de A si < satisface que para a, b y ¢ elementos arbitrarios en A

i) a<a.

i) sia<by b<a, entonces a=b.

iii) si a<by b<c, entonces a<c.

iv) a<b o b<a.

v) si a<h, entonces a+c<b+c.

vi) si 0<ay 0<b, entonces 0<ab.

El par (A , <) se denomina anillo ordenado.

EJEMPLO 2.2.2. Z, Q y R con sus relaciones de drdenes usuales son anillos ordenados.

EJEMPLO 2.2.3. El anillo Z[JE] con la relacion de orden: Si a, BeZ[x/E] con
o=m;+n; \/5 y B:m2+n2x/§ , entonces

a<B si [My-m;=0 y (My-m;)*>2(nz-n1)*] 0 [N2-N;=0 y 2(Nx-nyp)*>(My-my )]
es un anillo ordenado.
Como en el caso de campos, si A es un anillo, la funciéon ¢:Z — A; con regla de

correspondencia @(n)=n-1 (n-1=1+1+---+1, (n veces)) es un homomorfismo de anillos cuya
imagen se denomina subanillo primo de A. Su nucleo Ker(p)=mZ, para un tinico m>0 es
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llamado caracteristica de A. En el caso de anillos se tiene el siguiente resultado que es
paralelo a 2.1.3..

OBSERVACION 2.2.4. Todo anillo ordenado A es de caracteristica cero.

DEMOSTRACION
La demostracion de que car(A)=0 es similar a la demostracion de 2.1.3.. O

A continuacion se introduce el concepto de preorden en un anillo en una forma
similar que para campos, es decir,

DEFINICION 2.2.5. Sea A un anillo. Un subconjunto T en A es un preorden en A si

i) T+TcT.
i) T-TcT.
iiiy A’CT.
iv) -1¢T.

Como en el caso de campos, se tiene el siguiente (ver 2.1.5.)

EJEMPLO 2.2.6. Sea A un anillo, entonces el conjunto T={aeA|0<a} es un preorden en
A.

EJEMPLO 2.2.7. Sea R[X] el anillo de polinomios en la indeterminada X con coeficientes
en R. El conjunto T(a)={ap+a;(x-a)+---+an(X-a)"|a;=0} para cada acR fija, es un preorden
en R[x]. En efecto, sean f, geT(a);
f=apta (x-a)+--- +an(x-a)" y g=ho+b(x-a)+- - +bp(x-a)"
con 2p>0 y bp>0. Supdngase que m<n, entonces
frg=(ao+bo)+(@+hy)(x-a)+ - -- +H(@m+bm)(x-a)"+ - - +an(x-a)".
Como ap+hp>0, se sigue que fF+geT(a) y T(a)+T(a)cT(a). Sea ahora;

fg=aobo+ - - +agbm(x-a)™+ - - - +anby(x-a)"+ - - - +asbm(x-a)" ",

luego fgeT(a) ya que apho>0; asi, T(a)T(a)cT(a). Si feR[X], f=ao+a;(x-a)+ - +an(x-a)",
entonces

f 2=a02+ . +an2(x_a)2n

con a,°>0 y se sigue que f 2 T(a) y R[x]°’cT(a). Finalmente -1¢T(a) ya que ap>0 para todo
feT(a). De 2.2.5., se sigue que T(a) para toda acR fija, es un preorden en R[X].
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EJEMPLO 2.2.8. Los conjuntos
T(a,)={0}U{an(x-a)"™+am+1(x-a)" '+ - - +a,(x-a)"| 0<m<n, an>0} y

0
T(a_):{o}u{am(x-a)m+am+1(x-a)m“+---+an(x-a)”|OSmSn, Bm>5 st M ¢S par }
am<0 si m es impar

para toda a€R fija, son preoérdenes en R[X]. En efecto, sean f, ge T(a+) con

m+1 t+1

f=am(x-a) ™ +an (x-a)" '+ - - +an(x-a)", g=by(x-a)"+bp 1 (x-a)" '+ - +bg(x-a)®

donde 0<m<n, a,,>0; 0<t<s, b>0. Si m<t y s<n, entonces
f +g=am(x-a)"™+ - - H@artby)(x-a)'+ - - - +(astbs)(x-a)°+ - - - +an(x-a)"

donde 0<m<n, an>0 luego f+geT(a,) y T(a:)+T(a,)cT(a:) (para los casos m<t y n<s, t<m
y N<s, t<m y s<n también se cumple que f +geT(a:)). Ahora, considérese el producto de fy
g, con 0<m<n, a,,>0; 0<t<s, b0 y m<t y s<n. Entonces

m+t n+s

fg=amby(x-a)™" +--- +anbs(x-a)

m-+t n+s

=Cmt(X-2) " +---+Ches(X-2)
Dado que 0<m+t<n+sy Cmi=amb>0; se sigue que fgeT(a:) y T(a:) T(ar)=T(as). Si feR[X]
con
f=ag+a;(x-a)+--- +an(x-a)",
entonces
f 2=ay’+--- +a, (x-a)"".

Si f=0, f *eT(a): Si f no es el polinomio cero, entonces haciendo aj=min{a; | ai=0}, se tiene
que aj2>0 y f 2eT(a:); de esta forma R[x]°cT(a.). Si feT(a.), entonces se sabe que el
término constante en f es cero o mayor que cero; luego -1¢T(a;). Por lo tanto T(a:) es un
preorden en R[X]. En forma similar se prueba que T(a.) es un preorden en R[X].

De los dos ejemplos anteriores es facil ver que

T(a)&T(a), T(a-)<T(a), T(a)£T(a+) y T(a)£T(@)
para cada a€R fija. También se observa que T(a)=T(a.)+<x-a> para toda acR.

EJEMPLO 2.2.9. El conjunto T(a)"=T(a.)+<(x-a)"> con reN y acR fija donde T(a.) es
el preorden del ejemplo 2.2.8., y <(X-a)">={(x-a)'q | geR[X]} es un preorden en R[X].

En efecto, sea T(a;) como en el ejemplo anterior, T(a)"={p+(x-a)'q | peT(a.),
geR[x]} y considérese f,, f,eT(a)" con fi=p,+(x-a)'q: y f=p>+(x-a)'q, entonces
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fi+f=(p1+p2)+(x-2)"(q1+02).

Dado que pi+p:eT(a:) y qi+g.eR[x], entonces fi+f,eT(@)" y T(a)"+T(a)"<T(a)".
Como

fif,=pipat(x-a) (P10 P20 +(X-2) 0102 ]

con pip2eT@) y  (PioHpqit(x-a)qigo)eR[x]; se tiene que fif,eT(@®" vy
T(@)"T(a)"<T(a)". Sea feR[x], el polinomio f=as+a,(x-a)+--- +an(x-a)" y

n+1

f2=ag™+a (x-a)+--- +a/(x-a) +--- +ay' (x-a) +a'ni (x- &)+ - +ap(x-a)™";

f2=ap™+ay (x-a)+--- +a'r.;(x-a)"+(x-2) (@ +a'r+; (X-a)+ - - +a,°(x-a)"""),

con ap+a’|(x-a)yt--+a'r(x-a)"'eT(@:) y (@ +a'mi(x-a)t--- +ai(x-a)"""eR[x]; luego,

f2eT@)" y R[x]’cT(a)". Dado que -1=[-1+(x+a)]+(x+a)(-1) donde -1eR[X] y r=1, se
tiene que -1+(x+a)eT(a+); entonces -1¢T(a)". Por lo tanto T(a)"es un preorden en R[X]
para todo reN y aeR.

Los conjuntos
T(+oo)={0}Uf{aptax+---+aX" | a>0} y
T(-00)={0}U{agta;x+---+anX"| a>0 si n es par y a,<0 si n es impar}

son preordenes en el anillo R[X]. En efecto, es sencillo verificar que se satisface la
definicion 2.2.5.. Por otro lado, si K es un campo y T es un preorden en K, entonces se
tiene que TN-T={0}. En el caso en que A es un anillo y T es un preorden en A, en general
se tendrd que TM-T={0}. Como un ejemplo de esto, se tiene el preorden T(a) del ejemplo
2.2.7., que cumple T(a)N-T(a)=<x-a>#{0} para toda acR fija.

DEFINICION 2.2.10. Sea A un anillo y T un preorden en A. El conjunto C(T)=TN-T se
denomina centro de T.

En el caso particular en que A es un campo, se tiene que C(T)={0} que es un ideal
primo. De hecho es un ideal maximal.

Acerca de las estructuras que pueden ser definidas en el centro de un preorden en un
anillo A, se tienen los siguientes

PROPOSICION 2.2.11. Sea A un anillo y T un preorden en A, entonces el centro de T,
C(T) es un subgrupo de A bajo la suma.

DEMOSTRACION
1°) C(T)=Z pues 0€C(T). 2°) Sean a, be C(T), entonces @, beT y a, be-T. Luego
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atbeT y atbe-T; de esta forma, atbe C(T). 3°) Sea ac C(T), entonces acT y ae-T, luego
-aeT, -ae-Ty C(T) es un subgrupo aditivo de A. O

OBSERVACION 2.2.12. Sea A un anillo y T un preorden en A. Si TU-T=A, entonces el
centro C(T) de T es un ideal de A.

DEMOSTRACION

Sea ae C(T), entonces acT y -acT. Sea be A, como TU-T=A, se sigue que beT o
be-T. Si beT, se tiene que abeT y abe-T, esto significa que abe C(T) y C(T) es un ideal
en A. El otro caso es similar. 0o

En el caso del preorden T(a) para cada aeR fija del ejemplo 2.2.7., su centro
C(T(a))=<x-a> es un ideal primo de R[X] (de hecho <X-a> es un ideal maximal de R[X]). En
este caso particular, T(a) no satisface 3°)' de la observacion 2.1.9., esto indica que es
necesario generalizar la definicion de orden en el caso de anillos. Esto ultimo y 2.2.12.,
proporcionan informacién acerca de cuando un preorden T en un anillo A es un orden en A,
es decir,

DEFINICION 2.2.13. Sea A un anillo y T un preorden en A. T es un orden en A si
V) C(T)=TN-T es un ideal primo de A.
vi) TU-T=A.

Se observa que si al menos uno de los drdenes en un anillo A tiene como centro el
ideal cero, entonces A es un dominio entero. Este resultado es falso para cualquier anillo
ordenado, esto es, no todo anillo ordenado es un dominio entero; como un ejemplo se tiene

el anillo £(n) de gérmenes en cero de funciones en C*(R", R) (ver capitulo 4). Se sabe que

€(n) es un anillo ordenado™; un orden T en E(n) viene dado como T={fe E(n) | f (0)>0} con
centro el ideal m(n) (#(0)) cuyos elementos son los gérmenes en cero de funciones en

C*(R", R) que se anulan en cero. El anillo £(n) no es un dominio entero.

EJEMPLO 2.2.14. El preorden T(a) del ejemplo 2.2.7., es un orden en R[X] para toda aeR
fija.

En efecto, V) sea T(a)={ag+a;(x-a)+---+an(x-a)"| ap=0}, claramente T(a)-T(a)=
<x-a> con <x-a> un ideal maximal en R[X]. vi) Sea feR[X], f=ao+a;(x-a)+--- +an(x-a)".
Como ayeR, se sigue que ap<0 o ap=0 o ap>0. Asi, T(a)u-T(a)=R[Xx].

En el ejemplo anterior se observa que el centro del orden T(a), para toda aeR,
C(T(a))=<x-a> es un ideal real de R[X] ya que R[X]/<x-a>=R.

EJEMPLO 2.2.15. Los predrdenes T(a+) y T(a.), del ejemplo 2.2.8., son 6rdenes en R[X]
para cada a€R fija.

" De hecho €&(n) es un anillo real.
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En efecto, V) claramente T(a;)N-T(a.)={0} el cual es un ideal primo en R[X]. Vi)
Sea feR[x], f=ap+a;(x-a)+--- +ay(x-a)". Como ayeR, se tiene que ay,<0 0 a,=0 0 ay>0, esto
es, fgT(as) o fgT(a.)N-T(as) o fg-T(as); en cualesquiera de los casos, fe T(a;)U-T(a:). En
forma similar se prueba que T(a.) es un orden en R[X].

Es facil ver que los predrdenes T(+w) y T(-0) en R[X] son érdenes en R[X] con
centros C(T(+w0))={0} y C(T(-0))={0}. Por otro lado, se observa que:

T(+0)£T(-0) y T(-0)ET(+0), T(+0)£T(a) y T(a)ET(+x), T(-0)ET(a) y T(2)ET(-0),
T(+)¢T(as) y T(a)ET(+o), T(-0)£T(ar) y T(ar)ET(-0), T(+0)ET(a) y T(a)ET(+x),
T(-0)£T(a) y T(a)ET(x)

para toda aeR fija. Se observa también que existe una biyeccion entre el conjunto de
cortaduras de los nimeros reales C(-0)=(< , R), C(a.)=((- , a) , [a, +)), C(a+)=((- , a],
(@, +0))y C(+o0)=(R , &) para cada acR y el conjunto de los 6rdenes T(-x), T(a.), T(a:) y
T(+) para toda a€R fija. La biyeccion viene dada como: A C(-) se le asigna T(-0), a
C(a) se le asigna T(a.), a C(a;) se le asigna T(a;) y a C(+x) se le asigna T(+o0) para cada
aeR

OBSERVACION 2.2.16. Si ¢@:A—B es un homomorfismo de anillos semireales y Ty es un
orden en B, entonces ¢ (Tg) es un orden de A con centro @' (C(Tg)).

DEMOSTRACION.
Sean a, be @' (Tp), entonces ¢(a), p(b)eTy lo cual significa que p(a+b)eTs y

¢(ab)eTg, luego a+be @' (Tg) y abe ¢ ' (Tp). De esta forma, ¢~ (T)+¢ ' (Te)c¢ ' (Ts) y
0 (Te) 9 ' (Te)c @' (Ts). Si acA, entonces @(a’)=¢p(a)’cB>cTg y a*c ¢ ' (Tg), esto es,
A’c @' (Tg). Si-1€ @' (Tp), se tendra que ¢(-1)=-¢(1)=-1€Tg lo cual no es posible; luego
-1¢ @' (Tg). Sea C(Tg) el centro de Ts, ¢ ' (C(T))=¢ ' (TeN-Tr)=¢ ' (Te)-¢ ' (Tp).”
Dado que C(Tg) es un ideal primo en B, se sigue que ¢ (C(Tg)) es un ideal primo en A.
Finalmente, se tiene que @ '(B)=¢ ' (TsU-Ts)=¢ ' (Ts)u-¢ ' (Tg)=A." Por lo tanto se

sigue que ¢~ (Tg) es un orden en el anillo A con centro @' (C(Tg)). O

PROPOSICION 2.2.17. Un subconjunto T en un anillo A es un orden de A si y s6lo si
existe un campo ordenado (K , P) y un homomorfismo ¢:A—K tal que T={acA | ¢(a)eP}.

DEMOSTRACION (=)
Sea T un orden de un anillo A con centro C(T) y considérese el dominio entero

A/C(T). Se afirma que P={ (a,b)| abeT} es un orden del campo de cocientes K=qf(A/C(T))
y (p‘l(P)zT donde @:A—K es el homomorfismo natural. En efecto, sean (a,b), (c,d) €P,
luego se tiene que abeT, cdeT y (ab)(cd)eT. Dado que b?, d*eT y abd *+cb’deT, se sigue

4 Sea ae@'(-Tp), entonces @(a)e-Ts, esto es, -p(a)e Tp y p(-2) Tp, luego -acp™(Tp) y ac-¢™'(Tg). El reciproco es similar.
D i p(A)CB, entonces Acq™ (0(A)co (B)A.
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que (ad+bc)bdeT, (ad +bc,bd)eP y (ac,bd) €P. De esta forma, P+PcP y PPcP. Si
(a,b)’ eK?, como (a,b)*=(a’,b?), se tiene que a’, b’cA’cT y a’h’eT, entonces se

obtiene que (a,b)’ eP y K°cP. Si (-1,1) P, se sigue que (-1)(1)=-1€T lo cual es una

contradiccion; de esta forma se tiene que (-1,1) ¢P. Finalmente, sea (a,b) eK con a, beA'y
bg C(T) (bgT o bg-T). Dado que A=TU-T, se sigue que a€T o ae-T. Si be T\C(T), resulta
que abeT o abe-T; lo cual significa que abeTU-T, luego (a,b) eP o (a,b) e-P; asi,

(a,b) ePU-P y PU-P=K. Por lo tanto, P es un orden en K. Falta probar que ¢'(P)=T. Sea

ac@'(P), entonces @(a)=(b,c) eP conceC(T) y bceT. Si ceT, entonces beT ya que

ce-T. Haciendo ac=b+d para algiin deC(T), se tiene que aceT. Dado que c¢-Ty aeT,
entonces ¢'(P)T y reciprocamente.

(<)

Sea (K , P) un campo ordenado y ¢:A—K un homomorfismo. Claramente el
conjunto de elementos en A cuya imagen bajo ¢ estan en P, esto es, {acA | p(a)eP} es un
ordenen A. O

COROLARIO 2.2.18. Todos los centros de érdenes en A son precisamente ideales primos
reales en A.

DEMOSTRACION

Como F=qf (A/C(T)) es un campo ordenado, por el teorema clasico de Artin y
Schreier, F=qf(A/C(T)) es un campo real. Por 1.2.17., A/C(T) es un dominio entero real y
C(T) es un ideal primo real. o

Para los 6rdenes T(a), T(a:) y T(a.) de los ejemplos 2.2.14. y 2.2.15., que satisfacen
T(@a)&T(@) y T(a)&T(a) sus centros C(T(a))=<x-a>, C(T(a;)={0} y C(T(a.))={0}

satisfacen {0} &<x-a> para cada acR. En el caso general, se tiene la siguiente

OBSERVACION 2.2.19. Sea A un anillo, T y T’ 6rdenes en A con centros C(T) y C(T")

respectivamente. Si TET’, entonces C(T)& C(T").

DEMOSTRACION

Supdngase que C(T)=C(T') y sea aeT’ con a¢T, entonces ae-TE-T'. Como aeT’,
se tiene que a€T'N-T'=C(T"). Dado que C(T)=C(T") y ac C(T), se sigue que a€T lo cual es
una contradiccion. O

El concepto de preorden maximal (orden maximal) en un anillo, se define en forma
similar que para campos utilizando el lema de Zorn (ver lo escrito después de 2.1.10.). Se
observa que T(+o) y T(-0) son 6rdenes maximales en R[X]. En efecto, supdngase que
T(+o) no es un orden maximal en R[X], entonces existe un orden T en R[x] tal que

T(+0)&T. Como el centro de T(+) es {0} y los Unicos ideales primos reales en R[X] son
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{0} y <x-a> para toda a<R fija, se sigue de la observacion 2.2.19., que el centro del orden
T es <x-a> para acR fija. Se afirma que T=T(a) con acR fija. En efecto, sea feT; como
<x-a>=TN-TcT, se sigue que (Xx—a),(x—a)’ €T y en general (x—a)"eT para neN,
luego (x—a)+(x—a)’ +---+(x—a)" e T . Entonces se tiene que

a,=f-[a(x—a)+a,(x—a)y’ +--+a,(x-a)"]eT

con a, >0, por consiguiente TCT(a). La otra contencion se prueba de manera similar; de lo

anterior se tiene que T(+o0)ET(a). Ahora, considérese el polinomio f=x-(a+1), se observa
que f esta en T(+o) y f no esta en T(a) pero esto ultimo no puede ser posible. Por lo tanto
T(+0) es un orden maximal en R[X]. De manera similar se prueba que T(-0) es un orden
maximal.

Se sabe que todo orden T en un campo K es un orden maximal en K (ver 2.1.18.);
en el caso de anillos, no todo orden en A es un orden maximal en A. Pero si el centro de T
es un ideal maximal, entonces la situacion cambia, es decir,

OBSERVACION 2.2.20. Sea A un anillo y T un orden en A. Si G(T), el centro de T es un
ideal maximal, entonces T es un orden maximal en A.

DEMOSTRACION

Supongase que T no es un orden maximal en A, es decir, existe un orden T’ en A tal
que TET'SA. Sea C(T') el centro de T', como TET', se sigue que C(T)EC(T') (ver
2.2.19.). Pero esto ultimo no puede ser posible ya que C(T) es un ideal maximal. o

T(+w0) y T(-) son ejemplos de ordenes que muestran que el reciproco de la
observacion 2.2.20., es falso en general.

El siguiente criterio establece cuando un preorden en un anillo A es un orden en A.

TEOREMA 2.2.21. Sea A un anillo y T un preorden en A. Entonces T es un orden en A si
y s6lo si para cada abe-T implica que al menos a€T o beT.

DEMOSTRACION (=)

Sea T un orden en A con centro C(T)y supongase que abe-T peroagTy begT.
Entonces ae-T y be-T; luego abeT y abeC(T). Como C(T) es un ideal primo de A, se
sigue que a€C(T) o be C(T) lo cual es una contradiccion.

=)
Por la definicion 2.2.13., se tendra que probar que C(T) el centro de T es un ideal primo de
Ay TU-T=A. En efecto, sea abe C(T) con ag C(T) para a, be A; como abe-T implica aeT
o beT, se sigue que i) abe-T implica beT y ii) a(-b)e-T implica -beT. Luego be C(T) y es
un ideal primo de A. Por otro lado, sean a, be A con b=-a, dado que abe-T, entonces acT
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o beT, luego ab=a(-a)=-a’e-T implica que acT o -acT, es decir, acT o ae-T. Lo anterior
significa que AcCTU-T; asi, TU-T=A. Por lo tanto T es un orden en A. O

Para generalizar el teorema cldsico de Artin y Schreier, se necesita generalizar
resultados tales como 2.1.11. y 2.1.12.. Para ello se empieza demostrando algunos
resultados sobre existencia de 6rdenes.

LEMA 2.2.22. Sea A un anillo, T un preorden en A y a, beA con abe-T. Entonces al
menos uno de los siguientes subconjuntos de A, T\=T+Ta o T,=T+Tb es un preorden en A.

DEMOSTRACION

Supongase que ninguno de los subconjuntos T; y T, es un preorden en A.
Claramente Ty y T, satisfacen i), ii) y iii) de la definicion 2.2.5., y por tanto se tiene que
-1€T, y -1€T,. Es decir, existen elementos ty, tp, i, S2€T tal que -1=t;+s,a, -1=t,+S0 y
(—s,a)(—s,b) =(s;s;)(ab)=1+teT con teT. Por lo tanto -1=t-(s;S;)(ab)eT, lo cual es una

contradiccion. O
Como un caso particular del lema anterior se tiene el siguiente

COROLARIO 2.2.23. Sea A un anillo y T un preorden en A. Entonces para cada acA,
T+Ta o T-Ta es un preorden en A.

DEMOSTRACION

Sean a, be A con b=-a, entonces ab=a(-a)=-a’e-T. Por 2.2.22., se sigue que, uno de
los siguientes conjuntos T+Ta o T-Ta es un preorden en A. O

Para anillos, se cumple que todo orden es un preorden. 2.2.9. da un ejemplo de un
preorden que no es un orden. En efecto, se puede probar que T(a)"N-T(a)"=<(x-a)"> (para
toda reN y toda acR fija) y <(x-a)"> es un ideal primo si y so6lo si r=1 (recuérdese que
T(a)"=T(a,)+<(x-a)">). Para r> 2, T(a)" es un preorden que no es un orden. De 2.2.20., se
sigue que T(a) es un orden maximal en R[x] y T(a:), T(a.) no lo son. De esto se observa
que 2.1.11. no es valido en general para anillos, esto es, existen 6rdenes que no son
predrdenes maximales. Por ejemplo los 6rdenes T(a:) y T(a.) para cada acR del ejemplo
2.2.15., no son preérdenes maximales.” Sin embargo el reciproco es cierto para anillos, es
decir,

OBSERVACION 2.2.24. Sea A un anillo y T un preorden maximal en A, entonces T es un
orden en A.

DEMOSTRACION
Supéngase que abe-T para a, beA. Por el lema 2.2.22., uno de los siguientes
conjuntos T+Ta o T+Tb es un preorden en A. Como T es un preorden maximal, T+Ta=T o

T+Tb=T. Esto significa que acT o beT. Luego por el teorema 2.2.21., T es un orden en
A.O

4 Como se recordara T(a)&T(a) y T(a.)ET(a) con T(a)=T(a,)+<x-a>.



43

El siguiente resultado que es una consecuencia del teorema anterior generaliza la
proposicion 2.1.12..

COROLARIO 2.2.25. Sea A un anillo, entonces todo preorden T en A estd contenido en
un orden en A.

DEMOSTRACION

Como en campos, una vez que se ha aplica el lema de Zorn a la familia de
preordenes T’ en A que contienen a un preorden fijo T, se obtiene al menos un elemento
maximal de esta familia, esto es, A tiene al menos un preorden maximal. El resultado se
sigue de la observacion 2.2.24.. o

Los 6rdenes del ejemplo 2.2.14., T(a) para cada acR fija son 6rdenes maximales ya
que sus centros C(T(a))=<x-a> son ideales maximales en R[X]. Sin embargo, los érdenes
del ejemplo 2.2.15., T(a;) y T(a) para toda acR fija no lo son ya que sus centros son
C(T(a+))={0} y C(T(a.))={0} respectivamente. A continuacion, como otra consecuencia de
2.2.25., se establece la generalizacion de la proposicion 2.1.11.. Ella afirma que los 6rdenes
maximales y los predrdenes maximales son el mismo objeto.

COROLARIO 2.2.26. Sea A un anillo y T un orden en A. Entonces T es un orden
maximal siy sélo si T es un preorden maximal.

DEMOSTRACION (=)

Sea T un orden maximal en A, entonces T es un preorden en A; luego existe un
preorden maximal T' en A con TCT'. Por 2.2.24., T' es un orden en A y por la maximalidad
de T como orden, se tiene que T=T".

(<)

Sea T un preorden maximal en A, por 2.2.24., T es un orden en A; entonces existe
un orden maximal T" en A tal que TCT'. Como T’ es un preorden en A, por la maximalidad
de T como preorden, se sigue que T=T". o

A continuacion se enuncia la generalizacion del teorema clasico de Artin y Schreier.
TEOREMA 2.2.27 (Artin-Schreier) Un anillo A es semireal si y solo si A es ordenado.

DEMOSTRACION (=)
Como A es un anillo semireal, se sigue que -1¢YA?, esto significa que A” es un
preorden en A. Por 2.2.25., Y A? esta contenido en un orden T en A. Luego A es ordenado.

(<)

p . . 2 .
Supdngase que A no es semireal, es decir, -1€XA". Como A es ordenado, existe al

menos un orden T tal que YA’ST, luego -1€T; pero esto tltimo no es posible. o
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Se observa que todo anillo real es ordenado pero no todo anillo ordenado es real. Un
ejemplo de un anillo ordenado que no es real es el anillo R[X, Y] J<X*+y>.

Como en campos, aqui se introduce el concepto de radical de un preorden en un
anillo en la misma forma, esto es,

DEFINICION 2.2.28. Sea A un anillo y T un preorden en A. El radical de T escrito
rad(T) es el conjunto

rad(T)={acA | existe t(a)eT y n(a)eNU{0} tal que a*" @ '+at(a)eT}.

DEFINICION 2.2.29. Sea A un anillo y T un preorden en A. T es un preorden radical en
A si T=rad(T).

Para anillos también se cumple que Tcrad(T) pero ya no es cierto (como en el caso
de campos) que todo preorden en un anillo A es un preorden radical en A Por ejemplo el

preorden T(0)?=T(0.)+<x>> del ejemplo 2.2.9., satisface que T(0)¥’<rad(T(0)?)=T(0).
LEMA 2.2.30. Sea A un anillo y T un orden en A, entonces rad(T)=T.

DEMOSTRACION

Sea aerad(T), entonces existen t, t'eT y neNuU{0!} tal que t'=a’""'+ateT.

Supongase que a¢T, entonces -acT y & '=t'+(-a)te T+(-a)T<T. También se cumple que

(-a)™'eT. Luego a®™"' e TN-T=C(T). Como C(T) es un ideal primo de A, ac@(T) y acT
lo cual es una contradiccion. O

Como una consecuencia directa de 2.2.30., se tiene

COROLARIO 2.2.31. Sea A un anillo y T un preorden en A, entonces la interseccion de
cualquier familia de 6rdenes que contienen a T es un preorden radical.

DEMOSTRACION

Sea T=NP, con P2T orden en A y acrad(T), entonces existen te T y neNU{0} tal

que a’"'+ateT. Luego a’"'+ateP para todo orden P en A que contiene a T. Por el lema

2.2.30., se sigue que acP para todo orden P en A que contiene a T. O
El siguiente resultado generaliza el corolario 2.1.13..

TEOREMA 2.2.32. Sea A un anillo y T un preorden en A. Entonces el radical de T es
igual a la interseccion de todos los 6rdenes P en A que contienen a T.

DEMOSTRACION

Si aerad(T), existen neNU{0} y teT tal que @' +ate TEP. Del corolario 2.2.31.,
se sigue que aeP, luego rad(T)cP con P orden en A que contiene a T. Reciprocamente,

supongase que agrad(T); se afirma que existe un orden P22T en A tal que agP. En efecto,
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sea S={1, al, az,...,an,...}> un sistema multiplicativo en A y considérese el anillo de

cocientes ST'A={(b,a")|beA, a"eS}. Sea T"=T"-aT’ con T'={(t,a")|teT, neNU{0}};
T" es un preorden en S'A.P Por el corolario 2.2.25., el preorden T"' estd contenido en un
orden P" en el anillo S'A. Sea P=¢'(P") (¢p:A—>S'A el homomorfismo canénico),

P={peA|(p,1) eP”} un orden en A que contiene a T.Y Si TEP, entonces existe un peP tal

que pegT. Esto significa que (p,a™)eT<T”; luego (p,1)eP” lo cual es una

contradiccion. Si aeP, entonces (a,1) eP” y (-a,1) eP”, luego (-a’,1) eP". De esta
forma,

(-1, D=(-a, 1)1, a)
=(-a, 1)@, 1)(1,a)
=(-a, 1)@, 1)(1,a’)eP”

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, ag¢P y rad(T)cP con P orden de A que contiene a
T.o

Finalmente para terminar esta seccion se enuncia el siguiente resultado que es una
consecuencia del teorema anterior

COROLARIO 2.2.33. Sea A un anillo. Un elemento acA es totalmente positivo (estd en
todo orden T de A) si y sélo si a satisface a®" ' +a(b,*+--- +bs>)=c,*+-- +¢,> donde by ,..., bs,

C],...,CrEA.

2 T"=T'-aT’ es un preorden en STA. En efecto, sean (t-at’, az"), (s-as’, azm)eT” cont, t',s, s €T, entonces
(t-at', a®y+(s-as’ , a”™)=((t-at")a’"+(s-as")a™" , a*"a>")
=(ta’™-at'a”+sa’"-as'a”™ , a®™™)

=((ta"™+sa’™")-(ra™+s'a™a, a"M)eT".

Asi, T"+T"cT".
Sea ahora
(t-at’, a™(s-as’ , a’")=((t-at')-(s-as’) , a™"a’™)
=((ts+a’t's’)-(ts'-t's)a, a™ ™) eT".
Asi, T"-T'<T".

Por otro lado, si (b , a")*e(S"'A), entonces (b , a")Y=(b” , a™)=(ba(0) , a™eT" pues beA y 0eT; asi, (S'AY’T".

Finalmente si (-1 , a™")eT"’, entonces para un entero no negativo m, se tiene que (-1 , a™)=(t-at’ , a®")eS"A. Luego existe ieNU{0} tal

que
a2ﬁ+l (_laZm_(t_aty)aZn):()
-a™a=(t-at")a™ e A.
_a2(ﬁ+m)+l:a2nt_a2n+]ty
a2(ﬁ+m)+l:_a2nt+a2n+ltf
az(ﬁ+m)+l+a2nt:a2n+ltr
aZ(ﬁ+m)+l+a(a2nt)=a(an)+2tr eT
Esto ultimo indica que acrad(T) lo cual no puede ser posible. Por lo tanto T" es un preorden en S™A.
D P={peA | (p, 1)eP"} es un orden de A que contiene a T. Si p, geP, entonces (p, 1), (4, 1)eP"” y (p, D+(Qq, 1)=(p+q, 1)eP" luego
p+qeP y P+PcP. También, (p, 1)(q, 1)=(pq , 1)eP", entonces pqeP y P-PcP. Sea a’cA?, entonces (a , 1)’=(a*, 1)eP” y a’<P, lo cual
significa que A’CP. Si -1€P, entonces (-1, 1)eP” no puede ser posible; asi, -1¢P. Ahora, sean p, qeP tal que pge-P, entonces se tiene
que (p, 1)(q, 1)eP"”. Dado que P" es un orden en S'A, se sigue que (p, 1)(q, 1)e-P" implica que (p , 1)eP" o0 (q, 1)eP", esto es, peP
o qeP. Por lo tanto P es un orden en A que contiene a T.
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DEMOSTRACION (=)
Si aenT con T cualquier orden que contiene a >A? por 2.2.32., se sigue que

S
NT=rad(ZA?) con SA’<T, entonces acrad(XA?), es decir, a*" '+ az b? eTA?

i=1
(<)
Si acA satisface que a2"+1+a2bi2:ZCj2 con bj, CjeA, i=l,..., S, j=1,...,r, entonces

a’""+a¥h’eX A% es decir, acrad(XA?). Como rad(XA*)=nT con TA’CT sigue que
aenT. o

2.3. EL ESPECTRO REAL.

Sea K un campo y considérese el conjunto Xkx de todos los ordenes en K. De
2.1.14., se sigue que Xg#J si y solo si K es un campo real. A continuacién se dotara el
conjunto Xx de una estructura topoldgica adecuada. Por definicién, los conjuntos
H(X):={TeXx | xeT\{0}} que seran llamados conjuntos de Harrison forman una subbase
de conjuntos abiertos para esta topologia. Se observa que H(X)UH(-X)=Xk, HX)NH(-x)=,
es decir, H(-X)=Xx\H(X), (esto significa que H(X) y H(-X) son abiertos y cerrados en Xg)
H(1)=Xx y H(-1)=H(0)=&. Para x,...,Xn€K, los conjuntos

H(X1,...,X)=H(X;)N--- "H(X,)

={TeXk | xieT\{0}, 1<i<n}
constituyen una base de conjuntos abiertos para la topologia

DEFINICION 2.3.1. Sea K un campo real. El espacio Xk se denomina espectro real de K
y la topologia definida por Xk escrita Ty, topologia de Harrison.

Para establecer las propiedades topoldgicas del espectro real Xk, sera necesario
introducir una segunda topologia en Xx. Considérese el conjunto {0, 1} con la topologia
discreta, y para cada XeK la familia de copias {0, 1}x del conjunto {0, 1}. El producto
cartesiano de esta familia es el conjunto X:={0, 1}* de todas las funciones ¢:K — {0, 1}.
X puede ser dotado con la topologia producto, es decir, los conjuntos

Uixo)={peX | o(Xo)=1}y

Uo(Xo)={peX | @(X0)=0}

(con xoeK\{0}) son por definicioén los subbasicos de X. Un conjunto abierto de X esta

generado por elementos de la subbase {Ui(xo) | XoeK \{0}, i€{0, 1}}, esto es, es union de
intersecciones finitas de conjuntos Uy(Xo) v U;(Xo) con XoeK\{0}. Para xi,...,X,€eK\{0} y

O1,...,0n€{0, 1}, los conjuntos
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Us s (X X)) =Us (X)) N--nU; (X))

—{9eX | o()=8;,ie{1,2,...,n}}

2R

forman una base de conjuntos abiertos para la topologia producto de X.

Dado que {0, 1} es un conjunto finito, se sigue que {0, 1} es compacto. Por un
teorema de Tychonoff, el espacio producto X es un espacio topoldgico compacto™. Por otro
lado, como todo espacio discreto es un espacio de HausdOrft, y el espacio producto de una
familia de espacios de HausdOrff es HausdOrff, se sigue que X es HausdOrff. Se observa
que U;(Xo)WlUo(X0)=Xy Ui1(Xo)NUo(X0)=Y, es decir, Uy(Xo) es el complemento de U;(Xy) para
Xoe K \{0}. De esto se sigue que U;(Xo) y Up(Xo) son abiertos y cerrados en X. Se afirma que
X es un espacio totalmente disconexo.” En efecto, sea peX; para cada yeX \{¢}, existe
un subbasico Uij(Xo) con i=0 o i=1 tal que peUi(Xo) y w&Ui(Xo). Luego y no pertenece a la
componente conexa de X que contiene a ¢@. De esta forma se ha demostrado la siguiente

PROPOSICION 2.3.2. El espacio producto X es un espacio topoldgico compacto,
HausdOrff y totalmente disconexo. O

Sea F: Xk — X; T — o7 la funcion definida del espectro real de un campo K al

espacio producto X, donde @1:K — {0, 1} tiene regla de correspondencia

1 sixeT\{0}

o1(X)=
0 sixe-T

con T orden de K. Si F(T)=F(T') para cualesquiera 6rdenes T y T" en Xk, entonces
o1(X)=01(X) para todo XeK, lo cual significa que xe-T <> xe-T' o equivalentemente T=T",
es decir, F es una funcion inyectiva. F también es suprayectiva a su imagen F(Xx). Dando a

F(Xx)&X la topologia relativa; a Xkx se le da la topologia inducida que hace a F un
homeomorfismo, es decir, U es abierto en Xx si y sélo si F(U) es abierto en F(X).
También, V es un subbdsico (basico) de F(Xk) si y solo si F'(V) es un subbasico (basico)
de XK.

DEFINICION 2.3.3. Sea K un campo real. La topologia inducida en Xk que hace a F un
homeomorfismo se denomina topologia construible, escrita tc y a Xx con esta topologia,
espacio construible.

Los subbasicos de esta topologia son conjuntos de la forma

Ui (X0)=F "' (U1(X0)"F(Xx))
=F'({¢ | p(Xo)=1, ¢"'({1}) orden de K})

" TEOREMA (de Tychonoff ) Si (X : iel) es una familia de espacios topoldgicos compactos, entonces el producto X=I1(X; : i€l) es
compacto con la topologia producto.

D Un espacio topologico X es totalmente disconexo si las componentes conexas de X son los singuletes.
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Uo(Xo)=F "' (Uo(X0)"F (X))
=F"'({¢ | p(X0)=0, ¢~'({0}) orden de K})

para XoeK\{0}. Como cada orden T en Xk define una funciéon ¢r:K — {0, 1}

1 sixeT\{0}

o1(X)=
0 sixe-T

y reciprocamente, a cada funcion @t le corresponde un orden T en Xg; se sigue que los
subconjuntos U;(Xo) y Ug(Xo) con XoeK\{0} son subbasicos de Harrison, es decir,

H(X()) si izl, X020
Uitxo)=) H(-Xo) si  i=0, X¢0
Xk si i=0, Xo=0
%) si izl, Xo=0

y reciprocamente. En este caso, las topologias de Harrison y construible en Xk coinciden.
Un resultado similar a 2.3.2., para el espectro real Xk es la siguiente

PROPOSICION 2.3.4. Sea K un campo real, entonces el espectro real Xg es un espacio
compacto, HausdOrff y totalmente disconexo.

DEMOSTRACION

Para probar la compacidad de Xg bastara probar que F(Xx) es cerrado en X.” Sea
fe X\F(Xx) y considérese el conjunto S=-f '({0})={xeK] f(-x)=0} de K. S por construccion
no es un orden en K, es decir, al menos una de las propiedades de 2.1.6., no se cumple. En
efecto,

1°) Sean X, yeS elementos tal que x+y¢S, entonces f (-X)=0, f (-y)=0 y f (-(x+y))=1.
Entonces, feUg0,1(-X, -Y, -(x+Y))=Uo(-X)Uo(-y)NU1(-(x*+Y)) ¥ Uo,0,1(-X, -Y,-(XFY)NNF(Xk)=J.

2°) Si x, yeS con xy¢S, entonces se tiene que f (-x)=0, f (-y)=0 y f (-(xy))=1, esto
significa que feUo,0,1(-X, -y, -(Xy))=Uo(-X)NUo(-y)NU1(-(Xy)) y Uo,0.1(-X, -y, -(Xy)NF(Xk)=J.

3°) Si se supone que K*¢S, entonces existe al menos un elemento xeK tal que
x*¢S; luego f (-x*)=1 y U;(-x)NF(Xk)=Q.

4°) Supongase que -1€S, entonces f (1)=0, esto es, feUy(1)=X \ F(Xk). Asi,
Uo(1)NF(Xk)=32.

 Todo cerrado en un compacto es compacto.
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5°) Finalmente, si SU-SEK, entonces existe XeK tal que xgSU-S. De esto se
obtiene que f(-x)=1 o f(X)=1, es decir, feU;(-X)NU;(X)=U; 1(-X , X) y U1 1(-X , X)NF(Xx)=2.

En todos los casos se ha obtenido una vecindad abierta de f, ajena de F(Xk) lo que
significa que X\ F(Xk) es abierto en la topologia dada; asi, F(Xk) es cerrado en X y por lo
tanto compacto. De esta forma Xk es compacto. Por otro lado, como todo subespacio de un
espacio de HausdOrff es HausdOrff, se concluye por 2.3.2., que F(Xx) es HausdOrff y por
lo tanto Xk es un espacio de HausdOrff. Finalmente se observa que la componente conexa
de un orden T en Xk se reduce a {T}; pues si existiera T'eXg con T'#T en la misma
componente, entonces habria un elemento xeK tal que xeT y -XxeT’, luego TeH(X) y
T"eH(-x) lo que proporciona una disconexion de la componente conexa. jContradiccion!. o

A continuacioén se establecen algunos aspectos de la estructura algebraica de la
subbase de Harrison #€={H(X) | xeK\{0} }. Dado que

H(X)NH(y)={ TeXk | xeT\{0} } n{ TeXx | ye T\{0} }
={TeXx|X, yeT\{0}}.
=H(x, y)g I

se observa que Jf no es cerrado bajo intersecciones pero si lo es bajo diferencias
simétricas.” Para subconjuntos A y B de un conjunto X, la diferencia simétrica define una

estructura de grupo en el conjunto potencia P(X) de X, con & (el conjunto vacio) como
elemento cero, es decir,

PROPOSICION 2.3.5. Sea X un conjunto no vacio, entonces (P(X) , A) es un grupo y
cada elemento es de orden 2.

DEMOSTRACION
1°) Es claro que, para A, B y CeP(X), se tiene que AA(BAC)=(AAB)AC. 2°) Existe

DeP(X) tal que AAD=IAA=A para cada AeP(X). 3°) Para toda AeP(X), existe

BeP(X) tal que AAB=BAA=(J; asi, B=A. De esta forma se ha probado que (P(X) , A) es
un grupo.

Ademas
4°) Como AAB=BAA para cada A, BeP(X), se tiene adicionalmente que (P(X) , A)
es un grupo abeliano. O

PROPOSICION 2.3.6. Sea K un campo real, Xk el espectro real de K y P(Xx) el conjunto
potencia de X, entonces (€ , A) es un subgrupo de (P(Xx) , A).

" La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B escrita AAB, se define como el conjunto (A\B)U(B\A).
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DEMOSTRACION

i) Claramente J=J pues Xx=H(1)eIP. ii) Sean H(-x), H(-y)e I con X, ye K\{0};
se afirma que H(-xy)=H(-x)AH(-y). En efecto, si Te Xk, entonces se tiene que -XyeT si y
solo si (XeTy-yeT) o (-xeT yyeT), lo que significa que Te H(-X)AH(-Y). O

Aqui, se observa que, como todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo
normal, se sigue que (J€ , A) es un subgrupo normal de (P(Xx) , A). Por otro lado, se tiene

LEMA 2.3.7. (ZK2 \{0} , ) es un subgrupo multiplicativo del grupo (K\{0} , -).

DEMOSTRACION
i) Es claro que 1eXK?\{0}. ii) Por otro lado sean x, ye>KA{0} con X:Z:Xi2 ,

i=1

D (xy,)* €XKA{0} iii) Finalmente, si xeXKA{0}, x=Y_x’,

i i=1

y=>y;>, luego xy=

n
j=1 i=l1

=1
n

entonces X ' = (i X '=D% /(Zn:xf )éixf (1/ixi2 Y eXKA\{0}. o

A continuacion se enuncia el resultado principal acerca de la estructura algebraica

de J¢.

TEOREMA 2.3.8. (3, A) es isomorfo al grupo (K\{0}/ZK*\{0} , ). 0]
K\{0} ——3f

DEMOSTRACION
Considérese la funcion @:K\{0} — J; ¢(X) = H(-X). 0} %

Como para todo elemento H(-x)e } siempre existe un elemento

xeK\{0} tal que; p(X)=H(-X), se sigue que ¢ es suprayectiva. K\{0}/ ZK?\{0}

Por otro lado, como @(xy) = H(-xy) = H(-X)AH(-Y) = o(X)o(Yy),

¢ es un homomorfismo. Su nucleo, Ker(p) es tal que H(-x)=J. Esto es equivalente a
H(X)=Xk, es decir, el elemento X estd en todo orden de K. Por el corolario 2.1.15. y la
definicién 2.1.16., se sigue que X se puede escribir como una suma finita de cuadrados en
K; asi, Ker(q)):ZK2 \{0}. Por el primer teorema del isomorfismo, existe un unico

isomorfismo y:K \{0}/ SK?\{0}—>J¢; definido como y(xZK?\{0})=H(-X). Por lo tanto
(€, A=(K\{0}/ ZK?\{0} , ). O

Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene

COROLARIO 2.3.9. Para x, yeK \{0}, H(-x)=H(-y) si y solo si x=y mod( XK?\{0}). o
En forma similar que para campos se trata ahora el caso para anillos. Sea A un
anillo y considérese el conjunto X de todos los o6rdenes en A. De 2.2.27., se sigue que
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Xa# siy solo si A es un anillo semireal. Para anillos se puede introducir la topologia de
Harrison en una forma similar que para campos, esto es, los conjuntos

H(@)={TeXa | acT\C(T)}
con C(T) el centro de un orden T forman una subbase de conjuntos abiertos para esta
topologia. Aqui como en campos se tiene que H(1)=Xs y H(-1)=H(0)=. De hecho,

H(a)=0 para cada aeC(T). Sin embargo, aunque todavia se sigue cumpliendo que
H(a)nH(-a)=9, resulta que H(a)UH(-a)cXx en general. Por ejemplo, para el anillo R[X],

se tiene que H(X)UH(-X)={T(0)} Xgr[g- Xa\ H(@)UH(-a) es el conjunto de todos los
ordenes cuyos centros contienen al elemento a.

Para a;,...,an€A, los conjuntos
H(a,,...,an)=H(a;)n---nH(an)
={TeXa | aeT\C(T), I<i<n}
forman una base de conjuntos abiertos para esta topologia.

DEFINICION 2.3.10. Sea A un anillo semireal. El espacio X4 se denomina espectro real
de A y la topologia definida en X4, escrita Ty topologia de Harrison.

EJEMPLO 2.3.11. Considérese el anillo R[X]. Los elementos del espectro real Xgpy son
los 6rdenes T(a), T(a.), T(a+), T(+x) y T(-0) para toda aeR fija. La topologia de Harrison

Tu en Xg[x tiene una base de conjuntos abiertos
{T(c) | a< c<b}U{T(c.) | a< c<b}U{T(c+) | a< c<b}
para cada a, b, ceR con a, b fijas y a<b.
{T(c) | a<c}U{T(c.) | a<c}U{T(c+) | asc}U{T(+x0)}
para cada a, ceR con a, fija.
{T(c) | c<b}U{T(c.) | c<a}u{T(cs) | c<b}U{T(-0)}
para cada b, ceR con b, fija.
En forma similar que para campos; para establecer las propiedades del espectro real

Xa se introduce una segunda topologia en X, (la topologia construible en X,), es decir, se
considera el espacio producto X={0, 1}* donde los subbasicos son los conjuntos

Ui@={peX|p(@)=1}
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Us@={peX | p(a)=0}
con aeA\C(T) y los bésicos vienen dados como

Us 5 @5...8)=U; (@)n---nU; (a,)

={peXa | p(@)=0;, 1€{1,2,...,n}}

con ay,...,ane A\C(T) y 01,...,0n€{0, 1}. También se define una funcion F: X,—X; T>or

donde @1:A — {0, 1} tiene regla de correspondencia

1 sixeT\C(T)
Pr(X)=
0 sixe-T
con T orden de A. Como en campos, F es inyectiva y suprayectiva a su imagen F(X,). Aqui

también, dando a F(X,)EX={0 , 1}* la topologia relativa, se puede dotar a X, con la
topologia inducida en X, que hace que F sea un homeomorfismo. Asi, se tiene

DEFINICION 2.3.12. Sea A un anillo semireal. La topologia inducida en X, que hace a F

un homeomorfismo se denomina topologia construible escrita Tc y a Xa con esta
topologia, espacio construible.

Los subbasicos de esta topologia son conjuntos de la forma

Ui(a0)=F "' (Ui(a0)"F(Xx))
=F"({¢ | p(a0)=1, ¢”'({1}) orden de A})

Uo(0)=F " (U(a0)"F(Xa))
=F"'({¢ | 9(a0)=0, ¢'({0}) orden de A})

para aoA\C(T). Mientras que para campos, las topologias de Harrison y construibles
coinciden, para anillos se tiene que

U (a0)=F (U1 (a0)"F(Xa))

=F"({¢| p(@n)=1, ¢"'({1}) orden de A})
={TeXa | a0 T\C(T) =H(ay)

Uo(0)=F " (U(a0)NF(Xa))
=F"'({¢ | 9(a0)=0, ¢”'({0}) orden de A})
={TeXa | ape-T}=H(-ay)

Si ape C(T)=TN-T, entonces
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Uo(@0)=F ' (Uo(@0)"F(Xa))

=F"'({¢ | p(a0)=0, ¢”'({0}) orden de A})
={TeXa | aye C(T)}=Xx\H(ay)UH(-a)

y Ug(0)=Xa4. Asi, se observa que para el subbasico Uy(ag) de la topologia construible en X,
con ap€ C(T), no existe ningun subbdasico de la topologia de Harrison en X4. Por lo tanto, t¢c
es mas fuerte o menos débil o mas fina que la topologia de Harrison en Xa.

Si G:(Xa , tH)—>(Xa , Tc) s un mapeo entre los espacios (Xa , Tn) ¥ (Xa , Tc),
entonces se observa que G no es continua ya que G™'(Xa)=Xs\H(a)UH(-a) no es abierto en
la topologia ty; pero G es una funcion inyectiva y abierta. La proposicion 2.3.2., también es
valida en el caso de anillos, esto es,

PROPOSICION 2.3.13. Sea A un anillo semireal, entonces el espacio producto X={0, 1}*
es un espacio topoldgico compacto, HausdOrff y totalmente disconexo.

DEMOSTRACION
Similar a la demostracion de 2.3.2.. O

LEMA 2.3.14. Sea f:(X , 1x)—(Y , Ty), una funcién entre dos espacios topoldgicos que
satisface

1) fes inyectiva.

2) fes abierta

3) f(K) es compacto en Y para KcX.

Entonces K es compacto en X.

DEMOSTRACION

Sea {Ui}ic1 una cubierta abierta de K. Como f es una funcion abierta, f ({U;}ic1) es
una cubierta abierta de la imagen f (K). Dado que f (K) es compacto en Y, de la cubierta
abierta f ({Ui}ic1) se puede extraer una cubierta finita, esto es, f (K)cf (U))u--- Uf (Up).
Ahora, considérese las imagenes inversas. Dado que f es inyectiva, K=f ~'(f (K)) y

K=f '(F(K))f ' (F(U)U--- Uf(Un))
f ' F(UDYU--- Uf (Un))
<t U Uf T (F (Un));

asi, KcU;uU--- UUp. Luego K es compacto en X. O
Un resultado paralelo a 2.3.4., es la siguiente

PROPOSICION 2.3.15. Sea A un anillo semireal, entonces el espectro real X, con la
topologia de Harrison es un espacio topologico compacto.

DEMOSTRACION
Se probara que la imagen F(Xa) es un conjunto cerrado en X. Sea fe X\F(X4) y
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considérese el subconjunto S=-f '({0})={a| f (-a)=0} de A. Por construccién, S no es un
orden en A. La prueba de que S no satisface alguno de los incisos i) a iv) de la definicion
2.2.5., es exactamente la misma que para campos (ver 1°), 2°), 3°) y 4°) de 2.3.4.). Falta
verificar que S no satisface 2.2.21.. Supdngase que abe-S, y que agS y b¢S, esto significa
que f(-a)=1, f(-b)=1 y f(-ab)=1, es decir, feH;(-a)~H,(-b)nH,(-ab)=H, ; 1(-a, -b, -ab) y
Hi 1.1(-a, -b, -ab)nX,=J. De esto se sigue que F(Xx) es cerrado en X. Como G es abierta,
inyectiva y F(X,) es compacto, del lema anterior se tiene que X, es compacto. O

Dado que T(a,)&T(@) y T(a)&T(a) para toda F
aeR. Del ejemplo 2.3.11., se observa que todo basico  (Xa, tc) — > (F(Xa), Tr)
que contiene a T(a.) contiene a T(a) y también todo
basico que contiene T(a:) contiene a T(a) para cada G /
acR, luego T(a)e{T(a.)} y T(a)e{T(a:)}. Esto muestra
que Xgpyq no es un espacio de HausdOrff. (Xa , T™H)

Se sabe que todos los 6rdenes en un campo son maximales, esto es, si T y T’ son
ordenes en un campo K con TcT', entonces T=T' (ver 2.1.18.). Esto también puede

escribirse como T<T' si y solo si {T'}zm. En el caso de anillos, 2.1.18., ya no es valido

en general, es decir, pueden existir 6rdenes Ty T’ en un anillo A tal que TET'. Un ejemplo
de esto son los ordenes T(a.), T(a.) y T(a) del anillo R[X] (ver ejemplos 2.2.14.y 2.2.15.).

PROPOSICION 2.3.16. Sea A un anillo semireal y T, T'eX4. Entonces TT si y sélo si
T’ es un punto de adherencia de {T}; es decir, T'e {T}.

DEMOSTRACION (=)

Se tiene que probar que toda vecindad de T’ contiene a T. Bastard considerar como
vecindades de T’ a los bésicos H(ay,...,an). Que T'eH(ay,...,an), significa que a;eT' \C(T"),
i=1,...,n; esto es equivalente a que -ai¢T’, i=1,...,n. Dado que TCT', se tiene que -aj¢ T

para i=1,...,n, lo cual significa aije T\C(T), i=1,...,n. Luego TeH(a,,...,a,) y T'e m

(<)

Suponiendo que TET', se puede elegir un elemento acA tal que a€T y agT/,
entonces TeH(a) y T'eH(-a). Como H(a)nH(-a)=4, se sigue que H(-a) es una vecindad
de T' que no contiene a T. Esto ultimo es una contradiccion ya que T'e {T}. o

Se dice que un orden T en un anillo A es un punto cerrado en X, si {T}:m. El
conjunto de puntos cerrados en X, que es un subespacio de X, serd denotado por X,".

COROLARIO 2.3.17. Los 6rdenes maximales en un anillo semireal A son los puntos
cerrados en Xa.
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DEMOSTRACION
Sea TeX," un punto cerrado en Xa. Si T’ es un orden en A tal que TCT’, entonces

por 2.3.16., T'e mz{T}, luego T=T'" y T es un orden maximal en A. Reciprocamente, sea
T un orden maximal en A, si T'e m, por 2.3.16., TCT'. Como T es maximal, T=T" y se
obtiene {T}=m. m

En el caso de campos se observa que, como todo orden es maximal, todo orden es
un punto cerrado en el espectro real.

LEMA 2.3.18. Sea A un anillo semireal. Entonces para T;, T,eXa, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

) Ti¢T, y ToET,
2) Existe aeA tal que TeH(a) y T,eH(-a).
3) Existen vecindades ajenas Vi y Vy en X, tal que Ty eV, y ToeVo.

DEMOSTRACION (1) = (2)
Sean beT; y ceT, con bgT, y cgT;. Considérese a=b-c, entonces acT; y -aeT,. Si
-aeT, y aeT,, se tendra que c=-a+beT, y a+c=beT, lo cual contradice que bgT, y c¢T;.

2)=0)
Para algin a€ A, existen vecindades V,=H(a) y V,=H(-a) tal que T,€V; y T,eV,.
Entonces ViNV,=0 ya que H(a)nH(-a)=4.

)=

Por hipotesis, existen vecindades ajenas V,y V, con T1€V, y T,eV,, luego T1¢V;
y Toe V. Entonces T1 ¢ {T,} y To¢ {T,}. Por 2.3.16., se sigue que T\ £T, y T.£T,. o

PROPOSICION 2.3.19. Sea A un anillo semireal y T un orden en A, entonces el conjunto
de 6rdenes que contienen a T forma una cadena bajo la inclusion.

DEMOSTRACION
Supdngase que existen al menos dos ordenes T, y T, en Xa tal que TcT; y TcT,

pero T\ £T, y T £T,. Por 2.3.18., existen vecindades ajenas Vi, Vo tal que T, eV, y T,e V.
Por 2.3.16., T, e{T}, T,e{T}, luego TeViNV; lo cual es una contradiccién ya que
VlﬁV2=®. O

Como un caso particular de la proposicion anterior se tiene el

COROLARIO 2.3.20. Sea A un anillo semireal y T un orden de A, entonces existe un
unico orden maximal T" en A, tal que TCT'.

DEMOSTRACION
Supdngase que existen T,y T, o6rdenes maximales en A que contienen a T. Por la
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proposicion anterior, TCTcT, y TcT,cT). Luego T\=T,=T" y T’ es el tnico orden
maximal que contiene a T. O

Se sabe que para un anillo semireal A, su espectro real X, es un espacio compacto
que no necesariamente es HausdOrff y X,™ es un subespacio de X,; de hecho, X,™ es un
espacio compacto y HausdOrff, esto es,

PROPOSICION 2.3.21. Sea A un anillo semireal. Entonces X,™ es un espacio topologico
compacto y HausdOrft.

DEMOSTRACION

Sea F una cubierta de X," de conjuntos abiertos V de X,. Considérese un orden
TeXa, entonces por el corolario 2.3.20., existe un orden maximal T’ en X, tal que TCT';

luego TeV para algin V en &F. Por 2.3.16., se sigue que T’em, es decir, VN {T}zJ y
TeV; de esta forma, TeUV para todo T en Xa. Asi, XacUV con VeF y &F es una
cubierta abierta de Xa. Como Xa es compacto, de &F se puede extraer una cubierta finita
Fn={Vj}, j=1, 2..., m tal que XacUV;. Luego XAmguVj, esto es, Xo" es compacto. Por

otro lado, sean T;, T,eX,™ con T,#T,, entonces T\ZT> y T,&T,. Por 2.3.18., existen
abiertos ajenos V;y Vo en X, con Ty eV, T,eV, y por tanto, XA™ es HausdOrff. o

Considérese la funcion r:X,—Xa"; S+ T, con T r
el tnico orden maximal que contiene a Sy la funcion Xa — X"
inclusion i:X,™ — X,. Entonces la funcién composicion
roi:Xz" — XaA™, roi(T) =r(i(T)) = r(T)=T es la funciéon i id
identidad en X,™. r es llamada una retraccion de Xu

sobre X,". XM

LEMA 2.3.22. Sea A un anillo semireal, T un orden maximal en A y C un conjunto cerrado
en X, tal que T¢C. Entonces existen vecindades ajenas V; y V, en X, tal que TeV, y

C&V.,.

DEMOSTRACION.
Se afirma que para cada T'eC, se cumple T'ET y TET'. En efecto, si T'eC,
entonces como T¢C y C es cerrado, se sigue que T¢ {T'}; por 2.3.16., T'¢T. Por otro lado,

que TcT' es equivalente a que T'e {T}. Como T es un orden maximal en A, {T}:m , esto

es, T=T' lo cual es una contradiccion; por lo tanto TET'. De 2.3.18., existe un elemento
a(T’) en A tal que TeH(a(T")) y T'eH(-a(T")). Sea € la familia de todos los abiertos
H(-a(T")) que contienen a T’ con T'€C; claramente € es una cubierta abierta de C. Como

C&Xa es un conjunto cerrado, se sigue que C es compacto. Luego de la cubierta abierta €
se puede extraer una cubierta finita {H(-g)}, j=1,2,...,n; C&H(-a;)u--- UH(-am),
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Te(a;)n:--NH(am)=H(ai,...,am). Asi, Vi=H(ai,...,an) y Vo=H(-a;)u--- UH(-an) son las
vecindades. O

PROPOSICION 2.3.23. Sea A un anillo semireal, entonces la funcion r:X,—X," es
continua.

DEMOSTRACION
Sea Se X, un orden tal que r(S)=T, T el orden maximal que contiene a S. Sea U un
conjunto abierto no vacio en X, que contiene a T, y sea C=X,\U. Por el lema 2.3.22.,

existen vecindades ajenas Vi, V, en X, tal que TeV; y C&V,. Que ST, por 2.3.18., es
equivalente a Te{§ lo que implica que SeV,. Entonces r(V)GUNX,". Si S'eV; con
r(S"=T'¢U, entonces T'eC&V,. Como S'cT’, se tiene que T'e@, y S'eV; lo cual es
una contradiccion ya que ViNV,=J. O

LEMA 2.3.24. Sea f:(X , tx)—>(Y , ty) una funciéon continua y suprayectiva con X
compacto y Y HausdOrff. Entonces f es cerrada.

DEMOSTRACION

Sea C en Y un conjunto tal que f '(C) es cerrado en X. Como X es compacto, f
continua y suprayectiva y Y es Hausdorff, se sigue que f '(C) y  (f (C))=C son compactos
y C es cerrado. O

Si X y Y son espacios topologicos, una funcion f:(X , 1x)—>(Y , ty) es una
identificacion si f es una funcion continua y suprayectiva que satisface: UCY es abierto en
Y siysolosif "|(U) es abierto en X o equivalentemente CCY es cerrado si y solo si f N(®)
es cerrado en X. Como r es continua y suprayectiva, del lema anterior se tiene que I es una
identificacion, es decir, la topologia relativa en X," es precisamente la topologia cociente
en el espectro real X, con respecto a r. Para probar esto, se necesitaran algunos resultados
de topologia.

Se recuerda que si X es un espacio topoldgico, Y un conjunto y f:(X , tx)—>Y una
funcion suprayectiva, entonces la funcion f induce una topologia en Y, es decir, un conjunto
VCY es abierto en Y si y sélo si f7)(V) es abierto en X. Esta topologia (denominada
topologia de identificacion de Y con respecto a f ) hace que f sea una identificacion. Como
una consecuencia inmediata de 2.3.23. y del hecho de que r es una identificacion, se tiene

COROLARIO 2.3.25. Sea A un anillo semireal, entonces X," tiene la topologia de
identificacion. O

PROPOSICION 2.3.26. Sean X y Y espacios topologicos. Si f:(X , tx)—(Y , Ty) es una
funcion continua, suprayectiva y abierta (cerrada), entonces f es una identificacion.

DEMOSTRACION
Sea UCY un conjunto tal que f'(U) es abierto en X. Como f es abierta y suprayec-
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tiva, se tiene que f(f (U))=U es abierto en Y. Luego UCY es abierto en Y si y solo si f (U)
es abierto en X. O

Dado que homeomorfismo, funcién abierta y funcién cerrada son conceptos
equivalentes para una funcion f:(X , tx)—(Y , ty) que es continua y biyectiva, se tiene

COROLARIO 2.3.27. Sean X y Y espacios topologicos. f:(X , tx)—>(Y , ty) es continua y
biyectiva si y solo si f es una identificacion inyectiva. O

Si A es un anillo semireal y X4 es el espectro real de A, entonces para I:Xa—>—>Xa"
se puede definir una relacion "~" en X como sigue: Para cualesquiera 6rdenes Sy T en A,
T~S si y solo si r(S)=r(T). Claramente ~ es una relacion de equivalencia en X, que define
un espacio cociente Q:=X, /~ con la topologia de identificacion. Asi, se tiene la

PROPOSICION 2.3.28. Sea A un anillo semireal, entonces la topologia relativa en X,™ es
precisamente la topologia cociente de X4 con respecto a I.

DEMOSTRACION r

Sea Xa—XA"y Xy = Xa/~; T [T] la Xa —— X,"
proyeccion natural. Sea U un conjunto abierto en X" l /
y considérese T ' (U). Si n''(F " (U))=V, entonces n T
r'(U)=V.Como r es continua, V es un conjunto Xa I~

abierto en X, Dado que m es abierta y suprayectiva,

7I(V)=Tc(fc'l(f'1 (U)))=T "(U) es abierto en X, /~, luego T es continua. Se sigue de la
suprayectividad de r que T es suprayectiva. Sea C en X," un conjunto que satisface que
T ' (C) es cerrado en X, /~. Como 7 es continua, 7'(F " (C))=r "' (C) es cerrado en Xy, lo

cual es equivalente a que C sea cerrado en X,". Luego  es una identificacion. Claramente r
es inyectiva y por 2.3.27., es una funcidn continua y biyectiva. 0O

Finalmente, para terminar este capitulo se dird que, aunque no se ha mencionado
explicitamente, las ideas que motivaron el desarrollo de la teoria de Artin-Schreier para
campos y posteriormente para anillos tiene como base al celebre problema 17 de Hilbert
presentado por ¢l al Congreso Internacional de Matemadticas celebrado en Paris en 1900.
Hilbert en las ultimas décadas del siglo antepasado estudi6 el problema de si un polinomio
semidefinido positivoT) en el dominio entero R[X,...,Xp] podria ser una suma de cuadrados

de otros polinomios también en R[X;,...,Xn]. El resultado fue negativo excepto para n=1.

La prueba aportada por ¢l fue geométrica y no explicita, es decir, el método de Hilbert era
complicado y no se prestaba a una construccion realmente practica. Los primeros ejemplos
explicitos de polinomios semidefinidos positivos que no se podian escribir como suma de
cuadrados de polinomios, aparecen hasta 1967. Ellos son los asi denominados polinomios

D Se recuerda que si k es un campo, el espacio afin k" es el conjunto k"={(a;_._an)| aik, 1<i<n}. Dado un polinomio fek[X; _Xn],
f(x)=>axx' se define la funcién polinomial asociada a f como f:k"—k, f (a)=Xaa". Un polinomio fek[x;__x,] es semidefinido positivo o
también que la funcion polinomial es No negativa si f (xy,...,X,)=0 para toda (X,...,Xn)€k".
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Motzkin. Uno de los ejemplos mas sencillos es el siguiente polinomio Motzkin en el anillo

R, vI; VRV 3y
Yy XY -3XYy +1

cuya funcién polinomial asociada es
f: R7Z5R, f(x, y)=y* 2y (3-3)+1

y tiene como puntos criticos a los puntos de la forma (x, 0), (0, y) con X, yeR, esto es, los
ejes X, Y. En estos puntos f (X, y)=1. También, los puntos (1, 1), (1 ,-1), (-1, 1)y (-1, -1)
son puntos criticos que son minimos; f (1, 1)=f(1, -1)=f (-1, 1)=f(-1 , -1)=0. Esto muestra
que f es semidefinido positivo, es decir, la funcién polinomial f(x, y)=X2y "ty (x*-3)+1 es
no negativa en R f no se puede escribir como suma de cuadrados de polinomios en R[X, Y]
ya que si esto fuera posible, es decir, si X*y*+x%y*-3x%y*+1=f,*+... +f,%, entonces se tendria
lo siguiente: X no apareceria en las f; ya que su cuadrado aparece con coeficiente positivo y
la suma es positiva, y en el término de la izquierda no aparecen X* ni y*; lo mismo sucede
con y. En forma analoga para las f;* con x°, y* ya que ellas no aparecen con X* o y* en el
término de la derecha con coeficiente positivo. En el término de la derecha aparece X*y* con
coeficiente positivo pero en el término de la izquierda aparece con el coeficiente -3.

El problema 17 de Hilbert se enuncia como sigue: Sea f(Xi,...,X,)€Q(X1,...,X,) una
funcion racional semidefinida positiva, entonces ;es f(X;,...,Xn) una suma de cuadrados en
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el campo Q(Xj,...,Xn)? La respuesta para los casos n=1 y n=2 era ya conocida

afirmativamente en el tltimo decenio del siglo antepasado. Artin, en la década de los 20 del
siglo pasado, prueba un resultado mas general el cual puede enunciarse como sigue.

TEOREMA 2.3.30. Sea k un campo cerrado real. Si fek[X;,...,Xs] es un polinomio

semidefinido positivo, entonces f es suma de cuadrados de polinomios en el campo
k(X],...,Xn).

La definicién de campo cerrado real asi como la demostracion de este teorema, se
daran en el siguiente capitulo.
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3. LA TEORIA DE ARTIN-LANG Y EL NULLSTELLENSATZ REAL.

INTRODUCCION

En la primera parte del capitulo se desarrolla la teoria de Artin-Lang para algebras
afines y sus campos de funciones. Se trabaja siempre con campos cerrados reales y sus
cerraduras reales; se exponen resultados importantes tales como el teorema de lugares
racionales de Lang y los teoremas del homomorfismo y del encaje. En la segunda parte se
introducen los conceptos y resultados necesarios para establecer la generalizacion del
teorema clasico de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz clasico) al caso real o teorema de
Dubois-Risler (Nullstellensatz real).

3.1. EXTENSIONES DE CAMPOS.

Se recuerda que un anillo A” es un campo si todo elemento distinto de cero de A es
una unidad; y un subconjunto F de un campo K es un subcampo de K si F es un campo con
respecto a las operaciones en K. Se dice que un campo K es un campo de extension de un
campo F, lo cual se escribe K:F o que K:-F es una extension de campos si existe un
homomorfismo inyectivo @:F—K. Sea K:F una extension de campos, aeK es un
elemento algebraico sobre F si f(a)=0 para algiin polinomio fe F[x] distinto de cero. Un
elemento aeK es trascendente sobre F si f(a)#0 para todo polinomio fe F[x] no constante.
Un campo de extension K de un campo F es una extension algebraica sobre F si todo
elemento en K es algebraico sobre F. Se dice que un campo K es algebraicamente
cerrado si K no tiene extensiones algebraicas propias o equivalentemente si toda extension
algebraica L de K satisface que L=K. Una extension K :F es finita de grado n sobre F si K
como espacio vectorial sobre F es de dimension finita n. Se denota esta dimensioén con el
simbolo [K:F] y se denomina grado de K sobre F.

Se observa que toda extension finita K-F de campos es algebraica. En efecto, si
aeK\F es arbitrario y [K:F]=n con neN, entonces 1, a, ocz,...,ocn no son elementos

linealmente independientes; de modo que existen elementos ay, a;,...,a,€F no todos cero

tal que ap+ao+---+a,0"=0. Entonces f=ag+a;x+---+aXx" es un polinomio distinto de cero
en F[x] y f(a)=0; luego, o es algebraico sobre F.

F es un campo intermedio entre los campos K y k si K- F y F -k son extensiones de
campos. Si K es un campo y I' un subconjunto de K, entonces el subcampo de K generado
por I' es la interseccion de todos los subcampos de K que contienen a I'. Sea K:-F una
extension de campos y I' un subconjunto de K. Se denota por F(I') el subcampo de K
generado por FUI'. F(I') es el subcampo mas pequetio de K que contiene a F y I'. F(I') es la
interseccion de todos los subcampos de K que contienen a F y I'. F(I') es un campo
intermedio entre K y F, es decir, es un campo de extension del campo F. Si I'={t;,...,t,},

) Como en los capitulos anteriores, aqui anillo significa anillo conmutativo con unitario.



62

se escribe F(t;,...,t,) y es el campo generado sobre F por t;,...,t,, o el campo obtenido por
adjuncion de t;,...,t, a F. También se dice que F(t;,...,t,) es el campo de cocientes del
dominio entero F[ty,...,t;,] o campo de funciones racionales. En el caso particular en que

I'={a}, se dice que K:-F es una extension simple de campos si K=F(a), es decir, K se
obtiene adjuntando uno de sus elementos a F. La extension K:-F es finitamente generada
si K=F(t;,...,1,) para algunos elementos ti,...,t,€K. Una extension finitamente generada
no necesariamente es finita. Cuando se habla de una extension de campos K:F, es usual
utilizar el siguiente diagrama en el que la letra F se coloca en un nivel mas bajo que la letra
K para indicar que F est4 contenido en K.

K

F

Una cadena de campos FEF,CF,<--- €F, SF,SF;1 S --- €K se denomina torre y
cada subextension Fn-Fpn; un piso de la torre. De particular interés son las torres con un
numero finito de pisos.

PROPOSICION 3.1.1. Sea KEFCK una torre de campos. Si A y B son bases para las
extensiones K- F y F:k respectivamente, entonces AB={ab| acA, beB} es una base para la
extension K-k y [K:K]=[F:K][K:F]. En consecuencia, K:k es finita si y solo si K:F y
F -k son finitas.

DEMOSTRACION

Sea xeK, entonces X=2.a;y;i para un nimero finito de indices i, con y;eF y ajeA.
También se tiene que Yi=2zjj bj, donde zjjek y bjeB. Luego x=>_2zjj a; bj lo cual muestra que
K es generado sobre k por AB. Ahora supongase que 2> zjj & bj=0 con zjjek, aieA y bjeB.
Si 2.z;; bj=¢;, entonces 2.¢;ai=0, con cjeF. Como los bj son linealmente independientes sobre

k, se sigue que Ci=0 para toda i luego zj=0 ya que las a; son linealmente independientes en
F.o

Como una consecuencia de esta proposicion, se tiene

COROLARIO 3.1.2. Si F,€F,& --- ©F, es una torre de campos y Fi;; 2 Fj es una extension
(finita) para cada i=1, 2,..., n, entonces F,:F; es una extension (finita) y

[Fn:F1]=[Fn:Fn_1][Fn_1 :Fn_z] oo [Fz:Fl].

DEMOSTRACION
Se obtiene directamente de 3.1.1., por induccién. O

Un polinomio no constante fe F[x] es irreducible sobre F si f no puede expresarse
como producto de dos polinomios en F[X] de grado menor que ¢l grado de f. Esto es, para
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cualquier factorizacion f=gh en F[x], g o h es una unidad en F[x] ”. Se recuerda que un
ideal | de un anillo A es un ideal principal de A si | es generado por un elemento en A, es
decir, I=<a> para alguna acA, y A es un dominio de ideales principales si todo ideal de
A es principal.

PROPOSICION 3.1.3. Si F es un campo, entonces F[x] es un dominio de ideales
principales.

DEMOSTRACION

Sea | un ideal de F[x]. Si I={0}, entonces I=<0>. Supdngase que 1%{0} y sea gel un
elemento distinto de cero de grado minimo. Si g tiene grado cero, se sigue que geF y es
una unidad; luego, I=<1>=F[X] e | es un ideal principal. Si g tiene grado >1, entonces
tomando un elemento arbitrario fel, por el algoritmo de la division, existen polinomios ¢, I
en F[x] tal que f=qg+r, donde grad(r)<grad(g). Como f, gel, se tiene que f-qg=rel y dado
que g es un polinomio no cero de grado minimo en |, se sigue que r=0, luego f=qg, esto es,
I=<g>. O

Los polinomios irreducibles en el anillo de polinomios F[X] estan estrechamente
relacionados con los ideales maximales en F[X], es decir,

PROPOSICION 3.1.4. Sea F[x] el anillo de polinomios en la indeterminada X con
coeficientes en un campo F. Entonces un ideal < f >#{0} con feF[X] es maximal si y s6lo si
f es irreducible sobre F.

DEMOSTRACION (=)

Sea <f> un ideal maximal de F[X] que no es el ideal cero, entonces <f>#F[x] y f¢F.
Sea f=gh una factorizacion de f en F[x], entonces ghe<f> implica que ge<f > o he<f >,
esto es, g o h tienen a f como un factor comun. Es decir, los grados de los polinomios g y h
no pueden ser menores que el grado de f. Por lo tanto, f es irreducible sobre F.

(<)

Sea feF[x] un polinomio irreducible sobre F y supongase que | es un ideal en F[X]
tal que <f>cIcF[x]. Por la proposicion 3.1.3., existe un polinomio geF[X] tal que I=<g>,
luego fe<g> lo que significa que f=gh para algiun polinomio heF[x]. Como f es irreducible,
se tiene que g o h es de grado cero. Si g es una constante en F[x] distinta de cero, entonces
g es una unidad en F[X] y <f>=I=F[x]. Si h es de grado cero, entonces h(X)=a. con aeF y

g=o'f estd en <f >; asi, =< f >. Por lo tanto, <g>SI<F[x] lo cual no puede ser posible.
Luego < f > es maximal. O

Un resultado mas general establece que si un anillo A es un dominio de ideales
principales, entonces todo ideal primo es maximal y reciprocamente.

D Las unidades en F[X] son los elementos distintos de cero de F.
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Sea K:F una extension de campos, aeK un elemento arbitrario y ¢.:F[X] — K;
agtax+---+aX" aptajot---+a,0" con Pu(X)=a y @.(a)=a para cada acF (¢, transforma

isomorficamente a F via la funcién identidad) el homomorfismo de evaluacién en a,
entonces se tiene el siguiente

TEOREMA 3.1.5. Sea K:F una extension de campos y aeK un elemento algebraico
sobre F. Entonces existe un polinomio irreducible fe F[x] con f(a)=0. f esta determinado de
forma Unica salvo un factor constante en F, y es un polinomio de grado minimo >1 en F[X].
Ademas, si g(a)=0 para algtin polinomio geF[X] con g=0, entonces f divide a g.

DEMOSTRACION

Sea @q:F[X] &> K el homomorfismo de evaluacion; su nucleo Ker(qy)=<f> para
algtin polinomio feF[x]. Si geKer(¢,) con g#0, entonces ge<f>y f divide a g (ya que por
el algoritmo de la division, g=gf +r con ¢, reF[x] donde ya sea r=0 o grad(r)<grad(f ).
Como r(a)=0, se sigue que r=0). Si h es otro polinomio del mismo grado que f, entonces
h=cf para algin ceF; luego f es un polinomio de grado minimo que tiene a o. como un cero.
Supodngase que f=gh, entonces g(a)=0 o h(a)=0. Si g(a)=0, como grad(g)<grad(f ), se tiene
que grad(g)=grad(f ) lo cual implica que h es una constante. Luego f es irreducible en
F[x].o P

FIx] — K

Si K:F es una extension de camposy a.eK es un
elemento algebraico sobre F, entonces por 3.1.5., el Ginico T o
polinomio moénico f en F[X] que anula a o (porque puede
haber otros polinomios monicos) es el polinomio irreducible
para a sobre F que se denota por Irr(a , F). El grado de este F[X]/<lrr(a , F)>
polinomio es el grado de a sobre F que se escribe como
grad(a , F). El nicleo del homomorfismo de evaluacion o, es <Irr(a , F)> que es un ideal
maximal de F[x] (ver 3.1.4.). Luego, F[x]/<Irr(a , F)> es un campo isomorfo a @4(F[X]) en
K y es el menor subcampo de K que contiene a F y a. Como antes, este campo se denota
como F(a). Si a es trascendente sobre F, ello es equivalente a f(o)#0 para cada polinomio
feF[x] no constante lo cual a su vez es equivalente a que @q(f )#0 para todo polinomio
feF[x] no constante con @, el homomorfismo de evaluacion. Esto Gltimo equivale a que
Ker(¢pq)={0}, esto es, F[X] es encajado en K via el homomorfismo de evaluacioén. Luego la
imagen, @q(F[X]) es un dominio entero que no es un campo. K contiene al campo de
cocientes gf(F[x])=F(a) y es el menor subcampo en K que contiene a F y a.

PROPOSICION 3.1.6. Sea K -F una extension de campos y a.eK un elemento algebraico
sobre F, entonces F[a]=F(a) y F(a)ZF es una extension finita de grado [F(a):F] igual al
grado de Irr(a , F).

DEMOSTRACION
Considérese el homomorfismo ¢: F[x]—>F[a]; g—g(a). Por la proposicion 3.1.3.,
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Ker(p)=<f> para algin feF[x] con f(a)=0. Como a es algebraico, Ker(p)={0} y también
Ker(p)#F[x] ya que ¢+0. Luego f=0 y grad( f )>1. Si f no es un polinomio moénico, bastara
dividir éste por su coeficiente principal para obtener un polinomio moénico. Supdngase que
f es un polinomio monico; por el primer teorema del isomorfismo, se tiene que
F[x]/< f >=F[x]/Ker(p)zIm(p)=F[a]. Como F[a] es un dominio entero, el ideal < f > es
primo en F[X]; esto significa que f es irreducible en F. Por 3.1.4., se sigue que < f > es
maximal; de esta forma F[x] /< f > es un campo. Como F(a) es el campo mas pequeio que
contiene a F y a, y dado que F[x] /< f >=F[a]cF(a), se sigue que F[a]=F(a). Por otro lado,
si g(a)eF[a] para algiin polinomio geF[X], por el algoritmo de la division, se tiene que
g(x)=q(x) f (x)+r(x) donde los polinomios g, r estan en F[x] y grad(r)<grad( f ). Luego
g(o)=q(a)f (a)+r(a)=0+r(c), con r(a)=byp+ba+---+bpa”" y n=grad(f ). De esta forma, el
conjunto {1, oc,...,ocn'l} genera el espacio F-vectorial F(a). Se afirma que {1, a,..., a™!
es una base de F(a); en efecto, si ao+a10c+---+an_1a”'1=O con ajeF, i=1,...,n-1, entonces
g(X)=bo+bx+--- +bn. X" €F[x] tiene a o como una raiz y es de grado < n-1. Dado que f | g
(ver teorema 3.1.5.) y grad( f )=n, se sigue que g=0, esto es, a=0 para cada i=1,...,n-1;
luego {1p, a.,..., o™} es linealmente independiente y en consecuencia es una base de F(a).
Por lo tanto, [F(a) : F]=n. o

Mas generalmente

COROLARIO 3.1.7. Sea K:F una extension de campos y a,...,a,€K elementos
algebraicos sobre F. Entonces F(a,...,an)-F es una extension finita y por lo tanto

algebraica.

DEMOSTRACION (se hace por induccién sobre n.)

Para n=1, el resultado se sigue de 3.1.6.. Supdngase que n>1 y que el corolario es
cierto para n-1, es decir, F(a,...,an1)ZF es finita. Como a, es algebraico sobre F y
F[x]lcF(au,...,on1)[X], se sigue que o, es algebraico sobre F(ay,...,on1). Por la
proposicion 3.1.6., F(ay,...,an1,000)ZF(a,...,0n1) es finita. Por 3.1.1., se tiene que
[F(ay,...,on) - F]=[F(a,..., a1, an) - F(a,..., on)][F(a,...,on1) - F] es finito. O

PROPOSICION 3.1.8. Sea kceFcK una torre de campos. Entonces K:k es algebraica si y
s6lo si K- F y F:k son algebraicas.

DEMOSTRACION (=)

Primero se probara que K:F es algebraica. Sea aeK, como K:k es algebraica,
existe f en Kk[x] tal que f (a)=0. Dado que kcF y K[x]<F[x], entonces f (a)=0 en F[x]; asi, o
es algebraico sobre F y K:-F es algebraica. Ahora se prueba que F:k es algebraica; sea
acF, como FCK, aeK y dado que K:k es algebraica, existe fek[x] tal que f (a)=0. Luego
o es algebraico sobre Ky F zk es algebraica.

(<)

Sea a.eK y f=Irr(a , F). Si ag,...,a,€F son los coeficientes de f algebraicos sobre K,
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entonces a es algebraico sobre K(ay,...,an). Por el corolario 3.1.7., k(ay,...,an)k es una
extension finita y k(o) -k también es finita. Luego o es algebraico sobre k. O

Para extensiones algebraicas se tiene la siguiente

PROPOSICION 3.1.9. K:F es una extension finita si y sélo si K:F es algebraica y
finitamente generada

DEMOSTRACION (=)

Supongase que K:F es una extension finita. Si [K:F]=1, K=F(1)=F. Si FEK,
entonces existe un elemento o, €K con a,;¢F y [F(a;)zF]>1. Si K=F(a;) la demostracion
concluye. Si F(a;) &K, entonces existe un oK con angF(a) y [F(au, az)F(ay)]>1. Ya
que el proceso se detiene, K=F(a.;,..., o).

(<)
Dado que K:F es una extension finitamente generada, existen elementos
a,,....a, €K tal que K=F(a,...,an). Como K:F es una extension algebraica, a,...,0n

son elementos algebraicos sobre F. También las subextensiones
F(aoy):F, F(ay, an)zF(a),...,F(au,..., an) - F(a,..., on1)

son extensiones algebraicas. Dado que FcF(a,)cF(ay, op)c- - cF(ay,...,0n)=K es una
torre finita de campos con F(a,...,0;) - F(a,..., aj.1) una extension finita para j=2, 3,..., n,
entonces por 3.1.2., se sigue que K- F es finita. 0

Un ejemplo de una extensioén algebraica que no es finita es la extension Q :Q,

donde (13 es el campo de los nimeros complejos que son algebraicos sobre Q

COROLARIO 3.1.10. Si K:F es una extension de campos y a;, a,eK son elementos

algebraicos sobre F, entonces o;+o, a-02, oo y a/an con o#0 son algebraicos sobre
F.

DEMOSTRACION
Dado que F(a, o) - F es una extension algebraica y o+a, o-ap, ojoly y o/c; con
op#0 son elementos de F(a, a,); el resultado se sigue. O

COROLARIO 3.1.11. Sea K:F wuna extension de campos, entonces el conjunto

F ={XeK | X es algebraico sobre F} es un subcampo de K.

DEMOSTRACION
Sean oy, o€ 1_:K . Como F(ocl,ocz)gl_:K , por el corolario anterior se sigue que o;+ol,

—K —K
oU-0lp, 00 Y oL/o con a0 estan en F . Asi, F es un subcampo de K. O
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El campo F introducido en 3.1.1 1., se denomina cerradura algebraica de F en K
y es algebaicamente cerrado en K. Este concepto puede generalizarse de la siguiente forma.

DEFINICION 3.1.12. Sea K un campo. Un campo K es la cerradura algebraica de K si
i) K K es una extension algebraica.
i) K es algebraicamente cerrado.

TEOREMA 3.1.13. Todo campo F tiene una cerradura algebraica F.

DEMOSTRACION

Considérese la familia F={Kj| icl} de todos los campos de extension K; de un
campo F tal que la extension Ki:F es algebraica; F#J ya que FedF. Ordenando
parcialmente por inclusion, (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea L un

subconjunto de &F totalmente ordenado y considérese a E=UK; con Kj en L. Se afirma que
E es un campo y E-F es algebraica. En efecto, sean a, beE, entonces existen campos K,

K; enL conaeK,,beK, . Como L es totalmente ordenado, K; es un subcampo de K;
o K; es un subcampo de K; . Supéngase que K; cK; ; entonces a, be K; . Se usan las
operaciones de suma y multiplicacion en K; para definir las operaciones de suma y

multiplicacion en E. Es rutinario probar que E es un campo con neutro multiplicativo, el
1eF. Asi, E es un campo y KicE para cada iel. A continuacion se probara que E:F es
algebraica. Sea o.€E, entonces o€ K; para algun ipel con K, en L. Luego a es algebraica

sobre F y EZF es una extension algebraica y una cota superior para L. Por el lema de Zorn,

existe al menos un elemento maximal F de &F. Se afirma que F es algebraicamente
cerrado. En efecto, sea fe 1_:[)(]’ donde f¢ F. Si f no tiene ceros en I_:, se puede tomar un
elemento we F y formar un campo 1_7(W) con W cero de f. Sea Be 1_7(W), entonces 3 es un
cero del polinomio g=cip+oX+---+onX" en 1_3[X] con ociel_3 y por tanto a; es algebraico
sobre F. Luego F(ay,...,on)-F es finita y dado que B es algebraico sobre F(ay,...,0n),

l_:(ao,...,an,B):F(oco,...,ocn) es una extension finita; luego F(ay,...,on)F es una

extension finita. De esta forma 3 es algebraico sobre F. Entonces 1_7(W)637 y 1_7g1_:(w) lo

cual contradice la eleccion de F como un elemento maximal de F. Por tanto f tiene un cero
en Fy F es algebraicamente cerrado. O

Sean K-k y F:k dos extensiones de campos. Si K y F estan contenidos en un campo
L, se define el campo producto KF como el subcampo de L generado por el conjunto
KUF, esto es, KF=K(F)=F(K)=FK. Se observa que si k es un subcampo de KNF tal que
K=k(I') y I'cK, entonces KF=F(I'). Si K:k y F:k son extensiones finitas, entonces el
campo producto KF es el conjunto de los elementos de la forma ZX.X XieK y yiF. En el

(R

caso general, el campo producto KF es el campo de cocientes del dominio entero K[K m F],
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esto es, KF=qf (kK nF]) cuyos elementos son de la forma (O xy,)Q xy))™, xi, x/eK
i i

y Yi, ¥j' €F. El conjunto KF es el minimo subcampo de L que contiene a K y F. También se
dice que KF es la interseccion de todos los subcampos de L que contienen a K y F.
El siguiente diagrama proporciona una descripcion grafica.

PROPOSICION 3.1.14. Dadas las extensiones de campos
L

KZ KFkF

~,

k

la extension KF -k es algebraica si y s6lo si K-k y F:k son algebraicas.

DEMOSTRACION (=)
Por hipotesis KF -k es algebraica. Por 3.1.8., se sigue que KF:K, KF:F, K:ky F:zk
son algebraicas.

(<)
Sea I'=KUF, entonces KF=K(I") y cada elemento de I" es algebraico sobre k. Por
3.1.7., la extension K(I") - k es algebraica, esto es, KF -k es algebraica. O

Sea K:F una extension de campos. Si al menos un elemento xeK no es algebraico
sobre F, se dird que la extension es trascendente. Si I'={a.,...,an} es un conjunto finito

de elementos de K, se dice que I' es algebraicamente independiente sobre F o que los
elementos a,..., 0 son algebraicamente independientes sobre F si el inico polinomio en

F[Xi,...,Xn] que se anula en a.,..., a, es el polinomio cero de F[Xy,..., Xy].

Sea K -F una extension de campos y {a.,,...,c,} en K un conjunto algebraicamente
independiente sobre F. Si se supone que {a,,...,0,} con r<n es un subconjunto de
{a,...,0,} que no es algebraicamente independiente sobre F, entonces existe un
polinomio no cero f eF[x,...,X,] tal que f(a,,...,a,)=0. Pero f en el anillo

FIX,..., X, X .X,] satisface que f(a,...,a,,o

A SR FS EA

..a,) =0 lo cual contradice el hecho

r+1»°

de que {a,,...,0,} sea algebraicamente independiente sobre F. De esta forma se tiene que
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todo subconjunto de un conjunto algebraicamente independiente es algebraicamente
independiente; luego si KZF es una extension algebraica, entonces el Uinico subconjunto
algebraicamente independiente de K es el conjunto vacio. También, todo elemento de un
conjunto algebraicamente independiente de K es necesariamente trascendente sobre F. En
efecto, si {a,,...,a,} en K es un conjunto algebraicamente independiente sobre F y si se

supone que existe un elemento a; en {a,,...,a,} que no es trascendente sobre F, entonces

existe un polinomio f € F[X; ] no cero tal que f(a; )=0. Perofen F[X,...,X ,X X, ]

9 Nig > Nig+12°++

satisface que f(ocl,...,ocio,oci ..a.,) =0 lo cual contradice el hecho de que {a,,...,o}

o +1°°
sea algebraicamente independiente sobre F. Si ay,...,a,€K son algebraicamente
independientes sobre F, entonces F[a,...,a,] es un anillo de polinomios.

Cuando n=1, I'={a} es algebraicamente independiente si y solo si a es trascendente
sobre F. Si T es infinito, I es algebraicamente independiente si todo subconjunto finito de
I" es algebraicamente independiente. El concepto de independencia algebraica generaliza el
concepto de independencia lineal en el sentido de que si S en K es un conjunto linealmente
dependiente sobre F, entonces existe un polinomio no cero f de grado mayor o igual a uno
en el anillo F[X;,...,X,] tal que f(Si,...,Sn)=0 para elementos distintos de cero Sy,...,S,€S.
Esto es, todo conjunto algebraicamente independiente es también linealmente
independiente, pero no reciprocamente.

Se dice que K:F es una extension trascendente pura si existe un subconjunto I
del campo K algebraicamente independiente tal que K=F(I").

PROPOSICION 3.1.15. Toda extension de campos K:F contiene un conjunto I' que es
algebraicamente independiente maximal. K-F(I") es algebraica y F(I'):F es trascendente
pura.

DEMOSTRACION

La existencia de I" es una consecuencia del lema de Zorn. En efecto, sea A la
familia de todos los subconjuntos algebraicamente independientes de K. Si A=Y no hay
nada que hacer; si A=, (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea 4 un
subconjunto no vacio totalmente ordenado de A y A=UI"" con I"'€ 4. Claramente A es un
subconjunto algebraicamente independiente de K y una cota superior de 4. Por el lema de
Zorn, el conjunto parcialmente ordenado (A, <) tiene al menos un elemento maximal T
Por otro lado, supongase que K:F(I') no es una extension algebraica, es decir, existe un
elemento aeK trascendente sobre F(I') y en particular sobre F. Entonces I'U{a} es un
conjunto algebraicamente independiente; esto ultimo contradice la maximalidad de T.
Finalmente, como I" es un conjunto algebraicamente independiente, se tiene que F(I') - F es
trascendente pura. O

Todo subconjunto B de K que satisface las propiedades de I' en la proposicion
anterior, esto es, que B es algebraicamente independiente maximal, se denomina base de
trascendencia de K sobre F. Se observa que un subconjunto B de K es una base de
trascendencia de K sobre F si i) B es algebraicamente independiente sobre F y ii) K-F(B)
es algebraica. Todo subconjunto I' de K que satisface ii) anterior, se denomina conjunto
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generador de K sobre F o se dice que K es generado por un subconjunto I" sobre F. Se
observa que una base de trascendencia de una extension puede ser un conjunto vacio en
cuyo caso se dice que la extension K:ZF es algebraica. Una base de trascendencia de un
campo K sobre un subcampo F es el anadlogo de una base de un espacio vectorial K sobre F.
En general, una base de trascendencia no es una base de un espacio vectorial; por ejemplo,
si f/geF(X) con f, ge=0, entonces el polinomio no cero h(yi, Y2)=g(y1)y>-f(y1) que esta en el
anillo F[y;, y2] es tal que h(x, f/g)=g(X)(f/g)-f (x)=0. Asi, {x, f/g} es algebraicamente
independiente en F(X). De esto se ve que {X} es una base trascendente de F(X) sobre F que
no es una base de espacio vectorial ya que {1r,X,X*,X’,...} es linealmente independiente en
F(x).

LEMA 3.1.16. Sea K:F una extension de campos, I' en K un conjunto generador de K
sobre F. Si S en K es un conjunto finito de elementos algebraicamente independientes sobre
F, entonces [S|<| T.

DEMOSTRACION

Sea a.eS; como a es algebraico sobre F(I'), existe un polinomio con coeficientes en
F(I') que tiene a oo como una raiz. Dado que solamente un numero finito de elementos de I'
son coeficientes de este polinomio, se tiene que para un cierto numero neN, existen un
polinomio peF[X, Xi,...,X,] y elementos yi,...,yn€l tal que p(a, v1,...,7n)=0. Como o es
algebraicamente independiente sobre F, esto es, trascendente sobre F y considerando a p
como un polinomio en el anillo F[X; oo, Xn][X]P, existe al menos un coeficiente
geF[xi,...,Xs] de p que tiene grado positivo en Xi,...,X,. Si X; es una indeterminada que
aparece en un monomio de ¢ con coeficiente no cero, se tiene que y; es algebraico sobre
F(y1,...,vi1, Yis Yit1»---,7n, ). Luego, (I'\{yi})u{a} es un subconjunto de K que satisface
que K:z(T'\{yi})u{a} es algebraica. De esta forma (I"\{yi})u{a} es un nuevo conjunto
generador de K:F. Prosiguiendo por induccidn, sea S;S un subconjunto con r elementos
para el cual existe un subconjunto I';cI” también con r elementos tal que I''=(I"\ I'})US; es
un subconjunto de K que satisface que K:I" es algebraica. Si S;=S, la existencia de I’
significa que, [S|<|T. Si existe aeS\S;; como a es algebraico sobre F(I'"), existe un
polinomio p'eF[Xi,....Xr, Yi,...,Ynr][X] tal que p'(ai,...,0h Yi,...,¥nr)=0 con oi€eS,
i=1,....r,vje\I'1, j=1,...,n-1, (Y1,...,Ynr sOn ciertos elementos en I'\I'1). Si p’ se considera
ahora como un polinomio en F[yi,...,Ynr][X1,...,Xr], €sto es, un polinomio con coeficientes
en F[y1,...,Ynr], se tiene que, como {a,..., 0o} es algebraicamente independiente sobre
F, existe al menos un coeficiente q'€F[y;,...,Ynr] de P’ que tiene grado positivo en
Yi,...,Ynr. Siguiendo el razonamiento anterior, existe un elemento y;je'\I'; algebraico sobre
F(o,otr,. ooy O Y1 se ey Yicls Yitls---»Ynr)- Asi, I\['] €s no vacio, y st S'=S;u{a} y I'"'="10U{yi};
S, y I'"" ambos con r+1 elementos, se tiene que S"U(I'\[""") es un nuevo subconjunto de K
tal que K:SU(I'\I'"") es algebraica. Este proceso de induccion termina cuando se tiene un
conjunto I'*cI’, con el mismo nimero de elementos que S, tal que SU(I'\T'*) es un
subconjunto de K con K= SU(I'\I"*) algebraica. Por lo tanto [S|<| I'|. O

¥ . . . .
) p se considera como un polinomio en X con coeficientes en F[Xi,..., Xn].
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PROPOSICION 3.1.17. Sea K - F una extension de campos, B y B’ bases de trascendencia
de K sobre F. Entonces |B|=|B’|.

DEMOSTRACION (Caso finito)

Se sabe que B y B’ son conjuntos algebraicamente independientes sobre F y que
K:F(B) y K:F(B’) son extensiones algebraicas. Si BcB', por el lema 3.1.16., se tiene que
|B|< |B'|. También, si B'cB, se tendrd que |B'|[< |B|. Por lo tanto se concluye que |B|=|B’|.

(Caso infinito)

Se probara que si B y B’ son bases de trascendencia de K sobre F y |B| es infinito
entonces |B’'| es infinito y |B|=|B'|. En efecto, dado que B’ es una base de trascendencia de K
sobre F, se sigue del caso finito que el cardinal de B’ es infinito. Sea aeB, entonces o es
algebraico sobre F(B') (ver proposicion 3.1.15.). Considérese el polinomio irreducible para
a sobre F(B"); f=Irr(a, F(B")). Los coeficientes de este polinomio estan en el campo F(I'y)
con Iy un subconjunto finito de B’. De esta forma, feF(I'y)[X] y a es algebraico sobre
F(I'y). Para cada a.eB’ se considera el respectivo polinomio irreducible de o sobre F(B') y
el respectivo conjunto finito I',, de B'. Se afirma que UI',=B’ es una base de trascendencia
de K sobre F. En efecto, UI'y, como un conjunto de B' es algebraicamente independiente.
También se tiene que todo elemento o de B es algebraico sobre F(\Ugcgl'y). Luego la
extension F(Ugepl'o)(B)ZF(Ugeslo) es algebraica. Como F(B)cF(Ugeslo)(B), se sigue
que todo elemento de F(B) es algebraico sobre F(\Ugycgl'y). Por la proposicion 3.1.15.,
Ugebl o €8 una base de trascendencia de K sobre F, esto es, Uyl «=B. A continuacion se
probara que |B|=|B’|. Se observa que los conjuntos finitos I';, con a.eB no son mutuamente
ajenos. Por el principio del buen orden en B, B tiene un primer elemento que se escribe
como 1. Sea I'"j=I"1 y I'"o=I"¢\ Ui [i para cada aeB con a>1. Claramente I, es finito,
UgeBl a=Uges "o ¥ los I’y son mutuamente ajenos. Para cada aeB considérese un orden <
fijo de I""={y1,...,Yka }; considérese también la funcion @:Uyep I'q—>BXN; yi > (o, ). ¢ es

inyectiva, esto es, Ugesl ' €S equipotente con algiin subconjunto de BxN. De esta forma
IB"|=|UaeBl o|=Vacsl ' o|<|BxN|=|B||N|=|B|N¢=|B|. En forma similar se tiene que |B|<|B’|. Por
lo tanto, |B|=|B'|. O

Si K:F es una extension de campos y B una base de trascendencia de K sobre F, se
define el grado de trascendencia de K sobre F como el nimero de elementos de B y se
denota grtr(K:-F). Por ejemplo, si F[Xj,...,Xs] es el anillo de polinomios en las
indeterminadas X;,..., X, con coeficientes en el campo F, entonces grtr(F(X;,...,Xn)ZF)=n.
Se observa que K= F es algebraica si y solo si grtr(K - F)=0.

PROPOSICION 3.1.18. Sea K - F una extension de campos, I" en K un conjunto generador
de K sobre F, entonces existe un subconjunto BCI" que es base de trascendencia de K - F.

DEMOSTRACION

Sea A la familia de todos los subconjuntos de I' que son algebraicamente
independientes. A puede ordenarse por inclusion; y por el lema de Zorn, existe un elemento
maximal de esta familia; digamos que B es este elemento, esto es, B es un subconjunto
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algebraicamente independiente de I'. De esta forma, todo elemento uel'\B es algebraico
sobre F(B), entonces F(I') es algebraico sobre F(B). Asi, K es algebraico sobre F(B) por
3.1.8., y por 3.1.15., se concluye que B es una base trascendente de K sobre F. o

COROLARIO 3.1.19. Si K:F es una extension finitamente generada y B es una base de
trascendencia de K :F, entonces grtr(K:F)<owo y K:F(B) es una extension finita y por lo
tanto algebraica.

DEMOSTRACION

Por hipotesis K=F(S) para algun subconjunto finito S de K. Por la proposicion
3.1.18., existe una base de trascendencia B’ de K:-F. Como B es una base de trascendencia
de K:F y B'cS con |B|=|B'|<|S|<x, se tiene que grtr(K : F)<oo. Por otro lado, como K:F(B)
es algebraica y finitamente generada, se sigue que K:-F(B) es una extension finita (ver
proposicion 3.1.9.). o

PROPOSICION 3.1.20. Sea kcFcK una torre de campos. Si F:k es algebraica y T en K
es algebraicamente independiente sobre Kk, entonces T es algebraicamente independiente
sobre F.

DEMOSTRACION

Si T no es algebraicamente independiente sobre F, entonces existe teT algebraico
sobre F(T\{t}). Dado que F:k es algebraica, se sigue que F(T\{t})-k(T\{t}) es algebraica.
Luego cada piso en la torre

kK(T\{tH)F(T\{t)F(T\{t})(O=F(t)

es algebraica, entonces teF(t) es algebraico sobre K(T\{t}). Pero esto contradice la
independencia algebraica de T sobre k. O

PROPOSICION 3.1.21. Sea kceFcK una torre de campos. Entonces K:k es finitamente
generada, si y solo si K- F y F -k son finitamente generadas.

DEMOSTRACION

Si K=F(S) y F=k(T), con S y T finitos, entonces K=k(SUT) y K:k es finitamente
generada. Claramente si K:k es finitamente generada, entonces K:F es también
finitamente generada por el mismo conjunto de generadores. Sea S={s,..., Sk} una base de
trascendencia de F sobre Kk, entonces el segundo piso de la torre kek(S)cFcK es algebraico
y K es finitamente generado sobre K(S). Sea T={t;,..., t,} una base de trascendencia de K
sobre K. Se desea probar que [F :K]<[K:Kk(T)] mostrando que todo subconjunto finito de F
que es linealmente independiente sobre k también es linealmente independiente sobre K(T)
como un subconjunto de K. Dado que K zKk(T) es finita, por el corolario 3.1.19., se sigue el
resultado. En primer lugar, se observa que como T es algebraicamente independiente sobre
k, por la proposicion 3.1.20., T es algebraicamente independiente sobre F. Sea
I'={yi1,...,ym} en F linealmente independiente sobre K y supongase que 2ri(t;,..., rn)yi=0,

donde ri(t;,..., ry)ek(T). Supoéngase también que cada ri(ty,...,In) es un polinomio sobre K.
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Considerando términos que involucran exponentes similares de los tj, se obtiene que
2(a, It -t =0, donde a, €k es el coeficiente de t* -t en ri(ti,...,rn).
Como T es algebraicamente independiente sobre F se tiene que T también es
algebraicamente independiente sobre K(ti,...,M)cF. Asi, 2a, , yi=0 y la dependencia

lineal de I" sobre k implica que a =0. Luego ri(t,...,ry)=0 para cada i. Esto muestra

}"’l“-l‘l’n
que I es linealmente independiente sobre k(T). o

PROPOSICION 3.1.22. Dadas las extensiones de campos
L
A F&
K F

La extension KF:k es finitamente generada si y s6lo si Kzk y F:k son finitamente
generadas.

DEMOSTRACION (=)
Se sigue de la proposicion 3.1.21.

(<)

Que K:k y F:k sean finitamente generadas, significa que existen a.,...,aneK y
Bi,..., PmeF tal que K=k(a1,...,0n) y F=k(B1,..., Bm). Entonces KF=k(a;,..., 0, B1,..., Bm)
y asi, KF :k es finitamente generada. 0O

PROPOSICION 3.1.23. Dadas las extensiones de campos.
L
% F&
K F
k

La extension KF -k es finita si y solo si las extensiones K-k y F:Kk son finitas. En este caso
[KF :K]<[K -K][F zK].

DEMOSTRACION

Que KF:k sea finita, por la proposicion 3.1.9., es equivalente a que KF:zKk es
algebraica y finitamente generada. Por 3.1.14.y 3.1.22., lo anterior es equivalente a que
K:k y F:zk son algebraicas y finitamente generadas, lo cual nuevamente por 3.1.9 sera
equivalente a que K-k y F -k sean finitas. O
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LEMA 3.1.24. Sea K - F una extension de campos. Si K=F(S) para algin subconjunto S de
K. Entonces K:F es algebraica si y solo si cada elemento de S es algebraico sobre F.

DEMOSTRACION (=)
Sea xeS; como xeK y K :F es algebraica, se sigue que X es algebraico sobre F.

(<)
Por el corolario 3.1.11., se tiene que S es un subcampo de K, esto es, S=F . Como
K=S, entonces K -F es algebraica. O

OBSERVACION 3.1.25. Dadas las extensiones de campos

k

/

/\ﬁ

k
si la extension K K es algebraica, entonces la extension KF - F es algebraica.

DEMOSTRACION

Como KF=F(S) y cada elemento de K es algebraico sobre K, (esto es, existe un
polinomio no cero fek[X] tal que f(a)=0 para toda aaeK y como feF[X] es tal que f(o)=0
para toda oK ) entonces también cada elemento de K es algebraico sobre F. Luego por el
lema 3.1.24., se tiene que la extension KF - F es algebraica O

El reciproco es falso en general. Por ejemplo si K=Q(X), F=Q( J2 ,7)y k=Q.
Entonces KF: FZQ(\/E ,7 ). Luego KF - F es algebraica y K zK es trascendente.

Para extensiones finitamente generadas se tiene

PROPOSICION 3.1.26. Sea keFcK una torre de campos, B; y B, bases de trascendencia
de F:k y K:F respectivamente. Entonces BB, es una base de trascendencia de K:k y
grtr(K zK)=grtr(K : F)+grtr(F - k).

DEMOSTRACION

Sea B, una base de trascendencia de F sobre k y B, una base de trascendencia de K
sobre F. Como B,cF, B, es algebraicamente dependiente sobre K, luego B;nB,=J. Dado
que todo elemento de F es algebraico sobre k(B,), (ver corolario 3.1.19.) se tiene que
también es algebraico sobre k(B;uUB;). De esta forma, k(B;UB))(F):k(B;UB;) es
algebraica. Como k(B;UB,)=k(B)(B,)cF(B,)ck(B;UB,)(F), F(B,) es algebraico sobre
k(B1UB,). Restara mostrar que B;UB; es algebraicamente independiente sobre k. En efecto,
sea f un polinomio sobre k en m+n indeterminadas X ,..., Xn, Y1,..., Ym tal que
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f(s1,...,5n, t1,...,tm)=0
para algunos elementos distintos Si,...,S,€B; y ty,...,theB,. Sea

g(yl>-~-aym)=f(sla"'asﬂa tla---atm)Ek(Bl)[yl7---aym]gF[y1a“-aym]'

Como g(t;,...,tn)=0, la independencia algebraica de B, sobre F implica que g=0, de donde

X1y Xny Yioee Ym)=20i(X1 5o X0)Ki(Y1 500 Yim)

con hjek[Xy,...,Xn], kiek[y1,...,ym] para cada i. La independencia algebraica de B, sobre k
implica que hi=0 para toda i, luego f(Xi,...,XnY1,...,Ym)=0; por lo tanto B;UB, es

algebraicamente independiente sobre K. Asi, grtr(K :Kk)=|B;UB;|=|B|+|B,| y el resultado se
sigue. O

Para el campo producto se tiene

PROPOSICION 3.1.27. Dadas las extensiones de campos

/

k

/\

grtr(KF : K)< grtr(F k) y grtr(KF - k)< grtr(K z k)+grtr(F k)

DEMOSTRACION

Sea B una base de trascendencia del campo F sobre k. Como KF=K(F) y todo
elemento de F es algebraico sobre k(B), se sigue que KF es algebraico sobre K(B). Por la
proposicion 3.1.19., B contiene una base de trascendencia de KF sobre K. Por lo tanto
grtr(KF - K)<grtr(F - k). Por la proposicion 3.1.19., se tiene que

grtr(KF - k)<grtr(KF - K)+grtr(K : k).
Ademas, como grtr(KF : K)<grtr(F : k), se sigue que grtr(KF :k)< grtr(K zk)+grtr(F k). o

Sea F un campo y F[X] el anillo de polinomios en la indeterminada X con
coeficientes en F. Si A es una raiz de un polinomio feF[X], entonces f=(x-A)"g para algin
polinomio geF[x] con g(A)=0. m se denomina multiplicidad de A en F y se dice que A es
una raiz maltiple si m>1 y simple si m=1. Un polinomio feF[x] es separable sobre F si
todos los factores irreducibles de f sobre F tienen unicamente raices simples. En particular,
un polinomio irreducible es separable si sus raices son simples. Sea K - F una extension de



76

campos; un elemento a.eK algebraico sobre F es separable sobre F si o es una raiz simple
de Irr(a, F). Una extension K- F es separable si ella es algebraica y todo elemento de K es
separable sobre F. Sea A un anillo y fe A[X], f(X)=ao+a;x+---+a,x" un polinomio sobre A.
El polinomio f'=a;+2a,x+--- +nax"! se denomina polinomio derivada de f; su grado
siempre es menor que el grado de f y f nunca divide a f’. El polinomio derivada satisface
las siguientes propiedades

i) (f+g)'=f'+q’, ii) (af )Y=af ', iii) (fg)'=f g'+f 'g y iv) X'=1, para f, ge A[X] y a.€A.

PROPOSICION 3.1.28. Sea K - F una extension de campos, o.cK un elemento algebraico
sobre F y feF[x] un polinomio no cero que tiene a o como una raiz. Entonces o es una raiz
simple de f si y sélo si f'(a)=0.

DEMOSTRACION (=)
Si a es una raiz simple del polinomio f, esto es, si f=(X-a)g con geF[x] y g(a)=0,
entonces se tiene que f'=(x-a)g'+g y f'(o0)=(a-a)g' (o) +g(a). Luego f '(a)=0.

(<)

Supdngase que o es una raiz de un polinomio f de multiplicidad m>1, f=(x-o)™g con
g(a)#0. Luego f'=m(x-a)™'g+(x-a)™g’. Como m-1>0, se tiene que f'(c)=0 lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto m=1y a es una raiz simple de f. O

PROPOSICION 3.1.29. Sea F un campo y feF[x] un polinomio de grado >1. Si la
caracteristica de F es cero, entonces f'(X)=0.

DEMOSTRACION
Sea f(X)=ag+ax+---+ax" con a0 y n>1. Si f'(x)=0, entonces na,=0; pero esto
ultimo no es posible ya que F es de caracteristica cero. Por lo tanto f'(X)#0. O

COROLARIO 3.1.30. Sea F un campo y feF[x] un polinomio irreducible. Si la
caracteristica de F es cero, entonces f tiene solamente raices simples.

DEMOSTRACION
Como la caracteristica del campo F es cero, se sigue de la proposicion 3.1.29., que
f'(x)=0. También de 3.1.28., se obtiene que f tiene tiene todas sus raices simples. O

Sea K:F una extension algebraica de campos con caracteristica de F igual a cero,
aeK y f=Irr(a , F). Entonces de la proposicion 3.1.29. se tiene que f'(a)=0 y del corolario
3.1.30., se sigue que o es una raiz simple de f. Por lo tanto o es separable sobre F. Asi, se
ha probado la siguiente

PROPOSICION 3.1.31. Sea K:F una extension algebraica de campos con caracteristica
de F igual a cero, entonces K- F es una extension separable. O
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PROPOSICION 3.1.32. Toda extension finita separable K:F con F un campo infinito es
simple.

DEMOSTRACION

Sean [, y elementos en el campo K, f=Irr(B , F) que tiene raices distintas B=f,
B2,...,Pn en F y g=lrr(y , F) que tiene raices distintas y=y|, y2,...,ym en F, la cerradura
algebraica de F, donde todas las raices son simples ya que K:F es una extension separable.
Como F es un campo infinito, se puede encontrar un elemento a€F con a#(Bi-B)/(y.y;) para
toda i1 y j#1; es decir, a(y.yj))#Bi-B y Pray#pitay; para toda i#1 y j#1. Haciendo a=p+ay,
se tiene que o#Bitay; y o-ay=Pi para toda i#l y j#l. Sea h(X)=f(c-ax)eF(a)[X]; como
h(y)=f(a-ay)=f(B)=0 y por construccion h(y;)#0 para toda j#1, se sigue que h(xX) y 9(X)
tienen un factor comun en F(a)[X] que es el polinomio Irr(y, F(a)). Como y es la Unica raiz
comun de los polinomios g(X) y h(x), el polinomio Irr(y , F(a)) debe ser lineal. De esta
forma, yeF(a) y B=(a-ay)eF(a); por lo tanto F(B, y)=F(a). Continuando con este proceso
inductivamente, se obtiene el resultado. o

Como una consecuencia inmediata de las proposiciones 3.1.31.y 3.1.32., se obtiene
el siguiente

COROLARIO 3.1.33. Toda extension finita de un campo de caracteristica cero es
simple.O

Para campos finitos de caracteristica p, la proposicion 1.2.28. se sigue cumpliendo,
esto es, si F es un campo finito, entonces toda extension finita K- F es separable.

3.2. CAMPOS CERRADOS REALES Y ALGEBRAS AFINES.

Se dice que K:F es una extension real si K y F son campos reales. Si K es un
campo real y F es un subcampo de K, K:F es una extension real ya que todo subcampo de
un campo real es real. Mas generalmente si K-F es una extension de campos con K un
campo real, entonces se sigue de la observacion 1.2.17., que K:-F es una extension real. En
esta seccion se retoma el concepto de extension algebraica y se centra la atencidon en
extensiones algebraicas de campos reales.

DEFINICION 3.2.1. Un campo K es un campo cerrado real si
i) K es un campo real y
Il) ninguna extension algebraica propia de K es real.

El siguiente resultado afirma que dado un campo real, siempre se puede encontrar
un campo cerrado real que lo contiene, es decir,

PROPOSICION 3.2.2. Dado un campo real K existe siempre una extension algebraica
L:K con L un campo cerrado real
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DEMOSTRACION

Sea K una cerradura algebraica de K y considérese la familia R de todos los
subcampos reales de K que contienen a K. Como KeR, R=J y (R, <) es un conjunto
parcialmente ordenado. Sea R'={K,} un subconjunto no vacio totalmente ordenado de ‘R.
Se afirma que la union R=UK, con K,eR’ es un campo real contenido en K y que

contiene a K. Es claro que R es un campo; se probard que R es real. Supdngase

n
que-l= Zaiz se cumple en R con a;,...,a,eR, entonces existen KK, € R tal que
i=1

aje K, . Claramente uno de los campos en {K,,....K, } digamos K, satisface que
n n

ap,....,ane K, . Como -1= Zaiz se cumple en Ry K, cR, entonces -1= Zaiz se cumple
i=1 i=l

en K, lo cual es una contradiccion ya que K, es un campo real. Asi, R es un campo real

que es una cota superior de R'. Por el lema de Zorn existe un elemento maximal L que es

un campo real que contiene a K y estd contenido en K. Como ninguna extension
algebraica propia de L es real, se sigue que L es un campo cerrado real. O

Regresando a campos reales, se tiene

PROPOSICION 3.2.3. Sea K un campo real. Entonces K(\/g) es real siy s6lo siaeT con
T un orden en K.

DEMOSTRACION (=)
Sea T’ un orden en K( Ja ) que contiene a T, luego a:(JE YeT y aeT'NK=T.

(<)
Supoéngase que K(\/a ) no es real, es decir, existen elementos b;, cieK, i=1, 2,..., n
no todos cero tal que bitciva eK(x/a )y Z(bﬂrci\/g )’=0.  Entonces

i=1

>b2+2) beva+d c’a=0. Como +a es de grado 2 sobre K, se sigue
i=1 i=1 i=1

n n n n n

que Zbicix/a:O y Zbiz +aZ:Ci2 =0, esto es, a=—(Zbi2/ZCi2 ). Por lo tanto a¢T lo
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

cual es una contradiccion. O

La proposicion anterior también se puede escribir como: Sea K un campo real,
entonces para cualquier elemento aeK se tiene que K( \/5) es real o K(+/-a) es real.

Obviamente, si a es una suma de cuadrados, K(\/g) es real.
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Se ve que >Q%*#Q?* con Q el campo de los nimeros racionales. D Pero si K es un
campo cerrado real, entonces YK*=K>. En efecto, sea ae ZKng, T orden en K. Por 3.2.3.,

K(\/a) es un campo real y como K es cerrado real, se sigue que K:K(\/E), es decir,
Ja ek y aeK’.

COROLARIO 3.2.4. Sea K un campo cerrado real y aeK, entonces existe beK tal que
a=b’ 0 a=-b’

DEMOSTRACION

Para cada elemento aeK, por 3.2.3., se tiene que K(\/g ) es real o K(\/E ) es real.
Dado que K es cerrado real, K:K(\/E )o K:K(\/E ) es real, esto es, existe beK tal que
a=b’ 0 a=-b”. o

COROLARIO 3.2.5. Si K es un campo cerrado real, entonces K tiene un Ginico orden.

DEMOSTRACION

Como K es un campo real, T=YK* es un preorden en K. Por la observacién hecha
después de la proposicion 3.2.3., se sabe que YK*=K” y por el corolario 3.2.4., se tiene que
K?U-K?=K. Luego T=K” es un orden en K y el resultado se sigue de 2.1.19.. o

Sea K- F una extension de campos y T un orden en F. Se dice que un orden T’ en K
contiene o extiende Ta K o T es la restricciéon de T' a F, si T'nF=T.

LEMA 3.2.6. Sea K:F una extension de campos con F un campo real y T un orden de F.

n

Entonces K es un campo real si y so6lo si Z:aixi2 =0, con aj,...,aneT\{0} y Xi,..., X, €K,
i=1

implica x;=0, i=1,...,n.

DEMOSTRACION (=)
Dado que ajeT\{0}, para i=1,...,n, entonces existen elementos bjeK, i=1,...,n tal

que ai=h;’>. Luego Zai x’ =0 es equivalente a Z:(bi x,)>=0. Como K es real, bixi=0 para

i=l i=1
cada i=1,...,n y dado que a;e T\{0}, se sigue que Xj=0, para toda i=1,...,n.
(<)
n
Sea Tp={ Zaiviz | ai,...,aneT\{0} y vi,...,vheK}. Claramente Ty es un preorden
i=1
en K que est4 contenido en un orden T’ en K, es decir, existe un orden T’ en K que contiene

a Ty. Como T'NF es un orden en F y TCT'NF, del lema 2.1.18., se sigue que T'nF=T, esto
es, T’ contiene a T. Por lo tanto K es un campo real. O

T : - . -
) Se tiene que Q*EY.Q%; pero la contencién reciproca no es cierta en general.
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Se dice que un campo K es cuadraticamente cerrado si todo elemento en K es un
cuadrado o equivalentemente si para cada a€K, Ja o v-a estaenK.

LEMA 3.2.7. Sea K un campo cerrado real. Entonces K(i) es cuadraticamente cerrado.”

DEMOSTRACION

Sea xeK(i), entonces existen elementos a, beK tal que x=a+bi. Si b=0, x=a y por
3.2.4., se tiene que a es un cuadrado o el inverso aditivo de un cuadrado. De esto se sigue
que X es un cuadrado en K(i). Si b+0, se tendra que encontrar elementos U, veK tal que
at+bi=(u+vi)*; es decir, a=u>Vv’, b=2uv. Sustituyendo Vv en las igualdades anteriores y

haciendo y=u>, se tiene y*-ay-(b*/4)=0 y y=(a++/a> +b* )/2, con a’+b*>0 y v/a’ +b* la raiz
cuadrada positiva de a*+b? en K. Se afirma que yeT\{0}, es decir, a++va’>+b* eT\{0}, ya
que en caso contrario (esto es, a++/a’ +b’ e-T) se tendria que a-va’ +b* e-T (ya que

va’+b® ¢-T y agT), de esta forma a’-(a*+bh?)eT, es decir, -b*eT. Asi, b=0, esto es,
beTN-T lo cual contradice la eleccion de b. De esta forma quedan determinadas Uy v. o

PROPOSICION 3.2.8. Sea K un campo cerrado real. Entonces K(i) es algebraicamente
cerrado y los polinomios irreducibles en K[X] tienen grado < 2.

DEMOSTRACION

Sea L:K(i) una extension finita de K(i); se tiene que probar que L=K(i). Sin pérdida
de generalidad se puede suponer que L:K es una extension de Galois con grupo G.” Sea
[L:-K]=2"m, con meZ un nimero impar, entonces por el teorema fundamental de Galois, el
subgrupo de Sylow de orden 2" de G le corresponde un campo de extensiéon L' de K de
grado un niimero natural m impar; esto significa que L’ es real y por tanto m=1. Asi, L:K
es una extension de Galois de grado 2" y L:K(i) es una extension de Galois de grado 2°.
Aplicando la correspondencia de Galois a la extension de campos L - K(i), donde su grupo
de Galois es un 2-grupo, se sigue que S=0, ya que si S>1 y aplicando la correspondencia de
Galois a la extension, existiria una extension cuadratica de K(i) lo cual contradice el hecho
de que K(i) es algebraicamente cerrado; luego L=K(i). Finalmente, como K(i) es
algebraicamente cerrado se concluye que los polinomios irreducibles en el campo K tienen
grado < 2.0

El hablar de un concepto analogo a la cerradura algebraica en el caso de campos
reales conduce a la siguiente

DEFINICION 3.2.9. Sea K un campo real y T un orden en K. Una cerradura real de K es
un campo K que satisface:

)] K es cerrado real.

i) K :K es algebraica.

D=y,

D Aqui se toma la menor extension de Galois de K que contiene a L.
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iii) el unico orden T de K es una extension del orden dado en K, es decir,
T=T K.

El siguiente resultado asegura que para cada campo real, siempre existe una
cerradura real, es decir,

PROPOSICION 3.2.10. Sea K un campo real. Entonces existe una cerradura real K deK.

DEMOSTRACION

Considérese la familia R={K,} de campos reales que contiene a K tal que K,:K es
una extension algebraica para cada indice .. Sea T un orden de K y T, un orden de K, que
contiene a T. Claramente K= y (R , <) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea R’ un
subconjunto no vacio totalmente ordenado de R. La uniéon R=U,K, con K eR' es un
campo real que contiene a K. Como T,NK=T, para toda a, se tiene que U(ToNK)=T es
equivalente a (UT,)NK=T. Esto significa que UT, para toda a es un orden de R. En efecto,

sean X, yeUT,, entonces existen al menos ordenes Ty, ¥ Ty, donde Ty, Ty, 0 Ty, €Ty

con Xe Tal y Yye Taz. Como Tal gT% 0 TOL2 gTal , se tiene que X, ye Tm1 0 X, Ye Tm2 y
X+ye TOL1 0 X+ye TOL2 . También xye Tm1 o Xye TOL2 . Ast, UT +UTcUTy y UTqUTcUT,,.
Sea xeR, entonces existe al menos un Kaj tal que xe Kij gTaj cUT, También -1¢UT,
ya que en caso contrario se tendria que -1 K, para alguna ay jcontradiccion! Finalmente,
si XeR, con xe T, =T, U-T, para alguna ao; esto ultimo significa que xe T, o xe-T, ,
es decir, XxeUT, o xe-UT,. Luego (UTy)U(-UTy)=R y UT, es un orden en R. Sea
xeR=UT, entonces xe T, para al menos un orden T, . Como K, :K es algebraica, se
tiene que el elemento X es algebraico sobre K. Luego R:K es algebraica. R es una cota
superior de R’ y por el lema de Zorn existe al menos un elemento maximal K. El campo
K es un campo real que contiene a K con orden T; TAK=T y K :K es una extension
algebraica. Por la maximalidad, K satisface que es un campo real y ninguna extension

algebraica de K es real, esto es, K es cerrado real. Por 3.2.5., K tiene un tnico orden T y
este orden es una extension del orden dado en K, esto es, TNK=T. o

Dado un campo real K, la cerradura algebraica K de K es tinica salvo isomorfismos
sobre K. La demostracion de esta afirmacion se daré en la siguiente seccion.”

Sea K un campo. Por una K-algebra B se entiende un espacio vectorial sobre K
junto con una operacion binaria de multiplicacion -:BxB—B que satisface:

i) (au)v=a(uv)=u(av), ack, u, veB.

i) (urv)w=uw-+vw, u, v, weB.

i) u(v+w)=uv+uw, u, v, weB.

2 ver corolario 3.3.21.
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Una K-algebra B es asociativa si
IV) u(vw)=(uv)w para cada u, v, weB.

y conmutativa si
V) Uv=UV para toda u, veB.

Sea B una K-algebra, B;cB es una K-subéalgebra de B si B; es un subespacio
vectorial que satisface: si U, ve B, entonces uveB;. B; hereda la estructura de algebra de B.
También, las subalgebras de un 4lgebra asociativa o un algebra conmutativa son
subalgebras asociativas o conmutativas.

Si By y B; son K-algebras, la funcion lineal (homomorfismo de espacios
vectoriales) ¢:B; — B, es un homomorfismo de K-algebras si o(uv)=p(u)p(Vv).

Si B es una K-algebra y como espacio vectorial tiene dimension finita, entonces se
dira que B es una K-algebra finita.

Si I' es un subconjunto de una K-algebra B, se define la K-subalgebra A de B
generada por I' como la interseccion no vacia de la familia de todas las subalgebras de B
que contienen a I' (la interseccion de cualquier familia no vacia de K-subdlgebras del
algebra B es una K-subdlgebra de B). Esta K-subalgebra es denotada por K[I'] y es la
menor K-subalgebra de B que contiene a I" en el sentido de que K[I'] estd contenida en
cualquier otra K-subalgebra de B que contiene a I'. Se dice que una K-subalgebra A de B
es finitamente generada si existen elementos by,..., byeB tal que A=K[b,...,bn]. De
particular interés se tienen las K-algebras finitamente generadas que son conmutativas, es
decir,

DEFINICION 3.2.11. Sea K un campo. Un &lgebra afin A es una K-algebra conmutativa
finitamente generada.

El siguiente resultado afirma que las algebras afines son imagenes homomorfas de
anillos de polinomios.

PROPOSICION 3.2.12. Sea K un campo. B es un algebra afin si y sélo si existe un
homomorfismo suprayectivo ¢:K[Xj,...,X,|>—B para alguna neN.

DEMOSTRACION (=)
Si B es un algebra afin, entonces existen n elementos by,...,b,eB tal que

B=K][by,...,b,]. La funcién X; +— b;j para i=1,...,n se extiende en forma unica a un

homomorfismo suprayectivo de K-algebras
(P:K[X] ,...,Xn] —> K[b] ,...,bn]
Ya  x"..x">Xa b b".
donde (iy,...,in)e(NU{0})".
(<)

Sea p(K][Xi,...,Xn]); como ¢ es suprayectivo, se tiene que ¢(K[X;,...,Xn])=By 0
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o(K[X1,...,Xn])=K[p(X1),..., (Xn)]=K[by,..., bn]

con by,...,b,eB. Asi, existen elementos bjeB i=1,...,n tal que B=K[by,...,by], es decir, B
es una K-algebra conmutativa finitamente generada. O

Asociados a las algebras afines se tienen los campos de funciones que son campos
de cocientes de ciertos dominios K-afines, es decir,

DEFINICION 3.2.13. Un campo de extension K de un campo F es un campo de
funciones en n indeterminadas si existen elementos t;,...,t,eK trascendentes sobre F tal

que
1°.- grtr(K zF)=n.
2°.- K:F(ty,...,1,) es una extension finita.
3°.- K es algebraicamente cerrado sobre F.”

Asi, para un dominio entero k-afin A=k[a;,...,a,] y para ciertos elementos
a,,...,a, €k, el campo de cocientes F=0f (A) es un campo de funciones sobre un cierto

campo base K.
Sea k un campo y K[Xi,...,Xn] el anillo de polinomios en n indeterminadas con

coeficientes en K. Si gek[Xi,...,Xn] es un polinomio irreducible y se considera el dominio
entero K[Xi,...,Xn] /<g>, entonces el campo de funciones es el campo de cocientes del

dominio entero K[X,...,Xn]/<@> que se escribe k(g), es decir,
k(@)=af (K[X1,...,Xn] /<g>).

Si wK[Xi,...,Xn]2K[X1,...,Xn]/<g>; h h es la proyeccion candnica donde m(Xj)=X,
entonces K(9)=k(X ,...,X,) o Kk(@)=k(n(xi),...,m(Xn)) es el campo de cocientes de
k(9)=k[X, ,..., X ].

3.3. LA TEORIA DE ARTIN-LANG.

Se empieza esta seccion estableciendo algunos conceptos y resultados necesarios de
la teoria de formas cuadraticas que seran utilizados aqui. Se recuerda que una forma
cuadratica de grado n sobre un campo F es un polinomio homogéneo de grado 2 en las

n n
indeterminadas Xi,...,Xn, con coeficientes en F, es decir, 1°(X1,...,Xn):Z:Z:bi i%X; con
i=1 j=I
n n
ajjeF, o mas simétricamente como f(X; ,---,Xn)=zzbinin donde b;=(1/2)(ajj+a;i). Dada
i=1 j=1
una forma cuadratica f de grado n sobre un campo F o mas brevemente una F-forma f de

 También se dice que F no tiene extensiones algebraicas propias.
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grado n, se puede asociar a f una matriz simétrica escrita como M (=(bjj)) con entradas en
F. Si X es una matriz columna; en notacion matricial la F-forma f puede escribirse como

f(X)=X'M,X, donde X' es la transpuesta de la matriz X. Dos F-formas f y g de grado n

son equivalentes (escrito f~Q) si existe una matriz invertible A nxn con entradas en F tal
que g(AX)=f(X); esta relacion es de equivalencia. Se observa que f es equivalente a g si y
s6lo si Mf =A'MgA; esto se sigue de

I(AX)=(AX)'Mg(AX)=X"(A'MgA)X=X"M; X=f (X).

Una F-forma f de grado n es isdtropa si existe un elemento (X;,...,X,) en F" no cero tal que
f (X1,...,X)=0.” En otro caso se dice que f es anisétropa sobre F.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F. Una funcion
B:VxV—F es bilineal si satisface
1) B(XitXa, Y)=B(X1, Y)+B(X2, ¥) v B(X, y1+Yy2)=B(X, y1)+B(X, y>) para cada X, Xi, X2,

Y, Y1, Y2€ V.
il) B(ax, y)=B(x, ay)=aB(x, y) para toda acF, x, ye V.

Si ademas
). B(X, y)=B(y, X) para toda x, ye V.

se dice que B es una forma bilineal simétrica sobre V.

Toda forma bilineal simétrica B de grado n sobre un espacio vectorial V satisface la
igualdad

B(x+y, Xx+y)=B(X, X)+B(y, y)+2B(X, y)
para cada X, ye'V. Si F es un campo de caracteristica distinta de 2, se tiene
B(x, )=(1/2)[B(xty, x*Y)-B(X, X)-B(y, Y)]
para toda X, ye V. Esta igualdad se denomina identidad polar.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F. Una funcién
g:V—F es una funcion cuadratica si
i) q(ax)=a’q(x) para cada acF y xeV.

i) la funcion de VxV a F, (X, ¥) — q(Xx+y)-q(X)-g(y) es bilineal.

Se observa que si la caracteristica del campo F es distinta de 2, toda funcion
cuadratica (: V—F define una forma bilineal simétrica B:VxV—F dada como

A tal vector (X15..., Xn)€F" se le denomina vector isétropo.
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B(x, y)=(1/2)[a(x+y)-a()-a(y)]-

Dado que B(Xx, x)=(1/2)[q(2x)-2q(x)]=(1/2)[40(X)-2q(X)]=0(X), toda funcién bilineal
simétrica B:VxV—F define una funcion cuadratica ¢:V—F; q(X)=B(X , X). Asi, para un
campo de caracteristica distinta de 2, toda forma bilineal simétrica B sobre un espacio
vectorial de dimension finita define en forma unica una funcidén cuadratica :V—F y
reciprocamente, toda funcion cuadratica define una forma bilineal simétrica de manera
unica. Un espacio cuadratico es un espacio vectorial V de dimension finita sobre un
campo F de caracteristica distinta de 2, junto con una funcién cuadratica (:V—F. Este
espacio cuadratico es denotado como (V , ) o (V , B), donde B es la forma bilineal
correspondiente a la funcion cuadratica . Dada una base {ej,....en} en un espacio
cuadratico (V , B), si B(ei, €j)=bjj con bj;eF son las entradas de la matriz de B relativa a la
base {ey,..., €1}, entonces

ax) = B(Zn: Xiei’znlxjej) = iibuxixj
i=1 j=1

i=1 j=1

Se observa que la matriz (bjj) define una forma cuadratica f (X, ""’X”)Zzzbij XX
i=1 j=I

Sea (V, B) un espacio cuadratico sobre un campo F y X, y elementos en V. Se dice
que X es ortogonal a y si B(x , y)=0. El conjunto U'={yeV | B(x , y)=0 para toda xeU}
donde U es un subespacio vectorial de V, se denomina complemente ortogonal de U. U*
es un subespacio vectorial de V. El complemento ortogonal de V, V*, se denomina radical
de V y se escribe V*'=rad(V). Un espacio cuadratico (V , B) es regular si el vector cero en
V es el unico vector ortogonal a todo vector en V, es decir, si rad(V)={0}.

Se observa que si V se puede escribir como V=rad(V)®U, donde (U , By) es un
subespacio cuadratico con By la restriccion de B a U, entonces el subespacio U es regular
ya que si Xe U satisface que By(X, U)=0 para todo ueU, se sigue que todo elemento yeV se
puede escribir como y=U+V con Verad(V) y ueU. Asi, se tiene que

B(Xa y)zB(Xa V“FU):B(X > V)+B(X ’ U)=B(X B V)+BU(X > U)=0,
luego entonces xerad(V)nU={0}.
PROPOSICION 3.3.1. Todo espacio cuadratico (V , B) admite una base ortogonal.”

DEMOSTRACION

Por la observacion anterior sera suficiente probar la proposicion en el caso en que V
es regular ya que una base ortogonal para U se puede completar con una base de rad(V). La
demostracion se hard por induccion sobre la dimension del espacio V.

Si dim(V)=0, se sigue el resultado. Supongase que la proposicion es cierta para todo
espacio regular de dimension n y sea dim(V)=n+1. Si veV es tal que B(v, v)=0 ¥, entonces
V=<v>@®<v>". Aplicando la hipdtesis inductiva a <v>", se tiene una base para este
subespacio que completada con v proporciona una base ortogonal para V. Si we<v>"y

4 Una base es ortogonal si sus elementos son ortogonales por parejas.

D Tal vector existe por la regularidad y por la identidad polar.
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ademas B(w , W')=0 para todo W’ e<v>", entonces para cada veV, B(w , v)=0, y asi, w=0.
De esta forma <v>" es regular y <v><v>"=0 lo que significa que <v>®<v>"=V. O

Se observa que para un espacio cuadratico (V , B), la proposicion anterior asegura
que se puede construir una base ortogonal que incluya a un vector no iso6tropo de V.

Sea f una forma cuadratica de grado n sobre un campo F y a,€F\{0} un elemento
que satisface f(X;,...,Xn)=a; con Xi,...,X,€F, entonces para cada espacio cuadratico (V , B)

sobre el campo F correspondiente a la clase de equivalencia [f ] de f, existe un vector ve V
con B(v, v)=a,. Por la observacion anterior, existe una base ortogonal {Vv,...,Vy} de V con

v=V; que define la forma fg con matriz asociada (B(Vi , Vj))ij y f~fs. De esta forma, f es
equivalente a una forma cuadratica cuya matriz diagonal es

M; =
81
L 0 a, i
donde a,;=B(V; , V3),...,a=B(Vn , Vn). En este caso se escribe f~<ay,...,a>. Se dice que
<ap,...,anp> es la representacion diagonal de la forma f. Como polinomio, la representacion
diagonal <a,,...,a,> se escribe como X, 2+ +anXn’.

Sean (V; , Bi) y (V2 , By) espacios cuadraticos de dimensiones n y m
respectivamente sobre un campo F. Se define el espacio cuadratico suma ortogonal de los
espacios (Vi , B)) y (V2 , By) escrito VLV, como el espacio (V , B) que satisface
V=V,®V, y BZVXV—)F, B((X] , Xz), (Y1 5 yz))=Bl(X1 5 y1)+Bz(X2 5 yz) B asi definida es
bilineal y B | V]XV]ZBl, B | VzXszBz.

Se dice que dos espacios cuadraticos (Vi , B;), (V2 , B,) sobre un campo F son
isométricos, escrito V=V, si existe un isomorfismo lineal ¢:V;—>V, tal que
B, (¢(X), @(X)) = B,(X, y) para cada X, yeV. La isometria de espacios cuadraticos es una
relacion de equivalencia.

Sean f y g formas de grado n sobre un campo F, (F", Bt ), (F", By ) espacios
cuadraticos, donde F" es el espacio vectorial sobre F de las n-adas de elementos de F y

Bt :F"xF">F, Br(ei , €j)=bij,
By :F'xF">F, By(ei , €))=bjj'.

donde Mt =(bjj), Mg=(bij’) y {€i,...,en} la base canonica de F". Si las formas f y g son
equivalentes, entonces los espacios cuadraticos (F", Bf) y (F", By) son isométricos. En
efecto, como f y g son equivalentes existe una matriz invertible A tal que g(AX)=f(X). Sea
¢:F">F", ¢(X)=AX, entonces

By(0(X) , (Y))=Bg(AX , AY)=(AY)'My(AX)=Y' (A'MgA)X=Y'MX=B¢(X , Y).
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Si f y g son dos formas de grados n y m respectivamente sobre un campo F, f1 g
denota la forma sobre F correspondiente a la clase de isometria del espacio suma ortogonal

de (E", By) y (F", By).

PROPOSICION 3.3.2. Sea (V , B) un espacio cuadratico sobre un campo F y U un
subespacio regular de V, entonces V=ULU",

DEMOSTRACION

Como UNU'={0}, es decir, UnU"'=rad(U) bastara probar que U+U'=V. Sea
{Vi,..., Vn} una base ortogonal de U. Como U es un subespacio regular, B(v; , v;)=0. De esta
forma, para cualquier XeV, si se escribe y=x-2(B(X , Vi)/B(Vi , Vi))Vi, se tiene que B(y , vj)=0
para j=1,...,k. Entonces B(y , u)=0 para todo ueU y U+U"=V. o

Como una consecuencia de la proposicion anterior se tiene el

COROLARIO 3.3.3. Sea (V , B) un espacio cuadratico sobre un campo F y U un
subespacio regular de V. Si V=ULW, entonces W=U""

DEMOSTRACION
De 332, se sigue que V=ULU", es decir, V=U®U", entonces
dim(V)=dim(U)+dim(U"). Como V=ULW, se tiene que WcU™, luego W=U". 0

La forma cuadratica <1,-1> que bajo isometria corresponde al polinomio
f(x,y)=x>—y’, es claramente isétropa sobre cualquier campo F. El espacio cuadratico

correspondiente a esta forma se denomina plano hiperbélico sobre F y es denotado por H.
Un espacio hiperbdlico es un espacio cuadratico que es suma ortogonal de planos
hiperbolicos.

Sean f y g F-formas de grados m y n respectivamente y supdngase que
f~<a,..,a, > y g~<by,...,b>. Se define el producto tensorial de f y g como la mn-

forma diagonal
f ®g=<aby,...,aibn, asby,...,abn,...,anby,...,anby >
Se observa que el producto tensorial de F-formas es asociativo, conmutativo y distributivo
respecto a la suma ortogonal de formas diagonales. También posee un elemento identidad
que es la forma <1>.
Sean (V; , Bj), (V2 , By) dos espacios cuadriticos de dimensiones m y n

respectivamente. El espacio cuadratico (V , B), donde V=V,®V, y B:VxV—F es la unica
forma bilineal simétrica que satisface

B(Xi®yi1 , Xo®Y2)=Bi(Xi , Y1)'Ba(X2 , ¥2)

y se denomina producto tensorial de los espacios V;y V..
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Ahora, considérese una extension de campos K- F; se vera a continuacién que toda
F-forma cuadratica f es una K-forma, pero en general se tendra que las propiedades de f
como una F-forma seran distintas a las propiedades de f como una K-forma.” Por ejemplo
las propiedades de anisotropia e isotropia no se preservan.

LEMA 3.3.4. Sea K:F una extension de campos, (V , B) un F-espacio cuadratico y
(Vi , By) el espacio donde Vx=K®rV se considera con su estructura de K-espacio
vectorial y Bg:VikxVk—K se define como Bg(a®u , b®v)=abB(u , v), a, bekK, u, veV.
Entonces (V, , By) es un K-espacio cuadratico. También, si f es una F-forma cuadratica
en (V, B), f sera una K-forma cuadratica en (Vi , Bk).

DEMOSTRACION

Claramente Bk es una forma bilineal simétrica sobre K. Por otro lado, si {v;,...,Vq}
es una base de V sobre F ortogonal relativa a B y a(b®v)=ab®v es la accion de K sobre V,
entonces {1®v,..., I®v,} es una base ortogonal sobre K de Vk. De esta forma, la matriz

(Bk(1®v; , 1®vj));j relativa a Bk es precisamente la matriz que define a la forma f como una
K-forma. o

Sea K:F una extension finita de campos, (es decir, K es una F-algebra de
dimension finita), XxeK un elemento arbitrario y Tx:K—K; Tx(o)=Xa para cada aeK una
transformacion del espacio vectorial K. Se define la traza de la transformacion Ty escrita
trg.p(Tx) como la traza de la matriz asociada a Ty en cualquier base de K. Sea K:F una

extension finita de campos; la funcion Tx.p:K—F, X > trg.p(Tx) se denomina funcion

traza de K. Si K:-F es una extension finita separable, entonces Tx.p(X)=01(X)+-- +cn(X)
para cada xeK, donde G((X),...,on(X) son los F-homomorfismos de K en su cerradura
algebraica K.

PROPOSICION 3.3.5. Sea K :F una extension de campos y @1,...,¢, N monomorfismos
diferentes de K en F. Si a;¢(X)+:-- +a,pn(X)=0 para todo elemento XxeK y a;eF, entonces
a=---=an=0.

DEMOSTRACION (se hace por induccion sobre n).

Si n=1, a;¢:(X)=0 para toda XxeK, en particular a;¢;(1)=0, luego a,=0. Supdngase
que n>1 y que la proposicion es valida para n-1 monomorfismos y también que
a1@1(X)+---+apen(X)=0 con todas las a=0. Luego existe ceK tal que ¢;(C)=pn(C). De
a e1(X)+- -+ +anen(X)=0 se tiene  que a ei(cx)+--- +anen(cx)=0, esto es,
a101(C)Q1(X)+ - +aypn(C)pn(X)=0. Multiplicando esta tultima expresion por @n(C™') y
restandole la expresion (a;¢;(X)+- - - +a,en(X))=0 se obtiene

i[(@n(C)p1(C)-1191(X)+ - +anl(n(C™)@n(C)-1]en(X)=0.

» por ejemplo la Q-forma f(x , y)=x>-2y* es anisotrépica ya que +2 ¢Q; pero vista como una Q(~/2 )-forma es isétropa.
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Se observa que el n-ésimo término de la suma se anula y por la hipotesis de induccion se
obtiene que @i(C)pn(C')=1 para cada i=1,..., n; en particular @;(C)ps(Cc™')=1, luego
@1(C)=pn(c) lo cual contradice la eleccion de . Por lo tanto, 8i=0 para toda i=1,...,n. O

COROLARIO 3.3.6. Si K:F es una extension finita separable de campos. Entonces la
funcion traza Tx.p:K—F es F-lineal no nula.

DEMOSTRACION
Sean o1,...,0, los F-homomorfismos inyectivos de K en su cerradura algebraica K,
entonces Tk.p(X)=c1(X)+--- +on(X). Por 3.3.5., Tk.p(X)#0, XeK con x£0. O

Sea K:F una extension finita de campos; la funcion traza puede utilizarse para
definir una forma bilineal simétrica sobre F.

T:KxK—F, (x,y) = Tk.r(Xy)

T se denomina forma traza asociada a K.

COROLARIO 3.3.7. Sea K:-F una extension finita separable de campos, T:KxK—F la
forma traza asociada a K, entonces (K , T) es un espacio cuadratico regular sobre F.

DEMOSTRACION

Por 3.3.6., existe un elemento XoeK tal que Tk.r(Xo)#0. Sea yeK un elemento tal
que T(x,Y)=0, para cada xeK, si y=#0, 0=T(Xo/y, Y)=Tk-r(X0)#0 lo cual es una contradiccion.
m

Sea f=<ay,..., a,> una forma cuadratica diagonal de grado n sobre un campo real F y
T un orden en F. Se define la signatura de f escrito sigr(f ) como sigr(f )=n"-n", donde 0"
es el numero de a;ieT y " es el nimero de aje-T. Antes de enunciar y probar el primer
resultado importante en esta seccion se daran algunos conceptos y resultados que son
necesarios.

Sea A un anillo | y J ideales de A; se dice que | y J son comaximales si I+J=A. Si
l1,...,1n son ideales en A, la familia {l,..., 15} es comaximal si l;, I}, i#] son comaximales,

i, j=1,...,n. Sily,..., In, P son ideales de un anillo A con P ideal primo, se observa que la

n
afirmacion licP para algin indice i€{1,2,...,n} es equivalente a ﬂli cP y también
i=1

n
equivalente a H |, cP. La demostracion de las equivalencias anteriores es directa. Por
i=1

ejemplo para probar que H I, cP = I; cP, se supone que para cada ie{1,2,...,n}, se
i=1

n
cumple que li£P. Entonces, para toda i, existe ajeli \P; pero entonces a;--- a,€ H I,\Pya
i=1
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que P es primo. Esto ultimo contradice la tercera equivalencia. Si ly,..., I, son ideales en A,
entonces l;--- ln.clim--- Ny

LEMA 3.3.8. Sea {l;,...,In} una familia comaximal de ideales en un anillo A. Entonces
los ideales J:=l1--- N1 e |, son comaximales.

DEMOSTRACION
Supoéngase que Je lp no son ideales comaximales en A; entonces existe un ideal

maximal m de A que satisface J+I,cmEA, luego I,cm y J&em. Como m es un ideal primo
y Nnli m, existe joe{1,2,...,n-1} tal que Iio cm, entonces Ijo+lngm§A. Esto ltimo es
una contradiccion ya que I; e In son comaximales. Por lo tanto no existe ideal maximal m

'0 +In:A. O

en A que contenga a I +ly. Asi, |

PROPOSICION 3.3.9. Sea A un anillo e {l1,..., I} una familia comaximal de ideales de
A. Entonces Ii°l--- Ii=linlh--- N,

DEMOSTRACION

Se probara por induccion sobre n. Para n=2, se tiene que I;-l,clinl,. Como 1) e |,
son comaximales, |1+|2=A. ASi, |1ﬁ|2=(|1ﬂ|2)A=(|1ﬂ|2)(|1+|2)=(|1ﬁ|2)|1+(|1ﬁ|2)|2. Pero
(hnly)lichl, e (Iinl)lcl 1. De esto se sigue que 1Nl l,. Supongase que n>3 y que el
resultado es valido para n-1, es decir, I;-l;--- I =linlN--- Ny, Por el lema 3.3.8., se
tiene que I1NlN--- Ny e I, son comaximales y por el caso N=2, se sigue que

(|1'|2'-- |n_1)ﬂ|n=(|1m|2f'\-'-ﬁ|n_1)|n.
Luego

LN l=(hnbn- Al =N Al )=l .
Por lo tanto I --- l=lin---Nly. O

Se observa de 3.3.8. y 3.3.9., que si {li,..., I} es una familia comaximal de ideales
de A, entonces I;i+IT Ij=A con i#], i=1,...,n.

A continuacidn se enuncia el teorema chino del residuo.

TEOREMA 3.3.10. Sea A un anillo e {li,..., 5} una familia comaximal de ideales en A.
SiX,...,Xn€A, entonces existe Xe A tal que x=x; mod(l;), i=1,...,n.

DEMOSTRACION

Se probara por induccion sobre n. Si n=2, como |;+l,=A, existen elementos a, €l;,
ael, tal que a;+a,=1. Dado que a;=l-a,el; y a,=1-a,€l,, se sigue que a;=1 mod(l,),
a=1mod(l,) y a;xo=x, mod(l,), axx;=x;mod(l,). Haciendo x=a;X,ta,X, se tiene el resultado.
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Sea i>3 y supdngase que ¢l teorema es valido para n-1 ideales comaximales dos a
dos. Dado que {l;,...,In} es una familia comaximal, por la observacion a 3.3.8. y por

3.3.9., se tiene que Ii+I1 I;=A con i#j, i=1,...,n. Entonces existen elementos ziel; y yielll;
con i#j, i=1,...,n tal que yitz=1, i=1,...,n. Haciendo X=x;y;*:--+Xnyn, s¢ sigue que
XEXiyimOd(h), i=1,....,n. De yitzi=1, i=1,...,n se obtiene Zzi=1-yiel;, y=1 mod(li) y
xiy=ximod(l), i=1,...,n. Asi, x=x; mod(l;) para i=1,...,n. o

Como una consecuencia del teorema chino del residuo se tiene el siguiente

COROLARIO 3.3.11. Sea A un anillo e {l;,..., |5} una familia comaximal de ideales en A
Entonces A/(l1-12-+- In)=(A/l1)x - x(A/l,).P 0
) A — TI(A/l)
DEMOSTRACION
Sea T ﬁ
O:A—>(A/l)x---x(A/ly); a> (atly,..., atly).
A /(1)

Claramente @ es un homomorfismo de anillos cuyo nucleo es

NIi=ITl;. Por el teorema chino del residuo se sigue que ¢ es suprayectivo y por el primer
teorema del isomorfismo se obtiene el resultado. o

OBSERVACION 3.3.12. Sea F un campo y F[t] el anillo de (0]
polinomios en la indeterminada t con coeficientes en F. Entonces. F[t] — F
F[t] /<t-oa>=F
DEMOSTRACION

Sea @:F[t] > F;f(t)>f(a) con aeF. ¢ esun F[t] /<t-o>

homomorfismo suprayectivo. Como F[t] es un D.I.P., su

nucleo es un ideal principal, es decir, Ker(¢)=< f >. Sea g(t)=t-a, como g(a)=0, se tiene que
<g>c< f >. Por el algoritmo de la division, existen polinomios q, reF[t] tal que f=qg+r con
r=0 o grad(r)< grad(g). Como grad(g)=1, se sigue que r=0, es decir, f=0qg y < f >c<t-o>.
Asi, la funcion @ :F[t] /<t-a>—F, h+<t-a> > h(a) es un F-isomorfismo. o

OBSERVACION 3.3.13. Sea F un campo cerrado real, 1_7:F(«/3) y F[t] el anillo de

polinomios en la indeterminada t con coeficientes en F. Entonces F[t]/<t2+at+b>;1_3 , donde
el discriminante a’-4b es negativo.

DEMOSTRACION
Como g(t)=t*+at+b es un polinomio irreducible en el anillo F[t], se tiene que

t+at+b=(t-B)(t-B2) en F[t] con Bi=(-a++/a>—4b) /2 y B=(-a-~/a> —4b )/2. Dado que para

todo campo cerrado real, todo elemento es un cuadrado o el negativo de un cuadrado (ver

 Esto también se puede escribir como: la sucesion 0— Iyl - - - In—>A—>(A/l)x - - - x(A/ln)—0 es exacta.
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corolario 3.2.4.), se sigue que va’> —4b tiene sentido en F con a*-4be-T, T el orden en F.
Sea @:F[t] — F; f(t) > f(B1). ¢ es un homomorfismo suprayectivo cuyo nicleo es un ideal
principal Ker(p)=<f>. Como g(B,)=0, se tiene que <g>c< f >. Por el algoritmo de la
division, existen polinomios ¢, reF[t] tal que f=qg+r con r=0 o grad(r)<grad(g). Asi,
grad(r)=0 o grad(r)=1. Si grad(r)=1, entonces r(;)=0 y B;€F. o

A continuacion se prueba una caracterizacion de separabilidad via el producto
tensorial.

LEMA 3.3.14. Sea K:F una extension de campos y feF[t] un polinomio de grado >I.
Entonces K&g(F[X] /<f>)=K][x] /<f> como K-algebras.

DEMOSTRACION
Sea @:K[X] — K®g(F[x] /<f>); Yax' — 2a®X'+<f>). ¢ es un homomorfismo

suprayectivo de K-algebras que mapea f (X) a cero. Como ambas algebras K&F y F[x] /<f>
son de la misma dimension, igual al grado de f, se sigue que K®g(F[X] /<f>)=K[x] /<f>. O

TEOREMA 3.3.15. Sea F un campo real, T un orden de F y F su cerradura real. Si feF[t]
es un polinomio separable no constante y K=F[t] /<f>, entonces el nimero de raices

distintas de fen F es la signatura de la forma traza en K con respecto al orden T.

DEMOSTRACION
Sea feF[t] un polinomio y considérese K=F[t] /<f>; K es una F-algebra de

dimension < grad(f ). Sea T un orden en F y F su cerradura real, es decir, F es un cerrado
real que contiene a F y cuyo unico orden T induce el orden T sobre el campo F. Como K
es un espacio vectorial de dimension finita sobre el campo F y la funcion Ti :KxK—F,
T, (X,y) =T (X-y) es la forma traza, entonces por 3.3.7., (K , Tr ) es un espacio
cuadratico regular sobre F. Por 3.3.4., del espacio cuadratico (K , Tt ) se puede construir un
espacio cuadratico (15 ®rK , (Tt )r), donde la conexion que existe entre las formas Try (Tr e
es (Tt )r(@®u)=a’T (u). También por 3.3.7., se observa que si {Uj,..., U} es una base de K,
entonces la matriz simétrica asociada con la forma T en la base anterior, es la misma que la
matriz simétrica asociada con la forma (T )r en la base {1®u,,..., I®uy} en 1~:®FK. Asi, la

forma traza (Tt )r asociada a la F-algebra F ®rK es precisamente la forma traza Tt asociada
a la F-algebra K=F[x]/<f>, considerada sobre F. Se afirma que la signatura de la forma
traza Tt es el numero de raices del polinomo f en F, donde f es un polinomio separable no

constante. En efecto, como sig(Ts )=sig(Ts )k, la signatura de T; se calculara sobre F.Porla
proposicion 3.3.9., f puede factorizarse en polinomios irreducibles lineales y cuadraticos, es
decir, f=0;-92---grhi-h,---hs donde grad(gi=1, grad(hj=2, i=1,...,r; j=1,...,s. Todos los
factores son diferentes ya que f tiene todas sus raices simples; por el lema 3.3.14.
F®K=F [t]/<f>, como F -algebras. Por el corolario del teorema chmo del remduo y por las

observaciones 3.3.12. y 3.3.13, se tiene que F®pK=Fx - xeFx - ><F (F r-vece) y
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(F s-veces) donde F es la cerradura algebraica de F. Se observa que la forma traza (T )r
asociada a la F-algebra F ®K, restrmglda a cada factor de la forma F es la F-forma <1> y

restringida a cada factor de la forma F tiene por matriz en la base {1, i} la matriz

0 -2
Luego F como espacio cuadratico es un plano hiperbolico sobre F. Se observa también

que los subespacios son mutuamente ortogonales respecto a la forma traza (Ty)r de F®K,
es decir, los diferentes factores tienen producto igual a cero. Asi, con respecto al nico

orden en 1:", la signatura de la forma traza de F ®rK esigual a r, es decir, sigr(Tyr=r. O
Como una primera consecuencia del teorema 3.3.15., se tiene el

COROLARIO 3.3.16. Sea K:F una extension finita de campos con K=F(a). Entonces un
orden T sobre F se extiende a K si y solo si el F-polinomio minimo f, de a tiene una raiz en
toda cerradura real de F con respecto al orden T.

DEMOSTRACION (=)
Si T se extiende a K, se considera una cerradura real K con orden tnico T de F

con su orden T, tal que Kc K, luego f tiene una raiz en K, y como el nimero de raices en
una cerradura real es independiente de la cerradura elegida, se sigue que f tendra una raiz
en cualquier otra cerradura real de F con respecto al orden T.

(<)
Si el polinomio f, tiene una raiz f§ en una cerradura real K con orden tnico T en F;
F con su orden T, entonces F(a) es F-isomorfo a F(J3), luego el orden inducido por el inico

orden T de K sobre F(B) proporciona un orden sobre F(o)=K via el isomorfismo. o
Para la demostracion del primer resultado importante se necesita un lema mas.
LEMA 3.3.17. Sea F un campo real y f una F-forma cuadratica. Entonces la funcion

signatura sig( f ):Xr — Z; sig( f )(T)=sigr( f ) con X el espectro real de F, es continua si Z
estd dotado con la topologia discreta.

I Ts: FxF—>F T (s %) 5 (Y1, ¥2)=Tez (X1, %) (Y1, y,))=Id+ d ,donde Id e Id son los automorfismos identidad y conjugado.
Asien labase {1, i} se tiene ’

Tr((1,0), (1, 0)="Te; (N=1d(1)+ 1d (1)=1+1=2
Tr((1,0). (0, 1)=T-_ ()=Id(iy+ Id ()=1+(-1)=0
Tr((0, 1), (1, 0)=T-_ ()=Id(iy+ Id ()=1+(-1)=0

Tr((0, 1), (0, 1)=T=. (-D=Id(-1)+ Id (-1)=-1+(-1)=-2.
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DEMOSTRACION
Sea f una F-forma cuadratica de grado n y <a,...,an> su representacion diagonal.

Dado que sig<ay,...,a,>=sig<a;>+---+sig<a,> y suma de funciones continuas es una
funcion continua, sera suficiente considerar la forma f=<a>. Se observa que

sig<a>"'(1)={TeX¢ | sig<a>=1}={TeXr| acT}=H(a),
sig<a>"'(-1)={TeX| sig<a>=-1}={TeXg| -acT}=H(-a) y
sig<a>"'(n)={TeX¢ | sig<a>=n}=0

sineZ/{-1,1}.0

TEOREMA 3.3.18. Sea K:F una extension finita de campos reales, Xk, Xr los espectros
reales de K y F respectivamente. Sea Ex.p: Xk — Xg; T' = T'NF=T la funcion definida por

la restriccion de ordenes de K a F. Entonces Im(Ek_.f) es un abierto en Xg.

DEMOSTRACION

Como K es un campo real, car(K)=0. Por el corolario 3.1.30., K es una extension
simple. Sea f, el polinomio minimo de o; por la proposicion 3.3.16., se tiene que un orden
TeXr se extiende a K si y solo si f, tiene una raiz en una cerradura real F de F con

respecto al orden T. Por el teorema 3.3.15., el nimero de raices de f, en F esla signatura
de la forma traza Ty. Asi, el orden T se extiende a K si y solo si sigp(Ts )>0. Se sigue que la

imagen de Ex.r es el soporte de la forma traza Ty, el cual por 3.3.17., es un conjunto abierto
y cerrado en Xg. O

PROPOSICION 3.3.19. Sea K - F una extension finita de campos reales, T un orden de F,
T' con T'"F=T un orden en K y ¢@:F — L un homomorfismo inyectivo (encaje) de F en un
campo cerrado real L que preserva el orden.” Entonces existe una extension ¢’ de ¢ a K
que preserva el orden.

DEMOSTRACION
Como K es un campo real, car(K)=0. Por el corolario 3.1.30., K es una extension
simple, K=F(o) con a.eK. Sea f, el F-polinomio minimo de o y considérese una cerradura

real K de K. Por la afirmacion al teorema 3.3. 15., como f, tiene una raiz en K , entonces el
polinomio f,?(X), (con f,” el F-polinomio minimo f, de a) que se obtiene aplicando ¢ a los
coeficientes de f, tendra una raiz en L, donde ¢ identifica a F como un subcampo de L.
Entonces como K:-F es una extension finita, €K es algebraico sobre F y ¢:F—L es un
homomorfismo inyectivo, entonces ¢ puede extenderse a F(a)=K si el polinomio f,*(x)
tiene una raiz en L, es decir, existe una extension ¢’ de ¢ a K. Supdngase a continuacion
que ninguna extension de ¢ a K preserva el orden. Sean @y,..., ¢n las posibles extensiones
de ¢ a K, entonces existen a,..., aneK tal que aieT’, pero gi(o)¢L? donde L? es el tnico
orden de L (ver 3.2.5.). Por el corolario 3.2.7., se puede extender el orden T’ a

4 Se dice que un homomorfismo inyectivo (o un isomorfismo) y:F,—F, de campos reales F; y F, preserva el orden si a<r b si y solo si
y(@)<sy(b) con T en Fy, S en F, 6rdenes.
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K(\/a_l,...,\/a). Sea y una extension de ¢ a K(\/a_l,...,\/(x_n), entonces se tiene que
Pj(oy)=w(oy)=y((|/a, Y)=(y(,/a i )%, luego (Pj((Xj)ELz, que contradice la eleccion de . O

PROPOSICION 3.3.20. Sea F un campo real, F una cerradura real de F y L un campo
cerrado real. Si @:F—L es un homomorfismo inyectivo que preserva el orden, entonces ¢

se extiende en forma tnicaa F.

DEMOSTRACION
Por la proposicion 3.3.19., y por el lema de Zorn, ¢ puede extenderse a F. Para la
unicidad sean y; y y, extensiones de ¢ a F. Tomando o€ F y considerando a oj,a,..., 0

con o<0p<---<oy todas las raices del F-polinomio minimo f, de a que estan en F,
entonces por la afirmacion al teorema 3.3.15., yi(a),..., yi(oy) con yi(o)<---<yi(oy) y
ya(a),. .., ya(or) con (o)< <ya(oy) son todas las raices de f,®. Luego yi(oi)=y2(a),

i=1,...,ry yi(a)=y,(a). Por lo tanto y=y,. O

Como una consecuencia del resultado anterior se prueba la unicidad de cerraduras
reales.

COROLARIO 3.3.21. Sea F un campo real y Fi, F cerraduras reales de F con respecto a
un orden T en F, entonces existe un F-isomorfismo : Fi—>F que preserva el orden.

DEMOSTRACION

Sean i:F>F, y jZF—)f:z los homomorfismos inyectivos canonicos. Por la
proposicion 3.3.20., se tiene una extension de i W'ZFz—)E y una extension de j;
y'' F. —F.. Entonces por la unicidad en 3.3.20., y'oy'": Fi—>Fi es la identidad sobre Fi y

Yoy F»—F. es la identidad sobre F». De esto se obtiene que y' y ¢’ son isomorfismos
inversos sobre F que preservan el orden. o

Este corolario junto con la proposicion 3.2.10., aseguran que para cada campo real,
siempre existe una cerradura real que es tinica salvo isomorfismos.

Se recuerda (ver cap 1, pag 11) que si K es un campo, un subanillo A de K es un
anillo de valoracién si para cada elemento xeK\A, se tiene que X' € A. Esto significa que K
es el campo de cocientes de A, es decir, K=gf(A). También, de los lemas 1.1.25. y 1.1.26.,
se obtiene que si A es un anillo de valoracion en un campo K y si m es el conjunto de no-
unidades en A, entonces M es el Gnico ideal maximal de A. El campo K'=A/m se denomina
campo residual de A.

Sea K:k una extension de campos reales, donde k es un campo cerrado real y T un
orden de K. Se definen los conjuntos

Ak, T):={xeK| |X|T <, & para algun aek}.
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m(k , T):={xeK| |X|T <, b paratodabe k positiva}.”

A continuacion se prueba que A(k , T ) es un anillo de valoracion y m(k , T ) es su
ideal maximal

OBSERVACION 3.3.22. Sea K:k una extension de campos reales, k un campo cerrado
real y T un orden en K. Entonces el conjunto A(k , T) es un anillo de valoracion local real,
m(k , T) su ideal maximal y la imagen de TNA(k , T) en el campo residual K’ de A(k, T) es
un orden en K'.

DEMOSTRACION
Primero se prueba que A(k , T) es un subanillo de K. 1°) Es claro que 1x€A(k , T)
pues |1K|T <, a, para alguna aek. 2°) y 3°) Si x, yeA(k , T), entonces |X|T < a0y

|y|T <; @, para algunos elementos a,, a,€k, luego |X + y|T <; |X|T +|y|T <; @ +a,=a para
algiin elemento aek y |Xy|T = |X|T|y|T <; a,a, =a para alguna aek. Asi, xtyeAKk, T) y
xyeA(k, T). 4°) Como |-X|T =, |X|T para toda xeA(k , T), entonces -XxeA(k , T). De esta
forma, A(k , T) es un subanillo de K, esto es, A(k , T) es un dominio entero. Por otro lado,
1°) Como Oem(k , T) ya que |0|T <, a, para toda aek positiva, se sigue que m(k , T)=J.
2°) Sean X, yem(k , T), entonces |X|T <8,y |y|T <; &,, para todas a; y aek; asi,
x+tyem(k , T). 3°) Si, xem(k , T) y yeK, entonces |X|T <; &,, para toda aek positiva y

9], =[x
De esta forma xyem(k , T); asi, m(k , T) es un ideal de A(k , T).

A continuacion se probara que A(k , T) es un anillo de valoracion. En efecto, sea
xeK\{0} un elemento tal que xgA(k , T), entonces i) en el caso x>0, x>a para toda aek, se
tiene que X '<b para cada bek positiva, luego x'em(k , T)cA(k , T). ii) Si x<0, -a<x para
toda ack, entonces -x>0 y -x>a para cada ack positiva, luego -x'<b para toda bek
positiva. Asi, A(k, T) es un anillo de valoracion de K, y por el lema 1.1.26., A(k, T) es un
anillo local y m(k , T) su ideal maximal. Finalmente, para ver que A(k , T) es un anillo local
real se considera el homomorfismo natural

. |y|T <r a|y|T para toda aek positiva; luego |Xy|T <, a para cada aek positiva.

@:Ak, T)>—>K'; x> x+tm(k , T).

donde K'=A(k , T)/m(k , T) es el campo residual de A(k , T). Sea T'={@(X) | xeTNA(K, T)};
T’ es un orden en K'. En efecto, 1°) y 2°). Sean X, Y €T’ con X =¢(X), Y=0¢(Y), entonces
X+ Y =0(X)+e(y)=0(x+y) y X-Y=0(X)o(Y)=¢p(xy). Como X, yeTNA(k , T), se sigue que
x+y, xyeTPAK , T) y @(x+y), e(xy)eT’. 3°) Si -1T’, entonces -1=X’+---+X*, con
xieA(F , T), i=1,...,n. Luego X12+---+Xn2+lem(k , T), entonces | x4 4%, 2+ 1 | <2 para

" El valor absoluto de X con respecto al orden T se define como en el caso del campo R, es decir,
X si xeT
‘ X ‘ =
-X si xgT
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toda ack positiva, lo cual es un absurdo ya que X;*+---+x,"+1€T. 4°) Considérese X €K,
con X =¢(x) donde xe TMA(k , T), entonces x>’ TNA(k , T) porque tanto X como X* estan en
Ak, T); luego (X )=p(X)*eT’ y X°€T'. 5°) Si X eT"U-T', se tiene que X €T' 0 X e-T, es
decir, Xxe TNA(k , T) o xe-TmA(k , T). En ambas situaciones, XxeA(k , T) y X €K'. Ahora,
sea XxeK', entonces XeA(k , T), X=¢(X). De esta forma xe TnA(k , T) o xe-TnA(k , T),
estoes, XeTo Xe-T'.O

TEOREMA 3.3.23. Sea K:k una extension de campos reales, donde Kk es un campo
cerrado real y K es un campo de funciones de grado trascendente 1. Si xeK es un elemento
trascendente sobre el campo base K, entonces existe un orden T en K y un elemento dek tal
que (x-8)' Ak, T).

DEMOSTRACION

Como K es un campo real, existe al menos un orden Ty en K. Sea S la restriccion a
k(x) del orden Toy; So=Tonk(X). Por el teorema 3.3.18., existe una vecindad abierta
H(f,...,f,) de Sy que esta contenida en la imagen de Xk bajo el mapeo Ek.kx), es decir,
H(f,..., f,) CCk.kn(Xk) donde H(fi,...,f))={T" | fiX)e-T’, i=1,...,n}. Si fj#0 para cada

i=1,...,n; por 3.2.8., se tiene que

fi(x)z(x_o‘n)"'(X_O‘ir)(x2 + pil)("'qil)"'()(2 + P X+ 0 )

(O, (Xt e B2 S P Py oo Py S P P

e ie 4qij_pij2
para oi,...,%r, Piis--->Pnsy di1,.-.» dns€k, € I=1,...,n. Como ————

_d2 it n
j=1,...,s es un cuadrado,
H(fi)=H((X =0 ) - (X~ o, )[(X+%)2+ di]- [(x+%)2+ d21)

se puede escribir como H(fi )=H((X—a;,)--- (X —a,, )) ya que la suma de cuadrados est4 en
el orden.

Para cada orden S en k(X), se definen los conjuntos

Xi(S)y={aek | fi(a)=0; a<sx}
={aek| fi(a)=0; x-aeS}

Yi(S)={bek | fi(b)=0; x<sb}
={bek | fi(b)=0; b-xeS}

i=1,...,n. Los conjuntos X;i(S) y Yi(S), i=1,...,n determinan el signo de f; con respecto al
orden S, i=1,...,n. Si un orden S en k(x) satisface Xi(S)=Xi(So) para cada i=1,...,n, se
sigue que fieS, implica fieS; de esta forma SeH(f,,...,f,). En efecto, sea fi(x)eS,, con
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f,=(x-0,):--(x-o,), donde a,,...,0, son raices de fj, i=1,...,n, entonces como
Xi(S)=Xi(So), se sigue que fi(X)=(x—q;,)---(X—a, )eS. Dado que SeH( f;,...,f,), S es

imagen de un orden T en K, es decir, (S=Tk(X)) S puede ser extendido a un orden en K.
Sean X(S¢)=X(So)U - UXn(S0) ¥ Y(S0)=Y1(So)u--- UYn(Sp). Considérese

o=max{al aeX(Sp)} y p=min{b| beY(So)}

con respecto al (inico) orden en k. Si X(Sp)=, se toma a=-0, y si Y(So)= se toma
B=to. Dado que a<x<P en Sy, aeX(Sp) y BeY(So), entonces a<f en el orden de k. Sea
dek con d=(a+P)/2; luego a<d<P. Sea S un orden en el campo K(x) tal que |X-8|S < €

para todo g€k positivo. Se afirma que Xi(S)=Xi(Sy), i=1,...,n, donde como antes

Xi(S):{aEk | fi(a):O; X-aES}
Xi(So)={aek | fi(a)=0; x-aeSy}.

Supéngase que X-aeS y Xx-agS,, entonces acYi(S) y B<sa. Que el elemento x-aeS,
significa que (X-0)+(6-a)€S lo que equivale a (X-8)=s(a-0)=sp-(a+p)/2=s(a-f)/2>s0 lo cual
es una contradiccion; asi, Xi(S)cXi(Se). En forma simétrica, si Xx-a€Sy y X-a¢S, se obtiene
que Xi(So)=Xi(S) para cada i=1,...,n. Como Xi(S)=Xi(So) para cada i=1,...,n, se sigue que
SeH(f;,...,fy), es decir, el orden S puede ser extendido a un orden T en K que satisfaga

|x - 6|T <, € para todo g€k positivo, luego X-dem. Asi, se concluye que x-6€A(k , T). o

Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el

COROLARIO 3.3.24. Sea K:k una extension de campos reales, donde k es un campo

cerrado real y K un campo de funciones de grado trascendente 1. Si XxeK es un elemento
trascendente sobre K entonces

i) xeAKk, T).
il) F=k, F el campo residual de A(k , T).

DEMOSTRACION

i) Del teorema 3.3.23., se sigue que existe un orden T en K y un elemento dek tal
que (x-8) ' ¢A(k , T); lo anterior significa que el elemento x-3 es una no-unidad en A(k , T),
es decir, x-6em(k , T), de esta forma se tiene que |X-8|T <, a para todo aek positivo.

Como |X|T -|8|T <; |X-8|T <, a, se sigue que |X|T <; |8|T +a para todo aek positivo. Por lo

tanto XxeA(k , T).

i) Como Kk es un campo cerrado real, para probar que F=k bastara probar que la
extension F:Kk es una extension algebraica. Supongase que F:k no es una extension
algebraica. Sea yeA(k , T) tal que ¥ €F sea trascendente en F sobre k. Como x-dem(k , T),
se sigue que X =3 k. Supéngase que ax-+Py=0 en K con a, Pek, entonces a X +f y=0 en

Fyad+By=0 en F. Si B=0, Y=(-o. /B)d es algebraico sobre k lo cual contradice la
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eleccion de Y; asi, f=0 y aX =0, luego a=0. De esta forma, X y y son algebraicamente
independientes sobre k, esto es, dimgK>2 jcontradiccion! Por lo tanto F=k. o

Si A es un anillo de valoracién en un campo K, se tiene un homomorfismo natural
¢:A—L (=A/m), donde m es su ideal maximal. Extendiendo la funciéon ¢ a todo K se
obtiene la funcion

oa:K—>LuU{o}
X+m si XeA

Pa(X)=
o si XxeK\A.

donde oo es un elemento adicional que no estd en L y satisface

(N
1°) Si aeL\{0}, entonces o-00=00"o1=00-00=00. K ———> Lu{w}
2°) Si BeL, entonces B+oo=cot+f=c0.
3°) 1/00=0. iT
4°) cotoo, 000, 0/0 y oo/c0 no estan definidas. [0)

Ademas, g5 (L)=A es un subanillo de K con @a:A—L un homomorfismo tal que @a(X)=00
si @a(1/X)=0. Asi, un lugar de un campo K en un campo L es una funcion f:K—Lu{oo} tal
que f'(L)=A es un subanillo de K con f: A — L un homomorfismo en A tal que f(X)=c0 si
f(1/x)=0.

Los elementos de K que no se aplican en oo se llaman finitos por el lugar y los
restantes se denominan infinitos. Como ya se menciono, el conjunto A={xeK | f(x)<co}cK
de los elementos XeK que son finitos por el lugar es un anillo de valoracion de K; su ideal
maximal consta de aquellos elementos XeA tal que f(x)=0. fi
Dos lugares fi:K—Lju{o} y f:K—>L, {0} son equivalentes K————1L
si dada una biyeccion y :L;U{oo} — L, U{oo}, la funcion
v |Li:Li—> L, es un isomorfismo tal que f,=(y|L)f;. Se le /|L1
observa que la equivalencia de lugares es una relacion de
equivalencia y que dos lugares son equivalentes siy solo si L,
tienen el mismo anillo de valoracion. Para esto ultimo, si
fi:K—>Lu{wo} y f:K—>Lyu{wo} son lugares equivalentes con anillos de valoracion A}y A,
respectivamente, entonces existe un isomorfismo y:L;—L,. Como Li=A;/m; y Lo=A,/m,,
se sigue que A;/miZA,/m; y mi=m,. Reciprocamente, si fi:K—Liu{wo} y f:K—Lu{owo}
son dos lugares con anillos de valoracion A; y A, respectivamente y si Aj=A,, entonces
mi=m, y A;/m=A,/m,, es decir, L;=L, y f;, f, son equivalentes. Se tiene también que la
composicion de dos lugares es un lugar. Sea K:F una extencion de campos; f es un lugar
de K sobre F si f es un isomorfismo en F. En este caso f(F) se identifica con F. Si f toma sus
valores en f(F), se dice que f es un lugar racional sobre F.
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PROPOSICION 3.3.25. Existe una correspondencia biyectiva entre la familia de clases de
equivalencia de lugares de un campo K y la familia de anillos de valoraciéon de K.

DEMOSTRACION
Sea F:£—N; F([f])=Ar donde £={[f]|f:K—>Lu{owo} es un lugar de KenL}y
R={AcK] A es un anillo de valoracion de K}. Si F([fi])=F([f.]), entonces A; =A, siy

solo si f; es equivalente a f, si y solo si [f; ]=[f,]. Por otro lado, si A es un anillo de
valoracion en K, entonces la funciéon

oa:K—>Lu{o}

X+m si XeA
eA(X)=

o si XxeK\A.
con m el ideal maximal de A es obviamente un lugar. O

TEOREMA 3.3.26. ( de Lang de existencia de lugares racionales) Sea K :k una extension
de campos reales donde k es un campo cerrado real y K un campo de funciones de grado
trascendente d. Sean a,,...,a, €K, entonces existe un k-lugar :K—ku{oo} tal que ¢(a;) es

finito para cada i=1,...,n.

DEMOSTRACION

Sea d el grado de trascendencia de K:k. Si d=0, la extension K:k es algebraica
finita. Como K es real y k es cerrado real, se sigue que K=k. Luego id:k—ku{x} es
obviamente un k-lugar sobre k que satisface id(aj)<c para cada i=1,...,n.

Para d >1 la demostracion se efectia por induccion. Si d=1, sea XeK un elemento
que se puede escribir como una suma finita de cuadrados de los a;, i=1,...,n; esto es,

X= Z:ai2 . El elemento X es algebraico o trascendente sobre K. Supongase primero que X es
i=1

trascendente sobre K y considérese el orden T en K construido en la demostracion del

teorema 3.3.23.. Sea ¢:K — K"U{} el lugar asociado con el anillo de valoracion A(k , T),

donde K'=zA(k , T)/m(k , T) es el campo residual de A(k , T); @(X)<wo para todo elemento

xeAk , T) y ¢(X)=0 para cada xem(k , T). Por el corolario 3.3.24., se tiene que

@:K—ku{wo} ya que K'=k y @(x)<oo para cada xeA(k , T). Como X = Zaiz €Ak, T), con

i=l
ap,...,anek, del lema 1.2.35., se sigue que ay,...,a,€A(k , T), es decir, ¢(aj)<w para cada
i=1,...,n; luego ¢ es el lugar. Si X es algebraico sobre k, entonces la extension de campos
k(X):-k es algebraica (ver proposicion 3.1.6.). Como K(X) es un campo real, se sigue que
k(x)=k; de esta forma, xek. Se puede dar un k-lugar ¢:K — ku{w} considerando algin
elemento trascendente X’ e K. Como kcA(k , T), entonces ¢(X)<oo y por 1.2.35., se tiene que
¢(aj)<oo para cada i=1,...,n. Considérese ahora que d>1. Sea T un orden de K. Por 3.2.10.,
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existe una cerradura real K de K con respecto al orden T de K. Sea {t;,...,13} una base
trascendente de K:k, LcK con L=K(t,...,t3-1) un campo de funciones de grado

trascendente 1 y L la cerradura algebraica de L en K. Como LcK, LcK y K, K son
campos reales, se sigue que L y L son campos reales. Por otro lado, que L sea un campo
real y no tenga extensiones algebraicas propias reales, significa que L esun campo cerrado
real; asi, L es una cerradura real de L en K . Entonces la extension K:KNL tiene grado
de trascendencia 1 y K es un campo de funciones en una variable sobre el campo KAL.
También, la extensién KL = L tiene grado de trascendencia 1 y ¢l campo producto KL es
un campo de funciones en una variable sobre el campo L

K
0

K (VKE\IE
-

d-1

k

De la proposicion 3.1.26., se sigue que grtr(KE : E)Sgrtr(K:L)=1 y grtr(KE : f)=1 ya
que si fuera cero, se tendria que KL:L seria algebraica lo cual no puede ser posible.
Como K es un campo de funciones de grado trascendente 1 sobre el campo L, KL es
también un campo de funciones de grado trascendente 1 sobre L. Que grtr(KE : E)zl (se
satisfacen las hipotesis del teorema para el caso d=1) significa que existe un E-lugar
w:Ki—)Eu{oo} tal que wy(aj)<wo para cada i=l1,...,n. Como L:L es una extensién
algebraica, L no es un campo de funciones sobre L, luego se necesita encontrar un

subcampo de L que sea un campo de funciones, es decir, que satisfaga las hipodtesis del
teorema. Sea A el anillo de valoracion asociado al lugar y | K:K—>K'U{x}, donde K'=A/m
es el campo residual de A. Como K'cL,K’ esun campo real; que AcK sea un dominio
k-afin y K un campo de funciones (K=qf(k[X1,...,Xq])), significa que existen X;,..., X, con
r<d tal que A=K[xy,...,X/] y K'=qf(K[X1,...,X/]). Del diagrama se observa que r=d-2, esto es,
grtr(K': k)=d-2 sobre k.

K v | K

0 K —— K'U{w}

O/KL\l N lu

K L
0 g ku{o}
L K’
A1 42
K
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Por la hipétesis de induccion, K’ tiene un K-lugar p:K'—ku{oo} tal que p(y ‘ K(aj))<o para
cada i=1,...,n. Como la composicion de los lugares K y W1 es un lugar, se sigue que
@:K—ku{o}, o=po(y | K) es el lugar requerido. O

Si A es un dominio entero k-afin real, esto es, A=k[a;,...,a,] para ciertos elementos
ai,...,an€A, se sigue del teorema 1.2.18., que el campo de cocientes K=gf(A) es un campo
de funciones real. Si k es un campo cerrado real, entonces se satisfacen las hipotesis del
teorema de existencia de lugares es racionales de Lang, es decir, existe un k-lugar
@:K—ku{o} tal que @(aj)<co para cada i=1,...,n. De esta forma el homomorfismo ¢
restringido al dominio A, ¢ | A:A — Kk es un homomorfismo de k-algebras. Asi, se ha
demostrado el teorema del homomorfismo de Lang. o

TEOREMA 3.2.27. Si A es un dominio k-afin real con k un campo cerrado real, entonces
existe un homomorfismo de k-algebras @:A — K.

Como una consecuencia del teorema del homomorfismo de Lang se tienen los
siguientes tres corolarios.

COROLARIO 3.3.28. Sea A un algebra k-afin semireal con k un campo cerrado real,
entonces existe un homomorfismo de k-algebras @:A — k.

DEMOSTRACION A *, k
Como A es semireal, A tiene un ideal primo real P

(ver teorema 1.2.19.). Entonces A/P es un dominio entero nl ﬁ

real que es k-afin.” Por el teorema del homomorfismo de

Lang, existe un homomorfismo de k-algebras ¢ :A/P— k. A/P

Sea m:A—A /P el homomorfismo candnico, entonces @:A—k;
@=0 o es el homomorfismo buscado. o

COROLARIO 3.2.29. Sea A un dominio k-afin real con k un campo cerrado real y
f,,..., f,€A\{0}, entonces existe un homomorfismo de k-algebras @:A — K tal que ¢( fi )20

para toda i=1,...,n.

DEMOSTRACION
Considérese A+ ]. Como A illo, A[+ ¢ ] tambié il
onsidérese [W] omo es un anillo, [W] ambién es un anillo

(A[T%f;] es la interseccion de todos los anillos que contienen a A 'y fl"l' A ). Al f1"1' A ]
.. . 1
d t ,JeA \{0
es un dominio entero ya que sip, e [W 10} con

p=ao+a1(ﬁ )t "‘ar(ﬁ ) y q:bO"‘bl(ﬁ )+ +b3(ﬁ ),

2 Si A es afin, de A—>A/P—0, se sigue que A/P es también afin, es decir, (A/P)[ay,..., an] con n(a;)=aj, aieA; i=1,..., n.
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r+s

entonces el coeficiente a, bs de (T%r) en el producto pq es distinto de cero. De esta
1 n

forma, pg=0 y A[ﬁ] no tiene divisores de cero. Por otro lado, como A es un dominio
k-afin, existen elementos aj,...,a, en el anillo A tal que A=k[a;,...,an]. Dado que
k[al,...,an][ﬁ]=k[a1,...,an,ﬁ], se sigue que A[ﬁ]=k[a1,...,an,ﬁ], es
decir, A[ﬁ] es un dominio k-afin. Del ejemplo 1.2.10., se tiene que A[ﬁ] es un

anillo real y por el teorema del homomorfismo de Lang, existe un homomorfismo

\V:A[ﬁ] — k. Considérese el homomorfismo (p=\|/|A:A—>k (AgA[ﬁ]); [0)

satisface que (fi)=0 para i=1,...,n; si esto no fuera cierto, se tendria que

f... fn f fn
1=0(D=0( o )=0( ) 040 )=0
lo cual no puede ser posible. O

COROLARIO 3.3.30. Sea A un algebra k-afin real con k un campo cerrado real y fy,..., f;
elementos en A. Si T es un orden en A tal que f;>70 para cada i=1,...,n, entonces existe un

homomorfismo de k-algebras ¢:A— K tal que ¢(f;)>0 i=1,..., n, con respecto al tinico orden
de k.

DEMOSTRACION

Sea C(T)=TN-T el centro de T y considérese el dominio entero KzA/G(T). El
orden T induce un orden Tz{a+G(T)| aeT} que satisface TG-T:{ 0 }. Como C(T) es un
ideal primo real, A es un dominio k-afin real; asi, T es un orden en A que se puede
extender a un Gnico orden P ={ m(a , b)eqf(K) |abe T }enK (=qf(K )). Ahora, como
fi>10, i=1,...,n, se tiene que fig C(T), i=1,...,Nn. Luego fi#0; de hecho, ficT\{0}, i=1,...,n.
Sea K la cerradura real de K con respecto al orden P y considérese
K[\/T1 ,...,\/f_n ,ﬁ]; se sabe que K[ﬁ] es un dominio entero k-afin real (ver

ejemplo 1.2.10.) y por lo tanto
B N g s Rl IR

es un dominio entero k-afin real. Por el teorema del homomorfismo de Lang, existe un
homomorfismo

VAT i 1ok
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Considérese el homomorfismo restricciéon y| A ‘A —k y la funcion proyeccion n:A—>K,
entonces la funcion ¢:A— k definida como (p=(\|/|K)°n es el homomorfismo buscado,
donde o( fi )=(y| A *m)( f,)=y|A ( T, )=y|A (T )y|A (T, )e P k. Luego, ¢(fi )>0 en el
unico orden de k. O

Sea k un campo cerrado real y K[Xi,...,X,] el anillo de polinomios en n
indeterminadas con coeficientes en k. Dado un polinomio fek[xi,...,X,], f(X)=2axx se
define la funcion polinomial asociada al polinomio f, como la funcién f:k" — k, f(b)=>ab',
donde k"={(ai,...,an)| aiek, 1<i<n} es el espacio afin. Un polinomio fek[Xi,...,Xa] es
semidefinido positivo (o la funcioén polinomial es no negativa) si f(xy,..., X,)>0 para toda
(ar,...,a,)ek". También se dice que un polinomio fek[X,...,X,] es indefinido, (o la
funcién polinomial cambia de signo) si existen elementos (ay ,...,an), (b1,...,bn)ek" tal que
f(ai,...,an)<0<f (by,...,by) donde la relacion de orden < esta referida al tnico orden de k,
es decir, f es indefinido si no es semidefinido positivo ni semidefinido negativo.

A continuacion se prueba el resultado de Artin acerca del problema 17 de Hilbert,
enunciado al final del capitulo 2, como una consecuencia del corolario 3.3.30..

TEOREMA 3.3.31. Sea k un campo cerrado real y fek[x,...,Xa] un polinomio
semidefinido positivo, entonces f es una suma finita de cuadrados en el campo k(X ..., Xn).

DEMOSTRACION

Supdngase que fg2k(Xy,..., Xn)z. Por el corolario 3.3.30., existe un homomorfismo
de k-algebras @:K[X;,...,Xn] = k tal que @(-f )>0. Sea @(xj)=ai, aiek; para cada i=1,...,n,
entonces

f(@i,....an)=f(o(X1),..., 9(Xn))
=Y ap(x)’
=Y ap(x)
=Y p(ax')
=p(Zax')
=p(f(X1,...,X%))<0

Esto ultimo contradice el hecho de que f es semidefinido positivo. O

Sea k un campo cerrado real y fek[X;,...,X,]\ {0} un polinomio semidefinido
positivo; por 3.3.31.,
f=(p1/dn)*+ - +(P/Gm)”,

con p; /giek(X,...,Xn), i=1,....,m. Si f;=p10Qz--- qm,..., fn=Pmd1--- Om-1 ¥ h=0Q;...Qm, entonces
h2f=f, %+ - -+ 2. Luego si h tiene grado minimo, se tiene la siguiente
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OBSERVACION 3.3.32. Sean f, hek[xi,...,X,] \ {0} con f un polinomio semidefinido
positivo, irreducible y h un polinomio de grado minimo que satisfacen h*f=f;*+---+f,”.
Entonces los polinomios f; no son todos divisibles por f, i=1,...,m.

DEMOSTRACION

Supdngase que existen m polinomios Qi,...,dmek[Xi,...,X,] con fi=fg;, i=1,...,m.
Dado que h*f=f,*+... +f,%, se sigue que h*f=fg,+--- +f *gn’; esto es, h*f=f 2(g;*+--- +gn’) y
h’=f (g,*+--- +gn’), luego f | h%. Dado que f es irreducible, se tiene que f | h, esto es, existe
hoek[X1,...,Xn] tal que h=h, f; luego hof 2=f (glz+---+gm2) y h02f=glz+---+gm2. Esto ultimo
contradice la eleccion del grado minimo de h. o

LEMA 3.3.33. Sea k un campo cerrado real y fek[x;,...,X,]\{0} un polinomio irreducible.
Si <f> es un ideal real, entonces f es indefinido.

DEMOSTRACION

Supdngase que f no es un polinomio indefinido; entonces f es semidefinido positivo
o semidefinido negativo. Si f es semidefinido positivo”; por 3.3.32., existen polinomios
fi,...,fmek[Xi,...,Xy] tal que no todos son divisibles por f. Entonces si f, 24 +>=0 en

K[X1,...,Xn]/<f>, K[X1,...,Xa] /<> no es real porque no todos los fi son cero, lo cual
contradice el hecho de que <f> sea un ideal real. O

Sea F un campo ordenado y T un orden en F, se puede definir una topologia en F,
denominada topologia intervalo, denotada tr donde la nocién de intervalo en F se
introduce en forma similar que en R; es decir, si a, beF con a<th, entonces

(@, b):={xeF | a<rx<rb}
[a 5 b):={XEF | aSTX<Tb}
(a 5 b]I:{XEF | a<TXSTb}
[a, b]:={xeF | a<rx<rb}

(a, too):={xeF | x>1a}

[a, +o0):={xeF | x>1a }

(-0, b):={xeF | x<rb}

(-0, b]:={xeF | x<1b} etc.

Si By={(a , b) | a<rx<tb}; una base para esta topologia viene dada por la familia

B,=U{By | xeF}. Algunos de los resultados de R con su topologia usual que también se
cumplen en el espacio (F , 1r) y que seran de utilidad aqui son los siguientes.

PROPOSICION 3.3.34. Sea F un campo ordenado y T un orden de F. Entonces el espacio
(F, tr) es Hausdorft.

DEMOSTRACION
Sean X,y dos elementos en F y supOngase que X<rY. Si existe un punto z en F tal

4 Si f es semidefinido negativo, se elige -f que es semidefinido positivo.
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que X<t z<t Y, entonces los basicos U={weF | w<t z} y V={weF | w>t z} también
satisfacen que UNnV=J y xeU, yeV. Asi, F con la topologia intervalo es un espacio
topologico de Hausdorff. o

LEMA 3.3.35. Sea F un campo ordenado y F(t) el campo de funciones racionales.
Entonces F(t)\F es denso con respecto a la topologia intervalo en F(t).

DEMOSTRACION

Considérese un intervalo abierto (f, f’)r en la topologia intervalo de F(t), con
respecto a un orden T en F(t), donde f<rf', f, f'eF. Por demostrar que (f, f ")t(F(H)\F)=J.
Si (f +f")/2€F(t)\F la demostracion termina. Si (f+{')/2€F, es decir, si (f +f")/2=cy, entonces
por una traslacion se puede suponer que Cy=0. Considérese intervalos abiertos de la forma
(-9,9)r con geT. Si geF(t)\F, entonces bastara tomar h=g/2, he(-g, g)r\(F(H)\F) y
(-9 , P (F(H)\F)=D. Si geF, se puede suponer sin perdida de generalidad que teT. De
esta forma g +teT y g '<r g'+t. Luego 0<r(g'+t)'<1g, esto es, g '+te(-g , )t y se puede
tomar h=(g'+t) '¢F. o

Para terminar esta seccion se demuestra el teorema del encaje de Lang.

TEOREMA 3.3.36. Sea K zk una extension de campos reales con k un campo cerrado real
y K un campo de funciones de grado trascendente d. Sea F un campo cerrado real de grado
trascendente >d que contiene a K, entonces existe un k-encaje ¢:K—F.

DEMOSTRACION
Sea {Xi,...,Xq} una base trascendente de K sobre k. Escribiendo K=k(x;,..., X4, o),

donde a.eK es un elemento algebraico sobre F":=k(X,...,Xq), entonces existe un polinomio
irreducible f (z2)eF'[z] Gnico salvo un factor constante en F' tal que f (a)=0 y es de grado

minimo mayor o igual que 1 en F'[z], esto es, f(Z) es el polinomio minimal de a sobre F';
asi, K=qf (k[x,,...,X,,2]/ < f >). Como K es un campo real, por el lema 3.3.33., f es un
polinomio indefinido sobre K, entonces existen puntos (ai,...,aq4, b1), (ai,...,aq, bz)ekO|+1
tal que f (a,...,aq, b1)<0<f (a;,...,aq, by). Sea t;€F un elemento trascendente sobre Kk y
considérese a k(t;) con orden T;=Tk(t;) (la restriccion de T a k(t;)). Como k(t;)\K es denso
en K(t;) con respecto a la topologia intervalo de T; (véase lema 3.3.35.) y por la continuidad

de f sobre k(t;) con respecto a la topologia intervalo de T}, se sigue que existe y; ek(t))\ k tal
que

f(y1, az,...,aq, b1)<0<f (yy, az,...,aq, b2).

Sea ahora L; la cerradura algebraica de K(y;) en F y sea t;€F un elemento trascendente
sobre L;. Considérese a L(t;) con orden T,=T;NL;(t;) la restriccion de T; a L;(t;). Como
Li(t;) \ L; es denso en Li(t;) (con la topologia intervalo de T,) y por la continuidad de f
sobre L(t;) con respecto a la topologia intervalo de T, se sigue que existe y,eL;(t2)\L; tal
que

f(yl: Y2, as,...,ad, b1)<0<f(YI, Y2, as,...,ad, b2)
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Continuando con este proceso se puede construir y=(Yi, yz,...,yd)eFd (como grtr(F)>d, la
construccidn esta garantizada hasta llegar a yq ) tal que

f(yl, yz’”.’yd, b1)<0<f(yl, Y2,-.-,Yd, bZ) ........................... (*)

con Yy, Ya2,...,Yd algebraicamente independientes sobre el campo base k. Como F es un
campo cerrado real, de (*) se sigue que f(yi, Y2,...,Yd, B)=0 para algin BeF. Asi, se tiene

un k-isomorfismo ¢:K — F; x> yiy a —p. O

3.4. EL TEOREMA DE LOS CEROS DE HILBERT REAL.

Si k es un campo, el espacio afin k" es el conjunto k"={(a,...,ay) | aiek, 1<i<n} de
todas las n-adas de elementos de k. Sean f;,..., fs polinomios en el anillo K[X,...,X,]; como
se recordara, el conjunto en el espacio afin k"; V(f;,...,f)={(ai,...,an)ek" | fi(a,...,an)=0;
i=1,2,...,s} es la variedad afin definida por los polinomios fi,...,f. Si Vi y V, en k" son
variedades afines, entonces la union V;\UV; e interseccion VNV, también son variedades

afines.
Sea | un ideal en K[Xi,...,X,], se define la variedad afin del ideal | escrito V(I )

como el subconjunto en k", V(I)={(a;,...,an)ek" | f(ai,...,a))=0 para cada fel }. Un
subconjunto X en k" es un conjunto algebraico si X=V (I ) para algtin ideal | en el anillo
K[X1,...,Xn]. Claramente V (0)=k" y V(k[x1 yeens Xn])=®.

OBSERVACION 3.4.1. Sean | y Jideales en el anillo K[X;,...,Xn], entonces
)Silcd, V(I)cv().
inyvad)=va)uv@).
1) V(NI )=V )Huv@J).
iv) V(215 )=nV (I, ) con LeA.

DEMOSTRACION.

i) Sea peV(J ), entonces f(p)=0 para cada feJ, luego f(p)=0 para toda fel. Asi,
peV(l). ii) Sea peV(lJ ), entonces f(p)g(p)=0 para cada fel y geJ. Si f(p)=0 para toda
fel, se sigue que peV (I ). Si f (p)=0 para alguna fel, se tendra que g(p)=0 para cada geJ y
peV(@). En cualesquiera de las dos situaciones, se tiene que peV(HuV(@J).
Reciprocamente, dado que lJcl e 132, se sigue que V(1 ) V(I )y V(I )<V (IJ). Luego
V({HuV )V (). iii) Sea peV(l )uV(J), entonces peV(l ) o peV(J). Esto significa
que f(p)=0 para cada fel o f(p)=0 para todo feJ; luego f(p)=0 para todo felnJ. Asi,
peV(NI) y V(HuVdcV(INJ). Reciprocamente, dado que lJcINJ, se tiene que
VANV AH)=V 1 )YuV(J). iv) Si peV (2, ), entonces peV(l,) para toda LeA ya que
I, I, para cada AeA; luego penV (I, ). Ahora, considérese penV (I, ) con AeA y sea h
un polinomio en Xl;, entonces existen polinomios f,el; tal que h=2f;, . Como peV(l, )
con AeA, se sigue que f,(p)=0. Como h es arbitraria, se tiene que peV (2l ). o
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De lo anterior, se obtiene que los subconjuntos algebraicos de k", constituyen los
conjuntos cerrados de una topologia en k" denominada topologia de Zariski.

Sea X un subconjunto en el espacio afin k"; se define el ideal de X, escrito I(X)
como el conjunto IT(X)={fek[xi,...,Xi] | f(ai,...,an)=0, para cada (a;,...,an)eX}.

Claramente T(X) es un ideal en el anillo de polinomios K[X,..., X].

OBSERVACION 3.4.2. Sean X, Y subconjuntos de k" ¢ | un ideal en K[X,..., %]
1) Si XY, entonces I(Y)cIL(X)
i) XcV(1(X))
i) X=V (][ (X)) <> X es un conjunto algebraico
iv) IcT(V (1))

DEMOSTRACION.

i) Sea feI(Y), entonces f(p)=0 para todo peY. Como XY, se sigue que f(p)=0
para cada peX; luego feI(X). ii) Sea peX, entonces f(p)=0 para cada feI(X), esto
significa que peV(]I(X)). i) Si X:V(]I(X)), como I(X) es un ideal en K[X;,...,Xq], se
sigue directamente que X es un conjunto algebraico en k". Reciprocamente, si X=V (I ) es
un conjunto algebraico, entonces I(X) es un ideal en K[Xi,...,Xy] que contiene a I, luego

V(I(X))QV(I )=X. iv) Si fel, entonces f (p)=0 para cada peV (), es decir, fe]I(V(I )). m

Se observa que la igualdad en la observacion 3.4.2. iv) (ICI(V (I ))) no se cumple en
general. En efecto, considérese el ideal I=<x* , y’>SR[x , y]. Claramente se observa que

<, yCI(V (<X, y»>)) (ver 3.4.2iii)). Primero se vera quien es el ideal ]I(V(<X2 , y2>)).
Para x*=0 y y’=0, se tiene que V(<x*, y*>)={(0, 0)} es la variedad que consiste del origen
de coordenadas en R El ideal I({(0, 0)}) consiste de todos los polinomios que se anulan
en el origen de R Se afirma que I(V(<x*, y*>>))=<x , y>. En efecto, si fe<x , y>y h;, h,
estan en el anillo R[X , Y], entonces f(x , y)=hi(X , y)x+hy(X , y)y. Obviamente f (X , y) se
anula en (0 , 0); entonces se tiene f(x , y)e]I(V(<X2 , y2>)). Sif(x, y)eL({(0, 0)}), luego
f(x,y)= Zaij x'y! se anula en el origen de R?. Esto significa que ag=f(0 , 0)=0 y se sigue
ij

que
f(x y)=aot D, aX'y' =0+ (D apxy x+ (3 ax'y ™ ye<xy>;
i,j#0 i>0, j i, >0
entonces se obtiene ]I(V(<X2 , y2>)):<x , y>. Ademas se tiene <x* , y’>E<X , > ya que
pe<x’, y*> pues en todo polinomio de la forma f(x , y)=h(x , y)x+ha(X , y)y, cada monomio
tiene al menos grado igual a dos. Mas adelante, cuando se enuncie el teorema fuerte de los

ceros de Hilbert, quedara claro que la igualdad se da si el ideal | es un ideal radical. Si en
3.4.2.1), X y Y son conjuntos algebraicos, se tiene

PROPOSICION 3.4.3. Si X y Y son conjuntos algebraicos en k". Entonces XY, si y solo
si I(Y)cI(X).
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DEMOSTRACION (=)
Ver 3.4.2.0).

(<)

Por la observacion 3.4.2.ii), se tiene que X:V(][(X)) y Y:V(]I(Y)). Si
peV(]I(X)), se sigue que f(p)=0 para cada felI(X). Como I(Y)cI(X), se tiene que
feI(Y); luego X=V(I(X))cV(I(Y))=Y. o

Un conjunto algebraico X en k" es irreducible si siempre que X=X;UX,, con X,
X, subconjuntos algebraicos propios de X en k", entonces X;=X o X,=X; es decir, no existe
una descomposicion de X como una unioén de dos subconjuntos algebraicos propios.

OBSERVACION 3.4.4. Sea X en k" un conjunto algebraico, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

1) X es irreducible

il) Cualesquier dos conjuntos abiertos Uj, U, no vacios en X satisfacen que

UlﬂUz;ﬁ@
iii) Todo subconjunto abierto no vacio U en X es denso en X

DEMOSTRACION

i) = ii) Dado que X=(X\U;)U(X\U,) si y s6lo si UnU,=, el resultado se sigue.
i) = iii) Ya que un subconjunto de un espacio topologico es denso si y sélo si él intersecta
a todo abierto en el espacio, se sigue que UNnU'#J para todo abierto U’ en X. iii) = 1) Se
sigue directamente de la definicion de densidad. o

OBSERVACION 3.4.5. Sea X en k" un conjunto algebraico e I(X) el ideal de X. Entonces
X es irreducible si y s6lo si I(X) es primo.

DEMOSTRACION (=)

Sea fgel(X), si X;=XNV(f) y X,=X"V(9); X; y X, son variedades afines ya que
la interseccion de variedades afines es una variedad afin. Dado que fgeI(X), se sigue que
X=X;UX,. Como X es irreducible, se tiene que X=X; 0 X=X,. Si X=XV (f), se sigue que
f (X)=0 para cada xeX; luego feI(X) ¢ I(X) es un ideal primo.

(<)
Sea X=X UX, y supdngase que X#X;. Como X,cX, se sigue que I(X)cI(Xy).

Ahora, dado que X;EX, se tiene que T(X)EI(X;). Tomando feI(X)\I(X) y gel(Xy),
entonces f gel(X). Como I(X) es un ideal primo y f¢T(X) se sigue que gel(X); luego
I(X2)<I(X). Asi, I(X)=L(X3) y X=Xs. Por lo tanto X es irreducible. O

Sea K:k una extension de campos ¢ | un ideal en K[Xi,...,Xy]; se denota por
IK[X;,...,Xn] el ideal generado por | en el anillo K[X;,...,Xn]. En el caso en que el ideal | es
primo, se tiene la siguiente
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OBSERVACION 3.4.6. Sea k -k una extensioén de campos con k (=k(\/j)) la cerradura

algebraica de k. Si P es un ideal primo real en K[Xi,...,X,], entonces PE[XI,...,Xn] €s un
ideal primo en K [X1,...,%] ¥ V(Pk [Xi,...,Xs]) es un conjunto algebraico irreducible sobre
k.

DEMOSTRACION

Primero se probara que Plz[xl,...,xn] es un ideal primo. Sean f, ge E[Xl,...,xn];
f=fi+~/-11f y g:gl+\/jgz con i, f, 91 y G2eK[X1,..., %] tal que fge Pk [Xi,...,%,]. Como
(fi91-F.02)+ V-1 (F1g:+h201) € PK [X1,..., %], donde (figi-hgo)eP, y (figatfgi)eP; se tiene
que gi(Fig1-H0)+0:(Figtg)eP y gi(figatha91)-ga(figi-fg2)€P; Tuego fi(gi*+a,")eP y
f2(91%+9,>) eP. Supongase que fe € Pk [, ..., ], entonces f; P o f,¢P. En cualesquiera de
las dos situaciones, g,°+g,’eP. Como P es un ideal real, se sigue que g, g.eP y
gePk [X1,...,X)]. Similarmente, si se supone que gePk[Xi,...,X:], se obtiene que
fePk [X1,...,Xn]. Por lo tanto Pk [Xi,..., Xn] es un ideal primo en k [Xi,...,X,]. La segunda
parte se sigue de 3.4.5.. O

Antes de pasar a establecer los teoremas (clasicos) de los ceros de Hilbert, se daran
algunos resultados necesarios para su demostracion.

PROPOSICION 3.4.7. Sean A y B anillos con AcB. Si B es finitamente generado como
un A-modulo y X es un elemento en B, entonces X satisface que a0+alx+---+an_lxn'1+X”:O
con aieA, i=1,2,...,n-1.

DEMOSTRACION
Como B es finitamente generado como un A-moédulo, existen elementos by ,..., b,

en B tal que B=b;A+---+b,A. Para cada i=1,...,n; bixeB, luego existen elementos ajjeA,
n n n

i, j=1, 2,...,n tal que biX=Zaijbj. Esto puede escribirse como ZZ(Sin—aij)bj =0,
j=1 i=1 j=1

donde §jj es igual a 1 si i=] y cero si i#]; i, j=1, 2,...,n (es decir, §;j son las entradas de la

matriz identidad ). Sea M la matriz con entradas M;=9;jX-ajj; o la matriz columna con

entradas b; y Adj(M) o M"Y Ja matriz adjunta de M. Dado que Mb=0y MAYM b=det(M)Ilb, se
sigue que det(M)lbo=0 para cada i=1,2,...,n. Como 1€B es una combinacion lineal de los bj,

I=1,...,n, se tiene que detM=detM 1=0. Asi, se sigue que det(J;jx-aij)=0. O

LEMA 3.4.8. Si A es un subanillo de un campo Ky K es finitamente generado como un
A-mddulo, entonces A es un campo.

DEMOSTRACION
Para cada acA con a0, el inverso a'eK existe. Por la proposicion 3.4.7., a™'
satisface apta;a '+--- +an1a "+a"=0 con ai€ A, i=1, 2...., n. Multiplicando esta igualdad
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por @™, se tiene que aa™'+a;a"*+- - +an.+a '=0, luego a'=-(a,a" '+a,;a"*+- - +an. ) €A.
Por lo tanto A es un campo. O

PROPOSICION 3.4.9. Sea k un campo infinito y A=K[a, ..., an] una k-algebra afin. Si A
es un campo, entonces A K es una extension algebraica.

DEMOSTRACION
Supdngase que Vi,...,Ym son algebraicamente independientes y sea B=K[y1,...,Ym].
Entonces A es finitamente generado como un B-mddulo. Como A es un campo, del lema

3.4.8., se sigue que B es un campo; luego m=0 y A es una k-algebra afin, es decir, A:zk es
una extension finita y por lo tanto algebraica. O

PROPOSICION 3.4.10. Sea k un campo algebraicamente cerrado y A=K[Xi,...,X,] una
algebra k-afin. Entonces un ideal m en A es maximal si y s6lo si existen elementos
a,,....a, €k tal que m=<x;-a,..., Xn-an>.

DEMOSTRACION (=)

Sea m un ideal maximal de la k-dlgebra afin A, f:k > A el homomorfismo de
inclusion y m:A—>A/m el homomorfismo natural. Entonces el homomorfismo composicién
¢:k > A/m es un homomorfismo de campos” ya que A es una k-algebra afin, A /m es un
campo, y es finitamente generado como K-algebra; sus generadores son las imagenes de los
Xi, I=1, 2,...,n. Por la proposicion 3.4.9., A/m es una extension algebraica sobre K. Como k
es algebraicamente cerrado, A/m=k; luego ¢ es un isomorfismo. Ahora, para cada
i=12,...n, x€A le corresponde un elemento bje A/m. Tomando ai=¢'(bj), se tiene que

xi-aieKer(p)=m. De esto se sigue que existen elementos a,,..,a, €k tal que

<X -8, X, -8, >SS M.

(<)

Considérese el epimorfismo ¢: K[Xi,...,X,] = k; f— f (a;,...,an) para elementos
ai,...,an en k. Como Ker(p)=<x;-ai,...,Xs-@p>; por el primer teorema del isomorfismo, se
sigue que

K[X1,...,Xn]/<X1-a1,..., Xp-an>=K,
luego m=<x;-ay,...,Xp-8p> €s maximal. O

Se observa que si k no fuera algebraicamente cerrado, esta condicion suficiente seria
falsa. Por ejemplo el ideal <1+x*> en R[X] es tal que el maximal no corresponde a un punto

en R. También, si fek[x] es un polinomio no constante que no tiene raices en K, entonces el
ideal propio generado por f, I=<f>ck[X] satisface que V(I )={pek]| f(p)=0}=L. Por ejemplo,
los polinomios 1, 1+x%, 1-+5*+x*, 1+x*+x*+x° etc en el anillo R[x] no tienen raices reales y
las variedades V(<1>), V(<l+x>>), V(<1+x*+x*>) etc, son conjuntos vacios. Los

M ¢ es inyectivo
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polinomios 1+x*+y%, 1+x*+y*, 1+x*+y° etc, en el anillo R[x , y] dan ideales diferentes los
cuales corresponden a conjuntos algebraicos que son vacios. Si el campo k es
algebraicamente cerrado, todo polinomio no constante en K[X] tiene una raiz en K. En este
caso, V(< £>)=@ si y sélo si < f>=<1>. En el caso general, la cerradura algebraica de k, k
es suficiente para garantizar que el unico ideal | en K[Xy,...,X,] que satisface R(l )= es el

ideal I1=K[X;,...,Xn], es decir,

TEOREMA 3.4.11. (débil de los ceros de Hilbert). Sea k un campo algebraicamente
cerrado. Si | es un ideal propio del anillo K[Xj,..., Xn], entonces V(I )=J.

DEMOSTRACION

Si | es un ideal propio de K[X;,...,Xn], por el corolario 1.1.17., existe un ideal
maximal m de K[Xi,...,X,] tal que lcm. Por la proposicion anterior, M=<X;-a,..., Xn-an>
con aj,...,apnek. Dado que lcm, se tiene que f(a,...,an)=0 para cada fel, luego

@i,...,an)eV{l)y vV )=J. o

En el caso particular en que k=C, el teorema débil de los ceros de Hilbert puede
pensarse como la generalizacion del teorema fundamental del algebra al caso de
polinomios en C[Xi,...,Xy], es decir, todo sistema de polinomios en C[Xi,...,Xs], que

generan un ideal propio de C[Xi,...,X,] tienen al menos un cero comtn en C".

TEOREMA 3.4.12. (de los ceros de Hilbert). Sea k un campo algebraicamente cerrado y f,
f,...,fs polinomios en K[Xi,...,X,] que satisfacen feT(V(fi,...,fs)), entonces existe reN tal

que f"e<fy,...,fo>.

DEMOSTRACION

Se tendra que probar que existen reN y gy,...,gsek[X,...,X] tal que f'= Zslgi f,
i=1

con f un polinomio que se anula en todos los ceros comunes de fi,..., f;. Considérese el
ideal | =<f,..., f,,1-yf >cK[X,,...,X,, Y] generado por fi,..., fs y el polinomio 1-yf, donde
y es la nueva indeterminada. El conjunto algebraico V(I ) consiste de los elementos
peV(f,.,f) tal que f(p)=0, es decir, un punto geV(l ) es una (n+1)-ada,
0=(a,,...,a,,a ) con g(ai,...,an)=0 para toda ge<f,....fs>, esto es, (ai,...,an)eV(fi,...,f)
y f(ai,..., an)=1/an+1, es decir, g(@j,...,an, an+1)#0 y an+1:f-l(a1,...,an). Se afirma que
V(I )=; en efecto, sea (ai,...,an, an:1)ek™, entonces existen dos posibilidades: o
(ai,...,an) es un cero comun de fi,...,f; o (a,...,a,) no lo es. Si (aj,..., an) €s un cero
comun de fi,...,f, se tiene que f(a;,...,a,)=0 (ya que f se anula en todo cero comuin de
<fy,...,fs >. Entonces la funcion polinomial asociada al polinomio 1-yf, evaluada en el
punto (ai,..., an, an+1)ek”” con an: arbitraria, toma el valor 1-a,+1f(ay,...,a,)=10. Luego

(a,....a,,8,,,)2V(l ). Si (ai,...,a)) no es un cero comin de fi,...,f;, entonces para un
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indice joe{1,..., s}, se tiene que f,; (ai,...,an)#0. Considerando a f; como un polinomio

en N+l indeterminadas y a su funcion polinomial asociada como una funcion que no
depende explicitamente de la ultima variable, se tiene que f; (ai,...,an, ant1)#0. En esta

situacion, se sigue que (aj,...,an, an+1)2V(l ). Como (ai,...,an, an+1)€kn+1 es arbitrario, se

tiene que V(I )= lo cual prueba la afirmacion. Ahora, por el teorema débil de los ceros de
Hilbert, se tiene que 1€l, es decir, existe una expresion

1:2 pi(xla'--a Xn , y)fi+q(xla'-', Xn , Y)(l‘yf)
i=1

. . . 1 .,
para algunos polinomios py,..., Ps,q€Kk[Xi,..., X, Y]. Haciendo y:f(i, la expresion
X yeees X,

anterior implica

lzzpi(xy"-axn 7; )f|

F(X,.0 X))

S

Multiplicando esto por f" Pcon reN, esto conduce a f'=3" g f, para algunos polinomios
i=1

gly'-',gSEk[Xl,-..,Xn]. O

TEOREMA 3.4.13. (fuerte de los ceros de Hilbert). Sea k un campo algebraicamente
cerrado e | un ideal en el anillo K[Xi,...,Xy], entonces ][(V(I ))=rad(| ).

DEMOSTRACION (<)

Supongase que fe]I(V(I )), entonces f se anula en todo elemento de V(I ). Por el

teorema de los ceros de Hilbert, existe reN tal que f'el; luego ferad(l). Como f es
arbitrario, T(V (I ))crad(l ).

(=)

Que ferad(l ), significa que f "el para algin nimero natural m. Luego f " se anula
en V(I ), lo cual significa que f se anula en V(I ). Asi, fe]I(V(I )) y rad(l )g]I(V(I )). O

Se observa que los teoremas de Hilbert son falsos si el campo Kk no es
algebraicamente cerrado. El teorema débil de los ceros de Hilbert asegura que si un ideal J
de K[Xi,...,X] es propio entonces existen ceros en el espacio afin k", esto es, existen
variedades no triviales. Como una consecuencia del teorema fuerte, se tiene que si | es un

ideal radical en K[X;,...,Xn], entonces ZII(V(I ))=I. Lo que resta del capitulo se dedica a

desarrollar los conceptos y resultados necesarios para establecer los teoremas de los ceros
de Hilbert en el caso real y algunas consecuencias de estos.

Una variedad afin en k" o simplemente una variedad se define como un conjunto
algebraico irreducible X en k" y se denota con la letra V en vez de X. Sea V en k" una

D rse escoge de tal forma que sea la mayor potencia de y tal que y "aparezca en q y p; para toda i=1,..., S.
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variedad; de 3.4.5., se tiene que I(V) es un ideal primo, luego A=K[X,,...,X,]/I(V) es un
dominio entero denominado anillo de coordenadas de la variedad V.

Sea | un ideal de polinomios en el anillo K[Xi,...,X,] € Ik [Xi,...,Xs] el ideal
generado por | en K [X1,...,X,] con k la cerradura algebraica de k. Sea V(I k [x1 ,...,Xn]) el
conjunto algebraico definido por el ideal 1k [Xi,...,X,] sobre la cerradura algebraica k ;
Vi(1 )=V(I1K [X1,...,xa])K" el conjunto de puntos reales o k-puntos en V(Ik [xi,...,Xn])
y la k-algebra afin A=K[X,...,Xn]/l el anillo de coordenadas de V(I ). Si P es un ideal
primo real en K[Xj,...,X,], entonces por la observacion 3.4.6., Plz[xl,...,xn] es un ideal

primo en K [Xi,...,Xn] ¥ Vk(P) es una variedad afin irreducible. A los conjuntos de la forma

Vi(P) se les denomina variedades algebraicas reales. El siguiente resultado es la version
al caso real del teorema débil de los ceros de Hilbert.

TEOREMA 3.4.14. (débil de los ceros de Hilbert real). Sea k un campo cerrado real, | un
ideal en K[Xi,...,Xn] y A=K[X1,...,Xa] /] el anillo de coordenadas de Vi(l ). Entonces A es

semireal si y solo si V(I )=<J.

DEMOSTRACION (=)
Si A es un anillo semireal, por el primer corolario al teorema del homomorfismo de
Lang, (corolario 3.3.28.), existe un homomorfismo de Kk - algebras ¢:A — k. Sea

\I]:k[X1 ,...,Xn] 4 k, \If(f(XI ,...,Xn)):f(al ,...,an)

el homomorfismo candnico con (aj,...,ay)ek". Si fel, entonces

(X1, Xn))=(@om)( f(X1,...,%n))=0.

Pero w(f(Xi,...,Xn)=0(n(f(X1,...,Xn)))=0( f(X,....X,))=f(ai,...,a,)=0. Por lo tanto,
@i,...,aneVi(l) y Vil )22.

(<)

Sea a=(ay,...,an)ek” un k-punto y considérese el homomorfismo de evaluacion
¢:A—k; o(X, )=a;, i=1,..., nen a=(ai,...,an). Como K es semireal, de la observacion 1.1.8.,
se sigue que A es semireal. O

El teorema débil de los ceros de Hilbert real es U}
un criterio que da informacién acerca de cuando una K[X1,...,Xa] — Kk
algebra afin es semireal. A continuacién se enuncia el
teorema de los ceros de Hilbert para el caso de ideales o l [0}
primos
k[Xl,..., Xn]/l

9 De hecho K[X1,..., Xn]/L(V) es una algebra k-afin.
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TEOREMA 3.4.15. (de los ceros de Hilbert real). Sea k un campo cerrado real y P un
ideal primo en el anillo K[X,...,X,]. Entonces ]I(Vk(P)):P siy s6lo si P es real.

DEMOSTRACION (=)
Supoéngase que P no es un ideal real, entonces existe f;*+-- +f;€P con al menos un

figP; por ejemplo f;gP. Como T(Vk(P))=P, se tiene que f,*+---+fn>eT(Vi(P)); esto es,
f2(X)+- - Hin2(X)=0ek para todo xeVi(P). Dado que k es un campo real, se sigue que
fi(x)=0 para todo i=1, 2,...,m. Entonces fie]I(Vk(P)) para i=1, 2,...,m. Luego P;]I(VK(P))
lo cual es una contradiccion.

(<)

De 3.4.2 iii), se tiene que Pg]I(Vk(P)); restara probar que ]I(Vk(P))gP. Supdngase
que f¢P y considérese la k-algebra afin A=K[X;,...,Xn]/P. Como A es un dominio entero
real, se tiene que f # 0. Por el segundo corolario del teorema del homomorfismo de Lang
(corolario 3.3.29.), existe un homomorfismo de k-algebras ¢:A — k; tal que ¢( f )=0. Sea
o(X )=aj, i=1,...,n, entonces a=(ay,...,an)ek" con (aj,...,an)eVk(P); dado que fgP, se

tiene que f(ay ..., an)=0. Asi, fe T(Vk(P)) e T(Vi(P))<P. o

El objetivo a continuacion es dar la version del teorema fuerte de los ceros de
Hilbert al caso real. Pareciera ser que este resultado puede establecerse directamente como
en el caso de los teoremas 3.4.14. y 3.4.15., pero la situacién no es tan sencilla como
parece. El problema aqui es que el radical de un ideal no es en general un ideal real o la
interseccion de todos los ideales primos reales que contienen a ese ideal; por ejemplo,
considérese el anillo de polinomios en las indeterminadas X e y con coeficientes en los
reales, R[X, y]. Se sabe que <X2+y2> es un ideal primo semireal que no es real (si X2+y2=0 se
sigue que Xx20 y y#0) y que <x, y> es un ideal real (R[X, y] /<x, y>=R). Como

rad(<x*+y>>)=<x+y*>S<x, y> y <X, y> es el menor ideal primo real que contiene al ideal
<x*+y*>, entonces rad(<x*+y>>) no es la interseccion de todos los ideales primos reales que
contienen a <x’+y*>. Lo que si se cumple es que todo ideal real | de un anillo A es radical;
. . . n
esto es, si | es un ideal real, entonces rad(l )=I. En efecto, si a" € | , n>1, entonces a’ € |

n+l

sinespary a2 el sin esimpar. En ambos casos el exponente ha decrecido y por
iteracion de este proceso, se obtiene que ael. De esta forma, para establecer el teorema
fuerte de los ceros de Hilbert en el caso real, se necesita introducir el concepto de radical en
el contexto de ideales reales.

Sea | un ideal de un anillo A y aerad(l ), entonces existe un ntimero natural m tal
que a"el. Si | es un ideal real, entonces rad(l )=I, luego se tendrd que existen elementos
by,...,by en | tal que a’™+b,?+---+by2el. Teniendo como modelo la definicion de radical de
un preorden (ver 2.2.28.), se define

DEFINICION 3.4.16. Sea | un ideal en un anillo A. El radical real de I, escrito r-rad(l )
es el conjunto
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r-rad(l)={acA | existe m>0 y e X A? tal que a*™+oel }.

Se sigue de la definicion de radical real de un ideal | que Icr-rad(l ) y que r-rad(l )
es un ideal.

OBSERVACION 3.4.17. Si | es un ideal real en un anillo A, entonces r-rad(l )=I. En este
caso se dice que | es un ideal radical real.

DEMOSTRACION

Como Icr-rad(l ), restara verificar que r-rad(l )cl. Sea aer-rad(l ), entonces existe
m>0 y ceX>A? tal que a®™+oel. Dado que | es real, se sigue que a"el luego ael. Por lo
tanto r-rad(l )cl. o

Si | es un ideal en un anillo A, se sabe que el radical de | es la interseccion de todos
los ideales primos que contienen a |. En el caso del radical real se tiene un resultado
similar, es decir,

TEOREMA 3.4.18. Sea | un ideal en un anillo A, entonces r-rad(l )=nP, con P ideal
primo real que contiene a |. El radical real es el ideal real mas pequeiio que contiene a I.

DEMOSTRACION

Sea J un ideal real que contiene al ideal | en A. Entonces r-rad(l )cr-rad(J )=J,”
luego r-rad(l )cJ para todo ideal J real en A con IcJ. Por lo tanto r-rad(l )cnJ, con IcJ;
en particular r-rad(l )P, P ideal primo real que contiene a |. Para establecer la otra
contencion se tendra que probar que si agr-rad(l ), entonces existe un ideal primo real P
que contiene a | tal que a¢P. En efecto, supongase que agr-rad(l ); para este elemento a se
construye el conjunto S={a’™+c | meNU{0}, GEZAZ}. S es un sistema multiplicativo en
A" que satisface S+XA’cS. Dado que agr-rad(l ) e Icr-rad(l ), se sigue que a¢l, luego

INS=. Por el lema 1.1.18., existe un ideal maximal M=221 tal que SNM=J. Asi, el ideal |
se ha extendido a un ideal primo M ajeno de S. Por el teorema 1.1.19., el campo qf(A/M) es

real; sea @:A/M—> qf(A/M); o(a)=(a, 1). Dado que ¢ es un homomorfismo inyectivo, por
1.2.17., se sigue que A /M es real, luego M es un ideal primo real ajeno de S. De esta forma

agMm y existe un ideal primo real Pol tal que agP. Asi, "Pcr-rad(l) con IcP. Finalmente,
como interseccion de ideales reales es un ideal real, se sigue que el radical real es un ideal
real. O

TEOREMA 3.4.19. (fuerte de los ceros de Hilbert real). Sea k un campo cerrado real e |
un ideal en el anillo K[X;,..., X,], entonces ]I(Vk(l ))=r-rad(| ).

DEMOSTRACION (<)
Sea fe]I(Vk(I )), entonces f(X)=0 para todo xeVi(l ). Sea P un ideal primo real con

M Si aer-rad(l), entonces existe MmeNU{0} y ce XA? tal que a’™+cel. Como 1], se sigue que a*™+c eJ=r-rad(l).
D 1°) Claramente 0¢S, 2°) Si o, 0, €S con o,=a*"+6, y 6,=a2™+0,, entonces 6,6,=a°™ " +(c,+6,)€S y 3°) 1=a2"+0%+ - - - +0%€S.
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IcP, entonces se tiene que Vi(P)cVi(l ). Como P es un ideal real, por el teorema de los
ceros de Hilbert real (teorema 3.4.15.), se sigue que ]I(Vk(P))=P. Como Vi(P)cV(l ), se
tiene ]I(Vk(l ))g]I(Vk(P)) e ]I(Vk(l ))gP. Esto se cumple para todo ideal primo real que
contiene a |; asi, ]I(Vk(l ))ng, P ideal primo real que contiene a I. Por el teorema 3.4.18.,
r-rad(l )=nP, P ideal primo real que contiene a I, luego ]I(Vk(l ))gr-rad(l ).

=
Sea fer-rad(l), entonces existe meNU{0} y geX>A’ tal que f *™gel. Para todo
elemento aeV(l), f*™(@)+g(a)=0ek, f ™@)=0 por ser k un campo real y f(a)=0; asi,

feT(Vk(1)). Por tanto r-rad(1 )T (Vi(1)). o

Se observa que si | es un ideal real en A, entonces ]I(Vk(l ))=I. Como una
consecuencia del teorema 3.4.19., se tiene el siguiente,

COROLARIO 3.4.20. Si A=K[Xi,...,X]/l es una algebra k-afin real con k un campo

cerrado real, entonces V(1 ) es denso Zariski en V(1K [X,...,Xn] )

DEMOSTRACION
Se tiene que probar que V, (1)’ :V(I k [x; ,...,Xn]), donde V, (1)" es la cerradura de
Vi(1 ) con respecto al espacio afin k" donde E:k(x/j ) es la cerradura algebraica de k.

Primero se  probara que V, (1) v;V(IIZ[Xl,...,Xn]). En efecto, como

V. (D V(K [X1,....%]) y V. (1) V(1K [X1,...,%]); por ser V, ()" el menor cerrado en
kK" que contiene a Vi(l), se sigue la contencion. Ahora se probard que
V(K [X1,..., %] )<V, (1)" o equivalentemente que T(V, (1) )<T(V(Ik [Xi,...,%])). En

efecto, sea fe][(m ), es decir, fe k [X,...,X] donde fzfﬁ-«/j f, es un polinomio que se
anula en Vi(I), con f;, f,€ K[Xy,...,Xn] entonces para cada peVi(l), f(p):fl(p)+x/3 f2(p)=0.
Luego fi(p)=0, f2(p)=0 ya que fi(p), f2(p) ek, es decir, fi, fge]I(Vk(I )). Por el teorema fuerte
de los ceros de Hilbert real se tiene que f;, fer-rad(l). Como | es un ideal real, se sigue que
fi, hely fel++/-11=I k [X1,...,%n]. Por lo tanto fe]I(V(I IZ[Xl,...,Xn])). O

Sea k un campo algebraicamente cerrado y fek[X;,...,X,] un polinomio irreducible
con fgk. Considérese la variedad k-afin V=V(f ) en k" y un punto a=(a,...,a,)eV. Sea
I={(ai,...,an)*+t(by,...,by) | tek} una recta que contiene el punto a y gek[X;,...,Xn] el
polinomio g=f |I=f(a;+hit,...,a;+byt) en la indeterminada t. El polinomio ¢ tiene como una
raiz a 0; luego 0 es una raiz multiple de g si y solo si 0f(0)/0t=0, esto ultimo es equivalente

a 2 b 0f(a)/0x=0 lo cual también equivale a que la recta | esté contenida en el subespacio
lineal afin
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TaV={(X1 ,...,Xn)EV | Zi bi af(xi-ai)/axi:O}gk”.

T,V se denomina espacio tangente de V en a 'y es un subespacio de dimension n-1 en k™. Se
recuerda que las derivadas of(0)/ot y of(a)/0x; son operaciones algebraicas formales.

Se dice que un punto a€V es un punto regular o punto simple o también llamado
no singular si of(a)/0x=0 para alguna i=1, 2,...,n. Y un punto a€V es singular o una

singularidad si a no es regular. Los puntos en una variedad algebraica pueden ser asi
divididos en puntos regulares (en los cuales la variedad es suave) y las singularidades. Si
Reg(V) es el conjunto de todos los puntos regulares de una variedad y Sing(V) el conjunto
de singularidades de V, entonces Sing(V)=V\ Reg(V) y Sing(V) es un conjunto cerrado
Zariski de codimension >1, esto es, es cerrado Zariski denso en ninguna parte, es decir,

PROPOSICION 3.4.21. Reg(V) es un conjunto abierto denso en V en la topologia de
Zariski.

DEMOSTRACION

Como Sing(V)=V( f, of/oxy,...,0f /0xa)cK" es cerrado Zariski y V es irreducible,
para probar que el abierto Reg(V) es denso se tendrd que probar que no es vacio.
Supodngase lo contrario, esto es, que V=Sing(V), entonces cada uno de los polinomios
of /0x; se anula en V, luego ellos son divisibles por f. Visto of/0xi como un polinomio en

X1,...,Xn, Of /OX; tiene grado estrictamente menor que f, de esta forma f |of (X)/0x; implica

que of /0xi=0 como un polinomio. Lo anterior es posible si f es un polinomio inseparable en
Xi, esto es, car(k)=p y Xi solamente aparece en f como la p-ésima potencia x”. Si esto es

valido para toda i, entonces f es una potencia p-ésima en K[Xj,...,X,]. Esto ultimo
contradice el hecho de que f es irreducible. O

Como ya se vio, el teorema débil de los ceros de Hilbert real afirma que si una
algebra afin A es semireal, ello equivale a que la variedad V(I ) de cualquier ideal propio
de A sea no vacia. Un resultado similar se tiene cuando el algebra afin es real, es decir,

PROPOSICION 3.4.22. (Criterio débil del punto regular). Sea k un campo cerrado real, P
un ideal primo en el anillo K[X;,...,Xn] ¥ A=K[Xi,...,X,] /P una k-algebra afin. Entonces el

anillo A es real si y solo si Reg(V(P k [Xi,..., Xn]))ka(P);t@.

DEMOSTRACION (=)
Si A es un anillo real, es decir, P es un ideal primo real, entonces por 3.4.6.,

V(Plz[xl,...,xn]) es una variedad algebraica irreducible. Por la proposicion 3.4.21.,
Reg(V(PIz[Xl,...,Xn])) es un conjunto abierto y denso Zariski en V(Plz[xl,...,xn]); por
3.4.20.,, la wvariedad VP) es denso Zariski en V(Plz[xl,...,xn]). Luego
Reg(V(PK [Xi,...,Xn]))#D



119

(<)

Si V(Plz[xl,...,xn]) tiene un punto regular real a=(a,...,an) y

m=<X, —a,,...,X, —a, > es el ideal maximal de A correspondiente al punto a, entonces An

es un anillo local regular. Como An /MARm=gf(A/m)=A/m=K y k es un campo real, se sigue
que A/m es real y también Ay, /MAn, es real. Luego A y Ap son anillos locales reales. De
1.2.32., A es real y por tanto semireal. Por 1.2.33., se sigue que A es real. O

LEMA 3.4.23. Sea | un ideal en un anillo A. Entonces | es un ideal radical si y so6lo si
nil(A /1)=0".

DEMOSTRACION (=)

Sea a enil(A/l ), entonces existe meN tal que a"=0 , es decir, a"el. Esto
significa que acrad(l ). Como I=rad(l ), se sigue que acly @ =0 luego nil(A/l )=0.

(<)

Dado que Icrad(l ), bastara probar que rad(l )cl. Sea aerad(l ), entonces existe
meN tal que a"el; de esto se sigue que a" =0, con @ €A/l. Como nil(A/l )=0, se tiene
que a = 0; y esto ultimo significa que acl. o

A continuacion se da la version de la proposicion 3.4.22., cuando | es un ideal
arbitrario en el anillo K[X,..., Xp].

TEOREMA 3.4.24. (Criterio fuerte del punto regular). Sea k un campo cerrado real, | un
ideal en el anillo K[X;,...,Xn], P1,...,Pm ideales primos minimales de | y A=K[X;,...,Xn]/l una
algebra k-afin. Entonces A es real si y solo si I=rad(l) y Reg(V(Pik [Xi,....Xn]))NVi(P)=;
para cada i=1,2,...,m.

DEMOSTRACION

Que A es real, por 1.2.28., es equivalente a que nil(A)=0 y P;/I son ideales primos
minimales reales de A.¥ Que los ideales P; /I, i=1, 2,...,m sean reales, significa que
(K[X1,...,Xn)/1 )/(P;/l) son reales y por consecuencia K[X;,..., X,] /Pj también son reales; para
i=1, 2,...,m. Por el criterio débil del punto regular y el lema 3.4.23., se sigue que | es un

ideal radical y cada variedad V(Pi k [X4 ,...,Xn]); i=1, 2,...,m tiene un punto regular real. O

En la seccion anterior se introdujo la nocion de topologia intervalo en un campo
ordenado F y se probaron algunos resultados necesarios; aqui se daran unos pocos mas. Se
sabe que para un campo ordenado F, las operaciones binarias de suma y multiplicacion en
F son funciones continuas con respecto a la topologia intervalo en F, esto es, F con la
topologia intervalo es un campo topologico. De esta forma, las funciones polinomiales son

D si nil(A/1 )=0 se dice que A es un anillo reducido.

Que P; /I sean primos minimales reales, i=1,2,...,n se sigue de la correspondencia biyectiva entre los ideales P; ol y Pi/l y de la
equivalencia K[Xi,...,Xa}/Pi=(K[Xi,.. .. X /D/(Pi /).
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continuas en esta topologia. Sea ahora F "=FxFx---xF (n veces) el conjunto de n-adas
(X1,...,%n) de elementos en F. Se puede dotar a F" con la topologia producto Ta Y convertir

al conjunto F" en un espacio topolégico donde una base para esta topologia T viene dada

como
:B={(8.1 , bl)X--- X(an 5 bn) | a;, biEF ai< bi i=1, 2,...,I"I}.

Un resultado que se puede enunciar en el espacio (F", T ) es el

TEOREMA 3.4.25. (del valor intermedio) Sea k un campo cerrado real, f:Uck” — k una
funcion continua en un conjunto abierto y conexo U y f (a)<f (b) para a, beU. Entonces
para cada pek con f (a)<u<f (b) existe un elemento ceU tal que f (C)=p.

DEMOSTRACION
Sea I'={xeU | f{(X)<u} y A={xeU | f(x)>u}. Como ael' y beA, se sigue que I'#J,

A#£D y TNA=D. Sea xeI', como f(X)<u y f es continua en X, existe un basico By contenido
en U tal que f(y)<p para todo yeBy; luego I es abierto en U. En forma similar se obtiene

que A es abierto en U. De esta manera TUAEU ya que U es conexo. Entonces existe al
menos un punto ceU tal que cg["UA, lo cual es equivalente a que f(c)<u y f(c)>p, esto es,

f(c)=p. O

Antes de finalizar este capitulo con el criterio del cambio de signo, se probaran las
siguientes:

OBSERVACION. 3.4.26. Sea A un D.F.U. y F=gf(A). Si feA[x] es un polinomio
irreducible en el anillo A[X], con grad(f )>0, entonces f es irreducible en F[X].

DEMOSTRACION

Supodngase que fe A[X] es un polinomio no constante que se factoriza en polinomios
g, heF[x] de grados menores que el grado de f, es decir, f=gh. Como F es un campo de
cocientes de A, cada coeficiente en g y h es de la forma a/b para algunos a, be A. Haciendo
las operaciones con los coeficientes de los polinomios g, h y eliminando denominadores, se
obtiene df=g;h; para de A, g;, h;e A[X] donde los grados de g; y h; son los mismos que los
grados de g, h respectivamente. Ahora, se sabe que f=cf;, g;=Cg>, h;=C;h, donde c, ¢,
CreA y i, 02, hoe A[X] tienen el mismo grado que f, g y h respectivamente, y sus unicos
divisores comunes de todos sus coeficientes son unidades en A.” Entonces df=g;h; toma la
forma cdf,=c,C,g,h,, donde g,h, también es un polinomio que satisface que los unicos
divisores comunes de todos sus coeficientes son unidades en A.” Por la unicidad en la
igualdad cdf=c;C,0:h, (es decir, un polinomio que satisface que los unicos divisores

" Un polinomio en un D.F.U. cuyos tnicos divisores comunes de sus coeficientes son unidades en el anillo base, se denomina polinomio
primitivo.

9 Este resultado se sigue del lema de Gauss que dice: Si A es un D.F.U., entonces el producto de dos polinomios primitivos es un
polinomio primitivo.
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comunes de todos sus coeficientes son unidades en A es Unico salvo un factor unidad ueA)
se tiene que C;C,=ucd para alguna unidad ue A, luego, cdf,=ucdg,h,. De modo que f;=ug,h;
y f=udg,h,. Como gyh; tiene el mismo grado que gh, se concluye que f es irreducible en
F[x]. o

OBSERVACION. 3.4.27. Sea A un D.F.U. y F=qgf(A). Si f, ge A[x] tal que fg en A[X],
entonces f{g en F[x].

DEMOSTRACION

Supdngase que f, geF[x] son polinomios tales que g=hf con heF[x]. Como los
coeficientes de h son de la forma a/b con a, beA, haciendo las operaciones con los
coeficientes de h y eliminando el denominador, se obtiene dg=h;f con de A, h;eA[X] un
polinomio que tiene el mismo grado que h. Por otro lado, se sabe que g=cg;, h;=c;h; y
f=C,f; con ¢, ¢y, Cr€A, g1, hy, fie A[X] polinomios primitivos con el mismo grado que g, h'y
f respectivamente (ver pie de nota en esta pagina para la definicion de polinomio
primitivo). Entonces la igualdad dg=h,f se puede escribir como cdg;=C;C,h,f; donde h,f; es
un polinomio primitivo que es unico salvo un factor unidad. De esta forma se tiene que
CiCy=ucd para alguna unidad ue A, luego g=uh,f;. Esto ultimo significa que f |g en A[X] lo

cual constituye una contradiccion a la hipétesis. Por lo tanto f{g en F[x]. O

LEMA. 3.4.28. Sea k un campo cerrado real y f, gek[X;,..., Xn] polinomios con f indefinido
e irreducible tal que Vi( f )cVi(g). Entonces f|g.

DEMOSTRACION
Como f es indefinido, existen puntos (a;’,...,an.1’, by), (@1",...,an1", by)ek” tal que

f(31' yeees an-l’, b1)<0<f(a1” ey an-l”, bz)

en el unico orden de k. Haciendo un cambio de coordenadas tal que las primeras n-1

componentes queden fijas, es decir, existen puntos (aj,...,an.1,01), (a1,...,an.1,00)ek" tal
que f(@i,...,an1,b1)<0<f(a;,...,an1,02) en el Gnico orden de k. Sea A=K[X;,...,Xn1] ¥
F=qf(A), entonces A[Xy]=K[X1,...,Xn1][Xn]=K[X1,..., Xn-1,Xn]. Considérese los polinomios f y
g en la indeterminada t (=X,) en el anillo A[t] (=K[X,...,Xn.1, t]). Como f es irreducible en el

anillo A[t] y ffg también en A[t], entonces por las observaciones 3.4.26. y 3.4.27., se sigue

que f es irreducible en F[t] y f{g en F[t]. Como F[t] es un D.L.P., el maximo comtn divisor
de f y g existe y es Uinico salvo la multiplicacion por una constante no cero en F. Sea | el
maximo comun divisor de f y g, entonces | es constante; de no serlo, f seria un multiplo
constante de | ya que f es irreducible y se tendria que f |g lo cual no puede ser posible. Por
consiguiente, | es constante y se puede suponer que I=1. Luego existen polinomios p,
qu[t] tal que fp+gq:1 Sea p:po/ h1 y q:qO/ h2 con o, q()EA[t] y hl, thA, h1¢0, h2¢0.
De esta forma se tiene que f(po / hi)+g(qo / ho)=1, es decir, (h.fpothigge)/hih,=1 y
fpo’+gqo’=h, con po’=h, po, qo'=h1qo y hihy=h. Ahora, sea U; una vecindad del punto ae Kt
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y (by-g1, bi+e;) una vecindad de b;. Luego U;n\(by-£4, bi+e;) es una vecindad del punto
(a, by) tal que f(x, b;)<0 para cada xeU;n(bj-&1, bi+ep). Similarmente, sea U, una
vecindad del punto aek™! y (b2-£2, byte;) una vecindad de b,. Entonces Uyn\(by-£2, bate))
es una vecindad del punto (a, by) tal que f(x, by)>0 para cada xeUyn\(by-g,, bytey).
Tomando U=U;NU,, se cumple que f(x, b;)<0<f(x, b,) para todo elemento xeU. Sea
f:k""[by, bo]ck™ — k, f(x, b)=Fo+Fb+---+F,b" una funcién polinomial (con Fo,Fy,....FreA,
be[by, by] y xeU fijo) continua en el conexo kK""[by, b,], dado que f(x, b;)<0<f(x, b,) con
(X, by), (X, by)eUx[by, by] y por el teorema del valor intermedio, existe un punto (X, bx) en
la vecindad Ux[b;, b,] con xeU fijo tal que f (X, by)=0 donde bye[b;, b;]. Como por
hipétesis Vi(f )cVi(Q), se sigue que g(X, bx)=0y f(X, by)po'(X, bx)+a(X, bx)qo'(X, bx)=h(x). De
esto se obtiene que h(X)=0 para cada XxeU y h(X;,...,Xs-1) se anula en un conjunto abierto
no vacio en k™. Luego h se anula en todo punto de k™" lo cual es una contradiccién. o

Si f ek[X,...,X,], se define la reduccion de f, denotada f,, como el polinomio
que satisface rad(< f >)=<f
f="f

>. Un polinomio es reducido o libre de cuadrados si

red

es decir, si rad(< f >)=f .

red >
Se termina este capitulo con un resultado de Dubois y Efroymson.

PROPOSICION. 3.4.29. (Criterio del cambio de signo) Sea k un campo cerrado real y
fek[Xy,...,Xn] un polinomio no cero. Entonces <f > es real si y s6lo si f es un producto de
polinomios indefinidos e irreducibles libre de cuadrados.

DEMOSTRACION (=)
La condicion necesaria fue probada en 3.3.33..

(=)

Sea f=f"f"...f “ un producto de polinomios indefinidos e irreducibles libre
de cuadrados, luego f=f;.f,--- fy. Sea gf+---+gm2 e<f>, entonces existen hijek[X;,...,Xy] tal
que glz+---+gm2:hifi con fj indefinido e irreducible i=1,..., m; asi, Vi(f)cV«(Qi);i=1,..., m.?
Por el lema 3.4.28., se tiene que fi | gi; i=1,...,m, es decir, gi=hif; para algin hjek[x,,...,Xn]
y esto significa que gje<f>. Por lo tanto <f> es un ideal real. o

D si xeVi(f), entonces f(X)=0 y f()N(X)=g,*(X)+ - - - +gm’(X)=0 implica g;(X)=- - - =gn(X)=0 ya que gi(X),...,gn(X)ek. X Vi(Q});
i=1,2,...,m.
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4. APLICACIONES DEL ALGEBRA A LA TEORIA DE
SINGULARIDADES.

INTRODUCCION

Se introducen los conceptos de anillo y médulo graduados, y filtracion de un
modulo. Se presentan algunos resultados que permiten establecer el lema de Artin-Rees.
Posteriormente se introduce el concepto de anillo de gérmenes en cero, de funciones C” de
R" en R; se dan algunas propiedades de este anillo y se exponen algunos resultados tales
como el teorema de Tougeron y el lema de Borel. Estas dos afirmaciones junto con el
concepto de germen de conjunto, permiten establecer la version del lema de Artin-Rees en

el anillo &(n).

4.1. LEMA DE ARTIN-REES.

Sea G un mondide abeliano y A un anillo. Una graduacion de A es una familia
(Ai)icg de subgrupos A; del grupo abeliano de A tal que

1) A=®iccAi

i) AjAjcAisj para cada i, JeG.

La nocion de graduacion de un anillo A mas frecuentemente usada, es cuando G es
el monoide N*=NU{0}.

DEFINICION 4.1.1. Sea G un mondide abeliano. Un anillo G-graduado o anillo
graduado, es un anillo A con una graduacion (Aj)icg.

Sea A=BJ[Xi,...,Xn] el anillo de polinomios en n indeterminadas con coeficientes en
un anillo B. La familia (Ap)nen+ donde Ag es el conjunto de polinomios homogéneos de
grado k (o también llamados formas de grado k), es una graduacion de A. Claramente
A=A)PA D - y AnAn=Anm para cada m, neN* (el grado de un producto de polinomios
es la suma de sus grados). Como se sabe, todo elemento fe A puede escribirse en forma
unica (salvo el orden) como una suma de polinomios homogéneos, esto es, f=2fi con fic Aj;
fi se llama componente homogénea de grado i de f. A, junto con esta graduacion se
convierte en un anillo graduado.

Sea G un monoide abeliano y A un anillo G-graduado. Como en el ejemplo anterior,
los elementos de un A; en la familia (A))icg se denominan elementos homogéneos de grado
I y un elemento acA puede ser escrito en forma tnica como a=2j.g @ con €A y
solamente un niamero finito de las a; son diferentes de cero; @; se denomina componente
homogénea de grado i de a.

De la definicion de graduacion (Aj)icg de un anillo A, se observa que AypcA es un
subanillo de A, y cada Aj, ieG es un Ayp-mddulo. En efecto, por definicion Ay es un
subgrupo de A, es decir, i) 1€ Ay, también ii) siempre que a, be A, entonces a+tbeAy. Que
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abeAy con a, beAj se sigue de AjAjcAjj para i=0, j=0. Por otro lado, A; para toda ieG
son grupos abelianos, es decir, satisfacen que A;j#J para cada i€G, y si a, beAy, X, yeA,,
entonces ax, byeA; para toda ieG ya que A¢AicA;. Por lo tanto ax+byeA;jy Ajes un
Ap-mddulo para cada ieG.

Similarmente, una graduacion de un A-modulo M, con A un anillo graduado es
una familia (M;)icg de subgrupos M; del grupo abeliano de M tal que

1) M=®jcc M;

i) AiMjcM;;j para cada i, jeG.

Se observa que cada Mje(M;)icg €s un Ag-submodulo de M.

DEFINICION 4.1.2. Sea G un monoide abeliano y A un anillo graduado. Un A-modulo
graduado o un A-modulo G-graduado es un A-moédulo M con una graduacion (Mj)icg.

Como en el caso de anillos, los elementos de M;, con ieG son llamados elementos
homogéncos de grado i, y todo elemento en M puede escribirse de manera inica como
suma de elementos homogéneos donde un niimero finito de ellos son diferentes de cero.

DEFINICION 4.1.3. Un ideal | de un anillo G-graduado A es homogéneo (también se
denomina ideal G-graduado o ideal graduado) si | es generado por elementos homogéneos.

Para ideales homogéneos en anillos graduados se tienen las siguientes dos

OBSERVACION 4.1.4. Un ideal | de un anillo graduado A es homogéneo si y solo si para
cada ael, las componentes homogéneas a; (i€ G) de a también pertenecen a |.

DEMOSTRACION (=)

Sea (X3)..ea un conjunto de generadores de |, donde X, es un elemento homogéneo de
n . B
grado k. Sea a€l con a:ZSl_ X, ,donde s, = ZieG s, " es la descomposicion de s,  en
] ] ] ] ]
j=1

componentes homogéneas, donde el elemento s, es homogéneo de grado
]

grad (511. )=grad(a) - grad(x;bj ) ; esto es, grad(s)bj )=(i— ki,. ). De esta forma a = ZieG a;

i—-k i—-k
X, +ee+s, T x, donde a

con ai = S)“l A i

es de grado i; luego ajel para cada ieG.

(<)

Si un conjunto de generadores de | estd dado, las componentes homogéneas de todos
los elementos del conjunto de generadores también constituyen un conjunto de generadores
de I. Asi, | es un ideal homogéneo. o

OBSERVACION 4.1.5. Un ideal | de un anillo graduado A es homogéneo si y solo si A /I
es un anillo graduado, con graduacion ((A /1 )i)icg donde (A /1 )i=(Ai+1 ) /.

D Cada Slj es homogeneo de grado grad( S/ij )=grad( &; )-grad( le ); esto es, grad( Slj )=(i- k/ij ).
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DEMOSTRACION (=)

Como A/I1=Xicc(A/l )i, por 4.1.4., sera suficiente probar que la representacion de un
elemento de A/l como suma de elementos en (A/l); es inica. En efecto, supongase que
Yiecc& =0 con a. (A /1), es decir, @ =ajt+| para algin ajeA;. Entonces Xicg ai€l y asi,

aiel; por lo tanto @, = 0 para cada ieG.

(<)

Sea a=2licg & un elemento de |, aie Aj para cada ieG. Entonces 2icc &, =0 en A/l
si & es la clase de a;. De esto se sigue que a;jel para cada ieG. Por 4.1.4., se concluye que
| es homogéneo. O

Se observa que si | es un ideal homogéneo finitamente generado, entonces | tiene un
conjunto finito de generadores que consiste de elementos homogéneos unicamente. Ademas
si |, J son ideales homogéneos de A, se sigue que I1+J, 1J, InJ, la imagende Jen A/l y la
imagen inversa de un ideal homogéneo en A /| son homogéneos.

En forma similar a como se define el concepto de homomorfismo para anillos o
modulos, se define el concepto de homomorfismo entre mddulos graduados, es decir, un
homomorfismo de A-mdédulos graduados ¢:M—N es un homomorfismo de médulos que
satisface @(M;)cN; para cada i€G.

Se recuerda que un anillo A es noetheriano si equivalentemente se satisface que
todo ideal | de A es finitamente generado, toda familia de ideales en A tiene un elemento
maximal (ahi) o toda cadena ascendente de ideales es estacionaria; en forma analoga se
define modulo noetheriano. A continuacion se dan algunos resultados referentes al
concepto de noetherianidad ttiles en esta seccion. Se empieza con el teorema de la base de
Hilbert.

TEOREMA 4.1.6. (de la base de Hilbert). Si A es un anillo noetheriano, entonces el anillo
A[X] es noetheriano.

DEMOSTRACION

Sea loclic---cljcljs1 <--- una cadena ascendente de ideales en el an_illo A[X].
Considérese el conjunto Ci(l1) ={acA | existen ay,...,ai. €A con ap+a;x+---+ai. X +ax el}
de coeficientes principales de polinomios de grado ieN* en el ideal | de A[X]. Claramente
Ci(l ) es un ideal de A para toda ieN*, Ci(I)cCi(lj+1) y Ci(lj)gCH](Ij)T) para toda i, jeN¥*,
Luego

Ci(lo)=Ci(l))c--- =Ci(I)<=Ci(lj+ D=+ y
Co(l)<Ci(lpc--- <Ci(1H<Cini (-

para toda i, jeN*, Como A es noetheriano, existen r, SeN* tal que C(ls) es un elemento

maximo del conjunto {Ci(l;)| i, jeN*}. Asi, para toda ieN* con i>r, se tiene que

2 Ci(1))<Ci:i(lj) se sigue del hecho de que si acCi(lj), entonces existen elementos ay,...,ai1€A tal que agtax+ - - - + ax'el;. Como
X(agtax+ - - - +ax’)el;, se sigue que agx+a,;x*+ - - - +ax ' el;. Asi, aeCiy(l)).
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Ci(1)=Ci(ls)=Ci(ls) para cada j>s. Usando la condicion de cadena ascendente en
Co(l)cCi(lpc--- <Ci(l)<Cini(lj)c--- existe s'eN* tal que para toda i=0,1,...,r-1,
Ci(l;)cCi(ls) para cada j>s'. Haciendo t=max{s, s'}, se sigue que Ci(l;)=Ci(l;) para toda i,
jeN* con i2r y j> t. Se afirma que lj=I; para cada j>t; en efecto, por hipdtesis licl:.
Supoéngase que lj#l;, es decir supongase que |j&l;, entonces existe al menos un polinomio
no cero en It \lj. De estos polinomios se elige aquel que tiene grado mas pequefio. Sea
g=botbix+---+bix' con bi=0 este polinomio, luego bieCi(lj)=Ci(ly). Entonces existe un
polinomio h=Co+C;x+---+Ci.;x"' €, con g-hel\ 1; como grad(g-h)<i-1, se sigue que g no
tiene grado minimo jcontradiccion! Asi, lj=l; para toda j> t; luego la cadena ascendente

lichc:--clicljqc--
de ideales en A[X] es estacionaria. Por lo tanto A[X] es un anillo noetheriano. o

COROLARIO 4.1.7. Si A es un anillo noetheriano, entonces A[Xi,...,Xn] es un anillo
noctheriano.

DEMOSTRACION (La demostracion es por induccion)
El resultado para n=1 es el teorema de la base de Hilbert. Para n>1, el corolario se
sigue de A[X1,...,Xn]=A[X1,...,Xn-1][Xn] ¥ la hipétesis de induccion. o

LEMA 4.1.8. Sea A un anillo, M; y M, A-mddulos. Si ¢:M; — M; es un epimorfismo y
M, es noetheriano, entonces M, es noetheriano.

DEMOSTRACION

Sea N, un A-submoédulo de M,, entonces N1=(p'1(N2) es un A-submoédulo de M;.
Como M; es noetheriano, N, es finitamente generado; sea B un conjunto generador de Nj,
dado que ¢ es un epimorfismo se sigue que @(B) es un conjunto generador de ¢(N;)=N,.
Luego N; es finitamente generado y M, es noetheriano. O

COROLARIO 4.1.9. Si A es un anillo noetheriano e | un ideal de A. Entonces A /| es
noetheriano.

DEMOSTRACION
El resultado se sigue de 4.1.8., considerando que m:A — A/l es un epimorfismo. O

PROPOSICION 4.1.10. Sea A un anillo, M un A-médulo y N un A-submédulo de M.
Entonces M es noetheriano si y solo si N y M/N son noetherianos.

DEMOSTRACION (=)
Dado que todo submoddulo de N es un submddulo de M, se sigue que todo
submoédulo de N es finitamente generado, luego N es un mddulo noetheriano. Ahora, sea

Ni/NcN, /Nc--- N, /Nc---
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una cadena ascendente de submoddulos de M/N, con N;cN»,c---cNnc--- una cadena
ascendente de submodulos de M donde cada uno de ellos contiene a N. Como esta ultima
cadena es estacionaria, se sigue que existe NoeN tal que N, =N, ; para toda ieN, y

N, /N=N, ;/N para cada ieN. Asi, la primera cadena es estacionaria y M/N es

noetheriano.

(<)

Sea M|cM,c---cM,c--- una cadena ascendente de submodulos del médulo M y
NAM;cNM,c---cNNMpc--- una cadena ascendente de submodulos de N. Como N es
noetheriano, existe ki eN tal que NN M, =NNM, ,; para cada ieN. También, se sabe que

N+McN+Myc -+ cN+Mjc- -
es una cadena ascendente de submddulos de M donde cada término contiene a N, y asi,
(N+M)/Nc(N+M,)/Nc - - <(N+M,)/Nc - - -
es una cadena ascendente de submodulos de M/N. Como M/N es noetheriano, existe k,eN

tal que (N+M, )/N=(N+M, ,;)/N para cada ieN, luego, N+ M, =N+M, ; para toda ieN.

Sea k=max{k;, k;}; por demostrar que My=My,; para cada ieN. Como MMy, restara
probar que My My para toda ieN. Sea XeMysj, como N+M=N+My,i, se sigue que
XeN+M ya que My+cN+M:i=N+My, entonces existen elementos aeN y beMy tal que
x=a+b y a=x-beNNMy;i=N"My. Asi, a, be My y atbeMy. O

Ky +i

Se recuerda que una sucesion de A-modulos y A-homomorfismos

(P.
[EEEN Y (E——

-—M j+1

%M.
J

j-1

es exacta en Mj si Im(gj)=Ker(gj+1); y es exacta, si es exacta en cada modulo M;. Una
sucesion exacta corta es una sucesion

0—sM -2 5M—Y 5sM"—0

donde ¢ es inyectiva, y suprayectiva e Im(¢p)=Ker(y). Los siguientes dos resultados son
consecuencia de 4.1.10..

COROLARIO 4.1.11. Sea A un anillo y

0 sM'—2 sM—Y s M” N

una sucesion exacta corta de A-mddulos y A-homomorfismos. Entonces M es noetheriano
siy solo si M" y M"" son noetherianos.
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DEMOSTRACION

Que la sucesion sea exacta corta, significa que ¢ es inyectiva y y suprayectiva, es
decir, M'=Im(¢p)=Ker(y). Por el primer teorema del isomorfismo, M/Ker(y)=M"’; luego por
4.1.10., M es noetheriano si y solo si Ker(y) y M/Ker(y) son noetherianos, de esta forma
M' y M" son noetherianos. o

COROLARIO 4.1.12. Sean M;,...,M, médulos sobre un anillo A. Entonces la suma

n
directa finita @© M; es noetheriano si y solo si My,..., My son noetherianos.
i=1

DEMOSTRACION
El resultado se prueba por induccion. Para n=1, se tiene que (—j—)l M;=M;,. Sea n>1, entonces

existe una sucesion exacta corta

n

0——>M,—%>OM,—F> OM,——0

n n
Del corolario 4.1.11., se sigue que gr)lMi es noetheriano si y sélo si M; y @Mi son

n
noetherianos. Por la hipdtesis de induccion @ M; es noetheriano si y s6lo si My,...,M, son
i=2

noetherianos. O

PROPOSICION 4.1.13. Si A es un anillo noetheriano y M es un A-médulo finitamente
generado, entonces M es noetheriano.

DEMOSTRACION
Sean by,..., by generadores de M y considérese el homomorfismo

n
@:A" > M; @r,...,a) > Y. ab.
i=1
¢ es un epimorfismo, por el corolario 4.1.12. A" es un A-mddulo noetheriano. De esta

forma, se sigue que M es un A-modulo noetheriano. o

DEFINICION 4.1.14. Sea A un anillo y M un A-médulo. Una filtracion de M es una
cadena descendente (Mp)neny+ de A-submodulos M, de M. M=M;DM >--- DM;D---.

DEFINICION 4.1.15. Sea A un anillo, | un ideal de A y M un A-médulo. Una filtracién
(Mp)nen+ de M es una I-filtracion si IMpcMy. para cada neN*=NU{0}.

DEFINICION 4.1.16. Sea A un anillo, | un ideal de A y M un A-médulo. Una I-filtracion
(Mp)nen= s 1-estable o estable si existe npeN tal que IM=Mp.; para cada n>n,.
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EJEMPLO 4.1.17. Sea A un anillo, | un ideal de A y M un A-mdédulo. Entonces la familia
(I"M)nen+ s una I-filtracion estable.

La filtracion (Mp)nen+=(1 "M)nen+ se denomina filtracion canénica de M o también
filtracion I-adica.

OBSERVACION 4.1.18. Sea A un anillo, | un ideal de A, M un A-médulo y (Mp)nen+ una
I-filtracion de M. Entonces 1"MncMym para toda m, neN*,

DEMOSTRACION
La demostracion se hace por induccion. o

PROPOSICION 4.1.19. Sea A un anillo, | un ideal de A y M un A-mddulo. Si (Mp)nen+ y
(Mi)nen+ son I-filtraciones de M y (My')nen+ €s l-estable, entonces existe npeN tal que
M, SMs para cada neN*.
DEMOSTRACION

Por la estabilidad de (My')nen+ y por la observacion 4.1.18., existe ngeN tal que para
cadaneN*, M| =I"M; cI"McM,. O

Se dice que dos filtraciones (Mp)nent ¥ (Mp')nen+ de un A-méddulo M tienen
diferencia acotada si existe noeN tal que M, ) My’ y M/ = <M, para cada heN.

n n+n,

El siguiente resultado se desprende directamente de 4.1.19.,

COROLARIO 4.1.20. Sea A un anillo, | un ideal de A, M un A-mddulo y (My )nens,

(M)), .y * dos I-filtraciones estables de M. Entonces ellas tienen diferencia acotada. O

En el caso en que A es un anillo N*-graduado, es decir, A=A¢DA | PA,D--- se tiene
OBSERVACION 4.1.21. A=A ®A,®--- ®A®--- es un ideal de A.

DEMOSTRACION

Sean (Xi)ien, (Vi)ieneA4, donde casi todos los Xj, Yison cero excepto un nimero
finito de ellos. Como X;, Yi€Aj para cada ieN y Aj, A,, ... son grupos, se sigue que
(XitYiien€A+. Sea (ai)ien+€A Y (Xj)jenEA+, entonces @€ Aj para cada i1eN* con Xje Aj para
toda jeN; como AjAjcAij para toda ieN* y jeN, se sigue que aiXje Ajj, es decir, (aiXj)€A..
i

Los anillos graduados tienen propiedades interesantes cuando ellos son
noetherianos, es decir,

PROPOSICION 4.1.22. Sea A un anillo N*-graduado. Entonces A es noetheriano si y sélo
si Ay es noetheriano y A es finitamente generado como Ay-algebra.
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DEMOSTRACION (=)

Como Ay es un ideal de A, A /A; es un anillo neotheriano que es isomorfo a Ay ya
que Ay es una imagen homomorfa de A. Por otro lado, A+ es un ideal finitamente generado.
Sean Xi,..., Xs generadores de A, como todo elemento en A puede escribirse de manera
unica como suma finita de elementos homogéneos en A;, para cada ieN, es decir,

t
Xi:Z y j") , se puede suponer que Yi,...,Y: son los elementos homogéneos correspondientes
j=1

aXi,...,X de grados Ki,..., ki respectivamente con k>0, j=1,...,t. Sea B el subanillo de A
generado por Yi,...,Y: sobre Ay, esto es, B es el menor subanillo de A que contiene a
Yi,...,Yt Y Ao, es decir, B=Ay[Y1,...,Vi]; se tiene que probar que A=B. Para ello se probara

por induccion sobre N que A,cB para cada neN*. De como se ha definido B, es claro que
AopcB. Sea n>0, si ye Ay, entonces YyeA, y es un elemento homogéneo de grado n. Luego

t
existen elementos a; € A, ; j=1,...,ttal que y=2ai y; . Como cada kj>0, por la hipotesis

i=1
de induccidn se tiene que aje Ag[Yi,...,Yt, J=1,..., t, es decir, cada a; es un polinomio en las
indeterminadas Yj,...,Y: con coeficientes en Ay. Esto ultimo significa que yeAg[Yi,...,Yi] ¥
AncB para todo neN*. Por lo tanto A es finitamente generado como una Ay-algebra.

(<)

Como A es una Ayp-algebra finitamente generada, A es una imagen homomorfa de
B=Ay[X1,...,Xr] para algiin reN. Por el teorema de la base de Hilbert, se tiene que B es
noetheriano ya que Ao es noetheriano; y como toda imagen homomorfa de un anillo
noetheriano es noetheriana, se sigue que A es noetheriano. O

Sea A un anillo no graduado, | un ideal de A, M un A-mddulo y (Mp)nen+ una
| -filtracion de M. Se define

1) A*:=l '@l @1 *®-.- ®1 "D- .

2) M*:=M¢®M ®M,D--- EM®D - - -

A* es un anillo con las operaciones de suma y multiplicacion:
(@izo+(bi)iz0=(ai+bi)izo y
(@i)iz0°(bi)iz0=(aibo+ - - - +a0i)iz0

con (&)iz0, (Di)izo€A*, donde todas las a;, bj con i>0 son cero excepto un numero finito de
ellas. El modulo M* es un A*-moddulo con las operaciones de suma y multiplicacion escalar
(XDizoH(Yiizo=(XitYi)iz0 ¥
(@)iz0"(Xi)iz0=(aiXo T+ - +A0Xi)iz0

con (&)iz0€A*, (X)iz0, (Yi)izoeM*; X, Vi, i, cero excepto un niamero finito. A* es un anillo
graduado (ya que I™1"cI™" para cada m, neN*) y M* es un A*-moédulo graduado
(de 4.1.18., se sigue que | "MpcMp:n para cada m, neN*). En el caso en que A es un anillo
noctheriano, se tiene
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OBSERVACION 4.1.23. Sea A un anillo noetheriano no graduado e | un ideal de A.
Entonces A* es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACION
Como A es noetheriano, el ideal | es finitamente generado. Sean aj,...,as
generadores de |; considérese el anillo de polinomios A[Xi,...,Xs] en las indeterminadas

X1,...,Xs con coeficientes en A. Sea @:A[Xy,...,Xs] = A*, Xj > @i, lel ...ijs = alj‘ ...asjs .

es un homomorfismo suprayectivo. Por el teorema de la base de Hilbert, A[X;,...,Xs] €s
noertheriano y por el lema 4.1.8., A* es noetheriano. O

Sea A un anillo noetheriano no graduado, | un ideal de A, M un A-moédulo
finitamente generado y (Mp)nen+ una I-filtracion de M, entonces se puede considerar la

suma directa finita €_|?) M; (para cada neN*) de A-submoddulos de M. La suma finita €_|?) M; es
un subgrupo del A*-mddulo M* que en general no es un A*-submodulo de M* (ya que si

n
a,X e AirMicMiyi, ai€A, XieM,, entonces (ai'Xi)izo © M; para al menos un NneN*). Pero el
i=0

n n
generado por (_JBO Mien A*; < E_DO M;j >+ esun A*-submoddulo de M*. Se afirma que

<_(:DOMi >A=Mo®M;D - - - DM, DIM,DI"M® - - -

En efecto, como A es noetheriano y M es finitamente generado, se tiene que M; es

finitamente generado para toda ieN*, entonces @M. es finitamente generado. Como
i=0

My, My,..., M, son finitamente generados, existen conjuntos

(mo’, mi®,..om Y, fmo', myt o me L me, my" L my" )
Entonces
{(m°,0,...,0),(m"0,...,0),....(M",0,...,0),(0,m",0,...,0),(0,m',0,...,0),.... (0,m',0
yeens0),0(0,...,mg"),(0,...,m"),....(0,....m,")} es un conjunto de generadores de la

n n
suma directa finita _(-BOMi. Todo elemento (Xj)io en <_6% M;>5+ se puede escribir como
1= =

(X)|>0_(aloo)l>0 (mOO, 9~ )+(a|01)|>0 (mlo, ,- )+ +(a|0ko)|>0 (kaO, ,- )+(allo)|>0
(0,mo",0,...,0)+@' Hiso- (o m',0,...,0)+-- +(a. “)i0°(0,M 0., )+ +(a.”°).>0(0 mo")
+(@" )izo'(o,...,ml )+ "'+(aink”)izo'(0,---,mkn ).

Considérese un sumando arbitrario, (a. )|>o ,.. J,...,0)con j=0, 1,...,n; k=0, 1,..., ;.
Este sumando es igual a



132

©,...,0, a*m¢ ) a *mic 1L an ¥ mi ) ans Fmi L)
donde ap*mdeMy, a; *mideMy1,..., an *mi Jel "Micl "Ml " Mo+ <l € M. Asi,
(@")is0 (0,..., mc,...,0)eMe®M, @ - - BM®IM,BI*M® --- y (Xi)izo€M. Luego se tiene
n
<@ Mj>s+cM, . Reciprocamente, considérese un generador en M, esto es, (0,...,Mp,...)y
i=0

sea (0,...,amp,...) = (2))i=0(X0,X1 5 - - -, Xn,0,...) =(apXo,a0X1+a1X0,80X2 21 X1 +A2X0 , . .., AoXnT -+ +
AnX0,80Xn+1 a1 Xnt -+ Tn+1X0,80Xn+2,81 Xn+1,80Xn+ - - F@n+2Xo, -+ ) = (@oXo,80X 1+ X0, 80X+ X1+
a2Xo,...,doXnT - FaAnXo, A1 XpT - FaAn+1Xo, ApXnT -+ - FaAn+2Xo, . - ) ya que anp+1=Xn+2=":"" =0.

De la igualdad se sigue que

aOXO :0
a X, +ax, =0
ax +---+a X, =0
ax, +-+a X +a,,,X, =am,
ax +--+a X, +a,X+a,,% =0

De ajX,t+---+apX;+tans Xo=am, se obtiene que an+iXo=amp, esto es, a=ani; y Xo=M,. De

n
An+1X1Tan+X0=0, se sigue que anj=an:,=0. Asi, (0,...,amy,,... ) es un elemento de <@ Mi>,
i=0

n n
y por consiguiente Mp << @® M;>4+. Por lo tanto <@ Mij>a»=M, para toda neN*.
i=0 =0

En el caso en que A sea un anillo noetheriano y M un A-modulo finitamente
generado, la estabilidad de cualquier filtracion del modulo M sera equivalente a que el
modulo M* sea finitamente generado como un A*-modulo, es decir,

LEMA 4.1.24. Sea A un anillo noetheriano, | un ideal de A, M un A-moédulo finitamente
generado y (Mp)nen+ una I-filtracion de M. Entonces el A*-modulo M* es finitamente
generado si y s6lo si (Mp)nen+ €5 estable.

DEMOSTRACION (=)
Sea Mp*=M;®M;®- -- O©M,DIM,®I*M,®--- Por lo anterior, se tiene que

< '(_—BO Mj>ax =Mp*

es un A*-submoddulo de M*. M *cMp* para toda neN* ya que "M CMmin para cada
meN y (Mp*)hen+ forma una cadena ascendente con Upen+Mp*=M. Como A* es
noetheriano y M* es finitamente generado, M* es noetheriano. Entonces la cadena

Mo*cM *c---cMp*cC--- es estacionaria, esto es, existe NpeN tal que M™ =M, es decir
] s ny s s

M, =M*y M, ., =Iann para cada KeN*. Esto tltimo significa que (Mp)nen+ €5 estable.
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(=)

Si (M*)nen+ s estable, entonces M . =1 jMnO para alguna noeN y para cada jeN.

No+]
Luego M* es generado por la union de todos los conjuntos de generadores para Mo, ..., M.

Por lo tanto, M* es finitamente generado. O

PROPOSICION 4.1.25. (lema de Artin-Rees) Sea A un anillo noetheriano, | un ideal de A,
M un A-mddulo finitamente generado y (Mp)nen+ una I-filtracion estable de M. Si N es un
A-submodulo de M, entonces la filtracion inducida (NMMp)nen+ €s una I-filtracion estable,
es decir, existe NoeN tal que para toda neN*, se tiene que NNM, =1 "(NN M, ).

DEMOSTRACION
(NNMp)nen+ €s una I-filtracion ya que I(NMMp)cINNIMacNNM,, para cada neN*. Esta
filtracion inducida define un A*-submodulo

N*=(NNMp)S(NNM ) )E(NNM,)D--- B((NNMp)D - - -

de M*. Dado que (Mp)nen+ €s una I-filtracion estable del moédulo M, por el lema anterior,
M* es un A*-moédulo finitamente generado. Como A* es noetheriano, M* es noetheriano y
N* es un A*-submodulo finitamente generado, nuevamente por 4.1.24., se tiene que la
filtracion inducida (NNMp)nen+ €s una I-filtracion estable de N. o

Como una consecuencia inmediata del lema de Artin-Rees, se tiene el

COROLARIO 4.1.26. Sea A un anillo noetheriano, | un ideal de A, M un A-moddulo
finitamente generado y N un A-submodulo de M. Entonces existe NoeN tal que para cada
neN* se tiene que 1™ MAN=I"(1" MN).

DEMOSTRACION

Por el lema de Artin-Rees, existe npeN tal que para cada neN*, se tiene que
M,,, "N=I"(M, AN ). Tomando My=1"M, se sigue el resultado

™ MAN=I"(1"M~N). o
Para cerrar esta seccion, se tiene el siguiente

TEOREMA 4.1.27. Sea A un anillo noetheriano, | un ideal de A, M un A-moédulo
finitamente generado y N un A-submddulo de M, entonces las filtraciones (I "N)pen+ y
((1"M) NN )nen= tienen diferencia acotada.

DEMOSTRACION
Por 4.1.17., y por el lema de Artin-Rees, las filtraciones (I"'N)pens y ((I"M)NN)p e
son filtraciones estables. El resultado se sigue de 4.1.20.. O
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4.2 EL LEMA DE ARTIN-REES EN EL ANILLO &(n).

Sea C*(R", R™) el anillo de funciones C* de R" en R™. Si f, geC”(R", R™), se
define una relacién en el conjunto C*(R", R™) como: f es equivalente a g en el punto X,
escrito f ~¢ g si existe V(X) vecindad de x en R" tal que f |[v(x)=g|v(x) con f |[v(x), g|v(x) las
restricciones de f y g a la vecindad V(X). ~ es una relacion de equivalencia en C*(R", R™).

DEFINICION 4.2.1. Sea feC*(R", R™ y xeR". El germen de f en X es la clase de
equivalencia de f en X dada por la relacion ~ y se escribe como f , [f ], [f ]x 0 simplemente

f como su representante. De aqui en adelante se usara esta ultima notaciéon a menos que se
especifique otra cosa.

Sea &(n) el conjunto de gérmenes en cero de funciones en C*(R", R). £(n) es un
anillo (conmutativo con unitario) y un R-espacio vectorial de dimension infinita; esto es,

E(n) es una R-algebra. Las operaciones en el conjunto de gérmenes €(n) estan inducidas
por las operaciones en R. Se puede extender el concepto de germen en cero de funciones en
C”(R", R) a gérmenes en cero de funciones en C*(R", R™) de la siguiente forma: Si

f:R" —>R"™ es una funcién C”, f=(fi,...,fy), entonces el germen de f en cero es dado por
f=(fi,....fn), fie&(n), j=1,....m y V(0)=nV;(0) es la vecindad en cero de f con V;(0)
vecindad de fie&(n), j=1,...,n. El conjunto de gérmenes en cero de funciones en

C”(R", R™) es denotado por &(n, m). Este conjunto es isomorfo al producto de los m

factores €(n)x---x&(N) (el isomorfismo viene dado por (fi,...,fn) — f donde f=(f, ,...,fm)),

lo cual significa que E(n, M) es un espacio vectorial de dimension [0}

infinita. Las operaciones en el conjunto &(n, M) estan C*R"R) ——> &(n)
inducidas coordenada a coordenada por las operaciones

de E(n). Sea ¢ :C*(R",R) = &E(n); f = f, ¢ es suprayectiva p /

y su nucleo es C*([R", R)/a.

a=Ker(p)={feC”(R", R) | f se anula en una vecindad del cero}.

En este caso, se cumple que £(N)=C”(R", R)/a. Este hecho se puede utilizar para definir la
estructura de €(n), es decir, en forma similar a como se ha introducido a se define el
subconjunto m(n) de £(n) como el conjunto de gérmenes en cero de funciones en C*(R", R)
que se anulan en cero esto es, m(n)={ fe&(n) | f(0)=0}. De la estructura de €(n), se sigue

que m(n) es un ideal de E(n). Mas concretamente

OBSERVACION 4.2.2. £(n) es un anillo local real y m(n) su ideal maximal real.



135

DEMOSTRACION

Primero se probara que &(n) es un anillo local con m(n) su ideal maximal. En efecto,
supongase que fgm(n), entonces f(0)=0 y existe una vecindad del cero, V(0) tal que el
representante f(X)#0 para toda xe V(0), luego considerando el germen 1/f, el representante
1/f, esta definido en la misma vecindad V(0); asi, (f )(1/f ) es el germen de la funcién

constante 1. De esta forma, €(n)\m(n) contiene unicamente unidades. Por otro lado, como

&(n) /m(n)=R, esto es, m(n) es un ideal real, se sigue que €(N) es un anillo local real. O

De 1.2.31., se sigue que (E(n), m(n)) es un anillo semireal y por el teorema de
Artin-Schreier (teorema 2.2.27.) &€(n) es un anillo ordenado; un orden T en €(n) viene dado
como T={fe 8(n)| f(0)>0}, con centro el ideal C(T)=m(n). Como ya se comentd, no

todo anillo ordenado es un anillo real, pero en este caso &€(Nn) es un anillo real.

Antes de ver que m(n) es finitamente generado, se probara el siguiente resultado
preliminar.

LEMA 4.2.3. Sea f:UcR" >R una funcién C” en un conjunto abierto U estrellado de
centro cero en R", " entonces existen funciones gi:UcR" >R, i=1,2,...,n tal que

f(x)-f(O):Z X. (X)gi(X) con Xi: R">R; Xi(X1,..., Xn)=X; la funcion proyeccion.
i=1
DEMOSTRACION
Sea h:[0, 1]JxUGR™ - R"; h(t, x)=tx y g:[0, I]xUSR™" - R; g(t, x)=f(tx) la
funcién composicion de fy h, esto es, g=foh. Por la regla de la cadena, se tiene que

Dg(t, X)=Df (h(t, X))Dh(t, X)

g(t X) Zn:af(tX)
i=1 aX-

F(x)- f(0)=j;%dt

entonces,

X;(X) . Por el teorema fundamental del célculo, se sigue que

n

i of (tx)
_j(); . X, (x)dt

—Zn:X.( )j o (),

4 Se recuerda que un subconjunto U de R" es estrellado con centro en un punto p si para cada punto X en U, el segmento con puntos
extremos P y X estd enteramente contenido en U.
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1 of (tx)

1 of (0) dt = of (0)
OX.

Sean gi: R" > R; g,(x) = I ...,N, donde

dt, g,(0) = j
of (tx)

OX;

f(0-(0)=3 % (281000 ©

las gi(X) son funciones C” ya que tanto f como son funciones C”. Por lo tanto

Si fem(n), por el lema anterior, f(x)-f (0):in(x)gi(x) para gi(x)e&(n), i=1,...,n
i=1
Entonces f es generado por los gérmenes Xj,..., X,, €sto es,

OBSERVACION 4.2.4. El ideal m(n) es finitamente generado por los gérmenes en cero de
las coordenadas Xi,...,Xn; con Xi: R" = R, Xi(X1,..., Xn)=Xi, la proyeccion i-ésima. 0

De esta observacion se sigue que, m(n) con keN es el ideal generado por todos los
monomios en X; de grado K, es decu m(n) es finitamente generado por todos los gérmenes

en cero de la forma x'= X" Xnn con [l|=i;+---+i;=k. También, se observa que

m(n)2m(n)’2--- 2mn)*2mn)*'2---. Si un germen fem(n)* para toda keN, ello sera

equivalente a: f (0)=0 y 0"f(0)/6x'=0 para todo multiindice I con [I|<k-1. Es decir, todas las
derivadas parciales de orden < k-1 se anulan en cero, esto significa que, of /oxiem(n)<. Se
define m(n)“=n7_ m(n)*<&(n). Al igual que m(n), el ideal m(n)” es un ideal primo real. Un

germen fe E(n) estd en m(n)” si para cada keN, existe una representacion f=>f; X', esto es, si
todos los gérmenes 0"f(0)/0x'=0, |I|<k para toda keN. De lo anterior se observa que
m(n)m(n)*=m(n)”. En efecto, si 2x; hiem(n)m(n)”, con xiem(n) y hiem(n)®; por el lema
4.2.3., la funcion f-f(0) estd en m(n)m(n)”. Dado que f-f(0) es de clase C* y sus derivadas de
todos los ordenes se anulan en cero, se concluye que f-f(0)em(n)”. Claramente se tiene que
m(n)“=m(n)m(n)”. Por induccién sobre k, se sigue que m(n)m(n)“=m(n)” para toda keN.
Un resultado mdas general que a primera vista parece sencillo de probar es
m(n)”m(n)*=m(n)”. Este resultado, se sigue del siguiente lema.

LEMA (Tougeron). Si fem(n)”, entonces existen gérmenes g, hem(n)” con g(x)>0 para
cada x=0 tal que f=gh.

DEMOSTRACION
Sea (B(0, 1/2""))

r=1/2", (K,

iy » 1a familia anidada de bolas esféricas con centro cero y radios

s K, =B(0, 1/2")\B(0, 1/2') una familia de compactos y (F),_y,

E =(R"\B(0, 1/ 2))UB(0, 1/2"**) una familia de cerrados que contienen al cero. Por el

lema de Malgrange (ver apéndice C) existen gérmenes p, en £(Nn), para i € N

() = 1 st xeK,
o 10 si xeF
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p£.(X) >0 paracada XeR"; y constantes C, que no dependen de ieN tal que

Como fem(n)”, se pueden construir dos sucesiones (a(r)),.ny (B(1)),y con (a(r)), s
creciente y diverge a +oo 'y (f(i)),y que satisface: S(i)=r si a(r)<i<a(r+1) tal que
para cada x € B(0, 1/2*") y para todo i € {0,1,2,...,r> +1} (por Taylor) se tiene que

1 <p

a(j) A
De las desigualdades (1), se sigue que la serie lim Z (2j p, converge

1=, 220

uniformemente en R", asi como todas sus derivadas. En efecto, considérese la serie de

derivadas
a(i) Al A
lim 0 (i'j p£,(X)
ooy a(1)6

a(j) A
hm Z (2 j

“iza(l)

la cual es igual a la serie

1]
2 7%

Como p, es C* en una bola B(0, 1/2%"), significa que sus derivadas parciales de todos
los 6rdenes existen y son continuas. Luego ellas estan acotadas en toda vecindad compacta
del origen contenida en la bola B(0, 1/2%"). De esto y del hecho de que p,(X)=0 en F,
i eN, se sigue que

o'
—p.(X) <
v pi(X)

sup C.2"

[1]<r

para cada i e N . Entonces

ald) 1 A a(j) 1
lim Z (Ej C.2" =C, lim Z S

J—)OO

como «a(r)>r, se sigue que esta serie converge en R". As1 la serie
9 b

ai) gl (1 YO
lim ) (—j p(x)

= 220 ox'

converge uniformemente.

a(j) B
Sea g =1lim Z( ] p.; claramente g es C* con g(X)>0 para cada x#0.

= 20
Como gy sus derivadas de todos los ordenes se anulan en cero, se tiene que gem(n)”. Dado
que el cociente f/g estd bien definido y es C* para cada X # 0, restara probar que este
cociente puede ser extendido a un germen hem(n)”. En efecto, sea
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x € B(0, 1/2°)\B(0, 1/2*"") ; entonces por como se ha definido la sucesion (AB(i)),_y>
se tiene que X € K; con a(r)< j<a(r+1). Luego

1 A 1 r )
g(x)> o = o Z|X| .............................. (3)

También, para cualquier seNuU{0}, existen constantes C; tal que para cada
x € B(0, 1)\{0}, se tiene que
‘i
g, 9™
Si r>sysi xeB(0, 1/2°)\B(0, 1/2%"); de (2), 3) y (4) se sigue que
‘i <C|¥
g

S
X

r(r-s-1)

— 0 lo cual significa que el cociente f/g puede

De esta forma, si |X| — 0, entonces

S

extenderse a un germen hem(n)”. o

Sea I =EMyYmM)<, I =mm)ymm)*" v $:EM)—>TI(M)* la proyeccion

candnica. Se observa que J (n)k es un anillo local y J(n)k su ideal maximal. Mas aun, S(n)k

es un R-espacio vectorial de dimension finita, donde los monomios X' de grado < k generan
a J(n)*. La dimension de J(n)* como R-espacio vectorial es (n+k)!/ntk!.” Sea feE(n) un
germen y fo+f;+--- +f el germen que se obtiene al truncar a orden K el desarrollo en series
d"'f (0) X'
——, donde
ox I

I=(iy,...,In) ¥y |1]5], es el germen que contiene a todos los monomios de grado j. El

de Taylor de f en el punto cero. fy es el término constante y f; =

polinomio fy+f;+--- +fx se denomina k-jet de f en cero y se denota como
JHKE); 48 )=fotfit--

J(n)* se denomina espacio de k-jets y es isomorfo al anillo de polinomios en n
indeterminadas con coeficientes en R de grado <k, esto es,

I =R[[X1,..., Xn]] /<X15..os %> D,
En efecto, la funcidon que asocia

KT ) > Po(X)+P1(X)+- -+ +Py(X).

 La demostracion de que (n+k)!/ntk! es la dimension de J(n)* se hace por induccién.
" Estos polinomios se suman en la forma usual y se multiplican también en la forma usual excepto que los términos de orden mayor que
k son omitidos.
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con xeR", donde Py(X) es el polinomio constante f(0) y Pj(X) es el polinomio homogéneo de
grado j, cuyos coeficientes estan determinados por las derivadas parciales de f de orden j

evaluadas en cero, es un homomorfismo. También se tiene que $4(f ) > 0 si y solo si

k+1,

fem(n)™'; ademas

FEPo(X)FP1(X) - +P(X))=Po(X)+P1(X)F -+ - +P(X).

De esta forma, este homomorfismo es en verdad un isomorfismo.” Cuando k=c0, $°(f ) es
la serie de Taylor de f en el punto X y J(n)” sera identificado con el anillo R[[X1,...,X,]] de
series de potencias formales, es decir

TEOREMA 4.2.6. (lema de Borel) E(n)/m(n)”=R[[Xi,...,Xa]].

DEMOSTRACION

Sea @:E(N) = R[[X1,....%]]; f = Za; (x'/1!) con a=0'"f(0)/6x" para cada multi-
indice 1e(N*)" y cada niimero real a;. Si g es otro representante del germen f, entonces se
tendra que 8" (0)/ox'=0"g(0)/ox" para todo multiindice I, esto es, f y g coinciden en una

vecindad del cero; luego ¢ esta bien definida. También, ¢ es un homomorfismo; en efecto,
considérese

\1\ f
o(f +9)= Z—( +g)(0))1(,
a“‘f(O) X a9 x!
Z‘ R T
=<p(f)+<p(9).

Por la regla de Leibnitz, se tiene que

ot
gy 00X

_ I! a1t (0) ) 8" "Ig(0) )( x*
_ZJZK_[((I—J)!JJ( ox’ J( ox'™! (FJ

Como J<I 'y J+K=I para algiin multiindice K, entonces

3 3 (1) o) 1 o) )

=o(f )p(9).

D Para mas informacion sobre el concepto de germen y conceptos relacionados con él, ver el apéndice A.
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A continuacidon se probara que la funcidon ¢ es suprayectiva, es decir, existe un
germen fe E(n) tal que 8"'f (0)/ox'=ay. Sea g : R" — R; gi(X)=a(x" /I)p(x/p), donde

1 si |x[<1/2

, y (4,) es una sucesion que converge
0 si fx21

pR" > R; p(x)={

rapidamente a cero. Para mostrar que la suma Z:gI define una funcién C*; f : R" - R,
I

cuyas derivadas parciales 6"''f/0x"; J>0 son dadas por la serie 26 gy /6x", sera suficiente
|

probar que esta serie converge uniformemente en R"."” Por la regla de Leibnitz, se tiene que

ajgl(x):Za J! oM/ Y 8" lp(x/ )
ox! S LI -K)IK! ox® ox' K

—a Y| L )ox 000/ )
osr=r\ (I —K)!IK!\ (I-K)! ax' K

con 0< J< 1. Considérese

g
ox’

0" lp(x/ 1)
aXJ—K

1
<| I| z J— K)'K'(I K)'H IKH

0<J<I

1 1I-K J-K
<ol 3 b 00 oo

0<J<I

Como p es C” en una vecindad V(0) del origen, significa que sus derivadas parciales de
todos los ordenes existen, son continuas y estan acotadas en toda vecindad compacta del
origen contenida en V(0). Asi, el supremo de cada una de estas funciones existe en
cualquier compacto K que contiene al origen y que estd contenido en V(0). De esto y del
hecho de que p(X/u;)=0 para || X ||>u, se sigue que

i
MJ:max{sup{|%|\VXeK}v LilosL<r}

\J K| X/
Es una cota superior de % . Como || X"¥||< ™!, se tiene que
0", (x) _ _
—I] SJ!|a1|NIJ Z (lul‘l K‘/:UI‘J K‘)
OX 0<I<I

" Ver el teorema del apéndice B.
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d"lg,(x)
ox’

SJ!|aI|MJ Z (:UIM/IUIM)

0<J<I

, g 1/2 si || <1
Considerando la sucesion (x4, ) tal que g, = .
Vela) sioal>1

entonces
(2 ) = (2
< (2\1\ /2\1\)
Para J<I. De esta forma

d"lg,(x)

s ELUDY (2"1/2)

0<J<I

<M, 21)/2l

0<J<I

para J<I donde J!M; X 2 no depende de I o de X. Dado que la serie Z(l/ 2‘1‘) converge,
I

. . o'lg, (x . L
se sigue que la serie Z%() converge uniformemente en R" para todo multiindice 1.
T X

0% p(0) .
Como ZG—K =0 para K+0, se tiene que
; X

an<0):2an1(0>

ox’ — X
_5"9,(0)
Z J =,
T OX
0"9,(0) 1
Asi, existe un germen fe E(n) tal que ¢(f ):za—‘J(X /1) y @ es suprayectiva. Por otro
T X

lado, el nucleo de @ es el conjunto de todos los gérmenes f tal que f(0)=0 y 6! f(0)/ox'=0
para todo multiindice I con |I|<co, es decir, todas las derivadas parciales de cualquier orden
se anulan en cero. Asi, se tiene que Ker(g)=m(n)”y &(n) /m(n)*=R[[Xi,...,X]]. O

OBSERVACION 4.2.7. El anillo de series de potencias formales R[[X;,...,X]] es un
anillo local real y ¢(n) (={feR[[X1,...,Xn]] | f(0)=0}) su ideal real maximal real.
¢
E(n) ——= R[[X1,...,%n]]
DEMOSTRACION
Claramente M(n) es un ideal de R[[Xi,...,Xn]]. T U}

Sea fg M(n), entonces f=fy(1-f;) con foeR, fp=0 y f; € M(n).
Luego (1/f)=(1/fo)(1+f+f,+ - - ) y (£ )(1/f )=1 es la serie E(n)/m(n)”
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de potencias 1; de esta forma, R[[Xi,..., Xa]]\?M(Nn) contiene tnicamente unidades. Asi, M(n)
es el ideal maximal de R[[X;,...,Xn]]. O

Se sabe que el anillo de series de potencias formales R[[X;,...,Xn]] (=E(N) /m(n)*)
es un anillo noetheriano, pero

OBSERVACION 4.2.8. £(n) no es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACION

Si se supone que &(N) es noetheriano, entonces M(N)” es un ideal finitamente
generado. Dado que m(n)m(n)*=m(n)”, por el lema de Nakayama (ver apéndice A pag 150.)

se sigue que m(n)*=(0), siendo m(n)=jac(&(n)). Por otro lado, la funcion

exp(=1/%x*) si x=0
f:R ->R; f(x)= p( ) ST xio
S1 =

es C” no cero cuyas derivadas de todos los ordenes se anulan en cero, esto es, fem(1)” lo
cual no puede ser posible. O

Considérese la familia Ny={XcR"|0eX} de todos los subconjuntos de R" que
contienen al cero. Se define una relacién en N, como sigue: se dice que X~Y para X, Y en
Ny si existe una vecindad U del cero tal que UnX=UNY. La relacion ~ es de equivalencia
y las clases de equivalencia se denominan gérmenes de conjunto. Si X estda en N, el
germen de conjunto de X se denota como X o germ(X).

Se dice que una funcion f:UcR" — R definida en un conjunto abierto U en R"
es analitica real si es de clase C” y coincide con su serie de Taylor en una vecindad de
cada punto de U. Sea U un conjunto abierto en N y considérese un conjunto cerrado X en

U que contiene al cero. X es un conjunto analitico real si es el conjunto de ceros comunes
de una familia finita de funciones analiticas reales, esto es,

X={xeR" | fi(x)=---=f(x)=0}"

Si X es un conjunto analitico real, se define el germen de conjunto de X
denominado germen de conjunto analitico real como

X=germ{xeR" | fi(x)="--=f(x)=0}

4 Se pudo haber definido X como el conjunto de ceros comunes de todas las funciones en un cierto ideal | de C*(R", R); pero dado que
este conjunto es muy complicado se ha preferido no considerarlo.
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con fi,....fs funciones analiticas reales. Se observa que union e interseccion finitas de
gérmenes de conjunto analiticos reales también son gérmenes de conjunto analiticos reales.
Para cualquier germen de conjunto X, se define el ideal Z(X') en £(n) de gérmenes en cero

de funciones en C*(R", R) las cuales se anulan en el representante X, esto es, si V es una
vecindad del cero, se tiene que

Z(X)={ge&(n) | existe V (que depende de g) con g|Xnv=0}.

Se observa que si X' es otro representante del germen X, entonces existe una
vecindad U del cero tal que UNX=UNX’, luego g se anula en (UNV)"X'. De esta forma la
definicidn anterior es independiente de los representantes de .

Sea | un ideal en &(n) finitamente generado por gérmenes fi,...,fs cuyos
representantes son funciones analiticas reales. Se denota porUl ) el germen de los ceros
comunes de los representantes f;,..., s, esto es,

U y=germ{xeR" | f;(x)="--=f{(x)=0}

Se observa que U(1) no depende de los representantes. En efecto, si | es también generado
por los gérmenes (i,...,gs con fi=Q; para cada i=1,..., S, entonces existen vecindades

Vi,...,Vs tal que fi(X)=gi(X) para cada xeV,, i=1,..., S. De esta forma, los ceros comunes
del conjunto {f;,...,fs} coinciden con los ceros comunes del conjunto {g;,...,Qds} en
ViN...NVs. También se cumple que U(I ) no depende de los generadores del ideal I; esto
es, si I=<fy,....,f>=<01,...,0t >, y xeU(f,...,f), se sigue que fi(x)=0 para cada i=1,

2,...,S. Dado que gJ:Zhij fi , esto ultimo implica que gj(X)=0 para toda j=1,...,t; de esta
i=1
forma, xe U(Q1,...,0:). Similarmente se tiene que U gi,...,0t ) U fi,...,Ts).
OBSERVACION 4.2.9. Sean | y J ideales en £(n), entonces
) Z(V(1)al.

2) Silcd, entonces Ul 2TV ().
3) Si U )< UJ), entonces Z(U ))DZ(UQ)).

4) UZ(Ul)))=ul).
DEMOSTRACION
1) Si fel, entonces f(x)=0 para cada xe Ul ), esto es, feZ(U1)). 2) Sea xe UQJ),

entonces se tiene que f(X)=0 para cada feJ, luego f(x)=0 para toda fel, esto es, xe U1 ).
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3) Si feZ(UJ )), entonces f(X)=0 para cada xe UJ ); luego xe U1 ) y feZ(U1)). 4) (2)
Sea xe U1 ), entonces f(X)=0 para toda feZ(U )); esto significa que Xxe UZ(U1 )). (<)
Como Z(U(1 ))l, se tiene que UZ(UI ))cUI ). o

Se dice que un germen de conjunto analitico real X es irreducible si siempre que

X=X 1UAX, con &), &, gérmenes de conjunto analiticos reales, se tiene que X=4) 0 A=X,.

OBSERVACION 4.2.10. Un germen de conjunto analitico real X’ es irreducible si y sélo si
I(X) es primo.

DEMOSTRACION (<)
Supdngase que X' no es irreducible. Sea A=X,04&; con &), X, gérmenes de conjunto

analiticos reales con X1&X, y A,&X. Luego Z(X; )R2Z(X ) e Z(A, )RZ(X ); entonces
existen gérmenes feZ(X} \I(X ) y geZ(X, )\Z(X ). Es claro que f geZ(X ) ya que el
representante f g se anula en todos los puntos de X (AX=germ(X) ). Por lo tanto, Z(X’) no es
primo.

(=)
Si Z(X') no es un ideal primo, entonces existen gérmenes fgZ(X' ) y ggZ(X) tal que

fgeZ(X). Considerese los ideales |,=Z(X )+<f > e ,=Z(X )+< g >. Es claro que X=U(1,)

y Xo=Ul,) satisfacen que X1S X, y X,&X. Ahora, si Xxe X'y Xg X}, se obtiene que f (x)=0,
pero f(X)g(X)=0, entonces g(X)=0 y xeX>. Luego A=X1UX,, X120 y Xo#J; asi, X no es
irreducible. O

Se observa que no todo ideal primo P en &(n) es necesariamente de la forma Z(X)

con X un germen de conjunto analitico real, esto es, el nullstellensatz es falso en general.
Por ejemplo considérese el ideal primo generado por el germen x*+y*. Claramente se tiene
que f(x,y)=x>+y> es irreducible e Z(U(< f > ))=m(2). Aun asi, se puede uno fijar en

aquellos ideales | en €(n) que satisfacen Z(U(l ))=1. Si | es un ideal en £(n), se define el
radical de | como el ideal Z(U(1 )). Se dira que | es un ideal radical si Z(U(1 ))=l.

Si Iy,...l; son ideales radicales de €(n), entonces su interseccion Nl es un ideal

r
radical. En efecto, como ﬂ I, = |, paracadaie{l,2,...,r}, se sigue que
j=1
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TU()1,) e Uy e U1, < (VZV())
j=1

j=1 j=1

paratodaie{l,2,...,r}. Dado que
1, cZ(U(I1,)), entonces [\ Z(V(1)) =Z(U(1,)-
j=1 j=1 j=1 j=1

Por lo tanto Z(U([|I,)=(1;-
j=1

j=1

DEFINICION 4.2.11. Sea U un conjunto abierto en R" y X un conjunto analitico en U. X
es coherente en un punto X en X si existen una vecindad Vy del punto x y funciones
analiticas f;,...,fs en Vx que se anulan en X tal que para cada yeVynX se tiene que

I(Xy)=<fY,...,fs¥>, donde fi” es el germen de fj en el punto y; i=1,..., s.

DEFINICION 4.2.12. Un conjunto analitico X en un abierto U en R" es coherente si el es
coherente en cada uno de sus puntos.

EJEMPLO 4.2.13. Se sabe que todo conjunto analitico en C" es coherente pero en general
no todo conjunto analitico en R" es coherente. Un ejemplo de esto es la superficie conexa e

irreducible en R*; z(x*+y?)-x’=0 denominada paraguas de Whitney. Ella no es coherente en
cero y tiene al eje z como un generador aislado.

Se denota por O(n) el anillo de gérmenes en cero de funciones analiticas reales en

R". O(n) es un anillo local noetheriano
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OBSERVACION 4.2.14. Sea X el germen de conjunto analitico real en cero, Z.(X) su
ideal analitico en el anillo O(n) e Z(X) el ideal en E(n). Entonces X es coherente en 0 si y
s6lo si Z(X)=Z.(X)E(N).

DEMOSTRACION
Para la demostracion ver [14] (teorema 3.10. pagina 95). O

DEFINICION 4.2.15. Un ideal | en €(n) es un ideal de Malgrange si
1) | es finitamente generado por gérmenes de funciones analiticas reales y
i) U1 ) es un conjunto coherente en cero

Se observa que para ideales de Malgrange, la observacion 4.2.14., asegura que Z(X)

es finitamente generado.
Considérese los conjuntos

M={I|1ideal radical y de Malgrange }
c={ vl ulI) germen coherente}.

Se pueden definir los siguientes mapeos

IZ:Co>My U:M->C

Se afirma que estos mapeos estan bien definidos y uno es el inverso del otro. En efecto,
como | es un ideal radical y de Malgrange, se sigue que U(l) es coherente e Z(U(1))=I.

También, si U1 ) estd en C, Z(U(l )) es finitamente generado y UZ(U( )))=U() es
coherente. Ademas se tiene que Z(UZ(U( ))))=Z(U1)). De esta forma, Z y U son mapeos

biyectivos y uno es el inverso del otro.

Asi, se tiene una correspondencia entre gérmenes de conjuntos coherentes e ideales
radicales y de Malgrange

{11 ideal radical y de Malgrange} 1Y { U(1)| U1 germen coherente}

Considérese un ideal | en el anillo local real £(n). De acuerdo al teorema 3.4.18., el
radical real de I, r-rad(l ) es la interseccion de todos los ideales primos reales en el anillo

&(n) que contienen a |. En el caso en que un ideal radical | sea un ideal real, se tendra que
Z(U(1))=r-rad(l )=l es decir, los conceptos de ideal radical real e ideal radical coinciden.



147

Si les un ideal arbitrario en &(n), entonces se cumple que U(r-rad(l ))=Ul)y
r-rad(1)cZ(U(1 )). La contencion reciproca en esta tltima expresion no es valida en general.

Por ejemplo, Z(U(m(n)”))=m(n) y r-rad(m(n)” )=m(n)”.

PROPOSICION 4.2.16. Si | en €(n) es un ideal radical, entonces Im(n)*=I~m(n)”.

DEMOSTRACION

Dado que Im(n)*"clmm(n)®, restara probar Gnicamente que l~m(n)“clm(n)”. Sea
felmm(n)”, entonces por el lema de Tougeron (lema 4.2.5.), existen gérmenes g, hem(n)”
con g(X)>0 para toda x+0 tal que f=hg. Ahora, como f |U(1)=0, se sigue que h(x)=0 para
cada xe Ul )y heZ(U1))=l. De esta forma, felm(n)”. o

OBSERVACION 4.2.17. Sea m:E(n) — R[[X,...,X]] el homomorfismo proyeccion, M(n)
el ideal maximal de R[[Xi,...,Xa]]. Entonces ' ((n)) es el ideal maximal m(n) de E(n).

DEMOSTRACION

Sea fer (M(n))cE(n), entonces w(f )e M(n), esto es, 1(f(0))=0. Luego ' (n(f(0))=0;
asi, £(0)=0 y fem(n). Reciprocamente, si fem(n), entonces f(0)=0 y n(f (0))=r(0)=0, luego
n(f)e m(n). o

A continuacidon se prueba un resultado andlogo del lema de Artin—Rees para el

anillo £(n).

TEOREMA 4.2.18. (lema de Artin-Rees) Sea | un ideal radical en &(n), entonces existe
koeN tal que para todo entero no negativo k se cumple que

m(n)“™nl=m(n)*(m(n)nl ).

DEMOSTRACION
Sea | un ideal radical en el anilo £(n) y considérese el ideal J en R[[X;,...,Xn]] tal

que ni(1 )=J 7 con = la proyeccién del lema de Borel. Por el corolario al lema de Artin-Rees
(ver 4.1.26.), existe koeN tal que para toda keN*

m(n)"+"°mJ= m(n)k(m(n)kOmJ Jreeseesensen s (1)
Tomando imagen inversa en (1)

7 (M) N)=r " ) (M) I)]

I Si | es un ideal en €(n), entonces n(l ) es un ideal en R[[X;,..., Xa]] por ser & suprayectiva.
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(M) ) A 7 (@)=r (M) ) (M) ) y
() o ()= () [ () o ().
Ya que ni(l )=J, se tiene que
! () a1 )=r () [ () onm ! (1)),
Como 7' (M(n))=m(n) (ver observacion 4.1.14.), entonces
() (1+m(n)”)=m(n) [m(n)’~(1+m(n) ). "

¥, por la ley modular*® se tiene que

Dado que m(n)*cm(n)
(M)l y+m(ny*=m(n)(m(n)nl y+m(n)” ]
(M)A )+m(n)*=m(n) M(N) AT YAFM(N)errererremsrrmsrresenieeeinaee. 2)
donde m(n)*m(n)”=m(n)”. Intersecando (2) con | y dado que

m(n)“*nlclam(n)mn)“nlHcl,

se sigue que
(M)Al )+(m(n)”nh=mn)*m(n)nl )+(m(n) “l ).

Dado que | m(n)”=lnm(n)” (ver proposicion 4.2.16.) se tiene que
(m(N)<™ Al )+Im(n)*=m(n)(m(n)“nI )+Im(n)”.

ko

Como | m(n)“clAm(n)** e I m(n)“=m(n)* (m(n)*~1 ) se obtiene finalmente el resultado

m(n)** nl=mn)* (m(n)*~1). o

Se observa que si | es un ideal arbitrario en £(n), entonces en general la igualdad en
el lema de Artin-Rees, puede escribirse como

m(n)“™ A l=m(n)* (m(n)“~1 y+m(n)* Al ).

Se termina este capitulo probando cuatro resultados a cerca de generacion finita de

ideales en €(n). Por la observacion 4.2.8., se sabe que no todo ideal en £(n) es finitamente
generado (por ejemplo m(n)” es un ideal que no es finitamente generado) pero para un ideal

arbitrario de &(n), se tiene

D ) (o 3 = () (M(n)er (3 )] ya que @ es suprayectiva.
Como ' (n(1 ))=I+Ker(r) y Ker(m)=m(n) *, se sigue que 7' (n(l ))=I+m(n)*.

W an(b+c)=b+anc si ash y anb+e)=anb+c si axc.
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OBSERVACION 4.2.19. Sea | un ideal de £(n), entonces existen gérmenes fi,...,fs en | tal
que I=<f,..., fs>+Hm(n)"nl).

DEMOSTRACION
Sea m: &(n) > R[[X;,...,Xs]] la proyeccion natural del teorema de Borel. Sean

hi,...,hs generadores del ideal n(l) y gérmenes fie&(n) tal que =n(fi )=h;; i=1, 2,...,s.

Entonces
(1 )=<hy,...,hs>.
=< n(f)),..., n(fs) >.
=n(< fy,...,fs>).
Luego

I+m(n)"=<f;,..., fs>+m(n)”.
Intersecando esta igualdad con I, se obtiene
(Hm(n))NI=(< fy,..., fs>+m(n)” ).
Por la ley modular (aqui, < f;,...,fs> cl ) se tiene que

=M Al )=< f1,..., fs>Hm(n)” Al ).
esto es,
I=<fy,...,fs>+m(n) Nl
donde m(n)*nlicl. o

Con la notacion de la observacion anterior, se tiene la siguiente

OBSERVACION 4.2.20. Sea | un ideal radical en &(n). Entonces | es finitamente
generado siy solosil nm(n)” c< f,,..., f, >.

DEMOSTRACION (=)
Por la observacion anterior, se tiene que l=< f;,...,f;>+l~m(n)” para f;,...,f; en |.

Como | es finitamente generado, por el lema de Nakayama se tiene que I=<fj,...,fs >.
Entonces Inm(n)“+< fy,..., fs>=<f;,...,fs>; luego Inm(n)"c< fi,..., fs>.

(<)
Sea I=<fy,...,fs>+HNm(n)” e Imnm(n)“c< f1,..., f;>, entonces

I=<fy,....fs>+HlAm(n) =< f,...,fs>,

Asi, | es un ideal finitamente generado de €(n). O
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OBSERVACION 4.2.21. Sea | un ideal de £(n) tal que n(l )=n(£) con £ un ideal radical
(m, la proyeccion natural del lema de Borel). Entonces | es un ideal radical.

DEMOSTRACION
Como 7i(l )=n(1), se tiene que I+m(n)*“=F+m(n)”. Intersecando esta igualdad con 7,
se obtiene

(H+m(n)* )N 1=(£+m(n)” )N 1.

Por la ley modular, la anterior igualdad se puede escribir como
I+(m(n)*’N1)=1+m(n)" N1).

Dado que m(n)*n7=Im(n)” y como m(n)"NZ1 <7, se sigue que I=I+7m(n)”. Ya que I es
finitamente generado, por el lema de Nakayama se tiene que I=7. o

Si a y b son ideales finitamente generados en un anillo A, entonces se sabe que en

general, anb no es un ideal finitamente generado. Para ideales en el anillo €(n), se tiene

OBSERVACION 4.2.22. Si | es un ideal finitamente generado de &(n), entonces
Ir\m(n)k+1 es finitamente generado para cada keN.

DEMOSTRACION
Sean fy,...,fs generadores del ideal | y fel. Entonces f=f; g;+---+f5 gs, con gie €(n),
i=1,..., s. f se puede escribir como

f=fi FEC gyt Hs FECIIH( G1-FH g1+ +( s 4(9s)fs]

donde $4(gi) es el k-jet de gie&(n), i=1,...,s. Considérese J={ )_ f, I4g) | gie€m)}. Jes

i=1
un £(n)-médulo y como R-espacio vectorial es generado por {x" gi} con [L|<k. Como

i(gi -JK(gi)fielm(n)! se sigue que

i=1

I:J+Im(n)k“. ....................................................... (1)
Intersecando esta igualdad con m(n)kH, se obtiene
lAm(n)< = 3+Im(n)* Hm(n)<!

k+1 k+1
)

+Im(n)

lo cual se puede escribir como (con Im(n)
lAm(n)<'=J~m(n)

<m(n)

k+1 k+1

Como | y m(n)k+1 son ideales finitamente generados, Im(n)kJrl es generado por el conjunto
de todos los productos de generadores de | y m(n)<"', esto es, el conjunto de generadores de
Im(n)kﬂ es finito. Ahora, si se considera a los ideales en (1) como espacios vectoriales,
Jam(n)*! es un subespacio vectorial de J cuya base unida al conjunto de generadores de

Im(n)kJrl que es un conjunto finito, genera a Imm(n)kﬂ, o
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APENDICE A

En el capitulo 1 se ha hecho uso de algunas propiedades de anillos locales regulares.
En este apéndice se presentan en forma mas extensa los conceptos y resultados necesarios
para la comprension de lo expuesto ahi. Como siempre, anillo significa anillo conmutativo
con unitario.

Como ya se coment6 en el capitulo 1, una expresion de la forma Py&GP; & --- &Py es
una cadena de ideales primos de A cuya longitud se define como el numero de ideales en

la cadena menos 1; y es un entero no negativo o 0.” Una cadena PoGP,&--- €P, de ideales
primos de un anillo A esta saturada si no se puede construir una cadena de longitud n+1
agregando un ideal primo de A entre dos términos vecinos; y la cadena es maximal si ella
esta saturada, P, es un ideal maximal de A y Py un ideal primo minimal de cero. También,
en el capitulo 1 se definio la dimension de un anillo A como el supremo de longitudes de
cadenas de ideales primos de A. Como todo ideal primo de A estd contenido en un ideal
maximal de A y contiene un ideal primo minimal de cero, se sigue que para calcular la
dimension de A no es necesario considerar todas las cadenas de ideales primos de A si no
unicamente las cadenas maximales en A. Si A es un anillo y P un ideal primo de A, se
define la altura de P escrita hta(P) como el supremo de longitudes de cadenas

Po&EP1& - &P, de ideales primos de A con P,=P. Al igual que la longitud, la altura es un
entero no negativo o «. Si A es un anillo de dimension finita, entonces

dim(A)=sup{hta(m) | m es un ideal maximal de A}.
Dado que los ideales maximales en un anillo A son primos, se tiene también que
dim(A)=sup{hta(P) | P es un ideal primo de A}.
De esto se sigue
OBSERVACION A.1. Si (A, m) es un anillo local, entonces dim(A)=ht,(m). o

Como se recordara, un anillo A es noetheriano si toda cadena ascendente de ideales
de A es estacionaria (condicion de cadena ascendente) ¥ o todo subconjunto no vacio de
ideales de A ordenado parcialmente por inclusioén tiene un elemento maximal (condicién
maximal) o todo ideal de A es finitamente generado. También se dice que A es un anillo de
Artin (o artiniano) si toda cadena descendente de ideales de A es estacionaria (condicion de
cadena descendente) o todo subconjunto no vacio de ideales de A ordenado parcialmente
por inclusion tiene un elemento minimal (condicion minimal). En forma anédloga se definen
moddulo noetheriano y modulo artiniano.

Para un ideal | (#A) de un anillo noetheriano A, se define la altura de | como

" Las cadenas de longitud cero son aquellas que constan de un tinico ideal primo P de A.
b La condicion de cadena ascendente establece que si (Ii)icy €s una familia de ideales de A tal que l,cl,c - - - clicli.ic - - -, entonces
existe keN tal que l=ly para todo ieN.



152

hta(l )=min{hts(P) | P2l es un ideal primo}.

Como todo ideal primo de A que contiene a | contiene un ideal primo minimal de I, se
sigue que

hta(l )=min{hts(P) | P es un ideal primo minimal de | }.

Sea Py&P;& --- Py una cadena de ideales primos de un anillo A tal que IcPy con |

un ideal de A. Entonces Py /ISP/I& - &Pn/l es una cadena de ideales primos del anillo
A/l. De la biyeccion que existe entre los ideales JolI del anillo A y J/l en el anillo A/l, se

sigue que dim(A/l) es igual al supremo de longitudes de cadenas P¢&P; & --- &Py, de ideales
primos de A donde IcPy. Por otro lado, si el ideal P es un ideal primo de A con IcP,

PoGP1& - EPny P0&EP'1& - &P'n cadenas de ideales primos de A donde P, =P = PO',

entonces PSP & -- SP,EgP 1 &--- & Pm' es una cadena de longitud m-+n de ideales primos
de A. Asi, se tiene

OBSERVACION A.2. Sean IcP ideales de un anillo A con P primo. Entonces
dim(A /1 )=sup{hta(P) | IcP}, htas(P/1 )<hta(P) y hta(P)+dim(A/I )<dim(A). o

OBSERVACION A.3. Sea P un ideal primo de un anillo A y S un subconjunto
multiplicativamente cerrado en A tal que PNS={. Entonces ht, (S'P)=ht, (P).

DEMOSTRACION

Sea PyGP1&:-- &Py una cadena de ideales primos del anillo A con P,=P. De la
biyeccién que existe entre los ideales P en el anillo A con PNS= y los ideales S™'P en el

anillo de cocientes S"lA, se sigue que STPy=S P, -- €SP, es una cadena de ideales
primos en S'A con S'P,=S'P. Luego htS_IA(S'lP)Z ht, (P). Por otro lado, si
£0S 015 S0 es una cadena de ideales primos del anillo de cocientes S™A con $,=S"'P

y 0 (9050 (1) - ¢ (#n) es una cadena de ideales primos de A (con ¢:A—>S'A el
homomorfismo natural ), donde ' ($,)S 0™ (S'P)=P. Asi, ht., (S'P)< ht, (P). o

Sea A un anillo y P un ideal primo de A, luego dim(Ap)=hta(P) con Ap la
localizacion de A en P. Esto se sigue de que dim(Ap)=hta(PAp) y hta(PAp)=hta(P).

LEMA DE NAKAYAMA. Sea | un ideal de un anillo A con IcJac(A), M un A-moddulo
finitamente generado y N un A-submédulo de M. Si N+IM=M, entonces N=M."

DEMOSTRACION
Si el A-modulo M es generado por mi,...,m,, entonces el A-moédulo M/N es

M Jac(A) se denomina radical de Jacobson y se define como la interseccion de todos los ideales maximales de A. Jac(A) tiene la
propiedad de que xeJac(A) < 1-xy es una unidad de A para caday en A.
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generado por m;+N,...,my+N. Como N+IM=M, se sigue que |(M/N)=(N+IM)/N=M/N; se
afirma que M/N=0. Supongase lo contrario; sea L={Q;,...,0n} un conjunto generador

minimal para M/N=I(M/N). Dado que g,€l(M/N), existen a,,...,a,€l tal que gFZai i,

i=1

entonces 91(1-31)=zai gi. Como a;elcJac(A), 1-a; es una unidad de A con inverso b,
i=2

luego se tiene que gl:zbai gi y M es generado por {0,...,0n}, lo cual es una
i=2

contradiccion. Por lo tanto M/N=0 y N=M. o

OBSERVACION A.4. Sea (A, m) un anillo local con K=A/m su campo residual. Si M es
un A-modulo finitamente generado y si mj,...,mpeM son tales que m;+M,...,my+M

forman una base del K-espacio vectorial M/mM, entonces my,..., my generan a M.

DEMOSTRACION
Sea N el A-submoédulo de M generado por los elementos mj,...,mp; se afirma que

N+mM=M. Sea meM, entonces existen elementos a,...,an€A tal que

m+mM=a;(m;+mM)+--- +a,(mp+mM),

n
luego rn-Z:ai miemM y McN+mM. La otra contenciébn es por construccion. Asi,
i=1

M=N+mM y por el lema de Nakayama se sigue que M=N. O

Como se recordara, un ideal propio | de un anillo A es un ideal primario de A si
siempre que @, beA con abel, entonces acl o b"el para algiin neN. Esto es, | es primario
si y s6lo si el anillo A/l es no trivial y cada divisor de cero en A/l es nilpotente. Se observa
que todo ideal primo de A es un ideal primario de A, También, se dice que un ideal | en A
es P-primario si rad(l )=P con P ideal primo de A.

OBSERVACION AJ5. Sean | y m ideales de un anillo A tal que m es un ideal maximal de
A. Si rad(l )=m, entonces | es un ideal primario de A y toda potencia m", con n nimero
natural es m-primario.

DEMOSTRACION

I#A ya que I1Sm. Ahora sean a, beA tal que abel pero b"¢l para cada neN,
entonces bgrad(l )=m y rad(l)+rad(<b>,)=A. Luego I+<b>s=A, y existen del y ceA tal
que d+cb=1; asi, a=al=a(d+cb)=ad+a(ch)el ya que del y abel. Por lo tanto | es primario.
La tltima afirmacion se sigue del hecho de que rad(m")=m para toda neN. o

OBSERVACION A.6. Sea | un ideal de un anillo A. Si rad(l ) es finitamente generado,
entonces existe NeN tal que rad(l )"cl.
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DEMOSTRACION
Supdngase que rad(l ) es generado por ay,...,ax Luego para cada i=1,...,k, existe

K
nieN tal que a"el. Sea n:1+Z(ni-l); se sigue que rad(l)" es el ideal generado por el

i=1
conjunto

k
L:{ alrl ..-akrk | I ,...,rkENU{O}, ZI’I :n}_
i=I

Por como se ha definido n, se tiene que r=n; para al menos un indice j, con j=1,...,k; luego

n

a,"---a," el. De aqui, Lcl y rad(l)"'cALcl. o

Sea | un ideal de un anillo A. Se dice que | admite una descomposicion primaria si
existen ideales primarios Qy,..., Qn en A tal que 1=Q;N---NQp con rad(Qi)=P;, i=1,..., n; ¢
| admite una descomposicién primaria minimal si Py,..., P, son ideales diferentes de A e
Q1N MNQj.1NQj+1N---MQn 0 equivalentemente Q;2QiN -+ MNQj.1NQj+iN---MQn para
toda j=1,..., n. Los ideales P; se denominan ideales primos asociados de I. Si | es un ideal
de A que admite una descomposicion primaria minimal, entonces para un ideal primo P de

A, se tiene que rad(l )crad(P)=P si y solo si IcP.” Dado que rad(l) = ﬂ rad(Q,)= ﬂ P,
i=I i=1

se sigue que IcP siy solo si P, P para algun indice jo en {1,...,n}, es decir, P'cP para
algin P'e {Py,...,Pn}.

LEMA A.7. Sea | un ideal de un anillo noetheriano A y J:ﬂ I" . Entonces J=1J.

n=l1

DEMOSTRACION

Si I=A, el resultado se sigue. Por otro lado, si I#A, como A es noetheriano y
IJcJcl, entonces que 1J#A, luego |J tiene una descomposicidon primaria minimal, esto es,
existen ideales primarios Qq,...,Qn en el anillo A tal que 1J=Q;N---NQy con rad(Q;)=P;,

i=1,...,n; se afirma que JcQj para cada i=1,...,n. Supdngase que existe un indice iy en

{1,...,n} tal que JEQ, y sea aeJ\Q, . Como aeJ se sigue que alclJ=QiN---NQrcQ, -

Dado que Q, es B -primarioy a¢ Q, , se tiene que ICPB, . Como P, :rad(QiO ), se sigue de

A.6., que existe teN tal que F’iot cQ, Luego se obtiene que J:ﬂ I"c1"c PiothiO lo cual
i=1

es una contradiccion. Asi, JcQj para cada i=1,...,ny J=1J. O

I {P4,..., Py} es independiente de la eleccion de la descomposicion primaria minimal de I. Esto es, si I=Q;M - - - NQy con rad(Qj)=P;,

i=1,..,n e I=Q/'N - - - NQy' con rad(Qy')=Pi’, i=1,..., m son dos descomposiciones primarias minimales de | entonces n=m y
{P1,....Pa}={P/,..., P’}
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TEOREMA A.8. (Krull) Sea | un ideal de un anillo noetheriano A tal que IcJac(A).
Entonces ﬂ 1" =0

i=1

DEMOSTRACION

Sea J=ﬂ I"; por A.7, J=1J. Como A es noetheriano y J es un ideal finitamente
i=1

generado de A, se sigue del lema de Nakayama que J=0. O

Se observa que si (A, m) es un anillo local noetheriano, se sigue de A.8, que
[(\m" =o0.

=1

COROLARIO A.9. Sean | y m ideales de un anillo noetheriano A, con m un ideal
maximal. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) | es m-primario

i) rad(l )=m.

iii) m"clcm para algin neN.

DEMOSTRACION
i)=ii) por definicion. ii)=iii) se sigue de A.5 y A.6. iii)=i) tomando radicales;
rad(m”)crad(l ycrad(m). Asi, rad(l )=m. o

OBSERVACION A.10. Sea (A, m) un anillo local noetheriano e | un ideal de A (con 10,
I#A). Entonces | es m-primario y m'cl.

DEMOSTRACION
Se sigue directamente de A.9. O

OBSERVACION A.11. Sea A un anillo local noetheriano que no es un campo. Entonces
m"#m"! para cada neNU{0}.

DEMOSTRACION
Supéngase que m"=m""" para algin neNU{0}. Por el lema de Nakayama se tiene
que m=0, lo cual no es posible. O

OBSERVACION A.12. Sea | un ideal de un anillo A que admite una descomposicion
primaria minimal y P un ideal primo de A. Entonces P es un ideal primo minimal de | si y

solo si P es un elemento minimal (con respecto a la inclusion) del conjunto {P;,..., Py} de
ideales primos asociados de |.

DEMOSTRACION (=)
Como P'cP para algin P'e{P,..., Py} con rad(Qi)=P;, i=1,...,n y
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{P1,...,Pn}={P | P2l ideal primo de A}

se sigue de la hipotesis que P=P’ es un elemento minimal (con respecto a la inclusion) del
conjunto {Py,..., Py} de ideales primos asociados de I.

(<)

Si P es un elemento minimal de {P;,..., Py}, entonces IcP y existe un ideal primo
minimal P’ de | tal que P'cP. Luego existe un ideal primo minimal P e{Py,...,P,} tal que
P"cP'cP; como P es un elemento minimal de {P,,..., Py}, se tiene que P=P'=P"’. Por lo
tanto P=P’ es un ideal primo minimal de I. O

Como una consecuencia de este resultado, se obtiene que todos los ideales primos
minimales de | pertenecen a {Py,...,Pn}, luego | tiene solamente un numero finito de
ideales primos minimales.

Sean |, J ideales de un anillo A, M un A-mdédulo y N un A-submoédulo de M. Se
definen los ideales cociente (I : J )={acA | <a>Jcl} y (N : J )={acA | abeJ para todo
bel} si JcM, . (1 : J) y (N : J) son ideales de A. En el caso particular de que J=0 y
N=0, (0 : J )={acA | ab=0 para todo beJ} (en ambos casos) se denominan anulador de Jy
se escribe Ann(J ). Si | es un ideal de un anillo A, M es un A-modulo e IcAnn(M), entonces
a M se le puede dar la estructura de un A/lI-mddulo, definiendo el mapeo (A/l )xM—>M;

(at+l, m)—>am con acA y meM. De esta forma, las estructuras de A-modulo y A/lI-modulo

estan relacionadas como: (a+| )m=am para cada a€ A y meM; y un subconjunto de M es un
A-submodulo si y solo si €l es un A/l-submodulo. Entonces M es un A-modulo noetheriano
(artiniano) si y sélo si M es un A/l-modulo noetheriano (artiniano). También, se tiene que
A/l es un A-moédulo noetheriano (artiniano) si y solo si A/l es un anillo noetheriano
(artiniano).

OBSERVACION A.13. Sea A un anillo, my,...,m, ideales maximales de A y M un

A -mobdulo tal que m;---myM=0. Entonces M es un A-moddulo noetheriano si y sélo si M
es un A-modulo de Artin.

DEMOSTRACION (por induccién sobre n)

Para n=1; como m;M=0, M es anulado por m; y se puede considerar a M como un
A/m;-modulo, esto es, como un A/m;-espacio vectorial. Entonces M es un A/m;-espacio
vectorial noetheriano (artiniano) si y sélo si M es un A-modulo noetheriano (artiniano).
Pero si M es un A/m;-espacio vectorial noetheriano si y s6lo si M es un A/m;-espacio
vectorial de Artin. Luego M es un A-mddulo noetheriano si y sélo si M es un A-mdédulo de
Artin. Supdngase que n>1 y considérese la sucesion exacta

i Vg

n

Por la proposicion 4.1.11., se tiene que M es un A-mddulo noetheriano (artiniano) si y s6lo
si myM y M/mpM son A-moddulos noehterianos (artinianos). Ahora, como el modulo
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M/m;M es anulado por el ideal maximal m,, se sigue que M/myM es un A-modulo
noetheriano si y solo si M/mpM es un A-modulo de Artin. También, el A-mddulo mpM es
anulado por el producto m;---my.; y por la hipétesis de induccion se tiene que mpM es un
A-modulo noetheriano si y solo si myM es un A-mddulo de Artin. o

PROPOSICION A.14. Sea A un anillo noetheriano en el que todo ideal primo de A es
maximal, entonces A es un anillo semilocal de Artin.”

DEMOSTRACION

Primero se probard que A es semilocal. Supongase que A#0 y sea m un ideal
maximal de A. Como todo ideal primo de A es maximal, m es un ideal primo minimal que
contiene al cero. Por A.12., se tiene que me{Py,...,Pn}, P, i=1,...,n ideales primos

asociados de cero. Luego el conjunto {P | P ideal primo de A} esta contenido en
{P1,...,Pn}; pero {P,..., Py}, esta contenido en {P | P ideal primo de A}. De esta forma se

tiene que, {P|P ideal primo de A}={Py,...,Py} es finito. Por lo tanto A es semilocal. A
continuacion se probara que A es un anillo de Artin. Sean my,..., m, ideales maximales de

A, entonces rad(0)=ﬂmi. Por A.6., existe teN tal que rad(0)=0, luego

i=1

mt-- mntg(ﬂ m, )'=rad(0)'=0; entonces m;"---m,'A=0. Como A es, noetheriano se sigue de
i=1
A.13., que A es un A-moddulo de Artin. Por lo tanto A es un anillo de Artin. O

LEMA A.15. Sea A un anillo de Artin, entonces todo ideal primo de A es maximal.

DEMOSTRACION
Sea P un ideal primo de A y A =A/P. A es un dominio entero de Artin. Se probara
que A esun campo. Seabe A con b0, entonces

2 i i+1
<b>K2<b >X_"'Q<b>KQ<b > D

es una cadena descendente de ideales de A , luego existe neN tal que <b">K:<b”+l>K. De

aqui, b"=cb™" para algin ce A . Dado que A es un dominio entero, 1=cb y b es una unidad
de A . Por lo tanto A =A/P es un campo y P es un ideal maximal de A. O

LEMA A.16. Sea A un anillo de Artin, entonces A tiene solamente un namero finito de
ideales maximales.

DEMOSTRACION

Supéngase que A#0 y sea J el conjunto de todos los ideales de A que son
expresados como intersecciones de un numero finito de ideales maximales de A. Por la

condiciéon minimal, J tiene un elemento minimal J. Entonces existen ideales maximales

4 Se dice que un anillo es semilocal si tiene solamente un nimero finito de ideales maximales.
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mi,...,my, de A tal que J=m;N---~m,. Se afirma que my,....m, son los Unicos ideales
maximales de A. En efecto, sea m un ideal maximal de A, entonces

J=miN---Amp>mAmN---NmMye J.

Por la minimalidad de J en J, se tiene que
J=miN---AMp=mNm;N--- "My,

Luego miN---MMycmM y como m es primo, se sigue que M;cm para algin j con j=1,...,n.
Dado que m; y m son ideales maximales de A, se deduce que mj=m. Por lo tanto m,...,mj
son los Unicos ideales maximales de A. O

PROPOSICION A.17. Sea A un anillo de Artin, entonces existe teN tal rad(0)=0.

DEMOSTRACION
Considérese la cadena

rad(0)orad(0)*s--- orad(0)'srad(0) o -
t+i

Como A es un anillo de Artin, existe un nimero natural t tal que rad(0)""'=rad(0)' para cada
ieN; se afirma que rad(0)'=0. Supdngase lo contrario, considérese la familia

I={1]1 es un ideal de A e I-rad(0)'20}.

Entonces rad(0)'e 3 para cada ieN; ya que rad(0)'rad(0)'=rad(0)""'=rad(0)'£0. Como A es

de Artin, se sigue de la condicion minimal que J tiene un elemento minimal J. Como
J-rad(0)£0, existe acJ tal que rad(0)0, <a>,rad(0)#0 y <a>scJ. Por la minimalidad de

Jen J, se tiene que <a>,=J. Se observa que el ideal a-rad(0)' (=<a>4rad(0)") de A satisface
a-rad(0)'rad(0)'=<a>,rad(0)*'=<a>,rad(0)'=J-rad(0)'=0.

Dado que a-rad(0)'c<a>,=J, también se sigue de la minimalidad que a-rad(0)'=<a>,=J. En

particular a=ab para algin berad(0)'crad(0). Asi, existe reN tal que b'=0, y ya que

a=ab=(ab)b=ab’=---=ab'=0 se tiene que J-rad(0)'=<a>,rad(0)'=0, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto rad(0)'=0. o

Cuando un ideal | de un anillo A satisface |'=0 para algin teN, se dice que | es
nilpotente.

TEOREMA A.18. Todo anillo de Artin es noetheriano.
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DEMOSTRACION
Supoéngase que A#0; por A.15., todo ideal primo de A es maximal y por A.16., A

n
tiene solamente un nimero finito de ideales maximales my,..., m,. Como rad(O)zﬂ m, , por

i=1
la proposicion A.17., existe teN tal que rad(0)'=0. Luego m;"--- mntg(ﬂ m, )'=rad(0)'=0;
i=1
asi, m;'---my'A=0. Dado que A es de Artin, de A.13., se sigue que A es noetheriano. o

COROLARIO A.19. A es de Artin si y solo si A es noetheriano y todo ideal primo de A es
maximal.

DEMOSTRACION
La condicion necesaria se sigue de A.15. y A.16.. La condicién suficiente se sigue
de A.14..o

LEMA A.20. Sea A un anillo, P un ideal primo minimal de un ideal propio | de Ay S un
subconjunto multiplicativamente cerrado en A tal que SMP=, entonces S™'P es un ideal
primo minimal del ideal S'I de S™A.

DEMOSTRACION

Supdngase que existe un ideal primo £’ de S™'A tal que Sl c’'<SS'P. Luego
existe un ideal primo P’ del anillo A con SNP'=Z tal que S'P'=g’; entonces
Sl = S'P' ¢ S7'P .Tomando imagen inversa, se tiene que

lco'(S'Hce (S'P)=P' o (S'P)=P,

como P es un ideal primo minimal de |, se sigue que P'=P y S'P'='=S'P. Luego S'P es
un ideal primo minimal de S™'I. o

TEOREMA A.21. Sea A un anillo noetheriano e I=<X;,...,X,> un ideal de A. Entonces
hta(P)<n para todo ideal primo minimal P de I.

DEMOSTRACION (por induccién sobre n.)

Si n=0, I=0 y P es un ideal primo minimal del ideal cero, entonces hts(P)=0. Si n=1,
dado que el ideal maximal PAp del anillo local Ap es un ideal primo minimal del ideal
<x>aAp y htap(PAp)=ht,(P), sera suficiente probar el resultado para anillos locales (A, m)

y P=m. Supodngase que hta(m)>1, entonces existe una cadena P’"SP&m de ideales primos
de A de longitud 2. Como m es el tnico ideal maximal de A, y es un ideal primo minimal
del ideal <x>4, se tiene que M/<x>4 es el Unico ideal primo del anillo A/<x>,, luego por
A.14., A/<X>4 es un anillo de Artin. Considérese la n-€sima potencia simbdlica del ideal P;
es decir, PM=¢p(S'P ") (9:A — Ap el homomorfismo natural) que es un ideal P-primario
de A. Se observa que P™oP™ para cada neN. Como A/<x>4 es de Artin, se tiene
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(PD+<x> 0 )/<x> A D(PP+<x>4)/<x> 4D - - D(PMH<x>4) /<x> 4D -

Luego, existe keN tal que P®+ax>,=P* D+<x>4. Ahora sea reP®, entonces r=s+xc para
algin sepD y CeA. Pero xc=r-se P® con P® un ideal P-primario de A y X¢P ya que m
es un ideal primo minimal de <x>,; asi, ce P®. De esto se obtiene que P(k)=P(kﬂ)+<X>A,
pero Xem 'y PR/PED_mP®/P* D) Por el lema de Nakayama, se tiene que ph—ph),
Ahora, sea (S'IP)k:(S'lP)kH; nuevamente, por el lema de Nakayama aplicado ahora al
A, -modulo finitamente generado (S'IP)k, se sigue que (S'IP)k=O. De lo anterior, en el
anillo Ap, el ideal maximal S™P es nilpotente y como rad(P")=P para toda neN, S™'P esta

contenido en todo ideal primo de Ap. Esto Gltimo contradice que S"'P'SS'P sea una cadena
de ideales primos de Ap.

Supoéngase que n>1. Como |Ap es un ideal de Ap que puede ser generado por n
elementos, y como en el caso n=1, sera suficiente probar el resultado para anillos locales
noetherianos (A, m) con P=m. Sea P’ un ideal no maximal de P, entonces existe un ideal

primo P de A no maximal tal que P’ < P" y la cadena P""&m de ideales primos de A esta
saturada. Se afirma que para un ideal primo Q de A no maximal, la cadena de ideales

primos esta saturada y hta(Q)<n-1. Para el ideal Q, se tiene que I£Q, luego existen
elementos Xi,...,Xpel con XngQ e I=<Xy,...,X,>. Ahora, m es el unico ideal primo de A que

contiene a Q+<X,> y asi, por la proposicion A.14., el anillo A/(Q+<X,>4) es un anillo local
de Artin. Por A.17. y A.15. y del hecho de que rad(0)=nP, (P ideal primo de A) su ideal
maximal m/(Q+<X,>4) es nilpotente. Luego existe keN tal que Xike(Q+<Xn>A) para cada
i=1,...,n-1. Entonces existen Q,...,0n.1€Q y ai,...,an.1€A con Xik:qi +aijX, para cada

i=1,...,n-1. Se observa que <Xi,...,X;>aCQ; se probara que Q es un ideal primo minimal
de <Q15.-e5 01> - Sea K:A/<q1,...,qn_1>g; luego todo ideal P’ de A que contiene todas
las qi,...,0n.1, Xn contiene también a Xi,...,Xn, asi, m es el unico ideal primo de A que
contiene todas las (i,...,Qn.1, Xn. De esta forma, el ideal maximal m/<q,...,Qn.1>a del
anillo A es un ideal primo minimal de ideal principal <xn> . Por el caso n=1, se tiene que
htA(m/<q1,...,qn_1>X)§1, de esto Q es un ideal primo minimal de <Qi,...,0n-1>5 O la
cadena Q/<q1v-"vqn-1>x';m/<Q1v-"=q“-1>x de ideales primos del anillo A puede ser

extendida hacia abajo. Por lo tanto se sigue de la hipdtesis de induccion que hta(Q)<n-1. o

Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene que todo ideal primo de un
anillo noetheriano tiene altura finita y en consecuencia todo anillo local noetheriano tiene
dimension finita. Por otro lado, si P y P’ son ideales primos de un anillo noetheriano A con
P&P’, entonces hta(P)<hta(P’) y hta(P)=hta(P’) si y so6lo si P=P’. También si

P12P,2--- 2P, es una cadena descendente de ideales primos de A, entonces se tiene que
n<hta(P1)+1 lo cual significa que A satisface la condicion de cadena descendente.

OBSERVACION A.22. Sean IcP ideales de un anillo noetheriano A con P un ideal primo
de A. Si hta(l )=hta(P), entonces P es un ideal primo minimal de I.



161

DEMOSTRACION
Supoéngase que P no es un ideal primo minimal de |. Entonces existe un ideal primo

minimal P’ de | tal que IcP'&P. Por los comentarios hechos antes de esta observacion,
hta(l )<hta(P")< hto(P), lo cual contradice la hipotesis. O

LEMA A.23. Sean H, H; y H, grupos aditivos contenidos en un cierto grupo G. Si
HcH;UH,, entonces HCH; o HCH..

DEMOSTRACION

Supdngase que HEH; y HZH,, entonces existen elementos hyeH \ H; y hoeH \ H,.
Como HcHUH; se tiene que hyeH, y hoeH;. Como h;+h,eHcH{UH,, luego h;+h,eH; o
h;+h,eH, pero ninguna de las dos situaciones es posible ya que h;=(h;+h;)-h,eH; o
h,=(h,+h,)-h; eH, conducen a contradicciones. Por lo tanto HCH; o HcH,. o

PROPOSICION A.24. Sean |i,..., I, con n>2 ideales de un anillo A tal que a lo mas dos
de ellos son no primos. Sea B un subanillo de A (B puede no tener al neutro multiplicativo

de A) con BgU P, entonces Bcl; para algin j=1,...,n.

i=1

DEMOSTRACION (Por induccion sobre n)

n=2 se sigue directamente del lema A.23.. Supongase que el resultado es valido para
K+1

n=k con k>2 y se desea probarlo para n=k+1. Se sabe que BgU l., y que a lo mas dos de
i=1
los ideales Ii,...,lks1 son no primos. Supongase que Il es un ideal primo y que

BZhLubu-- Ul Ul U UlUle para toda j=1,...,n, entonces existen elementos

aj, dz,..., k] €N el ideal A tal que aleB\|2U|3U"'U|kU|k+1, aeB\l1ulu--- UlkU|k+1,...,
K+1
a1 €B\Lulu--- Ululy P, Dado que BgU l,, se tiene que a;€ly,..., a1 €lk1. Como

i=l

k
lks1 es un ideal primo en A, se sigue que a;---axglk:1, luego a;---ake ﬂ( i\ ) y
i=1
a1 €\ [HulU--- Uly. Considérese el elemento b=a, --- axtax:1, entonces bely ya que
de lo contrario &, - - ax=b-a+1 € lx+1 lo cual es una contradiccion. También, b¢l;j, para algun j
en {1,...,k} ya que si belj, para cada j=1,...,k implicaria que ay;=b-a;--- akel;j lo cual no
puede ser posible. Pero beB ya

K+1
que a,...,a:1€B y asi, se tiene una contradiccion a la hipotesis de que Bc;U I, . Luego
i=1
existe al menosun jen {1,...,k+1} tal que Bcliul,u--- Ul Ul U -+ Ul Ul Usando la
hipotesis de induccion se obtiene que Bclj para algin i en {1,..., k+1} O

A continuacion se probara el inverso del teorema A.21..

4 Si Py:1 no es un ideal primo, se elige un ideal primo P con i en {1,..., n} y reindizando se escribe este ideal en la posicion k+1.
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TEOREMA A.25. Sea A un anillo noetheriano y P un ideal primo de A. Si hty(P)=n,
entonces existe un ideal | de A generado por n elementos tal que IcP y hta(l )=n.

DEMOSTRACION (por induccién sobre n.)

Para n=0, se elige I=0. Sea n>0 y Py&P&--- EPn.1 &Py una cadena de ideales
primos de A con P,=P. Como hta(Pn.1)<hts(P), se tiene que hta(Pn.;)<n-1 mientras que
hta(Pn.1)> n-1 en virtud de la cadena anterior. Entonces por la hipdtesis de induccion
aplicada al ideal Pp, existe un ideal propio J de A tal que J=<ai,...,an.1>, JCPn1 ¥y

hta(J)=n-1. Por la observacion A.22., P, es un ideal primo minimal de J y como tiene un
numero finito de ideales primos minimales, se sigue del teorema A.21., que todos los
ideales primos minimales de J tienen altura n-1. Sean Qi,..., Q: los ideales primos

minimales de J. Por A.24., se tiene que PZPp.uUQuU---UQ:. Si esto no fuera el caso, se

seguiria de A.24., que PEP,.; o PEQ; para alguna i=l,..., t. pero ninguna de estas
posibilidades puede ocurrir ya que

hta(P)=n, hta(Pn.1)=hta(Q1)="--=htA(Qp=n-1.
Por lo tanto existe un elemento
A eP\(Pn.1LQuU - - - UQy).
Definiendo
I=<ay,...,an>a=<ai,..., an.1>at<ap>a;

se probara que el ideal | tiene las propiedades deseadas. Es claro que | es generado por n
elementos e I=J+<ap>acPn1+PcP; luego restara probar que hta(l )=n. Como JcIcP,
hta(J)=n-1y hta(P)=n, se sigue que hta(l ) es n-1 o n. Si hts(l )=n-1, existe un ideal primo
minimal P" de | tal que hta(P")=n-1. Ahora JcIcP' y hta(J)chta(P")=n-1. Luego se sigue
de A.22., que P’ es uno de los ideales primos minimales de J, esto es, P’ es uno de los
ideales primos minimales Py.j, Q1,..., Q. Pero esto no es posible ya que a,elcP’, donde a,

no pertenece a ninguno de los ideales Py.;, Q1,..., Q. Por lo tanto hta(l)=n. o

Como una consecuencia de esta proposicion se tiene

OBSERVACION A.26. Sea A un anillo noetheriano, IcP ideales de A con l=<x,...,X»> y
P un ideal primo de A. Entonces hta (P/l )<hta(P)<htas(P/1 )+n.

DEMOSTRACION

De A.2., se sigue que htai(P/l )<hts(P). Ahora, sean Xi,..., X, generadores de | y
considérese A=A/l; supongase que htas(P/l )=t. Por la observacion A.22. y el teorema
A.25., existen elementos a;,...,a:€A tal que en el anillo A, el ideal primo P/l es un ideal

primo minimal de <a,,...,a>. Ahora, como <a,,...,ax>=(<ay,...,a>+l)/l, por la biyeccion
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que existe entre ideales primos P en A e ideales primos P/l en A con IcP, y como dim(A)

es el supremo de longitudes de cadenas Py&EP;&--- &P, de ideales primos de A que
contienen a | (ver A.2.), se sigue que P es un ideal primo minimal del ideal
<ai,...,aptl=<ar,...,ap>+<Xi,...,Xp> que es generado por t+n elementos. Por el teorema

A.21., hta(P)< t+n y dado que hta(P/l )<hto(P) se sigue el resultado. O

OBSERVACION A.27. Sea (A, m) un anillo local noetheriano, entonces
dim(A)=min{neNu{0}| existen aj,...,a,€A con <ay,...,as> M-primario}.

DEMOSTRACION
Supongase que n=min{neNU{0}| existen elementos a;,...,a,€A con<ai,...,as

m-primario}. Se sigue de la observacion A.1. que dim(A)=hta(m) y del teorema A.21. que
dim(A)<n ya que un ideal m-primario tiene a m como su Unico ideal primo minimal. Por
A.22.y A.25., existe un ideal primo Q de A que tiene a m como un ideal primo minimal y
es generado por dim(A)=hta(m) elementos. Como todo ideal primo de A esta contenido en
my mes el unico ideal primo asociado, se sigue que Q es m-primario y existe un ideal
m-primario de A que es generado por dim(A) elementos con dim(A)>n. o

Sea (A, m) un anillo local noetheriano de dimension d. Por un sistema de
parametros para A se entiende un conjunto de d elementos de A que generan un ideal
m-primario. Si (A, m) es un anillo local noetheriano de dimension d y ay,...,a;em, se sigue
de A.1., que dim(A)=hts(m) y dim( A )=hts(M ) donde A =A/<ay,...,.ap>y M=m/<ay,...,ap.
Luego, de A.26., se tiene que

dim(A)-tsdim(K)sdim(A) .............................................. (1)

Si ay,..., atem son elementos de un sistema de parametros para A, entonces

PROPOSICION A.28. Sea (A, m) un anillo local noetheriano de dimensién d. Entonces
{ai,..., a} es un subconjunto de un sistema de pardmetros donde todos los elementos son
diferentes si y solo si dim( A )=dim(A)-t con A =A/<a,...,a.

DEMOSTRACION (=)
Supdngase que t<d y que existen a,...,a4em tal que ay,...,a, at1,...,a3 forman

un sistema de parametros para A. Esto significa que <ai,...,a¢> es un ideal m-primario de
A. Entonces <&,,,...,d, > es un ideal M -primario de A . Por A.27., dim( A )<d-t, pero se
sigue de (1) que dim( A )>d-t.

(<)

Supongase que dim( A )=d-t, entonces t<d y por A.27., existen a1 ,...,a¢em tal que
{a,,...a,} es un sistema de parimetros para el anillo A. Esto significa que el ideal

<ap,...,a, ag+1,...,a¢> /<aj,...,a> es un ideal M -primario de A. Luego <aj,...,a4> es un
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ideal m-primario de A. De A.27., se sigue que {a,,...,84} con ai,..., a; todos diferentes, es
un sistema de pardmetros para A. O

Si (A, m) es un anillo local noetheriano de dimension d y K=A/m su campo residual,
se sigue del hecho de que dimg(m/m*) es el numero de elementos en cada conjunto
generador minimal para m, que m es generado por al menos dim(A)=d elementos (ver
A.27.) y A es un anillo local regular (se recuerda que un anillo local noetheriano (A, m) es
un anillo local regular si dim(A)=dimk(m/m?) ). Si A es un anillo local regular y los

elementos a;,...,a4em generan a m, ello es equivalente a que a1+m2,. ..,ag +m? formen una
base en el K-espacio vectorial m/m*. También, si A es un anillo noetheriano y P un ideal
primo de A con hty(P)=n y P=<a,...,a,>, entonces la localizacion Ap es un anillo local

regular de dimension n, esto se sigue del hecho de que la localizacién Ap es un anillo local
noetheriano, tiene dimension n y su ideal maximal PAp=<a,,...,a,>Ap=<ai,...,a> A, ©S

generado por n elementos.

LEMA A.29. Si (A, m) es un anillo local noetheriano de dimension d, K=A/m su campo
residual y xem \' m?. Entonces dim_ (m/m*)=dimg(m /M *)+1, donde K=A/m es el campo

residual del anillo local noetheriano A =A/<X>A y M =m/<x>4 su ideal maximal.

DEMOSTRACION

Supoéngase que dimi(nﬁ/ m 2):n. Sean a;,...,a,em elementos tal que sus imagenes
a;+m?,...,a;tm* forman una base para el K-espacio vectorial m/M? Luego
a,;+m’ yenns an+m? generan al ideal M, entonces

M =M/<X>p=<a+M’, ..., artM™>A=(<ay ..., ap>aA+<X>4)/<X>A.

y se sigue que M=<a,,...,a>a+t<x>a. Asi, el K-espacio vectorial m/m? es generado por
a;+m’,...,a,+m’. Resta probar que estos n+1 elementos son linealmente independientes
sobre K. En efecto, supongase que by,...,by,ceA son elementos tales que en el K-espacio

vectorial m/m?, > (by+m)(artm?)+(c+m)(x+m*)=0. Entonces Y  ( b+ )(& +m *)=0. Pero

i=l i=l

a+m?,...,a+m’ son linealmente independientes en K 'y asi, b ,...,b em vy

n
bi,...,bhem. De Z:aibi +cxem’ se tiene que CXxem’, entonces Cem ya que si Cgm, C seria
i=1
una unidad de A 'y x=¢"'cxem? lo cual no es posible. Por lo tanto a1+m2,...,an+m2, x+m?
son linealmente independientes en K. 0

OBSERVACION A.30. Sea (A, m) un anillo local regular con campo residual K=A/m y
xem\ m?. Entonces A =A /<x> es un anillo local regular de dimension dim( A )=dim(A)-1.
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DEMOSTRACION
De A.26., se sigue que hta(M)=hta(m)-1 con M=m/<x> el ideal maximal de A .
Como dim(A )=ht; (M) se tiene dim_(M/M *)2dim(A )=ht (M )=ht; (M )-1=dim(A)-1

donde K=A /i es el campo residual de A . Pero de A.29. y dado que A es regular, resulta
que dim(A)-1=dimg(m/m?)-1=dim_ (M /M *)+1-1. Luego

dimy (M /m %)>dim( A )>dim(A)-1=dim_(fi/m?),

esto es, dim(A )=dim(A)-1 y dim(K):dimE(rﬁ /M ?), lo cual significa que A es un anillo

local regular de dimension dim(A)-1. o

Sea A un subanillo de un anillo B; como se recordara, un elemento XxeB es entero
sobre A si X satisface X +a;x"+---+a,=0 con aieA, i=1,...,n. Claramente todo elemento
de A es entero sobre A. El conjunto X de todos los elementos de B que son enteros sobre A,
se denomina cerradura entera de A en B y es un subanillo de B que contiene A. Cuando
X=A, se dice que A es enteramente cerrado en BY. Sea ¢:A—B un homomorfismo de
anillos y M un B-moédulo; a M se le puede dar una estructura de A-modulo donde la

operacion de multiplicacion escalar se define como -:AxM—M; (a, m) — ¢(a)m; de esta

forma, se dice que M es considerado un A-modulo por medio de ¢ o por restriccion de
escalares. También se dice que un A-mddulo M es fiel si Ann(A)=0.

PROPOSICION A.31. Sea A un subanillo de un anillo B y xeB. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

i) X es entero sobre A.

i) el subanillo A[X] de B es finitamente generado como un A-mddulo.

iii) existe un subanillo A’ de B tal que A[X]SA’; A’ es finitamente generado como
un A-modulo.

Iv) existe un A[x]-moédulo fiel que es considerado como un A-médulo por restri-
ccion de escalares

DEMOSTRACION

i) = ii) A[X] es generado como un A-médulo por el conjunto {X | ieNU{0}}.
Entonces existe meN y ap,..., ami€A tal que X™tan X" '+---+a;x+ap=0, esto es,
X"eA[1,X,...,x"™"] lo cual implica que X"€A[1,X,...,x™"] para n>m. Sera suficiente probar
que X" "e<l, X,...,x™">4 para toda neNU{0}. Luego existe un niimero entero no negativo
con X"(X™anm. X"+ - +a;x+ag)=0, esto es, X" "=-(anX"+--- +a;x™ ™). Por induccién sobre
n se tiene que, efectivamente, todas las potencias positivas de X estan en el A-moédulo
generado por 1,X,.. .X™! Por lo tanto, A[X] es generado (como A-mddulo) por 1, X,... X™!
1) = iii) Se sigue al tomar A’=A[X]. iii) = iv) Tomando M=A’, el cual es un A[x]-mddulo
fiel ya que ae(0:, A") implica alx=0. iv) = i) Sea M un A[X]-mddulo fiel que es

D Como se recordara, un campo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante en K[X] tiene una raiz en K. Luego
enteramente cerrado implica algebraicamente cerrado pero no reciprocamente.
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finitamente generado como un A-modulo. Dado que XMcAM, existe NneN y aj,...,an€A

tal que X"+a,;x""'+--- +a,(0: M)=0. Luego X es entero sobre A. O

Si K es un campo, una valoracion discreta es una funcion v:K\{0}—>Z que
satisface

) V(xy)=v(x)+v(y)

i) v(x+y)=min[v(x), v(y)].

El conjunto constituido por 0 y todos los xe K\ {0} con v(X)>0 es un anillo de
valoracion, llamado anillo de valoracion de v. Un dominio entero A es un anillo de
valoracion discreta si existe una valoracion discreta V de su campo de cocientes K tal que
A es el anillo de valoracion de v. A es un anillo local y su ideal maximal m es el conjunto
de todas las xeK tal que v(X)>0. A continuacién se establece la conexion que existe entre
anillos de valoracion discreta y anillos locales regulares.

PROPOSICION A.32. Sea (A, m) un dominio entero local noetheriano de dimension 1.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) A esun anillo local regular.

i) Todo ideal no cero de A es una potencia de m.

iii) existe acA tal que cada ideal no cero de A es de la forma <a*>, para algtin

keN\{0}.

iIV) A es un anillo de valoracion discreta.

V) A es enteramente cerrado.

vi) m es principal.

DEMOSTRACION

i) = ii) Sea | un ideal de A diferente de cero. Por A.10., se sigue que m"cl para
algtin neN. Por A.19., el anillo A/m" es de Artin y su ideal maximal es principal, | /m” es
una potencia de m/m” e | es una potencia de m. ii) = iii) Por A.11., m=#m?, esto es, m*cm.
Sea aem \ m?, por hipotesis <a>=m" para algiin neN. Como agm?, se tiene que n=1 y asi,
m=<a>. Dado que todo ideal no cero de A es una potencia de m, se sigue que cada ideal no
cero de A tiene la forma <a“>=m" para algan keNU{0}. iii) = iv) Como m=<x>, por A.11.,
X>#<x*!>. Sea aeA con a0, luego <a>=<x> para exactamente un valor de k. Sea
v:K—Z, v(a)=k y se extiende v a K\{0} definiendo v(a/b)=v(a)-v(b). v esta bien definida, es
una valoracion discreta, y A es un anillo de valoracion de v. iv) = V) Sea xeK entero sobre
A, entonces X™ta;x"'+---+a,=0 con aieA, i=l,...,n. Si X estd en A, la demostracion
termina; si el inverso X' €A, entonces X=-(a; +a,x'+---+ax' )€ A. v) = Vi) Sea aem con
a=0. Por A.10., <a> es m-primario y contiene una potencia de m. Sea n el menor ieN tal

que m'c<a>, entonces m"'¢<a>. Sea hem™' pero bg<a> y x=a/beK con K el campo de
funciones de A. Se observa que X'=a/beK\A (ya que be<a>). Luego, por hipétesis X' no
es entero sobre A. También se observa que X 'm={X'r | rem} es un A-submédulo del
campo K y X'mcA ya que bmcm"c<a>. Luego x'm es un ideal de A; se afirma que
x'm=A. En efecto, supongase lo contrario; entonces X 'mcm, esto significa que el
A-moédulo finitamente generado m es cerrado bajo la multiplicacion por elementos del
subanillo A[x"'] del campo K y asi, tiene una estructura natural como A[X"']-médulo. Como
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A es un dominio entero, por A.31., m es un A[X']-médulo fiel y entonces X es entero
sobre A., luego X 'm=A. Por lo tanto m=<x>. vi) = i) Por A.4.,se tiene que dimg(m/m>)<1 y
por A.11., se sigue que m/m*-0. Luego dimg(m/m?)=1. o

Se sabe que no todo anillo local noetheriano es un dominio entero. Pero en el caso
de los anillos locales noetherianos que son regulares esto si es cierto. Antes de ver esto, se
prueba el siguiente

LEMA A.33. Sea (A, m) un anillo local noetheriano que no es un dominio entero y P=<x>
un ideal primo de A. Entonces P es un ideal primo minimal del cero, esto es, ht(P)=0.

DEMOSTRACION
Supoéngase que P no es un ideal primo minimal de cero, entonces existe P'cP ideal

primo de A. Se observa que x¢P’ 0 PcP’ lo cual no es posible; se afirma que P'SP" para
cada neN. Por induccion sobre n; se observa que para N=1 se cumple. Ahora, sea aeP’,
como P=<x>, se tiene P"=<x"> y existe beA tal que a=bx". Como acP’ y xgP’, se sigue

que beP'SP, luego a=bx"eP™"; asi, se ha probado que P’gﬂ P" . Por el teorema A.8.,

n=1

P’=0 pero esto contradice el hecho de que A no es un dominio entero. O
TEOREMA A.34. Todo anillo local regular es un domino entero.

DEMOSTRACION

Sea (A, m) un anillo local regular de dimension d, la demostracion se hace por
induccion sobre d. Si d=0, m es generado por 0 elementos y m=0, luego A es un campo y
por tanto un dominio entero. d=1, se sigue de A.32.. Supdngase que d>1 y que el resultado
es cierto para todo anillo local regular de dimension < d. Supongase también que A no es

un dominio entero. Dado que dimg(m/m?)=dim(A)=d>0 se tiene que m>*<m. Sea xem\m?,
Por el lema A.30., A /<x>4 es regular de dimensioén d-1. Por la hipotesis de induccion, se
tiene que <x>4 es un ideal primo de A y por A.33.,se sigue que ht(<x>4)=0, esto es, <X>4 es
un ideal primo minimal de cero. Luego existe solamente un numero finito de ideales primos
minimales de cero; sean P,,...,Ps tales ideales primos minimales de cero, entonces

m\m?c Pu---UP y mgm2UP1U-~-UPS. Por A.24., se deduce que mem? o mcP; para

algiina i con 1<i<s. No obstante, ninguna de las dos es posible: M&m? es una contradiccion
al hecho de que m’Sm y mcP; para algin i=1,....,n significaria que
d=dim(A)=ht(m)<ht(P;)=0 lo cual también es una contradiccién. Por lo tanto, A es un
dominio entero. O

Sea (A, m) un anillo local regular de dimension d. Un sistema regular de
parametros para A es un conjunto de d elementos que generan a m. Se termina este
apéndice con el siguiente resultado que generaliza la observacion A.30..
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PROPOSICION A.35. Sea (A, m) un anillo local regular de dimension d> 0, {Xi,...,Xq}

un sistema regular de parametros para A. Entonces A =A/<X;,...,X> es un anillo local
regular de dimension d-i para toda i=1,...,dy
0E<XI>E<XK], Xo> G+ G<X e, Xi>GE s G<K Y yenn s X

es una cadena saturada de ideales primos de A de longitud d.

DEMOSTRACION
Sea ie{l,...,d}, por A.28., el anillo A tiene dimensién d-i y su ideal maximal

M =M/<Xi,...,Xi> es generado por d-i elementos X, ,..., X,. Luego A es un anillo local

regular y por A.34., es un dominio entero. Entonces el ideal <Xj,..., Xi> es un ideal primo de
A para cada i=1,...,d. Como dim( A )=d-i para toda i=1,...,d, se sigue que

0E<X>E<X, Xo> G s G<X L., Xi> G s S<XK e, Xd>

Asi, se tiene una cadena de ideales primos de A y es saturada porque su longitud es
dim(A)=d. o
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APENDICE B

TEOREMA B. Sea (f;) una sucesion de funciones diferenciables f;:UcR" — R, U abierto
y conexo. Si
(i) existe al menos un Xoe U tal que la sucesion (f,(Xo)) converge en R y
(i) para cadaxeU y para toda vecindad esférica By(X) contenida en U, la sucesion
de derivadas (Df,) converge uniformemente en B(X) a una funcion g.

Entonces para cada xeU, la sucesion (f,) converge uniformemente en By(X) a una funcion f
que es diferenciable en U y g(X)=Df(X) para todo xeU.

Para la demostracion véase: Dieudonné, J., Fundamentos de Analisis Moderno,
Editorial Reverté. (8.6.3) pagina 159.

APENDICE C

LEMA (de Malgrange) Existen constantes C,>0 que dependen tinicamente de keN" con la
siguiente propiedad: Si K es un subconjunto compacto de R" y £>0 es un niimero real,
entonces existe una funcion C* o, en R" la cual satisface:

1) a.=1 en una vecindad de K, a,; =0 si d(x, K)>¢ y 0<a.<1.

2) Para cada xeR" y para toda k, |D kOLg(X)|SCk /e,

Para la demostracion, véase (lema 3.3.) en [18], pagina 77 o (lema 4.2.) en [14], pag 11.
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APENDICE D.

DETERMINACION DE GERMENES.

Las propiedades cualitativas de una funcion f:R"—>R en una vecindad V(Xo) de un
punto Xo en R", usualmente son determinadas analizando los primeros términos del
desarrollo en series de Taylor de f en torno a X.

f (X()+ h):f (X0)+f (X()) 1+f (X0)2+ oo+ (X())k+ cen

donde f(Xo) es el término constante de f y fj(Xo) viene dado como

o' f (x,) h' o
fj(XO) = ZTIOF, I= (Ila'--aln),

I|=j.

El proceso de determinar las propiedades cualitativas de una funcion f cuando su
desarrollo en series de Taylor puede ser truncado en algun término de cierto grado, es
llamado el problema de determinacion.

Como se recordard (ver capitulo 4), &(n) es el anillo de gérmenes en cero de
funciones en C*(R", R). £(n) es un R-espacio vectorial de dimension infinita y un anillo
local con ideal maximal m(n) que consta de los gérmenes en &(N) que se anulan en cero
(ver observacion 4.2.2.). También, para el anillo €(n) se definieron J(n)*=E(n)/m(n)<*",
J(ny=m(n) /mn)*"' y ¢*:£(n) > J(n)*, donde F(n)* es el espacio de k-jets en cero de
gérmenes en &(n) que es isomorfo al anillo de polinomios en n indeterminadas con
coeficientes en R de grado < k. El producto de los m factores £(n)x---x&(N) es isomorfo al
R-espacio vectorial de dimension infinita €(n, m) de los gérmenes en cero de funciones en
C*(R",R™.

Sea G(n) en €(n, n) el conjunto de los gérmenes en cero de difeomorfismos locales
que mandan cero en cero. Si f, geG(n) se define la composicion de f y g escrita fo g como la
clase de la composicion de los representantes f y g. G(n) con esta operacion es un grupo

donde el germen de la identidad es el neutro, y el inverso de un germen geG(n) es el
germen g (ya que el representante g es un difeomorfismo). El espacio de k-jets en cero de

gérmenes en &(N, M) que se denotara por J(n, m)* es isomorfo al producto de m factores
F(n)x---xI()*. Como J(n)* (=E(n) /m(n)**") es un espacio vectorial de dimension finita,
J(n, m)* también es un espacio vectorial de dimension finita. Si f=( f;,...,fy) es un germen

en J(n, m)¥, entonces el k-jet en cero de f viene dado como

FO=I )., $ ().
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Sea G(n)* el conjunto de k-jets en cero de gérmenes de difeomorfismos de R" que se

anulan en cero. En G(n)k se puede definir una operaciéon * como sigue: si f;, f,eG(n),

FKE)* I (F)=9 (fief2).

* estd bien definida ya que si f;, ,eG(n), entonces fiof,eG(n); luego $( fiof, )eG(n)~.
Como 9%( f;of, ) involucra solamente derivadas parciales de orden < k de los gérmenes f; y
f,, entonces ¢¥( fiof, ) coincidird con $%( gi°g, ) para aquellos gérmenes g1, g€ G(n) tal que
@)=9(f1 ) v $(9)=9"(f, ). Asi, * no depende de los representantes. Como la
composicion de gérmenes es asociativa, se sigue que * es asociativa. El elemento neutro de
G(n)* es el k-jet de la identidad en E(n, n) y si $5(f) es cualquier otro elemento de G(n)¥, el
k-jet #4(f 1) es el inverso de %) ya que $X( f)x 5 =¢*( fof 1)=¢X(id). Asi, se puede
escribir (£ H=¢%(f)"; de esta forma (G(n)¥, *) es un grupo.

DEFINICION D.1. Un grupo de Lie es un grupo que también es una variedad
diferenciable y las operaciones de grupo; (X , y) —> Xy, X = X' como funciones son C*.

Sea G un grupo de Lie. (H, @) es un subgrupo cerrado de Lie de G si H es un grupo
de Lie, (H, ¢) es una subvariedad de G, ¢:H—G es un homomorfismo de grupos y ¢ (H)
es un subconjunto cerrado de G. A continuacion se prueba que G(n)k es un grupo de Lie. La

operacién * vista como una funcién es C”; en efecto, sean f, geG(n) con f=( f;,...,f,) y
9=(91,...,9n), entonces 95 ), $Xg)eG(n)*. Serd suficiente probar que en cada
coordenada, * depende polinomialmente de las derivadas parciales en cero de ordenes < k

de los gérmenes fi, gi; i=1, 2,...,n. Del isomorfismo que existe entre J(N) y el anillo de
polinomios en n indeterminadas con coeficientes en R de grado <K, se tiene que

REA e (UL ST it TURS

0<| 1]k aXl I! 0<[T|<k 8X[ I

........................ (1)

Del isomorfismo, de (1)y dado que $X(f)* 9% 9)=(F"(fi°g),..., ¥ f.°Q)), se sigue que
95(fi°g), coincide con el k-jet de

s 10 6Oy Zléjgi(mx_”
~1 x| Sa9I o )

1| 1]
i=1, 2,...,n, el cual depende polinomialmente de los coeficientes %8 afil(o) y %8 agij(o)
! X ! X

para cada par de indices i, j=1, 2,...,N.
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Como los elementos de G(n)k son los k-jets en cero de gérmenes de difeomorfismos

en R", esto es, de gérmenes en E(n, N) que se anulan en cero, entonces G(n)k esta contenido
en el R-espacio vectorial de dimension finita J(n)kx--- xJ(n)k;J(n, n)k. Como el k-jet del
germen constante cero no pertenece a G(n), esta contencion es propia, es decir,
G(N)*€I(N)*x--- xJ(n)*. Dado que G(n)* puede ser identificado con el grupo lineal general
GL(n, R); el grupo de todas las matrices no singulares reales nxn . GL(n, R) se considera
como un subconjunto de R" y es abierto en R" (como la funcién determinante det: R"—>R
es un mapeo polinomial, se tiene que det”(R\{0})=GL(n, R) es abierto). Luego G(n)k es un
conjunto abierto en la variedad diferenciable J(n)k><~-- ><.J(n)k 2 y por tanto G(n)k es una
variedad diferenciable de dimension finita. Asi, se tiene el primer resultado.

PROPOSICION D.2. G(n)* es un grupo de Lie de dimension finita.

DEMOSTRACION
De la siguiente afirmacion: Si G es un grupo y una variedad diferenciable y la

operacion de grupo (X, y)—>xy vista como una funcién es C*, entonces x—x ' también es

C”, se sigue el resultado. O

Otros resultados de la teoria de grupos de Lie que seran necesarios aqui y cuya
demostracion se omite (para las demostraciones ver [17] y [19] ) son los siguientes:

TEOREMA D.3. Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de Lie, G/H={aH} clases
laterales izquierdas y m:G — G/H la proyeccidon natural. Entonces G/H tiene una unica
estructura de variedad diferenciable tal que 7 es una sumersion C*. o

Se recuerda que una accion de un grupo G en un conjunto M es una funcion de MxG
a M que satisface que i) Xe=X para cada xeM vy ii) x(fg)=(xf )g para toda xeM y cada f,
geG. Esta accion, induce una particion en el conjunto M y a las clases de equivalencia se
les denomina Orbitas de M bajo el grupo G, y se denotan como XG para Xe M.

TEOREMA D.4. Sea G un grupo de Lie que actia en una variedad M
y XoeM. Si m:G — G/ESt(Xg) (con Est(Xo) el estabilizador de Xy )y [0)
©:G — XoG es el mapeo orbita. Entonces existe una tnica ¢ tal que G —x0G

el siguiente diagrama conmuta y ¢ es una inmersion 1 a1y por
consiguiente es una subinmersion. O T [0}

Como una consecuencia de este teorema, se tiene el G/Est(Xo)

D Los k-jets en G(n)* tienen término constante cero y por el teorema de la funcion inversa, sélo dependen de la parte lineal. Luego, se le
puede considerar como una matriz invertible nxn, esto es, como un elemento en el grupo GL(n, R).

 Se sabe que todo espacio vectorial de dimension finita es una variedad diferenciable y que todo abierto en una variedad diferenciable
es una variedad diferenciable.
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COROLARIO D.5. Con las hipotesis del teorema anterior; ¢ tiene el mismo rango
constante en cada una de las componentes conexas. O

Se dice que dos gérmenes fy g en el anillo £(n) son k-equivalentes escrito f ~ g si

}k( f)= j’k( 0). La relacion ~ es una relacion de equivalencia. Se observa que
1) si f —¢ g, entonces f-gem(n)k+l y

2) f+c ~ g+c para todo germen constante € en &(n).

Dos gérmenes fy g en el anillo £(n) son equivalentes por la derecha, lo cual se
escribe f ~p g si existe un germen HeG(n) tal que g=f°H. La relacion ~p es una relacion de
equivalencia. Se observa que si f ~p @, entonces f +¢ ~p g+C para todo germen constante C

en &(n). La accion del grupo G(n) sobre el anillo €(n), ¢:E(N)xG(n)—E&(N) induce como ya

se sabe una particion en €(n), donde las clases de equivalencia son las clases dadas por ~p.
La clase de equivalencia de f es la Orbita de f bajo el grupo G(n) y se escribe O, esto es,

Or={ge&(n) | f~p g}. Entonces f ~p g si y solo si O =0y.

DEFINICION D.6. Un germen fe £(n) es k-determinado si para cada ge &(n), con f~y g,
se tiene que f~p g.

De D.6, se sigue que si fe E(n) es k-determinado, entonces f es |-determinado para

toda k< |. Se observa que si fe E(n) es k-determinado y f ~¢ g, entonces g es k-determinado.
Lo mismo se cumple si f ~p g. En efecto, si g ~x hy f —¢ g, se sigue que f — h. Dado que f
es k-determinado; f ~p g y f ~p h, luego g ~p h y g es k-determinado. Asi, que f ~p g,
significa que g=fH para algin HeG(n), luego $Xg)=¢"(f-H) y g ~« f-H. Si g ~ h,
entonces foH ~ h y ¢X(feH)=¢%(h), de esta forma

JKEHFE D=9 g @™,

esto es, 9% f)=¢ (heH™). Como f es k-determinado, se sigue que f ~p heH'; de h ~p hoH!
se tiene f ~p h. Dado que g —p f, se sigue que g ~p h; asi, g es k-determinado. También,
fe&(n) es k-determinado, sera equivalente a que f+c es k-determinado para todo germen
constante C. Sea fe&(n) un germen y {Xi,...,X,} un sistema de coordenadas en R";
considérese el ideal en &(n) generado por las parciales of/0x;, j=1, 2,...,n. Este ideal, se
denomina ideal jacobiano y es denotado como

o o

A( f ):< aXl ,...,TXH >8(n)



174

of
Sea Ay( f
ea()<xl

respecto a dos diferentes sistemas de coordenadas. Sea HeG(n) el germen del
difeomorfismo H:R"—>R" tal que H(y,...,Yn)=(Xi,...,Xn), entonces foH es un germen en

>em Y Ay( =< g;: >emy, 1, J=1, 2,..., n el ideal jacobiano de f con

&(n) y por la regla de la cadena se tiene que

o g o

oy, Tox oy,

Dado que 0f/0xie Ax(f ) para toda i=1,...,n y como OXi/0yj es un germen en &(n), entonces
of /oy, e A, f para toda, j=1, 2,...,n. De esta forma se tiene que Ay(f )cA«(f ); la otra

contencion es analoga; asi, se ha obtenido que el ideal jacobiano de un germen f, A(f ) no

depende del cambio de coordenadas. También, se observa que A(f )=A(f +¢) donde ce &(n),
€s un germen constante.
Sea A el conjunto de gérmenes en (0, ty) de funciones en C*(R"xR, R). Como en el

caso del anillo €(n), A es un anillo local y su ideal maximal a consta de todos los gérmenes
en A que se anulan en (0, ty). Sea m:R"xR — R"; m(X, t)=x la proyeccién canonica;  induce
un homomorfismo inyectivo n":&(n) — A; f > foH. Asi, cuando se trabaje con el ideal

m(n)* en E(n), 7" (M(n)*) corresponderé a un ideal en A.
Considérese el germen H en {0}xR de una funciéon H: R"xR — R; definida como
H(x, t)=(1-t)f (x)+tg(x) con f, gem(n) y f ~

OBSERVACION D.7. Si m(n)'em(n)?A(f ), entonces " (M(n)r*(m(n)*)A(H) donde

A(H) (=< 8_H 27H>) es el ideal jacobiano de H generado por las parciales

1 n

8_H yenns M sobre .
oX, OX,

n

DEMOSTRACION

Considérese
aHa(x ,0) (- t)af(x) og(Xx)
XI | aXi
af(x)
- ( (0~ (0)

kel ix(g — f) em(n). Luego

Como f ~ g, se tiene que g-fem(n)

o (x) _oH(xt) . J B
o tax (90— f(x))e<

% >+ (M(n))cAH) " (m(n)).

Asi,
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of (x)

e A(H)+r"(m(n)").

paracadai=1,2,...,n,y |
" (A(F)SAH) 7" (m(n)").

k+1

Como m'(m(n))ca y por hipédtesis m(n)<'em(n)®A( ), se sigue que

©'(mM*Her' (mny* A )).
Ahora, dado que
' (A(f )SAH)+r'(M(n))
se tiene
(M)’ A(f r" (M)A (m(n))]=r"(M(N)*)AH))+"(m(n)?)=

=r"(M()>)AH)+7" (M) (m(n) e (mn))AH)+ar " (m(n)“?).
Asi,
(M) Her (mn)HAMH)+ar’ (mn)r"(mn)<).

Por el lema de Nakayama, con 7" (m(n)**") finitamente generado, se obtiene
() D' (mn))AH). o
La observacion D.7., implica la siguiente

PROPOSICION D.8. Para cada tye[0, 1], existe un germen F en (0, to) de una funcién en
C*(R"xR, R) que satisface
a) F(0, tp)=0

b) E—GH(Q’”E(X,W—GH;(’U ~0.

para todo punto (X, t) en una vecindad de (0, ty).

DEMOSTRACION
Sea H: R"xR—R; una funcién definida como H(X, t)=(1-t)f(x)+tg(x); se afirma que

—aHg’t) e’ (m(n)>)cA(H). En efecto, dado que %:%[(1-t)f(x)+tg(x)]:g(x)-f(x) y

como f ~ g, se sigue que g-fem(n)*"!. Por D.7., se tiene que f-gen“(M(n)*)A(H), esto es,
% OH(XY) :Zaj(x) uj(x, t) donde aj(X)EﬂZ*(m(n)z)
j=1

e " (m(n)®)A(H). De esta forma,

OH(x,t)

y Uj(X, t)eA(H). Como uj(X, t)=Zbij(X,t) , donde bjj(x, t) son gérmenes en A.
i=I

Entonces aH(g:’t) =ZZai (x) bij(x, t) aHa(X’t) ; haciendo Fi(x, t)=-2a;(X)bj(x, t); i=1,...,n.
i=l jol X;
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Fi asi definido, es un germen en el anillo A ya que bjje A y ajea. Luego, al sustituir Fj en la
expresion anterior, se obtiene:

OH(X,1) & ) OH(x,1)
p _;;aj(x)b”(x,t) —

R SH(X,1)
= ;E(X,t) —

OH(X,t) < OH(X,t)
+>» E(xt =0.
ot ,Z:‘ (0 OX,
Esto ultimo satisface el inciso b). Por otro lado, como F; para i=1,...,n es un germen de A;
si se hace F=(Fy,..., F,) se obtiene un germen en (0, ty) de funciones en C*(R"xR, R") con

FO, t)=0, ya que Fi(x, H=>a()ux, t) con a(0)=0; j=1,...,n; asi,

i=1
n
E(Xx,1)-= Zaj (0)u;(0,t)=0; i=1,...,n. Por lo tanto Fi(0, t)=0 y aqui termina la
j=1
demostracién. O
La proposicion D.8., implica la siguiente

PROPOSICION D.9. Dado toe[0, 1], existe un germen G en (0, ty) de una funcion G en
C*(R"xR, R") tal que para cada punto (X, t) en una vecindad de (0, ty) se cumple

c) G(X, to)=X.

d) G(0, t)=0.

e) H(G(X, t), )=H(X, to).

DEMOSTRACION
Como F es diferenciable, el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales ordinarias asegura la existencia de una solucion G(X, t) de la ecuacién
OH(X,1)
ot
corresponde al inciso ). Del inciso @) de la proposicion D.8., se obtiene que F(0, t)=0 lo
que implica que el sistema

diferencial

=F(G(X, t), t) que pasa por X en el tiempo ty, es decir, G(X, tp)=X; esto

OH(X,t)
Q. =Fi(G(x, 1), 1)

tiene como solucion a G(0, t)=0 para cada t en una vecindad de ty. Esto Gltimo satisface d).
Ahora, en el inciso d) de la proposicion D.9., poner G(X, t) en donde esta escrita X (esto es,
la funcidon que manda X a F(X, t) es un difeomorfismo), entonces se obtiene:
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2

L OHGOOOLD | o gy e HOXDD
= X » 7 ot
esto es,

L OHGOGD,D) 66, (D) | HGOLD,D

i OX; ot ot

Por la regla de la cadena, lo anterior es equivalente a
0
E [HO(G(Xv t): t)]:()

Esto significa que H(G(X, t), t) es una funcion constante en una vecindad del punto (0, ty) en
R"xR. Del inciso ¢), G(X, to)=X para cada (X, t;) en una vecindad del punto (0, ty); lo cual
significa que He(G(X, 1), t) toma el valor constante H(G(X, 1), to)=H(X, ty) para todo (X, t) en
una vecindad de (0, tp). Asi, H(G(x, t), t)=H(X, 1) y el inciso €) se cumple. O

Finalmente, la proposicion D.9., implica el siguiente

LEMA D.10. Sea toe[0, 1] un numero real fijo, entonces existe una familia (G') de
difeomorfismos G' en G(n) definidos para toda t en una vecindad de t, en R tal que

f) G"(x)=x.
g) H'(x, )-G'(x)=H"(x,1).

DEMOSTRACION

Definase G:V(0)&R"— R"; G'(X)=G(X, t); G' es la restriccion de G en R"x{t}. G' es
un germen en cero cuyo representante satisface G'(0)=0 (G'(0) coincide con G(0, t)=0). Por
el inciso €) de la proposicion D.9., se tiene que G"(X)=G(X, to)=X, es decir, G es el
germen de la identidad en R". De esta forma, se cumple el inciso f ) del lema D.9.. Por el
inciso €) se tiene que H(G(X, t), t)=H(X, to) para toda X en una vecindad del cero en R", esto
es, H'(, t)G'(x)=H"(x, t) que corresponde al inciso g) del lema. 0

A continuacion se enuncia el primer teorema de Mather

TEOREMA D.11. Si fem(n) y m(n)*"'em(n)*A( f ) donde A( ) es el ideal jacobiano de f,
entonces f es k-determinado.

DEMOSTRACION

Como antes, sea H el germen en {0}xR de una funciéon H: R"xR—R; definida
como H(x, t)=(1-t)f(x)+tg(x) para toda xeR" y teR. Considérese la restriccion
H'=H| R"x{t}:R"x{t}cR"xR—R; H'(x)=H(x, t); se sigue que H’(X)=f(x) y H'(X)=g(x), esto
es, H(x, 0)=f(x) y H(X, 1)=g(x).

La idea de la demostracion es ir modificando continuamente el germen f a través de
la homotopia H en el germen g, suponiendo que f ~¢ g. Como [0, 1] es compacto, existe un
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numero finito de vecindades V(ty), V(t)),...,V(tn) donde V(t;) es una vecindad de centro el
punto tj; i=1,,...,m y 0=to<t;<---<tp=1. También se tiene que V(t)NV(tir)#= para toda

i=1,...,m. Por el lema anterior se sigue que en cada vecindad V(tj) existe una familia (G;")
con G;' € G(n) tal que

1) G'"(x)=x

2) H'(X, 1)°G,'(x)=H"(x,t).

Site V(t)nV(tis1), entonces se obtiene que

H'(X, t)°Gi'(x)=H" (x,t) y H'(X, 1)°Gi+;'(x)=H" "' (x,1).

Sea
H'(, t)°Gi'(X)°Gi'(x) "= H" (X, t) °G{'(x)"
donde
Gi'(x)'eG(n),
luego

H'(x, t)=H" (x,t) °Gi'(x)"".
De esta tiltima igualdad y de H'(x, t)°Gi+;'(X)= H""'(x,t) se obtiene

H' (X,t) °Gi'(X) 'eGis ' ()=H" " (x,1)..
Asi, se sigue que

H''(x,t)=H" (X,1) °Gi(X) con Gi(X)=Gi'(X) " °Gi+1'(x) e G(n).
Por lo tanto H" ~p H"*' paratoda i=1,...,m-1, esto es, f ~p g y f es k-determinado. 0

El siguiente resultado que es una consecuencia del teorema D.4., serd util en lo que
sigue.

COROLARIO D.12. Sea G un grupo de Lie, xoG la orbita del punto Xy, 7:G — G/ESt(Xo)
una sumersion con ESt(Xo) el estabilizador de Xy y C:(-1, 1) = X¢G una curva con c(0)=X,.
Entonces existe una curva C(-g, €) = G con C(0)=id tal que ¢'(0)=d/dt(x,C(t)) | co.

DEMOSTRACION G L XoG
Por el teorema D.4., la orbita XoG es la imagen de una

inmersion inyectiva (ESt(Xo), p). Esto significa que el mapeo; nl %

orbita p:G — X¢G tiene rango constante; digamos r. Del

teorema del rango, existen difeomorfismos ¢ de una vecindad G/Est(Xo)

abierta U de la identidad en G sobre el cubo unitario abierto K
con ¢(id)=0 y v de una vecindad abierta V de X¢g con geG sobre el cubo unitario abierto L
con y(Xog)=0 tal que wopo (X, Y)=(x, 0). Definiendo C(t)=¢ 'o(i)ow(c(t)), se tiene que
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W(P(C(1))=(wopo@ o(i)ow(c(t))=w(c(t)). lo cual implica que poC(t)=c(t), para cada
elemento te(-¢, €). Por lo tanto ¢'(0)=(poC)'(0). o

Considérese la funcion

=9 m(n):mn)—mn) /mn)<2; fi> ¢ () (-¢, €)
C C
con f k-determinado, donde ¢ *"':E(n)—>E(N) /m(n)<? es el p
homomorfismo canonico. G ——>XxG
Sea
P={gem(n) | f~ g} y Q={gem(n) | f~o g}. (p”@'l L
p
Q es la orbita de f bajo el grupo G(n). Se observa que K~ L

FNP)=9(Q); PcQ y también se tiene que P=f+m(n)<"., [

Si z=¢*'(f ), entonces se sigue que $'(P)=¢*"'(F+mn)H=¢1( £ )+ (MmN y
P P)=z+¢" (M) ). Como #*"'(m(n)**") es un R-espacio vectorial de dimensién finita,
91(P) es un espacio afin de "' (m(n)*""). De esta forma, el espacio tangente de ¢"'(P) en

Z es lo mismo que el espacio tangente de }kﬂ(m(n)kﬂ) en Z, esto es,

T, f”l(P)):ij”(m(n)k”).

Por otro lado, como G(n)k es un grupo de Lie de dimension finita, por el teorema D.3., la
orbita de z bajo el grupo G(n)"!; O, es una variedad de dimension finita. Dado que

1(Q)=0,, esto significa que T,($'(Q)) existe. Como $*'(P)cg*'(Q), entonces
T, (9 (P)<T: (#*7(Q)), donde T, (#*"(P)=¢*" (M) y T, ($*"(Q)) satisface el

LEMA D.13. T, ($*"(Q))=¢ “""(m(n)A( ).

DEMOSTRACION

Sea G=id+F un germen en G(n) tal F(0)=0. Sea H:R"xR — R"; H(X, t)=x+tF(X) y
considérese la restriccion H% R"x[0, 1]&R"xR—R"; H'(x)=H(x, t). Se tiene que
H(x)=H (x,0)=0, H'(x)=H(x, 1)=G y H’, H'eG(n). Escogiendo una vecindad U de la
identidad H° con UcG(n) y un te>0 que dependa de U tal que para cada teR con 0< t< t, se
tenga que H'eG(n) con 0< t< ty, esto es, H' es un germen en el grupo G(n); luego, {H'} es
una curva contenida en G(n) que empieza en H’. Por otro lado, si O<t<t y si también
H'eG(n), se tiene que, f ~p f-H'. Luego foH'eQ y feH=f. De esta forma {f-H'} es una curva
en Q que empieza en f en t=0. De lo anterior se sigue que {$*"'(f-H')} es una curva en

9(Q) que empieza en z=¢*"
t=0 viene dada por el vector 8/8t(yk+1(foHt))| L se afirma  que

dAt(F* (FoHY) o T (M(N)A(F)). En efecto, sea

(f ) en t=0. La tangente a la curva { fk+1(f°Ht)} en el punto
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O, kil e ot o adlfol| (X
= foHY) (eo=— 2
a0 =z % 1!
1] 1=0
m:lat aXI t=0 I'
o &a'lofoH'| (X
Tot e at i
1] t=0

_ gkl amf"Ht
= ( ox'

Como H'(X)=x+F(x), donde F(X)=(F(X),..., Fn(X)) es un germen en &(n, n) que se anula en
cero, se tiene que

t=0

0 t 0 .
— (foHY| reo=— [fo(id+F)]| 0.
8t( )l t=0 at[( N =0
:Zﬂ (id+F)Fi | 1.
T OX;

o, of
—;a—Xi(Fi).

Asi,
LR omd (Y FDed  mmA)

esto es, %( P FHY) coed (MNAF)) v TLF(Q))=4"(M(n)A(f )). Reciprocamente,
si gem(n)A(f ), entonces g= ZHZS—; Fj, donde Fiem(n)A(f). Si F(X)=(F(x),...,Fn(X)), entonces

F es un germen en &€(n, n) que se anula en cero (ya que Fiem(n)). Ademas, F determina una
curva en G(n) definida como antes H'(X)=x+F(x). Por lo tanto,

I mEAC)=T:(9(Q). o
A continuacidn se enuncia y demuestra el segundo teorema de Mather.
TEOREMA D.14. Si fem(n) es k-determinado, entonces m(n)*"'cm(n)A( f).

DEMOSTRACION.

Dado que T($"'(P)cTA$ Q) y como T(F'(P)=4"(mn)") se sigue
FmN)NHSTLF(Q)). Por el lema D.13., se tiene que ' (m(n)*"H g (m(MA( f)).
Lo anterior implica que m(n)**"+ker(¢*"Hem(n)A(f )+ker(#* H=mn)A(f )+m(n)*? y como
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m(n)*"'em(n)*"+ker(¢*"") se concluye que m(n)*"'em(n)Af )+m(n)*". Por el lema de

Nakayama con m(n)*"! finitamente generado, se tiene que m(n)"'cm(n)A(f ). o

DEFINICION D.15. Un germen fe £(n) es finitamente determinado si es k-determinado
para algun keN.

La determinacion de un germen fe&(n) es el minimo de los keN para el cual f es
k-determinado y se escribe como deter( f )=k.

COROLARIO D.16. Un germen fe&(n) es finitamente determinado si y solo si
m(n)“'cA(f) para algiin keN.

DEMOSTRACION (=)
Por hipdtesis f es k-determinado para algin keN. Por el teorema D.14.,
m(n)*"'em(n)A(f), luego m(n)*"'cm(n)A(f )cA(f ). Asi, m(n)<'cA(f).

(<)
Si m(n)*'cA(f ) para alguna keN, entonces m(n)*cm(n)?A(f ). Por el teorema
D.11., se sigue que f es (k+1)-determinado y por tanto finitamente determinado. O

k+2

COROLARIO D.17. fem(n)\m(n)% si y solo si f es 1-determinado.

DEMOSTRACION (=)
Si fem(n)\ m(n)?, esto significa que fem(n)* es decir, existe un indice ipe {1,..., n}

of (0) #0, luego i ¢m(n); entonces i e &(n)\m(n). Dado que i
8X- ax_ aX. 8X-

es una unidad en &(n), se sigue que A(f )=E(n). Asi, m(n)*A(f )=m(n)*; en particular
m(n)’cm(n)*A(f ). Por D.11., se sigue que f es 1-determinado.

tal que la derivada

(<)

Si f es 1-determinado, entonces T/ =0 lo cual significa que al menos una derivada

parcial 8f(0)/6x=0, luego fem(n)\m(n)*. o

A continuacion se pasa a enunciar y probar el ultimo resultado importante; el
teorema de Stefan que da una condicion necesaria y suficiente para la k-determinacion. Al
final de la seccion se ven dos ejemplos que muestran que los reciprocos de los teoremas
D.11. y D.14., no se verifican en general.

TEOREMA D.18. (de Stefan) fe£(n) es k-determinado si y solo si m(n)*"'cm(n)A(f +h)
para todo germen hem(n)**".
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DEMOSTRACION (=)

Sea hem(n)*"!, luego ¢ (h)=0 y ¢5(F +h)=¢5(f )+ (h), esto es, $XF +h)=¢(f ), es
decir, f +h —, f. Como f es k-determinado se sigue que f+h es k-determinado. Por el teorema
D.14., se concluye que m(n)"'em(n)A(f +h) para todo germen hem(n)<".

(<)

Sea g un germen en el anillo €(n), con g-fem(n)*"', esto es, g=f +h para algin
germen hem(n)"!. Definase el germen H en {0}xR de una funcién en C*(R"xR, R) como
H: R"xR—R; con regla de correspondencia H(x, t)=(1-t)f +tg(x). H es un germen del anillo

local At que satisface %=g—f, es decir, %—It{ em(n)“"'. Sea

H'=H| R"x{t}:R"x{t}cR"xR—R; H'(X)=H(X, t).

H' es un germen en £(n) que satisface
S H)=9(1-0f+g]
=(1-09"( 19"
=94(F)+9"(Q)-9 )]

Como f ~y g y t es un germen constante en A, se sigue que $5H)=9%(f); esto es, H' ~x g y

como f es k-determinado, por el teorema D.l4., se sigue m(n)'em(nAH"), luego

OH"(x) _ OH(X,t,)
ox o

m(n)“*'cm(mAH)+m(n)*. S con ty un numero real fijo y

considérese

aH(g“) OHOOY) _p1-40) ) g, g -1 T ()
X OX;

=(to-t) - (Q(X)-f(X))

a FH(Xt)
ot

of (x)

+Hg(x)].

=(to- t)

Asi,

8H8°(X) = GHa(X,t) +(t0-t)a—(g(x)-f(x)). Dado que (tp-t) puede considerarse como un
X X

germen en A que se anula en ty y ai (g(x)-f(x))em(n)k un germen en A y un elemento en
Xi

H" () _

—> +m(n)m(n) Asi, de esta forma se cumple que
é’x. OX

m(n+1)¥, se tiene que

OH" (X . : : :
(x) eAH)+m(n)*" y A(H")cAH)+m(n+1)*"". Sustituyendo esta altima expresion en

m(n)*"'em(n)AH")+m(n)**? y considerando a cada uno de los ideales en A, se obtiene
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am(n)*'cAm(N)AH")+Am(n)*cAm(n)[AH)+Am(n+1)< 1 J+Am(n)**?

cAM(N)AH)+m(n)"”,
esto es,
amn)*'cAmn)AH)+Am(n)<".

Por el lema de Nakayama con Am(n)**! el moédulo finitamente generado se obtiene

Am(n)'cAm(n)A(H). Como %{ eAm(n)¥, entonces 68—1;1 e Am(N)A(H), esto es,

OH(Xx,1) < OH(x,t)
2 SN E(xt) ——
5 Z D=

y FieAm(n)ca donde, como se recordard, a es el ideal maximal de A que consta de todos
los gérmenes en A que se anulan en (0, ty). Asi, F=(F,...,F,) es un germen en (0, ty) de
funciones en C*(R"xR, R") tal que F(0, ty)=0 y para cada punto (X, t) en una vecindad de
(0, tp) se cumple que

OH(X,t) OH(x. 1)/oxi+ OH(X,t)
OX: OX.

>-Fi(x, t) SH(X, t)/dt=0.

y esto Ultimo implica la proposicion D.9., que a su vez implica el lema D.10.; y esto a su
vez implica el teorema D.11., que garantiza que f es k-determinado. O

OBSERVACION D.19. El reciproco del teorema D.14., no es valido en general.

En efecto, considérese el germen f en €(1) dado por f(X):XkH, con K un nimero
natural. Aqui, m(1)=<x>y A(f ):<Xk>:m(1)k. Asi, se tiene que

m(D)"'em(DAF) y m(D)*em(1Y’A(f).
por el teorema D.11., se sigue que f es (k+1)-determinado. O

OBSERVACION D.20. El reciproco del teorema D.11., no es valido en general.
En efecto, considérese el germen f en £(2); f(X, y)=(x*/3)+xy’; aqui, m(2)=<x, y> y
A(f)=<x*+y*, xy*>. Se afirma que m(2)°’cm(2)’A(f ) pero m(2)’£m(2)*A(f).

Se tiene que:
m(2)*=<x’, Xy, y*>,
M(2)*A(f )=<x, Xy, y2><x*+y°, xy?>=<x*+x2y°, xPy2 yxy?, XAy, XAy, xy*s,
m(2)5:<X5, X4y, X3y2, X2y3, Xy4, y5>’
m(2)6=<x6, XSy, X4y2, X3y3, X2y4, XyS, y6>.

Se probara que
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m(2)°cm(2)°A(f)
o equivalentemente (por Nakayama) que
m(2)°’cm(2)’A(f y+m(2)’.

x°em(2)’A(f ) ya que al multiplicar x* por x*+x’y’ se obtiene x*+x*y’em(2)*A(f )+m(2)’.
x’yem(2)*A(f ) ya que al multiplicar Xy por X*+x*y" se obtiene X’y+x’y* que es un elemento
de m2)’A(F rm(2)". x'y2, X°y?, x*y*, xy’ y y® se obtienen multiplicando Ya por X3y, y por
Xy, y por Xy+xy?, y por X°y’, y por X°y*+y°, y por xy*. Asi, m(2)°cm(2)*A(f ). En forma
similar se puede ver que X°, X'y, X’y*, X’y" y xy* estan en m(2)*A(f ) pero y° no estd en
m(2)*A(f ). En efecto, considérese la combinacion

y =au(X, YXHCY ) roa(X, Y)Y )tos(X, Y)Yy roux, Y)Y )+
+ots(X, Y)(XYHX)Fos(X, Y)Xy).

Evaluando en (0, y) se obtiene que y’=0s(0, y) y°, luego as(0, y)=1. Por el teorema
fundamental del calculo, se sigue que as(X, y)-as(0, y)=Xas y as(X, Y)=as(0, y)+Xa s, esto
es, as(X, y)=1+x0s; asi, se tiene que M(2)°cm(2)’A(f ) y m(2)°’¢m(2)*A(f ). Por el teorema
D.11., se obtiene que f es 5-determinado pero no se puede saber utilizando este teorema si f
es 4-determinado. Se afirma que f es 4-determinado. En efecto, por el teorema D.18., de
Stefan, se tendra que verificar que m(2)’cm(2)A(f+h) para cualquier germen hem(2)’ o
equivalentemente que m(2)’cm(2)A(f+h)+m(2)° para cada hem(2)’. Como

m(2)A(f+h)=<x (;i +X 8_h y i +ya—h ,
X

8f+6h of of
ox’ 7 ox T ox

—, Y —Fy—>.

X—+X—,
oy oy "oy
oh

=Xy +X on , XY+ Y on , XYPHX on , XYy —>.
OX OX oy

En forma similar, como ya se hizo antes, si se multiplica X* por X’ +Xy3+Xg—, se obtiene
X

x5+x3y3+x32—h que estd en m(2)A(f+h)+m(2)°® ya que Xy’ y x’0h/dx estan en m(2)® (hem(2)’
X
oh

y vl %h estan en m(2)*); asi, X’em(2)A(f +h). En forma similar se obtiene que Xy, X’y?,
X

xy?, xy* estan en m(2)A(f +h). Finalmente, y° también estd en m(2)A(f +h) ya que
multiplicando y por X2y+y4+y2—h se obtiene que Y’ +X2y2+y22—h. Asi, m2)°’cm(2Q)A(f +h) y
X X

por el teorema de Stefan, se sigue que el germen f(x, y)=(X/3)+xy’ es 4-determinado y el
reciproco del teorema D.11., es falso en general. O
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