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Introduccién

Los objetos basicos de estudio de la topologia son los espacios topolégicos
y un problema muy importante es decidir cuando dos de ellos son homeo-
morfos, es decir, cuando dos de dichos espacios son equivalentes desde el
punto de vista de su estructura topoldgica.

El grupo fundamental de un espacio topolégico es una construcciéon que
nos permite decidir negativamente si dos espacios X y Y son del mismo
tipo de homotopia ya que a espacios del mismo tipo de homotopia les co-
rresponden grupos fundamentales isomorfos, es decir, equivalentes desde el
punto de vista de su estructura de grupo. En particular, si los espacios son
homeomorfos, entonces son del mismo tipo de homotopia, de modo que efec-
tivamente el grupo fundamental ayuda a responder si dos espacios no son
homeomorfos. Una ventaja del grupo fundamental es que en algunos casos
es relativamente fécil de calcular.

En esta tesis tratamos de exponer con un poco mas de detalle y con
una notacién un poco mas actual los resultados que consideramos relevantes
(v entendibles) del articulo On the fundamental group of a transformation
group de Frank Rhodes. Adoptamos un punto de vista, quizis mas cercano
a las categorias ya que en lugar de estudiar los grupos de transformaciones,
estudiamos acciones semicontinuas. Es decir, en lugar de pensar en parejas
(X,G) donde X es un espacio topoldgico y G un grupo que actia en X,
pensaremos en la accién misma

I':Gx X — X.

como objeto. Desde luego que dicho punto de partida tiene sus ventajas y
sus desventajas; en la mayoria de los casos se simplifica mucho la notacién y
también se tiene la ventaja de que las acciones semicontinuas incluyen tanto
a acciones continuas de grupos topoldgicos en espacios topolégicos como a
grupos de transformaciones. Por otro lado no se toma en cuenta la continui-
dad del morfismo del grupo activo en el grupo de homeomorfismos del espa-
cio, lo cual es en cierto sentido una pérdida, pero en las construcciones que
estudiaremos no hace falta hacer ese tipo de consideraciones. Los primeros
dos capitulos estdn dedicados a presentar algunos resultados muy famosos,
sobre homotopia, trayectorias y el grupo fundamental, que son indispensa-
bles para hacer las construcciones que nos interesan debidas a Rhodes. El
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lector que tenga conocimientos sobre estos temas no encontrara nada nue-
vo en esta primera parte. Sin embargo decidimos incluirla por dos motivos:
primero, porque nos permite darnos cuenta de la estrecha similitud entre los
resultados cldsicos para espacios topoldgicos y los resultados para acciones
semicontinuas y segundo porque en varias demostraciones de teoremas de
acciones semicontinuas estan metidos o son necesarios los teoremas clasicos.
Es importante mencionar que el segundo capitulo estd basado en el libro de
Munkres de topologia [Munkres], mismo que es una gran influencia en toda
la tesis y con el cual estamos profundamente endeudados y agradecidos.

En el tercer capitulo construimos el grupo fundamental de una accién
semicontinua. Dicho grupo, llamado el grupo fundamental equivariante de
Rhodes, resulta ser un grupo que contiene un subgrupo isomorfo al grupo
fundamental del espacio topolégico en el cual se efectia la accidon. Se demues-
tra en este capitulo que, con una definicion apropiada de tipo de homotopia
para acciones semicontinuas, se cumple que el grupo fundamental equiva-
riante de Rhodes es un invariante de ese tipo de homotopia. Después estu-
diamos un grupo cociente del grupo fundamental equivariante de Rhodes,
llamado el grupo reducido, el cual Rhodes afirma es un invariante de los
grupos de transformaciones. Nosotros demostraremos una versién mas débil
de este hecho, a saber, que cuando el grupo activo es fijo con respecto a los
espacios topolégicos entonces el grupo reducido de Rhodes es invariante. En
esa misma seccién veremos que, cuando el espacio topoldgico subyacente de
una acciéon semicontinua es un poliedro y la accién es simplicial, hay una
manera relativamente sencilla de calcular el grupo reducido de Rhodes. Este
hecho depende fuertemente de un teorema de Armstrong, el cual citamos
sin demostracién, misma que puede consultarse en [Armstrong]. En la tlti-
ma parte de el tercer capitulo hablamos un poco de representaciones para
el grupo fundamental equivariante de Rhodes en términos del grupo funda-
mental del espacio subyacente de la acciéon y presentamos un teorema sobre
el producto de acciones semicontinuas.

Después de los tres capitulos que conforman la tesis hay un apéndice so-
bre continuidad que escribimos con la intencién de que los resultados presen-
tados en los primeros capitulos estén un poco més completos sin desviarnos

mucho en la exposicién de los mismos. Buen provecho.
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CAPIiTULO 1

Conceptos basicos

Las propiedades topoldgicas como compacidad, conexidad, metrizabi-
lidad o conexidad local de los espacios topoldgicos, nos permiten algunas
veces distinguirlos, es decir, podemos decidir (al menos, quizds, en princi-
pio) si no son homeomorfos revisando si difieren en alguna de las propiedades
mencionadas. Desde luego que también la cardinalidad de los conjuntos sub-
yacentes es una manera de decidir si son o no equivalentes. Sin embargo si
nos apegamos estrictamente a estas propiedades no podremos, por ejemplo,
distinguir entre espacios como R? y R3, o la esfera y el toro. Es decir, necesi-
tamos otras cosas que nos permitan diferenciar a los espacios. Es posible que
en casos muy concretos y particulares encontremos alguna manera ingeniosa
de distinguir dos espacios, sin embargo hacer esto en un contexto mas ge-
neral puede resultar un poco mas complicado. Una propiedad que surge de
manera mas o menos natural es la de ser simplemente conexo, es decir, que
toda curva cerrada en el espacio en cuestién pueda ser contraida a un punto.
Esta propiedad nos permite, por ejemplo, distinguir entre R? y R3 porque
si quitamos un punto de R3 nos queda un espacio simplemente conexo, pero
al quitar un punto de R? esto no sucede. Pero el ser simplemente conexo no
nos permitira distinguir entre el toro y el toro doble.

Es precisamente como respuesta a estas cuestiones que se introduce el
grupo fundamental de un espacio topolégico, el cual de alguna manera mide
qué tan simplemente conexo es el espacio en consideracién. En este capitulo
probaremos algunos hechos indispensables para la construccién del grupo
fundamental. Varios resultados se basan en hechos conocidos de célculo y
topologia general, algunos de los cuales pueden consultarse en el apéndice
de este trabajo.

Una de las nociones méas importantes de la topologia algebraica (por lo
menos vista como actividad humana actual) es la nocién de homotopia, que
captura de manera mas formal nuestra idea intuitiva de deformacién entre
funciones. Practicamente toda la tesis depende de este concepto asi que



no podriamos empezar mas adelante. Veamos pues, la definicién y algunas

consecuencias utiles de este concepto.

1.1. Homotopia

DEFINICION 1.1. Sean X y Y espacios topolégicos. Llamaremos homo-

topia de X en Y a cualquier funcion * continua H : X x I — Y.

Por ejemplo, la identidad en I x I se puede ver como una homotopia de
Ien I xI.0O sitomamos un punto en un espacio Y digamos c y cualquier
espacio X, entonces k. : X x I — Y (la funcién constante de valor c), es
una homotopia de X en Y. Més adelante veremos ejemplos menos triviales.
Lo importante es recordar que una homotopia de X en Y es una funcién
continua del espacio X x I, que a veces llamamos cilindro de X, en el espacio
Y.

FIGURA 1. Homotopia de la circunferencia en R3.

DEFINICION 1.2. Sean X,Y espacios topoldgicos, f,g: X — Y funciones
continuas y H una homotopia de X en Y. Diremos que H es una homotopia
en Top 2 entre fy g si:

H((

0)) = f(z)
H{(( g

1)) = g(x).

Podemos pensar esto de la siguiente manera, H es una homotopia entre

xz,
x,

f v g si transforma la copia homeomorfa de X de la tapa de abajo del
cilindro X x I como f y manda la copia homeomorfa de X de la tapa de

arriba a Y como lo hace g.

a palabra ’funcién’ es controversial y tiene muchas acepciones, en este trabajo
adoptamos la convencién de que 'funcién’ significa un conjunto f de pares ordenados tal
que (z,y) € fy (z,z) € f implican y = z. El par ordenado (x,y) es por definicién el
conjunto {{z},{z,y}}.

2’Top’ denotara la categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos y cuyas flechas

son funciones continuas.



DEFINICION 1.3. Sean X y Y espacios topoldgicos, f,g : X — Y. Dire-
mos que f y g son homotdpicas en Top, si existe una homotopia de X en
Y que sea una homotopia en Top entre f y g.

Ponemos énfasis en el hecho de que las homotopias que consideramos
en esta seccién son homotopias en la categoria de espacios topoldgicos y
funciones continuas porque en otras secciones estaremos interesados en otros

tipos de homotopias, por ejemplo homotopias equivariantes.

NOTACION 1.1. Si X y Y son espacios topoldgicos, f,g : X — Y son
funciones continuas y H es una homotopia de X en'Y, usaremos la formula
f ~71 g para indicar que f y g son homotépicas. La formula H : f ~7 g es
una abreviatura que usaremos para indicar que H es una homotopia en Top

entre f y g.
EJEMPLO 1.1. Sea X un espacio topoldgico no vacio; entonces las fun-
ctones
Ko, K1 X -1

son homotdpicas en Top>.

NOTACION 1.2. Sean X y Y espacios topoldgicos. C(X,Y) denotard al

conjunto de funciones continuas con dominio igual a X y codominio igual a
Y.

La siguiente proposicion es quizas muy tediosa y trivial, pero la uti-

lizamos tanto que decidimos incluirla.

PROPOSICION 1.1. Sean X, Y espacios topoldgicos. Entonces el subcon-
junto de C(X,Y) x C(X,Y), R ={(f,g) € C(X,Y) x C(X,Y) | f ~r g}
es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. Sean f,g,h € C(X,Y).

1. La funcion

T:XxI—-Y,(z,t)— f(z)

3Para ver esto consideremos la funcién H : X x I — I,(z,t) — t. Recordemos que
H es una funcién continua porque dado un abierto U C [ su imagen inversa bajo H
es el conjunto X x U que es un abierto basico en el producto X x I, y efectivamente
H((z,0)) = ko(z) y H((z,1)) = k1(z), es decir, H es una homotopia en Top entre kg y

K1.



es una homotopia en Top entre f y f, de hecho es la composicion
de la proyeccion en X con f, por lo que es continua y

T((2,0)) =f(x) = T((x,1))

por lo tanto (f, f) € R .
2. Si(f,g) € R, es porque existe una homotopfia, digamos F' : X x I —
Y que es una homotopia en Top entre f y g, entonces la funcién

F:XxI—=Y, (z,t)— F((z,1—-1))

es una homotopia en Top entre g y f, es continua por ser la com-
posicién de las funciones continuas F'y (z,t) — (z,1 —1t) y

F((2,0) = F((z,1))

F((z,1)) = F((x,0)

([
= 2
B B
~—~

es decir, (g, f) € R .

3. Si(f,9),(g,h) € R es porque existen homotopias en Top F'y H
tales que F' : f ~p g v H : g ~p h. Entonces la funcién K :
X x I —Y dada por la regla

K((‘Tﬂt)) =

es una homotopia en Top entre f y h (compérese K con el producto
de trayectorias de la definicién 1.7). Es continua por el lema de
pegadura y

K((2,0)) = F((x,0)) = f(=)
K((,1)) = H((x,1)) = h(z)

Asi, (f,h) € R.
O

PROPOSICION 1.2. Sean X,Y,Z espacios topoldgicos, f,g : X — Y y

1,9 Y — Z funciones continuas. Si f ~7 gy f ~r ¢ entonces
flof~rgog.
DEMOSTRACION. Por hipétesis existen homotopias

H: XxI—=Y

4



H:YxI—Z
tales que H : f ~p gy H': f' ~7 ¢'. Entonces la funcién
K:XxI— Z/(z,t)— H'(H((z,t)),t)

es una homotopia en Top entre f'o fy ¢’ og.



1.2. Trayectorias

DEFINICION 1.4. Sea X un espacio topolégico. Llamaremos trayectoria
en X a cualquier funcion continua o : I — X, es decir, a cualquier elemento
oeC(I,X).

o(l)

c(0)
FiguraA 2. Una trayectoria en el plano.

A veces dibujaremos la imagen directa de la trayectoria para aclarar
algunos conceptos y no la funcién estrictamente, pero lo hacemos simple-
mente como ayuda a la comprensién y no como parte de los argumentos
matematicos, es decir, se puede prescindir absolutamente de todos los dibu-
jos de esta tesis; decidimos incluirlos con el afdn de que algunas ideas queden
mas claras. Probablemente también sea pertinente aclarar que los dibujos
no pueden representar con toda exactitud los objetos de que se pretende
hablar, y por lo tanto no hay que esperar tal exactitud.

Ejemplos:

(a) Si X es un espacio topolégico no vacioy = € X entonces k; : I — X
es una trayectoria.
(b) La funcién identidad idy : I — I es una trayectoria en 1.

(¢) La isometria p: I — I,t+— 1 —t es también una trayectoria en I.

DEFINICION 1.5. Sean X un espacio topoldgico y o una trayectoria en X .
A 0(0) se le llamard el origen o punto inicial de o y a o(1) se le llamard el
destino o punto final de o.

DEFINICION 1.6. Sean X un espacio topolégico no vacio y o una trayec-
toria en X. Diremos que o es una trayectoria en X de xg a x1 si el punto
wicial de o es xg y el punto final de o es xq.

NOTACION 1.3. Si X es un espacio topoldgico no vacio, xg,x1 € X, y
o€ C(1,X), usaremos la formula o : xg ~ x1 para indicar que o(0) = g y
O’(l) =2X.



DEFINICION 1.7. Sean X wun espacio topoldgico, o y p dos trayectorias
en X, tales que o(1) = p(0). Definimos el producto - de o y u como sigue:

o) (s) = o(2s) 0<s<i
R S
(1)
o(1)=u(0)
c(0)

Ficura 3. El producto - de o y p.

OBSERVACION 1.1. El producto - de dos trayectorias es una trayectoria

por el lema de pegadura (una prueba de este lema puede consultarse en el
apéndice al final de esta tesis).

DEFINICION 1.8. Sean X un espacio topoldgico, T y 7' dos trayectorias
en X ; diremos que Ty 7' tienen los mismos extremos si

7(0) = 7(0)
(1) =7 (1)
T
©(0)=1"(0) 1(1)=t (1)
T’

FiGurA 4. Dos trayectorias con los mismos extremos.

DEFINICION 1.9. Sean X un espacio topoldgico, o, i dos trayectorias en

X que tengan los mismos extremos y F una homotopia de I en X. Diremos

7



que F' es una homotopia en Top de trayectorias entre o y u si

F((5,0)) = a(s)
F((s,1)) = p(s)
F((0,1)) = o(0) = p(0)
F((1,1) = o(1) = p(1)

NOTACION 1.4. Si X es un espacio topoldgico, o, i : I — X son trayec-
torias que tienen los mismos extremos y H es una homotopia de I en X,
usaremos la formula

o~ p
para indicar que hay una homotopia de trayectorias en Top entre o y . La
formula
H:o~bp
es una abreviatura que usaremos para indicar que H es una homotopia de
trayectorias en Top entre o y L.

DEFINICION 1.10. Sean V' un espacio vectorial real y A C V. Diremos
que A es un subconjunto asteroide de V' si existe un a € A tal que para todo
v € A se tiene que {ta+ (1 —t)v |t €[0,1]} C A.

Ejemplos:

(a) {op: I — I,t— ¥ | p € Z"} es un conjunto de trayectorias en el

intervalo [0, 1], que tienen como origen a 0 y como destino a 1.

10

Ficura 5. Algunas trayectorias de tipo t — ¢P.

(b) Sean X un espacio topolégico, f,g: X — R2. Entonces la funcién
F' dada por

F((z,t)) = (1 = t)f(z) +tg(x)
es una homotopia entre f y g. Se conoce como homotopia por rectas
y también como homotopia lineal. Nosotros la llamaremos homo-
topia por segmentos. En general si A es un subconjunto convexo

8



de R™ entonces cualesquiera f,g : X — A son homotdpicas. Si o
y p son dos trayectorias en A que tienen los mismos extremos, en-
tonces la homotopia por segmentos es una homotopia en Top de
trayectorias entre o y p porque

F((0,2)) = (1 = t)o(0) + tu(0)
=(1—1t)o(0) + to(0)
~ 5(0)

y andlogamente para F((1,t)).

FiGuraA 6. Las trayectorias o, py 7.

Sea X = RR?\ {0}, entonces las trayectorias
o(s) = (cos(ms),sen(ms))
w(s) = (cos(ms), 2sen(ms))

son homotopicas; podemos usar la homotopia por segmentos para
verificar esto: como

F((s,t)) = (1 —t)(cos(ms),sen(ms)) + t(cos(ms), 2 sen(ws))

entonces la primera coordenada de F((s,t)) sélo es cero si s = 3
pero en ese caso la segunda coordenada de F'((s,t)) es 1 —t+2t =
1+t > 0 porque sen(%) = 1 por lo que la homotopia por segmen-
tos si tiene como codominio a X. Es importante observar que no
podemos usar la homotopia por segmentos para o y la trayectoria
7 dada por

7(s) = (cos(ms), — sen(7s))

9



yva que la imagen de esta homotopia no estd contenida en X porque
como tendriamos

F((s,t)) = (1 —t)(cos(ws),sen(ws)) + t(cos(ws), — sen(7ws))
vemos que F((1,1)) = (0,0).
1

De la proposicién 1.1 se obtiene el siguiente resultado:

COROLARIO 1.1. Sea X un espacio topologico. Entonces el conjunto

R={(o,n) € C(I,X) x C(1,X) | 0(0) = u(0),0(1) = p(1) y o = p}

es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. Simplemente hay que notar que las homotopias dadas
en 1.1 son, en este caso, homotopias en Top de trayectorias. Sean o, u, T €
C(I,X) que tengan los mismos extremos dos a dos. Efectivamente, la funcién

T: X x1I— X, (s,t) — o(s)

es una homotopia en Top de trayectorais entre o y o ya que por defini-
cién de T, T((0,t)) = o(0) y T((1,t)) = o(1). Si F es una homotopia en
Top de trayectorias entre o y u, entonces la funcién F:I? 5 X ,(s,t) —
F((s,1 —t)) es una homotopia en Top de trayectorias entre p y o, ya que
F((0,1) = F((0,1 =) = u(0) ¥ F((1,1)) = F((1,1 = 1)) = pu(1). Si F es
una homotopia en Top de trayectorias entre o y ¢y H es una homotopia en
Top de trayectorias entre j y 7 entonces la funcién K : I? — X dada por

K((s,1) =

es una homotopia en Top de trayectorias entre o y 7 porque

k(0,1 = { F(0:20) = o (0) 0<t<}
U H02t - 1) = p(0) L<t<t
K((1,t) = F((1,2) = o (1) 0<t<i
U EHO 2t —1) = p(1) b<i<i

O

La siguiente proposicién nos servira para probar que la operacién del
grupo fundamental es asociativa.

10



1
5(1)=p(0) =)

o(0) u(1)=1(0)

FIGURA 7. (0-p) - T~bo-(u-7).

PROPOSICION 1.3. Sean o, u,7 € C(I,X) tales que

Entonces (o-p)-7 ~p o-(u-7) ,i.e., el producto de trayectorias es asociativo

salvo homotopia. Mas ain (o - p) -7~ o (pn-7) .

DEMOSTRACION. Por definicién de la operacién - tenemos que

(0-1)(2s) 0<s5<}
(o) 7)) = St
T(2s—1) 5<s<1
o(4s) O§2s§%
=q u(ds —1) %§23§1
T(2s—1) $+<s<1
1
o(4s) 0<s<3
=q u(ds—1) %gsgé
T(2s—1) 1<s<1
o(2s) 0<s<i
(- (- 7)) = (=052
(w-1)2s—-1) 5<s<1
o(2s) O§s§%
=quds—2) 0<2s—1<4
T(4s—3) 1<2s-1<1
o(2s) 0<s<3
= q u(ds —2) %§s§%
7(4s — 3) %gsgl




Por lo tanto la funcién F : I? — X dada por

4 t+1
(1) 0<s<
F((s,) = S pla(s — 1) 151 <5 < 152
T(eh(s =) s
es una homotopia entre (o - p) -7y o (u-7) y es de hecho una homotopia
en Top de trayectorias entre (o - p) -7y o (u-7). O

NOTACION 1.5. p denotard a la isometria s — 1 — s del intervalo en

st mismo y para cualquier trayectoria o, ¢ denotard o o p.

PROPOSICION 1.4. Sean X un espacio topoldgico o, € C(I,X). Enton-

ces se cumplen:
2.
3. HO’(O) ~
4.

DEMOSTRACION. Las siguientes son homotopias en Top de trayectorias
entre las funciones mencionadas:

1.
o(2) 0<s< L
F((s,t)) = { 7 D=0
2.
a(0) 0<s< it
F((s,)=9 5, .
o(fz(s— %)) S <s<1
3.
o(2st) 0<s<i
F((5,)) = ==
o(tp(2s—1)) 5<s<1
4.

O

DEFINICION 1.11. Sea X un espacio topoldgico. Llamaremos lazo en X
a cualquier trayectoria A € C(I, X) tal que N\(0) = A(1).
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2(0)

Ficura 8. La imagen directa de un lazo en el plano.

DEFINICION 1.12. Sean X un espacio topoldgico no vacio, v € X y X un
lazo en X. Diremos que X estd basado en z si A(0) = z.

PROPOSICION 1.5. Sean X un espacio topoldgico, i y o dos trayectorias
en X tales que o ~% p, y ¢ : X — Y una funcién continua. Entonces
poo =~ pop.

DEMOSTRACION. Si F' es una homotopia en Top de trayectorias entre o

y p entonces H : I? — X, (s,t) — @(F((s,t))) es una homotopia en Top de
trayectorias entre p oo y @ o p. U

O

G,

FIGURA 9. Sumamos a ambos lados de la ecuacién.

PROPOSICION 1.6. Si 01,09, 1 y T son trayectorias en X tales que o1
y oy tienen los mismos extremos y (1) = 01(0) = 02(0), 7(0) = o1(1),
entonces

t t t
01 >p 0y = W01 Xp [h-02, 01T Xp 02T

DEMOSTRACION. Si F es una homotopia en Top de trayectorias entre
01y 092 entonces

11(2s)

0
Hlle,0)) = F((2s —1,t)) 1<s<

K((s,1)) =

F((2s,8) 0 <s<1
(25 — 1) %

son homotopias en Top de trayectorias entre y-01 y p-oo y 017y og-7. [

13



An

T

FicguraA 10. Ley de cancelacién.

COROLARIO 1.2. Sean X un espacio topoldgico, p,o,7 € C(I,X) tales
que o y T tienen los mismos extremos y u(1) = o(0), entonces

poo~bhpor=0~bh T

DEMOSTRACION. Por el resultado anterior tenemos que ji-p1-0 ~b fi-pu-7
(omitimos los paréntesis en vista de la proposicién 1.3), pero entonces, por
la proposicién 1.4 tenemos que k(1) - 0 :51 Ku(1) * T lo cual implica por la
proposicién 1.1 que o ~4, 7. O

El siguiente es un resultado técnico que serd utilizado posteriormente:

PROPOSICION 1.7. Si o y o' son dos trayectorias en X que tienen los

mismos extremos, entonces (o-(c'op))op =o' (cop) (p denota la isometria
t—1—t).

DEMOSTRACION.
[ 0< p(s) < §
( ( ,0))(,0( )) {Ul(p(Zp(S)l)) %Sp(s)gl
NEEO) o< 1-s5<)
e -20-9+1) l<i-s<1
_ o’ (2s) 0<s<i
o(2p(s)) 3<s<1
o (o 0 )(s) = a’(2s) 0<s<i
(o' p>><>{0(p(281)) A
_ a’(2s) Ogsgé
C)ei-(2s-1) f<s<i
_ a’(2s) OSSS%
a o(2—2s) $<s<1
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CAPITULO 2
El grupo 7 (X, zo)

En este capitulo construiremos el grupo fundamental de un espacio
topoldgico y probaremos algunas de sus propiedades.

NOTACION 2.1. Si X es un espacio topolégico no vacio y xg € X, deno-
taremos con Q(X,xo) al conjunto de lazos en X basados en xg.

OBSERVACION 2.1. El producto - de cualesquiera dos elementos de Q(X, xq)
es un elemento de Q(X, xg).

NOTACION 2.2. A la clase de equivalencia de un lazo X € Q(X, xg) bajo
la relacion de equivalencia ~k. (véase el corolario 1.1) la denotaremos [)].
Al conjunto QX z0)/ ~k lo denotaremos m (X, zg).

PROPOSICION 2.1. m1(X,xq) con la operacion [Ai][X2] = [A1 - A2] es un
grupo.

DEMOSTRACION. La operacién estd bien definida ya que si

Hy: ) o5 N
Ho : Mg o N
entonces la funcién F' dada por:

F((S,t)) _ Hl((287t))

es una homotopia en Top de trayectorias entre A1 - Ao y A} - A}. La operacién

([Mls [A2]) = [A1 - A2

es asociativa ya que por la proposicién 1.3 (A1 - A2) - Az b A1 - (A2 - A3), i.e.,
(M1][A2])[As] = [M1]([A2][As])- El neutro de esta operacion es [k4,] ya que por
la proposicion 1.4 kg, - A b X o X+ kg, Lee, [Kao][A] = [A] = [N][kg]. El
inverso de [\] es [A] ya que por la proposicién 1.4 X - A~k ki, ~b A- A O

DEFINICION 2.1. Llamaremos a w1 (X, xo) el grupo fundamental del es-
pacio X basado en el punto xg.

15



OBSERVACION 2.2. El grupo 71(X, o) solamente depende de la compo-
nente conexa por trayectorias de X a la cual pertenece xg.

TEOREMA 2.1. Sean X wun espacio topoldgico no vacio conectable por

trayectorias, xg,x1 € X y o : g9 ~ 1. Entonces o induce un isomorfismo
entre m (X, xo) y m1 (X, x1).

(0)

o(D)

Ficura 1. Un lazo desde o(1).

DEMOSTRACION. Sea ¢ : m1(X,x9) — m(X,z1),[\] — [0 - X - o]. Esta
funcién estd bien definida porque por la proposicién 1.6 si A ~f. X’ entonces

g-Ao~ba- NG
6 es inyectiva ya que si
G- N-o]l=[c-N 0]=
g-No~ha-N-oo=
oG- Nokhoa-Noo=

c-Gd-No-abho-a-No-a

Q

pero entonces, por el corolario 1.2, concluimos que A ~4 N, ie., [A\] = [X].
La funcién también es suprayectiva; dado un [A\] € 71(X,z1) tenemos

que oA - €m(X,xg) yo(fo-A-a])=[c-(c-\-7) 0] =][\]
Finalmente la funcién es un homomorfismo de grupos:

a([Ml[A2]) = a([A1 - A2))

=1[0-A Ay 0]
=[G-M-0-5 X0
=1[0-A 0|l A - 0]
= o([M)a([A2])

O

EJEMPLO 2.1. Sean A C R™ un conjunto asteroide y ag € A un punto
con respecto al cual A sea asteroide, entonces w1 (A, ag) es el grupo trivial
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(consistente solamente del neutro) ya que si o es un lazo en A basado en ay,
la homotopia por segmentos es una homotopia en Top de trayectorias entre
O Y Kay- En vista del teorema anterior dado cualquier a € A se tiene que
m1(A, a) es el grupo trivial.

FiGurA 2. Un conjunto asteroide.

DEFINICION 2.2. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es sim-
plemente conexo si X es conectable por trayectorias y w1 (X, zg) es el grupo
trivial para algin xg € X.

PROPOSICION 2.2. Sean X un espacio topolégico simplemente conexo,
y o y p dos trayectorias en X que tengan los mismos extremos; entonces

~ot
o~ L.

DEMOSTRACION. Sean xq el origen y z7 el destino de o, entonces

(0 1) - b o g - 1

de donde se deduce que o ~%. . (]

2.1. Espacios topolégicos punteados

DEFINICION 2.3. Llamaremos categoria de espacios topoldgicos puntea-
dos a la categoria cuyos objetos son parejas de la forma (X, xg) donde X es
un espacio topoldgico y xy € X y donde una flecha f con dominio (X, xz¢) y
codominio (Y,yo) es una funcion continua f: X — Y tal que f(xo) = yo.
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PROPOSICION 2.3. Sea h : (X, x0) — (Y,y0) una flecha en la categoria de
espacios topoldgicos punteados. Entonces podemos definir un homomorfismo
de grupos

hy : (X, z0) — m1(Y, yo)
mediante la férmula
hi([A]) = [ho A]

DEMOSTRACION. La aplicacién h, esté bien definida ya que si F' es una
homotopia de trayectorias entre o y ¢’ entonces h o F' es una homotopia de
trayectorias entre h o o y h o o’. El hecho de que h, sea un homomorfismo

se deduce de la ecuacién

(hoo)-(hopu)=ho(o-p)
O

DEFINICION 2.4. La aplicacién hy de la proposicion anterior se denomi-
na homomorfismo inducido por A relativo al punto bésico xg.

NOTACION 2.3. El homomorfismo hy mo sélo depende de la aplicacion
h: X — Y, sino también de la eleccion del punto bdsico xg. Si es preciso
indicaremos el hecho de que el dominio de la flecha hy es (X, xg) escribiendo

(P )

PROPOSICION 2.4. Podemos definir un funtor de la categoria de espacios
topolégicos punteados a la categoria de grupos si asociamos a un espacio
topoldgico punteado (X, xq), el grupo w1 (X, z9) y a una flecha h : (X, xq) —
(Y, yo0) el homomorfismo (hg,)« de la proposicion anterior.

(X, z0) T (X, xo)
hm() — (hro)*
(Y, yo0) m1(Y, y0)

DEMOSTRACION. Sean (X, z¢), (Y, y0), (Z, 20) espacios topoldgicos pun-
teados y f: (X,z0) — (Y,90), 9: (Y,y0) — (Z, 2z0) flechas en la categoria de
espacios topoldgicos punteados. Las identidades van a dar a las identidades
porque por definicién de id,, id.([A]) = [id o A] = [A\]. La composicién g o f
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va a dar por definicién al homomorfismo [A] — [(g o f) o \] que es igual al
homomorfismo g, o f, ya que

(g« 0 f)([A]) = g« (£:([A]))
= g«([f o A])
=lgo(fo)
=[(gof)oAl.

O

PROPOSICION 2.5. Sea (hg,) : (X,20) — (Y,v0) una flecha en la cate-
goria de espacios topoldgicos punteados. Si h : X — Y es un homeomorfis-
mo, entonces (hg, )« €s un isomorfismo entre w1 (X, zo) y m1 (Y, o).

DEMOSTRACION. Consideremos k: Y — X la inversa de h. Entonces se
satisface ky o hy = (ko h)y, = (idx )« ¥y hx 0 ky = (ho k), = (idy).. Como las
identidades van a dar a las identidades k, es la inversa de h,. O

DEFINICION 2.5. Sean (X,xq),(Y,y0) espacios topoldgicos punteados.
Diremos que (X,z0) v (Y,y0) son del mismo tipo de homotopia en la cat-
egoria de espacios topolégicos punteados si existen flechas en la categoria
Foo + (X,0) = (Yi30) 4 9yo : (Vi) — (X,20) y homotopias H : X xI — X
y K Y xI — Y tales que K : fog ~p idy, H : go f ~p idx y
H((zo,t)) = z0 y K((yo,t)) = yo para toda t € 1.

TEOREMA 2.2. Sean (X, x),(Y,yo) espacios topoldgicos punteados del
mismo tipo de homotopia en la categoria de espacios topoldgicos punteados.
Entonces

(X, z0) = m (Y, yo).
DEMOSTRACION. Existen aplicaciones punteadas

fmo : (X, $0) - (Y> yO)a Gyo - (Y> yO) - (Xv $0)

y homotopias H : X x I — X, K : Y x I — Y tales que H((x,0)) =
g(f(@)), H((w 1)) = 2, K((5,0)) = Flg(v)), K((, 1) =y y H((z0,)) = w0
y K((y0,t)) = yo para toda t € I. Sea A un lazo en X basado en x, entonces
la funcién F : I x I — X, (s,t) — H((A(s),t)) es una homotopia en Top de
trayectorias entre gy, o fzo 0 Ay A (]
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2.2. Espacios cubrientes

DEFINICION 2.6. Sean E, B espacios topoldgicos y p : E — B una fun-
cion continua y suprayectiva. Diremos que un abierto U C B estd pare-
jamente cubierto por p si la tmagen inversa de U es una union ajena de
conjuntos abiertos Vy, tales que para cada o la restriccion de p a V, sea un
homeomorfismo de V, en U. La coleccion {V,} serd denominada particién
de p~1[U] en rebanadas.

DEFINICION 2.7. Sean E, B espacios topoldgicos p : E — B continua y
suprayectiva. Diremos que p es una aplicacion cubriente si para todo b € B
existe una vecindad U de b que esté parejamente cubierta por p. En este caso
E se llama espacio cubriente de B.

OBSERVACION 2.3. Sip: E — B es una aplicacién cubriente entonces
para cada b € B se tiene que p~'[{b}] es un subespacio discreto porque cada
V., intersecta a p~[{b}] en un solo punto.

Fiaura 3. La funcién ¢ — (cos(27t),sen(27t)).

TEOREMA 2.3. La funcion p: R — S, x — (cos(2mz),sen(27x)) es una
aplicacion cubriente.

DEMOSTRACION. Consideremos el subconjunto U C R? de los puntos de
S! que tienen la primera coordenada positiva. El conjunto p~![U] consiste de
aquellos puntos z para los que cos(2mz) es positivo, es decir, es la unién de los
intervalos V;, = (n — %, n+ %) para todo n € Z. La aplicacién p restringida a
cualquier intervalo cerrado V;, es inyectiva porque sen(2mz) es estrictamente
monétona en tales intervalos. Ademas p lleva V,, suprayectivamente a U y a
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V,, sobre U por el teorema del valor intermedio. Dado que V,, es compacto,
p | V, es un homeomorfismo entre V,, y U. En particular p | Vj, es un
homeomorfismo entre V,, y U. Anélogamente las intersecciones de S' con el
semiplano superior, inferior e izquierdo estdn cubiertos parejamente por p,
por lo tanto p es una aplicacion cubriente. O

TEOREMA 2.4. Sea p : E — B una aplicacion cubriente. Si By es un
subespacio de B y si Eg = p~'[By] entonces la aplicacion py : Ey — By
obtenida al restringir p es una aplicacion cubriente.

DEMOSTRACION. Dado by € By sea U un conjunto abierto en B que
contiene a by y que estd parejamente cubierto por p; sea V, una particién
de p‘l[U | en rebanadas. Entonces U N By es una vecindad de by en By y los
conjuntos V,, N Ey son abiertos ajenos de Ey cuya unién es p~'[U N By y
cada uno de ellos se aplica homeomorfamente en U N By mediante p. O

TEOREMA 2.5. Sip: E — B yp' : E' — B’ son aplicaciones cubrientes
entonces p x p' : E x E' — B x B’ es una aplicacion cubriente.

DEMOSTRACION. Dados b € B, b € B’, sean U y U’ vecindades de
b y b respectivamente, que estén parejamente cubiertas por p y p’. Sean
{Va}y {Vj3} particiones en rebanadas de p~H[U],p~[U’]. Entonces la imagen
inversa mediante p x p’ de U x U’ es la unién de todos los conjuntos Vo, x V.
Estos conjuntos son abiertos ajenos de E x E’ y cada uno de ellos se aplica
homeomorfamente en U x U’ bajo p x p'. O

Cabe mencionar que el teorema anterior no se puede generalizar a un

producto infinito como se muestra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.2. Sean p : R — S'.t s (cos(27t), sin(27t)) y p* : RY —
S¥ f — (p(f(0),p(f(1)),....;p(f(n)),...), entonces aiin cuando p es una
aplicacion cubriente, p* no lo es. Esto podemos verlo por contradiccion; su-
pongamos que hay un elemento f € S' que tiene una vecindad parejamente
cubierta por p*. Entonces si q pertenece a la imagen inversa de {f}, habria
un abierto bdsico de R“ que contiene a q y tal que p* restringida a este
abierto es un homeomorfismo, pero esto no puede ser porque dicho abierto
basico es de la forma Uy X -+ X Up X RXR x -« xR x ... yp¥ restringida
a este abierto no es una funcién inyectiva.
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2.3. El grupo fundamental de S'

DEFINICION 2.8. Sean E, B espacios topolégicos y p : E — B una fun-
cion continua. Si f es una funcion continua de algin espacio topoldgico X
en B, un levantamiento de f es una funcidn continua f : X — FE tal que
po f=f, es decir, tal que conmuta el siguiente diagrama:

E

o
f,
P P

/

X—f>B

LEMA 2.1. Sean p : E — B una aplicacion cubriente, eg € E y by =
p(eg). Entonces cualquier trayectoria o en B que comience en by tiene un
unico levantamiento a una trayectoria ¢ en E que comienza en eg.

DEMOSTRACION. Cubramos B por conjuntos abiertos U que estén pa-
rejamente cubiertos por p. Encontremos una subdivisiéon de I, digamos
so = 0,81, S2, ..., 8, = 1 tal que para cada i el conjunto o|[s;, s;+1]] esté con-
tenido en alguno de los conjuntos abiertos U (se puede por el teorema del
numero de Lebesgue (ver A.2)). Primero definimos 6(0) = ep. Entonces,
suponiendo que G(s) esta definida para 0 < s < s;, definimos & en [s;, $;11]
como sigue: el conjunto o[[s;, s;+1]] esta contenido en algiin conjunto abierto
U que estd parejamente cubierto por p. Sea V,, una particién en conjuntos
abiertos de p~![U]; cada conjunto V, es aplicado por p homeomorfamente
sobre U. Asi &(s;) pertenece a alguno de estos conjuntos, pongamos en Vj.
Definamos &(s) para s € [s;, s;+1] por la ecuacién 6(s) = (p | Vo) L[{o(s)}].
Como p | Vp : Vo — U es un homeomorfismo, & serd continua en [s;, $;+1].
Continuando de esta forma, definimos & en todo I. Es inmediato de la con-
struccién de ¢ que p o ¢ = 0. La unicidad de & se prueba paso a paso.
Supongamos que pu es otro levantamiento de o que comienza en ey. Enton-
ces 11(0) = ep = &(0). Supongamos que u(s) = &(s) para todo s € [0, s;].
Sea V) como en lo anterior, entonces para s € [s;, s;+1], 7(s) estd definido
como (p | Vo) '[{o(s)}]. Dado que p es un levantamiento de o, debe llevar
el intervalo [s;, s;41] en el conjunto p~![U] = |J{V,}. Los V,, son conjuntos
abiertos ajenos; como el conjunto pu[[s;, s;+1]] es conexo, debe estar conte-
nido en sélo uno de estos V, y como pu(s;) = &(s;) que estd en Vj, u debe
llevar todo el intervalo [s;, s;+1] en Vj. Por lo tanto, para s € [s;, s;+1], (s)
debe ser igual a un punto y € Vy que esté en p~'[{o(s)}], pero sélo hay un
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punto y en estas condiciones, concretamente (p | Vo)~ *[{o(s)}]. Por lo tanto
wu(s) = a(s) para toda s € [s;, Sij+1]- O

LEMA 2.2. Sean p : E — B una aplicacion cubriente, eg € E y by =
p(eo). Sea F' : I x I — B una funcion continua con F((0,0)) = by. Entonces,
eziste un unico levantamiento de F a una funcién continua F : I xI — E tal
que F((0,0)) = eg. i F es una homotopia en Top de trayectorias, entonces
F también es una homotopia en Top de trayectorias.

DEMOSTRACION. Dada F definimos primero F((0,0)) = eg. Por el lema
anterior extendemos F' al lado izquierdo {0} x I y al lado inferior I x {0}
de I x I. Entonces extendemos F a todo el cuadrado como sigue. Elijamos
subdivisiones sg, ...Sm ¥ to, ..., tn de I lo suficientemente finas como para que
cada rectangulo I; x J; = [s,_1, s;] X [tj_1,t;] se aplique mediante F' en un
conjunto abierto de B que esté parejamente cubierto por p (es posible hacer
esto en vista del lema del nimero de Lebesgue). Definimos el levantamiento
F paso a paso que comienza con el rectdngulo I; x Ji, continuando con los
otros rectangulos I; x Jy de la fila inferior, después con los rectangulos I; x Jo
de la siguiente fila y asi sucesivamente. En general dados ig, jo, supongamos
que F estd definida en el conjunto A determinado por la unién de {0} x
I,1 x {0} y todos los rectangulos previos a I;, x Jj, (aquellos rectangulos
I; x Ij con j < jo y aquellos con j = jo e i < ip). Supongamos también
que F es un levantamiento continuo de F' | A. Definamos F en I;, x Jj,.
Escojamos un conjunto abierto U de B que esté parejamente cubierto por
p y contenga al conjunto F'[I;; x Jj,]. Sea {V,} una particién en rebanadas
de p~1[U]; cada V,, se aplica mediante p homeomorfamente sobre U. Ahora,
F esté ya definida en el conjunto C' = AN (I, % Jj,). Este conjunto es la
unién de los lados izquierdo e inferior del rectdngulo I;, x Jj, y por tanto
es conexo. Asi F[C] es conexo y debe estar totalmente contenido dentro de
uno de los conjuntos V,,. Supongamos que esta contenido en V. Denotemos
por po : Vo — U la restriccién de p a Vj. Dado que F es un levantamiento
de F' | A sabemos que para = € C, po(F(z)) = p(F(z)) = F(x) de manera
que F(z) = py [{F(x)}]. Por tanto, podemos extender F definiendo F(z) =
vy {F(z)}] para x € I;, x J;,. Continuando de esta manera definimos F' en
todo el cuadrado I2.

Para comprobar la unicidad observemos que en cada paso de la construc-
cién de F, como primero hemos extendido F a los lados inferior e izquierdo
de I? y entonces a los rectangulos I; x J; uno por uno, existe sélo una forma
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de extender F' de manera continua. De modo que, una vez especificado el
valor de F en (0,0), F est4 completamente determinada.

Supongamos ahora que F' es una homotopia en Top de trayectorias. La
aplicacién F lleva todo el lado izquierdo {0} x I del cuadrado a un solo
punto by de B. Como F es un levantamiento de F, lleva todo este lado sobre
el conjunto p~![{by}]. Pero este conjunto tiene la topologia discreta como
subespacio de E. Dado que {0} x I es conexo y F es continua, F[{0} x I] es
conexo y por lo tanto debe ser igual a un conjunto singular (de cardinalidad
1). Anélogamente F[{1} x I] debe ser también un conjunto singular. Asi F

es una homotopia en Top de trayectorias. O

TEOREMA 2.6. Sean p : E — B una aplicacion cubriente, eg € E vy
bo = p(ep). Sean o y u dos trayectorias en B de by a by y sean & y i sus
respectivos levantamientos a trayectorias en E que comienzan en eg. Si o y
w son homotopicas por trayectorias, entonces ¢ y i terminan en el mismo

punto de E y son homotdpicas por trayectorias.

DEMOSTRACION. Sea F' : I x I — B una homotopia de trayectorias
entre o y p. Entonces F((0,0)) = bg. Sea F : I x I — E el levantamiento
de F a E tal que F((0,0)) = eo. Por el lema anterior F es una homotopia
en Top de trayectorias de manera que F[{0} x I] = {eg} y F[{1} x I] es un
conjunto singular {e; }.

La restriccién F' | I x {0} de F es una trayectoria en E que comienza
en ep y que es un levantamiento de F' | I x {0}. Por la unicidad de los lev-
antamientos de trayectorias, tenemos que F((s,0)) = &(s). Andlogamente,
F | I x {1} es una trayectoria en E que es un levantamiento de F | T x {1}
y comienza en eg. Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias
F((s,1)) = fi(s). Por lo tanto & y ji terminan en e; y F es una homotopia

en Top de trayectorias entre ellas. O

DEFINICION 2.9. Sean p : E — B una aplicacién cubriente y by € B.
Elijamos eqg de forma que p(eg) = by. Dado un elemento [o] € w1 (B, by),
sea ¢ el levantamiento de o a una trayectoria en E que comience en eg.
Denotemos por ¢([o]) a 6(1). Entonces ¢ es una aplicacion bien definida ¢ :
71(B,bo) — p~[{bo}]. Denominamos a ¢ correspondencia del levantamiento
derivada de la aplicacion cubriente p.

TEOREMA 2.7. Sean p : E — B una aplicacion cubriente, by € B vy
eo € E tal que p(ey) = by. Si E es conectable por trayectorias entonces la
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correspondencia del levantamiento ¢ : 71 (B, by) — p~[{bo}] es suprayectiva.
Si E es simplemente conezxo, entonces es biyectiva.

DEMOSTRACION. Si F es conectable por trayectorias entonces dado e; €
p~[{bg}] existe una trayectoria & en E de eg a e;. De modo que 0 = po &
es un lazo en B con base by y ¢([o]) = e; por definicién.

Supongamos que E es simplemente conexo. Sean [o] y [u] dos elementos
de m(B,bg) tales que ¢([o]) = ¢([p]). Sean & y fi los levantamientos de
o y | respectivamente a trayectorias en E que comiencen en eg; entonces
(1) = fi(1). Como E es simplemente conexo, existe una homotopia en Top
de trayectorias F en E entre & y . Entonces pOF es una homotopia en Top
de trayectorias entre o y pu. O

TEOREMA 2.8. El grupo fundamental de S' es isomorfo al grupo aditivo
de los enteros.

DEMOSTRACION. Sean p : R — S,z + (cos(27mz),sen(27x)), eg = 0 y
bo = p(eg). Entonces p~'[{bp}] = Z. Como R es simplemente conexo y la
funcién p es una aplicacién cubriente (véase el teorema 2.3), entonces por
el teorema anterior concluimos que la correspondencia del levantamiento
¢ : m(S',by) — Z es biyectiva. Dados [f] v [g] en 71 (S, bo), sean f y §
sus respectivos levantamientos a trayectorias en R que comiencen en 0. Sean
n= f(1) y m = §(1), entonces ¢([f]) = n y ¢([g]) = m por definicién. Sea
7 la trayectoria en R dada por 7(s) = n+ g(s). Como p(n + z) = p(z) para
todo z € R, la trayectoria 7 es un levantamiento de g que comienza en n.
Entonces el producto f - 7 estd definido y es el levantamiento de f - ¢ que

comienza en 0. El punto final de esta trayectoria es n + m. Entonces por

definicién ¢([f] - [g]) = n+m = o([f]) + o([g])- 0

2.4. Retracciones, retractos por deformacion y tipo de
homotopia

DEFINICION 2.10. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Llamaremos
retraccion de X en A a cualquier funcién continua r : X — A tal que r [ A

es la identidad de A. Si existe dicha funcién r diremos que A es un retracto
de X.

LEMA 2.3. Sean X un espacio topolégico, & # A C X,a € A. Si A
es un retracto de X, entonces el homomorfismo de grupos fundamentales
inducido por la flecha jg : (A,a) — (X,a), donde j : A — X es la inclusion,
es inyectivo y de hecho se escinde.
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DEMOSTRACION. Sir : X — A es una retracciéon y j : A — X es la
inclusion, entonces la composicion r o j es igual a la identidad de A, ademés
re ¢ (X,a) — (A,a) es una flecha en la categoria de espacios topoldgicos
punteados de donde se sigue, por las propiedades de funtor, que (74 )+ © (ja )«
es la aplicacion identidad de 71 (A, a), es decir (ry)s escinde a (jg)«, lo cual
en particular implica que (j,)« es inyectivo (si dos elementos de m1(A4,a)
tuvieran la misma imagen bajo (ju)«, al componer con (ry). tendrian la
misma imagen, pero esto no puede ser porque (74)« © (ja)« es la identidad
de m1 (A, a)).

mi(Aa) 25 (X a) T (A, a)

O

LEMA 2.4. Sean X,Y espacios topoldgicos, xg € X, h,k : X — Y dos
funciones continuas tales que h(xo) = k(zo) = yo. Si h y k son homotopicas
y si la imagen del punto base xg de X permanece fija en yo durante la
homotopia entonces los homomorfismos h, y ks coinciden.

DEMOSTRACION. Por hipétesis existe una homotopia H : X x I — Y
entre h y k tal que H((xg,t)) = yo para todo t € I. Se sigue que si A es un
lazo en X basado en z(, entonces la composicién I x [ M e T H v es

una homotopia de trayectorias, porque H aplica {xg} x I en yj. O

TEOREMA 2.9. La inclusion j : S* — R*T1\ {0} induce un isomorfismo
de grupos fundamentales.

DEMOSTRACION. Sean X = R"*1\ {0} y by = (1,0,...,0). Sea r : X —
S™ la funcién dada por r(z) = x/||z||. Entonces 7 o j es la identidad en S™,
por lo que r, o j, es el homomorfismo identidad de 71 (S™, by). Consideremos
ahora la composiciéon j o r, de X en si mismo. Esta aplicacién no es la

identidad pero es homotépica a la identidad. La homotopia por segmentos
H: X x I — X dada por

H((z,1)) = (1 = t)o + ta/|z

es una homotopia entre la identidad de X y la funcién jor. H((x,t)) nunca
es igual a 0 porque (1—t)+1t/||z| es un nimero entre 1y 1/||z||. El punto by
permanece fijo durante la homotopia ya que [|bg|| = 1. Entonces por el lema
anterior (j o 7). = jx o 1y es el homomorfismo identidad de 1 (X, bp). O

DEFINICION 2.11. Sean X wun espacio topolégico y A C X. Diremos
que A es un retracto por deformaciéon de X si ewxiste una funcién continua
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H: X xI— X tal que

H((z,0)) ==
H((xz,1)) e A
H((a,t)) =a

La homotopia H se llama retraccién por deformacién de X en A. La fun-
cionr: X — Ax — H((z,1)) es una retraccion de X en A y H es una
homotopia entre la aplicacion identidad de X y la aplicacion j or donde
j:A— X eslainclusion.

Por ejemplo, la homotopia H del teorema anterior es una retraccién por
deformacion.

DEFINICION 2.12. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y y
g:Y — X funciones continuas. Diremos que fy g son inversos homotdpicos

si fog~ridy ygof~ridx.

DEFINICION 2.13. Sean X,Y espacios topoldgicos. Diremos que X yY
son del mismo tipo de homotopia en Top, si existen funciones continuas
f: X —=Y,9g:Y — X que sean inversos homotdpicos.

LEMA 2.5. Sean h,k : X — 'Y dos funciones continuas tales que h(xg) =
Yo ¥ k(xo) =y1. Si h y k son homotdpicas, entonces existe una trayectoria
aenYY deyy ay tal que ky = Gohy. St H: X X1 —Y esla homotopia

entre h y k entonces a es la trayectoria dada por a(t) = H((xg,t)).

hs
T (X, 29) — 71 (Y, %0)

T

1 (Y7 yl)

DEMOSTRACION. Sea A : I — X un lazo basado en zy. Consideremos
los lazos Ag y A1 en el espacio X x I dados por las ecuaciones

Consideremos también la trayectoria en X x I dada por la ecuacién

c(t) = (xo,t).
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Entonces Ho Ay = hoAy H oA = ko) mientras que H o c es igual a la
trayectoria a. Sea F': [ x I — X x I, (s,t) — (f(s),t). Consideremos las
siguientes trayectorias en I x I, las cuales recorren los cuatro lados de I x I:

Entonces F' o By = Ag y F o 1 = A1, mientras que F'oyy = F o7, = c. Las
trayectorias rectas por pedazos By - y1 v 7o - (1 son trayectorias en I x I de
(0,0) a (1,1); como I x I es convexo, existe K una homotopia en Top de
trayectorias entre ellas. Entonces F o K es una homotopia de trayectorias en
X xTentre \g-cyc-A1.Y Ho (FoK) es una homotopia de trayectorias
en Y entre:

(HoXo)-(Hoc)=(hoA)-ay
(Hoc)- (HoA)=a- (ko).

O

TEOREMA 2.10. Sean X y Y espacios topolégicos, f: X — Y continua
con f(xg) = yo. Si existe una inversa homotdpica de f, entonces

fitm(X,20) — m1(Y, yo)
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean ¢ : Y — X una inversa homotépica de f, 1 =
9(yo) ¥y y1 = f(x1). Tenemos la siguiente sucesién de homomorfismos indu-
cidos:

(fag)*
™1 (X, x0) ——= 71 (Y, 0)

gx

(X, z1) Ve (Y, 1)
Por hipétesis go f : (X, x9) — (X, x1) es homotdpica a la aplicacién iden-
tidad, de manera que existe una trayectoria a en X tal que (g o f). =
& o (ix). = &. Se sigue que (g o f)x = g« © (fz,)s €s un isomorfismo.
Andlogamente, dado que f o g es homotépica a la identidad, el homomor-
fismo (f o g)x = (fz;)« © g« es un isomorfismo. Lo primero implica que g,
es suprayectiva y lo segundo implica que g, es inyectiva. Por lo tanto, g,

es un isomorfismo. Aplicando la primera ecuacién una vez mds obtenemos
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(fro)x = (g«) "' 0 &, de modo que (fy,)+ es también un isomorfismo. Obser-
vemos que, aunque ¢ es una inversa homotdpica para f, el homomorfismo

gx 10 es necesariamente inverso del homomorfismo ( fo)w- O

2.5. Producto de grupos fundamentales
TEOREMA 2.11. 71(X XY, (x0,y0)) es isomorfo a m (X, x0) X 71 (Y, y0).

DEMOSTRACION. Seanp: X xY — X yq: X xY — Y las proyecciones.
Tenemos los homomorfismos inducidos:
ps 1 (X X Y, (20,90)) — m1(X, 20),
s T1(X X Y, (20,90)) — m1(Y,90)
Definimos un homomorfismo
O m (X %Y, (z0,y0)) — m(X,z0) X (Y, 90),
(Al = (p+([A]), 4 ([A])) = ([po Al [g o A])

Veamos que ® es un isomorfismo: ® es suprayectiva: si o : I — X es un lazo
basado en xg y u: I — Y es un lazo basado en yy definimos 7: I — X xY

por la ecuacion

7(s) = (0(s), u(s))-

Entonces 7 es un lazo en X x Y basado en (zg,y0) y

o([7]) = ([po7l), lg o 7)) = (o], [1)-

El nicleo de @ es cero: Supongamos que A : I — X XY esun lazoen X xY
basado en (zg,yo) y tal que ®([A]) = ([po A, [g o A]) es el elemento neutro.
Esto significa que po A =% kg v go A ~b Ky ; sean Gy H las respectivas
homotopias de trayectorias. Entonces la funcién F : I? — X x Y definida
por

F((s, 1)) = (G((s, 1)), H((s,1)))
es una homotopia en Top de trayectorias entre X y el lazo constante basado
en (zo,Yo)- O
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CAPiTULO 3
El grupo (T, z)

En el capitulo anterior enfocamos nuestra atencién a un tipo muy parti-
cular de objeto matematico: los espacios topoldgicos. Construimos un funtor
de la categoria de estos espacios (Top) a la categoria de grupos (Grp). En este
capitulo discutiremos algunas construcciones de Rhodes, andlogas al funtor
grupo fundamental, para ciertos objetos que tienen que ver con espacios
topoldgicos y acciones de grupos. La manera que nos parece mas convenien-
te de abordar estas construcciones es mediante las acciones semicontinuas.

Primero, recordemos la definiciéon de G-conjunto.

DEFINICION 3.1. Sean X un conjunto, G un grupo y I' : G x X — X
una funcion. Diremos que I' es una accién de G en X si se cumplen las
stguientes condiciones:

1. T({(y,L((5,2)))) = T({yd,z)) para todo ~v,5 € G y para todo x € X.
2. I'((e,z)) = = para todo x € X, donde e es el neutro de G.

Al conjunto X junto con la accion I' de G en X se le llama G-conjunto.

NOTACION 3.1. En lugar de escribir I'((y,x)) escribiremos simplemente
vz si no hay peligro de confusion. De esta manera los axiomas de accion se
pueden escribir como

1. v(dz) = (yd)x para todo ~y,6 € G y para todo x € X.
2. ex = x para todo x € X, donde e es el neutro de G.

EJEMPLO 3.1. Sea X el cuadrado en el plano complejo con vértices en
los puntos 1,1,—1,—i junto con el grupo Z4 y la funcion I' : Zgy X X —
X, ([n],z) — i"z. Entonces T es una accion de Z4 en X.

Lo siguiente es ver la definicion de accién semicontinua y méas adelante
serd clara su relacién con los grupos de transformaciones y las acciones con-
tinuas de grupos topolégicos. Es posible, y de hecho es mas comin, tratar a
los grupos como grupos topoldgicos dandoles la topologia discreta y enton-

ces las que aqui llamamos acciones semicontinuas son acciones de grupos y
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Figura 1. Cuadrado con vértices en 1,4, —1, —1.

continuas como funciones del producto topoldgico G x X. Pero de cualquier
modo seguiremos haciendo la distincién en este trabajo, porque para las
construcciones de Rhodes lo 1inico que necesitamos es lo que aqui denomi-

namos acciones semicontinuas. Veamos pues, su definicion

DEFINICION 3.2. Sean X un espacio topoldgico, G un grupo y I' una
accion de G en el conjunto subyacente de X. Diremos que I' es una accién
semicontinua (de G en X), o que G actia semicontinuamente en X, si para
cada v € G la funcion 0, : X — X,z — I'((7,x)) es una funcion continua
de X en X.

EJEMPLO 3.2. T: Z xR — R, ((n,x)) — n+x, es una accion semicon-

tinua.

NOTACION 3.2. Sean X un espacio topoldgico y G un grupo. La férmula
G™X es una abreviatura que usaremos para indicar que G actia semicon-
tinuamente en X.

PROPOSICION 3.1. Hay una categoria cuyos objetos son las acciones
semicontinuas y donde una flecha entre dos objetos I' : G x X — X y
E:H XY —Y es un conjunto de funciones {1 X ¢, ¢} tal que p : X —Y
es una funcion continua y ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos y
ademds se cumple que

p(yz) = (v7)(p(z))

para todo x € X y para todo v € G, es decir, conmuta el siguiente diagrama:

GXXF—>X

e |

HXY:—>Y
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DEMOSTRACION. Las identidades en los conjuntos subyacentes funcio-
nan como conjunto flecha identidad y dadas flechas entre I'y y I's y 'y ¥
I'3 podemos pegar los diagramas conmutativos en un diagrama conmutativo
mas grande de la siguiente manera:

Iy
G1><X1—>X1

wlxwl l@l
I

Go X Yy ——> X,

wzxwzl JJW

I's
GgXX3—>X3

Es decir, tenemos que la composicién de funciones nos da una flecha com-
posicién en esta categoria. Escrito de otra manera tenemos:

P20 p1(72) = P2(p1(y2))
= p2(Y1(7)p1(2))
= 2(V1(7))p2(¢1(2))
= g 0 Y1 (7)(p2 0 p1(2)).
O

Esta categoria es la que nos va a interesar para las construcciones de
Rhodes. Usamos solamente la accién porque en ella estd contenida toda
la informacién necesaria: El espacio topoldgico, el grupo que actia en el,
y precisamente de que manera actia dicho grupo. Veremos que hay una
correspondencia entre las acciones semicontinuas y otros objetos como los
grupos de transformaciones y las acciones continuas de grupos topoldgicos,

pero antes es conveniente recordar algunas definiciones.

DEFINICION 3.3. Sea G un grupo. Diremos que G es un grupo topoldgico
si G tiene una topologia tal que:

1. la operacion de grupo ® : G x G — G, (7,0) — v ® ¢ es continua
en el producto topolégico G x G.

1

2. la funcion ()71 : G — G,y +— 7! es continua en G.

EJEMPLO 3.3. Sea G un grupo y consideremos a G con la topologia
indiscreta. Entonces G es un grupo topoldgico ya que cualquier funcion de
un espacio topoldgico a un espacio topoldgico indiscreto es continua, (sdlo
tenemos que checar las imdgenes inversas de dos abiertos, el vacio y el total
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(y ambas son abiertos)), en particular la multiplicacion del grupo y tomar

inversos resultan ser funciones continuas.
EJEMPLO 3.4. (R,+) es un grupo topoldgico.

DEFINICION 3.4. Sean X wun espacio topolégico, G un grupo topoldgico
y I': Gx X — X una funcion. Diremos que I' es una acciéon continua de G
en X (o que G actia continuamente en X) si I' es una accion del grupo G
en el conjunto subyacente de X, y si ademds I' es una funcion continua del
producto topoldgico G x X a X. Al espacio X junto con la accion continua
I' de G en X se le llama G-espacio.

OBSERVACION 3.1. Si G actia continuamente en X, entonces G actia
semicontinuamente en X.

DEFINICION 3.5. Llamaremos grupo de transformaciones a cualquier pa-
reja ordenada (X,G) donde X es un espacio topoldgico y G es un subgrupo
de (Homeo(X),0) (el conjunto de homeomorfismos de X en X con la com-
POSICION como operacion).

EJEMPLO 3.5. Sea X un espacio topoldgico. Entonces (X, {idx}) es un
grupo de transformaciones.

EJEMPLO 3.6. Sea X un espacio discreto de dos puntos, digamos a,b;
sea G = {idx,{(a,b),(b,a)}} con la composicion de funciones como op-
eracion de grupo y con la topologia indiscreta ((G,o,7) (1 ={9,G})). En-
tonces (X, G) es un grupo de transformaciones, pero la accion ' : G x X —
X, (v,z) — y(x) no es una accion continua de G en X ; la imagen inversa de
{a} bajo T es el conjunto {(idx,a),{(a b),b)} (donde (a b) = {{a,b), (b,a)})
y no es abierto en el producto topoldgico de G y X porque de serlo seria
union de abiertos bdsicos que son de la forma U x V donde U es abierto
en G con la topologia indiscreta y V es un abierto de X, y si esto pasara
tendriamos que o bien (idx,b) o bien ((a b),a) perteneceria a T=1[{a}], lo
cual no sucede.

PROPOSICION 3.2. Si (X, G) es un grupo de transformaciones entonces
la funcion
ev:Gx X — X, (h,x)— h(x)

es una accion semicontinua de G en X.

DEMOSTRACION. Veamos que ev es una accién:

ev((h,ev(g,x))) = h(ev(g,x)) = h(g(x)) = ev((h o g,))
34



ev({idy,x)) =idx(z) =x

La otra condicién para ser una accién semicontinua se satisface porque cada
h € G es un homeomorfismo (en particular es una funcién continua). g

PROPOSICION 3.3. Sean I' : G x X — X wuna accidon semicontinua y sea
Homeo (X) el grupo de homeomorfismos de X en si mismo. Entonces para
cada v € G la funcion 6, : X — X,z +— ~x es un homeomorfismo de X en
X y 0:G — Homeo(X), v+ 6 es un homomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Sean ¢ € X y v € G, entonces la funcién 0,-1 es
inversa de la funcién 6, ya que por los axiomas de accién de grupo

0,(0,-1(2)) =v(y '2) = (v Nz =ex =z = (v 'y)o =7 (vz) = 0,-1(6,()).

Entonces cada funcién 6, es continua porque G"*X y tiene una inversa con-
tinua, i.e., cada funcién 6, es un homeomorfismo. Ahora, como 6~ (65(z)) =
y(h(x)) = (vh)(x) = O4n(x), entonces 6 es un homomorfismo de grupos. [

Estas proposiciones nos muestran, que si tenemos una acciéon semiconti-
nua I' de un grupo G en un espacio topolégico X entonces (X, 0[G]) (donde
6 es la funcién de la proposicién anterior) es un grupo de transformaciones
y reciprocamente, que para todo grupo de transformaciones (Y, H) la accién
evaluacién ev es una acciéon semicontinua. El ejemplo 3.6 muestra que aunque
G sea un grupo topoldgico de homeomorfismos de un espacio X que actua
semicontinuamente en X, no podemos decir que G actiie continuamente en
X.

A continuacién definiremos algunos conceptos necesarios para las cons-
trucciones de Rhodes y lo haremos, en vista de las proposiciones anteriores,

en base a las acciones semicontinuas.

DEFINICION 3.6. Sean T': G x X — X una accion semicontinua y T,y €
X. Una T-trayectoria en X de x a y es una pareja ordenada (o,7) donde
v€Gyo:I— X esuna funcion continua tal que o(0) = z, o(1) = ~y.
Un T'-lazo en X basado en x es una I'-trayectoria de x a x.

Si (0,7) es una I'-trayectoria algunas veces diremos que o es una trayec-
toria de orden v en X o incluso que o es una ~-trayectoria si no se presta a
confusién.

NOTACION 3.3. SiT': G x X — X es una accion semicontinua, deno-
taremos con Q(T', xo) al conjunto de T'-lazos en X basados en xg.
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EJEMPLO 3.7. Q(ev: {idx} x X — X, x0) es el conjunto de lazos en X
basados en x.

DEFINICION 3.7. Sean (o,71), (1, v2) € QT z0). Definimos el producto
® de (o,71) y (i, 72) como sigue:

(0,71) © (1, 72) = (0 - Y11, 7172)-

(Por v1p entendemos la funcion t — ~1u(t).)

ylxo

Y, x

FiguraA 2. Dos I'-lazos en el plano.

Y1x0

Fiaura 3. El producto ® de (o,71) y (i, 72).

En las figuras vemos el ejemplo en el plano actuando en si mismo me-
diante traslaciones.

OBSERVACION 3.2. El producto ® de cualesquiera dos elementos de Q(T', zg)
es un elemento de Q(I", xg).

DEFINICION 3.8. Sean I' : G x X — X wuna accidn semicontinua vy
(0,7),(c",7") dos T-trayectorias en X. Diremos que (o,7) y (o’,7') son
homotépicas en la categorfa de acciones semicontinuas si v =" yo ~4 o’.
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NOTACION 3.4. Si (0,7) y (6/,v') son homotdpicas en la categoria de
acciones semicontinuas, escribiremos (o,7v) ~ (o’,v').

PROPOSICION 3.4. Sean T' : G x X — X wuna accidn semicontinua y
xog € X. Entonces el conjunto

{((o;7), (¢",7)) € AT, 20) x T, x0) | (0,7) = (0,77}

es una relacion de equivalencia.

NOTACION 3.5. a la clase de equivalencia de (o,7) bajo esta relacidn la
denotaremos [o;7]. Al conjunto Q(T', o)/ ~ lo denotaremos (T, zg).

PROPOSICION 3.5. Sean ' : G x X — X wuna accidn semicontinua y
xo9 € X. Entonces w1 (T, zg) con la operacion [o;y1][;v2] = [0 - v1p57172] es
un grupo.

DEMOSTRACION. La operacién estd bien definida ya que si (o,7v) =~
o',m ,v2) ~ (1, v2) entonces hay homotopias en Top de trayectorias
Y1) ¥ (1, sy y y
Hy y Hj tales que Hy : 0 ~f 0’ y Hy : =~k 1/ entonces

I/\
—_ N

= y1H2((2s — 1,1))

es una homotopia entre (¢ - y11,7172) ¥ (0" - v/, 7172)-

Hl((QS,t)) 0
1<s<

La operacién es asociativa:

([os vl v2DlTs5 98] = [0 - v 71v2l[T5 73]

(o- ’Ylu) Y1Y2T; 717273]

(o3 71] ([ 72][m5793]) = [o3 7 ][ - v2737273]

[
=
[
[

o1 v1); 273

[kz0; €], donde e es el elemento neutro de G, funciona como neutro para la

operacion:
(5[ €] = [0+ Yy Vel
= [0 Vg3 7]
[Kizg; €l[057] = [Kay - €05 €7]
= [kao - 057]

y ya hemos visto que 0 - Yy 2 0y Ky -0 2 0.

37



1

Dado [o;7], [y~'7;77!] es su inverso:
oyt osy T = Mo ey
=lo-a;€]
= [Kao; €]

O

DEFINICION 3.9. Sean T : G x X — X wuna accion semicontinua y xg €
X. Llamaremos a m(I',z9) el grupo fundamental equivariante de Rhodes
(o simplemente el grupo de Rhodes) de (T, o).

NOTACION 3.6. A la componente conexa por trayectorias de X que con-
tiene a xg la denotaremos Xg.

OBSERVACION 3.3. 71 (T, zg) solamente depende de X y de los elementos
v € G, tales que yxg € Xp.

NOTACION 3.7. Si G y H son grupos, la férmula G < H es una abre-
viatura que usaremos algunas veces para decir que G es un subgrupo de H.

PROPOSICION 3.6. Sea I' : G x X — X wuna accion semicontinua y
zo € X. Entonces

Go={v€G| vxg € Xo} <G.

DEMOSTRACION. Sean 71, 72,7 € G, como la funcién x — 12 es un
homeomorfismo de X en X debe mandar una componente conexa por tra-
yectorias de X en una componente conexa por trayectorias de X. Por hipéte-
sis resulta que y1xg € X asi que para toda x € Xy debe de cumplirse que
vz € Xg (de no ser asi se estarian mandando puntos de la componente Xy a
distintas componentes). Por lo tanto, como Yoz € X entonces v1vy220 € Xo
lo cual quiere decir por definiciéon de Gy que y1y2 € Gg. Similarmente, x —
Nl
cumplirse que para toda = € Xg, 7'z € Xj en particular v 'ag € Xo. O

x es un homeomorfismo de X en X y como v 'vzg = z9 € Xy debe de

TEOREMA 3.1. Sean I' : G x X — X wna accidon semicontinua, g €
X,z € Xog y A:xg~ x1. Entonces \ induce un isomorfismo

)\h : 7Tl(Fv:EO) - 7Tl(Fv:El)'
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DEMOSTRACION. Dado un (a,7) € (T, zo) podemos construir una tra-
yectoria en Q(T,z1) utilizando o y A de la siguiente manera: X - o - y\. Si
(0,7) ~ (¢/,7') entonces v =+ y o =~ ¢’ lo cual implica que X - o - YA =~
A- o’ -4\, por lo que [0;9] — [A- 0 -9A\;7] es una funcién bien defini-
da que proponemos como \;. Esta funcién tiene como inversa a la funcién

[a; h] — [X - - hX; A):

Ay es homomorfismo:

(lo - mps )

VLR Y172 A 112
oA 72 A5

A (A 72A);7172)
ALY 172N 2]

Ao vl 12]) = A

> 5
Q

Nlos ] Ayl o] =

>
Q

—_— o o —

>
Q

PEro X - o - YIA - I - YL - Y1YeA b, X0y Y1y, por lo tanto Ay
es un isomorfismo. Si A es un lazo en X basado en zg, \(0) = A\(1) = xg y
entonces A, es conjugar por A ya que Xy [o;7] = [A-a-yA;y] = [Ase][o; 7] [A; ).
El isomorfismo Ay sélo depende de la clase de homotopia de A. De hecho
dos isomorfismos A, y )‘/b inducidos por dos trayectorias de g a 1 Ay \
respectivamente, estan relacionados por el automorfismo inducido por el lazo
A - ). Para cualquier [o;7] se tiene:
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TEOREMA 3.2. Sean I' : G x X — X una accion semicontinua, rg € X
y 1 € GXg, supongamos ademds que G es un grupo abeliano. Entonces hay

un isomorfismo entre m (I, xo) y m (T, z1).

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que (T, z) 2 71 (T, vx), porque
si x1 = v con zf, € Xy tendriamos 71 (I, xp) = m1 (I, yxp) v por el teorema
3.1 m (T, zp) = mi (T, x;). Supongamos entonces que 1 = Yxo; como G es
abeliano,

(0,7) € QT 2z0) = (vo,7m) € AT, 21),
entonces v induce una funciéon
Y m (L 2o) = m(L21), [o3n] = [vo; ]
Esta funcién 4, tiene como inversa a la funcién [a; k] — [y~ 1a; hl; y ademds
v, es homomorfismo dado que para cualesquiera [o; 1], [1;72] € 71 (T, zo):
Wlosyilwlus vel = [yos mllvus 12l
= [vo - mym el
= [yo - ynusmel
= [0 - 113 71172]
=% (o3 ][ 72])
U

El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior no necesariamente
se cumple si quitamos la hipétesis de que el grupo G sea abeliano.

EJEMPLO 3.8. Sea X = {xg,x1,x2} con la topologia discreta y sea G el
grupo generado por los dos homeomorfismos v1,7ve donde

71%o = 1, T1x1 = T2, 7122 = Zo,
Y2%0 = Zo, Y2x1 = T2, V2x2 = X1
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Entonces G = Ss (el grupo de permutaciones de un conjunto de tres elemen-

tOS), Xo = {$0}} Go = {67’72} Y 7T1(€V,l‘0) = {[’{mo; 6], [”xo?')@]}'
Por otro lado X1 = {z1}, G1 = {e} ymi(ev,z1) = {[ka,; €]}
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3.1. Flechas y tipo de homotopia

En la seccion anterior vimos la construccion para la parte de objetos del
funtor grupo de Rhodes, veamos ahora la parte de flechas.

PROPOSICION 3.7. Sean T : Gx X — X y 2: HxY — Y dos acciones
semicontinuas y sea {p,9 X ¢} una flecha entre ellas. Entonces hay un
homomorfismo de w1 (T, x0) a m(Z, ¢(x0)) dado por

(s 10)w s m(L,20) — T1(E, p(20)), [037] = [wo; 9]

DEMOSTRACION. Como {p,7 X ¢} es un flecha entre I' y = tenemos la
siguiente igualdad:

p(yz) = (vy)(p(z))

y entonces

(0, )« ([0 711 ]) (0, ) ([11572]) = [0 © 3971 ][0 © s 2]
=[poo- (¥y1)(pow); ()W)l
= [poo -y (172)]
= [po(o-mp)(nr2)]
= (o, ¥)slo - s 1172
= (s ¥)x[os M]3 72])

lo cual quiere decir que la funcién (¢, ). es un homomorfismo. Las identi-
dades van a dar a las identidades y si tenemos otra flecha con dominio =,

digamos {¢’, 9’ x ¢’} entonces (@', ¢") (@, 1)« = ('@, 0'1) lo cual quiere
decir que las composiciones van a dar a las composiciones. O

Si A es una trayectoria en X de xg a x1, entonces @A es una trayectoria en
Y de yo = pxg ay1 = 1. Las trayectorias A y ¢ inducen los isomorfismos
Aot (T 20) = m(Dyx1) v (0A)s : T (2, 90) — m1(E,91), pero ademas

(0, ) Al 9] = (0, ) <[ Ap - T - YA 7]
= [p(Ap -0 -yA); 9]
(PA)s (@, )03 79] = (PA)s 0o 9]

= [pAp - 0o - (Vy)pA; ¢

por lo que A, es natural. De manera similar, si G y H son abelianos entonces
para cada elemento v € H, (¢, %)y = (V) (v, %)« por lo que v, es natural.

42



DEFINICION 3.10. Sean I' : G x X — X y Z: HxY — Y acciones
semicontinuas y {p, Y x o} : T — Z y {0 x ¢’} : E = T flechas en la
categoria de acciones semicontinuas. Diremos que {p, 1 x o} y {0 x ¢’}
son equivalencias homotépicas equivariantes si 1) y ¢’ son isomorfismos y

oo pidy, ' ~ridy.

TEOREMA 3.3. Sean I' : G x X — X y Z2: HxY — Y acciones
semicontinuas, v9 € X, {p, ) x ¢} : T = 2y {d, W x ¢} : 2 =T
equivalencias homotdpicas equivariantes. Entonces w1 (T, z9) = m1 (2, ¢(z0)).

DEMOSTRACION. Sean yo = ¢(z0), 1 = ¢'(y0) y y1 = ¢(x1). Denote-
mos a los homomorfismos inducidos por {¢,1 x ¢} v {¢', ¢/ x ¢’} de la

siguiente manera:

(CEHPE
7I-I(I‘v‘IEO) —O> 771(572/0)

("9 )yg)=

(1) )«
m(T,21) ———— m1(Z, 41

Se tiene:

¢ o( Y T y)ze = ' (WY T ) e
= (W)
= 'Y o
= ¢ oo

=T

Por la homotopia h : X x I — X, tal que

tenemos las trayectorias: hy : [ — X, — h((xp~ 19"~ tyxg,t)), en particular
he es una trayectoria de x1 a xg. Si o es una trayectoria en X, de z1 a
yx1, entonces he - o - h. es una trayectoria en X de zg a (=1~ 1y)z0. Sean
F:I? - X, (s,t) = h((hep- 0 - hy)(s),1) ¥
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he(3st) 0<s<i
K((s,t)) = F((3s — 1,t)) $<s<?2
2<s<1

o (tp(3s — 2))
)

K muestra que ¢'¢(hep-o-hy) he-hep-0-hy-hypy por tanto ¢'@(hep-

he

O Xo
v TX;

FIGURA 4. p= ¢/ (p(he 0 hy))y 6§ =9 1/ 1(7)).

o hy) >k o, es decir (¢',9)«(p, 1), es un homomorfismo suprayectivo que
manda clases de homotopia de trayectorias de orden + con punto basico xg
a clases de homotopia de trayectorias de orden /1)y con punto bésico x.
Como 1 y 1)/ son isomorfismos, solamente clases de homotopia de orden e
con punto béasico xy van a dar a clases de homotopia de orden e con punto
bésico x1. El conjunto de clases de homotopia de orden e con punto basico
xo forma un subgrupo de 7 (T, z() isomorfo al grupo fundamental 71 (X, z¢)
y (¢, 9"« (p, 1), restringido a este subgrupo es el isomorfismo del teorema
2.10. Por lo tanto (¢, 9)«(¢,1). debe ser un isomorfismo. Anélogamente
(0, 1) (¢, 1)« s un isomorfismo y entonces (¢',1'). es un isomorfismo.

O
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3.2. El grupo 71 (T, z)

En esta seccion construiremos otro de los grupos de Rhodes, que llama-
remos grupo fundamental equivariante de Rhodes reducido, y hablaremos
un poco del caso en que el espacio topoldgico en consideracién es un polie-
dro, para lo cual necesitaremos hablar un poco de complejos simpliciales.
También hablaremos de acciones simpliciales y su relacién con las acciones
semicontinuas. Para esto es conveniente recordar algunos hechos de la teoria
de grupos. Lo primero que veremos a continuacién es una manera tutil de
pensar el subgrupo generado por un subconjunto de un grupo.

NOTACION 3.8. Sea G un grupo, si B es un subgrupo de G escribiremos
B < G. Si B es un subgrupo normal de G escribiremos B < G.

NOTACION 3.9. Sea A un conjunto. Denotamos con P(A) al conjunto
potencia de A.

PROPOSICION 3.8. Sean G un grupo y A C G. Entonces el conjunto
({BeP(@G)|B<GANACB}

es un subgrupo de G y es el minimo subgrupo de G con respecto a la con-
tencion de conjuntos que contiene a A.

DEMOSTRACION. Sea W = ({B € P(G) | B< GAA C B}, observemos
que, por definicién, el neutro de G pertenece a W. Sean a,b e Wy H <G
tal que A C H. Entonces a,b € H y como H es un subgrupo de G se cumple
que ab € H. Ademas el inverso de a pertenece a H. Como H es un elemento
de {B € P(G) | B < GAA C B} arbitrario concluimos que W es un
subgrupo de G. (]

DEFINICION 3.11. Llamaremos subgrupo generado por A a la intersec-
cion:
({BeP(@G)|B<GAACB}.
NOTACION 3.10. Denotaremos con (A) al subgrupo generado por A.
PROPOSICION 3.9. Sean G un grupo y N C G. Entonces el conjunto
A={alal..a¥ € G|kEN, ig,..,ir €Z,a; € NVj=0,...k}

es un subgrupo de G y es igual al subgrupo generado por N. Es decir se
cumple la siguiente igualdad:

A=({BeP(G)|B<GAN CB}.
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DEMOSTRACION. A es un subgrupo de G, porque dados dos productos
finitos de elementos de N a ciertas potencias enteras el producto de ellos es
otra vez un producto finito de elementos de N a ciertas potencias enteras
y el inverso de ap’af'...a) es a,;““a;kl’l...ao_lo. Entonces (1{B < G | A C
G} C A. La otra contencién se da porque el producto finito de elementos de

N pertenece a todos los subgrupos de GG que contienen a N. O

LEMA 3.1. Sean G un grupo y N C G un subconjunto mormal de G,
es decir N es un subconjunto de G tal que para toda n € N y para toda
g € G, gng~! € N. Entonces el subgrupo generado por N es un subgrupo
normal de G.

DEMOSTRACION. Sea a € N, veamos que Vg € G y Vi € Z se cumple que
ga'g~! € (N): si i > 0 entonces como para toda g € G, gag~' € N tenemos
que ga'g™! = (gag™')" € (N) porque por hipétesis cada gag=' € N. Si
L es el inverso de gag~' € N se tiene que ga~'g~! € (N)

t=(galg™)

i< 0, como ga~tg~
—i

y por lo tanto dado que ga‘g™ se tiene que ga’g~! € (N).

Sea ag’ai'...a}* € (N) entonces

10 11 1 1

gagat..alfg " = gag)g_lga’llg_ ...g_lga;fg_l € (N).

O

DEFINICION 3.12. Sea T : G x X — X wuna accién semicontinua. Lla-
maremos conjunto de ordenes fijos de Rhodes al subconjunto del conjunto
subyacente de (T, xg) definido de la siguiente manera:

N, z0) = {[A-yN7] € m(D,z0) | A:z9~ 2 y o = 2}

NOTACION 3.11. Al subgrupo generado por N (I',x¢) lo denotaremos 7 (T, xg).

YA

X=7vx
YXo

Xo
FIGURA 5. Un elemento de N(T', zp).

71 (T, z0) es el subgrupo generado por los elementos de la forma [A-y); 7]

donde A\ es una trayectoria de xzg a x y x es un punto fijo de ~.
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LEMA 3.2. (T, z¢) < 71 (T, z0).

DEMOSTRACION. Sean [o1;v1] € m (L, z0) y [A-vA;7] € N(T',0), en-
tonces o1 -1 A es una trayectoria de xg al punto v que es un punto fijo de
Myv1 ", por lo que

oM ANAl [y o] = o A md - s et € N(T, )

es decir N(T',z¢) es un subconjunto normal de m(I",z), entonces por el
lema anterior 7} (', zo) < m1 (T, o). O

DEFINICION 3.13. Al cociente 71 (T, xg) /7 (T, z0) se le llama el grupo
fundamental equivariante reducido de Rhodes de (I', z).

NOTACION 3.12. Escribiremos 1 (I, xg) como abreviatura de w1 (T, o)/} (T, o).

PROPOSICION 3.10. Sean I' : G x X — X wuna accién semicontinua,
1 € X y A€ C(I,X) una trayectoria de xo a x1. Entonces X induce un
isomorfismo A\ : T (L', z9) — 71(T, x1).

DEMOSTRACION. Sabemos que . : 71 (T, z9) — m (T, 21), [o59] — [A-
o - YA;4] es un isomorfismo. Si tomamos [l - vl;v] € N(T,z¢) se tiene que
M([T-5A]) = [A 1Al -yA;9] € N(T, 21), i.e., es un generador de 7} (T, 21).
Si[o-v5;79] € N(Iyz1) = [N -0 -y(A-0);9] € N(T', z0), entonces

Ao -y(A-0)i0]) =

Ast, M. (N(I',z0)) = N(T',z1) y por lo tanto 7{ (T, z) = 7} (', z1), de

~

donde concluimos que w1 (T, zo) /7 (T, z0) = (T, z1)/7) (T, 1), es decir
ﬁl(r7x0) = ﬁ-I(F7x1)' g

La siguiente proposiciéon es una consecuencia del teorema 3.2.
PROPOSICION 3.11. Sea G un grupo abeliano y x1 € GXy. Entonces
'ﬁ-l(r7 33‘0) = ﬁ-l(r7 33‘1)-

DEMOSTRACION. Sea x1 = ~pxg, veamos que la funcién Y0, del teorema
3.2, restringida a N (T, ) es suprayectiva:
0, : N(T,20) — N(T,21), [l -7L;79] = [0l - 7077 7]
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Sea l : zg ~ x tal que x es un punto fijo de . Entonces gl : voxg ~ Yo, ¥
Yoz es un punto fijo de v ya que, por ser G Abeliano yyx = Yyoyxr = Yoz,
i.e., 70, tiene codominio N(I',z1), y de hecho es suprayectiva porque dado
[1-4;4] € N(T,z1), [vo 'l -5 'l;9] € N(T,z) vy su imagen bajo Yo, €s
precisamente [l - v/;7]. Sabemos que 7, es un isomorfismo de m (T, zo) a
m (T, z1) (ver el teorema 3.2), entonces g, es un isomorfismo de 7} (T, zo) a
7} (T, 1) de donde se concluye que 71 (T, zo) = 71 (T, 21). O

DEFINICION 3.14. Sean G un grupo y (X, zo) un espacio topoldgico pun-
teado. Diremos que G actia semicontinuamente en (X, zg) si G actia semi-
continuamente en X.

PROPOSICION 3.12. Hay una categoria cuyos objetos son los espacios
topoldgicos punteados en los que actia semicontinuamente un grupo G y
donde una flecha (fu,)a @ (X,z0)a — (Y,y0)a estd dada por una funcién
continua f : X — Y tal que f(xo) = yo y f(yx) = vf(x) para toda ~v €
G,z e X.

DEMOSTRACION. La funcién idy : X — X,z + x da origen a una flecha
que funciona como identidad. Si f: X — Y,h: Y — Z dan origen a flechas
entonces h o f da origen a una flecha que cumple con lo requerido para ser
la composicién de flechas ya que h(f(yz)) = h(vf(x)) = vh(f(x)). O

NOTACION 3.13. A esta categoria la denotaremos G-Top,.

DEFINICION 3.15. Sean f,g: (X,x0)a — (Y, y0)c flechas en la categoria
G-Top,, diremos que h : X x I — Y es una homotopia en G-Top, entre f

v g st

h((z,0)) = f(z)
h((z,1)) = g(z)
h((zo,t)) = vo
h((yz,t)) = vh((z, 1))

para toda x € X,y € G,t € 1.

De manera analoga a los casos anteriores se puede definir tipo de homo-
topia en G-Top;.

DEFINICION 3.16. Sean (X, z0)q, (Y,v0)c objetos en la categoria G-
Tops., diremos que (X,z0)a y (Y,yo)c son del mismo tipo de homotopia en
G-Top, si existen flechas f,: (X,z0)c — (Y,y0)c. 9 (Yivo)e — (X, z0)c
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y homotopias en G-Top, entre f o g y la identidad en (Y,yo)g ygo f y la
identidad en (X, zg)q.

PROPOSICION 3.13. SeanT': G x X — X y ¥ : G xY — Y acciones
semicontinuas tales que (X, x0)a, (Y,yo)g con estas acciones son del mismo
tipo de homotopia en G-Top,. Entonces

ﬁ-I(I‘v :EO) = 7?1(\1,7 yO)

DEMOSTRACION. Sean f : (X,z0)c — (Yiw)a, g : (Yiwo)e — (X, 20)c
inversas homotopicas en G-Top,. Por 3.3, s6lo tenemos que verificar que

fe im (T, 20) — m1 (¥, 90)

es una funcién suprayectiva de el subgrupo 7} (I", z9) al subgrupo 7} (¥, yo)
y para eso solamente hay que ver que dicha funcién es suprayectiva en los
generadores de 7 (¥, o). Sea [A-vA;y] € N(¥,yg) entonces [g(\-yA);7] €
N(I', ) por las propiedades de las flechas en la categoria y [fog(A-7A);7] =
X yAs9]. O

FIiGURrA 6. Un poliedro.

3.2.1. El grupo reducido de un poliedro.

Nuestro objetivo en esta subsecciéon es demostrar que el grupo funda-
mental equivariante reducido de Rhodes de una accién semicontinua, cuyo
espacio subyacente es un poliedro, es isomorfo al grupo fundamental del es-
pacio de érbitas de la accién en dicho poliedro. Para esto vamos a necesitar
un teorema de Armstrong que enunciaremos sin prueba, su demostracién se
encuentra en [Armstrong]. Utilizaremos también propiedades de los polie-
dros que pueden consultarse en [Hilton] (se recomienda ampliamente leerlo
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antes de continuar). Para evitar que la exposicién se vuelva muy exten-
sa y complicada, seremos muy informales e incompletos en algunas cosas,
es decir, esta subsecciéon no sélo no es autocontenida si no que supone un
conocimiento mucho mayor que cualquiera de las otras secciones. Primero
recordemos algunos hechos sobre las acciones de grupos.

DEFINICION 3.17. Sean G un grupo y X un espacio topoldgico (no vacio)
x € X y supongamos que G™X. Llamaremos conjunto de isotropia de = (con
respecto a G) al conjunto:

{yeGlyr=ua}
NOTACION 3.14. Si X es un espacio topoldgico y G un grupo tal que

G X yx € X, denotaremos con G, al conjunto de isotropia de x.

PROPOSICION 3.14. Sean G un grupo, X un espacio topolégico tales que
G™X yx € X. Entonces el conjunto de isotropia de x es un subgrupo de G.

DEMOSTRACION. Sean v,d € G, elementos arbitrarios de G, y e € G el
elemento neutro de GG, entonces

(v0)z =(dz) =yz ==

7 lr =0Tl ) = (yy e =er =

O

DEFINICION 3.18. Sean X un espacio topolégico no vacio, G un grupo tal
que G™X yx € X. Llamaremos 6rbita de x (con respecto a G) al conjunto

{yz |y e G}
NOTACION 3.15. Sean X un espacio topoldgico, G un grupo tal que G™X

y x € X. Denotaremos con orb(x) a la drbita de x.

PROPOSICION 3.15. Sean X un espacio topoldgico (no vacio) y G un
grupo tal que G™X. Entonces

{orb(z) |z € X}
es una particion de X.

DEMOSTRACION. Sea x € X entonces z € orb(z) ya que ex = z. Su-
pongamos que para algin y € X, orb(y) Norb(z) # &, entonces hay un
w € orb(z) Norb(y), es decir, hay v,d € G tales que w = vy = dy pero
entonces para todo 7'z tenemos que 7'x € orb(y) porque

Ve =9y =y oy
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y andlogamente para todo ¢’y tenemos que 0’y € orb(z). O

DEFINICION 3.19. Sean X wun espacio topoldégico y G un grupo tal que
G™X. Llamaremos espacio de 6rbitas de X (con respecto a G) al conjunto
{orb(z) | = € X} con la topologia de identificacion de la proyeccion x +—
orb(x).

NOTACION 3.16. Denotaremos con X/G al espacio de drbitas de X con
respecto a G.

Ahora vamos a entrar un poco al mundo de los poliedros. Los poliedros
son objetos construidos topolégicamente a partir de bloques bésicos que lla-
mamos simplejos. Mediante un objeto combinatorio, que llamamos complejo
simplicial etiquetado, pegamos estos simplejos para formar nuestro poliedro.
Nuestro plan de ataque es el siguiente:

1. Vamos a definir simplejo.

2. Vamos a definir complejo simplicial y a hablar un poco de los es-
pacios que podemos construir con un complejo simplicial.

3. Vamos a definir complejo simplicial etiquetado.

4. Vamos a ver que dado un complejo simplicial etiquetado podemos
construir espacios topolégicos (que llamaremos poliedros) asocia-
dos a estos complejos simpliciales etiquetados. Veremos que hay
dos maneras de construir un poliedro para un mismo complejo sim-

plicial etiquetado, y que ambas maneras dan espacios homeomorfos.

DEFINICION 3.20. Sean n € N\ {0} y {v!" | i = 1,...,n} la base orde-
nada canonica de R™. Llamaremos simplejo canénico de dimensién n — 1 al
conjunto

{EH:AW? [0<Ai < 1A§n:>\,~ =1}.
i=1 i=1

A la base candnica también se le llama el conjunto de vértices del simplejo.
Al conjunto

n n
D oxvr o< <1nd N=1}
i=1 i=1
lo llamaremos simplejo candnico abierto de dimensién n — 1.

NOTACION 3.17. A wveces denotaremos con A™ al simplejo candnico de
dimension n y con (A™)° al simplejo canénico abierto de dimension n.

NOTACION 3.18. Denotaremos con vert(A™) al conjunto de vértices del
simplejo candnico A™.
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Hablemos ahora un poco de complejos simpliciales.

DEFINICION 3.21. Un complejo simplicial es una pareja (Vi, K) donde
Vi es un conjunto no vacio y K es un conjunto no vacio de subconjuntos
finitos no vacios de Vi tal que
1. Sike K y@#wCk entonces w € K.
2. Vv e Vk({v} € K)

Sean (Vi, K) un complejo simplicial y

A={a: Vg =T |a (0,1 e KA DY a(v) =1}
veVK

Entonces la funcién d : A x A — R definida por la ecuacién:

d((e,8) = | (a(v) = B(v))?

veVk

es una métrica para A. Este espacio es uno de los que llamamos poliedro
del complejo simplicial. También es posible usar simplejos para dar una
topologia al conjunto
A={a: Vg =T |a (0,1 e KA DY a(v) =1}
veEVK

Para cada k € K, definimos
skl = {a€ A|a7H(0,1]] C k).

Ahora, a cada |si| podemos darle una topologia mediante un simplejo ya
que por cada biyeccion entre los puntos de k y la base candnica ordenada
del correspondiente espacio euclideano, heredamos por linealidad una biyec-
cién entre el conjunto |si| y el simplejo cuyos vértices son la base candnica
ordenada mencionada. Es decir, si f : vert(A™) — k es una biyeccién en-
tre la base candnica ordenada de R"*! y k, entonces la funcién f A" —
skl, 22 Awvi = {(,y) | (@ = flui) Ay = Xi) V (z & floert(A™)] Ay = 0)}
es una biyeccién entre A” y |si|. Utilizando estas biyecciones podemos dar
topologias a cada |sg| y como estos cubren a A, podemos dar a A la topologia
coherente de estos subconjuntos. Estas topologias no dependen de las biyec-
ciones f que se tomen, y de hecho cuando de antemano especificamos que
biyecciones queremos usar es cuando tenemos un complejo simplicial etique-
tado. Las topologias de las que hemos hablado, la métrica y la coherente con
los |sg|, en general no son iguales, coinciden en el caso en que los espacios
resultantes son localmente compactos que es equivalente a que el comple-
jo simplicial sea localmente finito, (i.e., cada vértice sélo pertenece a una
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cantidad finita de elementos de K'). Veamos ahora la definicién de complejo
simplicial etiquetado.

DEFINICION 3.22. Un complejo simplicial etiquetado es una terna (K, B, F')
donde K es un conjunto no vacio, B es una familia no vacia de subconjuntos
finitos no vacios de K que cumple:

1. Sise€ B y @ #cC s entonces c € B.

2. Va € K({a} € B).
y F es un conjunto de funciones biyectivas cuyos codominios son los elemen-
tos de B y cuyos dominios son las respectivas bases canonicas ordenadas del
respectivo R™.

NOTACION 3.19. Si (K, B, F) es un complejo simplicial etiquetado, usa-
remos la formula S < K para decir que S € B. Y a los elementos de F los
denotaremos cony donde el subindice indica el codominio de la funcion.

A cada punto de un simplejo candnico le podemos asociar una funcién
y a veces es mas comodo usar tales representaciones de los puntos del sim-
plejo en vez de los puntos mismos. ;Qué funcién es la que asociamos? Pues
al punto > ; Aol le asociamos la funcién {(v}*, \;)}. Y al conjunto de es-
tas funciones le damos la topologia que le pasa el simplejo y lo denotamos A™.

NOTACION 3.20. Sea A un conjunto. Denotamos con |A| al cardinal de
A.

DEFINICION 3.23. Sea (K, B, F) un complejo simplicial etiquetado. Lla-
maremos funcién de coordenadas (o funcién de coordenadas no cero) a la
funcion

Ve JHob A [ b e BY = P T), (b, {0, 3)}) = {(comy(v]), Xi) | A # 0},

Ahora vamos a tomar uniones ajenas de simplejos canénicos (uno por
cada elemento de B) y los vamos a pegar mediante una funcién. El espacio
que resulte es el que consideraremos como poliedro.

DEFINICION 3.24. Sea (K, B, F) un complejo simplicial etiquetado. Lla-
maremos realizacién de (K, B, F') o poliedro de (K, B, F) al espacio

4o} x A b € B}

modulo la relacion

{01, AW 0D, (2, A 1)) | V01, AW 00 1) = V(B2 {0, 1) 1) )
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NOTACION 3.21. Denotaremos con |K| al poliedro de K.

Asi como no hacemos referencia a la topologia cuando hablamos de un
espacio topolégico, o a la operacién cuando hablamos de un grupo, a veces
no haremos referencia al conjunto B de un complejo simplicial.

Otra manera de construir poliedros es dado un complejo simplicial eti-
quetado (K, B, F) considerar el conjunto {o : K — I | o %[(0,1]] € B A
> vei @(v) = 1} y utilizar la topologia coinducida por las funciones de F,

como veremos a continuacion.

DEFINICION 3.25. Sea (K, B, F) un complejo simplicial etiquetado. Al
conjunto

JE(={a: K —TI|a ' [(0,1]]€BA Y a(v) =1}
veK
con la topologia coinducida por el conjunto de funciones

|b]
{f: {b}x APl VK, (b,Z)\ivi) — {(z,y) | (x = conp(vi)Ay = X)V((x € K\b)Ay=0)} | b € B}.
i=1

le llamaremos realizacién o poliedro de (K, B, F).

PROPOSICION 3.16. Sea (K, B,F) un complejo simplicial etiquetado.
Entonces |K| y )K{ son homeomorfos.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto

A= {6 A@ XD A, ) | (@ = cony(vi) Ay = X) V ((z € K\ b) Ay =0)})}

Ahora,

(b1, {0 0} € [ (W ) 1] &

V(b {0, 20 1) = V(b2 {( 1)}) &

{(cony, (0]"), %) | Xi # 0} = {(con, (v), 115) | 1y # 0} &

{(z,y) [ (z = conp, (vi) Ny = M) Vv ((x € K\b1) Ay =0)} =
{(2,9) | (& = conp, (vj) Ny = ) V (& € K\ ba) Ay = 0)}.

Por lo que el conjunto A es una funcién inyectiva. Dada o €) K ( tenemos que

o '[(0,1]] € By ¥, @(v) = 1, entonces digamos que a~*[(0,1]] = by que
|o]

a(cony(v; ")) = A, pues entonces [(b, {(vlm,/\i)})] — « por lo que la funcién
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es suprayectiva. La funcion A hace que el siguiente diagrama conmute:

U{{o} x Al | b e B}

pl\

K| ———

VK

donde la flecha sin nombre es la funcién que a (b, {(vlbll, A = {(z,y) |
(x = conp(v;)) Ny= X))V ((x € K\b) Ay =0)}. Por la conmutatividad del
diagrama y el hecho de que |K|y ) K( tienen la topologia coinducida por las
funciones del diagrama concluimos que son homeomorfos. ([

DEFINICION 3.26. Sea K un complejo simplicial etiquetado finito. Lla-
maremos trayectoria por aristas en K a cualquier sucesion finita de vértices
de K, apay...an, que cumpla a;a;+1 < K para toda ¢ = 0,...,n — 1.

DEFINICION 3.27. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito, y
§ = apai...a, una trayectoria por aristas en K con n > 0. Llamaremos

realizacién de s a la funcion dada por
i i
si(t)=(1—n(t——))a; +n(t——)a;
’ ’() ( ( n)) i ( n) i+1
para L <t <l =0, n—1.
La realizacién de la trayectoria constante ag es kg, .

DEFINICION 3.28. Sean K un complejo simplicial etiquetado, y w y w'
dos trayectorias por arsitas en K tales que el primer vértice de w' es igual al
dltimo vértice de w digamos w = a;ya;, ...a;, y w = a;,...a4, .- Definimos el
producto x de w y w' como la sucesion a;ya;, ...a;,a;, a;, ., ...G;,, . Definimos

el inverso de w, w como la sucesion a;,...a;, a;,.

Sea K un complejo simplicial etiquetado. Vamos a decir qué es lo que
entendemos por operaciones admisibles en trayectorias por aristas: Dada
una trayectoria por aristas en K digamos w = a;,a;,...a;,, quitar de tres
vértices consecutivos en la sucesién el de en medio si los tres determinan
un simplejo de K, es decir, si en la sucesién w aparecen a;,_,a;, @, , y si
{as,_,,a,,a;_,} determinan un simplejo de K podemos quitar el vértice
a;,. O bien entre dos vértices de la sucesién podemos insertar en medio de
ellos uno si al hacerlo los tres consecutivos que nos quedan determinan un
simplejo de K. La trayectoria por aristas a;,a;, se puede reemplazar por a;,
y la trayectoria por aristas a;, se puede reemplazar por a;,a;,. En [Hilton]
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se declara una relacién de equivalencia = entre dos trayectorias por aristas
diciendo que dos son equivalentes si se puede obtener una de otra mediante
un numero finito de aplicaciones de operaciones admisibles en trayectorias
por aristas. El conjunto subyacente del complejo simplicial etiquetado K
que triangula al cubriente universal de |K| tiene como puntos a las clases
de equivalencia bajo esta relaciéon de trayectorias por aristas que empiezan
en ag y como simplejos los conjuntos de clases de equivalencia tales que los
puntos finales de sus representantes determinan simplejos en K. La clase de

equivalencia de la trayectoria a;,a;, ...a;, la denotaremos [a;,a;, ...a;, |=.

DEFINICION 3.29. Sean K un complejo simplicial etiquetado y f : K —
K una funcion. Diremos que f es una transformacion simplicial si para todo
{a1,...,ap} € K que determine un simplejo de K se tiene que el conjunto
{f(a1),..., f(ap)} determina un simplejo de K.

DEFINICION 3.30. Sean K un complejo simplicial etiquetado y G un
grupo que actia en el conjunto subyacente de K (el conjunto de vértices
de K). Diremos que G actia simplicialmente en K si para cada v € G la
funcion x — ~yx es una transformacion simplicial de K.

DEFINICION 3.31. SeaT': G x K — K wuna accién simplicial, definimos
la realizacion de la accidon como la funcidn:

TG x |K|— |K], (%Z)\iai) = Z)\ﬂ’ai-
i=0 i=0

PROPOSICION 3.17. Una funcién simplicial f : K — K que tiene inversa
bilateral simplicial, induce una funcién continua [ f] en | J{{b} x Al | b € B}
dada por (b, {(vi, Ai}) — (f[b],{(con;[})](f(conb(vlbl))),)\i)}) y esta a su vez
induce una funcion continua en el poliedro de K dada por mandar a la clase
de x a la clase de [ f](x).

DEMOSTRACION. Sea U un abierto de [J{{b} x A | b € B}, entonces
la interseccién de U y cada elemento de la unién ajena es abierto en dicho
elemento. Asi, la imagen inversa de U es la unién de las imagenes inversas de
estas intersecciones. Observemos que la funcién con;’ Lo f~1ocon f[p] €8 una
permutacion de los vértices del simplejo candnico, de modo que si el conjunto
de puntos correspondientes al conjunto de funciones {{(v;, A\;)}, ...} (recorde-
mos que a la funcién {(Ulbl, Ai)} corresponde el punto ZLIL )\ivlbl) es abierto
en el simplejo candnico, pues ciertamente lo es si permutamos los vértices del

simplejo candnico porque permutar los vértices de la base canénica de R
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induce una isometria de R’/ es decir, {{(con, ' o f~'o con gy (Ulbl), At}

es un conjunto abierto y es la imagen inversa de U interseccién {b} x Al

Sean (br, {(0)"1 A)1) ¥ (b2, {(0 1) 1)) tales que V((by, {0, X)) =
V(b2 (0], 17)})). Entonces
{(cony, (0”1, \3) | Ai # 0} = {(conp, (v}, ;) | 11j # 0}
Asi que
{(f (cony, (0™)), A0) | As # 0} = {(f (conp, (v)*)), 15) | pj # 0}
entonces
{(con g, (conp (f (conp, (v]"1)))), Ai) | s # 0} = {(com pp, (con (F (com, (v)2)))), 1) | 15 # 0.

Pero esta ultima expresién es precisamente

V(10 @™, 20 1) = V£ (02, {02 1) }))).

Estas igualdades quieren decir que [ f] efectivamente induce una funcién | f|
del poliedro de K en si mismo y que el siguiente diagrama conmuta:

UL} x Ay L ey < avly

L,

K] K]

por lo cual |f| es una funcién continua. O

DEFINICION 3.32. Sea K un complejo simplicial etiquetado. Diremos que
K es conectable por trayectorias por aristas si para cualesquiera a,b € K
existe un trayectoria por aristas en K tal que su primer vértice es a y su
ultimo vértice es b.

LEMA 3.3. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito conectable
por trayectorias por aristas, ag € K yI' : G x K — K una accién simplicial.
Si K denota al complejo simplicial etiquetado que triangula al cubriente
universal de |K| (véase [Hilton] §6,8), entonces la asignacion

m:m (| Jaol) x K — K, ([037], [a0ai, aiy-.ai,]=) = [syaoyai, vai,..vas, )=

(donde s es una trayectoria por aristas en K tal que |s| ~% o) es una accidn

simplicial.
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DEMOSTRACION. La asignacién es una funcién ya que si o o~ o’ en-
tonces |s| ~f |s'| y esto implica que s = s'. Ademds si aga;, ai,...a;, =
Ak, Aky-..Q, €NLONCES SYANYAj Vi YAi, = SYAQYCky YAy YAk, . La Te-
striccién de la funcién m a {[|s|;~]} x K es una funcién inyectiva por-
que Si $YagYai, Yaiy... YA, = SYAQYCky YOy YAk, €NLONCES A0, iy Qi =

apag, g, ...k, ; €S suprayectiva porque un [aga;, a;,...a;, |= € K, se tiene que

1

ey taoy ey gy a2

es su preimagen. Veamos que m es una accion de grupos:

([Fag; €], [a0aiy @iy .-..a;,.|=) — [apeapeai, eai,...ea; |= = [apai, ai,...a;, |=
y
(lo;[e"s v Dlaoai, aiy -.ai,]=) = ([0 - v0'; 77 laoai, aiy --ai, )=
= [s7s'yy a0y ai, vy @iy vy ai, )=
Sea {[agas, @iy...a7, )=, .., [0 G, Ap, ...a%,]=} un simplejo de K entonces para

un elemento [[s|;y] € w1 (|7, |ao|) tenemos que q([|s|;7][aoai, aiy-..ai,]=) =
va;, y como G es un grupo de transformaciones simpliciales si llamamos m/
a la restriccién de la funcién m a {[|s|;y]} x K entonces

m'({{aoai, iy--.ai. )=, -y [a0 @k, Qhy -, ]= })

cumple (7) de [Hilton]. Cumple (i7) porque si apa;, ai,...a;, a;, ar, = oGk, Ak, ---Ok,
entonces yagYai, Yiy... YA, Y0;,. Y0k, = YA0YAk, YAk, --- YAk, POrqUE 7y €S una
transformacion simplicial de manera que todas las operaciones admisibles
que llevan de apa;, a;,...a;, a;,.ar, a apag, ak,...ai, son operaciones admisibles

de

s

YAy YAiy - Y Ag, YA, A YAQY AR YAy - Y A

(recordemos que una operacién admisible es quitar un vértice repetido o
quitar de tres seguidos el de en medio si los tres son un simplejo, esta tltima
operacion es admisible porque si a;a;11a;12 es un simplejo de K entonces
por ser v una transformacién simplicial, ya;ya;117va;+2 €s un simplejo de
K). Por lo tanto la accién es simplicial. (]

LEMA 3.4. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito conectable
por trayectorias por aristas, I' : G x K — K una accién simplicial y K el
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complejo simplicial etiquetado que triangula al cubriente universal de |K|
(véase [Hilton] §6,8). Entonces la asignacion

I orb(z )\i[aoakila% "'akisi]E) — orb(z )‘iakisi)
i=1 i=1

es una funcion biyectiva y el siguiente diagrama conmuta

Iy K|

| |

B |/m (T Jao]) — |K1/G

DEMOSTRACION. La asignacién f es una funcién porque

n n
orb([|s]; 7] Z Ailaoar,, ay,, ...akiSi] ) = orb(z Ailsyaoyak,, yak,, YOk, =)
i=1 i=1

n n
orb(z Ailsyaoyar,, yak,, Y gy, =) — orb(z )‘Wakisi)
i=1 i=1

NI )\wakisi =30, )‘iakisi . Esta funcién es inyectiva porque si

n m
f(orb(z Ailaoay,, ak,, ...akisi]z)) = f(orb(z pilaoar;, ax;, .”akjri]z))
i=1 J=1
entonces
n m
orb(z )\iakisi) = orb(z [y, )
i=1 j=1
o sea que y Aiag,, = DY [0k, = > HjYak;,  para algin v € G
y esto implica tres cosas: m = n, {ay,, } = {var, }y{hi|i=1,..,n}=
i j
{u; | 7 =1,...,m}. Entonces por (ii) de [Hilton] y un reordenamiento de los

indices podemos decir que

m
[laoa, ax,, Oy, YOy, Yy, Vg, YO ;7] Z pilaoak, ax;, Oy, =
j=1

y entonces
n m
orb(z i [aoakil - Oy, =) = orb(z 1 [aoakjl A, - Ok, l=)-
i=1 j=1
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La funcién f es suprayectiva ya que dado un orb(} ;" ; Miar,) € |K|/G pode-
mos tomar una trayectoria por aristas s de ag a a,,, por la propiedad (i7) de
[Hilton] {[sa,,]=} es un simplejo de K y entonces f(orb(>27_, Ai[sar,]=)) =
orb(d_" ; Niay,). El diagrama conmuta porque para cualquier

n
Z )\i[aoakil akiz---akiSi]E e K
=1

tenemos que
n

n
@(Z Ailaoag;, ak,,--ax,, 1=) = Z Aitk,,
=1 =1

O

TEOREMA 3.4. (Armstrong) Sean X un poliedro simplemente conexo,
zo € X, G un grupo que actia en X simplicialmente y H el subgrupo normal
de G generado por los elementos de G cuyo conjunto de puntos fijos es no
vacio. Entonces

m(X/G,T9) = G/H.

TEOREMA 3.5. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito y T :
G x K — K wuna accion simplicial. Entonces para un vértice dado ag € K
se tiene que m (| K|/G,ag) = 71 (|1, |ao|)-

DEMOSTRACION. Supongamos que hay [ag...a,]= € |K|y [037] € m1(|T, |ao)
tales que |T|([o;], [ag...ar]= = [ag...ar]=, es decir, que hay un elemento de
m1(|T|, |ag|) cuyo conjunto de puntos fijos es no vacio. Esto ocurre si y sélo si
$ = ag...a,yar...yap (donde s es una trayectoria por aristas tal que |s| ~%. o)
es decir si y solo si [o;7] = [|s];v] € N(|K|,ap). Entonces por el teorema
de Armstrong m (|K|/71(|T), |ao|), [ao)=) = 71 (T, |ao|) pero por el lema 3.4

|K|/m1 (T, |ao|) es homeomorfo a |K|/G. O

EJEMPLO 3.9. Tomemos una raiz n-ésima primitiva de la unidad en S*
y sea I la accion dada por rotar S' multiplicando por esta raiz n-ésima.
Entonces el grupo reducido de esta accion es trivial porque podemos triangu-
lar la circunferencia de manera que estas rotaciones sean transformaciones
simpliciales y entonces 71 (T, (1,0)) = 7 (St/G, (1,0)) pero S/G es homeo-
morfo a St y por lo tanto 71 (T, (1,0)) & Z.
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3.3. Acciones de grupos libres

En esta secciéon veremos que dada una accién semicontinua, podemos
extenderla a una accién semicontinua de un grupo libre y demostraremos
que dicha extensién no afecta al grupo reducido de Rhodes. Recordemos
algunos teoremas importantes de teoria de grupos primero. Su demostracion
puede revisarse en [Rotman].

TEOREMA 3.6. (Primer teorema de isomorfismo) Sean G,H grupos y

f: G — H un homomorfismo con nicleo K. Entonces K es un subgrupo
normal de G y G/K = f[G].

TEOREMA 3.7. (Tercer teorema de isomorfismo) Sean G un grupo y
K, H subgrupos normales de G tales que K < H. Entonces H/K es un
subgrupo normal de G/K y (G/K)/(H/K) = G/H.

PROPOSICION 3.18. SeaT : Gx X — X una accion semicontinua. Sea H
un grupo y Y : H — G un homomorfismo de grupos. Entonces la asignacion

UV:HxX—X, (£x)—9Y@)e.
es una accion semicontinua de H en X.

DEMOSTRACION. Sean &1,& € H y x € X. Entonces

(&1, U (&2, 2)))) = ¥(&)(W(§2)2)
= (&)Y (&)

P(€1é2)x

({6162, 7))

También por ser ¢ un homomorfismo de grupos ¥ (er) = eg (el neutro de

H va a dar al neutro de G) y entonces V((eg,z)) = Y(eg)r = eqgr = .
Asi que ¥ es una accién de H en X. ¥ es una accién semicontinua porque
¥(&1) € G y para cualquier v € G, como G actia semicontinuamente en
X, se tiene que x — vz es una funcién continua de X en X, en particular
x +— (&1 )x es una funcién continua de X en X. O

DEFINICION 3.33. Sean F un grupo y A un subconjunto del conjunto
subyacente de F. Diremos que F' es un grupo libre con base A si para todo
grupo G y toda funcion f : A — G existe un inico homomorfismo ¢ : F — G
que extiende a f.
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F
N
N
N
KN
A—— G
f
El siguiente es un teorema que enunciamos sin demostracion. Su demostracién
se puede revisar en [Rotman|.

TEOREMA 3.8. Sea X un conjunto. Entonces existe un grupo libre con
base X.

COROLARIO 3.1. Sea G un grupo. Entonces G es isomorfo a un cociente
de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Basta tomar un conjunto X tal que exista una funcién
suprayectiva de X a G (G mismo podria funcionar), ya que por el teorema
anterior para X hay un grupo libre con base X y entonces por la definicién
de grupo libre tenemos un homomorfismo (tnico) del grupo libre en G que
extiende a la funcién suprayectiva de X en G. Entonces dicha extension es
suprayectiva y por el primer teorema de isomorfismo concluimos que G es
isomorfo al grupo libre médulo el nicleo del morfismo que extiende a la
funcién suprayectiva. (]

COROLARIO 3.2. Sil': Gx X — X es una accion semicontinua entonces

hay una accion semicontinua ¥ : F x X — X donde F es un grupo libre.

DEMOSTRACION. Por el corolario 3.1 sabemos que hay un epimorfismo
de un grupo libre F' a G; y por la proposicién 3.18 tenemos una accién
semicontinua de F' en X. O

En lo que resta de esta seccion I' : G x X — X denotara una accién
semicontinua, si © : M X Z — Z es una accién semicontinua entonces

serd conveniente denotar por iy, jar v par @ las funciones
MZO —>7T1(@,Z0), Vi [I{ZO;V]
m1(Z,20) — m1(0,20), o] = [0;€]
m1(0,20) — M, [o;v] — v.
respectivamente. F' denotara un grupo libre (del cual hay un epimorfismo a

G), f denotard un epimorfismo de F' en G, Fj denotard al niicleo de dicho

epimorfismo y ® denotara a la accion semicontinua de F' en X dada por

(¢,2) = T(f(¢), ).
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LEMA 3.5.
7T1(¢,:E0)/’L'F[F0] = 7T1(F,:E0).

DEMOSTRACION. Consideremos el homomorfismo inducido por la iden-
tidad en X y el morfismo f, es decir,

(idx, )« : T (P, 20) — T (T, 20), [0;0] = [idxo; fol.

Entonces como f es suprayectiva, para cualquier v € G existe un ¢ € F
de modo que f(¢) = v son las mismas asi que (idx, f) es suprayectiva. El
nicleo de este homomorfismo es el subgrupo de los elementos de la forma
[kzo; @] tales que f(¢) = e, pero dicho subgrupo es precisamente ip[Fp]
porque Fj es el nicleo de f; entonces por el primer teorema de isomorfismo
m1(®, o) /ir[Fo] = w1 (L, 20). O

LEMA 3.6. La funcidn
ja (X, zo) = m (L, 20),  [0] — [o3€]
es un monomorfismo, la funcion
pg:m (L @) = G, lo37] =y

es un epimorfismo, y estos dos homomorfismos dan origen a una sucesion
exacta corta. También hay una sucesion exacta corta para w1 (®,xg) y estas
encajan en el siguiente diagrama que es conmutativo y donde las sucesio-
nes de arriba a abajo también son exactas (las funciones sin nombre son
inclusiones u homomorfismos unicos):

0
Fo
(@, z) — = F 0
e
0 — m (X, zp) (idx  f)x f
K
m (T, z0) — G 0
0 0
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DEMOSTRACION. La sucesién de arriba a abajo de la izquierda es exacta
por el lema anterior, la de la derecha por definicién de Fy y porque f es
suprayectiva. Las de izquierda a derecha lo son ya que por ejemplo, pr o
jr([o]) = pr([o;e]) = e y solamente estos elementos estan en el nicleo de
pr porque si tomamos la clase de una trayectoria de orden v con v # e, su

imagen es precisamente 7. O

LEMA 3.7. El homomorfismo (idx,€). restringido al subgrupo 7} (®, o)
es un epimorfismo sobre (T, z0), cuyo nicleo esip[Fy) y los grupos m (P, zo)
y (T, z9) encajan en un diagrama conmutativo de sucesiones exactas donde
los homomorfismos sin mombre son inclusiones de subgrupos y proyecciones
sobre grupos cocientes u homomorfismos Unicos.

DEMOSTRACION. Las sucesiones horizontales son exactas por definicién
de grupo reducido y lo visto en secciones anteriores. La de la derecha de
arriba a abajo es exacta por el lema anterior. La de la izquierda de arriba a
abajo es exacta: Es suprayectiva también porque f es suprayectiva y el nticleo
es el nucleo de la funcién (idx, f). interseccién 7} (P, x(), simplemente hay
que ver que el nucleo esta contenido en dicho subgrupo normal y esto ocurre
ya que cada elemento [kz,; @] con ¢ tal que f(¢) = e lo podemos expresar
como un generador de 7} (P, x¢) de la siguiente manera: [k, - Przy; @]. O

TEOREMA 3.9. 71 (P, z0) = 71(T, zp).
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DEMOSTRACION. Por el lema anterior se tiene que 1 (®,x¢)/ip[Fpy] =
m (T, z0) y que 71 (P, zg) /ip[Fy) = 7} (T, x0) entonces
(m1(®, w0) /i [Fo])/ (w1 (@, 20) /ip [Fo]) = m (T, 20) /7 (T, o).

Ellado derecho es 71 (I', zg) y por el tercer teorema de isomorfismo de grupos,
el lado izquierdo de la férmula anterior es isomorfo a 7 (®, zg) /7] (P, x¢) que
es igual a 71 (P, xg). O
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3.4. Representaciones de 7 (I',z¢) en términos de (X, )

DEFINICION 3.34. Sean X wun espacio topoldgico no vacio, xg € X vy
I': G xX — X una accion semicontinua. Diremos que k es una funcién

de trayectorias selectas para I' basada en xg si k es una funcion k : G —
C(I,X) tal que

1. Vy € G, k(v) : yxo ~ .

2. k(e) = K-

3. V(v,8) € G x G, k(y08) =4 vk(d) - k(7).

NOTACION 3.22. A veces usaremos los simbolos k para denotar a k(7).

TXo

yYoXx,

FIGURA 7. Las trayectorias selectas k(7y), k(9), k(79).

TX

k,

y0x,

x()

FIGURA 8. k(v8) =~k vk(8) - k(7).

PROPOSICION 3.19. Sean X un espacio topolégico no vacio, xg € X, I':
Gx X — X una accion semicontinua y k una funcion de trayectorias selectas
para ' basada en xo. Entonces para cada elemento v € G, la trayectoria
k() : yzg ~ xo induce un automorfismo

Ky :m(X,z0) — mi (X, 20), [0] — [k(y) - yo - k(7)]
y la familia k induce un homomorfismo
K : G — Aut(m (X, x0)),y — K.
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DEMOSTRACION. Para cada par de elementos 7,4 € G, los tres automor-
fismos K, K5, K5 asociados a 7,9 y 0 respectivamente estdn relacionados
mediante la ecuacion

K K5 = Kys.
O

DEFINICION 3.35. Dados ([o1],m1) y ([02],72) € m1(X, z0) x G definimos
el producto i de estos dos elementos con la ecuacion

(lo1],71) *k ([o2],72) = ([o1 - Ky 02), 1172)

PROPOSICION 3.20. El producto cartesiano de w1 (X, zo) y G con la regla
de multiplicacion mencionada es un grupo cuyo elemento neutro es ([Kg,], €)
y donde el inverso de ([0],7) es ([(v " (k(y)-&-k(y)], 7).

La funcidn k también induce una funcion

ky :m (I 20) — (m(X,m0) X G, xk), [o37] — ([0~ k(v)], 7).
que es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. La operacién estd bien definida.

(Asociatividad)

(

= ([o1 - Ky, (02 - Ky,03)],71(7273))
([01 ’ K’Yl (02 : sz T 7203 - sz)]vVl’V?’}%)
(

[01 'kyl * Y102 '71];72 T V17203 '71sz 'k71]7'71'7273)

(([o1],71) *Kk ([02],72)) *K ([03],73) = ([o1 - Ky, 02],7172) *K ([03],73)

UlK’YlU? ) KV1’7203]7 (7172)73)

[

[

(01 kyy - 7102k, - k0 V17203 + Ky, ] 717273)

(01 - ks 1109 - by - iy Y1k, - 117203 - Y1k, - ] 117273)

67



(Neutro)

o - Ky kg, ve)

([
([0 k()
= ([o- k() - (Fymo - £(1))],7)
([ - E(v)
([o],7)

= ([o- k(v) - k()] 7)
= ([o],~
(Inversos)
([o],7) *x (v (k(y) -3 - k()] = (o - k() k() -7 - k()] ™)
= ([0 - k() -v(y " (k(Y) - 7 - k(7)) - k(v)], )
= ([o- k() - k() vy R (y) -
= ([Fao): €)

Veamos que k, es un isomorfismo. Es una funcién bien definida porque si
[037] = [p; 0] entonces o =~ py v = & porlo que o-k(v) = p-k(y) = p-k(9),
es decir, ([o-k(7)],v) = ([u-k(0)],9). Es suprayectiva porque dado ([o],7) €
71 (X, 20) x G el elemento [0 - k(7);7] es su imagen inversa. Es inyectiva
porque la trayectoria selecta de zg a zg es kg, entonces si o - fz > Ky, €8
porque o :tT Kzo- Es un homomorfismo porque

ky ([ 7][13 1) = Ky (o - yps576])
= ([0 - y1 - ko], 76)

por otro lado

ky ([o59]) xk Ky (123 6]) = ([0 - k(9)],7) *k ([12 - k()] )

([
([0 k(v) - Kype- K (5)],79)

= (o k(7) - k(y) -y - vE(8) - k(7)], 79)

([ v -vk(8) - k(7)) 76)

Los ultimos renglones son iguales porque ks =~ vks - k. O

Los homomorfismos k, y K sélo dependen de las clases de homotopia
de las trayectorias k(7). Si k es otra funcién de trayectorias selectas para
I basada en zg, entonces para cada v € G, [k(y)p - k(7)] € m1(X,z0) y el
automorfismo interno [k(y)p-k (7)., manda [o] a [k(y)p-k(1)][o][k(7)p-k(7)];
por lo tanto K., = [k(y)p - k()] K.

Si A\ : xg ~ x1 entonces la funcién de trayectorias selectas k para I' basada
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en xg da origen a una funcién [ de trayectorias selectas para I' basada en x1,
siendo /1 : yx1 ~ 1Y\ -k(v)-\. Si G es abeliano y yxo = x; entonces vk es
una familia de trayectorias selectas en x1, siendo vk(y) la trayectoria selecta
de yz1 a x1. Los isomorfismos A, y 7, restringidos a clases de homotopia de
orden e son isomorfismos de 71 (X, zg) en 71 (X, z1) que inducen funciones

Ap (M (X, o) X Gk ) — (M1 (X, 21) X G,*L),
([o],7) = (A -0 - A7)

’yu : (7T1(X,JZQ) X G,*K) — (7T1(X,331) X G,*,YK),
([o],7) = ([vel,7)

La representacion es natural con respecto a cambio de punto bésico en el
sentido de que los siguientes dos diagramas son conmutativos.

Ase
T (I, zo) mi (I, 1)

Lk

(m1(X,20) X G), %K) —— (m1(X,21) X G,%1)

5
m (T, zo) b mi (I, 1)

\Lkb l (vk)p

Y
(m1(X, 20) X G, %) — > (m1(X,21) X G, %)

Sin embargo, la representacién no es categorica. Es posible que para alguna
flecha en la categoria de acciones semicontinuas {p, % x ¢} : I' — ¥ entre
acciones semicontinuas para las cuales se tengan fucniones de trayectorias
selectas, exista v €kery tal que pk(y) no sea homotépica a cero en Y, y
que por tanto la composicién de k y ¢ no sea una funciéon de trayectorias
selectas para ¥ basada en ().

EJEMPLO 3.10. Sean X el toro y seap : I x1 — X la proyeccion natural.
Sea G el grupo ciclico de orden 4 generado por el homeomorfismo T de X que
es inducido por la rotacién de I X I un dngulo de 5 con la topologia discreta.
Sean z¢g = p((0,0)),41 : I — X,t — p({(t,0)) y o : I — X,t — p({(0,¢)).
Entonces Toly = fy yToly = L£10p. Como xg es un punto fijo de T, hay una
funcion de trayectorias selectas para ev basada en xg: para cada elemento
T' € G la trayectoria selecta k; es ky,. Los automorfismos Kq, Ko, K3 de
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\

FIGURA 9. Toro en R3.

m1(X, x0) asociados con los homeomorfismos T, T?, T3 estdn definidos en los
generadores de w1 (X, xg) por las ecuaciones:

Ki[t] = [£] Ky [ba] = [t1p],
K[t = [t1p] Ks[ls] = [l2p],
Ks[t] = [t2p] Ks3lls] = [44]

El grupo w1 (ev, zo) estd generado por los ocho elementos [(;; T7),i = 0,1;j =
0,1,2,3. Este grupo no es abeliano, ya que [{1; T)[lo; T] = [kzo; T?] y [2; T)[l1; T) =
[ly - £9;T?]. El espacio se puede triangular de manera que G actiie como
un grupo de transformaciones simpliciales; ast, en este caso 7 (ev,xy) =

FicurA 10. Triangulacién del toro.

T(X/G, 7o) que es trivial porque el cociente X/G es la 2-esfera. p((3,3))
es un punto fijo de T y por lo tanto 7 (ev,xo) contiene a los elementos
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[63; T, [€o; T, [r - £2; T, [6;T°) y [€o; T%). p((0,3)) v p((5,0)) son pun-
tos fijos de T? y por lo tanto 7| (ev,zo) contiene a los elementos [{1;T?]
y [l2;T%. Por tanto [y - lo; T?|[l2;T?] = [l1;e] € w(ev,x0) y también
[la;e] € mi(ev,x0). Asi que 7i(ev,z0) = mi(ev,zo) y entonces 7i(ev, )
es trivial.

EJEMPLO 3.11. Sea X como en el ejemplo anterior. Entonces el homeo-
morfismo inducido por la reflexion de I x I sobre la linea y = % nos da una
accion en X y como vimos en el ejemplo anterior el grupo fundamental equi-
variante de Rhodes estd generado por los elementos [(;;7],1 = 0,1;7 = 0, 1.
Como X se puede triangular de manera que esta accion sea simplicial tene-
mos que el grupo reducido 71 (ev,zq) es m1(X/Za, o) = Z, ya que el espacio
de orbitas es homeomorfo a un anillo.

Figura 11. Triangulacién del toro para la reflexién.

En el ejemplo 3.10 G es discreto y el grupo (m1(X,zg) X G,*x) no es
simplemente el producto directo 71 (X, zg) X G. Para muchas acciones se-
micontinuas, el grupo fundamental equivariante de Rhodes 71 (T, zg) es so-
lamente el producto directo del grupo fundamental con el grupo que actia
en el espacio. Supongamos que (G, ®) es un grupo topoldgico de homeo-
morfismos de X que actia continuamente en X, i.e., la funcién (v, z) — vz
es continua en G x X; entonces, como G actia en si mismo de modo que
® : G x G — (G es una accién semicontinua, se tiene que una funcién h de
trayectorias selectas para ® basada en e induce una familia k£ de trayectorias
selectas para ev : G x X — X basada en xg definida por la ecuacion

k(7)) = (h(7)(®)) (o).
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Hay una funcion de trayectorias selectas para la suma de los niimeros reales
basada en 0; si este grupo actia continuamente en X, entonces hay una
funcién de trayectorias selectas para dicha accién basada en xg; la trayectoria
selecta de rxy a xq es la trayectoria k(r) : I — X, t — (r(1 —t))xo.

TEOREMA 3.10. Sean X un espacio topoldgico xg € X y (G, ®) un grupo
topolégico de homeomorfismos de X en X que actia continuamente en X,
supongamos ademds que ® : G X G — G admite una familia de trayectorias
selectas en e. Entonces el grupo de Rhodes de (ev, zg) es isomorfo al producto
directo del grupo fundamental de X y G, en simbolos,

mi(ev,zg) = m1 (X, x0) X G.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que para cada elemento v € G,
el correspondiente automorfismo K. de (X, z) es la identidad. Sean h,
la trayectoria selecta en G de v al neutro e, k() la trayectoria selecta en
X de yzy a x¢ (dada por k(7)(t) = (h(y)(t))(z¢)) vy A un lazo en X basado
en xg. Entonces la funcién Hy : I x I — G, (s,t) — (h(7)(t))(A(s)) es una
homotopia en Top entre el lazo v\ basado en vxq y el lazo A, tal que para
toda t € I, Hy((0,t)) = Ho((1,t)) € k()[I]. Entonces la funcién H; dada
por

k(7)(3st) 0<s<l
Hi((s,t) = § Ho((3s —1,1—t)) +<s<2
k() (p(tp(3s —2))) 3 <s<1

es una homotopfa en Top de trayectorias que muestra que A ~k k(y)-yA-k(v)
ya que para toda t € I se tiene H;((0,t)) = Hi((1,t)) = o, lo cual quiere

decir que K, ([\]) = [k(7) - yA - k()] = [A], es decir, K, es la identidad de
™ (X, l‘o). U
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3.5. Productos

DEFINICION 3.36. SiT:Gx X — X y=E: HxY — Y son acciones
semicontinuas definimos

IxE:(GxH)x (X xY)—=XxY, ((7,9),(z,y)) — (vz,8y).

PROPOSICION 3.21. SiT y = son acciones semicontinuas entonces I' X 2
es una accion semicontinua en el producto topologico X x Y.

DEFINICION 3.37. Sean X y Y espacios topoldgicos, o, : T1 ~ T Y
oy Y1~ Yo trayectorias en X y en'Y respectivamente. Definimos la funcion
-l(am,ay) : I — X xY mediante la ecuacion:

(02(2t), y1)

0<t¢
Toar) =4 ™ 0 here

FIGURA 12. T de las proyecciones de una curva en el plano.

LEMA 3.8. Sean X,Y espacios topoldgicos, yo : I — X XY una funcion
continua. Entonces si px,py denotan a las proyecciones de X XY en cada
factor, se tiene que (px o o, py o o) ~k o.

DEMOSTRACION. La funcién

(px (0(3s)),py (0(0))) 0<s<j
F((s,t)) = { (px(o(t),py(a(3(s = %)) s <s<#
J(t+11fi27(8—%) 2t<s<1

muestra que (px o o, py 0 0) ~4 0. O

LEMA 3.9. Sean o, : 1 ~ X9 y 0 : Ty ~ x3 trayectorias en X y sean
Oy Y1~ Y2 Y a?’J Yo ~> y3 trayectorias en 'Y . Entonces

oy -0l 0y - O’;) ~b (o, ay) - 7(0;,0;).
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DEMOSTRACION. En vista del lema anterior es suficiente demostrar que

sus imagenes bajo las proyecciones px : X XY —» X ypy : X XY — Y son
homotdpicas. Tenemos que

o, (4t) o<t<i

px Wog - 04,0y - 0,)(t) = { ol (48 — 1) 1<t<d

T3 ;<t<1

mientras que

o, (4t) o<t<i
1 1
T2 ISt<3
pX(—[(UJH Uy) ' j(o-/xa U;))(t) = , 1 3
T3 3<t<1

Por tanto, estas trayectorias son homotépicas. Andlogamente las proyec-
ciones en Y son homotdpicas. O

TEOREMA 3.11. Sean I' : G x X — X yZ: H XY — Y acciones
semicontinuas. Entonces la funcién T, dada por

Tt (T, 20) X T1(E, 90) — mi(T' % E, (w0, y0)),
([oz37]s [oy; €]) = [0, ay); (7, 6]

es un isomorfismo, y su restriccion a w1 (L', xo) X 71 (2, yo) es un isomorfismo
sobre 7 (T x Z, (z0,90)). La funcidn

Ty (D, 20) X T1(2,90) — 71T X E, (20, %0)),
(7' [oz; ), 7' [oy; €]) = 7' [Now, ay); (7, €))]

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean [0,;7], [05;7'] € m1(T, x0) v [0y; €], [03,;&'] € m1(Z, 90)
entonces

Tul(low37] loy: €D - ([l02:7] [0y €D) = ([0 - v 97 ], loy - €03 €€7]))
= [1(0'9: : 70;7 Oy - So-g,/)ﬂ (77/7 fé-/)]
mientras que

Te(([0257] [0y €D)) - (0557 [oy; €D)

oz, ay); (7, O Tos, 03); (7€)
(o2, 0y) (7, €)Wy, 0p); (1, 6) (Y, €]
[ow; ay) - T(voy, E0y); (77, €]
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El lema anterior aplicado a las trayectorias am,yag,ay,ﬁag’/ muestra que
estos dos elementos son iguales y por lo tanto T, es un homomorfismo.
Maés atin, como una trayectoria o : (zg,yo) ~ (yzo,&yo) es homotdpica
a la trayectoria “1(pyo,py0), se sigue que 1, es inyectiva y biyectiva y en
consecuencia un isomorfismo. Dados generadores [\, - yAz;v] € N(I',z9) v
Xy - EAy;€] € N(Z,0)

(e - vAz39), Py - €A €D)) = [T(Aa - 9Aas [Ny - 7A)); (7, 6)]
(e Ag)) - (1, T, Ay )i (1,6

R

[Pe

que es un elemento de N (I'xZ, (xo, yo))- ecnprocamente si[A(1, N (1,€)] €
N(L x E,(20,40)): [P(X - (7. OA)i7] = [p=A - yp=Asy] € N(T,20) ¥ [pyh-
EpyA;i€l € N(E,0)- Asi

T+ 7, 20) X 7, (Es90) — 7T X E, (20, 40))
es también un isomorfismo de lo cual se sigue que

Ty (L 2o) X T1(E, yo) — T1(I' x E, (20, %0))
es un isomorfismo. O
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APENDICE A

PROPOSICION A.1. Sean X,Y espacios topoldgicos con topologias T y o
respectivamente y sea f : X — Y una funcion. Entonces son equivalentes:

VA€o, f7lA] er.

Existe 3 base de o tal que para toda B € 3, f~'[B] € 7.

Eriste v subbase de o tal que para toda G € v, f~1[G] € 7.

Para todo B CY, f~'[IntB] C Intf~[B].

Para todo C CY cerrado en'Y, f~1[C] es cerrado.

Para todo A C X, f[A] C f[A].

Para todo B CY, f~1[B] C f~'[B)].

Para todo B CY, Fr(f~Y[B]) C f~![Fr B].

Para toda x € X y para toda M wvecindad de f(x), existe una
vecindad N de x tal que f[N] C M.

R o0 0 O

—-

DEMOSTRACION. Veamos una implicacién a la vez:

(a. = b.) o es base de o.

(b. = c.) Toda base es subbase.

(c. = d.) Sif~![IntB] = @ la contencién se da por vacuidad. Sean f~![IntB] #
gyax € flIntB], ie., f(x) € IntB, esto quiere decir que hay
un abierto al que pertenece x contenido en IntB, y en consecuen-
cia hay un abierto bésico contenido en IntB al que pertenece .
Como 7 es subbase todo abierto basico es la interseccién finita de
algunos elementos de 7, i.e., existen G; € v (i = 1,...,n) tales que
f(r) enG; CIntB C B=x€nf YG;) yporec NfHGi €,
ademés Nf~G,;] € f~'[B] por lo tanto = € Intf~'[B].

(d.=a) Weo=W=IntW = fTH{W] = fIntW] C Intf~'[W] =
fH W] = Intf~'[W] y entonces f~'[W] e r.

(a. = e.) Sea C' CY cerrado, entonces (Y \ C) € 0 = f~[Y \ C] € 7 pero
(X \ £7HC)) = f7YY \ O] entonces f~1[C] es cerrado.

(e. = a.) Sea A € o, entonces f~![Y \ A] es cerrado pero como f~1[Y \ A] =
(X \ (f7YA)])), f'[A4] es abierto.
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(e. = f) Sea AC X = AC f~Yf[A]]. Por e. f~'[f[A]] es cerrado, entonces

Ac fSIAl
es decir f[A] C f[A]. B B
(f. = g) Sea BCY.Porf f[f~1B]] C flf'[B]] € B= f-1[B] C f !B
(g= h.) SlBCYFT( '[B]) = f '[B ]ﬁX\f‘l[B] = fUBINfIY\ Bl €

JBIN fUVN Bl = S BV B = £\ [Fr(B)

(h. = e.) SeaCcerrado enY = FT‘(C) C C. Por h. Fr(f len
f7[C], por lo tanto f~1[C] es cerrado.

(a. = i.) Sean x € X y M una vecindad de f(z), entonces existe W € o tal
que f(z) € W C M =z € f7 W] C f~1[M]. Por a. f71[W] €
7 = f1[M] es una vecindad de = y f[f~'[M]] C M.

(i.=a.) Sean W € oy x € f~}{W] = f(x) € W entonces existe N, una
vecindad de z tal que f[N,] CW = N, C f~{W]= f~{W]er.

O

C FFHC)]

PROPOSICION A.2. I es compacto y conexo.

DEM.- Sea U una cubierta abierta de I, consideremos el siguiente sub-
conjunto de I:

A ={z €1|[0,z] estad cubierto por un nimero finito de elementos de U}

Este subconjunto es no vacio ya que por ser U cubierta algtiin elemento de U
debe contener a cero y entonces contiene un intervalo [0, z]. El supremo « de
A pertenece a A porque « pertenece a un elemento de U (1 es cota superior
de A) y entonces hay un 3 tal que [3,a] es subconjunto de ese elemento
digamos W de U pero para todo z < « el intervalo [0, z] esta cubierto por un
nimero finito de elementos de U, entonces en particular [0, 3] estd cubierto
por un ntumero finito de elementos de U y en consecuencia agregando el
abierto W tenemos que el intervalo [0, ] estd cubierto por un nimero finito
de elementos de U. a = 1 porque de ser menor habria un intervalo [ —
k,a+ k] C W pero entonces para cualquier punto z en («, a+ k| tendriamos
que [0, x] estarfa cubierto por un nimero finito de elementos de U lo cual
contradiria el hecho de que « es el supremo de A. Ahora veamos de manera
similar que I es conexo. Supongamos que hay dos abiertos ajenos, no vacios
Ay B tales que | J{A, B} = I. Entonces sin pérdida de generalidad, 0 € Ay
por ser A abierto en I debe haber un nimero a > 0 tal que [0,a) C A, esto
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quiere decir que el conjunto
M={zxellxr>0y[0,x) CA}

es no vacio y por tanto existe su supremo, llamémosle u. Hay dos casos
€ Aobien u € B. Sip € B entonces habria un intervalo de la forma (z, u)
contenido en B y por ser u el supremo de M tendriamos un punto de M en
dicho intervalo lo cual contradice que A y B son ajenos. Si p € A entonces
obien y =1y B =@ o pu <1y hay un intervalo de la forma [u,y) C A
contradiciendo que u es el supremo de M.

PROPOSICION A.3. Sean X un espacio topolégico, A C R™ un convexo,

f,g: X — A dos funciones continuas. Entonces la funcion F : X x I —
A, (z,t) — (1 —t)f(z) + tg(z) es continua.

DEM.- Sean x € X, t € I, € > (0. Entonces existen vecindades de x y de
t tales que si (y, s) estd en el producto de estas vecindades se tiene que

g
I#@) = FWl < s @ @

lg(x) — gyl <e/4

3

AL+ [If @)+ llg(@)I)

|s —t| <

y entonces

[(1=t) f(z)+tg(x)—((1=s)f(y)+sg)l < [|(1=t)f(2)—(1=s)f(Y)l+]sg(y)—tg(@)|
= [If(z) = f(y) + sf(y) —tf (@) + s9(y) — sg(z) + sg(z) — tg(z)||

<N f@) = fWI+lIsf(y) = sf(@) +sf(z) —tf(@)] +sllg(x) — gl + [t = slllg()]

< | f(@) = fFWI + sl f ) = f@) + s = tlLf (@) + sllg(z) — gl + [s — t]llg(2) ]
<2[f(x) = fWI + [s = tlLf @) + llg(z) = gW)Il + |s — tlllg(2)]|

<e.

PROPOSICION A.4. Sean X un espacio topoldgico, K un espacio topoldgi-
co compacto y f : K — X una funcion continua. Entonces f[K] es compacto.

DEM.- Sea {U, }acp una cubierta abierta de f[K], entonces { f 1 [Us]}aes
es una cubierta abierta de K. Tomemos una subcubierta finita de { f ! [Us] }aes,
entonces las respectivas U, son una cubierta de f[K].

PROPOSICION A.5. Sean K un espacio topoldgico compacto y H un espa-
cto topologico Hausdorff. Si f : K — H es una funcion biyectiva y continua
entonces f es un homeomorfismo.
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PROPOSICION A.6. Sean W, X,Y,Z conjuntos U CY,V C Z, f: W —
Y,g : X — Z funciones. Entonces si f x g : W x X — Y X Z es la
funcion tal que f x g((w,z)) = (f(w), g(x)) entonces (f x )Y (U x V) =
F7HU) x g=H(V).

)L U xV) entonces (f xg)((w,x)) €
(w,2)) = (f(w),g(x)) tenemos que f(w) € U
y g(x) € V por lo que (w,z) € (U) x g~*

(w,z) € f~YU) x g71(V) tenemos que f(w) € U,g(x) € V por lo que
(f(w),g(x)) € Ux V' y como (f x g)(w,z)) = (f(w),g(x)) se sigue que
(w,z) € (f x g)~ YU x V). O

DEMOSTRACION. Sea (w,z) € (fxg
U x V pero como (f x g) (
-1

(V). Reciprocamente, si

COROLARIO A.1. Sean W, X,Y, Z espacios topoldgicos, f: W — Y, g :
X — Z funciones continuas. Entonces f x g : W x X =Y x Z, (w,z) —

(f(w),g(x)) es una funcion continua.

DEMOSTRACION. Por la proposicién A.1 basta ver que dado cualquier
abierto béasico de Y x Z, su imagen inversa bajo f X g es abierto. Sea U x V
un abierto bésico de Y x Z, entonces por la proposicién anterior, su imagen
inversa es f~1(U) x g~ %(V) que es abierto en W x X. O

PROPOSICION A.7. Sean X,Y dos espacios topolégicos. Si @ : X xY —
Y es una funcion continua, entonces para toda x € X

0;:Y =Y, y— O(z,y)
es una funcion continua.

DEMOSTRACION. Sea xp € X; la restriccion de © a {zg} x Y C X xY
es una funcién continua en {xg} X Y que es homeomorfo a Y (y — (z9,v)).

Y - {z} xY —>Y
O

PROPOSICION A.8. Sean X,Y,Z espacios topoldgicos. Si f : X — Y
yg: X — Z son funciones continuas entonces la funcion f x g : X —

Y x Z,x— (f(z),g9(x)) es una funcion continua.

LEMA A.l. (Lema de pegadura) Sean X,Y espacios topoldgicos, A, B
subconjuntos cerrados de X y f : A—Y,g: B —Y dos funciones continuas

tales que Vo € AN B, f(x) = g(z); entonces f U g es una funcién continua.
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DEMOSTRACION. Sea C' C'Y cerrado, entonces f~!(C) es cerrado en A
v g71(C) es cerrado en B. Es decir, existen dos cerrados de X, M y N tales
que f71(C)=MnNAyg(C)= NnB, pero como Ay B son cerrados en
X entonces M N Ay NN B también son cerrados en X. Entonces tenemos
que (fUg) " HC) = fH(C)ug ! (C) = (M N A)U (NN B) es cerrado en
X y es un subconjunto de A U B, por lo tanto es cerrado en AU B. Por la
proposiciéon A.1 tenemos que la funcién f U g es continua en AU B. O

LEMA A.2. (Numero de Lebesque) Sean (X,d) un espacio métrico y A
una cubierta abierta de X. Si X es compacto, existe un niumero real § > 0
tal que para cada subconjunto de X con didmetro menor que §, existe un

elemento de A que lo contiene.

DEM.- Si X es un elemento de A, entonces el resultado se sigue para
cualquier 6 > 0. Por tanto, supongamos que X no es un elemento de A.
Elijamos una subcubierta finita { A1, A, ..., A, } de A. Para cada i tomamos
C; = X \ A; y consideremos la funcién f: X — R dada por

@) = % S d(z, )
i=1

f(x) > 0 para todo = porque si € X, podemos escoger un ¢ tal que x € A;
y entonces hay un € tal que la bola de radio € con centro en x esta contenida
en A;, asi que € < d(z,C;) y entonces & < f(z). Como f es continua, tiene
un valor minimo y este es la & que buscdbamos: Sea B un subconjunto de
X cuyo diametro sea menor que ¢. Elijamos un punto xy € B, entonces B
estd contenido en la bola de radio d con centro xy. Ahora bien,

(5 § f(x()) § d(mo,Cm)

donde d(zg, Cy,) es el mayor de los nimeros d(xg, C;). Entonces la bola de
radio d y centro z( estd contenida en el elemento A,, = X\ ), de la cubierta

A.

PROPOSICION A.9. Sea D un conjunto no vacio de espacios topoldgicos
ajenos dos a dos. Entonces

T={uePUD) |V e D((uNzx) € )}
es una topologia en |J D (1, es la topologia de x).
DEMOSTRACION. |J D € 7 porque (|J D) Nz = z para cualquier z € D.

FEn palabras, el total intersectado con los totales es abierto porque cada total
es abierto en si mismo. El vacio interseccion lo que sea es vacio y esta en todas
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las topologias. Sean A C 7y x € D. Entonces (JA) Nz = J{yNz |y € A},
y entonces como cada y N z es abierto en x, pues la unién es abierto en
x, y como z era arbitrario (JA € 7. Sean u,w € T y x € D, entonces
(unNnw)Nz=(unz)N(wNz). O

PROPOSICION A.10. Sean (Vi, K) un complejo simplicial y

A={a: Vg >T|a 0,1 e KA DY a(v) =1},

veEVK

Entonces la funcion d : A x A — R definida por la ecuacion:

d((e,8) = | (a(v) = B(v))?

veVk

es una métrica para A.

y

(X (a(v) =) (v(v) = B(v)))?* = (X(a
() (v(v) = B))(au) = y(w))(v(u) — B(u)))

entonces

(X (a(v) =7(0)) (X (v(v) = Bv))?) = (X(a(v)
S (a(v)=y(v))?(v(u ?
B(w)) + () — y(u

Por lo tanto

(X(av) =7()*)((r(v) = B())?) = (X(a(v) = v(v)(v(v) = B(v)))?

pero como ambos lados de la desigualdad son no negativos tenemos que

VIZ@E) 3N~ BE)E < V(@) -7 @RS () — B)?)

y entonces

>(a(v) = 1(v)(v(v) = B(v)) < V((alv) — () (v(v) - Bv)))? <
V2 (av) =7()2) (3 (v(v) — B(v))?)

lo cual implica que

<
=
|
2
2
<
s
=
no
IS
=2
=2
4
=
|
@
=
<
O
=
no
=
+
[\~
g
L4
Q
2
4
S
|

|
=
S
!

Soevie 2(0)=10)(1(0)=B(0)) < 2/ Tyevs (av) = 1(0)y) uevs (B(0) = 1(0)?
Y de este modo, al sumar a ambos lados de esta desigualdad (a(v) —

Y(©)? + X (v(v) = B(v))?

obtenemos que
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Dvevy (a(v) = 7(0))? +2(a(v) = (V) (7(v) = Bv)) + (y(v) = B(v))* <
(C(a@)=7(0))+2,/Soey, (@) = 1(0))2 /P uev, (B@) = 7(0))2+ 2 ((0) -
B(v))?

pero el lado izquierdo de esta desigualdad es igual a

Yvevy (a(v) = B(v))?

y el lado derecho es igual a

(VX uevi (@) = 7(0))2 +/Soeys, (B() = 7(0))2)?

y como ambos lados de la desigualdad son no negativos, tomando raices

cuadradas obtenemos que

Yo (@) = B2 < | D (alv) =) + [ Y (B(v) = (v))?

veVK veVk veVK

PROPOSICION A.11. Sea (Vik,K) un complejo simplicial y sea
A={a: Vg >T|a 0,1 e KA D a(v) =1}
veVK

con la métrica

d((e, 8)) = | D (al(v) = B(v))2.

veVK

Entonces cada funcion f: A™ — |si| es una isometria.

DEMOSTRACION. Sean Y. A\jv;, > p;v; € A", entonces su distancia usual

VD — i)

Ahora, sus imégenes bajo f son a = {z,y) e Vg x I | (x = f(v;)) Ny =
NV (z ¢ fluert(AM)] Ay =0)}y 8= {(z,y) EVk x I | (x = f(vi) Ny =
wi) V (z ¢ fluert(A™)] Ay = 0)} entonces

d((e, 8)) = | D (a(v) = B(v))?

veVk

VD — i)

€S

pero esto es igual a
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