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1.2. Posib le s e sq u e m as d e tran sm isíon d e los n od os e n u n a re d ad h oc. . . . . . 9

1.3 . E je m plo d e posib le s n od os e n u n a re d ad h oc. . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Intro d u c c ío n

Durante los últim os años, e l d e sarrollo d e la tecnolog ı́a h a perm itid o q ue m ás y

m ás d ispositivos e lectrónicos cuenten con la posib ilid ad d e com unicarse con otros sin

la necesid ad d e una conex íon f́ısica, e s d ecir, d e form a inaĺam b rica. E sto trajo consi-

g o el nacim iento d e una nueva ram a d e la com putacíon, e l d e las re d e s ad h oc1 inaĺam b ricas.

M ás form alm ente , una red ad h oc inaĺam b rica consiste d e un conjunto d e nod os

inaĺam b ricos los cuale s, en un principio, cuentan con la capacid ad d e transm itir om nid i-

reccionalm ente d e tal m anera q ue una sóla transm isíon d e un nod o pued e ser recib id a

por tod os los nod os d entro d e su vecind ad . E l m ovim iento d e tale s nod os, incluyend o

su aparicíon o salid a d e la re d , ocasiona q ue la topolog ı́a d e la re d cam b ie constante-

m ente , lo cual h ace q ue e l control d e d ich a topolog ı́a y el ruteo efi caz no sea una tarea fácil.

A d e m ás, a d iferencia d e las re d e s inaĺam b ricas trad icionales, e ste tipo d e re d e s no

cuenta con una infraestructura fi ja o un soporte centralizad o para ad m inistrarla por lo

q ue e s tam b íen parte d e l prob le m a lid iar con estas lim itaciones.

U na red ad h oc inaĺam b rica pued e ser vista com o una g ráfi ca en cierto m om ento d e

tal form a q ue su conjunto d e vé rtice s e s aq uel q ue com pone el conjunto d e nod os d e la

re d y d ond e h ab rá una arista d e un vértice a otro si e s q ue e ste se encuentra d entro d e l

rad io d e transm isíon d e l prim ero. S i e l rad io d e transm isíon d e los nod os e s ig ual a 1 ,

entonces la g ráfi ca q ue representa a d ich a re d se conoce com o una g ráfi ca d e d isco unita-

rio (u n it disk grap h , U D G ) y son precisam ente e stas con las q ue tratarem os en este trab ajo.

E n este nuevo cam po se e stud ian aspectos sim ilare s a los d e las re d e s trad icionales

(las q ue cuentan con una conex íon f́ısica), com o lo es e l d e sarrollo d e nuevos alg oritm os

d e ruteo para transm itir cierta inform acíon q ue necesite ser com partid a, pero d e sd e un

enfoq ue d istinto ya q ue aunq ue tale s d ispositivos se sig uen viend o com o nod os d e una

red , la form a d e com unicacíon no pued e ser la m ism a.

1Este térm in o h a sid o u tilizad o p ara ex p resar la cap ac id ad q u e d eb en ten er este tip o d e red es p ara

am old arse a los cam b ios q u e g en eren los n od os q u e las com p on en al m overse d e m an era d in ám ica.
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Supong amos ah ora q ue aunq ue los vecinos q ue se encuentran d entro d el rad io d e
transmision d e un cierto nod o comparten el mismo espectro d e comunicacíon, el nod o en
cuestíon d eb e ocupar d istintas frecuencias d e d ich o espacio d e tal manera q ue no h aya
interferencia d urante alg una d e sus transmisiones, es d ecir, q ue la transmisíon d e un
mensaje en d eterminad a frecuencia lleg ue a un sólo d estino.

Pod emos mod elar el prob lema anterior al nivel d e la g ráfi ca q ue represente a nuestra
red d e tal manera q ue asig nemos a cad a una d e las aristas un color d istinto (una frecuencia
d istinta), entonces nuestro prob lema se trad uce en colorear las aristas d e d ich a g ráfi ca
para ası́ ob tener una coloracíon propia, es d ecir, q ue a d os aristas q ue sean ad yacentes
(q ue incid an en un mismo vértice) no les sea asig nad o el mismo color.

A sı́ tamb íen, serı́a d eseab le q ue el número d e colores a utilizar fuera el menor posib le
ya q ue no serı́a conveniene asig nar mas q ue las frecuencias necesarias sin d esperd iciar
otras q ue b ien pod rı́an ser utilizad as posteriormente.

D entro d e la rama d e la teorı́a d e g ráfi cas, se cuenta con el concepto d e ı́n d ice

crom á tico, el cual se d efi ne como el mı́nimo número d e colores con el cual una g ráfi ca
pued e ser coloreab le por aristas (claro, respetand o q ue la coloracíon sea propia). E n 19 6 4 ,
V iz ing d emostró q ue el ı́nd ice cromático d e una g ráfi ca no vaćıa G era el g rad o máx imo
d e esta (∆(G)) ó ∆(G) + 1.

N o ob stante no ex iste un alg oritmo efi ciente o fórmula q ue d etermine con ex actitud
tal número d ad a una g ráfi ca y más aún, se h a d emostrad o q ue el prob lema d e d eterminar
si el ı́nd ice cromático d e una g ráfi ca es ig ual a su g rad o máx imo se encuentra d entro d e la
categ orı́a d e los prob lemas NP -completos; sin emb arg o si ex iste un alg oritmo polinomial
q ue d etermina una ∆ + 1 coloracíon.

D ad o lo anterior, nuestro ob jetivo en este trab ajo será tratar este prob lema d e
manera local con la intencíon d e ob tener una coloracíon propia por aristas d e la
g ráfi ca q ue represente a nuestra red ad h oc inaĺamb rica y ası́ pod er d ar una asig na-
cíon d e frecuencias ad ecuad a. A d emás, d eseamos utilizar pocos colores, es d ecir, q ue la
solucíon ob tenid a sea c veces más g rand e q ue la solucíon óptima, d ond e c es una constante.

Para fi nalizar esta seccíon, consid erand o tod os los arg umentos d e los párrafos anterio-
res, sólo d escrib iremos los caṕıtulos en los q ue se d ecid ío d ivid ir este trab ajo escrito:

C a p ı́tu lo 1 . D ad o q ue el ob jeto sob re el cual se plantea el prob lema es una red ad h oc,
en este caṕıtulo d escrib iremos d e manera más amplia este concepto, señaland o alg u-
nas d e sus caracterı́sticas más importantes, ası́ como alg unas d e sus aplicaciones y
prob lemas q ue en ellas se sucitan.

C a p ı́tu lo 2. C omo ya lo mencionamos, nuestra id ea es aplicar un parad igma local al
alg oritmo plantead o para resolver el prob lema en cuestíon, por lo q ue en esta seccíon



INTRO D U C C IÓ N 3

del trab ajo detallarem os las ideas q u e h ay detrás de este en foq u e, ası́ com o de su s

orı́g en es y p rob lem as ya resu eltos h acien do u so de él.

C a p ı́tu lo 3. A q u ı́ h arem os u n an álisis de alg u n os resu ltados ya ex isten tes q u e ju g arán u n

p ap el im p ortan te en el p lan team ien to del resu ltado p rin c ip al de este trab ajo, en tre

ellos el teorem a de V iz in g . N u estro ob jetiv o al defi n ir este cap ı́tu lo es dar a en ten der

el trasfon do de dich os resu ltados, de tal form a q u e su in corp orac íon sea de m an era

sen c illa.

C a p ı́tu lo 4 . E n este ú ltim o ap artado, sim p lem en te p lan tearem os a detalle el resu ltado

log rado tom an do en con siderac íon las sec c ion es an teriores.





Redes ad h oc m ó v iles 1

1.1. M o tiv a c ío n

Hoy en d́ıa u na g ran cantidad de personas cu enta con u no o varios dispositivos

portátile s como te ĺe fonos celu lare s, asistente s personale s dig itale s o PDA ’s (personal

dig ital assistants) y laptops. A sı́ mismo, g racias al desarrollo de la tecnolog ı́a, e sta clase

de dispositivos pu eden inte ractu ar de tal manera q u e actividades como lo es e l compartir

docu mentos entre e llos y la lectu ra de correo electrónico, entre otras, sea ya u na realidad.

E l llevar a cab o dich as actividades se log ra deb ido a q u e tale s dispositivos, en cie rto

momento, se vu e lven parte de u na red ad h oc móvil o M A N E T (mob ile ad h oc network ),

la cu al permite e stab lece r u na comu nicacíon entre los e lementos incorporados en cu alq u ie r

momento dentro de u n área espe ćıfi ca de manera inaĺamb rica.

E n años reciente s, la investig acíon h ech a en el campo compu tacional de las M A N E T s h a

tenido g ran au g e , ası́ tamb íen, su s aplicaciones h an g ozado de u n au mento de popu laridad

al h acer u n mayor u so de e sta tecnolog ı́a en la vida cotidiana. D ado q u e e s precisamente

u na red ad h oc el tipo de esq u ema del q u e partiremos para desarrollar e ste trab ajo, en

este caṕıtu lo estab lece remos u n panorama g eneral q u e nos permita conocer alg u nos de su s

antecedente s ası́ como de alg u nas de caracte rı́sticas importantes acerca de este concepto.

1.2 . A n te c e d e n te s

A u nq u e e l acrónimo de M A N E T e s re lativamente nu evo, la idea detrás de é l no lo es.

Por ejemplo, al principio de de los años 7 0 , no mu ch o despu é s del inicio del desarrollo de

la tecnolog ı́a q u e se convertirı́a en lo q u e h oy conocemos como Internet, e l D epartamento

de D e fensa de los E stados U nidos fi nancío investig acíon concerniente al u so de dich a

tecnolog ı́a, en donde no se tu vie ra la re striccíon de u na infraestru ctu ra fi ja o aĺamb rica.

Por su pu e sto, u na primera motivacíon para este desarrollo fu e la necesidad militar para

la su pervivencia en el campo de b atalla, ya q u e las condiciones q u e ah ı́ se dab an h aćıan

deseab le q u e los comb atiente s fu e ran capaces de moverse de u na manera u n poco más lib re

sin la necesidad de las re stricciones impu estas por dispositivos de comu nicacíon aĺamb ricos.
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Se pu ede decir q u e las redes ad h oc tienen su orı́g en en el año de 1 9 6 8 ([1 3 ]),
du rante el desarrollo del proyecto de la red ALOHA, cu yo ob jetivo era conectar
instalaciones edu cativas en H awaii. A u nq u e esta red h aćıa u so de estaciones fi jas,
el protocolo A L O H A provéıa u n acceso de canales distrib u ido y por tanto u na b ase
para el desarrollo de esq u emas del mismo tipo q u e fu eran apropiados para las redes ad h oc.

C on b ase en la red A L O H A , se desarrolĺo el proyecto DA R P A , en 1 9 7 3 , el cu al
provéıa mecanismos de administracíon de operacíon centralizados tamb íen sob re u na
b ase distrib u ida. Sin emb arg o, los desarrolladores se dieron cu enta de q u e alg u nas de
las técnicas u tilizadas incrementab an la capacidad de la red, ya q u e el espacio q u e esta
ab arcab a pod́ıa ser reu tilizado.

A u nq u e mu ch os otros proyectos ex perimentales de redes fu eron desarrollados poste-
riormente, estos sistemas inaĺamb ricos no tu vieron realmente u n g ran impacto entre los
consu midores. Fu e h asta la pu esta en march a del proyecto IE E E 8 0 2 .1 1 , q u e es u n estándar
para redes de área local inaĺamb ricas, q u e el Institu to de Ing enierı́a E ĺectrica y E lectrónica
(IE E E ) decidío adoptar el término de red ad h oc. C on esto, el IE E E esperab a dar la idea
del desplieg u e de u n escenario de desarrollo completamente nu evo.

1.3. R e d e s C e lu la re s

A ntes de comenzar a describ ir más a profu ndidad nu estro concepto de red ad h oc, es
conveniente estab lecer alg u nas ob servaciones g enerales acerca de la tecnolog ı́a de redes
inaĺamb ricas, en particu lar de las redes celu lares, las cu ales son sistemas q u e actu almente
son mu y u sados y q u e preceden a los de las M A N E Ts.

E stos sistemas se forman por u n conju nto de celdas, cada u na con su propio transmisor
o estacíon b ase, las cu ales son u sadas para cu b rir diferentes áreas y proveer u na cob ertu ra
sob re u na reg íon más g rande q u e la de u na sola celda. Tamb íen, estas redes h acen u so
de tranceptores, los cu ales son dispositivos q u e llevan a cab o fu nciones de transmisíon
y recepcíon, ya sea para ser u tilizados por las estaciones o por los dispositivos q u e
conforman la red (tranceptor móvil).

U na caracterı́stica importante en este tipo de redes es el au mento en su capaci-
dad dado q u e se pu ede reu tilizar u na misma frecu encia de transmisíon en distintas
celdas para transmisiones completamente distintas. Desafortu nadamente, es inevitab le
u n cierto nivel de interferencia en la señal produ cida por dos celdas q u e u tilicen la
misma frecu encia, por lo q u e el q u e dos celdas adyacencentes u tilicen la misma no es
u na confi g u racíon posib le. L a fi g u ra 1 .1 mu estra cómo u na red cu yas estaciones b ase
tienen u n área de cob ertu ra h ex ag onal, pu ede h acer u so de cu atro frecu encias para operar.

L os dispositivos o nodos q u e conforman este tipo de redes pu eden ser móviles, lo cu al
sig nifi ca q u e son capaces de poder camb iar la estacíon q u e los controla en la red en cierto
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Figura 1 .1 : R e d c e lular q ue h ace uso d e la reutilizac ión d e fre cuen c ias.

momen to. A sı́ por ejemplo, e n un a red d e te ĺe fon os c e lulares, un n od o o te ĺe fon o q ue se
e n cuen tre d e n tro d e l área d e con trol d e un a estac ión y q ue se q uiera comun icar con algún
otro te ĺe fon o, primeramen te tie n e q ue e stab le c er un a comun icac ión con su estac ión d e
con trol y posteriormen te e sta se e n cargará d e e stab le c er la con e x ión con e l otro n od o, si
e s q ue e ste se e n cuen tra d e n tro d e su área d e con trol, o con otra estac ión , si e s q ue e l
d ispositivo d e stin o se e n cuen tra en otra región .

E n su gran mayoŕıa, las re d e s c e lulares utilizan e l protocolo d e in tern et móvil (mobile

IP ) para su operac ión . E n e ste parad igma, la id e n tid ad d e un usuario pod ŕıa o n o ser
e q uivale n te a su posic ión , d epen d ie n d o d e si e l usuario ad opta un id e n tifi cad or d e posic ión

d epen d ien te (temporal) o un o d e posic ión in d epen d ien te (perman en te), re spectivamen te .
A lgun as vec e s, los usuarios con id e n tifi cad ore s temporale s son con oc id os como “ n ómad as” ,
mien tras q ue a los perman en te s se le s con oce como usuarios “móvile s” . L a d ifere n c ia
e n tre e stos té rmin os e s q ue los d e tipo n ómad a pod ŕıan moverse , pero prin c ipalmen te
cumplen sus fun c ion e s d e n tro d e la re d e n un a posic ión fi ja; por otro lad o los d e tipo
móvil d e b e n trab ajar sob re la march a, camb ian d o su estac ión d e con trol con forme sea
n e c e sario. E n cualq uiera d e los casos, un soporte ad ic ion al pod ŕıa ser n e c e sario para
en con trar la posic ión d e un usuario d e n tro d e la re d , por lo q ue e s in d ispen sab le h acer
uso d e té c n icas d e e stab le c imien to d e rutas te n ie n d o como b ase las e stac ion e s d e con trol.

E l pun to a resaltar en e ste tipo d e re d e s e s q ue mien tras los d ispositivos d e los usuarios
pod ŕıan o n o moverse , la in fraestructura d e la re d perman ec e fi ja. E n ton c e s, aun q ue los
usuarios sean d e tipo móvil, much a d e la te c n oloǵıa q ue aporta d ich a in fraestructura pued e
ser utilizad a para d ar un soporte a d ich os usuarios.
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1.4. E sq u e m a s d e co m u n ica cío n e n tre n o d o s

Al tratar con med ios d e transmisíon inalámbricos no confi able s se d eben tener en
cu enta consid e raciones e speciale s en e l sistema d e comu nicacíon entre los nod os d e u na re d
ad h oc, e sto con e l objetivo d e ase g u rar u na operacíon confi able y efi ciente. U na manera
d e h acerlo e s emplear u n esq u ema d e comu nicacíon ind irecta o mu ltipu nto (multihop),
en la cu al cad a nod o es tambíen u n ru tead or, lo cu al facilita e l re u so d e recu rsos tanto
en espacio como en tiempo, siempre y cu and o los nod os q u e participen en la re d e stén
razonablemente bien d istribu id os en e l área en cu e stíon ([1 3 ]). E n contraste , las re d e s en
las q u e su s nod os se comu nican d e manera d irecta (sin g lehop) principalmente comparten
los recu rsos en e l d ominio temporal.

B ásicamente, la forma d e operar d e e stas d os técnicas e s la sig u iente:

Directa . E n este caso, la re d env́ıa d atos d e manera d irecta d e sd e e l nod o orig en al nod o
d e stino, e s d ecir, ambos nod os se encu entran mu tu amente d entro d e su rad io d e
alcance d e transmisíon.

In d irecta . E n este e scenario, los paq u ete s d e informacíon son transmitid os d e l nod o ori-
g en al nod o d e stino a travé s d e u na ru ta, la cu al posiblemente consid e ra alg ú n otro
nod o d e la re d . P rincipalmente e sta técnica se u tiliza cu and o e l nod o d e stino no
está d entro d e l rad io d e transmisíon d e l nod o orig en.

Ası́ por e jemplo, la fi g u ra 1 .2 mu estra ambos esq u emas d e transmisíon consid e rand o
u na misma d istribu cíon d e los nod os, ası́ como tambíen los mismos nod os orig en y d e stino.

D ad a la d e scripcíon d e ambos esq u emas se pu e d e d ecir q u e u na raz ón evid ente por
la cu al se u sa e l e sq u ema mu ltipu nto es para obtener conectivid ad , ya q u e alg u nos nod os
bien pod rı́an estar fu e ra d e l rang o d e transmisíon d e otros y por tanto, u n esq u ema como
el d irecto no fu ncionarı́a.

1.5 . C o n ce p tu a liz a cío n d e u n a re d a d h o c m ó v il

C omo ya lo mencionamos, e l campo d e las re d e s ad h oc móvile s o M AN E T s h a recibid o
u na g ran atencíon d u rante los ú ltimos años, e sto d ebid o principalmente al d e sarrollo d e la
tecnolog ı́a y a las necesid ad e s q u e no se h ab́ıan pod id o satisfacer d e u na manera d e seable ,
au nq u e claro, e sto tambíen h a traid o con sig o q u e los re su ltad os ad q u irid os se apliq u en a
nu evos planteamientos.

U na re d ad h oc móvil se d e fi ne como u na coleccíon d e plataformas móvile s o nod os,
d ond e cad a u no d e e stos e s libre d e moverse arbitrariamente ([3 0 ]). C ad a nod o consiste
lóg icamente d e u n ru tead or q u e pod rı́a tener mu ltiple s h osts y estos a su vez tener
mú ltiple s d ispositivos d e comu nicacíon inalámbrica. Ası́ tambien, en principio, cu enta
con u na antena omnid ireccional q u e le permite comu nicarse con otros nod os q u e e sten
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a. directa b . in directa

Figura 1 .2 : Po sibles esq uemas d e tran smisió n d e lo s n o d o s en un a red ad h o c. L o s n o d o s
o rigen lo s id en tifi camo s d e co lo r ro jo y lo s d estin o d e co lo r azul. A sı́ mismo , en (a), lo s
n o d o s d e co lo r amarillo represen tan aq uello s n o d o s in termed io s d e un a ruta en tre un n o d o
ro jo y un o azul.

d en tro d e su alcan ce d e tran smisió n . U n a represen tació n d e esto se muestra en la fi gura 1 .3 .

ruteador

radio radioradio

ruteador

h ost

Figura 1 .3 : E jemplo d e po sibles n o d o s en un a red ad h o c.

E l términ o M A N E T d escribe red es d istribuid as, mó v iles, in alámbricas y co n comu-
n icació n in d irecta (multih o p) q ue o peran sin el ben efi cio d e cualq uier in fraestructura
ex isten te, ex epto po r lo s n o d o s mismo s. U n a red ad h o c ex pan d e la v isió n q ue se tien e
d e In tern et, en la cual n o d o s in alámbrico s en lo s ĺımites d e la red estan t́ıpicamen te
co n ectad o s y so po rtad o s d e man era d irecta h acia la in fraestructura fi ja.

D esd e el pun to d e v ista d e la teo ŕıa d e gráfi cas, un a red ad h o c mó v il es un a gráfi ca
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G = (N, E(t)), cu yo con ju n to d e vértices, N , está formad o por cad a u n o d e los n od os
móviles d e la red y d on d e h ab rá u n a arista, q u e perten ecerá a E, en tre u n par d e n od os
si es q u e estos pu ed en comu n icarse d e man era d irecta. E l con ju n to d e aristas, E(t),
ası́ d efi n id o, esta d ad o en fu n cíon d el tiempo y camb ia con forme los n od os camb ian d e
posicíon al moverse d en tro d e la red .

Nota: D e ah ora en ad elan te ocu paremos los términ os d e red ad h oc móvil, red ad h oc o
M AN E T in d istin tamen te.

1.6. C a ra c te r ı́stic a s

E n con traste con las red es aĺamb ricas trad icion ales, pod rı́a esperarse q u e u n a red ad
h oc opere en u n amb ien te d e red en el q u e alg u n os o tod os los n od os sean móviles. D en tro
d e este amb ien te d in ámico, las fu n cion es d e red d eb en h acerse d e u n a man era d istrib u id a
ya q u e los n od os pod rı́an d esaparecer o aparecer repen tin amen te en la red . S in emb arg o,
en g en eral, los mismos req u erimien tos b ásicos para la con ectivid ad y el con trol d e tráfi co
q u e aplican para las red es trad icion ales aplican tamb íen para las red es ad h oc.

A con tin u acíon estab leceremos alg u n as caracterı́sticas sob resalien tes acerca d e las red es
ad h oc:

O peración d istribu id a. U n n od o en u n a red ad h oc n o pu ed e con tar con u n soporte
d e seg u rid ad o estab lecimien to d e ru tas como parte in trı́n seca d e la red . E n su lu g ar,
estas fu n cion alid ad es d eb en d iseñ arse d e tal man era q u e pu ed an llevarse a cab o d e
man era efi cien te b ajo con d icion es d istrib u id as.

Topoloǵıa d in ám ica. E n g en eral, los n od os son lib res d e moverse arb itrariamen te. L a
topolog ı́a d e la red , la cu al t́ıpicamen te es d e tipo mu ltipu n to, pod rı́a camb iar rápid a
y aleatoriamen te en tiempos impred ecib les. N o ob stan te, a pesar d e esta situ acíon ,
la con ectivid ad en la red d eb erı́a d e man ten erse para permitir a las aplicacion es y a
los servicios operar sin n in g ú n prob lema. E n particu lar, esto in fl u en ciará el d iseñ o
d e los protocolos q u e permitan estab lecer ru tas d e comu n icacíon .

Restricción d e an ch o d e ban d a, capacid ad variable, con exión asim é trica. L as con e-
x ion es in aĺamb ricas con tin u arán ten ien d o u n a capacid ad sig n ifi cativamen te men or
q u e su s con trapartes aĺamb ricas. U n efecto d e esta mod eracíon en las capacid ad es
d e con ex íon es q u e el au men to d e d eman d as por aplicacion es pod rı́a ex ced er la ca-
pacid ad d e la red . O tra con secu en cia es q u e la red es ad h oc ten d rán q u e operar en
amb ien tes h eteróg en eos con variacion es d e retraso d eb id o al an ch o d e b an d a d ispo-
n ib le.

O peración con en erǵıa restrin gid a. Alg u n os o tod os los n od os en u n a red ad h oc
pod rı́an d epen d er d e pilas para ob ten er la en erg ı́a q u e les permita operar. Para tales
n od os, la con servacíon d e este recu rso se vu elve u n crı́terio d e su ma importan cia
al momen to d el d iseñ o, ya q u e pod rı́a afectar, por ejemplo, el procesamien to en el
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CPU, el u so y/ o tamaño de la memoria y el procesamiento de señales. L as fu n-
ciones referentes a la comu nicacíon asu men directamente la responsab ilidad de las
aplicaciones y los servicios en el dispositivo. E ntonces, los alg oritmos y mecanismos
q u e implementan fu ncionalidades de la red deb en optimizarse tomando en cu enta
u n menor consu mo de energ ı́a, esto con la fi nalidad de ah orrar capacidades para las
aplicaciones mientras se provea u n b u en desempeño en la comu nicacíon. A demás de
ob tenerse u na conectividad razonab le en la red, la inclu síon del paradigma de comu -
nicacíon indirecta permite mejorar el desempeño desde el pu nto de vista del ah orro
de energ ı́a. H oy en d́ıa, sin emb arg o, esto sólo pu ede realizarse a u n costo mayor en
la complejidad del estab lecimiento de ru tas.

Vu ln erabilid ad es in aĺam bricas y segu rid ad f́ısica lim itad a. L as redes inaĺamb ricas
móviles son g eneralmente más su sceptib les a su frir ataq u es de seg u ridad f́ısicos y
de informacíon q u e las redes fi jas y aĺamb ricas. Una capa de técnicas de seg u ridad
ex istentes pu ede aplicarse para redu cir dich os ataq u es.

C am bio frecu en te en la capacid ad d e la co n exió n . L os efectos de altas tasas de error
de b its podrı́an ser más profu ndos en u na red ad h oc mu ltipu nto, ya q u e lo q u e afecta
a u na ru ta mu ltipu nto es el nú mero total de errores en la comu nicacíon. A demás,
más de u na ru ta podrı́a u sar u n pu nto de comu nicacíon en particu lar, por lo q u e el
no tenerlo disponib le en cierto momento afectarı́a varias sesiones du rante periodos
de transmision con altas tasas de error de b its. E sto trae consig o q u e las fu nciones
de ru teo se vean afectadas, sin emb arg o, se pu eden aplicar fu nciones efi cientes q u e
protejan la capa de comu nicacíon para mejorar la calidad en la conex íon ([1 3 ]).

1.7. Fu n cio n e s t́ıp ica s e n u n a re d a d h o c

A sı́ como en las redes aĺamb ricas, dentro del campo de las redes ad h oc ex isten fu n-
cionalidades q u e deb en ser cu b iertas. D os de las más importantes a considerar son las q u e
tienen q u e ver con el estab lecimiento de u na ru ta de comu nicacíon entre dos nodos y la
seg u ridad.

1.7.1. E sta b le c im ie n to d e ru ta s

Para las redes ad h oc móviles, el prob lema de estab lecer ru tas para la transmisíon
de paq u etes entre cu alq u ier par de nodos lleg a a ser u na tarea complicada deb ido a q u e
tales nodos pu eden moverse aleatoriamente dentro de la red. Una trayectoria q u e pu do
considerarse como óptima en u n cierto tiempo podrı́a no servir poco tiempo despu és. E s
mas, las propiedades estocásticas de los canales de comu nicacíon inaĺamb ricos tamb íen
forman parte de los pu ntos a considerar en la calidad de la trayectoria. Con este ob jetivo,
u na red pu ede h acer u so de protocolos q u e se encarg u en de determinar u na ru ta de
comu nicacíon posib le entre los nodos en cu estíon.

L os protocolos q u e, dado u n nodo en particu lar, mantienen u na ru ta h acia todos los
posib les destinos en la red tienen la ventaja de q u e la comu nicaíon con destinos arb itrarios
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experimenta u n lig ero retraso inicial d esd e el pu nto d e vista d e la aplicacíon. C u and o u na
aplicacíon comienza, u na ru ta pu ed e ser inmed iatamente seleccionad a d e u na tab la q u e
conteng a d ich as trayectorias d e comu nicacíon. Tales protocolos se d enominan proa ctivos,
d eb id o a q u e g u ard an informacíon acerca d e las ru tas inclu so antes d e q u e alg u na d e ellas
sea necesitad a. D e ig u al manera se les conoce como protocolos b asad os en tab las ([3 2 ]) ya
q u e se pu ed e pensar q u e las ru tas estan d isponib les como parte d e u na tab la confi ab le.

S in emb arg o, los protocolos proactivos su fren la d esventaja d e q u e ad icionalmente se
req u iere u n control d e tráfi co, esto con el ob jetivo d e mantener actu alizad as las entrad as
d e la tab la q u e contiene las ru tas, ya q u e la red pu ed e camb iar su confi g u racíon d eb id o a
u n evento imprevisto en alg u no d e su s nod os, en cu yo caso, las ru tas q u e se encu entren
en ese momento en la tab la pod rı́an no ser reales. S i u na ru ta se rompe, es d ecir, si
alg u no d e los nod os q u e se consid erab a d entro d e ella ya no esta d isponib le, entonces esta
d eb e ser reparad a, lo cu al se consid era como u n g asto d e recu rsos q u e pod rı́a provocar
escasez d e anch o d e b and a y por tanto fu tu ras cong estiones en las comu nicaciones d e la red .

C omo resu ltad o d e la situ acíon anterior, protocolos rea ctivos h an sid o d iseñad os d e
tal forma q u e la informacíon acerca d e u na ru ta sea ob tenid a sólo cu and o sea realmente
necesaria. L os protocolos reactivos pod rı́an u sar menos anch o d e b and a para mantener
las tab las en cad a nod o, pero el tiempo d e respu esta para mu ch as aplicaciones se incre-
mentarı́a. L a mayorı́a d e las aplicaciones se verı́an afectad as por u n retraso a la h ora d e
comenzar, ya q u e será necesario ob tener u na ru ta h acia alg ú n d estino antes d e q u e la
comu nicacíon se inicie.

1.7.2. S e g u rid a d

O b viamente, la seg u rid ad es u n pu nto importante a consid erar d entro d e las red es
ad h oc, particu larmente si se u tilizan mu ltiples pu ntos para comu nicar a u n nod o con
otro. ¿ C ómo pu ed e u n u su ario estar seg u ro d e q u e nad ie este escu ch and o secretamente
lo q u e transmite? ¿ E s el u su ario en el otro extremo d el enlace realmente q u ien d ice ser?
D esd e el pu nto d e vista pu ramente crı́ptog ráfi co, los servicios ofrecid os en u na red ad h oc
no implican mu ch os prob lemas nu evos. L os req u isitos para la au tentifi cacíon, confi d en-
cialid ad e integ rid ad son los mismos q u e para mu ch as otras red es d e comu nicacíon pú b licas.

S in emb arg o, en u na red ad h oc, la confi anza es u n prob lema central. N o pod emos
confi ar en el med io, la ú nica opcíon es u sar criptog raf́ıa, lo cu al ob lig a a d epend er d e las
llaves criptog ráfi cas u tilizad as. E ntonces, el reto principal es crear relaciones b asad as en
confi anza entre las llaves sin la ayu d a d e u n tercer ente d e certifi cacíon.

D ad o q u e las red es ad h oc se crean espontáneamente entre entid ad es q u e se encu entran
d entro d e u na misma área, no h ay g arant́ıa d e q u e cad a nod o manteng a la llave pú b lica
d e los d emás nod os o q u e estos presenten certifi cad os q u e sean valid ad os por otro ente.
S in emb arg o, si permitimos q u e la confi anza se d eleg u e entre los nod os, entonces nod os
q u e ya h ayan estab lecid o u na relacíon d e confi anza pu ed en extend er este privileg io a otros
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miemb ros d el g ru po.

Ya q u e este trab ajo no estará enfocad o en este aspecto, sólo mencionaremos q u e en
otros trab ajos como en [1 3 ] se pu ed e encontrar más información al respecto.

1.8. C a m p o s d e a p lic a c ío n

L as red es ad h oc móviles h an sid o motivo d e mu ch a investig ación reciente y esfu erzos
d e d esarrollo. H asta ah ora, este tipo d e red es h an sid o principalmente consid erad as
para aplicaciones d e tipo militar, d ond e u na confi g u ración d e red d escentralizad a es
u na ventaja operativa o inclu so u na necesid ad . O tro pu nto q u e motivó la u tilización
d e esta tecnolog ı́a en este campo es q u e la milicia no pu ed e confi ar en u n acceso a u na
infraestru ctu ra d e comu nicación fi ja y precolocad a en u n campo d e b atalla. E n alg u nas
reg iones, como d esiertos o selvas, la ex istencia d e u na infraestru ctu ra d e comu nicación
terrestre es nu la. E n otras reg iones, el acceso pu ed e no estar d isponib le d eb id o a la
d estru cción o el d año d e la infraestru ctu ra d e comu nicación local.

E n el sector comercial, el eq u ipamiento para cómpu to móvil e inalámb rico no h a
estad o d isponib le a u n precio atractivo para g rand es mercad os. S in emb arg o, conforme
se incrementa la capacid ad d e compu tad oras móviles, tamb ién crece la necesid ad d e u na
red sin ĺımites. L as red es ad h oc comerciales pod rı́an ser u sad as en situ aciones d ond e
no se cu ente con u na infraestru ctu ra d isponib le, tal como en operaciones d e rescate en
áreas remotas o cu and o u na cob ertu ra local d eb e u tilizarse efi ciente y rápid amente en
alg ú n sitio d e constru cción remoto. Ası́ tamb ién, pod rı́a u tilizarse como acceso pú b lico
inalámb rico en áreas u rb anas.

A nivel local, esta tecnolog ı́a pu ed e ser u sad a para u nir compu tad oras portátiles y/ o
P D A’s d e tal manera q u e se pu ed a d ifu nd ir y compartir información en u na conferencia.
E stas red es tamb ién pod rı́an ser propias para aplicaciones en red es caseras, d ond e los
d ispositivos pu ed an comu nicarse d irectamente para intercamb iar información, como
au d io, vid eo o actu alizaciones d e confi g u ración. Tal vez las aplicaciones más d if́ıciles d e
log rar en este contex to son red es d e tipo au tónomo, d ond e los nod os q u e las conformen
sean rob ots q u e lleven a cab o tareas d omésticas o activid ad es d e vig ilancia.

Alg u nas personas h an inclu so propu esto el u tilizar red es ad h oc para el monitoreo
amb iental, d e tal manera q u e las red es pu ed an ser u sad as para la pred icción d e la conta-
minación d el ag u a o para proveer con u na b u ena anticipación u na alerta d e maremoto.

R ed es ad h oc móviles d e corto alcance pu ed en simplifi car la intercomu nicación entre
varios d ispositivos móviles (como teléfonos celu lares y P D A’s) para formar u na red d e
área personal (personal area network , P N A) y por tanto eliminar la ted iosa necesid ad d e
cab les. E sto pod rı́a tamb ién ex tend er la movilid ad provéıd a por la red fi ja, es d ecir, el
protocolo d e Internet móvil, a nod os q u e se encu entran más allá d el d ominio d e la red ad
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hoc. L a te c n olog ı́a Bluetooth e s tal vez la m ás prom in e n te e n e ste ám b ito.

C on e sto d am os por te rm in ad a la prese n tac íon d e u n o d e los con c eptos m ás im portan te s

q u e se ocu parán a lo larg o d e e ste trab ajo. Ya en los sig u ie n te s caṕıtu los, se e spec ı́fi cará su

u tilizac íon ju n to con otros con c eptos.



La té c n ica d e lo calid ad 2

2.1. M o tiv a c ío n

Como ya lo men cion amos en el caṕıtu lo an terior, u n o d e los prin cipales prob lemas en

las red es ad h oc tien e su orig en en la caracterı́stica d e q u e la comu n icacíon d irecta d e

cad a u n o d e los n od os q u e la con forman se restrin g e a u n su b con ju n to d e ellos, con ocid os

como su s vecin os. Por otro lad o, a pesar d e q u e la comu n icacíon d e cad a n od o se restrin g e

a u n esquema local, la totalid ad d el sistema d eb e h allar alg ú n tipo d e solu cíon g lob al q u e

le permita seg u ir proveyen d o los servicios q u e esta ofrece.

S in emb arg o, el log rar u n objetivo global b asán d ose en in formacíon d e tipo local es alg o

d esafi an te. N in g u n o d e los n od os d e u n a red ad h oc es capaz d e man ten er in formacíon

g lob al acerca d e la red . E n lu g ar d e esto, cad a u n o d e los n od os d eb e llevar a cab o u n a

tarea espećıfi ca h acien d o u so solamen te d e in formacíon local y cu yos resu ltad os impacten

d e man era g lob al en la red .

D ad a esta prob lemática, en este caṕıtu lo h aremos alg u n as ob servacion es acerca d e la

u tilizacíon d e esta técn ica, q u e por la forma en la q u e operan las red es ad h oc, la h acen

u n a ĺın ea d e in vestig acíon importan te.

2.2. A lc a n c e s

Alg u n as d e las cosas q u e u n o tien e en men te a la h ora d e trab ajar en esta área es

q u é tipo d e tareas g lob ales pu ed en llevarse a cab o por los n od os d e la red d e man era q u e

estos b asen su s d ecision es en in formacíon local, o cu án ta in formacíon local se req u iere

para d ar u n a solu cíon g lob al óptima.

A los alg oritmos q u e h acen u so d e esta técn ica d e localid ad se les con oce como

algoritmos locales, en los cu ales, al aplicarlos en u n a red , cad a n od o con oce solamen te a

su s vecin os, o en g en eral a los vecin os a d istan cia a lo más k, con k u n a con stan te.
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Claramente ex isten alg u nos prob lemas q u e no pu ed en solu cionarse d e manera
local, como el q u e d ad a u na red , se calcu le u n árb ol g enerad or1d e esta. E n particu lar
para d ich o prob lema, inclu sive no es posib le averig u ar localmente si u n conju nto d e
aristas d ad o forman u n árb ol g enerad or d e la g ráfi ca q u e represente a d ich a red ,
ya q u e para esto cad a nod o necesitaŕıa h acer u so d e informacíon g lob al d e la red pa-
ra evitar la formacíon d e alg ú n ciclo, lo cu al no es posib le d entro d el esq u ema d e localid ad .

N o ob stante, para alg u nas tareas como el colorear u na g ráfi ca con u n nú mero d ad o
d e colores c, es al menos posib le el comprob ar la viab ilid ad d e u na asig nacíon d ad a con
tan sólo ob servar a los nod os vecinos. E ntonces, ¿ b astará el conocer informacíon local
para asig nar colores a los nod os d e tal manera d e q u e ob teng amos u na c-co lo ra ció n propia
(q u e d os nod os ad yacentes no teng an el mismo color)? Investig acíon concerniente a esta
preg u nta ya h a sid o d esarrollad a, [2 2 ] es u n b u en ejemplo d e esto. Para d arnos u na id ea
d e la u tilizacíon d e esta técnica pod emos tomar como ejemplo el prob lema d escrito en la
sig u iente su b seccíon.

2.2.1. A g ru p a m ie n to e n u n a re d a d h o c

Como ya se estab lecío en el caṕıtu lo 1 , cu and o se env́ıa u n mensaje en u na red ad
h oc d e u n nod o a otro, los nod os intermed ios d eb en servir como ru tead ores y d eb id o a la
escasez d e energ ı́a y a la movilid ad d e los nod os en estos sistemas, la aplicacíon d e los pro-
tocolos trad icionales (d e red es alámb ricas) como el mantener actu alizad as ad ecu ad amente
tab las d e ru teo se convierte en u n prob lema, ya q u e en cu alq u ier momento, por ejemplo,
u no o más nod os pod ŕıan d ejar la red sin previo aviso y las ru tas q u e los consid erab an
para el paso d e mensajes ya no serviŕıan. D e h ech o, au nq u e se h a d esarrollad o u n g ran
nú mero d e su g erencias al respecto ([6 , 3 3 ]), el encontrar alg oritmos efi cientes para d ar
solu cíon a este proceso aú n sig u e siend o u no d e los principales prob lemas d entro d el área.

E l ag ru pamiento d e los nod os ([3 ]) es u na manera efectiva d e ah orrar energ ı́a ([1 8 ])
y en g eneral d e mejorar el d esempeño d e los alg oritmos q u e permiten estab lecer ru tas
entre nod os d e la red , ya q u e el d eterminar tales ru tas se h ace consid erand o los d istintos
g ru pos, cad a u no d e estos consistiend o d e u na cab eza y d e u n nú mero d e nod os vecinos.
Por su pu esto, lo q u e d eseaŕıamos es minimizar el nú mero d e g ru pos b ajo la cond icíon d e
q u e cad a nod o d e la red pertenezca a u no d e ellos, es d ecir, lo q u e q u eremos es encontrar
el mı́nimo nú mero posib le d e cab ezas d e g ru po d e tal forma q u e cad a nod o q u e no sea
cab eza teng a a u no q u e si lo sea d entro d e su vecind ad . Formalmente, a este prob lema se
le conoce como el prob lema d el co n ju n to d omin a n te mı́n imo ([1 , 2 ]).

Para estab lecer u na ru ta entre d os nod os, u su almente las cab ezas d e g ru po se conenctan
entre śı h aciend o u so d e otros nod os q u e sirvan como pu entes. A lternativamente, ex iste
u na variante a este prob lema, conocid o como el prob lema d el co n ju n to d omin a n te co n exo

1En el sentid o d e la te o ŕıa d e g rá fi c a s se d e se a q u e la g rá fi c a o b tenid a teng a e l m ism o c o nju nto d e

vé rtic e s d e la g rá fi c a o rig ina l.
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([2, 8 , 23 ]), en donde las cab ezas de g ru po pu eden seleccionarse de tal m anera q u e la
g ráfi ca indu cida por ellos sea conex a.

2.3. E l p rim e r a lg o ritm o lo c a l p a ra e sta b le c e r ru ta s

C om o ya lo h em os m encionado, u no de los principales retos en el diseño de las redes
ad h oc tiene q u e ver con el desarrollo de protocolos dinám icos q u e pu edan encontrar
efi cientem ente ru tas entre cu alq u ier par de nodos de la red. E n la ú ltim a década,
se h an propu esto alg u nos protocolos espećıfi cos para este tipo de redes q u e llevan a
cab o dich a tarea, tales com o [7 , 20 , 3 4 ]; sin em b arg o, no h acen u so de la localidad descrita.

E n [21 ], K ranak is, S ing h y U rru tia propu sieron el prim er alg oritm o q u e perm it́ıa
estab lecer u na ru ta entre u n nodo orig en s y u n nodo destino t teniendo com o b ase u na
g ráfi ca con ciertas caracterı́sticas y h aciendo u so de la técnica de localidad. E l ob jetivo
de dich o trab ajo era precisam ente el de desarrollar u n alg oritm o q u e pu diera aplicarse a
las redes de com u nicacíon ex istentes y cu ya ú nica restriccíon es q u e las g ráfi cas q u e las
representen sean planas.

A dem ás, estab lecieron form alm ente los pu ntos q u e necesitan ser tom ados en cu enta
para determ inar q u e u n alg oritm o sea considerado com o u no de tipo local. D ich as
condiciones son las sig u ientes:

1 . E n cada pu nto en el tiem po, u n ag ente q u e h ag a u so del alg oritm o, conoce las
coordenadas del nodo orig en s, ası́ com o tam b íen las del nodo destino t. A dem ás,
este dispone de u na cantidad fi nita de alm acenam iento en la cu al se pu ede m antener
u n nú m ero constante de identifi cadores de vértices de la red. O b servem os q u e esta
condicíon im plica q u e en ning ú n m om ento se tiene conocim iento de la topolog ı́a de
la red en su totalidad.

2. A l lleg ar el ag ente a u n vértice v, h ab iendo com enzado en s, se pu ede h acer u so de
la inform acíon local alm acenada en él en lo q u e concierne a su s vecinos, ası́ com o
tam b íen de las aristas q u e los conectan con v. U sando esta inform acíon m as la
alm acenada en su m em oria local, el ag ente pu ede seleccionar u na arista incidente a
v para atravesarla y continu ar su cam ino h acia t, al m enos de q u e v ya sea t, en cu yo
caso nos detenem os.

3 . N o se perm ite q u e el ag ente cam b ie la inform acíon local alm acenada en v. O b ser-
vem os q u e en particu lar, u na vez q u e el ag ente salg a de u n nodo, si posteriorm ente
reg resa a él, no se pu ede determ inar q u e ya se h a visitado, al m enos q u e su identifi -
cador se encu entre en la m em oria local.

C ab e m encionar q u e la tercera condicíon sob re u n alg oritm o q u e se considere local
se deb e principalm ente al h ech o de q u e no se q u iere dejar m arcas sob re los vértices q u e
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se vayan visitand o mientras se trata d e lleg ar al vértice d estino, ya q u e d e ser aśı, se
pod rı́a tener u n prob lema. Por ejemplo, si su ponemos q u e tenemos u n servid or conectad o
a Internet, q u isíeramos pod er evitar el mantener el rastro d e los mensajes q u e pasen por
ah ı́, ya q u e el h acerlo pod rı́a req u erir facilmente d e u na g ran cantid ad d e memoria si es
q u e nu estro servid or es mu y solic itad o como pu ente en la comu nicac íon d e mensajes.

E l alg oritmo d esarrollad o se conoce como Ru teo por B rú ju la (C om pa ss Rou tin g) y su
comportamiento pu ed e ser d esc rito d e la sig u iente manera:

Supon g am os q ue q uere m os e n viar un m e n saje d e un n od o in ic ial s a un n od o

fi n al t y record e m os q ue la ún ica in form ac íon con la q ue se cuen ta en cualq uie r

pun to en e l tie m po son las coord e n ad as d e l n od o d e stin o, la posic íon actual y

las d ire c c ion e s d e las aristas in c id e n te s al vé rtic e e n e l q ue e ste m os parad os.

D e m an e ra re cursiva se e scog e y se re corre un a arista e = (u, v) d e la g ráfi ca

g eom é trica in c id e n te a la posic íon actual, u, d e tal m an e ra q ue la ab e rtura

form ad a en tre e y la re c ta q ue un e a u con t sea la m ás peq ue ñ a, e s d e c ir, se

se le c c ion a un a arista tal q ue e l án g ulo ∠vut sea el m e n or d e e n tre tod os los

vec in os d e u e n la topolog ı́a.

A śı, para la fi g u ra 2 .1 , la ru ta q u e h ab rı́a q u e recorrer para lleg ar d e s a t al aplicar
nu estro alg oritmo es s, d, e, g, t.

s

d

e

g

t

F ig u ra 2 .1 : U so d el ru teo por b rú ju la para estab lecer u na ru ta d e s a t.

N o ob stante, el aplicar el alg oritmo d e ru teo por b rú ju la en u na g ráfi ca g eométrica no
nos g arantiza q u e siempre se pu ed a estab lecer u na ru ta d esd e u n pu nto inic ial a cu alq u ier
otro vértice en la g ráfi ca. Para d emostrarlo, tomemos como ejemplo la g ráfi ca d e la fi g u ra
2 .2 , en la cu al al aplicar el alg oritmo para ir d e s a t caemos en u n cic lo q u e contiene al
conju nto d e vértices {u0, vi} con i = 0, . . . , 3 .
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s = u0

u3

u1

u2

t

v0

v1

v2

v3

Figura 2 .2 : P rob lem a al aplicar el ruteo por b rújula para alcanzar t d esd e s

S i para cualq uier par d e vértices s y t d e una gráfi ca geom étrica G, el algoritm o
estab lece una ruta cuyo vértice inic ial es s y term ina en t, entonces d ec im os q ue G soporta
el ruteo por b rújula. D ad o lo anterior, la pregunta q ue se plantea es en q ué tipo d e red es
geom étricas es posib le utilizar este algoritm o d e m anera q ue garantizem os q ue el env́ıo d e
un m ensaje llegue a su d estino.

K ranak is, S ingh y U rrutia tam b ién d em ostrarón en [2 1 ] q ue si el conjunto d e puntos d e
la gráfi ca geom étrica junto con sus aristas form an una triangulac ión d e D elaunay, entonces
la gráfi ca soporta el ruteo por b rújula. A ntes d e d em ostrar este h ech o, estab lez cam os
form alm ente el concepto d e una trangulac ión d e este tipo.

D e fi n ic ío n 1 . L a triangulación d e D e launay d e un conjunto d e puntos Pn en el plano,
d enom inad a D(Pn), es la partic ión d e su c ierre convex o en un conjunto d e triángulos con
interiores ajenos d e tal m anera q ue se cum plan las siguientes restric c iones:

los vértices d e los triángulos son puntos d e Pn y

para cad a triángulo en la triangulac ión, el c irculo q ue pasa por sus vértices no contine
ningún punto d e Pn en su interior (ver fi gura 2 .3 ).

S e sab e q ue si los elem entos d e Pn están en posición circular general, es d ec ir, q ue no
ex isten cuatro puntos por los q ue pase un c irculo, entonces D(Pn) está b ien d efi nid a.

D ad o lo anterior, tenem os el siguiente resultad o:

Teo re m a 1 . S ea Pn un conjunto d e puntos en e l plano, entonces D(Pn) soporta e l ruteo

por brújula.

D e m o stra c ío n . L a id ea es m ostrar q ue si el algoritm o d e ruteo por b rújula selec c iona
una arista (u,z) para recorrerla, entonces la d istanc ia d e z a v es estric tam ente m e-
nor q ue la d istanc ia d e u a v, y d ad o q ue D(Pn) tiene un núm ero fi nito d e vértices, el
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u

v

w

Figura 2 .3 : Trián gulo q ue perte n ece a la trin agulación d e D e laun ay.

m ostrar q ue se d a esta con d ición e s sufi cie n te para prob ar q ue even tualm e n te se llegará a v.

D ad a D(Pn), supon gam os q ue q uere m os ir d e un vé rtice u a otro vértice v. S ea uv

e l segm e n to d e recta q ue un e a u y v y d em os por h ech o q ue e ste in tersecta al trián gulo
4uxy . S ea C e l ćırculo q ue pasa por los vé rtice s d e d ich o trián gulo y c su cen tro. Tam b ié n ,
d e fi n am os com o u’ al pun to espejo d e u e n e l ćırculo con re specto a la ĺın ea q ue pasa por
c y t. Tod o esto lo pod e m os apreciar e n la fi gura 2 .4 .

u

v

x

y

c

C

u’

p2

p1

α

β

Figura 2 .4 : E stab lecim ie n to d e rutas e n la trian gulación d e D e laun ay.

S ean α y β los án gulos ∠xuv y ∠vuy re spectivam e n te . D ad o esto, te n e m os d os casos
posib le s:

α < β. E n e ste caso, e l algoritm o d e ruteo por b rújula escoge ŕıa la arista (u,x) y es claro
q ue la d istan cia en tre x y v e s m e n or q ue la q ue h ay en tre u y v.

β ≤ α. S ea p1 e l pun to d e in tersección d e l segm e n to d e recta uv con e l ćırculo C y sea p2

e l pun to sob re C tal q ue su d istan cia h acia p1 sea igual a la d istan cia d e u a p1. C on
e sto, pod e m os asegurar q ue p2 se e n cuen tra en e l arco ab ierto C ′, q ue va d e u’ a u
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en el sentido contrario a las m anecillas del reloj. A dem ás, dado q u e β ≤ α, entonces
y deb e estar en C ′, por lo q u e su distancia a v es m enor q u e la distancia de u a v.

E ntonces, de los casos anteriores, podem os conclu ir q u e nu estro alg oritm o siem pre
estab lece u na ru ta entre cu alesq u iera dos vértices de D(Pn), es decir, D(Pn) soporta el
alg oritm o de ru teo por b rú ju la.

�

2.4. G a ra n t́ıa e n la e n tre g a d e p a q u e te s

A ntes de continu ar, estab lezcam os alg u nos pu ntos b ásicos acerca de las redes ad h oc
q u e se tom arán com o b ase para los resu ltados q u e com entarem os a continu acíon.

Podem os su poner q u e todos los nodos inaĺam b ricos q u e com form an la red cu entan con
identifi cadores ú nicos y q u e en cu alq u ier m om ento u n nodo pu ede sab er su posicíon, ya
sea a través de u n sistem a de posicionam iento g lob al (G PS ) o alg ú n otro m edio sim ilar.
H oy en d́ıa podem os h acer esta su posicíon g racias a q u e tales sistem as se h an m ejorado
en precisíon y tam b íen a q u e su tam año y costo cada vez son m enores, por lo q u e el tener
acceso a ellos ya no es prob lem a.

Tam b íen, darem os por h ech o q u e todos los nodos tiene el m ism o alcance de transm i-
síon, el cu al tom arem os com o nu estra u nidad. Por otro lado, con u na sim ple com u nicacíon,
cada nodo pu ede recolectar la inform acíon acerca de la posicíon de cada u no de los nodos
dentro de su radio de transm isíon.

D ado lo anterior, el conju nto de nodos de u na red defi nen lo q u e se conoce com o u na
gráfi ca d e d isco u n itario o UDG, en la cu al, h ab rá u na arista entre u n par de nodos u

y v si y sólo si la distancia eu clidiana entre ellos (norm alizada) es m enor o ig u al q u e la
u nidad, es decir, | | uv | | ≤ 1 .

R etom ando el prob lem a de estab lecer u na ru ta entre dos vértices de u na g ráfi ca,
K ranak is et al. [2 1 ] propu sieron otro alg oritm o local denom inado Ru teo por C aras (F ace
Rou tn g) q u e pu ede aplicarse en g ráfi cas planas y conex as.

U na g ráfi ca plana y conex a G divide el plano en caras q u e están acotadas por poli-
g onales defi nidas por las aristas de G. D ado u n vértice en u na cara F , su frontera pu ede
recorrerse en sentido contrario a las m anecillas del reloj (salvo por la cara ex terior, la
cu al se recorrera en el m ism o sentido de las m anecillas) u sando la regla d e la m an o d ere-
ch a. Teniendo esto com o b ase, el alg oritm o propu esto deb e tener disponib le en cu alq u ier
m om ento la sig u iente inform acíon:

L as posicíon del nodo orı́g en, s, y la del nodo destino, t.

L a posicíon de los ú ltim os dos vértices q u e se visitaron.
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Un pu nto p, q u e al comienzo, tiene el valor d e s.

Una d istancia d, q u e inicialmente toma el valor d e la d istancia q u e h ay entre s y t.

S ea L = pv el segmento d e recta q u e u ne a p y v (record emos q u e al principio, p = s).
N otemos q u e d ich o segmento siempre estará d isponib le, d ad o q u e el alg oritmo siempre
record ará las coord enad as d e p y v. C on d ich a informacíon, el alg oritmo d e ru teo por
caras pu ed e d escrib irse d e la sig u iente manera:

P rimeramente, el alg oritmo d etecta la cara, F , incid ente a p e intersectad a por L. E l
motivo d e esto es q u e pod amos recorrer F h asta reg resar al pu nto inicial d el recorrid o, con-
sid erand o q u e si el vértice d estino forma parte d e F , entonces el alg oritmo se d etend rá en
el instante en q u e se lleg u e a él. C omo lo mencionamos anteriormente, F está d efi nid a
por las aristas d e la g ráfi ca G, por lo q u e el recorrer la cara sig nifi ca recorrer las aristas
q u e la d efi nen. Al recorrer u na d e las aristas e, el alg oritmo pu ed e caer en alg u no d e los
sig u ientes casos:

Q u e la arista e intersecte a L en u n pu nto p′, en cu yo caso se calcu la la d istancia d el
pu nto d e interseccíon al vértice t, llamémosla d′. S i d′ < d, entonces d y p tomarán
nu evos valores, el d e d′ y p′ respectivamente.

Q u e e no intersecte a L, por lo q u e simplemente continu amos recorriend o la cara.

S i t no es parte d e la cara F , el alg oritmo reg resará al inicio d el recorrid o teniend o u n
nu evo valor para d y p. E n este pu nto, el alg oritmo recorrerá la cara nu evamente h asta
lleg ar a la posicíon p en u na d e las aristas, d ig amos a. C ab e mencionar q u e cu alq u ier
arista q u e pertenezca a la g ráfi ca G, pertenece a la frontera d e d os caras d istintas, q u e
para el caso d e a son F y F ′. A partir d e esto, el alg oritmo h ará u n camb io d e cara en p,
d e F a F ′, iniciand o ah ı́ d e nu eva cu enta el proceso d e recorrid o ya d escrito, pero ah ora
en la cara F ′.

L a id ea d el alg oritmo d e ru teo por caras es ir recorriend o las caras d e la g ráfi ca q u e
representa a nu estra red ad h oc d e tal manera q u e aseg u remos q u e cad a vez q u e cru cemos
h acia u na cara nu eva, realmente nos estemos acercand o h acia el nod o d estino. L o anterior
es posib le g racias a q u e se tiene d isponib le la informacíon d e las posiciones tanto d el
nod o orig en como la d el nod o d estino. Ası́ tamb íen, es claro ver q u e si la g ráfi ca G es
conex a, el paq u ete q u e se envie d esd e s siempre lleg ará a t. C omo ejemplo consid ere-
mos la fi g u ra 2 .5 , la cu al mu estra la aplicacíon d e este alg oritmo en u na g ráfi ca g eométrica.

D ad o lo anterior, se pu ed e plantear el sig u iente teorema:

Teo re m a 2. Existe u n algoritm o d e estab lecim iento d e ru tas en gráfi cas geom étricas qu e

h ace u so d e inform ación local, el cu al garantiza el alcance d el nod o d estino. M as aú n, tal

algoritm o llega a d ich o vértice en a lo m ás 4| | E | | pasos, d ond e | | E | | es el nú m ero d e aristas

en la gráfi ca.
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Figura 2 .5 : U so d e l ruteo por caras en una gráfi ca geométrica.

L a d emostración a este h ech o, ası́ como la d e otros re sultad os re lacionad os se pued en
consultar en [6 , 2 1 ].

2.5. C o n sid e ra c io n e s e n e l p ro c e so d e e sta b le c im ie n to d e ru -

ta s

C omo lo h emos mencionad o h asta ah ora, e l prob lema d e e stab lecer una ruta entre
cualq uier par d e nod os q ue conformen una red ad h oc h a sid o una gran fuente d e
investigación y es por esto q ue varios algoritmos q ue h acen uso d e información local h an
sid o d e sarrollad os.

Ya d escrib imos el uso d e l algoritmo d e ruteo por b rújula propuesto por K ranak is
et a l. en [2 1 ]. Por otro lad o, L in et a l. ([2 9 ]) y B ose et a l. ([6 ]) propusieron algoritmos
“ glotones” q ue tamb ién d an solución a este prob lema, en los cuale s un nod o u env́ıa
e l paq uete q ue se d e sea transmitir a su vecino v si e ste se encuentra en una topoloǵıa
cercana al vértice d e stino, b asánd ose en la gráfi ca d e G ab rie l (la cual d e scrib iremos un
poco más ad e lante ). A sı́ tamb ién, B ose et a l. ([5 ]) propusieron un métod o q ue h ace uso
d e información local para estab lecer una ruta entre un par d e vé rtice s en la triangulación
d e D e launay d e una red d e manera q ue d ich a ruta tenga un costo constante con respecto
a la d istancia entre e l vé rtice origen y el d e stino.

D entro d e cad a una d e las soluciones mencionad as, se h an tomad o como b ase ciertas
caracte ŕısticas d e la gráfi ca sob re la cual se aplican los algoritmos, como por ejemplo,
q ue sea plana o q ue sea una triangulación d e D e launay. S in emb argo, al tener la gráfi ca
q ue representa a una red ad h oc, e sta no forzosamente tiene q ue cumplir con d ich as
caracte ŕısticas, por lo q ue se toma un sub conjunto d e sus aristas d e tal manera q ue la
gráfi ca generad ora ind ucid a por tal sub conjunto se acople a la solución.

U n claro ejemplo d e lo anterior lo tenemos con el algoritmo d e ruteo por caras, en el
cual, tomab amos como un h ech o q ue teniamos una gráfi ca plana. E ntonces, si e x iste al
menos un cruce entre un par d e las aristas d e la gráfi ca q ue representa nuestra re d ad
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hoc, e l alg oritmo podrı́a no se rvir.

U na b u ena solu c íon al prob lema anterior e s ob tener lo q u e se conoce como la subgráfi ca

de G abriel ([14 ]), ya q u e e sta tiene la propiedad de se r plana, además de q u e si la g ráfi ca
orig inal e s conex a, la su b g ráfi ca ob tenida tamb íen lo es. D e c imos q u e u na arista q u e u ne
a dos vé rtic e s de nu e stra g ráfi ca G e s de G ab rie l si la circ u nfe rencia cu yo díametro es e l
se gmento de re c ta q u e u ne a tale s vé rtic e s no contiene alg ú n otro vé rtic e de G. E ntonces,
la subgráfi ca de G abriel de la g ráfi ca G se defi ne como la su b g ráfi ca q u e contiene a todas
las aristas de G ab rie l. L a fi g u ra 2 .6 mu estra este concepto, en donde las aristas (q, r) y
(r, s) se conse rvan, mientras q u e la arista (p , r) se descarta como arista de G ab rie l.

p

q

r

s

F ig u ra 2 .6 : S e le c c íon de las aristas de G ab rie l.

Podemos mencionar tamb íen q u e la ob tenc íon de la g ráfi ca de G ab rie l fu e la primera
solu c íon q u e se planteo para ob tener u na su b g ráfi ca plana de u na g ráfi ca de disco u nitario;
sin emb arg o, hoy en d́ıa dentro de la lite ratu ra podemos encontrar alg u nas otras opciones,
las c u ale s se conocen como G ráfi cas de cercan ı́a ([3 6 , 2 7 ]) y mu chas de las c u ale s se
pu eden constru ir de manera local para log rar ob tener u na su b g ráfi ca plana de la g ráfi ca
q u e repre senta a u na red ad hoc .

U na de las g ráfi cas de c e rcańıa más u sadas e s la gráfi ca de vecin os relativos o RN G (
acrónimo de Relative N eigh bourh ood G rap h ), la cu al consiste de todas las aristas (u, v)
tale s q u e ||uv|| ≤ 1 (ya q u e e stamos hab lando de u na U D G ) y q u e no ex iste vé rtic e w en
V (G) tal q u e ||uw|| < ||uv|| y ||wv|| < ||uv||.

Tomemos como ejemplo la fi g u ra 2 .7 , en la cu al la arista (u, v) formará parte de la
R N G , ya q u e la inte rse c c íon de las c irc u nfe rencias con centros en u y v con radio ||uv|| no
contiene a ning ú n otro vé rtic e de la U D G , q u e e s pre c isamente la defi nic íon q u e acab amos
de dar.

A l ig u al q u e en la g ráfi ca de G ab rie l, la g ráfi ca de vec inos re lativos tiene la propiedad
de se r plana, además de q u e si la g ráfi ca orig inal e ra conex a, la R N G lo es tamb íen. Por
otra parte , e s fác il ver q u e c u alq u ie r arista de la R N G de u na g ráfi ca G e s tamb íen u na
arista de G ab rie l, mas no al revé s. Para ejemplifi car más c laramente e stas dos g ráfi cas,
tomemos la fi g u ra 2 .8 , donde (a) repre senta a u na g ráfi ca de disco u nitario y (b ) y (c)
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u v

Figura 2 .7 : S e le c c ió n d e las aristas para la R N G .

representan su gráfi ca d e G ab rie l y su gráfi ca d e vec ino s re lativo s re spec tivam ente . E n

particular, la arista e1 pertenec e a am b as gráfi cas, pero la arista d e G ab rie l e2 no es una

arista d e la R N G .

a. UDG

e1

e2

b . Ga b rie l

e1

c . R N G

Figura 2 .8

O tra d e las gráfi cas d e apro x im ac ió n e s la gráfi ca d e D e launay, cuyas aristas so n

parte d e una triangulac ió n d e D e launay entre lo s no d o s q ue la co m po nen. L a princ i-

pal d e sventaja d e e sta gráfi ca, d e acuerd o a nuestro s pro pó sito s, e s q ue no se pued e

c o nstruir d e m anera lo cal; sin em b argo , tiene pro pie d ad e s q ue la h acen una gráfi ca

intere sante para la cuestió n d e l e stab le c im iento d e una ruta entre un par d e vé rtic e s
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de u na U D G . N o ob stante a este ob stác u lo, ex iste u na familia de g ráfi cas q u e ob tienen
u na triangulació n d e D e launay local ([2 7 , 1]) y q u e h eredan mu ch as de las propiedades
de la g ráfi ca de D elau nay, siendo lo más importante q u e pu eden calc u larse de manera local.

H ab lando u n poco más en g eneral con respecto al prob lema orig inal del estab lec imiento
de ru tas localmente, aú n no se h a podido desarrollar u n alg oritmo q u e actu e sob re c u alq u ier
tipo de g ráfi ca, por lo q u e en los ú ltimos años las distintas investig aciones al respecto se
h an visto forzadas a encaminarse a ob tener primeramente u na su b g ráfi ca de la g ráfi ca q u e
representa a la red y ya sob re esta b asar el desarrollo de u n nu evo alg oritmo. Para dich a
su b g ráfi ca, se h a estab lec ido u n conju nto de caracterı́sticas q u e serı́a deseab le ob tener,
caracterı́sticas q u e impactan direc tamente en q u é tan óptimo será el alg ortimo q u e permita
llevar a cab o la tarea de estab lecer u na ru ta. E ntonces, dada u na U D G , G, las propiedades
q u e deseamos teng a la su b g ráfi ca G′ son las sig u ientes:

G′ sea plana.

S i G es conex a, entonces q u e G′ sea conex a.

G′ sea u na gráfi ca generad o ra2 de G, es decir, q u e además de tener amb as el mismo
conju nto de vértices, la long itu d o costo (alg u nas veces dado por la distancia eu c li-
diana) de la trayectoria más corta en G′ sea a lo mas t veces el costo o la long itu d de
la trayectoria más corta en G. S i esto pasa, llamamos a G′ u na g ráfi ca t-generad o ra
de G y a t el facto r d e estiram iento (stretch facto r).

E l grad o m áx im o d e la gráfi ca, ∆ (G), esté acotado, es decir, ∆ (G) ≤ c, con c u na
constante.

Para fi nalizar este caṕıtu lo sólo mencionaremos q u e a partir de la aparic íon de los
alg oritmos de ru teo por b rú ju la y ru teo por caras, h an su rg ido alg u nos otros q u e se b asan
en ideas completamente distintas y otros q u e los toman como b ase ([2 4 , 2 7 ]), pero la ĺınea
de investig ac íon continú a siendo la misma: llevar a cab o las operaciones o pasos necesarios
de manera local.

2En el á re a d e Teo ŕıa d e G rá fi c a s, e l c o nc e p to d e u na g rá fi c a g ene ra d o ra se m a ne ja d e m a ne ra d istinta .

S e p id e so la m ente q u e lo s c o nju nto s d e vé rtic e s d e la s g rá fi c a s G y G
′ re sp e c tiva m ente se a n lo s m ism o s.



Resultados P rev ios 3

3.1. M o tiv a c ío n

En los d os caṕıtu los anteriore s, d e sarrollamos los conceptos g enerale s sob re los q u e

se b asa este trab ajo: e l primero fu e la d e sc ripc íon d e u na re d ad h oc , q u e e s e l ob jeto

sob re e l c u al trab ajaremos, y el se g u nd o fu e la manera en la q u e trataremos tal ob jeto,

q u e e s aplicand o la té cnica d e localid ad en el o los alg oritmos q u e nos permitan ob tener

u na solu c íon a u n prob lema d ad o.

En este caṕıtu lo revisaremos d os re su ltad os q u e ju g arán u n papel importante en

el d e sarrollo d e l re su ltad o principal para este trab ajo. El primero tiene q u e ver con la

colorac íon d e las aristas d e u na g ráfi ca y el se g u nd o con la ob tenc íon d e manera local d e

u na su b g ráfi ca d e la g ráfi ca q u e repre senta a la re d ad h oc , con b ase en la id ea d e l árb ol

g enerad or d e peso mı́nimo .

3.2 . Te o re m a d e V iz in g

A ntes d e e stab le c e r e l re su ltad o principal d e e sta se c c íon, q u e e s pre c isamente e l

Teo rem a d e V izin g , comenzaremos por estab le c e r alg u nas d e fi nic iones q u e nos ayu d arán

a su comprensíon.

D efi n ic íon 2 . U na co lo ra ció n (pro pia ) po r a rista s d e u na g ráfi ca G, e s u na asig nac íon

d e colore s a su s aristas d e tal forma q u e a aristas ad yacentes le s corre spond an colore s

d istintos. U na colorac íon por aristas d e G parte al conju nto d e aristas, E(G), en conju ntos

ind epend ientes (q u e no ex iste u na arista entre c u alq u ie r par d e su s e lementos) d enominad os

cla ses cro m á tica s d e a rista s, cad a u na d e las c u ale s consiste d e tod as las aristas a las q u e

se le s asig na u n color en espec ı́fi co.

D efi n ic íon 3 . D ad a u na colorac íon por aristas d e u na g ráfi ca G en la q u e se u tilizaron

k colore s, d e c imos q u e G posee u na k-co lo ra ció n . A sı́ mismo, pod emos d e c ir q u e G e s

k-co lo rea ble.
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D e fi n ic ío n 4 . El mı́nimo nú mero k, k ≥ 0 , para e l c u al u na g ráfi ca G es k-coloreab le
se d enomina como su nú m ero crom ático por aristas o simplemente ı́nd ice crom ático y se
d enota por χ1(G).

D e fi n ic ío n 5 . U na g ráfi ca G es r-regu lar o regu lar d e grad o r si cad a vé rtic e d e G tiene
g rad o r.

D e fi n ic ío n 6 . U n factor d e u na g ráfi ca G es u na su bgráfi ca generad ora1 d e G, e s d e c ir,
u na su b g ráfi ca F , c u yo conju nto d e vé rtic es es ig u al al conju nto d e vé rtic es d e G, e sto es,
V (G) = V (F ). U n factor r-re g u lar d e u na g ráfi ca G es u n r-factor d e G.

D e fi n ic ío n 7 . S u pong amos q u e G1, G2, . . . , Gn son su b g ráfi cas g enerad oras d e G, las
c u ales c u mplen q u e para cu alesq u ie ra d os d e e llas, la inte rse c c íon d e su conju nto d e
aristas es vac ı́a (son ajenas d os a d os por aristas). A śı tamb íen, d emos por h e ch o q u e
n⋃

i= 1

E(Gi) = E(G). En esta caso d e c imos q u e G es factorizable en factores G1, G2, . . . , Gn.

A nálog amente , si e x iste u na factorizac íon d e G en r-factores, entonces d e c imos q u e G es
r-factorizable.

Es importante h ace r notar q u e en u na colorac íon d e las aristas d e u na g ráfi ca G,
las aristas ad yacentes d e b en tener colores d istintos, por lo q u e se tiene q u e e l ı́nd ic e
c romático d e la g ráfi ca es al menos tan g rand e como el g rad o máx imo d e su s vé rtic es, es
d e c ir, χ1 ≥ ∆ (G).

C omo ejemplo, tomemos las g ráfi cas K4 y C5 d e la fi g u ra 3.1, d ond e ∆ (K4) = 3 y
∆ (C5) = 2. D e esto pod emos conc lu ir q u e χ1(C5) ≥ 2; sin emb arg o, χ1(C5) 6= 2 ya q u e si
trataramos d e colorear las aristas d e C5 con sólo d os colores, d ig amos 1 y 2, tend rı́amos
q u e alte rnar estos en su s aristas, ob teniend o q u e d os d e e llas, ad yacentes, tu viesen e l
mismo color, lo c u al no se permite . Por otro lad o śı e x iste u na 3-colorac íon d e C5 (b ), por
lo q u e χ1(C5) = 3. A śı tamb íen, se pu e d e h ace r u n análisis similar para la g ráfi ca K4 (a).

2 3
1

3 2

1

a. K4

1

2 1

2

3

b . C5

F ig u ra 3.1: Índ ic e c romático d e K4 y C5.

1En el sentid o d e te o ŕıa d e g rá fi c a s
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Otro h ech o q u e pod emos h acer n otar es q u e si G es u n a g ráfi ca r-reg u lar, para
alg ú n en tero r ≥ 1, en ton ces χ1(G) ≥ r. S i χ1(G) = r, en ton ces cad a u n a d e las r

c lases cromáticas d eb e in d u c ir u n 1-factor d e G, por lo q u e G d eb e ser 1-factorizab le.
R ec ı́procamen te, si G es 1-factorizab le, en ton ces χ1(G) = r. Por lo tan to, χ1(G) = r si
y sólo si G es 1-factorizab le. E sta ob servac íon es ú til en la d emostrac íon d el sig u ien te
resu ltad o, la cu al pu ed e con su ltarse en [10 ].

Teo re m a 3. Si G es u n a gráfi ca n o vaćıa bipartita, en to n ces χ1(G) = ∆(G).

Ya men cion amos q u e χ1(G) ≥ ∆(G) para cad a g ráfi ca n o vac ı́a G, ad emás d e q u e
esta d esig u ald ad d eb e ser estricta si G n o es b ipartita. N o ob stan te, V iz in g d emostró q u e
si χ1(G) 6= ∆(G), en ton ces χ1(G) = 1 + ∆(G). E sta afi rmac íon es u n o d e los resu ltad os
más importan tes en lo q u e a colorac íon d e aristas se refi ere.

A con tin u ac íon , presen tamos la d emostrac íon d el resu ltad o propu esto por V iz in g
([10 ]), ya q u e esen c ialmen te proporcion a u n alg oritmo d e tiempo polin omial para ob ten er
u n a (∆ + 1)-colorac íon d e u n a g ráfi ca n o vac ı́a G.

Teo re m a 4 (T eorema d e V iz in g ). P ara cad a gráfi ca n o vaćıa G,

χ1(G) ≤ ∆(G) + 1

D e m o stra c ío n . Por con trad ic c íon , d emos por h ech o q u e el teorema es falso. E n ton ces,
ex isten g ráfi cas H para las c u ales χ1(H) ≥ 2 + ∆(H). D e en tre tod as estas g ráfi cas H,
tomemos u n a g ráfi ca G d e tamañ o2 mı́n imo y d en otemos por ∆ a ∆(G). Por con sec u en c ia,
n o ex iste u n a (∆ + 1)-colorac íon d e G. Por otro lad o, si e = (u,v) es u n a arista d e G,
en ton ces ex iste u n a (∆(G − e) + 1)-colorac íon d e G − e.

Ya q u e ∆(G−e) ≤ ∆(G), la g ráfi ca G−e es ∆+1-coloreab le. D ad o esto, con sid eremos
u n a (∆ + 1)-colorac íon d e G − e. E n ton ces, cad a arista d e G, ex cepto e, tien e asig n ad o
u n o d e los ∆ + 1 colores d e tal man era q u e aristas ad yacen tes ten g an colores d iferen tes.

Para cad a arista e′ = (u,v′) d e G, q u e es in c id en te a u (in c lu yen d o a e), d efi n amos
el co lo r d u al d e e′ como cu alq u iera d e los ∆ + 1 colores q u e n o sean u sad os para
colorear las aristas in c id en tes a v′. D ad o q u e n in g ú n vértice d e G tien e g rad o mayor
q u e ∆, en ton ces siempre h ay al men os u n color d ispon ib le para ocu parlo como el color
d u al. Ası́ tamb íen , n otemos q u e es posib le q u e aristas d istin tas ten g an el mismo color d u al.

S ea c1 el color d u al para e0 = e (lo cu al implica q u e c1 n o es el color d e n in g u n a d e las
aristas d e G q u e sean ad yacen tes a v). Ah ora b ien , d eb e h ab er u n a arista e1 in c id en te a u

a la q u e se le h aya asig n ad o el color c1, ya q u e d e n o ser ası́, e pod ŕıa colorearse d e color

2El ta m a ño d e u na g rá fi c a e s e l nú m e ro d e vé rtic e s en e lla .
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c1 y esto prod u c irı́a u na (∆ + 1)-colorac íon d e G, lo c u al no es posib le (d eb id o a nu estra
h ipótesis). S ea c2 el color d u al d e e1. S i h ay u na arista incid ente a u a la q u e se le h aya
asig nad o el color c2, llam ém osla e2 y a su color d u al c3. D e esta m anera, pod em os constru ir
u na secu encia S = e0, e1, . . . , ek (k ≥ 1) q u e conteng a u n nú m ero m áx im o d e aristas d is-
tintas. L a ú ltim a d e las arista d e tal sec u encia, ek, tiene asig nad o color ck y color d u al ck+ 1.

S i ning u na d e las aristas d e G incid entes a u tiene asig nad o el color ck+ 1, entonces
a cad a u na d e las aristas d e S pod rı́a asig nársele su color d u al para prod u c ir u na
(∆ + 1)-colorac íon d e G. Ya q u e d ich a colorac íon es im posib le, ex iste u na arista ek+ 1 d e
G incid ente a u q u e tiene asig nad o el color ck+ 1 y d ad o q u e S conteńıa el m áx im o nú m ero
d e aristas d istintas, ek+ 1 = ei para alg u na i (1 ≤ i ≤ k), o, d e m anera eq u ivalente,
ck+ 1 = ci para alg u na i (1 ≤ i < k).

D ad o lo anterior, pod em os h acer alg u nas ob servaciones con respecto a la colorac íon
d e G − e. L a arista e no pu ed e tener asig nad o ning u no d e los ∆ + 1 colores sin q u e esto
prod u z ca q u e d os aristas ad yacentes teng an el m ism o color. Por lo tanto, para cad a color
c d e entre los ∆+1 colores, h ay u na arista d e G ad yacente a e q u e tiene color c. E ntonces,
d eb e h ab er colores asig nad os a las aristas incid entes a v y q u e no están asig nad os a
ning u na arista incid ente a u; sea b u no d e estos colores. A h ora, sea ei = (u, vi) (0 ≤ i ≤ k),
con v0 = v. E l color b d eb e asig narse a alg u na arista incid ente a vi para cad a i, 1 ≤ i ≤ k.
S u pong am os q u e ex iste u n vértice vm, 1 ≤ m ≤ k, tal q u e ning u na arista ad yacente a él
se colorea con el color b. Pod rı́am os entonces cam b iar el color d e em por b y colorear ei,
0 ≤ i < m con su color d u al para ob tener u na (∆ + 1)-colorac íon d e G, por lo q u e esta
su posic íon tam poco es posib le.

A h ora, su pong am os q u e ck+ 1 = ct+ 1, con 0 ≤ t < k − 1; entonces las aristas ek

y et tienen el m ism o color d u al. D efi nim os d os trayectorias, P y Q. P es d e long itu d
m áx im a y tiene a vk com o u no d e su s ex trem os, ad em ás d e q u e su s aristas estan coloread as
alternad am ente por b y ck+ 1. Por otro lad o, Q es u na trayectoria d e long itu d m áx im a
con vértice inic ial vt y cu yas aristas estan coloread as alternad am ente por los colores b y
ct+ 1 = ck+ 1. S u pong am os q u e P y Q tienen respectivam ente a w y w′ com o su otro vértice
ex trem o. E sto nos d a paso a 4 casos, d epend iend o d e com o sean w y w ′:

C a so 1 . S u pong am os q u e w = vm para alg ú n m, 0 ≤ m ≤ k−1. E n este caso, la prim era
y ú ltim a arista d e P d eb en tener color b. A sı́ tam b íen, ning u na arista ad yacente a
vm tiene color ck+ 1. O b servem os q u e a m enos q u e vm = vt, el vértive vt no está en P .
Intercam b iem os los colores b y ck+ 1 d e las aristas d e P . U na vez h ech o esto, no h ay
arista incid ente a vm q u e teng a color b; es m ás, el color d u al d e cad a arista ei (i < m)
sig u e siend o el m ism o. S i m = 0, asig nem os a e el color b. S i m > 0, entonces, com o
d esc rib im os anteriorm ente, pod rı́am os cam b iar el color d e em a b y colorear cad a
arista ei (0 ≤ i < m) con su color d u al. L a colorac íon resu ltante m ostrarı́a q u e G es
(∆ + 1)-coloreab le, lo cu al, d e nu eva cu enta, es im posib le.

C a so 2 . S u pong am os q u e w′ = vm para alg u na m, 0 ≤ m ≤ k y m 6= t. E n este caso la
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primera y la ú ltima arista d e Q tienen color b y ning u na arista inc id ente a vm tiene
color ck+1. E s más, Q no contiene a vk al menos q u e vm = vk. Intercamb iemos los
colores b y ck+1 d e las aristas d e Q. S i m < t, entonces h acemos lo mismo q u e en el
C aso 1 . S i m > t = 0, entonces camb iamos el color d e la arista e por b. S i m > t > 0,
entonces camb iamos el color d e et por b y coloreamos cad a ei, 0 ≤ i < t, con su color
d u al. E ste proceso implica q u e G pu ed e ser (∆ + 1 )-coloreab le, lo cu al no pu ed e ser
posib le.

C a so 3. S u pong amos ah ora q u e w 6= vm (0 ≤ m ≤ k − 1 ), pero tamb ién q u e w 6= u; o
q u e w′ 6= vm para cu alq u ier m 6= t y w′ 6= u. Tomemos el caso para w, ya q u e la
conclu sión es la misma para w′. S i intercamb iamos los colores b y ck+1 d e las aristas
d e P , entonces el color b no se le asig na a ning u na d e las aristas inc id entes a vk y por
lo tanto el color d u al d e cad a u na d e las aristas ei (0 ≤ i < k) permanece intacto.
N o ob stante, ya vimos q u e este caso nos lleva a u na contrad ic c ión.

C a so 4 . E l caso q u e nos falta consid erar es q u e w = u y w ′ = u. Ya q u e u no es inc id ente
a ning u na arista q u e teng a color b, entonces la primera arista d e P y Q se colorea
con este color, mientras q u e su ú ltima arista toma el color ck+1. S i P y Q no tienen
ning u na arista en comú n, entonces u es inc id ente a d os aristas d istintas q u e tienen el
color ck+1, lo c u al no pu ed e pasar. Por lo tanto, las trayectorias P y Q d eb en tener
u na arista en comú n, lo cu al sig nifi ca q u e ex iste u n vértice inc id ente a tres aristas
q u e pertenecen a P o a Q. N ecesariamente, al menos d os d e estas aristas tienen color
ya sea b o ck+1, lo c u al, nu evamente, es imposib le.

D ad o q u e h emos consid erad o tod os los casos posib les, esto q u iere d ec ir q u e la su posic ión
q u e h ic imos al princ ipio no es verd ad era. Por lo tanto, tenemos q u e χ1(G) ≤ ∆ (G) + 1 .

�

Para terminar esta sec c ión, u n pu nto importante q u e d eb emos mencionar es q u e no
importand o q u e la d emostrac ión d el Teorema d e V iz ing ind u ce u n alg oritmo efi c iente para
prod u c ir u na (∆ + 1 )-colorac ión d e las aristas d e cad a g ráfi ca no vac ı́a G, no ex iste u n
alg oritmo q u e se ejec u te en tiempo polinomial para d ec id ir si χ1(G) es ∆ (G) o ∆ (G) + 1 .
D e h ech o, se sab e q u e este prob lema d e d ec isión entra en la categ oŕıa d e los prob lemas
NP-co m p leto s3, ya q u e en princ ipio, el alg oritmo q u e lo d etermina, toma tiempo ex ponen-
c ial.

3.3. Á rb o l G e n e ra d o r d e Pe so Mı́n im o L o c a l

E n el caṕıtu lo anterior mencionamos q u e en los ú ltimos años, el prob lema d e encontrar
u na g ráfi ca g enerad ora4 d e manera efi c iente para su aplicac ión en amb ientes q u e camb ian
d inámicamente, como lo es el d e las red es ad h oc , h a sid o fu ente d e mu ch a investig ac ión.
Tamb ién mencionamos q u e d entro d e este d esarrollo se h a pu esto partic u lar interés

3La d e fi n ic ío n d e e sta c lase d e p ro b le m as p u e d e c o n su ltarse e n [1 2 , 1 6 ].
4N o e n e l se n tid o d e la te o ŕıa d e g ráfi cas
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en ciertos parámetros como lo son el peso d e la g ráfi ca ob tenid a con relacíon al árb ol
g enerad or d e peso mı́nimo ( minimum spa nning tree, M S T ) d e la g ráfi ca orig inal, su g rad o
máx imo, su d íametro, etcétera, pero sob re tod o en aplicar u n parad igma d e comu nicacíon
q u e permita operar a los elementos (los nod os d e la red ) d e d ich o amb iente tomand o
solamente en consid eracíon la informacíon d e otros elementos q u e se encu entren d entro
d e u na vecind ad g eog ráfi ca cercana, es d ecir, conseg u ir tales caracterı́sticas h aciend o u so
d e la técnica d e localid ad .

E n particu lar en el amb iente d e las red es inaĺamb ricas, ex isten d os pu ntos importantes.
E l primero tiene q u e ver con llevar a cab o tareas d e comu nicacíon, como el estab lecimiento
d e ru tas, d e manera local y efi ciente. E sto pu ed e ser resu elto fácilmente si la g ráfi ca q u e re-
presenta a nu estra red es plana, al h acer u so, por ejemplo, d el alg oritmo d e estab lecimiento
d e ru tas con b ase a caras (face rou ting ), como lo vimos en el caṕıtu lo 2. Por otro lad o,
el seg u nd o pu nto se refi ere a la constru ccíon d e u na g ráfi ca g enerad ora plana q u e sea lo
más simple posib le y ya sob re esta trab ajar alg ú n otro prob lema. D e h ech o, ya menciona-
mos este aspecto tamb íen en el caṕıtu lo 2 cu and o h icimos referencia a la g ráfi ca d e G ab riel.

A d emás d e contar con la posib ilid ad d e ob tener u na su b g ráfi ca plana al d eterminar
las aristas d e G ab riel, ex isten otros alg oritmos ([26 , 27 , 28 ]) para constru ir d e manera
d istrib u id a y local u na su b g ráfi ca q u e teng a g rad o acotad o y u n factor d e estiramiento
(stretch fa cto r) constante para g ráfi cas u nitarias, q u e como lo mencionamos d esd e el
caṕıtu lo 1 , son con las q u e trab ajaremos. N o ob stante, su constru ccíon es relativamente
complicad a, el g rad o d e u n vértice es h asta cierto pu nto alto (mayor q u e veinticinco) y su
peso o costo pu ed e ser mu ch o más g rand e q u e el d el M S T .

D ad o lo anterior, C h ávez et. a l ([1 1 ]) propu sieron u n alg oritmo para constru ir u na
su b g ráfi ca g enerad ora d ad a u na g ráfi ca g eométrica d e d isco u nitario con irreg u larid ad
r. C on esto nos referimos a q u e el rang o d e transmisíon d e cad a u no d e los nod os d e
la red es la reg íon contenid a d entro d el ćırcu lo u nitario alred ed or d e u n nod o y q u e
contiene a tod os los pu ntos a d istancia a lo más r (0 < r ≤ 1 ). D escrib iremos este
resu ltad o en las sig u ientes secciones tomand o r = 1 , lo cu al sig nifi ca q u e su pond remos
q u e los nod os q u e compong an a nu estra red ad h oc tend rán el mismos rang o d e transmisíon.

E l alg oritmo propu esto ob tiene u na g ráfi ca g enerad ora conex a d e d isco u nitario d e
manera local, en el sentid o d e q u e cad a nod o u sa la informacíon d isponib le en su vecind ad ,
la cu al, d ad a u na k, se d efi ne como el conju nto d e nod os q u e se pu ed en alcanzar por
med io d e trayectorias d e long itu d a lo más k. L a g ráfi ca resu ltante, ad emás, posee cotas
consid erab les en relacíon a las caracterı́sticas q u e mencionamos anteriormente y q u e son
d eseab les en u na g ráfi ca como esta, las cu ales veremos u n poco más ad elante.

U na vez q u e h emos mencionad o q u e el alg oritmo es local, pod emos d ar la sig u iente
d efi nicíon, la cu al introd u ce u n poco d e la notacíon q u e se u tilizará.
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D e fi n ic ío n 8 . Dada u n a g ráfi ca G y u n vé rtic e v de G, den otamos como Nk(v) a la
vecin d ad cerrad a d e d istan cia a lo m as k de v, e sto e s, Nk(v) con tie n e a todos los vé rtic e s
alcan zab le s desde v por u n a trayec toria de lon g itu d a lo mas k. Por su pu e sto, v tamb íe n
e stá in c lu ido en e ste con ju n to. A sı́ tamb íe n , den otaremos a la g ráfi ca in du c ida por Nk(v)
como Gk

v .

3.3.1. E l A lg o ritm o

A n te s de con tin u ar, re cordemos q u e u n a g ráfi ca G e s g eométrica si se pu ede in c ru star
e n e l plan o E u c lidian o y su s aristas son se gmen tos de ĺın ea re c ta en tre los n odos. Por otra
parte , e l alg oritmo q u e mostraremos lleva a cab o u n a se le c c íon de las aristas con b ase e n
u n orden lin eal de e stas, por lo q u e primeramen te defi n iremos dich o orden .

D e fi n ic ío n 9 . Dada u n a g ráfi ca g eométrica G, asig n amos a cada u n a de su s aristas,
(u , v), u n a q u in tu pla: (||u v||, x1, y1, x2, y2), don de x1, y1 y x2, y2 son las coorden adas de
los vé rtic e s de la arista en c u e stíon y x1 > x2 ó x1 = x2 y y1 > y2. N otemos q u e e sta tu pla
es ú n ica para cada u n a de las aristas de G. E n ton c e s, e l o rd en lin eal C para las aristas de
G se defi n e con b ase al orden le x icog ráfi co de las tu plas.

O b se rvemos q u e la defi n ic íon an te rior implica q u e si n o se pu ede dete rmin ar si
u n a arista es más g ran de q u e otra deb ido a q u e tie n e n la misma lon g itu d (distan c ia
eu lidian a), e n ton c e s e l sig u ie n te disc rimin an te e s con siderar las coorden adas de su s
vé rtic e s. O tro pu n to importan te e s q u e a pesar de q u e u n a g ráfi ca G pu ede te n e r varios
árb ole s g e n e radore s de peso mı́n imo, ob te n idos por u n alg oritmo como lo es e l alg oritmo
de K ru sk al ([1 2 ]), la u tilizac íon de e ste orden para la se le c c íon de las aristas tie n e como
con se c u e n c ia q u e G te n g a u n ú n ico M S T , llamémoslo T C.

U n a vez e stab le c idos los con c eptos an te riore s, podemos dar la desc ripc íon de l alg orit-
mo, den omin ado L o ca lMSTk para k ≥ 2 , e n e l listado 3 .1 , e l c u al se e je c u ta en cada u n o de
los n odos v de la g ráfi ca g eométrica G para ob te n e r u n a g ráfi ca q u e den otaremos como GC

k
.

Listado 3 .1 : A lg oritmo L o ca lMSTk.

1 Determinar Nk(v) .
2

3 Constru i r en Gk
v

e l MST, Tk(v) .
4

5 Transmit i r a N1(v) l a s a r i s t a s que e s t en en Gk
v
∩ Tk(v) .

6

7 Determinar GC

k
: una a r i s t a (u,v) pe r t enece a GC

k
⇔ e s ta se r e t i e n e

tanto en u como en v .
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Como pod emos ob servar en el listad o 3 .1 , el alg oritmo se ejecu ta d e man era d istrib u id a
ad emás d e q u e el parámetro k d etermin a lo localid ad d el alg oritmo.

3.3.2. P ro p ie d a d e s d e la g r á fi c a G
C

k

E n esta sec c íon , mostraremos alg u n os resu ltad os q u e n os permitirán estab lecer las
propied ad es con las q u e c u en ta la g ráfi ca GC

k
, y q u e se con vertirán en pu n tos importan tes

para la presen tac íon d el resu ltad o prin c ipal d e este trab ajo en el caṕıtu lo 4 .

P ro p o sic ío n 1 . T C ⊆ GC

k
.

D e m o stra c ío n . S u pon g amos q u e ex iste u n a arsita e = (u, v) q u e está en T C y q u e n o
está en GC

k
. S i esto pasa, en ton ces e d eb ío d e h ab er sid o rech azad a ya sea en Tk(u) o

Tk(v), su pon g amos q u e fu e en Tk(u).

Por otro lad o, d ad o q u e e perten ece a T C, en ton ces la ú n ica trayectoria en él q u e u n e
a u y v es precisamen te e. A h ora b ien , ya q u e la arista fu e rech azad a en Tk(u), ex iste u n a
trayectoria en este ú ltimo, d en otémosla como P , q u e u n e a u y v y q u e ad emás h ace u so
solamen te d e aristas más peq u eñ as (d ad o el ord en lin eal) q u e e.

Tomemos u n a arista a = (w,w′) en P tal q u e n o esté en T C. S ab emos q u e en T C

ex iste u n a ú n ica trayectoria, Q, u n ien d o a w y w′ y q u e d eb e u sar aristas men ores q u e a.
D ad o q u e esto es c ierto para cu alq u ier arista en P q u e n o esté en T C, en ton ces pod emos
con stru ir u n a trayectoria en T C u n ien d o a u con v h acien d o u so solomen te d e aristas más
peq u eñ as q u e e (como pod emos ver en la fi g u ra 3 .2 ), lo c u al es u n a con trad ic c íon ya q u e
h ab ı́amos d ad o por h ech o q u e e estab a en T C.

u

v

w w′

e

a

Q

F ig u ra 3 .2 : Trayectoria d e u a v con aristas más peq u eñ as q u e e.

Por lo tan to, e n o pu d o h ab er sid o rech azad a n i en Tk(u) n i en Tk(v). E n ton ces,
TC ⊆ GC

k
.

�

Ch ávez et a l. estab lec ieron en [1 1 ] el sig u ien te teorema q u e lista tod as las propie-
d ad es q u e posee la g ráfi ca GC

k
, la c u al es el resu ltad o d e la ejecu c íon d el alg oritmo
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en el listad o 3.1 sob re u na g ráfi ca g eom étrica G con irreg u larid ad r y k ≥ 2. D e tales
propied ad es, sólo d em ostrarem os las tres prim eras, en partic u lar consid erand o r = 1, ya
q u e son las q u e nos van a interesar m ás ad elante, por lo q u e los d etalles restantes acerca
d e esta d em ostrac íon se pu ed en consu ltar en el trab ajo ya m encionad o.

Teo re m a 5 . Si G es u n a gráfi ca co n exa y geo m étrica co n irregu laridad r y k ≥ 2, en to n ces
la gráfi ca GC

k
tien e las sigu ien tes pro piedades:

a) GC

k
es co n exa.

b) Si la distan cia en tre cu alqu ier par de n odo s de la red es al m en o s
√

1 − r2 , en to n ces
la gráfi ca GC

k
es plan a.

c) ∆ (GC

k
) ≤

{

5 r = 1

3 + 6

πr
+ r+ 1

r2 0 < r < 1

d) Si GC

k
es plan a y kr > 1, en to n ces co s to (GC

k
) ≤ kr+ 1

kr−1
· co s to (T C) .

D e m o stra c ío n .

a) Q u e GC

k
sea conex a es consecu encia d irec ta d e la proposic íon 1.

b ) S u pong am os q u e GC

k
no es plana, por lo q u e ex isten al m enos d os aristas en ella,

d ig am os e = (u , v) y e′ = (w, x), q u e se c ru zan. A rb itrariam ente pod em os pensar en
q u e el áng u lo ∠u wv es el m ás g rand e en el c u ad riĺatero ind u c id o por los vértices d e e
y e′, u wvx (ver fi g u ra 3.3), ad em ás d e q u e es c laro q u e este es m ayor o ig u al q u e π/2.

u

w

v

x

6 ≤ 3π

4
e

e
′

F ig u ra 3.3: S u posic íon d e q u e d os aristas se c ru zan en GC

k
.

Ya q u e | | u v | | ≤ 1, entonces por la d esig u ald ad d el tríang u lo tenem os q u e
| | u w | | 2 + | | wv | | 2 ≤ 1. E sto im plica q u e | | u w | | 2 ≤ 1 − | | wv | | 2 ≤ r2, ya q u e por
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hipótesis ten ı́am os q u e ||wv|| ≥
√

1 − r2 , por lo q u e en ton ces la arista (u,w) d eb e
perten ecer a las aristas d e GC

k
. A n álog am en te, ten em os q u e (w, v) tam b ién perten ece

a las aristas d e GC

k
.

Por otro lad o, su pon g am os q u e u con stru ye Tk(u) por m ed io d el alg oritm o d e
K ru sk al. S i la arista (u,w) n o fu era reten id a en Tk(u), en ton ces eso sig n ifi carı́a
q u e en el árb ol ex iste u n a trayectoria u n ien d o a u y w y q u e hace u so solam en te
d e aristas m ás peq u eñ as. D e la m ism a m an era, esto es cierto para la arista (w, v).
E n ton ces, al m om en to d e con sid erar a la arista e para su in clu sión en Tk(u), ya
ex iste u n a trayectoria q u e con ecta a u y v, lo q u e ocasion arı́a q u e e fu era rechazad a
en Tk(u) para n o form ar u n ciclo y por tan to n o perten ecerı́a a GC

k
, lo cu al con trad ice

el hecho d e q u e e perten ezca a GC

k
.

Por lo tan to, n o ex iste n in g ú n cru ce en GC

k
, es d ecir, la g ráfi ca q u e resu lta d e aplicar

el alg oritm o L ocalM S T k es plan a.

c) Para d em ostrar q u e GC

k
tien e g rad o acotad o, em pezem os por tom ar u n vértice u d e

la g ráfi ca GC

k
. A hora, d ivid am os el ćırcu lo u n itario con cen tro en u en seis reg ion es

ig u ales, es d ecir, cad a u n a d e ellas d e arco ig u al a π/3 .

D ad o q u e G es fi n ita, pod em os su pon er q u e los ĺım ites q u e d efi n en estas reg ion es n o
pasan a través d e n in g ú n vecin o d e u, es d ecir, q u e n in g u n a d e las aristas q u e tien en
a u com o u n o d e su s ex trem os recae sob re tales ĺım ites. E n ton ces, para cu alq u ier
par d e vecin os d e u, d ig am os v y w, d en tro d e u n m ism o sector, el án g u lo ∠wuv es
m en or q u e π/3 . A d em ás, ten em os q u e ||vw|| < m a x { ||uw||, ||uv||} . L o an terior lo
pod em os ver m ás claram en te en la fi g u ra 3 .4 .

w

v

u

5π/3

F ig u ra 3 .4 : D ivisión d el ćırcu lo u n itario con cen tro en u en reg ion es.

A hora b ien , si ||vw|| ≤ r, en ton ces ya sea (u, v) ó (u,w) hab rı́a sid o rem plazad a
en GC

k
por (v,w), por lo q u e pod em os con clu ir q u e ||vw|| > r. S i su pon em os q u e

r = 1, en ton ces su ced erı́a q u e u pod rı́a ten er a lo m as u n vecin o por cad a u n o d e los
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sectores q u e d efi nimos, es d ecir, u sólo tend ŕıa a lo mas seis nod os como vecinos en
G

C

k
.

S u pong amos entonces q u e u tiene ex actamente seis vecinos. Tomand o en cu enta
los pu ntos anteriores, esto sólo pasaŕıa si tales vecinos se encontraran en las
intersecciones d e los lad os (d e long itu d u no) d e u n h ex ág ono perfecto y u estu viera
en el centro d e d ich o poĺıg ono. S in emb arg o, si se d iera este caso, sólo d os d e
las aristas incid entes en u se retend ŕıan, ya q u e las otras 4 seŕıan eliminad as, en
particu lar, al constru ir Tk(u), con lo q u e q u ed a d emostrad o q u e el g rad o máx imo
d e u n vértice d e G

C

k
es a lo mas cinco.

L o anterior lo pod emos ver en la fi g u ra 3 .5 , en d ond e en la su b fi g u ra 3 .5 a están
nu merad as las aristas d e menor a mayor d e acu erd o al ord en lineal q u e se d efi nío y
en la su b fi g u ra 3 .5 b se mu estra el árb ol Tk(u).

1

2

u

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

a.

1

2

u

3

4

7

9

b . Tk(u)

F ig u ra 3 .5 : U n vértice u en G
C

k
tiene g rad o menor a seis.

S ólo falta comentar q u e en realid ad , la cota d e q u e el g rad o máx imo d e u n vértice
u sea cinco es la cota más peq u eña q u e pod emos ob tener, es d ecir, la cota es ju sta.
Para mostrarlo, consid eremos la confi g u racíon d e los vértices d e la fi g u ra 3 .6 , en
d ond e los vecinos d e u se encu entran sob re la circu nferencia d e rad io u no con él
como su centro, ad emás d e q u e estos están ig u almente d istrib u id os, es d ecir, forman
u n pentág ono reg u lar. E n este caso, tod as las aristas necesitarán ser retenid as para
g arantizar lo conex id ad .

�

E s importante recalcar q u e el ord en lineal antes d efi nid o para ord enar las aristas d e
u na g ráfi ca g eométrica ju eg a u n papel importante para log rar este resu ltad o, ya q u e d e no
h ab erlo h ech o, el alg oritmo b ien pod ŕıa prod u cir u na g ráfi ca d isconex a. E n particu lar, esto
lo pod emos ob servar en la fi g u ra 3 .5 a, d ond e el ord en impu esto nos permitío d iscernir sin
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u

Figura 3 .6 : E l grad o d e un vértice u en G
C

k
pued e ser c inco.

prob lem a q ué arista era m ás grand e q ue otra d e las q ue form ab an parte d e d os triángulos
eq uilateros ad y acentes, elim inand o tod a posib ilid ad d e q ue cualq uiera d e las aristas q ue
form an Tk(u) no pertenec iera a alguno d e los otros árb oles Tk(v), con v cualq uier vec ino
d e u.

C on esto d am os por term inad o este caṕıtulo, m enc ionand o solam ente q ue en el siguiente
se utilizarán los resultad os q ue aq úı se d escrib ieron para plantear un nuevo algoritm o d e
tipo local.



Coloración d e aristas

localm e n te 4

4.1. M o tiv a c ío n

Debido a q u e el rápido crec im iento del área de las redes inaĺam bricas h a tráıdo consig o

u na g ran variedad de servic ios m óviles, se pu ede dec ir q u e es practicam ente im posible q u e

en u n fu tu ro cercano tales servic ios no se vean involu c rados en nu estra vida cotidiana.

S in em barg o, alg o q u e tam bién es c ierto es q u e estos servic ios h acen u so de u n espectro

de com u nicac ión para llevar a cabo su s objetivos y dado q u e este es fi nito, se req u iere

de m ecanism os efi c ientes q u e perm itan h acer u na asig nac ión de los canales o frec u enc ias

disponibles de m anera q u e se pu edan llevar a cabo las com u nicac iones entre los nodos q u e

form an parte de la red, pero q u e a su vez tam bién perm ita h acer u n reu so de los rec u rsos.

A la problem ática de encontrar u n m ecanism o com o el q u e se desc ribió anteriorm ente

se le conoce com o el pro blem a d e a sign a ció n d e frecu en cia s y es prec isam ente para este

q u e se planteó u na solu c ión (u n alg oritm o de tipo local) y q u e representa el resu ltado

princ ipal de nu estro trabajo.

U na vez q u e h em os establec ido a lo larg o de los tres caṕıtu los anteriores los conceptos

q u e servirán de base para desc ribir nu estro resu ltado, podem os pasar entonces a plantear

de m anera m ás am plia el problem a q u e dich o resu ltado trata, ası́ com o de la solu c ión q u e

se propone.

4.2 . U n a lg o ritm o lo c a l p a ra la a sig n a c ío n d e fre c u e n c ia s

R ecordem os q u e dada u na red ad h oc, q u erem os encontrar u na asig nac ión de frec u en-

c ias de m anera q u e evitem os problem as com o el de la interferenc ia pero q u e adem ás,

tratem os de reu sar los rec u rsos lo m ás posible. S abem os tam bién q u e podem os representar

dich a red por m edio de u na g ráfi ca de disco u nitario y es prec isam ente esta con la q u e

trabajarem os para dar solu c ión a nu estro problem a.
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4.2.1. M ap e o d e l p ro b le m a d e asig n ac ío n d e fre c u e n c ias a la c o lo rac ío n

d e aristas

Dados dos nodos, dig amos u y v, de la g ráfi ca G q u e representa a nu estra red, lo q u e
q u e remos es asig nar u na fre c u encia al canal q u e u tilizan u y v para comu nicarse . E ste
canal, en la g ráfi ca, ju e g a el papel de u na de su s aristas y entonces re q u e rimos q u e aristas
adyacentes teng an asig nadas dife rentes fre c u encias.

Inmediatamente , podemos pensar en q u e la asig nac íon de fre c u encias distintas para
aristas q u e inciden en u n mismo vé rtic e se pu ede ver como la ob tenc íon de u na colorac íon
propia de las aristas de la g ráfi ca q u e representa a la red ad h oc , es dec ir, ah ora nu estro
prob lema se convierte en u n prob lema de colorac íon de aristas en el área de la teorı́a de
g ráfi cas de manera q u e ob teng amos el menor ı́ndic e c romático posib le .

C omo ya lo mencionamos en el caṕıtu lo 3 , e l ı́ndic e c romático de u na g ráfi ca es ig u al
a ∆ (G) ó ∆ (G) + 1 , donde ∆ (G) representa el g rádo máx imo de los vé rtic es de la g ráfi ca
G. N o ob stante , tamb íen estab le c imos q u e e l prob lema de decidir c u ál de estos valores
e ra el mı́nimo para u na g ráfi ca está catalog ado como u n prob lema NP-co m p leto , lo c u al
q u ie re dec ir q u e no ex iste u n alg oritmo q u e dete rmine la respu esta y cu yo tiempo sea
polinimial.

4.2.2. C o lo rac ío n d e las aristas d e u n a g ráfi ca d e m an e ra lo cal

Teniendo en cu enta el mapeo desc rito en la su b se c c íon anterior, nos encontramos con
el primer prob lema: tener la posib ilidad de dar u na colorac íon de las aristas de la g ráfi ca
G de manera q u e tratemos de optimizar e l nú mero de colores, es dec ir, tratar de ocu par
la menor cantidad de colores en comparac íon con la cota impu esta por el teorema de V iz ing .

C laramente , la primera opc íon es ocu par e l alg oritmo impĺıc ito en la demostrac íon
del teorema de V iz ing , mostrada en el caṕıtu lo 3 , e l c u al, como tamb íen lo mencionamos,
g enera u na (∆ (G) + 1 ) -colorac íon, con lo q u e ob tendrı́amos u na ex c e lente aprox imac íon,
si no es q u e la solu c íon óptima. N o ob stante , la aplicac íon de este alg oritmo asu me
el conoce r completamente la topolog ı́a de la g ráfi ca sob re la q u e se actú a por lo q u e
esto la descarta como u na solu c íon apropiada dado el conte x to en el q u e estamos
trab ajando, e l de las redes ad h oc , ya q u e para ob tener esta informac íon se nec esitarı́a
q u e la red se mantu vie ra estática por u n tiempo considerab le , lo c u al ob viamente no
es posib le , para q u e los datos re copilados se consideraran confi ab les, además de u tili-
zar mu ch os de los re c u rsos con los q u e c u enta cada u no de los nodos de u na red de este tipo.

Dado lo anterior, nu estra propu esta para dar solu c íon al prob lema de colorac íon
consiste de u n alg oritmo de tipo local, e l c u al se b asa en dos de los resu ltados vistos
previamente: e l teorema de V iz ing y el u so de L ocalM S Tk.



4.2 U n a lg o ritm o lo c a l p a ra la a sig n a c ío n d e fre c u e n c ia s 41

El re su ltad o p rincip al d e e ste trab ajo se enu ncia en e l sig u iente teore m a, e l cu al
q u e d ará d e m ostrad o u na vez q u e d e scrib am os cad a u no d e los p asos d e los q u e consta
nu estro alg oritm o local:

Teo re m a 6 . Sea U u n a red de disco u n itario. Se pu ede h acer u so de u n algoritm o local

para obten er u n a su bgráfi ca plan a de la gráfi ca G qu e represen ta a U , den om in ém osla F,

de tal m an era qu e esta ten ga grado m áxim o cin co; adem ás, si G es con exa, en toces F

tam b íen lo será. D e igu al m an era, podem os colorear las aristas de F con doce colores por

m edio de u n algoritm o local de tal form a qu e para cada v de U , este h aga u so solam en te

de N4(v).

D ad a la g ráfi ca G q u e re p re senta a u na re d d e d isco u nitario U , ob tenem os en p rim e r
lu g ar la su b g ráfi ca g enerad a al ap licar e l alg oritm o L ocalM S T 2, llam é m osla F, con lo
cu al, en p rincip io, g arantizam os q u e no ex isten cru ce s entre su s aristas, e s d ecir, F e s
p lana, ad e m ás d e q u e tam b íen es conex a. Para eje m p lifi car, su p ong am os q u e la g ráfi ca F

e s la q u e se encu entra en la fi g u ra 4 .1 .

F ig u ra 4 .1 : L a g ráfi ca, F, q u e e s e l re su ltad o d e ap licar L ocalM S T 2 sob re G.

R ecord e m os q u e e l ob je tivo d e colorear las aristas d e la g ráfi ca q u e re p re senta a u na
re d ad h oc es q u e cu ale sq u ie ra d os vé rtice s d e e lla p u e d an com u nicarse h aciend o u so
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del m enor nú m ero de frec u encias posib les. E ntonces, al u tilizar alg u no de los alg oritm os
desc ritos en el caṕıtu lo 2 sob re la g ráfi ca F, podem os estab lecer u na ru ta entre c u alq u ier
par de nodos, por lo q u e si coloream os las aristas de F estarı́am os resolviendo el prob lem a.

M encionam os en el caṕıtu lo 3 q u e u na de las propiedades q u e adq u iere la g ráfi ca F

por com o se constru yó es q u e el g rado m áx im o de su s vértices es a lo m ás c inco, ası́, por
el teorem a de V iz ing , sab em os q u e su s aristas pu eden ser coloreadas propiam entes con a
lo m as seis colores.

Para ocu par el resu ltado anterior en la g ráfi ca F h arem os lo sig u iente: podem os
pensar en q u e F está incru stada en el plano y dividim os este en reg iones c u adrang u lares
de tam año 2 × 2, es decir, podem os ver al plano com o u n conju nto de cu adrados Cij

tal q u e las posic iones de cada u no de su s vértices se encu entran en los pu ntos (2i, 2j),
(2(i + 1 ), 2j), (2i, 2(j + 1 )) y (2(i + 1 ), 2(j + 1 )) respectivam ente. A sı́ tam b íen, cada
nodo u, c u ya posic íon es (x, y) en U , tiene asociado u n Cij si es q u e 2i ≤ x < 2(i + 1 ) y
2j ≤< 2(j + 1 ). L o anterior lo podem os ver en el fi g u ra 4 .2.

F ig u ra 4 .2: D ivisíon de la reg íon en q u e se encu entra F.

D ada la divisíon anterior, podem os defi nir la g ráfi ca Fij com o la su b g ráfi ca indu cida
por los vértices de G q u e se encu entran dentro del c u adrado Cij. H ay q u e h acer notar
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que d ich a g ráfi ca no necesariam ente es conex a, ya que al aislarla d el resto d e F pud im os
h ab er elim inad o la única o tod as las trayectoria entre un par d e vértices que pertenezcan
al m ism o Cij. A sı́ tam b íen, h ay que rem arcar que d ad os d os vértices cualesquiera d e una
m ism a com ponente conex a d el cuad rad o en cuestíon, estos se encuentran a d istancia a
lo m ás cuatro (ver fi g ura 4 .3 ). L o anterior nos perm ite aseg urar que para que un vértice
cualquiera d e F, d ig am os u, d eterm ine la com ponente conex a a la que pertenece en Fij

es necesario que este ob teng a las coord enad as d e los vértices en N4(u), c laro, elim inand o
aquellos que no estén en Fij.

F ig ura 4 .3 : C aso en el que la d istancia entre d os vértices en Fij es cuatro.

E ntonces, en cad a Cij, pod em os aplicar localm ente el resultad o que nos proporciona
el teorem a d e V iz ing , por lo que tod as las g ráfi cas Fij se colorearı́an propiam ente con
los colores d el conjunto {1, . . . , 6}. R etom and o la g ráfi ca d e la fi g ura 4 .2, la colorac íon
resultante al aplicar este paso d e nuestro alg oritm o se pued e ob servar en la fi g ura 4 .4 .

U na vez que h em os coloread o tod as las aristas d e las g ráfi cas Fij, sólo nos falta
colorear las aristas que cruzan los cuad rad os Cij. Para estab lecer la m anera en que lo
h arem os, ocuparem os el sig uiente resultad o:

P ro p o sic ío n 2. Sea u u n vértive d e F qu e perten ece a u n cu ad rad o Cij. E n to n ces u es

ad yacen te a lo m ás a tres vértices qu e se en cu en tran po r en cim a d e la recta h o rizo n tal

y = 2j + 2

D e m o stra c ío n . L a d em ostrac íon a este lem a se sig ue inm ed iatam ente d el h ech o d e que
la g ráfi ca F es el resultad o d e aplicar el alg oritm o L M S T 2 en la g ráfi ca G, la cual, com o
vim os en el caṕıtulo 3 , tiene la propied ad d e que el áng ulo form ad o entre cualesquiera
d os d e sus aristas es m ayor que π/3 , por lo que solam ente pued e h ab er tres vértices por
encim a d e la recta h orizontal en cuestíon.

�

A h ora b ien, tom em os un vértice u en alg uno d e los Cij que sea ad yacente a otro vértice
w que se encuentre en otro Ckl cuya b ase sea la recta L ≡ y = 2j + 2. C on b ase en la
proposic íon anterior, colorearem os la arista e = (u,w) d e la sig uiente m anera:
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F ig u ra 4.4: C olorac íon d e las aristas d e las g ráfi cas Fij localmen te .

S i e l án g u lo formad o en tre la arista e y la re c ta L, e n se n tid o con trario a las man ec illas

d e l re loj, e s ig u al o men or a π/3, asig n amos a e e l color 7.

S i e l án g u lo en tre e y L e s mayor a π/3 pero men or ig u al a 2π/3, coloreamos la arista

con e l color 8.

E n caso con trario, e s d e c ir, q u e la arista forme u n án g u lo â con re spec to a la re c ta

L tal q u e 2π/3 < â ≤ π, la arista tomará e l color 9.

L a forma an te rior d e asig n ar los colore s {7, 8, 9} pu d e verse e n la fi g u ra 4.5. A d emás,

d e man era an álog a, pod emos h ace r u n a asig n ac íon a las aristas q u e c ru c e n la re c ta

h orizon tal y = 2j h acie n d o u so d e los mismos colore s.

A lg o q u e h ay q u e aclarar ace rca d e e sta asig n ac íon d e colore s e s q u e d os aristas

q u e son ad yace n te s y q u e c ru zan alg u n a d e las re c tas h orizon tale s n o pu e d e n colorear-

se d e l mismo color, por la misma raz ón d e q u e e n tre e llas e x iste u n án g u lo mayor a los π/3.

A sı́ tamb íe n , si ah ora con sid e ramos las aristas q u e c ru c e n alg u n a d e las re c tas

verticale s x = 2i o x = 2i + 2, pod emos ob te n e r u n a colorac íon para ellas u tilizan d o

otros tre s colore s: {10 , 11, 12}, ob te n ie n d o u n a con fi g u rac íon como la q u e se mu estra en
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7
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y = 2j

y = 2j + 2

F ig u ra 4 .5 : C olora c íon d e u n a a rista q u e c ru z a n la s re c ta s y = 2j + 2 o y = 2j.

la fi g u ra 4 .6 .

1 2

1 1

1 0

1 0

1 1

1 2

x = 2i x = 2i + 2

F ig u ra 4 .6 : C olora c íon d e u n a a rista q u e c ru z a n la s re c ta s x = 2i o x = 2i + 2.

C on lo a n te rior, g a ra n tiz amos q u e tod a s la s a rista s d e la g rá fi c a F q u e d a n propiamen te

colore a d a s, con u n tota l d e 1 2 colore s, lo cu a l d emu estra e l re su lta d o pla n te a d o por e l

teorema 6 .

A plic a n d o este ú ltimo pa so d e l a lg oritmo loca l pa ra colore a r la s a rista s q u e fa lta n e n

la fi g u ra 4 .4 , pod emos ob te n e r u n a colora c íon propia d e la s a rista s d e F como se mu estra

e n la fi g u ra 4 .7.

C on e sto d amos por te rmin a d a la d e sc ripc íon d e la solu c íon d a d a a l prob lema prin c ipa l
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F ig u ra 4.7: C oloracíon propia d e las aristas d e la g ráfi ca F localm ente.

d e l q u e consta este trab ajo, con la cu al se pretend ı́a asig nar e l m enor nú m e ro d e frecu encias

posib le s, u tilizand o la técnica d e localid ad , para pod er lle v ar a cab o la transm isíon d e

paq u ete s entre los nod os d e u na re d ad h oc sin q u e e sto ocasione alg ú n prob le m a.



Comenta rios F ina les

A lo larg o d e la d escripcíon d e este trab ajo se planteo como ob jetivo principal el

d esarrollar u n nu evo alg oritmo q u e permitiera d ar solu cíon al prob lema d e la asig nacíon

d e frecu encias, el cu al se presenta comú nmente en el ámb iente q u e se impone al h acer

u so d e u na tecnolog ı́a d e comu nicacíon inaĺamb rica, especialmente al tener u na red ad h oc.

L a importancia d e ob tener d ich o resu ltad o se d a principalmente por las caracterı́sticas

q u e u na red d e comu nicacíon móvil posee, en particu lar por la forma en q u e se comportan

los nod os q u e la componen: d e u na manera d inámica. L a posib ilid ad d e q u e los nod os

se mu evan d entro d e u na cierta área, ad emás d e pod er incorporarse y retirarse como

elementos d e la red , ob lig an a q u e la investig acíon encamind a en esta área consid ere d is-

tintos parad igmas a los q u e se h ace u so trad icionalmente en las red es aĺamb ricas ex istentes.

Por otro lad o, el ob tener u n resu ltad o como el q u e se especifi có en el caṕıtu lo 4 ,

h aciend o u so d e otros d escritos en los caṕıtu los anteriores a este, resu elve d e b u ena manera

el prob lema en cu estíon consid erand o la metod olog ı́a u tilizad a: la técn ica d e localid ad .

Ası́ tamb íen, este trab ajo continú a o aporta nu evos elementos d e investig acíon en el área

d e las red es ad h oc móviles, los cu ales pu ed en ser resu mid os b ásicamente por los sig u ientes

pu ntos:

L a investig acíon log rad a al resolver prob lemas, d istintos al d e este trab ajo, u tilizand o

d ich a metod olog ı́a, h a impu lzad o q u e esta sea tomad a en cu enta para tratar d e

ob tener resu ltad os similares e inclu sive mejores a los ya ob tenid os, tanto en aq u éllos

q u e se b asan en esta técnica como con los q u e lo h acen d e manera d istrib u id a, por

ejemplo.

N o ex isten resu ltad os previos q u e traten o resu elvan el prob lema d e la asig nacíon d e

frecu encias y cu ya forma d e proced er sea el aplicar la técnica d e localid ad .

H ab land o u n poco acerca d e los elementos con los q u e se trab ajó, se pu ed e apreciar

q u e en g eneral, los resu ltad os se encu entran d entro d el área d e la compu tacíon teórica; sin

emb arg o, para log rarlos, se incorporarón arg u mentos d e otras ramas matemáticas como la
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Geometŕıa y la Teoŕıa d e las Gráfi cas, lo cu al d emu estra nu evamenete q u e las C iencias d e
la C ompu tacíon tienen fu ertes lazos con otras ciencias.

Trab ajo a fu tu ro

E l resu ltad o ob tenid o en este trab ajo provee u n alg oritmo para q u e, con d oce
frecu encias, u na red ad h oc móvil pu ed a llevar a cab o la fu ncíon d e comu nicacíon entre
los nod os q u e la componen sin mayor prob lema. A sı́ tamb íen, h ay q u e resaltar q u e esta
meta se log ró con b ase a la ob tencíon d e u na su b g ráfi ca con ciertas caracteŕısticas, las
cu ales permit́ıan incorporar intu itiva y fácilmente otros resu ltad os ya conocid os en la
teoŕıa d e g ráfi cas (el teorema d e V iz ing ).

N o ob stante, u n b u en planteamiento d el trab ajo a fu tu ro q u e pu ed iera d arse con res-
pecto al prob lema d e la asig nacíon d e frecu encias d e manera local pod ŕıa encaminarse
tomand o en cu enta alg u no d e los sig u ientes aspectos:

C onstru ir u na g ráfi ca g enerad ora d iferente a la q u e ob tiene el alg oritmo L M S Tk.

C onsid erar u na malla d istinta a la q u e se consid era en este trab ajo (cu ad rad a).

C amb iar la manera en q u e aplicamos la id ea d e localid ad para resolver el prob lema.

C on respecto al primer pu nto, u na posib ilid ad q u e pod ŕıa ex plorarse es d esarrollar
u n nu evo alg oritmo q u e permita ob tener u na su b g ráfi ca g enerad ora d e la g ráfi ca q u e
represente a la red y q u e teng a caracteŕısticas similares a las q u e posee la q u e se ob tiene
al aplicar el alg ortimo L M S Tk, poniend o enfasis particu larmente en el g rad o máx imo
d e esta nu eva g ráfi ca. S i se log rara u n g rad o máx imo menor a cinco, esto impactaŕıa
d irectamente en la d isminu cíon d e al menos u n color, por ejemplo.

A h ora b ien, el camb io d e malla tamb íen pod ŕıa d ar u n g iro d istinto a la manera en la
q u e se lleva a cab o el análisis para la asig nacíon d e los colores d e las aristas q u e cru zan
d istintas celd as. S in emb arg o, el h acer este camb io no g arantiza q u e se h ag a u so d e u na
cantid ad menor d e colores a los q u e se u tilizan con respecto a la malla cu ad rang u lar, por lo
q u e tamb íen seŕıa necesario analizar si el h acer esta mod ifi cacíon permite u na optimizacíon.

L a otra posib ilid ad seŕıa camb iar el enfoq u e con q u e se aplica la técnica d e localid ad ,
es d ecir, tal vez no seg u ir el camino en el q u e primero encontrab amos u na su b g ráfi ca d e
la g ráfi ca orig inal y posteriormente coloreab amos localmente con el alg oritmo q u e nos
proporciona V iz ing . E n lu g ar d e tod o esto, pod ŕıamos proced er d e u na manera totalmente
d istinta al consid erar alg ú n otro resu ltad o, nu evo o ya ex istente, ad aptánd olo, d e ser
necesario, a nu estra id ea d e localid ad con el ob jetivo d e log rar acercarnos lo más posib le
a la cota q u e V iz ing d emostró con respecto a q u e u na g ráfi ca tiene ı́nd ice cromático a lo
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más ∆ + 1 .

Para termin ar, sólo men cion aremos q u e c u alq u iera d e estas posib ilid ad es serı́a u n a

aportac íon in teresan te e importan te al área d e los alg oritmos locales, ya q u e como lo men -

c ion amos an teriormen te, n o ex iste resu ltad o previo q u e con sid ere el resolver este prob lema

b asán d ose en esta metod olog ı́a. A d emás, esto tamb íen permite d estacar la relevan c ia q u e

la in vestig ac íon en este campo d e la compu tac íon teórica h a alcan zad o como resu ltad o d e

la evolu c íon d e la tec n olog ı́a.
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