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ANTECEDENTES

Desde hace mas de 6 décadas grupos de cientificos han estado investigando sobre las
propiedades de los materiales; entre muchas otras han analizado las propiedades opticas y acusticas. De
esta investigacion se han obtenido diversos resultados; cabe aclarar que éstos son en tantas ramas que no
acabaria solo en mencionarlas en este trabajo. Sin embargo, si nos referimos al silicio cristalino como
material y al hidrogeno molecular como imperfeccion y nos restringimos al efecto que este Gltimo causa
en los fonones de la red cristalina, y mas concretamente a la absorcion 6 emision de fotones por los
fonones, entonces si, podemos presentar algo mas apropiado. A una parte de esto ultimo es a lo que se
referira esta tesis, en particular, al calculo de las frecuencias que producen los fonones localizados que
son causados por las moléculas de hidrogeno en el silicio cristalino.

a) MOTIVACION EXPERIMENTAL

Desde hace aflos existe un material muy importante, el silicio que se usa en las comunicaciones,
la aeronautica y la aeronautica espacial; en pocas palabras éste se utiliza en estas areas porque es un gran
semiconductor. Hace mas de 30 afios se ha estado buscando la posibilidad de detectar hidrégeno
molecular en silicio cristalino. Esto se ha logrado muy recientemente. Posteriormente de este gran
descubrimiento en la fisica, se ha estudiado por varios afios este tipo de material, el silicio ya para uso en
la industria y el desarrollo de la humanidad. A medida que esto ha avanzado los fisicos teodricos y
experimentales, y sumandose algunos ingenieros, han hecho lo imposible por poder entender los cambios
en la materia y en el campo electromagnético dentro del material cuando se afiade hidrogeno molecular, y
se ha encontrado que existen formas de vibracion en las redes de atomos descritas por los llamados
fonones, que no son mas que particulas cuanticas con energias cuantizadas de estas formas de vibracion
de los atomos en las redes cristalinas. Este tipo de vibraciones, por ser de fonones, es a nivel
microscopico, es decir, se tiene que describir cuanticamente, pero se demuestra que para calcular algunas
caracteristicas de estos sistemas se puede tener un tratamiento clasico (12 En los experimentos que se
mencionen en los proximos parrafos se destacaran dos tipos de espectroscopia: Raman e infrarrojo. En la
del infrarrojo se hace incidir luz en el material y mediante la interaccioén con el campo electromagnético
se excita a los fonones del cristal produciendo fonones localizados. Una imagen de lo que es un fonén
localizado en forma sencilla se puede explicar de la siguiente forma*. Si se unieran muchas pelotitas
iguales en un solo hilo, éstas van a oscilar de la misma forma; pero si en medio de éstas se pone una
pelota mas pequefia y se hace vibrar con la mano el hilo, las pelotas iguales van a oscilar de un modo,
pero conforme uno se acerca a la pelota chica, posiblemente ésta va a moverse mas; imaginemos entonces
que la cuantizacion de la energia de la vibracion anterior es la del fonon. Ademas por saber la forma de la
onda (con la masa mas chica) se le llamaria fonon localizado y éste se representaria en una frecuencia o
varias dependiendo de las impurezas que se introduzcan en el material. Estas frecuencias son las que se
van a recopilar para poder comparar los resultados que se obtendran en el célculo de éste trabajo. No es
tan sencillo lo que acabo de decir por lo que este célculo se presentara de tal forma que se justifique cada
una de las cosas que se van a utilizar. Tomando en cuenta el procedimiento que se sigue y las
consideraciones matematicas que se presentaran, se ira de lo simple a lo complicado.

La importancia de estos estudios data de los afios 60’s y tienen gran importancia ya que el silicio
es uno de los materiales mas importantes, ya que es uno de los semiconductores mas destacados, como lo
mencionamos anteriormente. Por eso el gran afan por saber el comportamiento de este cristal con 6 sin
imperfecciones. Ademas, en la historia s6lo se ha podido resolver satisfactoriamente el problema con sélo
una imperfeccion ya que los métodos matematicos desarrollados no han podido resolver para mas
imperfecciones. En este trabajo se va a usar un método capaz de resolver el problema de dos
imperfecciones intersticiales, uno tan poderoso que se podria usar no nada mds para este problema sino
para cualquier nimero de impurezas y en diversos materiales. Como se mencionard que existen
experimentos para poder encontrar las frecuencias de vibracion de los fonones localizados producidos
por moléculas de hidroégeno, voy a presentar los resultados experimentales tales como fueron surgiendo
durante los ultimos afios. Posteriormente mencionaré las diferencias en las hipoétesis fisicas, asi como en
los resultados que se obtienen en tales trabajos. Este resumen que presento tiene un caracter muy general
pero tiene el proposito de incorporar los elementos mas importantes para el desarrollo de la tesis.

*El concepto de fonon se ira estableciendo de manera formal durante el desarrollo de este trabajo.



Siguiendo una cronologia de los experimentos que se han llevado a cabo a partir del afio de 1996
se destaca a Murakami ' Teniendo en cuenta que en un cristal de silicio tratado con hidrégeno, su
fonon localizado entra en resonancia con la onda electromagnética, por eso se puede detectar su
frecuencia. El hidrogeno se implanta en el silicio a bajas temperaturas; Murakami encuentra que el
hidroégeno aislado no es estable en el silicio, estos forman complejos con otras moléculas. Ademas, de los
calculos realizados con anterioridad se predice que en el silicio existen varias formas de amarre con el
hidrégeno. En primeras aproximaciones introduce el hidrogeno molecular al silicio pero sélo se logra en
forma de plateletas, esto es, como si hubiera una nube de moléculas de hidrogeno y esto sélo muestra
como resultado una frecuencia de vibracion parecida a la de la molécula de hidrogeno en el vacio.
Buscando la mejor forma de introducir el hidrogeno molecular, una de ellas puede ser en una posicion
tetrahedral en forma intersticial a consecuencia de las bajas energias. Existen isétopos del hidrogeno
como el deuterio con los cuales se hacen mediciones también de las frecuencias de sus fonones
localizados. Asimismo, estos isotopos son usados para calcular sus frecuencias; en el calculo que se
presentard de ésta tesis también se reportaran. Murakami después de haber hecho su experimento con
espectroscopia Raman a diferentes temperaturas con tratamientos para fases diferentes del silicio (gas,
liquido, so6lido), encuentra una frecuencia para el fonon del hidrogeno molecular de aproximadamente
4158 cm.” (ver Fig. 1) a una temperatura de 400° C, ademés de una frecuencia para el fonén de la
molécula de deuterio en 2990 cm.” (Tabla 1). De este experimento se presume la abundancia de deuterio
en el silicio a una temperatura de 300° C. Ademas, por las concentraciones de fosforo utilizadas en su
tratamiento, el resultado de la linea del hidrogeno es un poco diferente a los que se obtienen; esto se debe
a que se forman dentro del silicio una forma de plateletas, en donde se considera a estas moléculas no
amarradas a la red, sino como si estuvieran en una forma de nube, en donde las moléculas permanecen
como en el vacio. Por eso el parentesco de la linea al hidrégeno en el vacio (tabla 1), lo que da una
sugerencia de que el hidrogeno permanece en sitio intersticial. En éste trabajo no se menciona nada de la
direccién en que la molécula vibra.
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Fig.1 Espectro Raman observado a tres rangos de frecuencia para hidrogeno y deuterio
moleculares obteniendo su frecuencia en 4 clases de muestras. HAT y DAT significan “tratamiento atomo
de hidrogeno” y “tratamiento atomo de deuterio”, respectivamente. El renglon en la parte mas alta es para
la muestra de silicio (zona- flotada) y los otros, para las muestras de silicio implantado y
subsecuentemente templado. Esta figura aparece en la referencia [3]



Corrimientos Raman observados

(Anchura media) Sélido? Liquidoa GasP
(cm™)

para-H Q1(0) 4152 Qu(0) 4154 Q1(0) 4161
J=02,...) (0.4) (0.3) Q1(2) 4143

Hz 4158 + 3
ortho-H; (34 £ 2) Q1(1) 4143 Qu(1) 4146 Qu(1) 4155
J=13,..) (0.4) (0.4) Q1(3) 4125
ortho-D; Q1(0) 2982  Q1(0) 2988  Q1(0) 2994
J=02,..) (0.2) (0.35) Q1(2) 2987

D, 2990 + 2
para-D; (20 £ 1) Q1(1) 2982  Q1(1) 2985 Qi(1) 2991
J=13..) (0.2) (0.4) Q1(3) 2981

aReferencia[63] PReferencia[64]

Tabla 1. Tabla de lineas vibracionales Raman que aparece en la Ref. [3]. En esta tabla también se
incorporaron las medidas hechas por otros autores en diferentes fases.

Murakami se dio cuenta junto con sus colegas que la frecuencia de vibracion que encontrd se
asemeja a la del hidrogeno molecular, pero como si estuviera libre; esto es por la forma de introducir el
hidrégeno en el silicio. Muchos estudios posteriores fueron sucesivamente confirmando la forma en que
se acomoda el hidrégeno en silicio y que es en forma de nube (en plateletas) y lo que se busca es tener la
molécula de hidrogeno lo mas ordenada que se pueda, por lo que se siguié con mas experimentos y por
supuesto éste resultado no es considerado para nuestro trabajo ya que se busca una medida mas notable en
la que se pueda afirmar que la interaccion es con el hidrogeno molecular, cuando la molécula esta aislada
en el cristal de silicio (no en plateletas), pero ligada con los atomos de silicio.

Un afio después Pritchard et. al. ® realizan un experimento para encontrar la frecuencia de
vibracion del hidrogeno molecular en silicio cristalino pero con infrarrojo, en el cual se encuentran unas
frecuencias de vibracion para las moléculas hidrogeno-hidrogeno, hidrégeno-deuterio y deuterio-deuterio,
(HH, HD, DD), midiendo el coeficiente de absorcion oOptica en el infrarrojo. Lo destacado de este
resultado es la observacion de los modos de vibracion para los pares, HH, HD, DD, (Fig.2, Tabla 2). Los
dos ultimos pares no estan considerados como modelos de estructura del (HH), ademas la aparicion de los
mismos dan pauta para considerar que las moléculas de hidrogeno se amarran en sitios intersticiales en la
posicion tetrahedral, sin saber atin la direccion de vibracion de la molécula.

Es de notarse en este trabajo que el silicio cristalino fue calentado en un rango de temperaturas
entre 1100°C < T < 1300 °C en H,, D, 6 mezclas de los dos gases, es decir, fue hidrogenado a
diferencia del experimento descrito antes en que el silicio fue bombardeado (implantado) y después fue
recocido. Este proceso de hidrogenacion incorpora relativamente poco hidrogeno en el silicio, a saber, 5 x
10" moléculas/cm’. También, es conocido que el tipo de crecimiento del silicio que es Czochralski tiene
boro y fosforo y carbén que estd en concentraciones abajo del limite de deteccion que es de 2 x 10"
particulas/cm’. El espectro infrarrojo fué obtenido con las muestras enfriadas a una temperatura de 10 K
Ahora, en la Tabla 2 (ver pagina siguiente) presentamos las frecuencias de los modos de vibracion
localizados del experimento de Pritchard et al . Al observar la tabla 2, notamos que en ella se afiaden
diferentes medidas experimentales hechas por los autores del trabajo mencionado y también muchas otras

realizadas por otros autores. A saber, las frecuencias V, (Si) en 3788.7 em.!y Vv, (Si) en 3730.8 cm.”
corresponden a frecuencias relacionadas con la molécula de hidrogeno pero unida a un atomo de oxigeno.
Estas medidas no son objeto de nuestra discusion. La frecuencia Vv, (Si) es la que a nosotros nos interesa




ya que corresponde a la frecuencia de la molécula de hidrégeno. Por supuesto aparecen también en el
mismo renglon las frecuencias de las moléculas de HD y DD. La tabla 2 también contiene: la frecuencia
de la molécula de hidrogeno en forma de plateletas, la frecuencia del hidrogeno molecular en arseniuro de
galio (GaAs), la frecuencia del hidrogeno molecular como gas y finalmente las frecuencias de la molécula
de agua (H,O). Como podemos ver asimismo en la tabla aparecen cocientes de las frecuencias y una
ultima columna adonde estos cocientes son corregidos por efectos de anharmonicidad en las vibraciones.
Entonces la frecuencia obtenida por primera vez en el experimento para el fonén localizado producido por
la molécula de hidrégeno en silicio cristalino es de 3618.3 cm.”’ y para los fonones localizados
producidos por las moléculas de hidrégeno-deuterio y deuterio-deuterio 3264.8 cm.” y 2642.5 cm.”
respectivamente.
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*Fig. 2 Espectro de alta resolucion de infrarrojo. En la figura mas alta se muestra la frecuencia
de hh en 3618.3 cm.”, en la de en medio se sefiala la frecuencia de hd a 3264.8 cm.” y la de abajo para
dd a 2642.5 cm.” en silicio cristalino, ésta grafica es parte de la que aparece en la referencia [4]. Las
lineas adicionales en (a) son debidas a la absorcion de moléculas de agua en la atmdsfera.

*La figura 2 es una modificacion de la Fig.7 que aparece en la referencia [4]. Se modificé asi para dar mas realce a las vibraciones producidas por el hidrogeno

molecular y sus isotopos en silicio cristalino ya que estas vibraciones son las que vamos a estudiar en ésta tesis.



i Vi 1’!191 i’nPl Vign / "[_m'B
(em™%) Y/ vip (em™) Yun/ Voo (em™) Yt/ Vo (corregido)
v, (Si) 3788.9 1.147 3304.3 1.191 2775.4 1.365 1.382
vy (Si) 37308 1.136 3285.3 1.210 2716.0 1.374 1.391
vy (Si) 16183 1.108 3264.8 1.235 2642.5 1.369 1.387
H, (Si)* 4158 2990 1.391 1.406
H, (Si)® 4157 1.145 3629 1.213 2991 1.390 1.405
H, (GaAs)® 3934.1 1.141 3446.5 A 2842.6 1.384 1.400
H, (gas)* 4161.1 1.146 3632.1 1213 2993.6 1.390 1.405
H,0 (gas)? 3756 1013 3707 1.330 2788 1.347 1.364
3657 1.341 2727 1.021 2671 1.369 1.386

Tabla Z Frecuencias (cm.-1) de los modos de vibracién en el infrarrojo para

los pares HH, HD, DD observados en

Las referencias de las notas gue siguen fueron corregidas. Nota:
Referencias [31y[14]. Le frecuencia Raman para le molécula HD no fue medida
antes. (b) Referencia[ﬁ3], {c) Referencia[gl. (d) Referencia[ﬁzl, {e) Valores
corregidos por la anharmonicidad.

el silicio cristalino. Ver referencial4].



Otro experimento hecho con espectroscopia Raman realizado por Leitch et. al.®) en 1998 y
reafirmado en 1999°, toma en entredicho los resultados del primer experimento mencionado de
Murakami, para volver a poner en evidencia la existencia de las frecuencias de HH y DD, sélo que entra
a discusion otra parte de la fisica que considera la formacion de las moléculas de hidrogeno molecular que
dependan de la temperatura. Lo que queremos decir aqui es que las medidas experimentales de Pritchard
et al. ® fueron realizadas a una temperatura de 10 K (baja temperatura). En cambio en el experimento que
estamos describiendo de Leitch et. al. ©® las mediciones Raman se hicieron a temperatura ambiente,
principalmente. Esta es la razon por lo que los valores de las frecuencias de los fonones localizados en los
dos trabajos difieren por aproximadamente 17 cm.”. Este corrimiento en frecuencia, debido al efecto
térmico por haberse hecho las medidas experimentales a temperaturas diferentes, tampoco va a ser
analizado en este trabajo. Sin embargo, es importante sefialar estas diferencias en las diversas medidas
experimentales para propodsitos de comparacion con los calculos tedricos. Se le dio un tratamiento de
plasma para poder meter el hidrogeno en el silicio, esto para lograr que exista una limpieza del cristal
amarrando al hidrégeno en la red del silicio, dando como referencia que para poder formar el hidrégeno
en el silicio en el tratamiento bastan temperaturas del orden de 150° C.

- 295 K :

T

Intensidad {(Unidades Arbitrarias)

| a 1
3000 33200

Corimientos Raman (cm-1)

Fig. 3 Espectro Raman a temperatura ambiente de Si:P (0.07£2CM ) después expuesto a un
plasma a 150° C por 3 horas. Curva (a) Plasma H,. Curva (b) Plasma D, y Curva (c) sin plasma. Longitud
de onda de excitacion del laser del i6n de argdén 488nm. Figura tomada de la referencia [5].

En la figura 3 se muestra el espectro Raman en el silicio expuesto a 150° C. El pequefio brinco a
3601cm™ se hace aparecer apenas para el plasma de HH [curva (a)]. No se muestra en el espectro
obviamente el largo pico a 4157cm™, el que corresponde al signo de HH asociado a otro tipo de
impurezas (hidrogeno en plateletas). La exposiciéon del DD resulta en un pico a 2622 cm™ [curva (b)]. El
largo pico a 2991 cm™ corresponde a la plateleta de DD. Ademés, la curva (c) muestra que esos picos no
se desarrollan, sino se construyen al exponer la red al plasma y no es posible la identificacion del pico en
HD, sino hasta que se trate el silicio en el plasma H2:D2, que no se hizo en este trabajo. Los resultados de
la Fig. 3 se resumen en la tabla 3, junto con los resultados reportados por Pritchard et al. para la molécula
de hidrogeno en silicio cristalino, por medio de lineas de modos de vibracion en el infrarrojo. Se dice que
con el decrecimiento de la temperatura se pueden obtener mejores frecuencias.



_ H, D; HD
Ll (cm 1) (cm'1) (cm™1)

Si (295 K) 3601 2622 [3]
Si (10 K) 3618 3]
Si (10 K) 3618.3 2642.5 3264.8 [2]
GaAs (77 K)  3934.1 2842.6  3446.5 6]
H, (gas) 4161.1 2993.6 36321 [65]

-

e m——

Tabla 3. Resultados presentados hasta el momento, frecuencias Raman para H; en el sitio T en
Siy GaAS, con el dato para H, en la fase gas. Esta tabla aparece en la referencia [5], por supuesto la lista
de referencias fueron modificadas apropiadamente.

Tenemos que hacer notar que el valor de las frecuencias Raman con este tratamiento ha
disminuido 500cm™, en comparacion con las frecuencias para la forma de gas (plateletas). La buena
correlacion con algunos datos tedricos predicen que las moléculas de hidrégeno tienen una posicion
intersticial en la forma tetrahedral, pero sin saber en que direccion vibran.

En esos dias en los que Leicht hizo su experimento, Pritchard et. al. 7, publicaron otro articulo
en el que hacen énfasis en la frecuencia de 3618.3 cm™ en el que presentan una explicacion de ésta debido
a la concentracion de oxigeno que se introduce para poder penetrar las impurezas de hidrogeno, ademas
dan luz verde para poder afirmar que las impurezas del hidrogeno se deben colocar en posicion intersticial
en el sitio tetrahedral, de este estudio sale paralelamente poder afirmar por primera vez en que direccion
podrian vibrar. El estudio méas profundo realizado por Pritchard et. al.”, en el que usan la técnica de
templado con las muestras, confirma las frecuencias para el HH en 3618 cm™con la molécula aislada en
un sitio intersticial en la red y alineamientos para la molécula en las direcciones <I111> y <110> para
poder explicar la actividad optica. Se considera entonces que la posibilidad de la alineacion de vibracion
de la molécula de hidrogeno es en la direccion <111> ya que en ésta direccion los momentos dipolares no
son cero y en cambio, para la direccion <100> el momento dipolar es cero, por lo que se prosigue a
realizar mas estudios a varias temperaturas para poder limpiar mas la matriz y asi definir con mas claridad
la posicion correcta. También la direccion del fondn localizado puede ser la direccion <110>. En
particular, para este trabajo de tesis no se van a calcular los momentos dipolares ni el coeficiente de
absorcion Optica, nosotros unicamente vamos a calcular las frecuencias de los fonones locales en silicio
cristalino, debidas a las moléculas de hidrogeno y sus corrimientos isotdpicos. Queremos mencionar aqui,
que en la literatura teodrica publicada sobre este tema que presentaremos adelante, tampoco se calcula el
coeficiente de absorcion Optica en general, sino solamente las frecuencias de los fonones localizados.

Posteriormente Zhou y Stalova ® hacen un estudio experimental en donde por medio de piezo-
espectroscopia dan una sugerencia en la cual afirma que la orientacion de la vibracion de las moléculas de
hidrogeno molecular es la direccion <100>. En este sentido el tratamiento de tensiéon uniaxial en
conjuncién con espectroscopia de infrarrojo prueban las propiedades de la molécula aislada de hidrégeno
molecular en silicio cristalino. Por otro lado, la vibracion de alargamiento de la molécula aislada de
hidrégeno intersticial en semiconductores, fue observada por primera vez en GaAs por espectroscopia
Raman ®, encontrando una frecuencia de 2934.1 cm™ (77° K), otra linea de H, que variaba de la anterior
por 8.2 cm™ fue medida también. De ahi, ellos llegan a la conclusion que la molécula de H, esta rotando,
puesto que se conoce que el orden de magnitud de la frecuencia de rotaciéon de una molécula es de
aproximadamente 8 cm™. Para el caso del hidrogeno molecular en silicio cristalino Zhou y Stalova
encuentran la frecuencia del fonon localizado en 3618.4 cm™ (4 K). El efecto por el estiramiento uniaxial
en la linea 3618.4 cm” se muestra en la figura 4. Este consiste en una no degeneracion del modo de
vibracion. La polarizacion depende del espectro y estd determinada por la direccion del momento de
transicion M para el modo de vibracion. Para el dato [100], en donde la componente es observada en una



direccion de polarizacion, predice que para ésta, la direccion <100> es la correcta. Para el dato [110]
aparecen un par de lineas en la direccion <110>y para [111] se piensa que no existe rotacion dado que se
presenta el momento de transicion estatico llegando asi a la contradiccion puesto que la direccion de
vibracion estimada por estos estudios es la <100> y en los estudios anteriores se mencionaron como
direcciones de vibracion la <111> principalmente y ocasionalmente en algun articulo la <110>. Este
trabajo de Zhou y Stalova incorpora dudas respecto a la direccion de vibracion de la molécula de
hidrégeno en el sitio tetrahedral del silicio cristalino. Nosotros aceptamos en este trabajo que
efectivamente en la direccion <111> no debe haber rotacion de la molécula. Esto serd aclarado mas
adelante.
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Fig. 4 Efecto de estiramiento en la linea de absorcion vibracional de 3618.4 cm.” asignada a la
molécula de H, en Si. La direccion de estiramiento, magnitud de estiramiento O y la direccion del vector
de polarizacion E para la luz incidente aparecen en la figura. Esta figura es copiada de la referencia [8].

Las frecuencias de vibracion para los fonones localizados medidas hasta ahora para la molécula
de hidrogeno intersticial en la literatura se resumen en la siguiente Tabla 4.



Moléculas

Matriz  (Temperatura) Espectroscopia H. D, HD Referencias
(em1) (em?1) (cmd)

Si (295 K) Raman 3601 2622 - Leitch et al.
[5]

Si (10 K) Raman 3618 - - Leitch et al.
[5]

Si (10K) Infrarrojo 3618.3 26425 3264.8  Pritchard et al.
[41,[7]

Si (4 K) Infrarrojo 3618.3 - - Zhou y Stalova

[€]

Tabla 4. Resumen de las frecuencias de vibracion reportadas para hidrogeno molecular en el sitio
T intersticial en silicio cristalino.

Los excelentes resultados del Raman y del infrarrojo a baja temperatura y temperatura ambiente
han mostrado la frecuencia del fonon localizado producido por la molécula de hidrogeno aislada
posicionada en el sitio intersticial en el silicio. Estos datos se van a comparar con los resultados tedricos
que se van a presentar aqui. Ahora, de todo esto los datos obtenidos de las espectroscopias Raman e
infrarrojo del hidrégeno molecular en el silicio cristalino expuesto al plasma, obligan a decir que las
moléculas del hidrégeno molecular se presentan en una posicion tetrahedral, en sitios intersticiales en la
matriz del silicio cristalino y la frecuencia de vibraciéon estd en un rango de 3601 cm.” para una
temperatura de 295° K hasta 3618 cm ' para una temperatura de 4° K. El efecto de la reduccion en 500
cm.” el valor de la frecuencia para la molécula de hidrégeno en silicio cristalino comparada con la del
hidrégeno gaseoso (4158 cm.™) representa un gran reto para mi el poder calcular ésta frecuencia
teoricamente. Estos son los resultados experimentales con los que comencé la tesis. Sin embargo, durante
la realizacion de este calculo encontramos nuevos resultados experimentales que se acoplaron mejor a los
obtenidos teéricamente. En lo que sigue haremos la resefia de éstos. Hasta el momento solo hemos
encontrado en los datos experimentales tres lineas para las frecuencias de vibracion de las moléculas de
hidrégeno y sus isétopos en silicio cristalino, dadas por 3618.3 cm.” para HH, 3265 cm.” para HD y
2642.6 cm.” para DD. Una busqueda mas exhaustiva de la literatura ' para este problema, me dio
informacion adicional de otras frecuencias de fonones localizados, debidas también a las moléculas de
hidrégeno y sus isotopos en silicio cristalino y también a otras frecuencias que aparecen en esos
experimentos en los cuales los autores no consideraron como relevantes. En este trabajo si tomaremos en
cuenta, tanto las presentadas por esos autores como las examinadas por nosotros en esos trabajos. Las
discusiones de los experimentos y los calculos tedricos estan totalmente fuera del alcance de nuestra tesis,
sin embargo, extracremos de ellas los resultados importantes que van a ser necesarios en nuestra
discusién. En lo que sigue trataré de dar cuenta de estos hechos. Primero en marzo del 2002 Chen et al. "
publicaron un articulo en donde mediante infrarrojo encuentran una nueva linea de absorcion para la
frecuencia de vibracion del HD en 3191.1 cm.™. En la Fig. 6 se muestran los cambios en la intensidad de
dos lineas de absorcion en 3265 cm.” y 3191.1 cm.™. La primera es la linea que ya mencionamos en los
experimentos anteriores para el HD y la segunda es la nueva linea para esta misma molécula. La
diferencia en frecuencia entre estas lineas es de 73.9 cm.”. Esta diferencia tan grande ellos creen que se
debe a que la molécula rota, pero, la medicién de rotacion de una molécula en particular para la de
hidrogeno es de 8 cm.™, por consiguiente vendria una pregunta obligada ;Por qué 74 cm™ , de la rotacion
de la molécula? También, ademas de la linea anterior ellos encuentran otra nueva frecuencia para
temperaturas de 293 ° K de 3425 cm.” solo que ésta no es de relevancia para su investigacion ya que no
creen que sea debida a la molécula intersticial de HD ni a ninguna de las demas mediciones. Aqui esta
linea si la incorporaremos en nuestra discusion. Ademas de ;En verdad rota la molécula o entran en
juego otro tipo de efectos fisicos? estas preguntas son muy importantes para este trabajo ya que son
motivo de la discusion que se hard conforme vaya avanzando nuestro trabajo y porque en esta tesis se
tratara de responder a las mismas.
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Fig. 6 Espectro de frecuencia en funcion de la temperatura para las lineas de absorcion de 3265
em.” y 3191.1 cm.” asignadas para la molécula intersticial HD en silicio. Nétese que existe un pequefio
corrimiento debido a las diferentes temperaturas. Las disminuciones y aumentos de las intensidades de las
lineas no seran motivo de nuestra discusion. Esta figura es la Fig.1 de la referencia [11].

En noviembre del mismo afio en Alemania Labrov y Weber '? presentan un estudio de estados
orto-para del spin nuclear en las moléculas intersticiales HH y DD en silicio cristalino. En este estudio
usando espectroscopia Raman encuentran dos lineas mas, estando éstas en 3627 cm.™ la linea para HH y
en 2645 cm.™ la linea ortho-DD respectivamente. Ver Figura 7.

La linea en 3618cm.™ estard asociada al ortho HH y la linea en 2642cm.” al para DD. Las
asignaciones de las lineas como ortho 6 para, se hacen en base a las reglas de seleccion de la dispersion
Raman y se checa con las razones de las intensidades de las lineas, obteniendo buen acuerdo con el
experimento. Proponen un modelo tedrico en el que el desdoblamiento de las lineas la asocian a la parte
anharmonica del potencial. Por otro lado y también en forma muy importante Lavrov y Weber mencionan
estudios de espectroscopia Raman hechos por Kitajima et al."* donde conducen su estudio a temperatura
ambiente. Este equipo observa una frecuencia de 3177 cm.” para la molécula intersticial HD pero para
Lavrov y su equipo, es una frecuencia que no creen que sea conveniente comparar con sus propias
mediciones ni con los demés reportes ya que asi como con la de 3425 cm.” se cree que no pertenecen a
frecuencias de los fonones de la red provocados por la molécula de hidrogeno en el cristal de silicio. Para
nosotros esta frecuencia de 3177 cm.” como la anterior de 3425 cm.” creemos que se deben asignar a la
molécula intersticial HD en el silicio cristalino. Esto serd vuelto a considerar al comparar los resultados
de nuestro calculo tedrico con los experimentos.
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Fig. 7 Espectros Raman para HH (arriba) y DD (abajo) expuestos en un plasma a 230 °C por 4
horas. Los espectros estan levantados en la figura para claridad. Ver Fig. 1 de la referencia [12].

b) MOTIVACION TEORICA

Paralelamente a los experimentos mencionados en la parte anterior de esta investigacion se han
hecho varios célculos teéricos, para poder obtener las frecuencias de los fonones localizados producidas
por el hidrogeno molecular en el silicio cristalino. Los diversos trabajos han propuesto distintas
direcciones para la vibracion de la molécula de hidrogeno. Todos los calculos asumen la posicion
tetrahedral en un sitio intersticial para las evaluaciones. En lo que sigue haremos un pequefio recuento en
forma cronolodgica y uniremos los resultados en las direcciones <100>, <010>y <111>. Un caso adicional
considerado es el de la direccion <110>. También en esta resefla vamos a desarrollar el material de una
manera muy suscinta como la hicimos en la parte experimental.

Durante 1997 algunos fisicos destacados hicieron varios estudios tedricos de hidrogeno en
semiconductores, algunos de ellos son Nakamura et. al.'> quienes en su primera publicacién sobre el
tema calculan los potenciales de las moléculas de hidrégeno en cumulos en silicio (SijoH;¢ son 10 atomos
de silicio con 16 de hidrégeno) con el método Hartree-Fock, dandose cuenta que el sitio tetrahedral para
la molécula de hidrégeno es un lugar estable. Ademas, calculan una frecuencia de vibracion para la
molécula de hidrogeno de 4470 cm.”. Este valor obtenido para la frecuencia lo comparan con los medidos
experimentalmente por K. Murakami et. al. @ y N. Fukata et. al."* en 4158 cm.™.
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Fig. 8 Perfiles de la energia potencial cuando el centro de masas de H, es desplazado del
potencial minimo en las direcciones <100>, <010> y <001>. Grafica tomada de la referencia [15].

La figura 8 muestra la energia potencial del centro de masas de H, desplazandose hacia el
minimo en las direcciones <1,0,0>, <0,1,0>y <0,0,1>, los valores obtenidos del calculo de las frecuencias
de los fonones se presentan en la tabla 5.

Método Frecuencia (cm~- 1-) H-H Distancia ( ;\) Ref.
HF/3-21G 4470 0.702 [15]
LDA/ Pseudopotenciales 2300 0.86 [19,20]
Experimento 4158 - [14,3]

Tabla 5. Parametros de H, en Si; Célculo Hartree-Fock (HF) y aproximacion de densidad local
(LDA). Tabla 2. de la referencia [15].

Este calculo lo hicieron Nakamura et. al."” usando estructuras geométricas para computadora
(Hartree Fock self-consistent field (SCF)) con teoria de split-balance basis set (3-21G), que mejoro los
calculos de las moléculas de hidrogeno. El calculo de H, en Si;oH;¢ también muestra que la molécula de
hidrégeno se amarra en un sitio tetrahedral y se encuentra a una frecuencia de 4500 * 45 cm. '
haciendo una comparacién con el experimento de Murakami et. al. de 4158 cm.™ . En este calculo no se
obtienen las frecuencias de los fonones localizados para los casos HD y D,. También se afirma que el
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valor para la frecuencia calculado antes por Van de Walle et. al."**” de 2300 cm.” est4 afectado por
errores numéricos. Notese bién que aunque el célculo realizado por Nakamura et. al."> es para la
molécula de hidrégeno amarrada en silicio cristalino, los autores lo comparan con el resultado
experimental de Murakami et. al.’), que es para hidrégeno en plateletas, es decir, como si estuviera libre
(o como en fase gaseosa).

También Nakamura et. al."® hacen un célculo de las frecuencias de vibraciéon con el mismo
método pero para elementos del grupo 1V (diamante, silicio y germanio), soélo que en éste, usan un
programa llamado GAUSSIAN94 (Molecular Simulation Inc.), obteniendo frecuencias de vibracion para
hidrogeno molecular (ver Tabla 6). Por otro lado, también llegan al mismo resultado; que las moléculas
de hidrégeno se colocan en el sitio tetrahedral, sugiriendo que la direccién de vibracion molecular es la
<100>.

Molécula de Hidrogeno (H2)
Constante de Red

Longitud de enlace  Frecuencia vibracional — w1
H] ) &_, \ Carga Mulliken AE ’ G R
(4] [em™1] eV]
Diamante 3.57 0.632 5333 0.312 6.53
Silicio 5.66 0.709 4423 0.003 =297
Germanio 5.82 0.712 4402 —-0.029 -3

Tabla 6. Parametros de la molécula de hidrogeno para calculos de cristales en el grupo 1V con
HF/3-21G. Tomada de la referencia [16] ahi es la tabla 1.

La frecuencia obtenida para el fonon del hidrogeno molecular en silicio cristalino es de 4423
cm.”. Esta frecuencia la comparan con el valor experimental de 4158 cm.”. Aqui podemos establecer las
mismas observaciones que en el caso anterior.

A finales de 1997 Okamoto et. al."” realizaron el célculo de las frecuencias de vibracion del
fonén local de hidrégeno molecular en Si, basandose en calculos de primeros principios con la
aproximacion del gradiente generalizado (GGA), asi como en la aproximacion de la densidad local (LDA)
en la teoria de la densidad de la funcional. En estos calculos se encuentra que la posicion tetrahedral en un
sitio intersticial para H, en Si, d4 que la frecuencia de vibracion del hidrogeno molecular muestra un
cambio descendiente sustancial comparado con el de la frecuencia de vibracion de la molécula como si
estuviera en el vacio (4158 cm.™), que se habia presentado unos meses antes pero que se comparaba bién
con los resultados obtenidos por Pritchard et. al.) (3618.3 cm.™) de espectroscopia infrarroja. Okamoto
et. al."” hacen un gran énfasis en los célculos de las frecuencias de H, en el silicio (Tabla 7), en especial
en la direccion <111>, en donde hay una frecuencia de 3363 cm.” obtenida con el método GGA y 3078
em.” con el método de LDA, lo que dirige la investigacion a estudiar la vibracién en esta direccion
<111>. Dado que en los experimentos se reporta una frecuencia de vibracion de la molécula de hidrogeno
en el silicio cristalino de 3618.3 cm.™, es en esta direccion donde existe una menor discrepancia de los
resultados obtenidos en este trabajo con el resultado experimental de Pritchard et. al..
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&E (eV) r, (A) v icm Ny Av{em™hH

LDA

{100} 0 0.829 3020 960
T(111) 0.003 0.825 3078 902
GGA

r{100) 0.002 0.800 3310 767
(1) 0 0.797 3363 714
Experimento (Ref. 3 ) 41358 2
Experimento (Ref. 4) 3618 542

Tabla 7 La energia total relativa(OE)obtenida por el LDA y GGA para la molécula de

hidrogeno molecular en el sitio tetrahedral dentro del silicio cristalino, También se muestran la longitud
de enlace (r.), la frecuencia vibracional (V) y la diferencia de la frecuencia

[A v =v(gas)— v(bulto)] de la molécula de H,. Tabla IV de la referencia [17].

El considerable corrimiento de la frecuencia del fonon localizado en este caso se adscribe a la
redistribucion de la densidad de carga alrededor de la molécula de H,. También mencionan en este trabajo
que en un calculo anterior hecho por Jones"¥, él obtiene descenso como ellos, en la frecuencia del fonon
localizado. Este descenso es de (906 cm™) que comparan con los que Okamoto et al'” obtienen de 767
em.’ y 714 ecm.! 6 960 cm.! y 902 ecm.” segun la direcciéon de la vibracion y del método de su
aproximacion. Un hecho notable aqui es que tampoco calculan los corrimientos isotdpicos con HD y D,.
Ni en el trabajo de Okamoto et. al."” ni en el de Jones"®. Sin embargo, debemos mencionar que éste es el
primer trabajo en donde un calculo de primeros principios se acerca al valor experimental obtenido por
Pritchard et. al.¥ en 3618.3 cm”. Como este valor se aleja mucho del otro valor obtenido en el
experimento por Murakami et. al.”’ de 4158 cm.™ entonces esto induce a los autores a sugerir que puede
haber diferentes formas estructurales para el H, en Si cristalino. Actualmente sabemos debido a muchos
mas experimentos y calculos tedricos que efectivamente esto sucede. Notese que el acercamiento en el
valor de la frecuencia es cualitativo.

Un afio mas tarde, Van de Walle?? realiza una investigacion donde sus célculos son basados en

la teoria de la densidad de la funcional y la aproximacion de densidad local (LDA), ademas, usa
pseudopotenciales abinitio para describir la organizacion de los atomos de los semiconductores y para el
hidrégeno usara el potencial de Coulomb. La molécula intersticial H, esta calculada en una supercelda de
32-atomos, siendo este tamaflo uno muy apropiado para extraer las propiedades de las moléculas
intersticiales. El célculo se hace a lo largo de la direccién <100> ya que se basa en la minima energia,
dado que para la direccion <111> existe una diferencia mayor en la energia de 0.01 eV. En la tabla 8 se
presentan los resultados del trabajo realizado para varios semiconductores, a saber, In As, Ga As, Ga P,
Ga N y Si. También se observan los sitios en donde se coloca la molécula de hidrégeno, asi como otros
parametros del sistema. El valor de 3396 cm.” para el fonon producido por la molécula de hidrogeno
intersticial en silicio, vibrando en la direccion <1,0,0>, disminuye mucho su valor del encontrado por
Murakami et. al. y se parece mas al valor experimental encontrado que es de 3618 cm.”. Una vez mas,
debemos notar que no se calculan los efectos isotdpicos, aunque si se incluye una correccidon por
anharmonicidad.
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Material a(A) Sitio p(T,)e /A ) AEV) d,(A) k(eV/A ) a(cm”) Aa(cm”)

Vacio 0 0 0.771 317 4135 0
InAs 6.08 T, 0.012 045 0.785 284 3917 -218
T/ 0.013 112 0.789 27.6 3856 -279
GaAs 565 T 0.015 08 0791 271 3824 -311
T/ 0.019 1.27  0.802 24.9 3750 - 385
GaP 543 T>* 0.019 096 0.798 255 3709 -426
T/ 0.021 1.18 0.792  26.6 3789 -346
Si 543 T, 0.023 0.80 0817 214 3396 -739
GaN 450 T 0.046 290 0.789 274 3847 -288
T 0.038 435 0.760 33.8 4271 -136

Tabla 8 Resultados de primeros principios para la estructura, la energia y las propiedades
vibracionales de la molécula de H, orientada a lo largo de la direccion <100> en sitios tetrahedrales en
diferentes semiconductores. Tabla 1 de la referencia [21].

Unos meses después Hourahine® y su equipo calculan las frecuencias de vibraciéon de la

molécula de hidrogeno molecular en silicio cristalino usando cimulos y la teoria de la funcional de la
densidad local publicada por ellos mismos **. Encontraron que la molécula es estable cuando esta
orientada a lo largo de <100>, <I11>, y <110>. Estas tres configuraciones son esencialmente adonde se
degenera la energia. Hourahine et. al. concluyen que la molécula rota, lo cual aqui no se va a averiguar ya
que ese es tema de otro trabajo, su trabajo se basa asimismo en energias minimas.

Cabe destacar, que todo lo anterior se hace en un sitio tetrahedral en una posicion intersticial, también se
hace un estudio encontrando constantes de densidad de carga interatomica, haciendo referencia ahora a la
direccion <110>.

Molécula Libre H-H H-D D-D
Calculo 4424 .8 3831.2 3128.9
Expt. Ref. [3,14] 4161 3632 2993
Molécula en el sitio T4

Alineacion H-H H-D D-D
[110] 3708.4 3217.1 2622.2
[111] 3713.0 32214, 3221.6 2625.5
[ 100] 3606.8 3128.6 2559.1
Expt. Ret. [4] 3618.3 3264.8 2642.5
Molécula en el vacio H-H H-D D-D
Calculo 4324.6 3745.9, 3743.8 3057.9

Tabla 9 Frecuencias tedricas calculadas y experimentales medidas (cm.™) de la molécula libre de
hidrégeno y moléculas atrapadas en silicio cristalino y sus isotopos con diferentes alineamientos. Tabla 1
de la referencia 22.
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La tabla numero 9, presenta el calculo de Hourahine y su equipo”, donde se muestran las
frecuencias calculadas para la molécula libre, los experimentos correspondientes a éste caso son: las tres
frecuencias para la molécula en silicio cristalino y sus corrimientos isotdpicos, las tres direcciones de
vibracion de la molécula y calculos para el caso de las moléculas de H,, HD y D, en las plateletas. Es
muy importante sefialar de este articulo: los dos valores para la frecuencia del fondn localizado con el
isotopo HD cuando la alineacién de la molécula es la <111>. En éste trabajo, se demuestra que los
desdoblamientos ortho-para no se deben de poder resolver experimentalmente, ya que los efectos del
campo cristalino son suficientemente fuertes para enfriar la rotacion molecular. Las direcciones <110>y
<111> son las adecuadas para la emision de la radiacion. Entonces se puede notar que en esta teoria se
desprende ademas de la frecuencia de H,, otras dos frecuencias de los isétopos llamados HD y DD, para
los cuales ya se encuentran reportadas las frecuencias de vibracion experimentales y ademas son motivo
de comparacion en ésta tesis.

Paralelamente Okamoto et. al.*¥, vuelven a realizar otro trabajo para obtener las frecuencias de
vibracion, usando calculos abinitio orbital molecular en donde examinan los efectos de la correlacion
electronica, los conjuntos base, el tamafo del cumulo y afiaden la anharmonicidad. Después de intensos
estudios en los que comparan sus calculos con los realizados por Nakamura et. al.">'%, llegan a la
conclusion de que los resultados obtenidos por éstos ultimos autores estan equivocados, ya que las
correcciones que ellos obtienen ahora, efectivamente disminuyen mucho el valor de la frecuencia
calculada por Nakamura et. al.">'®. Esto sugiere que como Nakamura et. al.">'® estaban comparando el
valor de la frecuencia con el obtenido por Murakami et. al.”) y no con el de Pritchard et. al.”), sus
resultados estaban en un error muy grande. Concluyeron solamente, que la frecuencia de la molécula de
hidrogeno molecular en el sitio tetrahedral dentro del silicio cristalino es de 275 cm.”, menor que el valor
de la frecuencia de la molécula libre. Aqui pondremos el valor de la frecuencia en 3883 cm.”, ya que en
el articulo de Okamoto et. al.*”, reportan una cantidad muy grande de los valores, segun las diversas
aproximaciones. Es de mencionarse una vez mas que no hacen calculos para los corrimientos isotdpicos.

En 1999 Van de Walle et. al.*”, siguen con la discusion de que el hidrogeno intersticial se pone
en un sitio tetrahedral, sin embargo, llegan a la conclusion presentando un estudio de primeros principios
como el anterior®, en el que las moléculas intersticiales tienden a colocarse en el sitio tetrahedral a lo
largo de la direccion <100>. La frecuencia obtenida para la molécula de H, es como la anterior de 3396
cm.”. Hacen también calculos de las frecuencias de la molécula de H, en otros materiales: In As, Ga As,

Ga P, y Ga N. Tampoco calculan los efectos isotopicos para ninglin caso.

Hourahine et. al.?® el mismo afio, realizan otro célculo de frecuencias usando el cédigo
AIMPRO teniendo resultados de 4385 cm.” para HH, 3796 cm.” y 3804 cm ™' para HD y 3101 cm ™' para
DD en la direccion <111> en plateletas, tomando en cuenta las frecuencias observadas de la
espectroscopia Raman, concluyen que el modo del hidrogeno molecular en el sitio tetrahedral intersticial
es la linea de 4158 cm.” y se debe a pequefios vacios producidos en el cristal en donde se encuentra la
molécula de H, y los cuales se producen por el tratamiento de plasmas.

Uno de los altimos trabajos hecho en 1999 es por unos coreanos Kim et. al.?”, donde él y su
equipo calcularon las frecuencias de vibracion para H, y Hy* complejo en silicio cristalino. Hasta ahora
todas las teorias anteriores las hemos presentado en forma muy resumida, lo cual puede dar al lector una
falsa impresion ya que son muy complicadas, sin embargo, en este caso vamos a transcribir del articulo de
Kim et. al.*”, el segundo inciso de su trabajo: “2. Método de Calculo”, para hacer notar un poco el estado
del arte en este tema: “Nuestros calculos estan basados en el método del pseudopotencial de primeros
principios dentro de la aproximacién de la funcional de la densidad local®. Los pseudopotenciales no
locales que conservan la norma, son generados por el esquema de Troullier y Martins®” y después
transformados hacia la forma separable de Kleinman y Bylander®”. La expresion de Ceperley-Alder para
el potencial de correlacion de intercambio es usada ®". Este potencial da longitudes de amarre mas cortas
para los dos amarres Si-H del complejo H,*, elevando las frecuencias vibracionales asociadas al H,
comparadas a las que se obtienen usando la féormula de interpolacion de Wigner. También llevamos a
cabo, calculos en la aproximacion de gradiente generalizado (GGA) empleando la forma PW91 de la
energia de correlacion de intercambio “?, y encontramos que las longitudes de amarre para el enlace H-H
de H, y el enlace Si-H del H,* decrecen ligeramente, mientras que las frecuencias locales de vibracion
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estan en mejor acuerdo con los experimentos. Las funciones de onda son desarrolladas en un conjunto
base de ondas planas con energia cinética de corte hasta 64 Rydbergs a lo largo de todo este trabajo.

Como la energia de corte es disminuida, hay una tendencia de bajar mas a las frecuencias
vibracionales. Con la energia cinética de corte de 64 Rydbergs, aseguramos que la energia total, longitud
de enlace y frecuencias vibracionales estén convergiendo bién. Empleamos una supercelda conteniendo
32 atomos hospederos, los cuales también muestran ser suficientes para calcular las frecuencias
vibracionales "®*". Al probar una supercelda mas grande de 64 atomos no encontramos diferencia en las
propiedades energéticas y estructurales de los complejos asociados al H. Para llevar a cabo la suma en la
zona de Brillouin de la densidad de carga usamos los puntos especiales E, los cuales fueron generados
desde un circuito Monkhorst-Pack ®® en la supercelda de 32 atomos, aunque solamente en el punto P en
la supercelda de 64 atomos. La minimizacion de la energia es realizada por el eficiente método de
relajamiento de Jacobi modificado ®* y la geometria atomica es optimizada calculando las fuerzas de
Hellmann-Feynman ©*.” De lo anterior podemos observar que los calculos de frecuencias de los fonones
localizados con estas metodologias son dificiles de realizar, sin embargo, nosotros solo extraecremos lo
esencial de los modelos para poder comparar los resultados obtenidos con los experimentos y entre los
diversos trabajos. Continuando con nuestro resumen Kim et. al.*” obtienen los modos normales de
vibracion diagonalizando la matriz dinamica. Para la impureza molecular H, en silicio cristalino
encuentran que la energia mas baja para la molécula es cuando ésta se encuentra en el sitio tetrahedral
vibrando en la direccion <100>. Para las orientaciones <110> y <111> la posicion de la molécula esta
ligeramente corrida del sitio tetrahedral. La diferencia de energia de las distintas orientaciones, es muy
baja de aproximadamente 0.01 eV. como se muestra en la tabla 10.

LDA GGA i
(:H 1o Expt..
Modos [100) ([110] (i11] [100] ([110] ([111] Cale
AE (eV mol™") 0 0.008 0012 0 0.008 0.011
dy—n (A) 0.813 0810 0.808 0.783 0.780 0.779
w (em™) Magnitud 3260 3556 3603 3643 3363 3618hc
3396Y
3708¢
long. displ. 494 513 688 699
hard trans. displ. 614 522
soft trans. displ, 301 522
hard angular vib. 500 389
soft angular vib. 379 389
hard twist 605 651
soft twist 369 417

B 7 P O R I R 7o

Tabla 10. Las energias relativas calculadas (AE), longitud de enlaces (dip) y frecuencias

locales de vibracion para la molécula de hidrégeno molecular en las orientaciones <100>, <110>y <111>
hechas por LDA y GGA son enlistadas y comparadas con otros céalculos y experimentos. Tabla 2 de la
referencia [19].

Los resultados son semejantes a los obtenidos antes, sin embargo, la orientacion de la molécula
sigue estando en controversia. Aunque la orientacion <100> no es infrarroja activa, los autores sugieren
que la molécula podria ser corrida del sitio tetrahedral por el efecto de campos que rompieran la simetria,
pero en este calculo no se encuentra ningun corrimiento del sitio tetrahedral para la orientacion <100>.
Que las energias relativas tengan un valor muy pequefio, sugiere que la molécula esta rotando pero hasta
la fecha en que se publico este articulo no se habian encontrado los efectos ortho-para de la molécula de
H, en silicio cristalino. Un hecho muy claro en este trabajo, son una gran cantidad de fonones con bajas
frecuencias que aparecen en el calculo y que no se han medido experimentalmente. Finalmente, una vez
mas haremos notar que los autores no calculan tampoco los efectos isotopicos con las moléculas HD y D,.
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En la siguiente tabla vamos a colocar los resultados mas destacados de los diferentes calculos
teoricos que hemos presentado.

Direccidn
Matriz Molécula <1,0,0> <1,1,1> <1,1,0> Referen
(cm-1) (ecm-1) (cm-1)

Si H2 2300 [19.20]
Si H2 4470 [15]
Si H2, 4423 [16]
Si Hz 3310 3363 (171
Si H2 3561 [18]
si H> 3396 [21]
Si H2 3606.8 3713 3708.4 [22]
Si HD 3128.6 3221.4,3221.6 3217.1 [22]
Si D2z 2559.1 2625.5 2622.2 [22]
Si H2 3396 [25]
Si H2 4385 [26]
Si HD 3796,3804 [26]
Si D2 3101 [26]
Si H2 3260,3556 3643 3603 271

494 513 699 688

605 651 522 614

369 417 522 301

389 500
388 379

Tabla 11 Resultados teoricos presentados hasta el 2000 y que hemos analizado en la motivacion
teorica.

Se da uno cuenta que los resultados tedricos no satisfacen las expectativas de sus autores ya que
no coinciden con los resultados experimentales. Ademas de que los tedricos como ya se dijo no calculan
sus corrimientos isotopicos. La direccion de vibracion de la molécula también es controversial ya que
hacen los calculos en direcciones de vibracion de la molécula diferentes, unos aseguran que se coloca en
la direccion de vibracion <100> y otros en la direccion <111>, y algunos mas afirman y proponen la
direccién <110> por cuestiones fisicas. Los valores mismos de las frecuencias estan muy alejadas de los
resultados experimentales, la mayoria de los autores obtienen la frecuencia de un solo fonoén localizado y
debemos recordar aqui que en la motivacion experimental mencionamos hasta ocho frecuencias de
fonones localizados. Por otro lado, debemos notar que un calculo teérico obtiene hasta 20 frecuencias de
fonones, estando la mayoria muy alejadas de las frecuencias medidas en los experimentos. De la misma
manera que presentaremos la recopilacion de los resultados tedricos en la tabla 11 vamos a construir una
analoga para los resultados experimentales que discutimos en la parte de la Motivacion Experimental.
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Moléculas

Matriz Tempetratura Espectroscopia e e b2 Referencia
(em Y  (em )  (emT)
Si 400 K Ram an 4158 2990 [3,15]
Si 10K Infrarrojo 3618.3 3264.8 2642, 47
Si 295 K Raman 3601 2622 [5,6]
Si 10K Raman 3618 (5,61
Si 4K Infrarrojo 3618.4 (8]
Si 4-73K Raman 3265 [11]
Si 23-73K Raman 3191.1 111]
Si 203 K Raman 3425 111
Si 95 K Raman 3627,3618 26452642  [12]
Si 295K Raman 3177 [13]

Tabla 12. Frecuencias de vibracion experimentales recopiladas hasta el 2002. Se marcaron las
frecuencias que se van a usar en este trabajo que son ocho.

Esta tesis se ha basado en trabajos hechos hasta el 2002, en donde aparecen ya no tres
frecuencias (HH, HD, DD), sino 6 frecuencias 2 para HH, 2 para HD, 2 para DD experimentales. Estos
resultados se presentan en la tabla 12 de esta motivacion. Cabe destacar que en la tabla anterior hay 6
frecuencias pero como mencionamos anteriormente aparecen 2 frecuencias mas para la molécula
intersticial HD. Estas ultimas frecuencias se dijo no se toman en cuenta por sus autores, ya que segun sus
puntos de vista no son frecuencias producidas por los fonones. Para nosotros éstas frecuencias si son de
relevancia porque creemos que si son producidas por los fonones e incluso podemos llegar a pensar que
son para la molécula de DH, ya que en la red no puede haber simetria, este hecho lo vamos a mostrar mas
adelante. Como las frecuencias medidas son muy cercanas pero distintas en este trabajo las que vamos a
comparar con nuestros resultados tedrico estan subrayadas.

INTRODUCCION

En los experimentos presentados anteriormente se estudia el coeficiente de absorcion dptico
infrarrojo 6 el corrimiento Raman. En esas graficas se observa la forma de la curva, su ancho y su altura.
En éste trabajo solo se va a calcular la frecuencia del fonon local, debido a la impureza de hidrégeno
(deuterio) 6 hidrogeno-deuterio. Para poder entender la fisica del problema de los fonones localizados en
el caso de hidréogeno molecular en silicio cristalino, se debe partir de la idea de poder calcular las
frecuencias de vibracion de los modos localizados en redes cristalinas. Los quanta de esos modos son las
energias de las particulas cuénticas del solido, que son los fonones y que tienen las frecuencias de los
modos "), Estos fonones son importantes, ya que contribuyen entre otros efectos a la capacidad calorifica
del cristal, pero también a interacciones con otras formas de energia, dispersan electrones y por lo tanto
son causa de la resistividad, entre otros muchos efectos en los cristales. Sin embargo, a nosotros nos
interesa la modificacion de estos fonones y la interaccion de ellos (ya modificados) con el campo
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electromagnético cuantizado, es decir, con los fotones. Este proceso se da en la absorcion infrarroja, el
efecto Raman es otro proceso fisico que aqui no vamos a describir, estd descrito con todo detalle en la
literatura y remitiremos al lector a ella®®.

Como mencionamos anteriormente, vamos a calcular las frecuencias de los fonones locales
producidos por la impureza molecular en silicio cristalino. Para eso, ahora describiremos brevemente el
fenémeno fisico. La impureza de hidrogeno en el cristal de silicio produce modos normales de vibracion
localizados, los quanta de energia de estos modos, son las energias de los fonones localizados. Al incidir
la radiacion electromagnética sobre el cristal dopado, excita un fonén del bulto del cristal que esta en un
estado de energia bajo y lo convierte en un fonén localizado que tiene una energia mas alta, éste fonon
excitado después se desexcita y emite el foton correspondiente. La forma de la desexcitacion, también es
muy complicada y no la vamos a considerar aqui. A nosotros tan solo nos interesa que los experimentales
nos den los valores de las energias de los fonones localizados y seran éstas energias las que calcularemos
aqui en ésta tesis. En ésta introduccion vamos a calcular las energias (frecuencias) de los fonones
localizados, pero sabemos que esas frecuencias son las mismas que las de los modos localizados 2.
Ahora, mas que calcular las frecuencias de todos los fonones del bulto del cristal, nos interesa calcular las
frecuencias de los fonones localizados que se producen por efecto de la imperfeccion, que seran las
mismas que las de los modos localizados que se producen en la red por efecto de la imperfeccion. Esto
esta demostrado en la literatura ® y lo vamos a usar aqui, de tal forma que presentaremos primero la
forma como calcular las frecuencias de los modos vibracionales de la red y después como se modifican
éstos al introducir una imperfeccion para poder calcular las frecuencias de los modos vibracionales
localizados. Una red cristalina, esta constituida por 4tomos que a su vez contienen electrones y nucleos
atomicos. Todas estas particulas estan en interaccion, pero hay que separar los movimientos electronicos
de los movimientos nucleares, para ello, tenemos que usar primero la aproximacion Born-Oppenheimer
(12 ¢ aproximacion adiabatica, que nos permite separar el movimiento de los electrones de el de las
vibraciones de la red (ntcleos de atomos acoplados moviéndose en potenciales efectivos). Para los
nucleos de los atomos, los electrones les proporcionan el campo de fuerzas en el que se van a mover de
forma tal, que aqui empezaremos la descripcion de nuestro sistema de esta manera.

Se empezara a explicar como se encuentran las frecuencias de las vibraciones de una red
cristalina usando la mecanica clasica. Primero se muestra la parte fisica y matemadtica de redes muy
simples como es la de una red infinita con masas iguales (red monoatomica) y fuerzas atomicas iguales
continuando con otra red con masas diferentes (red diatomica) y fuerzas atdmicas iguales ademas de la
red con las mismas masas solo que diferentes fuerzas interatomicas (red tipo diamante), obviamente
cristales limpios. La descripcion fisica que se usa en estas tres redes, es puramente con mecanica clasica.
Cabe destacar que nosotros vamos a calcular frecuencias de fonones en donde entra la pregunta ;Porqué
mencionar un calculo clésico, si el estudio de fonones es puramente cuantico? Esto es, porque en el
capitulo siguiente se demostrara que si se hace el calculo para una o dos particulas en este tipo de
problemas usando la mecanica cuantica, llegamos a que las frecuencias cuanticas y clasicas son las
mismas, y por simplicidad, dado que éste resultado se puede generalizar a una red de una infinidad de
particulas como lo mencionamos antes "***), se usara aqui un tratamiento clasico. En éstas redes limpias,
encontraremos todas las frecuencias de los modos del bulto del cristal, los modos son ondas que se
desplazan a todo lo largo de la red. Sin embargo, es conocido®” que al incorporar un dtomo diferente o
mas en general imperfecciones en la red limpia, se producen los modos localizados con frecuencias que
aparecen en las regiones prohibidas de las frecuencias de los modos del cristal limpio y con
desplazamientos de los atomos que se localizan en la region alrededor del atomo impureza. Como en éste
trabajo, vamos a calcular las frecuencias de los fonones localizados que se producen por una molécula de
hidrégeno en silicio cristalino, queremos mostrar primero de forma muy sencilla, como se producen estos
modos localizados y como se calculan sus frecuencias.

Asi que para finalizar, escogeremos un red de las tres anteriores, a saber, la red monoatomica de
masas iguales y fuerzas interatomicas iguales, y con una impureza o defecto. En éste caso, el defecto es
substitucional, esto es, se cambia la masa de un 4tomo y se pone en ese lugar la impureza (el otro 4tomo).
El calculo se hara en una dimension, pero la técnica puede generalizarse a tres dimensiones. Para las redes
limpias en las dos primeras seguiremos el trabajo de Quinn %, y para la tercera aqui presentaremos
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resultados obtenidos antes“”. Estos ultimos resultados fueron obtenidos primero siguiendo técnicas

heuristicas (1978) y después con el método de diferencia finita (1980). Por otro lado para la red con
imperfeccion la mayoria de la formulacion presente es la realizada por A. A. Maradudin®", que sigue un
trabajo original de Montroll y Potts “?. El calculo que aqui presentaremos, es el que aparece en el libro de
Paterson . Este mismo calculo de la frecuencia de los modos localizados en una red lineal, también ha
sido presentado en el libro de Taylor “Y usando una formulacién desarrollada por Dyson. Otra
formulacién de la funcion de Green para el mismo problema, ha sido publicada por Prato y Condat “?. La
red monoatémica de fuerzas entre atomos iguales y con la impureza isotdpica, también ha sido resuelta
con los métodos heuristicos de la onda reflejada®® y la matriz C*” y finalmente en, forma analitica de
forma muy sencilla® con el método de diferencia finita *”. En nuestro trabajo, no sélo es una impureza,
sino dos, ya que es una molécula de hidrogeno y en una red tipo diamante, por si fuera poco la impureza
no es substitucional sino intersticial, en lugar de cambiar masas se le agregan dos atomos. Este célculo lo
haremos con Mecanica Clésica, pero aun asi, se tendra que usar una técnica matematica mas poderosa que
la Funcion de Green y que se llama el método de Diferencia Finita “%.

A)LA RED MONOATOMICA

Para las redes consideradas en esta introduccion, el modelo que seguiremos asume a los atomos
como particulas con masas y cargas puntuales. El nimero de atomos en la red sera infinito por facilidad y
la red sera unidimensional. En tres dimensiones, la introduccion del concepto de red reciproca, permite la
simple identificacion de varios planos e interplanos espaciados en las estructuras de un cristal. Usando
esto, es posible relacionar los hechos geométricos de la difraccion de rayos X con las construcciones
geométricas que dan origen a las celdas unitarias de las redes reciprocas, las llamadas zonas de Brillouin.
Un rayo de radiacion electromagnética se puede representar con un vector de onda. O sea, la radiacion
monocromatica que va desde el origen en la direccion de incidencia y de longitud 277 veces el reciproco
de la longitud de onda del haz. Cuando la longitud de onda y la incidencia del rayo a un conjunto de
planos del cristal cumplan con las condiciones de reflexion, un vector de onda del haz termina sobre la
superficie del plano perpendicular bisector de un vector de la red reciproca y esas superficies definen las
zonas de Brillouin. Muchos de estos fenomenos que acontecen en la quimica y la fisica del estado sélido,
se pueden describir con términos similares.

Las vibraciones de la red, muchas veces se pueden encontrar en la literatura ejemplificadas como
ondas en la red, entonces las amplitudes de la onda fisicamente representan los desplazamientos de los
atomos o iones de su posicion en reposo. Como a los desplazamientos atomicos se les pueden asignar
diferentes ondas con longitudes de onda diferentes y por lo tanto nimeros de onda distintos, vamos a
restringir el valor de los numeros de onda a la primera zona de Brillouin. Considere las ondas
longitudinales que pueden representar alguna vibracion de los a&tomos de un modelo de red monoatoémica
en una sola dimension. Las amplitudes de los posibles modos de vibracion, pueden ser representados
como en la figura A.1 En ésta se muestra que los desplazamientos de los puntos de la red para
movimientos de la longitud de onda 4@ y 2@ son distintos, pero no hay diferencia entre las longitudes

5a y 3a de la onda en términos de la amplitud de onda de los puntos de la red.

La longitud de onda critica, tiene un solo valor para la descripcion de las vibraciones de la red y
ocurre en A =24, esto es, cuando el vector de onda termina sobre la primera zona de Brillouin de esta
estructura del modelo en una dimension
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Fig. A.1 Movimientos longitudinales en la red unidimensional que son desplazamientos que se
presenta a lo largo del eje vertical, pero que en realidad, los desplazamientos son sobre el eje horizontal
de la red como se muestra en la Fig. A.2. Figura 1.23 de la referencia [39].

A.1) EL CRISTAL PERFECTO

Vamos ahora a realizar el estudio de la dinamica de esta red sencilla. Recordamos que estamos
usando la mecanica clasica*, de tal forma que para facilitar este andlisis sencillo de los 4&tomos sobre los
sitios de la red que tienen masas iguales (ver figura A.2), hacemos las siguientes suposiciones: vamos a
considerar solamente interacciones a primeros vecinos. Para calcular la fuerza sobre cualquier atomo
desplazado de su posicion de equilibrio, que es proporcional al desplazamientote la particula, se debe
obedecer la ley de Hooke. La constante de esta fuerza la denominaremos K.

Si Si : si =
S a,, @y a,__14. S
e - O = = . -
n-1 n n+l

Figura A.2 Red monoatomica con una infinidad de 4tomos representando al atomo y sus
primeros vecinos asi como sus desplazamientos @, constantes de fuerza K y masas iguales.

*El caso Mecéanico Cuantico de este problema, est4 tratado de manera clara y en forma muy elegante, usando segunda cuantizacion
en de Llano ®® También esta analizado en las ref. [43] p. 58, [51] p.13 y en [1,2].
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Las ecuaciones de movimiento de todos los atomos de la red son semejantes y seran
representadas por una de ellas. A saber, la ecuacion de movimiento para el &tomo n que se construye
usando la segunda ley de Newton es de la siguiente forma:

d’a,

m
dt?

= I<(a‘n—1 - an) + K(am—l - an)

= K(an—l + an+] - 2an) (1)

En (1) m es la masa de los atomosy &, ,, &,,y &,,, son los desplazamientos de las particulas

designadas con los numeros n-1, n, n+1. Las ecuaciones (1) son un nimero infinito de ecuaciones
diferenciales-diferencias finitas acopladas, que vamos a resolver en forma heuristica, proponiendo como
solucion para ellas la siguiente:

a, =4 exp[—i(;(x — a)t)] )
Substituyendo la ecuacion (2) en la ecuacion de movimiento para el sistema (1) tenemos:

ma’a, exp[—i(yx—awt)] =

K {al exp[—i(yX—ot)]exp(—iy)+a, exp[—i(yX—at)]exp(iy)—2a, exp [—i(;{X - a)t)]}

Que al simplificar da la siguiente relacion
a
me* = 4K sen?| 22 3)
2
en donde hemos usado que

1—cos X =sin’*(x/2) “)

Vamos a reescribir la ecuacion (3) asi:

@ = (4—Kj sin’ (Z—aj ®)
m 2

Recordamos que y es el nimero de onda reducido, el cual en términos de la longitud de onda se
escribe como:

*Nota: y en realidad no es una variable continua, como se podria pensar al observarla en la ecuacion (2), mas bien depende del
indice n y es igual a na, donde a es el parametro de la red, sin embargo, con esto en mente seguiremos la notacion de la ref. [21].
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Fig. A.3 Relacion de dispersion para la ecuacion (5) de las frecuencias de las vibraciones de la
red monoatdémica en una dimension, incluye interacciones a primeros vecinos. Figura 1.24 de la ref. [39].
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La ecuacioén (5) es la relacion de dispersion entre la frecuencia y el nimero de onda y (longitud
de onda L) y su grafica se muestra en la Fig. A3. Esta relacion de dispersion, muestra claramente que la
solucioén tipo onda (2), asigna a cada frecuencia dos ondas con numero de onda de magnitud igual, pero
con diferente signo, es decir, son ondas que viajan en direcciones opuestas. La velocidad de las ondas en
la red es funcion de la longitud de la onda. Las frecuencias permitidas para las ondas en esta red
monoatémica, estan contenidas en una regiéon que toma como valor minimo cero y como valor

maximo 2, /— , como se observa en la Fig. A3. La region de frecuencias por arriba de éste maximo, no
m

esta permitida para los modos de la red limpia. Este hecho serd muy importante en el caso de los modos
localizados ©7*¥. A la region permitida, se le denomina la rama acustica de los modos normales de
vibracion en esta red. La velocidad de fase c es:

c=— (©6)

Que resulta ser variable. Y la velocidad de grupo segiin Smith ©**? es:

- do

v =22 7
"= dy ©)

El vector de onda, se incrementa desde cero con frecuencia cero, hasta la frecuencia maxima
permitida dada por:
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T
para el valor maximo de y £—.

En la region de energias mas bajas 6 frecuencias mas bajas, el seno del angulo se aproxima al
angulo mismo y en ese caso @ es una constante miltiplo de . Este es el rango donde el sélido se puede
considerar como un medio homogéneo y a las frecuencias altas la velocidad de fase esta limitada por el
maximo en @ y dado que la velocidad de grupo es una funcién coseno, la velocidad de grupo y la
velocidad de fase se hacen cero en los limites de la zona de Brillouin. Esto corresponde a la formacion de
ondas estacionarias y significa que bajo vibraciones forzadas, la red monoatémica limpia no puede
transmitir frecuencias arriba del valor de la maxima frecuencia. Esa region de frecuencias, se denominara
como la region de frecuencias prohibidas para la red limpia como mencionamos antes. Esta formacion de
ondas estacionarias checa con el resultado intuitivo, en el cual la difraccion de Bragg debe ocurrir para
cualquier onda en la red con vector de onda, terminando en los limites de la zona de Brillouin. En una
dimension las ondas que inciden y se reflejan, viajan en direcciones opuestas a lo largo de la linea de
puntos que forman estas ondas. Si a esta red infinita, le agregamos un limite en el numero de particulas
usando algunas de las condiciones a la frontera conocidas para este proposito, restringiriamos el niimero
de frecuencias al nimero de particulas N. En el caso de la condicion ciclica, los limites de la condicion
ciclica restringen el nimero de posibles modos de vibracion. El nimero maximo de modos de vibracion
para N particulas en una dimension, es N. Entonces, la relacion de dispersion de la Fig. A.3 es de forma
casi-continua, y solo muestra una serie de puntos discretos. Sin embargo, la diferencia de frecuencias y la
energia entre los posibles tipos de vibracién son pequefias, y por eso una representacion continua es
posible.

B) LA RED DIATOMICA

En comparacion con el apartado anterior, ahora la diferencia sélo se nota por los dos tipos
diferentes de atomos (ver figura B.1).

K K ;
Na > a Na - a
—& g e e 4
a/2 a/2 a/2

(m-1)a+p mao ma+p (m+1) &

Figura B.1 Se representa una red diatomica con dos masas diferentes (Cl, Na) y constantes de
fuerza K iguales. La red sigue siendo de un numero infinito de 4tomos.

Existen moléculas donde pueden convivir dos atomos y tener una constante de fuerza entre ellos,
en el articulo A), se estudié la red monoatomica con el fin de ir progresivamente estudiando las redes,
hasta llegar a la que se estudia en este trabajo y asi poder de una manera mas clara, llegar al tipo de
calculo con el que se analiza el problema general de ésta tesis.
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Hay dos casos relevantes para una celda con dos atomos, el primero es mas simple, su red de
Bravais tiene dos atomos idénticos, un ejemplo claro de ésta, es una estructura hexagonal de
empaquetamiento cercano y el segundo en donde la red contiene particulas alternas de diferente masa y/6
carga, que es el caso de la estructura del cloruro de sodio. En ambos casos hay cambios en el espectro de
vibracion. En la Fig. B.2 se muestra la estructura del cloruro de sodio. Ademas, la red en una dimension
con dos masas diferentes esta representada en la figura B.1.

Fig. B.2 Estructura del cloruro de sodio. Tomada de la ref. [53] estd en la Pag. 76.

En una red monoatdmica, las vibraciones estan representadas por una funciéon armonica simple,
sin embargo, en una red diatdbmica o multiatdmica, las varias diferencias de fase posibles entre las
componentes armonicas de las funciones que describen los movimientos de todos los atomos de la red,
dan origen a modos posibles de vibracion extras. Estas nuevas vibraciones, en las cuales los atomos se
mueven en direcciones opuestas en los sitios vecinos y para las cuales la presencia de atomos de diferente
masa resulta en un cambio en el centro de masa de la molécula, son ligeramente reactivas a la radiacion y
asi conocidas como modos en la rama Optica*. Ya dijimos antes, que las vibraciones analogas de la red
monoatomica, estan en la rama de la acustica. El modo de vibracion actstico, esta relacionado por la gran
contribucion vibracional al calor especifico de los solidos ©?.

(a) w‘ y

(b)

© == s

b

(d) J \/"

Fig. B.3 Modos de vibracion de tipo acustico y oOptico para una red unidimensional. El
desplazamiento horizontal del movimiento se ha representado como vertical. Como ambas figuras son
parte de una misma perturbacion @y y son las mismas. (a) y (b) ondas separadas, (c) y (d) ondas

resultantes para cada caso. Figura 1.25 de la referencia [39].

* El caso Mecanico Cuantico de la red diatomica unidimensional aparece en las referencias [1] y [2].
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En la Fig. B.3, se ilustran amplitudes de desplazamiento de los modos de vibracion acusticos y
opticos para una red diatomica en una dimension, ambas, como funciones separadas que corresponden a
los diferentes desplazamientos de los dos tipos de particulas, y también, como una sola onda que pasa a
través de todas las particulas. Dado que ambos tipos de vibracion pueden ser estimuladas por la misma
longitud de onda, ésta es mantenida constante en la Fig. B.3.

B.1) EL CRISTAL PERFECTO

En el modelo unidimensional de la red diatdmica, se pueden elegir dos tipos de atomos idénticos
en la linea, espaciados May Ma+ P (ver figura B.1), donde M corre desde 1 hasta N (nimero de

atomos de la red) con un limite de periodicidad, esto es, como en el caso de la red monoatéomica, pero con
atomos extra a una distancia [P para cada punto de la red. O alternativamente, como en la estructura del

cloruro de sodio, ocupando un sodio y un cloro, con una distancia inter-ionica de @/ 2 . En ese modelo, el
ntimero de particulas es de 2N . Nosotros en ésta tesis resolveremos el caso N — o0

Para este modelo, vamos a considerar que la fuerza entre ellas es la misma y de tipo Hooke, de
manera que usando (1), podemos escribir las ecuaciones de movimiento para los dos tipos de particulas de
la forma siguiente:

m13:2n = K(aZn—l +a,,, —23.2n) )

m,d,,,, = K(azn +a,,,, _2a2n+1) (10)

La constante de fuerzaK entre M, y M, es la misma, por ser las mismas fuerzas atomicas y se

va alternando a lo largo de la linea entre las masas M, y M, de la red. Para las ecuaciones (9) y (10),

existen soluciones de la forma de la ecuacion (2) y se pueden expresar como:

a,, =&, exp[-i(2nxD — wt)] (11)

a,,,, =b exp(-i[(2n+1)x D — wt]) (12)
Donde c’:llyb1 son las maximas amplitudes de desplazamiento de las ondas, describiendo los
desplazamientos de las particulas de cada tipo y D es la distancia para la particula espaciada a/2. La

substitucion de las ecuaciones (11) y (12) en las ecuaciones (9) y (10), conducen a las dos ecuaciones
homogéneas siguientes:

(M’ —2K)a, +2bK cos(kD) = 0 (13)

2a,K cos(xkD)+(m,m* —2K)b, =0 (14)
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Después, haciendo la substitucion:

2cos(kD) =exp(ixkD) +exp(—ixD) (15)

se obtiene el siguiente determinante para @,y b1 y las dos ecuaciones tienen solucion no trivial, so6lo, si los

coeficientes del determinante son cero:

ma’ —2K 2K cos(xD) 0

2K cos(kD) m,w” —2K (1
De (16) obtenemos
(Mm@’ —2K)(m,w” —2K)— 4K’ cos’ (kD) =0 (17)
que se puede escribir como
mm,o* —2KM;} —2KM? +4K?* —4K* cos* (kD) =0 (18)
6 también de la siguiente forma
o' —20)2K(L+L]+ 4K sin’(xD) =0 (19)
m m, ) mm,

quedando finalmente, la relacion de dispersion para las frecuencias de esta red diatdmica de ésta manera:

2
sinz(;(D)} (20)

En la tabla B.1.1 se presentan los valores criticos de @ como funcion del nimero de onda Ky
se comparan con los resultados de la red monoatomica. La relacion de dispersion se puede graficar de
muchas maneras que se muestran en la figura B.4.
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Tabla B.1.1 Valores particulares de la frecuencia angular @, para las vibraciones de una red en
una dimension de NaCl en funcién de K. @ + es la suma de la funcion (20), @ - es la diferencia. Tabla
1.6 de la ref. [39] debidamente corregida.

En la Fig. B.4(a), la zona reducida es adoptada. Pero para el caso de la red, solo necesitamos que
K esté en el rango de la primera zona de Brillouin, ésas son las que tienen significado fisico. La figura
B4 (b), de la zona extendida, fue usada para construir la figura anterior B.4(a), sumandole
apropiadamente el vector G de la red reciproca al vector kK, para la representacion de la rama optica. La
representacion en la zona periddica corresponde a la Fig. B.4(c).

@)

/
\

(b)

——— —— A —— — T W] T —

|

©

2
a

-
[
+
R o e

Fig. B.4 La relacién de dispersion para la red diatdmica lineal en la aproximacion a primeros
vecinos, con masa de a&tomos m; y m, de la ecuacion 20, (a) en el esquema de la zona reducida, (b) en el
esquema de la zona extendida, (c) en el esquema de la zona periddica. Figura 1.26 de la ref. [39].
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Un hecho muy importante para nosotros, se observa claramente en la Fig. B.4(a). No solamente
aparecen dos ramas de frecuencias para los modos vibracionales en esta red, sino que aparece una brecha
prohibida de frecuencias para los modos en este tipo de red, esta brecha prohibida esta entre la rama
acustica y la rama optica. Como en la red monoatémica también se tiene la brecha prohibida que esta
arriba de la maxima frecuencia del cristal perfecto. Estas brechas prohibidas son muy relevantes en el
estudio de los modos localizados en estas redes. Un estudio muy completo de los modos en esta red
pueden encontrarse en la referencia [52] y también en la referencia [54].

C) LARED TIPO DIAMANTE

Existen otros tipos de moléculas en las cuales podemos tener particulas idénticas pero con
diferente constante de fuerza y también con diferente configuracion y por lo tanto simetria, éstas son las
llamadas redes de forma de diamante (Fig. C.1).

Como vamos a estudiar las vibraciones de la red en la direccion <111>, solamente vamos a
construir una red unidimensional en esa direccion semejante a las mencionadas. A diferencia de las otras
redes, aqui se presentan dos constantes de fuerza K y K . En las anteriores solo teniamos una. Note que
esta red tiene también particulas idénticas cuya masa es M . Los modos de vibracion en esta red, van a
cambiar de tal manera que por ser una sola masa o mas bien masas idénticas, se perderan las formas que
se habian obtenido en el segmento anterior y aparecen otras muy semejantes.

Como lo mencioné antes, uno de los ejemplos mas conocidos de éste tipo de analisis, es el cristal de
silicio (Fig. C.1) en la direccion <111>.

Fig. C.1 Red de forma de diamante (silicio). Tomada de la ref. [53] esta en la Pag. 76.
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La red a lo largo de la direccion <1,1,1> la podemos representar de la siguiente manera:

m m K m m K m m K m
g £ B © k e o k ® @
: aj2 +a/2-
n(a/2) n(a/2)+p

Fig. C.2 Red monoatdmica tipo diamante con una infinidad de atomos de la misma masa M y

dos constantes para las fuerzas entre los atomos K y K . Esta figura fue tomada de la ref.[55].

C.1) EL CRISTAL PERFECTO

Para este modelo de red de diamante *en la direccion <111>, se puede elegir, como se ha estado
haciendo, dos tipos de atomos idénticos en la linea, espaciados Nay Na+ P donde N corre desde 1

hasta N, con una distancia inter-iénica por celda de@/2. En éste modelo, el nimero de particulas

también es de 2N y la Gnica diferencia en este analisis son K y K, las cuales representan las
constantes de Hooke de las dos fuerzas sobre la masa m que existen en este tipo de red en la direccion
mencionada.

Para éste modelo como se usaran dos fuerzas, siguiendo la ecuacion (2), se pueden deducir las
ecuaciones de movimiento para las dos masas con particulas idénticas, quedando la forma siguiente:

=Ka, , +Ka

ma 2n-1

2n

2ka,, 1)

N+l

ma

2n+1

=Kka,, +ka,,,, —2Ka

2n+1

(22)

donde se consideran solo 2N particulas. Para las ecuaciones (21) y (22) existen soluciones de la forma
de la ecuacion (1) que se pueden expresar como:

a,, = a,exp[-1(2nxD — at)] (23)

a,,,, =b exp(—i[(2n+1)xD — wt]) (24)

donde 8, y b1 son las amplitudes de las ondas, describiendo los desplazamientos de las particulas de

cada tipo en el mismo punto y D es la distancia de la inter particula espaciada a/2 .

*La solucion general para éste modelo de red usando el Método de Diferencia Finita fue obtenida en la Ref. [55]. En la seccion 2.3.1
del segundo Capitulo se documentara todo su estudio. El caso Mecanico Cuantico de la red de diamante unidimensional aparece en
la ref. [56].
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La substitucion de las ecuaciones (23) y (24) en las ecuaciones (21) y (22), conducen a las dos
ecuaciones homogéneas siguientes:

(me” —2k)a, +2bK cos(xD) =0 (25)

2a,k cos(kD) +(mw” —2K)b, =0 (26)

Ahora siguiendo el mismo procedimiento que antes y haciendo uso de la misma relacion anterior
ecuacion (15)

2cos(xkD) = exp(ixD) + exp(—ixD) (27)

Se tienen las dos ecuaciones que tienen soluciéon no trivial, sélo, si el determinante de los
coeficientes alybl es cero:

Mo’ -2k 2K cos(xD) 0

) (28)
2k cos(xkD) me” -2K
O el siguiente sistema:
(Mew* —2k)(Mw® —2K) —4kK cos’* (kD) =0 (29)
m’w* —2Kmae’ — 2kme” + 4FF, —4kK cos’ (kD) =0 (30)
Y larelacion de dispersion para la frecuencia en forma sencilla como*:
0)4—2w2[K+kj+4kIZ<sin2(KD)=0 €2))
m m

En los limites de la zona de Brillouin, la red diatomica en cualquiera de las representaciones,
presenta dos rangos de frecuencia prohibidos, son evidentes los modos opticos y acusticos en la relacion
de dispersion de la frecuencia como funcion del vector de onda, la energia prohibida similar, abre un
boquete (la brecha prohibida de energia), que se encuentra en la relacion de dispersion de energia del
vector de onda, para las regiones de energia correspondientes.

*Esta relacion de dispersion para la frecuencia de los modos vibracionales fue obtenida por primera vez en la Ref. [55]
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En una red poliatomica, cada atomo adicional en la unidad de la estructura, introduce otra rama
en la relacion de dispersion, separada por un hueco de energia prohibida de las otras ramas del espectro.
Se obtienen las soluciones casi idénticas del andlisis de las posibles vibraciones, de la red de particulas
idénticas con dos posibles constantes de fuerza.

La ecuacion andloga a las ecuaciones (5) y (20) en este caso es

1

2
sinz(KD)} (32)

2
oo KK (K] +K2j 4K K,
m m m’

En la Tabla C.1.1 se presentan los valores de las frecuencias de los modos vibracionales para las
orillas de las ramas en esta red.

R f@ 0
H

9 & |E

iy M

Tabla C.1.1 Valores particulares de la frecuencia angular @ para las vibraciones de una red tipo
diamante en funciéon de kX, @,, es la suma de la funcién en la ecuacién (32) y @_ la diferencia.
Tomada de la ref. [55].

En el limite de constantes de fuerzas iguales y desplazamientos P =a/2, o de masas iguales
en la red de NaCl, el analisis se hace idénticamente a la red de la monoatémica simple, pero con la mitad

VA T
del espacio interatomico. De (32) definimos @, para K =0y K=—y @_ para K=0y K=—_.y
a a

obtenemos de (32) de los valores de:

. = (33)
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w = {QK T (34)
—,K:—
m a

En la Fig. C.2.(a) se adopta la zona reducida el rango de K sera el de la primera de Brillouin,
como en el caso de la red diatomica, los casos (b) y (c) son representaciones en la zona extendida y la
zona periodica respectivamente

t
{
|
1
1 Aciistica
r
}
i
{

(b)

|
:
i
|
)
!
|
|
!
1
I
[
|
|
|
I
I
|
|
L
'
|
)
t
j

e

|

|

=]

[

+
B | o e e e

2
a

Fig. C.2. (a) Esquema de la zona reducida para los modos Opticos y actsticos en el caso especial,
cubierto por la ecuacion (32). (b) Esquema de la zona extendida usando las zonas de Brillouin
convencionales, determinadas por la red escogida con espacio a. El esquema mas realista es tomar en

cuenta el efecto de la distancia interatdmica de separacion /2 y usar la primera zona definida por

(—27/a)a (+27/a). Esto lleva un modo aclistico y a un modo 6ptico como se esperaba. Figura
tomada de la Ref. [55].
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El esquema de la zona reducida para este caso especial, se muestra en Fig. C.2. Las bandas
Opticas y acusticas estin degeneradas en la Zona de Brillouin con limites & = (7 /@), determinada por

la red que tiene espacio @ (De hecho la red monoatomica tiene un espacio de @/2). Esto se enfatiza en
el esquema de la zona extendida para la parte Brillouin, dividida en zonas, que se muestra en la Fig. C.2
(b). Se encuentra la relacién de dispersion exacta para la red monoatémica con periodo @/2, dentro de
la primera zona de Brillouin dividida en zonas correspondientes, a ésta opcion de red. Manteniendo la red
espaciada al valor @, que se introdujo; con esto se obtiene la proyeccion del plano de deslizamiento en el
eje x, partiendo en dos la red espaciada y extinguiendo los vectores de G, que son multiplo impar del
vector de la red reciproca escogida de magnitud eficazmente (277/a).

La zona agrandada que se puede escoger libremente en el ejemplo unidimensional por el cambio
de vector de la red, tiene importancia en las estructuras periddicas bidimensionales y tridimensionales.
Alli la presencia de planos de deslizamiento o rotaciones de la carga, puede requerir un cambio en las
zonas de Brillouin, dividida en el tamaiio a lo largo de las direcciones que corresponden a la accion de
éstos funcionamientos de simetria, que en la proyeccion, alteran los espacios de la red eficazmente. El
resto de la zona de Brillouin en tales casos, estd inalterada por la presencia de los elementos de simetria
complejos. La zona agrandada es conocida como la zona Jones (Jones 1960)°".

El uso de la zona Jones evita las degeneraciones que aparecen en el vector de onda 6 vector de
onda de frecuencia en la zona de Brillouin sobre la zona de las caras, debido a la presencia de elementos
de simetria complejos.

Un ejemplo importante de la zona Jones surge en la estructura de diamante, con el grupo del
espacio Fd3m. La celda unitaria convencional cubica centrada en la cara se muestra en Fig. C.3. El
elemento de simetria complejo importante, es el plano de diamante con la componente del

plano(a/4) (e, +€,+€,). La zona de Brillouin, es la celda de Wigner-Seitz, de la red reciproca
centrada en el cuerpo definida por las bisectrices perpendiculares al plano de los ocho posibles vectores
de G de magnitud (2\/5)(7[/ a), junto con las bisectrices perpendiculares a los seis planos de los

vectores de G de magnitud 477/a . Este segundo conjunto de planos, trunca las esquinas del octaedro
regular formado con el primer conjunto de planos exclusivamente. La proyeccion de diamante, sin
embargo, extingue simplemente estos vectores de la red reciproca, dado que esta efectivamente dobla la
periodicidad de puntos de la red en proyeccion, sobre los tres ejes mayores. La zona de Jones, entonces,
es el octaedro regular de la Fig. C.3.(b)

Fig. C.3. (a) La estructura de Diamante, la celda cubica centrada en la cara, con ocho atomos por
unidad cubica, el espacio celular Fd3m de grupo; dos atomos por unidad de la estructura, por ejemplo en

la direccion <0,0,0>y (a/4,a/4,a/4). (b) La zona de Jones para esta estructura, permite extincion de

los vectores de la celda de magnitud reciproca (47 /).
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D) RED CLASICA CON DEFECTOS

Resumiendo lo que hemos presentado en esta primera parte de la introduccion de manera
general, sefialaremos que hemos calculado las frecuencias y las formas de los modos de vibracion de tres
redes unidimensionales. En todas las redes, aparecen regiones de frecuencia prohibidas para los modos de
los cristales perfectos. Ahora, continuaremos nuestra presentacion seleccionando una de estas redes, pero
con una imperfeccion en ella y vamos ha mostrar un hecho muy significativo, que es la aparicion de
modos que se llamaran localizados, debido a que sus formas se alejan mucho de las formas de los modos
del cristal perfecto y ademas, sus frecuencias correspondientes aparecen en las brechas prohibidas de
frecuencia del cristal limpio. Asi, como las soluciones a las redes limpias que han aparecido hasta ahora
son muy sencillas en su célculo, las soluciones para las redes con imperfecciones, resultan muy
complicadas. Como adelantamos en esta parte, seguiremos el trabajo presentado en el libro de
Patterson®?).

Para adentrarnos a lo que queremos, se seguira con una pequefia aproximacion en este trabajo, es
decir, seleccionaremos una red con un numero infinito de atomos y apenas un defecto sustitucional, digo
apenas un defecto, ya que el célculo de la tesis es con dos defectos y en posiciones intersticiales. El
modelo de red infinita que vamos a usar, es la red monoatémica de masas iguales y con interacciones
iguales hacia ambos lados, éste modelo, lo hemos descrito a partir de la pagina 24.

La mayoria del material en esta seccion, se derivd hace muchos afios por el sefior Rayleigh, sin
embargo, en lo que nosotros presentamos, se muestran las técnicas mas modernas (las funciones de
Green). Aunque el calculo se hara en una dimension, la técnica puede generalizarse a tres dimensiones.
La mayoria de la formulacién presente es la que exhiben A. A. Maradudin®”. Ya hicimos referencia a
que éste mismo céalculo, también es presentado en el libro de Taylor”, usando una formulacion
desarrollada por Dyson. Otra formulaciéon de la funcion de Green para el mismo problema, ha sido
publicada por Prato y Condat®”. La primera formulacion de este problema con la funcién de Green en
occidente, fue hecha por Montroll y Potts“?. Sin embargo, el estudio moderno de la vibraciéon de una red
cristalina con defectos usando la funcion de Green, empezo6 con Lifshitz®® en 1945 aproximadamente. Un
método matematico diferente, el método de diferencia finita®” ha mostrado como obtener la solucion a
este problema en una forma analitica, sin recurrir a soluciones heuristicas®®. Por otro lado, Schaefer®”
mostrd experimentalmente por primera vez, que estos modos locales existen en la naturaleza al medirlos.
Schaefer examino la absorcion infrarroja de iones H™ (impurezas) en KCI.

En esta seccion, la palabra defecto se usa de una manera mas bién especializada, el unico defecto
considerado, sera el atomo que substituiremos con masa diferente en algun atomo del cristal organizado.
Haciendo referencia a la figura A.2 y a la ecuacion (1). Si en esta ecuacion (1), eliminamos la parte

temporal y escribimos los maximos desplazamientos alrededor de la posicion de equilibrio &, por U, .

Esta ecuacion se podra escribir definiendo un operador P tal que:

pu, =@’mu_ +K(U,,, —2u +u_ ) (35)

n+1

en donde U, es la maxima amplitud de vibracion del 4tomo n, con la masa m y frecuencia @ . Para una

red perfecta (en la aproximacién armoénica del vecino mas cercano con K = Ma, /4 = constante del

resorte),

pu, =0 (35°)
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Esta es la ecuacion que resolvimos antes para obtener las frecuencias del cristal perfecto
ecuacion (1). Si ahora, el cristal tiene uno o mas defectos, siempre pueden escribirse las ecuaciones que

describen las vibraciones resultantes en la forma siguiente:

pu, = Z d.u, (36)

k

Por ejemplo, si hay un atomo defecto de masa m’ en n = 0 y si las constantes de resorte no

cambian, entonces

d, =(Mm-mHw’s’s, (37)
m m m' m m
Si Si Si Si
R . :‘ Uy, 4’_ ¥ . u, +14. HERL
K K K K
n-1 n n+1l

Fig. D.1 Red infinita con una masa m’ (o defecto) substitucional en la posiciéon n=0.

La ecuacidn (36) se resolvera con la ayuda de las funciones de Green. La funcion de Green (Gyy,)

para este problema se define por

PGy = Oy (38)
Para motivar la introduccion de Gy, es Util demostrar que una solucioén a (36) esta dada por
u, = anldlkuk (39)
Ik
Dado que P opera sobre el indice nen PU,, tenemos

pGnI = Z pGnIdIkuk
Ik
= Z5nldlkuk
Ik
= Zdnkuk
K

y entonces (39) es una solucion formal de (36).
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El préoximo paso es encontrar una expresion explicita para Gy, Como antes, si suponemos que
nuestra red tiene un niamero finito de atomos que llamaremos N, en donde N es un niimero constante y
para eso hemos usado la condicion de frontera ciclica podemos escribir:

N-1 :
exp {@(M - n)} (40)

Como Gy, estd determinada por la red y se estan usando las condiciones ciclicas, debe ser
posible hacer un analisis de Fourier de la Gy,.:

N-1 H
Gy, =ﬁZ g, exp{%(lvl —n)} A1

$=0

De la definicion de P , nosotros podemos escribir
.S 5 .S
pexp[zmﬁ(M — n)} = mexp[ZmW(M — n)}
.S . S . S
+y {exp{brl W(M -n-— l)} - 2exp[27zl W(M - n)} + exp{Zm W(M -n+ 1)}} (42)

Para probar que se pueden encontrar soluciones de la forma (41),se necesita s6lo sustituir (41) y
(40) en (38). Se obtiene

| 2 .S
WZSZO gs(a) mexp[Zmﬁ(M —n)}
. S . S .S
+7{exp{2mﬁ(M —-n —1)}—2exp[2mﬁ(M —n)}+exp{2mﬁ(M —n+1)}}
= iZN’l ex 27rii(M -n) (43)
N 50 P N
Operando en ambos lados de la ecuacion resultante con

> exp{—%ﬂ(l\n - n)s}
S€ encuentra
> 0 {@'ms; —2K 87 [1-cos(27s/N) [} =" &7 (44)

Asi G de la forma (41) se ha encontrado con tal que

1 1

= = 4
maw’ —2K(1-cos(27s/N)) ma’ —4Ksin® (zs/N) @

9
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(60)

Por (41), Gy, s6lo es una funcion de M - n, y puede ser probado ™ qué Gy, s6lo es una funcion

de | M — n| . Asi es conveniente definir

G,, =G, (46)

n

Donde|:||\/| —n|20.

Es posible encontrar una expresion mas conveniente para G| . Primero se define

M’

2K

cosp=1- 47)

Entonces para una red perfecta en la region permitida de frecuencias, la cual fué obtenida en la
seccion A.1 tenemos:

4K
0<w’ <@} =—
m
» 4K y
La @, = —— esta definida en la ecuacion (8).
m
Por (47) tenemos que
ma’
1>1- >-1 (48)
2K

Asi cuando @ es real en (47), @ se restringe al rango definido por (48). Con esta definicion, se
puede demostrar que una expresion general para las G's es*

1
" 2Ksing

(cot N2¢ cosnNg + sin|n| ¢j (49)

El problema de un defecto masa en una red lineal puede resolverse ahora. El cambio relativo en
la masa m, estara dada por € al definido de la siguiente forma

e=(M-m')/m (50)
y usando (37) y (39), se llega a
u, =G,mea’u, (51)

Poniendo n = 0 en (51), usando (49) y (47), se tiene (suponiendo U, # 0, esto nos limita a

modos que no son antisimétricos)

1 2M=emcg2 =2eK (1—cos¢)
G, cot(Ng/2)
sing
cot(N¢/2)_e(1 cosf)

*La derivacion de Gn aparece en la referencia [41] y las referencias citadas ahi.
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N¢ ¢

tan——=-¢€tan E (52)

. 2 . .
Me gustaria resolver para @ como una funcién de €. Esto puede encontrarse a través de ¢

como funcion de € usando (52). Para € pequeiia, se tiene

pe)=p0)+22 e 53
08 e=o
De (52)
#(0)=27s/N (54)

Diferenciando (52), se encuentra

de 2
o
Esecz N_¢% = tanngEsec2 QQ
2 2 oe 2 2 2 oe
. % _ tan(¢2/ 2) (55)
Oteo (N/2)sec’(N¢/2),.,

Combinando (53), (54), y (55), se puede encontrar

gl %+%tan%5 (56)

Por consiguiente, para € pequefia, se puede escribir

27s  2e s

cos@ll cos| — +—tan—
N N n
27s 2e s . 2mxs . 2e s
=C0S——CO0s| —tan— |—sin——sin—tan—

N N N N

27s  2e 7S . 27S
[l cos—— ——tan—sin——

N N
2z7s 4e . , 7S
=COS————SIn" — 57
N N

Usando (47), se tiene
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, 2K 27s 4e . , xS
o ~—/|1l-cos——+—sin"— (58)
m N N N
, , a0
Usando la formula del angulo mitad Sin 5 = 5(1 —COoS (9) , se puede reformular (58) en la forma
. TS e
o=, |sin—|| 1+— (59)
N N

Se pueden hacer varios comentarios fisicos sobre (59). Como se not6 antes, si la descripcion de
los modos de la red estd dada por modos simétricos (alrededor de la impureza) y por modos
antisimétricos, entonces este desarrollo es valido para los modos simétricos. Los modos antisimétricos no

pueden afectarse debido a que en ellos U, =0 siempre, sin importar entonces que la masa del 4tomo en

U, sea lo que sea. Cuando M >M', entonces € > 0 y todas las frecuencias (de los modos simétricos) se
corren hacia arriba.

Cuando M < M', entonces € <0 y todas las frecuencias (de los modos simétricos) son corridas hacia
abajo. Cuando N — o0 que es el caso que nos interesa, el cambio de la frecuencia de todos los modos

dado por (59) es despreciable. Realmente, cuando N — 00, hay un modo para el caso € >0, que
cambia en la frecuencia por una cantidad no despreciable. Este modo es el modo localizado que produce
la impureza. La razén por la que no hemos encontrado ese modo aun, es el que no hemos permitido a la

@ definida por (47) ser compleja. Recuerde, ¢ real solo corresponde a modos cuya amplitud no

disminuye, es decir, son modos periodicos y son llamados los modos del bulto. Con las impurezas, es
razonable buscar modos cuya amplitud cambie. Por consiguiente como es razonable buscar modos cuya

amplitud cambie, entonces aceptamos que ¢ =77 +1Z (¢ = 7 corresponde al modo de frecuencia més
alta perturbado). Entonces de (52), se obtiene:

tan(%(;rﬂz)j:etan%(ﬂﬂz) (60)

Dado que tan(A+ B)=(tan A+tanB)/(1—tan Atan B), entonces como N — o (y
permanece un numero par), se obtiene

(Nn isz iNz .
tan| —+—|=tan— =1 (61)
2 2 2

También

tan[fﬂ_izj _sin(z/2+iz/2) _ sin(x/2)cos(iz/2)
2 cos(/2+1iz/2) sin(zz/2)sin(iz/2)

iz . Z
= —cot— = +icoth— (62)
2 2
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Combinando (60), (61), y (62), tenemos
Z
ecoth 5 =1 (63)

La ecuacion (63) puede resolverse para Z para asi obtener

1+e
Z=In— (64)
1-e

Pero

cos ¢ = cos(z +1iz) = cosw cosiz

= —%(exp Z+exp—12)

1+¢€°
=— e (65)
por (63). Combinando (65) y (47), se encuentra finalmente
2
w
®* = 1 i (66)
—€

La ecuacion anterior es la frecuencia de un modo localizado como funcion de la masa del &tomo
substitucional impureza m’. De acuerdo a lo anterior el modo con frecuencia dada por (66) puede ser

considerablemente corrido atn cuando N — c0. La amplitud de la onda, también puede estimarse.
Combinando los resultados previos y permitiendo N —> o0 | se encuentra

v i i
N (m—m)wj(l—e) B n(l—ej
u =(- < u. =(-1 — u 67
=) T 5 Tae ) D 0 (67)

Este es de verdad un modo localizado porque su amplitud, ecuacion (67), se extingue cuando se
va fuera de la impureza. También la frecuencia de este modo localizado, ecuacion (66), aparece en la
region de frecuencias prohibidas para los modos del cristal limpio. Obviamente la frecuencia del modo

/K
localizado, es mayor que la maxima frecuencia del modo del bulto del cristal @, =2,[— ecuacion (8)
m

de la seccion A.1. Entre menor es la masa de la impureza, la frecuencia del modo localizado crece. Como
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la frecuencia del modo localizado aparece por arriba de la maxima frecuencia de los modos del bulto, a
éste modo se le llama en la literatura, modo local. Recordemos ahora que las frecuencias de los fonones
(modos) locales, que vimos en la motivacion experimental, obtenidas en los experimentos realizados son
frecuencias muy altas y que se encuentran por arriba de la maxima frecuencia de los fonones (modos) del
bulto del silicio cristalino. En esos casos, las frecuencias son originadas por la impureza molecular de H,
en el cristal. Un comentario muy pertinente en éste momento es sefialar que hemos presentado aqui la
solucién de un problema de muchos cuerpos con N grande y N — o0, y que hemos logrado obtener esta
solucioén de manera analitica usando el poderoso método de la funcional de Green (6 funciones de Green).
Al principio de ésta introduccion, dimos referencia de las diferentes técnicas con éste método usadas para
obtener las solucion del problema que aqui fue presentado. Sin embargo, debemos mencionar que en la
literatura, so6lo se han podido resolver en forma analitica, problemas con unas cuantas imperfecciones y en
muy pocas redes cristalinas*. Para nuestro caso, tenemos una molécula de H, en un sitio intersticial en
silicio cristalino, es decir, impurezas en sitios intersticiales. Hasta ahora, el método de la funcional de
Green para éstos casos, no ha sido desarrollado (parece ser que no es aplicable). Pero aun mas, para la red
que vamos a usar al calcular las frecuencias de los fonones localizados en éste trabajo no hay ninguna
funcion de Green publicada para ella en la literatura, lo cual nos conducira a realizar el calculo, usando
una nueva técnica matematica “?, que ha sido publicada para salvar las dificultades arriba mencionadas.
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CAPITULO 1

El proposito del primer capitulo de este trabajo, consiste en calcular las frecuencias de los
fonones localizados descritas en los antecedentes debidas a la incorporacion de una impureza de
hidrogeno molecular en una posicion tetrahedral en un cristal de silicio, usando una teoria molecular
propuesta recientemente y aplicada en el calculo de frecuencias de fonones localizados en
semiconductores y halogenuros alcalinos “". Como este modelo molecular es muy sencillo
aprovecharemos primero para mostrar como en un calculo clasico y en un calculo cuantico de la vibracion
de un atomo sometido a una fuerza tipo Hooke la frecuencia de vibracion es la misma. Haremos dos cosas
principalmente; primero se exhibira como se estudia el problema cuantico de la vibracion de una particula
sometida a una fuerza de Hooke. Después, se describird de manera cualitativa y semicuantitativa como
extender este tema para obtener las frecuencias de dos, tres y cuatro particulas con la misma masa y
sometidas a fuerzas tipo Hooke entre ellas.

Enseguida incorporaremos dos masas extrafias y calcularemos los cambios en las frecuencias de
las vibraciones localizadas en este sistema. Al final presentaremos de manera resumida la aplicacion de
éste modelo “? al calculo de las frecuencias de los fonones localizados que produce el hidrogeno
molecular en silicio y a sus corrimientos isotdpicos. En este caso el modelo molecular que nosotros
usaremos para el calculo de las frecuencias (4 masas atdmicas), no da como resultado las frecuencias de
los fonones localizados que se miden experimentalmente en el silicio cristalino, sin embargo, por
facilidad en este trabajo a estas frecuencias también las llamaremos frecuencias de los fonones
localizados que se producen en la “red”.

Antes de todo debemos notar que las frecuencias de los atomos tienen un mismo valor si se
obtienen con fisica cldsica 6 con mecanica cuantica, en otras palabras se demostrara que las frecuencias
de Newton o de la fisica clasica son las mismas que las de Schrédinger o de la mecanica cuantica. Para
esto resolveré primero el oscilador armoénico con la mecanica clasica (Newton), posteriormente
trataremos el mismo problema con la mecanica cuantica (Schrodinger).

*Para un recuento de tales problemas consultar de la ref. [49]; L.Andrade, J.Phys.: Condens Matter, 1, 2163(1989). También en éste
trabajo se presenta una recopilacion bibliografica de todas las técnicas matematicas usadas en la literatura para calcular las
frecuencias de los modos localizados en este tipo de redes.



MODELO MOLECULAR
1.1 EL OSCILADOR ARMONICO. MECANICA CLASICA.

En este primer ejemplo del capitulo, se estudia un sistema de gran importancia practica, pero
cuyo tratamiento matematico es de complejidad menor que las redes consideradas en la introduccion. Este
sistema, el oscilador armoénico, sirve como una base para construir un modelo 1til para el tratamiento
vibracional de los atomos en las moléculas y en los solidos, y es un asunto de gran interés para los
dedicados a la espectroscopia como un medio para obtener la informacién fundamental sobre la estructura
molecular de las moléculas y los cristales. Para nosotros, el modelo molecular, sera el primer modelo en
el que calcularemos las frecuencias que produce la molécula de hidrogeno en el silicio cristalino. Este
modelo molecular es un modelo muy elemental, pero tiene incorporados a €l los efectos que se observan
en los experimentos descritos en la motivacion experimental, que son los efectos isotopicos, a saber como
cambian las frecuencias de los fonones localizados al cambiar las masas de las imperfecciones.

Y
A

Fig. 1.1 Movimiento arménico simple, descrito por el punto X, cuando el radio vector de longitud
r, rota en el plano xy alrededor del origen con velocidad angular constante. Fig. que aparece en la ref.
[62]. Ahi es la Fig. A.7.

Empezaremos con una breve revision del tratamiento clasico de la cinematica del oscilador
arménico®®. Considere un radio vector de médulo r que lleva a cabo la rotacion planar, alrededor del
origen con una velocidad angular uniforme @ (vea Fig. 1.1). La proyeccion de la punta de este vector
sobre el eje x describe un movimiento periddico, el cual es llamado movimiento armonico simple.
Refiriéndose a Fig. 1.1, se ve que el valor instantaneo de la proyeccion x para cualquier t es

X, =rcosd (68)



Como la velocidad angular @ esta dada por @/t ,1a Eq. (68) llega a ser

X, =rcoswt (69)
El punto X; tiene la velocidad instantanea
X, = —orsinot (70)
y la aceleracion
X, =—®’r cos wt (71)

La substitucion dercoswt (69) en (71), lleva a la ecuacion diferencial del movimiento
armonico, a saber,

X +o’x =0 (72)

Note que esta ecuacion es idéntica en forma a la ecuacién dependiente del tiempo de la cuerda
vibrante, también a la de un movimiento periodico, el cual es armdnico. De la ecuacion anterior, se puede

ver que la aceleracion dividida por el desplazamiento es igual a la constante —@" . Puede decirse que esta
condicion, proporciona una definicion de movimiento armonico.

Si el punto X; estd asociado con una masa m, su energia cinética se da por la expresion dindmica

1
T=—mx’ 73
5 M (73)

La fuerza que actia sobre la masa m es, usando la 2" ley de Newton

F =mX (74)
Y sustituyendo (72) en (74)
F=-mao’x,

Cuando se escribe la velocidad angular como @ =27 fo, donde fo es la frecuencia del

movimiento, la fuerza se vuelve
F =-47z°mf,*x = -Kx, (75)

donde K = 47Z2I”|’1f02 es conocida como la constante de fuerza (0 la constante de la ley de Hooke). La

constante de fuerza K, es la fuerza por unidad de desplazamiento que tiende a restaurar la particula a la



posicion de equilibrio X, = 0. Aqui es conveniente recordar, que estamos discutiendo el movimiento de

un atomo de masa m, moviéndose alrededor de una posicioén de equilibrio, de manera que tenemos que
detenernos a volver a decir que estamos en aproximacion Born-Oppenheimer, es decir, la fuerza aplicada
a la masa m, tiene su origen en los electrones atomicos y en la dinamica cuantica que son los que
producen ese efecto sobre la masa. La energia potencial esta dada por

_ % 1
V=—£WWX:KL)MX:EKﬁ (76)

y la funcion Lagrangiano del sistema es

. . | TR
LOGX) =T )=V 00) = ZmX; ——Kx (7

La ecuacion de movimiento del sistema con el Lagrangiano (77) se vuelve entonces
mX, + Kx, =0 (78)

La solucion de (72) 6 (78) y su estudio clasico, son muy conocidas y pueden ser revisadas en las
referencias siguientes [65]. Aqui solo queremos remarcar que, de acuerdo con lo anterior, la velocidad
angular uniforme del movimiento periddico en la masa m, que asignamos como ®, esta conectada con la

frecuencia f0 =2— del movimiento armonico simple. El valor de velocidad angular en éste
T

movimiento es @ =, |— . Note, que éste valor de la velocidad angular esta a la mitad en la grafica de la
m

relacion de dispersion, para todos los modos de la red monoatdmica que estudiamos en la introduccion
Fig. A.3. Por otro lado, sabemos que un estudio usando la mecanica clésica para los atomos, es incorrecto,
de manera que tenemos que avocarnos ha analizar el estudio correspondiente, usando la mecénica
cuantica de manera tal que, podriamos obtener el hamiltoniano del sistema y presentar la discusion del
oscilador armoénico cuantico en la forma conocida, sin embargo, vamos a extender primero el problema a
un sistema con dos grados de libertad, es decir, con dos masas m; y m, conectadas por un resorte y
sometidas ambas a una fuerza de Hooke (como el caso de dos atomos vibrando alrededor de sus
posiciones de equilibrio en una molécula). Ya sabemos que este sistema también debe ser estudiado con
la mecanica cuéntica, sin embargo, antes de tomar ese caso, vamos ahora a resolver el problema de las
dos masas en un sistema de coordenadas que se llamaran generalizadas. Esto sera absolutamente
necesario al estudiar los sistemas de muchas particulas, para construir los operadores cuanticos en forma
sencilla y poder resolver el sistema cuantico. Entonces, aunque este sistema lo podemos estudiar como en
el caso anterior, en un sistema de coordenadas fijo, serd mas conveniente estudiarlo en coordenadas
generalizadas y asi lo presentaremos enseguida “”: para esto primero consideremos la situacion més
general: dos masas m; y m, conectadas por un resorte que obedece la ley de Hooke, x; y X, representan
las posiciones instantaneas de m; y m, respectivamente, relativas a algin punto de referencia arbitrario
(vea Fig. 1.2). En general, el movimiento de este sistema consistird en tres tipos de movimiento: el
movimiento traslacional, es decir, movimiento del sistema en conjunto a través del espacio el movimiento
rotacional y el movimiento de vibracion. Por simplicidad, reprimiré las particulas para solo seguir la linea
de sus centros y asi eliminar el movimiento rotatorio. Tampoco incluiremos el movimiento traslacional,
de manera que como mencionamos antes, el movimiento vibracional de estas dos particulas lo
estudiaremos definiendo las coordenadas generalizadas. Podemos probar en este caso también “?, que las
frecuencias que aparecen en este movimiento vibracional son las mismas, para las descripciones desde
ambos sistemas de referencia; el fijo y el de las coordenadas generalizadas*. Sin embargo, esto no lo
haremos aqui de manera que nos restringiremos a estudiar el sistema en coordenadas generalizadas.

*Nota. Este comportamiento de la frecuencia se da en la descripcion en clasica 6 en la descripcion cuantica para estos sistemas con
cualquier niimero de particulas.
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Fig. 1.2. Dos particulas conectadas por un resorte (ley de Hooke), y bajo movimiento
vibracional, a lo largo de la linea de los centros. Fig.4-B de la ref. [62].

Por lo tanto en lugar de analizar el movimiento de este sistema por lo que se refiere a las
coordenadas X, y X, y velocidades X, y X, es conveniente definir las coordenadas generalizadas q; y q»

de la siguiente forma

q,=X,=X (79)
m, X, +m,x
m,+m,

La coordenada generalizada q; se llama la coordenada relativa, ya que ésta elimina el punto de
referencia arbitrario para x; y X, y sin embargo, expresa la posicion de una masa relativa a la otra. La
coordenada generalizada q,, se 1lama coordenada del centro de gravedad, ya que ésta, define el centro de
gravedad del sistema; a saber, q, es el punto entre las dos masas tal que el momento (m; + my)q, es igual
a la suma de los momentos m;x; y mpXx.

Usando. (79) y (80), la energia cinética del sistema es
.I_ _ 1 .2 52N\ 1 M .2 1 <2
_E(mlxl +sz2)—§ g, +§ﬂq1 (81)

donde M =m,; + m, (la masa total del sistema) y 4/ es la masa reducida del sistema. La energia potencial
esta dada por

V_l

1
—EK(Xz—Xl)z =5Kq]2 (82)

donde K es la constante de fuerza del resorte que los une. Las ecuaciones del movimiento para el
Lagrangiano son

—————=0 ——-—=0 (83)

donde la funcioén de Lagrange esta dada por



. e 1 . <2 2

L(q19q29q13q2):E(Mq2+/uql —-Kaqy) (84)

La forma explicita de la primera ecuacion lagrangiana es
uG, +Ka, =0 (85)

la cual describe el movimiento vibracional y es de la misma forma a la ecuacion de una sola particula
(78), es decir, un oscilador armonico. El sistema de dos particulas se comporta como una sola particula
de masa 4 que vibra alrededor de alguna posicion de equilibrio ¢, = X, — X;.
La forma explicita de la segunda ecuaciéon de movimiento del Lagrangiano es

Mdj, =0 (86)

que describe sélo el movimiento del centro de gravedad del sistema, es decir, el movimiento de traslacion.
La ecuacion (86), establece que el sistema se mueve 6 no se mueve en conjunto, a través del espacio con
una velocidad uniforme.

Ahora, se construira el Hamiltoniano clasico de este ejemplo anterior. De la Eq. (84), se
obtendran los momentos generalizados

=g p===Mg @)
| o, HY, p) 24, 2
El Hamiltoniano es entonces
. ) 1 , 1. ., 1.
H=pd +p0q,—-L :Eluq1 +5 Mg, +§ Ka; (88)

Como H no depende explicitamente del tiempo, el sistema es conservativo, y H representa la
energia total (traslacional y vibracional) del sistema. Usando (87), el Hamiltoniano también puede
escribirse como

2 2
H=l[ R P Ly (9)
2lu M 2

Ahora vamos a resolver el problema Mecanico Cuantico de este sistema de dos particulas.

1.2 EL OSCILADOR ARMONICO.
MECANICA CUANTICA

Usando el procedimiento de operadores, el operador del Hamiltoniano mecéanico cuantico del

sistema se vuelve
nwi1o> 10 ) 1
H:__[__2+__2]+5 quz (90)



La ecuacion de Schrodinger para el oscilador armonico del sistema de dos particulas es entonces

HY¥(q,,0,) = E¥(q,,0,) O

Asumiendo una solucion de la forma

¥(q,,q,) =w(q,)#(a,) (92)

para llevar a cabo una separacion de las variables, uno obtiene las dos ecuaciones diferenciales ordinarias

. (@) =Ew(q) (93)
2[! dq12 2 ql lr// ql - VW ql
h* d?
- - =E 94
M A #(q,) = E;¢(q,) (94)

donde E, es la energia de vibracion y Er es la energia de translacion. La segunda ecuacion describe solo,
el movimiento de translacion y es la ecuacion de Schrodinger para una particula libre con tal que el
sistema no esté confinado.

Esta solucion no nos interesa en este momento, de manera que estudiaremos solamente la
primera ecuacion con algin detalle, ya que ésta, describe el movimiento de vibracion del sistema. Por
conveniencia en la notacion, se reemplazara q; por X y se quitara el subindice en la energia.

Reemplazando la constante de fuerza K con 47 2 M fo2 = ya)z el operador del Hamiltoniano vibracional

se vuelve
1( P,
H=—| 2+ uo’x’ 95)
2 u
Es ahora conveniente definir las constantes
LD 2E 2E
o=— E=—=—o (96)
h heo hf,
y los operadores adimensionales
é: =4 a;{ P= (ha)ﬂ) pop =T (97)

1d&

Usando los operadores anteriores, se define el Hamiltoniano adimensional

H 1( d?

ha)zg

T 2 _l 2, g2
H=— —d§2+§]—2(P +&7) (98)

que satisface la ecuacion de eigenvalores

ﬁw@):%e (&) ©9)

Debido a la manera que se define € en (96) esta claro que Hy H tienen las mismas
eigenfunciones. Se escribira la ecuacion de Schrodinger (99) en forma diferencial



d’y
d_§2+(e £y =0 (100)

y se buscan las soluciones que se comporten bién. La ventaja de expresar la ecuacion de Schrodinger en
una forma adimensional, es que uno llega a las ecuaciones y soluciones que son independientes de las
magnitudes de cualquiera de las constantes que aparecen en cualquier sistema especifico.

Resolviendo (100) se nota primero, que para cualquier € dada, uno puede encontrar siempre |§ | tal que

52 [] €. En (100) entonces los acercamientos a la forma asintética son

d’y .,
— =0 101
az? Sy (101)

Una solucién aproximada a (101) que es correcta a primer orden en & es

2 2
w=Ae"* +Be"* & (102)
Es ahora conveniente, el juego entre A y B ponerlo a cero y poner la constante restante igual a la
unidad. En principio, no importa qué constante se elimine, pero en la practica, uno se lleva un poco de

menos esfuerzo matematico poniendo B = 0.
La solucion asintotica resultante aproximada es

y=e% (103)

Ahora debe modificarse para que sea una solucion exacta de (100), que se comporte bién en el
intervalo entero —00 < & <00 . Una posible solucion general es de la forma

w=e"2H(&) (104)

donde todavia la funcién desconocida H (&) * debe escogerse para llegar a una solucion apropiada para

v. En particular, es necesario que H (&) se escoja, para que I se acerque a cero cuando & se acerca a
infinito. Sustituyendo (104) en (100), uno obtiene

H"=2&H +(e —1)H =0 (105)

donde se usa la notacion de la diferencial abreviada

e dH ($) szm (106)

dé d&?

Se asume que H (&) ahora puede expresarse como una serie de &, digamos,

HE =Y a8 (107)

*Nota. Para las discusiones acerca de la motivacion de este acercamiento al resolver las ecuaciones diferenciales ver [66] y [67].
Queremos hacer notar que H se ha estado usando para designar al Hamiltoniano del sistema. Sin embargo, también en la literatura se
usa la H para designar a los polinomios de Hermite. Aqui también seguiremos esa costumbre de manera que nos disculpamos con el
lector por incorporar alguna confusion en el trabajo.



Las derivadas de H (&) que aparecen en (105) entonces son
H'=2 jai¢" H"=2 j(i-Dag"™ (108)
j j

Sustituyendo (108) en (105) y agrupandose los términos que tienen la misma potencia de & , se obtiene
Z[j(j—l)aj.f“+(e—1—2j)aj§j]:0 (109)
j

Esta ecuacion se satisface para todos los valores de £ sélo si cada coeficiente de cada potencia

de &, se hace cero individualmente. El coeficiente general de &' (j=0,1,.....,0), se ve por
inspeccion que es

(J+D(j+2)a,,+(e-1-2))a;=0 (110)
Resolviendo para la razon de los coeficientes a jr2 Y @ se llega a la formula de recurrencia

aj+2_ 2j+1—€
a;  (J+D(j+2)

(111)

; 2
De (104) y (107) se ve que cada término de i/ es de la forma 519_1/2§ . Para los valores

H 2
grandes del indice j, el factor & ! se parecera al término en la expansion de la serie de Maclaurin e . Asi
que el término dominante en |/ para j grande, sera de la forma

2 2 2
e g 128 _ gl2¢ (112)
qué tiende a infinito cuando & es grande. Esta conducta asintética es inconsistente con el requisito de

buén comportamiento. Por lo tanto se escoge H (&) no como una serie infinita, sino una serie finita que

se detiene a algun valor particular del entero j. Se da como simbolo a este valor terminal de j llamarlo v.
Es entonces necesario que el numerador de (111) valga cero para j = v, a saber,

W+1l-e=0 (113)

Dado que si v es un valor particular de j, puede tener cualquiera de los valores 0,1, 2,.... Como €
dependera del entero v se escribird ahora como €,. Usando (96) y resolviendo (113) para €, se

consigue
2E
€=2V+1=—+ (114)
hf,
Los eigenvalores vibracionales se dan entonces por
1
E, =(v+5)hf0 (115)



Al entero v se llama al numero cuantico vibracional. Se ve que la energia de un oscilador
1
armonico esta cuantizada en las unidades de E hfo doénde f0 es la frecuencia de vibracion fundamental,
dada clasicamente por

1/2

1 (K
f,=—|— (116)
2\ u
172
En (116) @ es la frecuencia angular @ = 277 f0 =— . Este problema de dos masas diferentes

U

M, y M, se reduce cuando las masas son iguales a M a uno de masa total M =2M y masa reducida

m m [2K
H= 3 Entonces como = E la frecuencia angular serd @ = ,/—— que es la frecuencia angular de
m

éste sistema de dos particulas (dtomo ligados) por una fuerza tipo Hooke. La otra frecuencia es cero,
como ya lo mencionamos antes y corresponde a la translacion del sistema. Note que estas frecuencias han
sido obtenidas de un calculo con la Dindmica Cutantica. Mas adelante mostraremos que un calculo con la
mecanica clasica dara los mismos valores para las frecuencias de vibracion en esos sistemas. Finalmente
también es importante sefialar qué la frecuencia angular de un solo atomo de masa M en su descripcion

cuantica (67) tiene un valor de @ = ‘f— que es exactamente igual a la frecuencia obtenida en la
m
descripcion clasica ecuaciones (72) y (78) de la parte 1.1 de la tesis. La energia mas baja posible del
1
oscilador arménico es E, =—hf y la funcién de onda para el estado cuantico del oscilador arménico

unidimensional es

v (&) =NH,(&e "> (117)

donde N, es una constante de la normalizacion. Las funciones H, (&) son conocidas desde hace mucho

tiempo por matematicos y tienen el nombre de polinomios de Hermite.

Pueden encontrarse formas explicitas para estos polinomios de varias maneras diferentes. Se ve
que la formula de recurrencia (111) genera un juego de coeficientes con indices impar, 6 un juego de

coeficientes con indices par, dependiendo si un @; dado es impar o par, respectivamente. Como la serie
(107) contiene ambas potencias par e impar de &, es evidente que un solo valor de v definido por (113),
no puede determinar H, (&) en alguna potencia finita de & a menos que se ponga 8, =0 cuando v es

impary @, =0 cuando v es par. Los polinomios de Hermite entonces tienen la siguiente forma

1/2v

Hv(é:) = Zazjézj

v=0,2,4,.....
1/2(v+1) N v=13,5,.....
H (&)= D a. &
j=0
(118)
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ParaV=0,2,4,...... , uno debe escoger un coeficiente @, arbitrario, para V=1,3,5,....... , UNO
. . . , . . \
debe escoger un coeficiente @, arbitrario. Generalmente, es mas simple escoger el coeficiente de & en

H, (&) como 2Y, y entonces calcular los coeficientes restantes de éste. Usando ésta opcion para &'y

usando (111), (113), y (118), se obtiene para los primeros seis polinomios de Hermite

Ho(f) =1
H,(§)=2¢
H, (&) =4& -2

3 (119)
H,(5) =85" —12¢
H,() = 16584 - 48982 +12
H (&) =32&° —160&° +120&
Los polinomios de Hermite también se definen convenientemente por la funcién generadora®”
G(é:,m)ze‘fz’(m’f)z EZ Hn(f)m (120)

- n!

donde m* se llama una variable auxiliar. Tratare de mostrar que esta funcion generadora es sumamente
conveniente para derivar relaciones generales satisfechas por los polinomios de Hermite y para la
evaluacion de integrales que involucran los polinomios de Hermite.

Diferenciando la segunda expresion (120) v veces con respecto a my haciendo M — 0, se consigue

(a”% ] —e” [—av g (Mo } (121)
om m—0 a(m N é-':) m—0
= (-1)'e {—V e ™ }
a§ m—0
=(-1)"e" 0o

o0&’

Semejantemente, diferenciando la tltima expresion derecha en (120) v veces con respecto a m'y
haciendo M — 0, se obtiene

0'G |0 H. (&m" B
[amv Jmao B |:amv z :|mﬂ0 B HV(é:) (122)

- n!

ya que sélo el término n = v no contiene m después de v diferenciaciones. Igualando (121) y (122), se
consigue

8V

e < 123
o7 (123)

H, (&) =(-1)'e"

la cual, es una formula conveniente para obtener los polinomios de Hermite. Por ejemplo,

*Nota. El parametro m lo hemos estado usando para la masa del atomo. Sin embargo, también en la literatura se usa la m para
designar a la funcion generadora de los polinomios de Hermite. Aqui también seguiremos esa costumbre de manera que nos
disculpamos con el lector por incorporar alguna confusion en el trabajo.
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H, (&)= (-1)’e" a—ooe-'fz —efe =1
%5 (124)
HE) = e =(he (2o ) =22

La funcion generadora también puede usarse para obtener dos relaciones de recurrencia, muy
utiles y satisfechas por los polinomios de Hermite y sus derivadas. Diferenciando (120) con respecto a

&, uno obtiene
oG H! (&m"
=2mG =) —— (‘f) (125)
8§ .
La segunda expresion en (125) también puede escribirse como

2mG = 2ZnH l(f)m (126)

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de m en las expresiones (125) y (126), uno consigue

H, (&) =2nH,(¢) (127)

Similarmente, (120) puede diferenciarse con respecto a m para obtener

oG H_(&m"
—=2(-mG=) =2~ 128
om (c-m) Zn: (n=1! (129
Igualando los coeficientes como antes conduce a las relaciones
H,.1(6) =-2¢H, (&) +2nH,,(5) =0 (129)

La constante de normalizacion Nv, puede evaluarse en general por el uso de la funcion
generadora (120). Especificamente, se considera el comportamiento de la integral

[T H(©H, (£ ds (130)

Usando la funcién generadora (120), primero se construye la integral

12



| = jiG(é,m)G(é,n)e’52d§ (131)

Y3y [ WM, e o

—~ Viw!

_ I B L N G &

T

Usando el cambio de la variable £ —M —N =Y, la integral anterior se vuelve
| = e2mnj' e—yzdy — V22 (132)

. . 2mn . . .
Expandiendo la exponencial €7 en una serie de Maclaurin, la integral | se vuelve

2 v
:nl/{1+2mn+—(2r;?) +...+w+..} (133)
! v!

Como se vé en (131), la integral (130) es simplemente el coeficiente de m'n® en la expresion
(133). Este coeficiente, es no cero solo cuando v =w. Asi se ve que

_[O Hv(f)Hw(f)e_édef:O cuando V#© (134)

Esta condicion de ortogonalidad se sigue del Teorema 3.6, que aparece en la ref. [62] pag. 82. El
factor de normalizacion Nv, se obtiene notando de (133), que cuando V = @ entonces

[ H©e de=2vr"” (135)
Asi que:
1 1/2
N, =|—7x" 136
! (2Vv! (139
En términos de la variable x
AN
gl “1/2ax? 1 l [«
v, (X)=N,H, (x)e N, = — (137)
2'vi\

La figura 1.3 resume en forma grafica los eigenvalores y eigenfunciones del operador H parav
=0, 1, 2, y 3. Note que las funciones de onda tienen las mismas formas generales que las funciones de
onda para la particula en una caja. El hecho de que las funciones de onda no desaparecen en el limite

clasico  E=%(2v+1)"?, puede considerarse como un ejemplo del efecto  tinel.

13



1 Energia, unidad de hw
i
p=3 ———
p=2 ——em=T
y=) ———— N N %
e I N A 2
i ! | | | ]

Fig. 1.3. Eigenvalores y eigenfunciones del operador Hamiltoniano del oscilador arménico.
Todos menos las eigenfunciones se dibujan a escala. Las lineas horizontales so6lidas indican valores

1
permitidos de 5 €, tienen una longitud igual a 2|§ | =2(2v+1)"?, dénde |§ | es €l valor maximo de

& permitido por la mec4nica clésica para un oscilador arménico que tiene la misma energia total. Aunque

las eigenfunciones se muestran sobrepuestas sobre el diagrama de nivel de energia, s6lo la abscisa (el eje
horizontal) de la tultima, es relevante a estas funciones. La escala vertical de las eigenfunciones es
arbitraria y se intenta que sea interpretada cualitativamente.

Para terminar la discusion del oscilador armoénico incorporaremos un método que es muy util al
estudiar los movimientos vibracionales en sistemas de muchos cuerpos. Nosotros solo exhibiremos este
método simbolico en el caso de una particula. Al método a menudo se le llama el método de operadores.
Es muy poderoso y es un desarrollo que vale la pena incorporarlo aqui para mas adelante hablar de él
cuando nos referiremos a su aplicacion en el caso de sistemas con muchas particulas.

Con un poco de manipulacion se verifica prontamente que el Hamiltoniano (98) puede
factorizarse como sigue:

H= 2‘”2(§+iP)2‘”2(§—iP)—% (138)

14



0, alternativamente,
H=2"*&-iP)27"*(&+ iP)+% (139)

Es conveniente introducir un par de operadores adjuntos
F=2"2(+iP) Fr=2""2(&-iP) (140)
qué satisfacen la relacion de conmutacion

[F,F+]=1 (141)

El Hamiltoniano se vuelve entonces

H:FF*——:F*F+% (142)

Los operadores FF*y F'F (los cuales son auto-adjuntos) y difieren de H, por sélo una

constante aditiva tienen las mismas eigenfunciénes como H , es decir,

— 1
Hy=—€
14 > 4

(FF+)W=%(G +y (143)
. 1
(F'F)y = (-l

Por conveniencia en las manipulaciones que se van a hacer mas tarde, se denota el operador

F*F porel simbolo 4. Ahora formando el operador FF y extendiendo, se consigue

9F =F'FF =(FF' -1)F =FF'F-F

(144)
—F(F'F-1)=F(9-1)
Note que la relacion de conmutacion (141) se ha usado en el segundo paso. Similarmente
IF" =F"(%+1) (145)
Ahora considere una eigenfuncion particular ¥, y J qué satisface la ecuacion de eigenvalores
Sy, =&y, (146)

1
donde &, = E(EV —1) . De acuerdo al Teorema 3-2 de la ref. [62] pag. 74 el valor esperado del operador

93=F"F siempre es positivo 6 cero. Asi &, >0 lo cual significa que €,>1. La igualdad sdlo se

puede sostener si

Fy,=0 (147)
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Es decir, solo si el operador F aniquila a ¥, . Ahora considere el caso &, >0 y Fy, #0.

Aplicando el operador 4 a la funcién Fl//v y usando (144), se consigue

HFy,) =(F)y, =F(3-Dy, =F(¢, =Dy, = (&, -DFy, (147)

Asise ve que Fy, es una eigenfuncion de & con el eigenvalor &, —1. En general, se encuentra

I(Fw,)=(g,—nN)F"y, (148)

Se observa que el operador F, tiene el efecto de operar sobre una eigenfuncion de ¢ con

eigenvalor &, para producir una nueva eigenfuncion Fi, con un eigenvalor disminuido por una unidad.
Si g, 20, ésta reduccion de los eigenvalores, debe detenerse en el eigenvalor mas bajo &, =0 . Asi,
debe existir una eigenfuncion, digamos ¥/, tal que Fy, =0 y &, =0. Entonces de (148) se ve que
los eigenvalores &, son 0,1,2,...... . Para una funcién dada i/, tomara v operaciones de F para llevar a la

aniquilacion, asi que &, —V = 0. Se concluye entonces que:

g,=v=0,1,2,3,... (149)

\

1
Dado que &, = E(ev -1)yeg= , se encuentra que

0

E =(v+ %)hfO (150)

los cuales son justo los eigenvalores de la energia, dados por (115).

Por el mismo método usado para obtener (148), uno encuentra que
I[(F)'y, |=(&,+D(F )y, (151)

Los operadores F y F* se llaman operadores escalera bajada y subida, respectivamente.
Operadores de este tipo, son muy utiles. Debe notarse que los operadores bajada y subida, no son
Hermitianos y por consiguiente no corresponden a las cantidades observables.

Las funciones de onda del oscilador arménico se obtienen resolviendo primero la relacion (147), es decir,

(& +iP)y, =0 (152)

Reestructurando y poniendo en forma de ecuacion diferencial, obtenemos

dy,
=0 =0 153
E SV, (153)

Una solucion bién comportada de esta ecuacion es

(&) =e" (154)

la cual, salvo un factor de normalizacion, es la misma funciéon de onda que se deriva de (117) y (118).
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Las eigenfunciones mas altas, se obtienen por el uso del operador F™ de subida, a saber,

\

v, (&) = 5—;—5 e (155)

Se muestra prontamente que estas soluciones se comportan automaticamente bién. Ya que
¥,(&) es una funcion que se comporta bién. Debe notarse que el método del operador involucra la

solucién de una ecuacion diferencial de primero orden sencilla. Considerando que el método polindémico
discutido antes involucra una solucién de una ecuacion diferencial de segundo orden, relativamente mas
dificil, las soluciones se convierten en soluciones bién determinadas por las ecuaciones diferenciales de
primer orden, en particular las del oscilador arménico simple. Hasta ahora, hemos mostrado que la
frecuencia del oscilador armoénico clasico y el oscilador armonico cuantico, son iguales. Hemos también
estudiado, el calculo cuantico de dos atomos acoplados por un potencial de tipo Hooke en coordenadas
generalizadas, obteniendo las frecuencias de las dos vibraciones que en éste caso son para una de las

/2K
pseudoparticulas cero, y para la otra @ =,|——, ademas de presentar el método operacional para
m

exhibir las funciones propias de éste sistema. Pero ahora regresaremos al problema de dos atomos
acoplados con una fuerza de Hooke clasicamente para calcular las frecuencias de estos atomos.

1.3 Modelo con dos Atomos.
MECANICA CLASICA

Ahora regresaremos a la Fig. 1.2, pero el caso que nos interesa que es el de masas iguales
M, =M, =M para la descripcion del sistema de dos particulas conectadas por una fuerza tipo Hooke.

Ya tenemos las ecuaciones de movimiento de los atomos en coordenadas generalizadas, a saber,
ecuaciones (85) y (86), cuyas soluciones son sencillas. La (85), fué obtenida antes y es semejante a la (72)
6 ala (78) y su solucion es la de un oscilador armoénico. La (86), ya dijimos que describe el movimiento
del centro de gravedad del sistema. Sin embargo, ahora vamos a estudiar éste sistema, desde las
coordenadas que anteriormente llamamos fijo. Las ecuaciones de movimiento para estas dos particulas de
masas m las podemos describir de la siguiente forma

mX, =—-K(X, —X,) (156)

mX, = -K(X, = X,) (157)

en donde X; y X, son ahora las coordenadas para cada una de las masas con centros en las posiciones de
equilibrio desde donde cada una de ellas vibra. Ver figura 1.4.
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Fig. 1.4 Molécula sencilla de dos atomos con masa m y constante de fuerza K

Tenemos una pareja de ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas. El estudio de éste
problema, esta realizado en muchos libros, es muy sencillo y no lo haremos aqui. Como lo que nos
interesa es obtener las frecuencias de vibracion de éste sistema, seguiremos la ref. [61]*. Las frecuencias
estan determinadas al resolver el siguiente determinante:

K —@’m -K
-K K —@’m

I
(e

(158)

Se pasa a resolver el determinante para poder encontrar las frecuencias @, dando una ecuacion
de cuarto grado, pero solo son dos frecuencias, por ser solo dos atomos (dos grados de libertad), salen
cuatro ya que las frecuencias se doblan, esto es, se intercambia el signo pero de antemano se sabe que las
frecuencias que sirven son las positivas.

El determinante resulta:

(K-mw’) -K*=0 (159)

Evidentemente resultando con las dos frecuencias que siguen

=0 (160)
2K

o= |— (161)
m

Notese que la frecuencia cero corresponde a la traslacion total del sistema de dos particulas. Por
otro lado, la otra frecuencia es, como lo mencionamos antes, la misma frecuencia que encontramos en la
descripcion cuantica del sistema. De lo analizado hasta éste momento, podemos afirmar que en la
descripcion cuantica de los dos atomos acoplados y en la descripcion clasica de éste sistema, aparecen las
mismas frecuencias. Esta es la razon, por lo que la frecuencia del modo localizado que exhibimos en D,
en la Introduccion también resultara ser la que aparece en el estudio cuantico de ésta “red”, es decir, sera
la frecuencia del fondn localizado en esa “red” calculada clasicamente. Estos resultados son basicos y
seran utilizados a lo largo de todo lo que sigue.

*De la ref. [61] ver: L. Andrade, Reporte Interno, FACUNAM, Primavera 1980.
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En la segunda parte de este capitulo, vamos a presentar el calculo de las frecuencias de los
fonones localizados en el silicio cristalino dopado con el hidrogeno molecular medidas en los
experimentos descritos en la motivacion experimental de esta tesis. Este calculo estd basado en una
extension, a un método originalmente propuesto por Barker y Sievers para calcular la frecuencia
localizada que produce un atomo impureza sustitucional en semiconductores del grupo IV y
semiconductores compuestos de los grupos I1I-V “®. En ese trabajo los autores reportan que el modelo
molecular propuesto por ellos da resultados para las frecuencias de los modos localizados que estan entre
el 10% y 20% por debajo de los obtenidos en los experimentos discutidos. En su calculo ellos no cambian
las fuerzas que actian sobre el atomo impureza sino solamente cambian la masa del atomo impureza.
También analizan en esa investigacion otros modelos teéricos para corregir las diferencias entre los
calculos tedricos y los experimentos. Fue sorprendente que un modelo tan sencillo fuese capaz de
producir resultados que se comparaban bién con el experimento y que otros modelos mas elaborados de
moléculas dieran resultados que se alejaban mucho de los obtenidos en las medidas experimentales. Aqui
haremos notar, que no calculan los corrimientos isotopicos con su modelo molecular. Una extension a ese
modelo para incorporar los cambios en esas fuerzas, fue presentado ®”. La incorporacion en el cambio de
la fuerza permitido no solamente corregir ese 10% a 20% de error en las frecuencias de los modos
localizados sino calcular los corrimientos isotopicos en las frecuencias también obteniendo resultados que
para las frecuencias de los modos localizados, quedan por debajo del 3% en todos los casos analizados
para los semiconductores del grupo IV y semiconductores compuestos de los grupos III-V y con
corrimientos isotopicos muy acordes con los resultados experimentales. Debido a este éxito en los
calculos de las frecuencias de los modos localizados con éste modelo molecular éste fué extendido para
aplicarlo a los halogenuros alcalinos, con un dtomo impureza, que cambia también su fuerza de enlace
con los vecinos cercanos ). Los resultados obtenidos tanto para las frecuencias de los modos localizados
como para sus corrimientos isotopicos en este caso también estuvieron como en el caso de los
semiconductores.

Sucesivas extensiones a este modelo molecular, fueron realizadas incorporando en las moléculas
la impureza y varios atomos que mejoraron tanto las frecuencias de los modos localizados como sus
corrimientos isotopicos. En particular se estudiaron 7" los casos para Si, Ge y GaP, con impurezas
atomicas como H, B, C, N y Si. Otra vez en todos los casos se obtuvieron mejores resultados aunque esa
mejoria ya no cambiaba mucho con el nimero de 4tomos considerados para el sistema molecular. Hasta
este punto hemos relatado algunos de los célculos de las frecuencias de los fonones localizados, cuando la
impureza consiste en un atomo substitucional en la red cristalina. Sin embargo, los 4&tomos imperfeccion
también se colocan intersticiales en los cristales. Este método molecular, también fue aplicado a éste tipo
de sistemas 7?. En particular, el caso del H atomico en GaP fué estudiado " asi como 0 atémico en GaP
también ¥, ademas de muchos otros casos obteniendo resultados acorde con el experimento como el
caso de la impureza substitucional. En este ultimo trabajo también se traté el caso en el que el dopamiento
produce mas de un atomo impureza como imperfeccion. Dos casos fueron abordados principalmente con
varias impurezas y ademas intersticiales. Primero, el de dos atomos de hidrégeno colocados en una forma
isomérica(;;‘” y el que presentaremos en esta tesis que es el de la molécula de hidréogeno en silicio
cristalino*' .

En la figura 1.5a se muestra la celda del silicio la cual presenta una estructura de diamante, si se
observa la direccion <1,1,1>, seria la diagonal que se representa en la figura 1.5b, por lo que para poder
empezar el estudio vamos a colocar en la figura a la molécula de hidrégeno orientada en la direccion
<1,1,1>. Antes de realizar esto, vamos a presentar dos celdas del silicio cristalino, figura 1.6
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A

fig.1.5a

gl

direccion <111>

fig. 1.5b
que se va a estudiar, esta figura muestra la red sin defectos.

Fig. 1.5 Cristal de estructura de diamante. a) En la b) se muestra la red que presenta la direccion
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Fig. 1.6 Se muestran dos celdas del silicio cristalino limpio.

Recordemos ahora el problema que nos ocupa en el que se van a calcular las frecuencias de los
fonones pares locales de H, y sus combinaciones isotopicas en silicio cristalino. En la Fig. 1.7 mostramos
el cristal de silicio al cual le hemos incorporado la molécula de hidrogeno en una posicién tetrahedral
(T)*.

direccion <111>

/’?7__ iy _QSi

¥

.r.' : A [//'/
,,);‘-""';;".r —___lf/-f

Si

Fig. 1.7 Celda del cristal con las impureza de H, insterticialmente en la direccion <111>.

*El centro de masa de la molécula de H, se localiza en una posicion tetrahedral (T).
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Haciendo un aumento de la Fig.1.7 podemos separar la linea en donde vibran los atomos de
silicio en esa direccion junto con las imperfecciones. Esto lo reproducimos en la Fig. 1.8 Notese que
unicamente tomaremos en cuenta para el calculo de las frecuencias de los fonones localizados, en este
caso los cuatro atomos de la celda elemental en esa direccion (aproximacion de modelo molecular), que
es la <111>. En realidad en la red de silicio con la molécula de hidrégeno k; entre m y m; y k; entre m; y
m, son muy diferentes. Esta situacion incorpora de hecho 3 parametros que deben de ajustarse a los datos
experimentales. La solucion de éste problema es complicada, sin embargo, en éste trabajo haremos la
aproximacion que aparece en la Fig. 1.8. Con este modelo de dos pardmetros, calcularemos las
frecuencias de los modos localizados en este sistema de la siguiente forma. Para el caso del hidrogeno
molecular 6 el deuterio molecular el sistema queda asi:

Si H H Si
D D
® o0 O
m ml ml m

Fig. 1.8 Red de atomos de silicio con hidrégeno molecular.

1.4 MODELO MOLECULAR

El modelo de la figura 1.8 lo resolvemos extendiendo el célculo realizado para el caso de dos
atomos que presentamos en 1.3 de éste capitulo. Como en el caso de 2 atomos, el determinante que se
obtiene ahora para calcular las frecuencias es *7”.

-mo’ +k, —k, 0 0
—k k +k, —m e’ —k 0
2 1 T Ky 2 1 X ~0 (162)
0 —k, k+k -mo® -k,
0 0 —k, k, — e’
Con valor de las frecuencias como sigue:
® =0 (163)

®, = (m+mk, (164)
? mm,
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ﬁ_i_ k2 _ \/_SmklkZml +(_2mk1 - kz(m+ ml))2

=, |+ (165)
2m m, 2m, 2mm,
—8mk,k,m, +(-2mk, —k,(m+m,))
o= Ko K, K J8miem, + (2mk —ky(mm,) 66
2m m, 2m, 2mm,

Notese que en este caso, la masa M representa a los 4tomos de silicio y la masa M, a los

atomos de hidrogeno ¢ a los atomos de deuterio. Para el caso en donde tengamos una molécula con un
atomo de hidrogeno y un atomo de deuterio tenderemos la siguiente figura:

k1 . k2 . k1 .
x1 —» X2 — X3 — x4 —5
m m1 m2 m

Fig. 1.9 Red de un atomo de hidrégeno y un atomo de deuterio en silicio.

Cuyas frecuencias son obtenidas del siguiente determinante 7*"":

-ma” +k, —k, 0 0
-k, k, +k, —m o’ -k, 2 0 _0 167
0 —k, k. +k, —-m,® —k,
0 0 —k, k, —ma’

Por lo tanto las frecuencias obtenidas @),,®,,®; y son las soluciones de la siguiente ecuacion

de eigenvalores:

2m2w2k1k2+ m2\/\/2k%- 2mky k%- e w kimg - m2w4k2m1
+2mvv2k1k2m1+ mwzkgml- klkgml-
m2W4k1m2- m2w4k2m2+ 2mW2k1 k2m2+mvv2 k%mz (168)

-klk%m2+m2w6m1m2- 2mW4k2 m1m2+w2k§m1m2:0

La evaluacion de las frecuencias de los modos localizados con este modelo molecular, procede de
la siguiente forma(®®7!7%73747576.77) "Ep las ecuaciones (164) y (166) substituimos los valores
experimentales de las frecuencias de los modos localizados, para la molécula de hidrogeno. El

valor mas alto de la frecuencia lo asignamos a un modo localizado @, = 3627cm.” en la ecuacion

(164), de ahi obtenemos el valor de k,, haciendo m igual a la masa del silicio cristalino 27.98503
u.a. y m; igual a la masa de los atomos de hidrogeno 1.00814 u.a. Después en la ecuacion (166) a

la otra frecuencia le asignamos el otro valor del modo localizado haciendo @,= 3618.3 em.”y

con esto determinamos el valor de k;.
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Habiendo obtenido el valor de los parametros k; y k,, ahora los mantenemos fijos y
calculamos las frecuencias para la molécula de deuterio cambiando el valor de m; al valor de la
masa del atomo de deuterio 2.01474 u.a. y obtenemos para el corrimiento isotdpico las frecuencias
de 2609.81 cm™ y 2603.97 cm™ con las ecuaciones (164) y (166). Finalmente usamos la ecuaciéon
(169). Por la forma del determinante no se pueden factorizar las frecuencias como en las
ecuaciones de la (163) a la (166) para calcular los corrimientos isotopicos para los casos de la
molécula hidréogeno-deuterio 6 deuterio-hidrogeno. Es obvio que estos dos ltimos casos dan el
mismo resultado tedrico para las frecuencias que son 3622.66 cm-1 y 2606.08 cm-1 debido a la
simetria del modelo.

En la tabla 1.1 observamos las frecuencias de los modos localizados para la molécula de
hidrégeno en silicio cristalino calculadas con el modelo y sus corrimientos isotopicos y también
los resultados medidos presentados en la motivacion experimental. En esta tabla tuvimos que
seleccionar de todos los resultados presentados en los experimentos algunos de ellos, aunque éstos
no fueron obtenidos a la misma temperatura. Asimismo, las condiciones de los experimentos
tienen algunas pequefias diferencias que pueden cambiar los valores de las frecuencias y que no
vamos a discutir aqui, ya que esas variaciones son pequefias en comparacion con el efecto que
estamos estudiando. Se deben a otros efectos fisicos que nosotros no estamos tomando en cuenta

Resultados Obtenidos

a) Tedricos 71.78) b) Experimentales (4.56.,7.8,11.12)
HH
o RGN HD 3627
——36183 __ 362266 36183
DD 3425
3624.8
31911
32648
260688 260981 __ 2645
2603.97 28425

Tabla 1.1 (a) Frecuencias de los modos pares locales para la molécula de hidrégeno y sus
is6topos en silicio cristalino, calculadas con el modelo molecular (Resultados Teoricos). (b)
frecuencias de los mismos modos obtenidas en los experimentos.

Las frecuencias obtenidas en el céalculo con el modelo molecular para el corrimiento
isotopico con los atomos de deuterio en silicio, esta por abajo y difiere el 1.33% del resultado
experimental: este corrimiento isotopico calculado con este modelo, es muy bueno y es acorde con
los célculos obtenidos en las extensiones hechas con este modelo molecular 7071727379 harg
diversas impurezas en semiconductores y halogenuros alcalinos. Un hecho muy importante, es que
en éste calculo, la separacion de las lineas para el caso deuterio-deuterio, que es de 2.5cm™ en el
experimento, se mantiene en el calculo teérico igual a 5.84 cm™'. Aqui debemos sefialar que este
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desdoblamiento de las lineas, experimentalmente también se ha encontrado para las impurezas de
un atomo de hidrégeno en una posicion bond centered (centrada en el enlace), intersticial y un
atomo de boro sustituyendo a un atomo de silicio de la red.

Este caso también es muy polémico en la literatura y solamente ha sido explicado usando
el método de diferencia finita ’®. Al observar la tabla 1.1, notamos que para los casos hidrogeno-
deuterio 6 deuterio-hidrogeno, en los experimentos aparecen 4 lineas experimentales. Sin
embargo, en el resultado tedrico solamente 2. Esto se debe a que nuestro modelo molecular es
aproximado como seflalamos antes y para realizar este calculo se tiene que usar un modelo de tres
parametros y no dos como lo hemos hecho nosotros. Las frecuencias de las lineas son muy
sensiblemente dependientes de los valores de estos parametros. Pero lo mas importante es que hay
efectos que pertenecen al problema de muchos cuerpos y que no puedan ser incorporados en estos
modelos moleculares. Por otro lado, las frecuencias calculadas para el corrimiento isotopico
hidrégeno-deuterio, aparecen: una 5.8% arriba y la otra 18% abajo de los valores experimentales.
Estas diferencias tan grandes pensamos que se deben al hecho de haber usado un modelo tan
sencillo para calcular estos modos pares localizados en este sistema. No estableceremos
comparaciones con los modelos tedricos presentados por la Motivacion Teorica de los
Antecedentes, ya que en esos modelos, casi en ningun caso se calcula el efecto isotopico que
resulta ser una buena prueba para valorar los calculos Tedricos. También en esos Calculos
Teoricos, las frecuencias de los fonones localizados siempre tienen diferencias muy grandes con
los experimentos y lo peor de todo es que no son resultados coherentes.

Ahora graficamos las vibraciones para HH, HD y DD para las dos frecuencias,
comparandolas con las formas del cristal perfecto

Formac de Vihracidn nara w? Formag de Vihracian nara w3 Farmas de Vihracian nara w4

I I R
A I

Formas de Vibracion para HH (3627 cm-1) Formas de Vibracion para HH(3618.3 cm-1)

b)
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Formas de Vibracion para HD (3622.66 cm-1) Formas de Vibracion para HD (2606.66 cm-1)

c)

Formas de Vibracion para DD (2609.81 cm-1) Formas de Vibracion para DD (2603.97 cm-1)

Fig. 1.12 Formas de la vibracion, a)para el cristal perfecto, b)para las soluciones en HH, c) para
las soluciones en HD y d) para las soluciones de DD. Cabe destacar que estas representaciones es de las
soluciones para los desplazamientos en x de las ecuaciones de movimiento de la red de 4 atomos de este
modelo obtenidas de la misma forma que en las ecuaciones (156) y (157) para el ejemplo de 2 atomos,

dadas como resultados de resolver tales ecuaciones, con una solucion de la forma X, = 4, cos(at + p)

d)

con n el numero de atomos, con esto se tiene como resultado un sistema que depende de masas,
frecuencias y constantes de fuerza interatdmicas.

1.5 CONCLUSIONES

Al observar la tabla 1.1 y la Fig. 1.12 vemos que; los resultados obtenidos se aproximan al valor
experimental para el corrimiento isotopico del deuterio-deuterio, de hecho, esta comparacion tiene solo el
1.33% de error, con este dato estamos convencidos de que nuestro célculo es muy bueno ya que los
valores tedricos presentados anteriormente presentan un error del 15% o mas, y sobre todo no tienen una
coherencia apropiada. Que el corrimiento isotopico hidrogeno-hidrégeno, deuterio-deuterio sea
correctamente descrito es una consecuencia de que el modelo molecular propuesto por Barker y Sievers
G769 reproduce muy bien la dindmica de las imperfecciones de las redes cristalinas a una primera
aproximacion. Sin embrago, las diferencias tan grandes para el caso hidrogeno-deuterio, se deben primero
a que el modelo molecular de dos pardmetros es muy sobresimplificado para explicar los efectos fisicos y
es necesario extender este modelo de imperfeccion a un modelo de tres parametros. Pero sobre todo es
necesario incorporar los efectos fisicos debidos a que el sistema sea de muchos cuerpos lo cual nos
obliga a considerar el problema con un modelo de red mas general y eso sera el tema de los siguientes
capitulos.

26



CAPITULO 2

MODELO DE RED
RED DE DIAMANTE

Como los modelos moleculares son una primera aproximacion en el estudio de los modos
localizados, ahora usaremos modelos con un nimero muy grande de 4&tomos, es decir, tenemos que tratar
el problema como uno de muchos cuerpos. También sabemos que la dinamica de las redes cristalinas es
un tema muy extenso de la materia condensada que ha sido tratado desde principios del siglo pasado. En
particular, en el estudio de los fonones localizados en cristales, hay una enorme cantidad de Teorias
publicadas para calcular sus frecuencias, tanto en semiconductores como en halogenuros alcalinos.
Ninguna de ellas vamos a discutir aqui, solamente mencionaremos los resultados de algunas de esas
teorias en conexion directa con el calculo de las frecuencias de los modos localizados en silicio cristalino
producidos por impurezas de hidrdgeno molecular como lo hicimos en la motivacion tedrica de los
antecedentes de ésta tesis y en otros muchos casos pero de forma muy general. Por otro lado, desde hace
muchos afios se ha insistido en la potencialidad de redes sencillas como las primeras dos que describimos
en la introduccién para explicar los fendmenos fisicos asociados a la modificacion de los modos (fonones)
del bulto de un cristal cuando éste es dopado ®. De manera que en lo que sigue vamos a presentar un
resumen* breve en donde se han realizado célculos de las frecuencias de los modos localizados en éstas
redes con imperfecciones y esos resultados se han aplicado para comparar con los obtenidos en los
experimentos llevados a cabo con infrarrojo y Raman.

Los primeros autores que usando el modelo de red y de imperfeccion de la parte D de la introduccion lo
aplicaron al caso del centro U (un atomo de H substituye en la red cristalina a un aomo de CI') en KCl
fueron Rosenstock y Klick®. La aplicacién en éste caso es muy cualitativa (fisicamente poco clara) ya
que la férmula que utilizaron para calcular la frecuencia del modo localizado producido por la impureza
substitucional de H en Cloruro de Potasio es la que derivamos antes ecuacién (66)
o, 4K m' . : ,
=——,endonde @, =——y €=1——siendo M la masa de los &tomos del cristal, M la
1-e m m
masa del atomo impurezay K la constante de Hooke de los potenciales entre los d&tomos de la red. La
derivacion de éstos ultimos resultados, debemos recordar que fue realizado para una red monoatdémica
con una impureza substitucional que no modifica la fuerza entre el &omo impureza y sus atomos vecinos.
No obstante, los autores considerando que las masas de los atomos de cloro y potasio no son tan
diferentes; is6topos de cloro 34.97997 a.u. y 36.97766 a.u. y de potasio 38.9761 a.u. y 40.97486 a.u., lo
cual es relativamente cierto, aplicaron la formula anterior en su trabajo. Como también en esta férmula no
se modifican las fuerzas entre la impureza y el &tomo imperfecciéon como ya mencionamos anteriormente,

entonces queda un solo parametro a determinar que es la constante K , ésta se fija con la frecuencia

2
(2

4K
maxima de esta red que es @, =—— la que a su vez se hace igual a la frecuencia del rayo residual
m

(restrahlen) del cloruro de potasio. Los autores mencionan ademas, que aproximan una red tridimensional
por una red unidimensional, sin embargo, sus resultados teéricos estuvieron 17% por arriba del valor
experimental. Un buen resultado para una aproximacion tan cruda.

Quienes volvieron ha aplicar la teoria anterior al efecto isotépico del centro U(H") en cloruro de potasio
fueron Mitsuishi y Yoshinaga®”. También analizan el caso del centro U pero en KBr. Para el bromuro de
potasio las masas ya no son tan cercanas, a saber, las masas de los is6topos de bromo son 78.94349 a.u. y
80.94215 a.u., de manera que entonces tienen que usar un nuevo calculo para la frecuencia de los modos
localizados en una red diatomica, como la de la parte B de la introduccion de la tesis, realizado con
ayuda de la Funcién de Green por Wallis y Maradudin ©2**,

*Este es un resumen adaptado a la Tesis que aparece en L. Andrade, Reporte Interno, FACUNAM, otofio 1978.

**Esta formula para la frecuencia habia sido obtenida antes por P.Mazur, E.W.Montroll and R.B.potts, J. Wash.
Acad.Sci.46,2(1956) sin utilizar la técnica de la Funcién de Green. La solucién a este problema también fué publicada por J.Hori
and T.Asahi, Progr.Theor.Phys.17,523(1957) usando la técnica de la matriz de transferencia T y recursos numéricos.



El criterio para determinar la constante de fuerza K fué con el rayo residual como el realizado
por Rosenstock y KlicK. Sus resultados estan en una aproximacion semejante a los del caso anterior. El
modelo de imperfeccion usado en los casos anteriores en los dos tipos de red monoatdmica y diatémica
solamente cambia la masa del atomo impureza razén por la cual los resultados obtenidos al compararlos
con los experimentos difieren mucho en el valor de las frecuencias de los fonones localizados.

Un modelo de imperfeccion mas apropiado no solamente cambia la masa del atomo impureza
sino también cambia las fuerzas de éste con sus vecinos mas cercanos. La obtencion de la férmula para la
frecuencia de los fonones localizados para este nuevo modelo de imperfecciéon en la misma red
monoatémica que estamos usando de la parte D de la introduccion, fue realizada por Montroll y Potts“?,
usando la técnica de la funcion de Green. Esta formula para la frecuencia fue aplicada por Dawber y
Elliot® y Newman y Willis® para evaluar las frecuencias de los modos localizados producidos por
impurezas de B y B 6 C'?, C* en silicio cristalino respectivamente. Como analizan el corrimiento
isotépico que se produce en las frecuencias de los modos localizados al cambiar atomos imperfeccion en
la red cristalina usan el mismo criterio de ajuste de Rosenstock y Click para obtener el valor del

parametro K del cristal perfecto y para determinar el parametro que simula el cambio de las fuerzas

entre la impureza y los a&tomos vecinos K usan un valor experimental de un modo local con la masa del
atomo correspondiente y con esos valores de los pardmetros calculan las otras frecuencias. Es importante
sefialar que al aplicar estos criterios implicitamente se esta suponiendo que las vibraciones de los &tomos
se llevan a cabo en alguna de las direcciones <100>, <010> 6 <001> del silicio cristalino. Esta suposicion
fisicamente no es muy razonable ya que no ajustan el valor de la K a la frecuencia experimental de los
fonones en esa direccion.

Un calculo, con una red diatdmica como la del aparte B de la introduccidn, de los modos locales
producidos por un atomo substitucional de hidrégeno (H) en NaCl, NaBr y KCI, y del corrimiento
isotépico del modo brecha producido por una impureza substitucional de CI" en KI fué presentado por
Bala et.al.® en el cual también cambian las fuerzas del 4&tomo impureza con sus vecinos cercanos pero
ahora en la red diatobmica. En éste calculo que es de caracter numérico utilizan la técnica matematica
conocida como fuerzas extra ®®. Aquf la frecuencia de los modos localizados es expresada en términos de
un determinante que tiene el tamafio del nimero de atomos de la red. En el trabajo se muestra que las
frecuencias de los modos local y brecha no cambian su valor por mas de 0.01% y 0.5% cuando el nimero
de atomos de la redes se incrementa de 5 a 21 concluyendo, por lo tanto, que esas frecuencias son

independientes del nimero de 4tomos de la red. El parametro K del cristal perfecto se ajusta como antes

y también el pardmetro K se ajusta con las frecuencias del modo local y brecha para cada caso
respectivamente. Ya que el célculo es numérico, lo realizan para cada una de las masas de los is6topos
obteniendo valores muy aproximados para la constante K' en cada caso. La comparacion del efecto
isotépico para los modos brecha es ocho veces mejor que un calculo con una red tridimensional segin
estos autores. También Hattori et.al.®” aplicaron el trabajo de Nitsuishi y Yoshinaga a impurezas de Li y
Na en halogenuros de plata (AgBr y AgCl). Todos los resultados obtenidos en este trabajo se aproximan
bién a los experimentos, sin embargo, la aplicacion del modelo de imperfeccién da resultados que se
pueden considerar un poco cualitativas. Hay otro trabajo en la literatura, presentado por Barker et.al. en el
que este mismo modelo de red de dos 4tomos también se usa en el semiconductor GaP con impurezas de
oxigeno para obtener las frecuencias del modo local y su corrimiento isotépico®. En este trabajo no se
puede usar la férmula para la frecuencia obtenida por Wallis y Meradudin [82] 6 Montroll et.al.[42], ya
que la impureza de oxigeno es una impureza intersticial y no substitucional como los centros U en
cloruro de potasio* y parece ser que la funcién de Green no se puede aplicar en la forma actual a
impurezas intersticiales, de manera que los autores hacen un calculo numérico con una red de 50 4&tomos
para resolver este caso. Los resultados obtenidos por estos autores predicen el corrimiento isotopico**
pero este efecto no habia sido medido experimentalmente en esa época para el fosfuro de galio por lo que
este céalculo no pudo ser valorado de forma precisa.

*También hay experimentos en los que los centros U no son substitucionales sino intersticiales, se les llama centros U;.
**E| corrimiento isotépico del GaP:O fue medido experimentalmente por W. Ulrici, B.Clerjaud and D. Cote, Physica B273-b274,
807(1999).



También es muy cuestionable aplicar este tipo de red diatdmica a un semiconductor como el
fosfuro de galio. No obstante, su calculo es aplicado a este tipo de cristal. En realidad, ya habiamos
mencionado que todos los calculos para las frecuencias de los modos localizados con estos modelos de
substitucion isotopica (en los que no se cambian los potenciales entre atomo impureza y sus vecinos
cercanos) se alejan mucho de los experimentos (20%), sin embargo, cuando se usa un modelo de
imperfeccion atémico en el que si se cambian estas fuerzas como el usado por Barker et.al.®®, todos ellos
resultan ser mejores que los realizados con otros modelos de red mucho mas elaborados para calcular las
frecuencias de los modos localizados.

Lucovsky et.al.®® extendieron los estudios anteriores realizados con estas redes monoatémica y
diatdmica a los cristales reales, incorporando una nueva forma para obtener el valor de la constante K .
Para ello usaron una regla de suma de Brout® y Blackamn®® y la aplicaron en el centro y en la orilla de
la zona de Brillouin. Esta regla de suma incorpora no so6lo la frecuencia de los modos transversales
oOpticos que hemos venido usando hasta el momento sino también el longitudinal dptico en el centro y en
la orilla de la zona Brillouin*. Los autores estudian aproximadamente 20 cristales halogenuros alcalinos y
semiconductores con diversas impurezas y muestran que los resultados de los calculos de las frecuencias
de estos modos localizados con estas redes son siempre mejores que los realizados con modelos
tridimensionales mucho maés sofisticados. En estas sofisticaciones usadas en las teorias generales, se
describen a los 4tomos de la red no como masas y cargas puntuales como lo estamos haciendo en ésta
tesis, sino como verdaderos atomos con sus celdas electrénicas y tomando no la interaccion entre masas
atémicas que nosotros consideramos como una interaccién armonica, sino con fuerzas entre los nicleos
de los 4tomos a primeros, segundos y hasta dieciocho vecinos mas cercanos y fuerzas entre todas las
celdas electronicas. Los modelos de las imperfecciones también son muy complejos. Ahora bién, tanto las
redes como las imperfecciones incorporan una gran cantidad de pardmetros que se tienen que ajustar a
diferentes experimentos haciendo los analisis muy elaborados. Por supuesto, todos los célculos son de
caracter numérico y utilizan la simetria de las redes y de las imperfecciones (teoria de grupos) y las
técnicas de la funcion de Green. Aln asi, los calculos hechos con redes como las de la introduccion e
impurezas  aln  isotopicas, siempre son superiores a los realizados con redes
tridimensionales®81838485868788) | 4 aplicacion de estas redes en esta forma a los cristales

semiconductores y halogenuros alcalinos, es cuestionable. También la forma de obtener la K .

Barker y Sievers®® hacen un estudio teérico con una red de 48 4tomos y fundamentan porqué
estos modelos de red se pueden aplicar a los cristales reales tridimensionales para experimentos con
espectroscopia del infrarrojo y dispersién Raman. También, hacen un estudio numérico sobre los modos
locales, brecha y resonantes en esta red de 48 atomos. Y afiaden una explicacion fisica de cdmo estas
redes lineales se acoplan a la radiacion de forma tal que el modelo que se esta usando en realidad es un
modelo tridimensional. Esta es la razén por la que los calculos realizados con redes como las descritas
hasta ahora se aproximan bién a los resultados experimentales. Ademas, los autores en éste trabajo,
proponen el modelo molecular que presentamos en la segunda parte el capitulo 1 de ésta tesis en donde se
muestra que las frecuencias de los modos localizados estan entre el 10% y el 20% por debajo de los
valores obtenidos en los experimentos como sefialamos en el capitulo 1.

Los modelos de imperfeccién que incorporan dos masas como &tomos impurezas en la red
diatémica de la parte B de la introduccién, fueron analizados por Behera et.al. en una serie de trabajos. En
el primero de ellos Behera y Patnaik® hacen uso de la Funcién de Green y con ayuda de la
transformacion M * desarrollada por Maradudin et.al.®” y Patnaik y Mahanty® obtienen en forma
implicita (muy complicada)la formula para la frecuencia de los modos localizados para un par de a&tomos
(masas isotdpicas) colocados a una distancia de segundo vecinos. Es importante sefialar que en este
trabajo los autores presentan modos locales, brecha y resonantes. Sin embargo, ha sido probado
matematicamente, usando el método de diferencia finita®, que para una red con un nimero infinito de
4tomos como la usada por Behera y Patnaik® no pueden existir los modos resonantes. Lo anterior ha
sido comprobado fehacientemente en un nuevo célculo para la obtencidon de la formula para la frecuencia
de los modos locales y brecha que ha sido obtenida de manera explicita y en forma analitica en funcion de
los parémetros del sistema usando el método de diferencia finita®". En este Gltimo trabajo se corrigieron
errores de calculo numérico que aparecen en el articulo original de Behera y Patnaik®®. Estos errores de

*Esta forma de calcular la constante K produce solamente un corrimiento en las ramas de la frecuencia del cristal limpio en este
modelo. Esto estad demostrado en L.Andrade, Reporte Interno, FACUNAM, Invierno 1979-1980.



calculo dieron origen a la supuesta aparicion de los modos resonantes mencionados por Behera y Patnaik.
Para comparar con el experimento los autores ajustan la constante K como lo propusieron Lucovsky
et.al."? en los casos de pares de impurezas de Br, Cl, Na, F y Rb en los halogenuros alcalinos KI, KCI y
NaCl. Sus resultados estan muy alejados de los experimentos para los modos brecha. Ellos aseguran que
esto se debe a que no cambian las fuerzas de los a&tomos impurezas con sus vecinos cercanos. A lo largo
de esta discusion hemos mencionado que un modelo de imperfeccién que no cambia las fuerzas de los
atomos impureza con sus vecinos cercanos da malos resultados al ser comparados con los experimentales,
de manera que, la afirmacion de Behera y Patnaik es parcialmente cierta, pero también mencionamos que
el célculo hecho por estos autores tiene errores que son debidos a lo complejo de los calculos con la
técnica de la funcion de Green. Por otro lado, tampoco se han medido en el experimento los corrimientos
isotépicos de estos modos de brecha, ya que son muy pequefios®®, para poder evaluar el modelo
propuesto.

En un trabajo posterior Behera y Patnaik® extendieron el modelo de imperfeccion anterior
afiadiendo un cambio en las fuerzas de los &tomos impureza con sus vecinos cercanos al interior de la red
y calculan la férmula para la frecuencia, usando la funcion de Green y la transformacion M * de
Maradudin et.al.®?, de los modos pares resonantes. Aplican este calculo para impurezas de Na, Cl y F en
KI, KCI y NaCl. Como ya se sefiald anteriormente en esta red ya fué demostrado que ningin modelo de
imperfeccion dara origen a modos resonantes®®.

Un poco después Behera y Patnaik® estudian el caso de dos atomos impurezas colocados en
posiciones a vecinos cercanos en la red diatdmica también. Tratan como antes los modos locales, brecha y
resonantes y los comparan con el modelo de imperfecciones colocadas a segundos vecinos para atomos de
Li+, Cs+y Na+ en Kl y variando la masa del otro atomo. Sus resultados son muy cualitativos. Afiaden los
casos de pares de impurezas BB, BP, BAs, BSb y GeGe en Si cristalino y SiSi en Ge cristalino y
comparan sus resultados con los experimentos. Su comparacion con el experimento ya es muy confusa.
Alguno de ellos, por ejemplo, el caso de BB en silicio cristalino fué estudiado usando el método de
diferencia finita®™ y se mostré ahi que los resultados que se obtienen al comparar con el experimento
estan dentro del margen de error que este modelo tan sencillo produce como lo hemos discutido hasta
ahora y no como son obtenidos en el trabajo de Behera y Patnaik™. Ya sabemos que hay errores en este
tipo de célculos como lo mencionamos antes ya que los modos resonantes que Behera y Patnaik®*”
mencionan son debidos a errores en su trabajo. Los otros resultados obtenidos son de dudosa confianza.

Como los resultados obtenidos por Behera y Patnaik en sus anteriores trabajos®*%'%? se alejan

de los obtenidos en los experimentos Behera et.al.®® incorporan un nuevo criterio, semejante al de
Lucovsky, Brodsky and Burstein®, para evaluar la constante K de los experimentos y asi estudiar los
modos brecha. Sus resultados se comparan un poco mejor con los experimentos, pero en ningun caso
analizan el efecto isotépico de estos modos brecha, el cual podria ser una prueba muy buena para su
teoria. Presentan los casos de Ga y As en fosfuro de indio y su comparacion resulta cualitativa con el
experimento. Una vez mas consideran que su modelo de masas impide que obtengan resultados que se
acerquen al experimento.

La discusion de la dltima red, a saber, la red de diamante de la parte C de la introduccién se
realizara en la tercera parte de éste capitulo. Del resumen anterior, vamos a sefialar dos hechos
importantes que van a definir la continuacion de la realizacion de la presente tesis. Primero, desde el
punto de vista matematico a su vez, dos cosas deben ser mencionadas. La primera es que s6lo dos tipos de
red habian sido analizadas rigurosamente (son las que hemos presentado aqui) y la segunda es que las
soluciones que se habian obtenido han sido para unos cuantos modelos de imperfecciones (en el resumen
anterior estan todas las publicadas en la literatura). Segundo, desde el punto de vista de la aplicacion de
estos modelos para entender los fendmenos fisicos en los experimentos, estas aplicaciones, tienen un
caracter cualitativo exclusivamente. Sin embargo, en el resumen también fue sefialado explicitamente que
a pesar de lo anterior, los resultados obtenidos con estos modelos de red, siempre se comparan mejor con
los experimentos que los calculados con las teorias que manejan el estado del arte actual en estos temas
[en la motivacién tedrica, presentamos las que han sido publicadas para el caso del hidrégeno molecular
en silicio cristalino]. Este segundo hecho importante es la razén por la que vamos a seguir en este trabajo
una teoria que ha venido desarrollando el “Grupo de Fisica de Superficies” del departamento de fisica de



la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Autdnoma de México, para calcular las frecuencias de
los fonones localizados en semiconductores y halogenuros alkalinos desde Mayo de 1975, que se llama
método de diferencia finita®’. Hasta este momento, éste método ha permitido obtener las solucién
analitica para 15 redes cristalinas limpias, entre las que se encuentran las tres presentadas en estas tesis,
las dos estudiadas hasta ahora y la de diamante. De esta Gltima como ya mencionamos también haremos
un resumen apropiado mas adelante. La teoria incluye una metodologia que permite obtener las
soluciones en estas redes cuando tienen cualquier tipo de imperfeccion en una forma muy efectiva. Esta
metodologia platea la obtencion de la solucién como problemas de valores propios. Las redes incluyen
interacciones a primeros, segundos y terceros vecinos mas cercanos y son de uno, dos 0 mas atomos
diferentes. Es de hacer notar también que cualquier modelo de imperfeccion puede ser resuelto
analiticamente.

Por otro lado y no menos importante, tomando como base las evaluaciones cualitativas
presentadas en el resumen anterior, el estudio de otras teorfas y las ideas de Barker y Sievers®” en cuanto
a que los resultados obtenidos para el calculo de la frecuencia de los fonones localizados con estas redes
son aplicables a los experimentos, se han desarrollado las ideas fisicas apropiadas“®® para que los
pardmetros que aparecen en éstas redes, se ajusten a los experimentos de dispersion de neutrones de baja
energia en los cristales limpios, considerando que estas medidas solamente corresponden a fonones que se
desplazan a lo largo de direcciones de alta simetria, como son las direcciones cristalinas . De manera que
para introducir el uso de esos modelos de red en la solucién de nuestro problema en este capitulo 2,
vamos primero a presentar de forma cualitativa esas ideas para fundamentar como se miden y que
resultados se presentan en los cristales reales limpios, para las frecuencias de los fonones. Es decir, con
argumentos de simetria discutiremos como en estos cristales reales las frecuencias de los modos se miden
en los experimentos a lo largo de direcciones de alta simetria en las cuales se forman las redes que
nosotros usamos. Las medidas experimentales se realizan con dispersion de de neutrones de baja energia.
Como ya mencionamos, mostraremos algunos espectros de cristales moleculares, metalicos vy
semiconductores. Por supuesto, reproduciremos las figuras obtenidas para el silicio cristalino. En la
segunda parte mostraremos el método propuesto™®® para ajustar los parametros del cristal limpio a los
experimentos de neutrones para después hacer una resefia histérica para la red de diamante mencionada
en la parte C de la introduccion, asi como, los diferentes modelos de imperfeccién en los que se han
calculado las formulas para las frecuencias de los fonones localizados y su aplicacion a los experimentos
para finalmente presentar el calculo de las frecuencias de los modos (fonones) localizados para el caso de
la molécula de hidrégeno en silicio cristalino, comparando los resultados con los experimentos y las otras
teorias.

2.1 RED EN TRES DIMENSIONES

Empezaremos ahora con un resumen acerca de los modos vibracionales en redes reales. Después
de haber hecho el primer modelo molecular, se tratara de hacer ahora otro modelo, pero antes se hara una
pequefia introduccidn* en la que trataré de explicar un poco el fenémeno fisico que se esta estudiando. Se
sabe que el movimiento de vibracidn se da en tres dimensiones dada la simetria en la que se compone, por
lo que si uno fuera estricto se tendria que dar un estudio de los tres movimientos que se presentan, pero
dadas la teorias que se van a presentar a continuacion, se hace solo el movimiento en una sola dimension,
esto, se va a demostrar a continuacion. Se hace esta demostracion ya que el estudio que se sigue es mas
complicado al que se hizo en el primer capitulo.

*Resumen basado en la ref. [104]



2.1.1 Modos de vibracion en una red general (a)

Usando las propiedades de simetria discutidas en la primera parte de la introduccion y analogias
del tratamiento detallado de los modelos de redes lineales en la segunda parte de la introduccion, es ahora
posible ver la forma esencial del espectro de los modos en una red tridimensional general. Supdngase que
se tiene un cristal con p atomos en cada celda y N celdas. Habra 3pN grados de libertad y también 3pN

modos. Estos modos se describiran por vectores de onda  los cuales estan uniformemente distribuidos
sobre la zona de Brillouin. Hay 3pN de tales valores permitidos de ( juntos. Asi las frecuencias

®(q) formaran funciones casi continuas sobre la zona, y para acomodar todos los modos debe haber 3p
ramas del espectro. De esas ramas, tres seran acUsticas tales que:

w(@ — Sa cuando g — 0 (169)

En estos modos acusticos, los &tomos se moveran mas o menos juntos como ellos lo hicieron en la red
lineal.

Hay tres ramas ahora porque hay tres direcciones independientes de movimiento para cada
particula. Para Q en una direccion de alta simetria, hay una rama que corresponde a modos longitudinales

en los cuales los &tomos se mueven paralelos a ( y dos ramas que corresponden a modos transversales

en los cuales ellos se mueven en forma perpendicular a . Sin embargo, cuando la direcciéon de ( no
esta simplemente relacionada a los planos del cristal, ésta distincion sencilla no existe. En este trabajo

vamos a considerar modos para ( en una direccion de alta simetria. La direccion serd la direccion <111>

del silicio cristalino. Las ondas acusticas de longitud de onda grande estan simplemente relacionadas a las
constantes elasticas del cristal, dado que ellas producen tensién uniforme sobre volimenes grandes. Por

ejemplo, en un cristal cubico con q a lo largo de un eje del cubo se ve como en la figura 2.1 que la onda

longitudinal es compresional, dando origen a regiones alternadas densas y enrarecidas de atomos.
Ninguna tensién lateral tiene lugar y el movimiento se gobierna por el médulo axial para esta direccién.
Este normalmente se llama C,; y estd dado por (carga longitudinal por unidad de area de la de seccién
transversal) / (aumento en la longitud por unidad de longitud). En una escala microscépica, éste se

relaciona a la componente x de la fuerza del desplazamiento en la direccion x U, por

ou
X, =C £
X 11 8X

.n\l/\L:

Figura 2.1 Compresion (longitudinal) de la onda acUstica en un cristal cibico. EI desplazamiento

de los &tomos es paralelo a ( vy da las regiones alternadas al cristal comprimido y extendido. Figura 3.6
de la ref. [104].



La fuerza total en un elemento pequefio de ancho X es

oX
X, (X+0X)— X, (X) =ox—= (170)
OX
dando una ecuacién de movimiento
o°u, o’u
—X_C, —=x (171)
P T o
donde p es la densidad. La velocidad de estas ondas longitudinales es entonces
5, =(Cy/ p)"* (172)

Las ondas transversales por otro lado dan lugar a una tension de corte (vea figura 2.2). Esto esta
gobernado por el médulo de rigidez apropiado C,4 dado por la fuerza tangencial por unidad de area
dividido por la deformacion angular. La fuerza en la direccion y se relaciona al desplazamiento uy en la
direccion y esta dada por:

ou
Y, =C, — (172)
OX

La fuerza total en un pedazo pequefio es
Y (X+0x)-Y,(X)
y de nuevo la ecuacion de movimiento toma la forma

o%u, o’u,
P o2 =C,, PN (173)

La velocidad de la onda es

S = (Cy /P)UZ

Las velocidades de las ondas en las direcciones generales estan relacionadas a las constantes de
rigidez de una manera mucho méas complicada.



.nl?

Figura 2.2 Onda acustica (transversal) de corte en un cristal cibico. Los desplazamientos
atémicos son perpendiculares a (. Tomada de la ref. [104] en la pag. 61.

Las otras 3(p - 1) ramas, son las ramas Opticas en @((]) — constante con  — 0 aunque no
todas ellas produciran momentos dipolares, los cuales interactlan fuertemente con un campo eléctrico.
Los tipos rotacionales y otros tipos de simetria en la celda unitaria afectaran los detalles del espectro. Por

ejemplo, en un cristal ctbico algunos modos dpticos en ¢ = O estaran triplemente degenerados, debido a

la equivalencia de movimiento a lo largo de los tres ejes del cristal. Todos los modos dpticos en =0
son caracterizados por diferente movimiento relativo de los &tomos en la celda.

Si el cristal tiene constituyentes moleculares bien definidos, se esperan ramas que corresponden al

movimiento interno de la molécula. Tales ramas tenderan a ser planos en el espacio q, particularmente

cuando ellas estan a frecuencias altas, dado que ellas no se propagaran facilmente de una molécula a la
préxima. La discusion anterior esta referida a cristales limpios.

En principio el espectro de modos de los sélidos, puede ahora ser determinado totalmente en
forma experimental, por dispersion de neutrones inelasticos"?®. En la préctica esto se ha hecho para
muchos materiales simples y se ha complementado con la informacién de radiacion electromagnética:

rayos X y propiedades Opticas. En la figura 2.3 se reproducen algunos de estos resultados para el caso del
gas raro neén.
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Figura 2.3 Espectro de vibracion medido ha)(a) para varias direcciones en la zona del f.c.c. Ne
a47 K (J.A. Leake et al., Phys. Rev. 181, 125 (1969)). Las lineas de a mostradas, estan en una zona de

Brillouin, con la notacién convencional a se da en las unidades de 277/ a . Figura 3.8 de la ref. [104].

Notese la semejanza cualitativa tan grande de la rama transversal T en la direccidn <%4%%> en la
gréafica hacia el punto L con la Fig.A.3 de esta tesis. La rama longitudinal L no va a ser considerada por
nosotros. Debemos recordar aca que el cristal de Ne es monoatdmico y es un cristal sin imperfecciones.



En realidad para desplegar toda la informacion sobre ha(q) se necesitaria una figura en cuatro
dimensiones, ya que q varia en tres dimensiones. Los resultados se trazan por consiguiente habitualmente

para (, que varia a lo largo de las varias lineas en la zona de Brillouin. Para el caso de referencia, estas

lineas y sus puntos del fin son representados por las letras. En las figuras 2.3 y 2.4 se muestran las zonas
para cristales c.c. y b.c.c. con la notacién convencional. Estas curvas son importantes por dos razones.
Primero estas proporcionan la informacién completa sobre las propiedades vibracionales de una red en la
aproximacién armoénica de todas las propiedades termodindmicas que pueden derivarse. Esta informacién
se complementa por los datos en las amplitudes atomicas relativas de los modos que también pueden
determinarse de la intensidad del neutron esparcido, de donde pueden derivarse muchas otras
propiedades. En segundo lugar los resultados pueden en un principio, analizarse para encontrar las
constantes de fuerza detalladas entre los atomos, y para aprender sobre las fuerzas atémicas en los

sélidos. Si se especifica la celda centrada en la posicion R, por | se deben definir tres desplazamientos

perpendiculares para cada uno de los atomos de p en esta celda por U, (I) donde la U, (I) tiene 3p valores.

Para la energia potencial la generalizacién directa de lo que hicimos en la primera parte de la Introduccion
nos conduce a que se pueden construir expresiones de la siguiente forma:

SSA, (1), (D, (1) (174)

ap Il

Las As se llaman las constantes de fuerza. Debido a la simetria traslacional ellas dependen sélo
de la posicidn relativa

y no de la posicion real R, en el cristal. El rango y la forma de las A's, es de interés particular ya que

determina el origen de las fuerzas interatdmicas. Las frecuencias caracteristicas a)i2 (a) como en (5), (20)
y (32) ahora depende de la transformada de Fourier

As(@) =) A (R)exp(iq.R) (u, -Vv,) (175)

También debemos mencionar que estas generalizaciones producen muchas constantes de fuerza
Aaﬁ gue en estos modelos son pardmetros que no son calculados de primeros principios y que dependen

del potencial interatdmico. De manera que se tienen que ajustar a medidas experimentales como las que
estamos describiendo, que se hacen con neutrones de baja energia®®. Para nuestros modelos de red,
solamente usamos dos constantes de fuerza para la red, ya que discutimos los fonones en una direccion de
alta simetria que es la <111> con potencial arménico, lo que hace que nuestra discusion sea mucho mas
sencilla.

10



(2)
16 |- i |

—

I
7
)
.
i
i
’
i
Y
N
i
&Y
Y
4
4
. {
s
e
5

B ~ 3 | i 3 9’?»3"0‘
’ 1) A
12 b \\‘\ “m ,I_\AI:-‘, q" ! \ ~ < :
\ \v.“l UL KN L L v S )
h L 1, 5 = 3l b\:1 -] 4 s, \\ L
& / (% ; ! A y
8| % | 5 ! :r 1S gl
Ay | ’4’ | : %’J ,r T
"{‘ ¥ i ! 1
b3 1 l“ 1 |.
4 1- v rI i
| | E i
. ! ] :
001 —> (RA21) ARARAZ)  (12.12.0) 000y —> ©o1)

(M11) (12 142 1) @11

(b}

Fig. 2.4 (a) Espectro vibracional medido de b.c.c. Na a 90 °K. Modos longitudinales y

transversales marcados hacia L y T. (b) Las lineas donde ( es medida, son mostradas en la zona de
brillouin. (A. D. B. Woods et. al. Phys. Rev. 128, 1112 (1962)) Fig.3.11de la ref. [104].

2.1.2 Cristales de gases raros (A)

La Figura 2.3 muestra el espectro de frecuencia para el gas raro neén sélido con cara-centra
cubica. La red reciproca es cubica-centrada en el cuerpo y la zona de Brillouin es un octaedro truncado,
como se muestra en la figura debajo de las curvas de dispersion. Las curvas se muestran para tres

direcciones de ( en la zona. En la direccién <100> (g se designa con A) y la direcciéon <111>
(Ilamada A ), hay dos modos transversales generados (es decir dos modos de la misma frecuencia para
cada Q), asi que, solo se ven dos curvas. Todas las curvas tienen una forma simple similarala A.3, B4y

C.2 de la introduccidn. Esto muestra que las A s aqui son de corto alcance, como es esperado en un cristal
de Van der Waals en donde sélo los vecinos mas cercanos son importantes. En las fuerzas también se

encuentra, lo que se llama central, es decir V (R), que depende solo de la longitud de R . En este caso la
parte armonica de la energia potencial es

v [Ra
OR? R

y sélo el desplazamiento atomico a lo largo de la linea de centros de un par atémico tiene una fuerza
restauradora debido a la interaccion dentro de ese par. Las fuerzas entre segundos vecinos y fuerzas
anisotrdpicas son sélo, un por ciento de las fuerzas mas grandes entre los vecinos mas cercanos.
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Fig. 2.5 Espectro vibracional medido ha)(a) para Si. (G. Dolling Inelastic Scattering of
Neutrons. Chalk River Conf. p. 41 LA.E.A (1963)). La zona de Brillouin tiene la misma forma como la

figura 2.3. a esta en unidades de 77 /a. Fig.3.9 de la ref.[104].

2.1.3 Cristales covalentes (A)

La figura 2.5 muestra el espectro para el semiconductor silicio, otra vez para las tres direcciones

de simetria de Q. Aqui hay dos 4tomos en cada celda (la estructura del diamante, figura C.1) y las curvas
son recordativas para la red tipo diamante Fig. C.2. La red espacial es cubica centrada en la cara. La

simetria hace que las tres ramas Opticas se degeneren para =0y esto conduce a varias otras

degeneraciones en posiciones simétricas en la zona. Las constantes de fuerza A han sido determinadas
usando una computadora para introducir los datos. Como puede esperarse en un cristal covalente de este
tipo hay una contribucién grande de los vecinos mas cercanos que son los covalentemente ligados.
También la fuerza constante para el movimiento a lo largo del enlace (apretamiento) es diferente a esa
perpendicular a él (torcimiento). Sin embargo, la forma real de las curvas (particularmente la llanura de
las ramas transversales) indica la influencia de fuerzas del rango més largas. Estas pueden describirse en
términos del modelo de celdas (capas). Las curvas continuas representan los resultados de los calculos
con ese modelo de celdas (capas). Los puntos y los tridngulos son las medidas experimentales.

2.2.1 CRITERIO DE AJUSTE

En esta parte vamos a presentar un criterio presentado™ para obtener las constantes de fuerza
para el modelo de red que usamos en el céalculo de las frecuencias de los modos localizados (fonones).
Para esto primero vamos a regresar a las figuras 1.5a), 1.5b) y 1.7 de la segunda parte del capitulo 1. La
figura 1.7 muestra la red de silicio cristalino con la impureza que es una molécula de hidrégeno alineada
en una direccién preferencial de simetria que es la <111> y colocada en un sitio T(tetrahedral) de acuerdo
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a los experimentos presentados en la motivacion experimental. Recordemos ahora que estamos
considerando todo el cristal y que la densidad de imperfecciones (moléculas de H,) en silicio es
aproximadamente como vimos antes 5x10* moléculas/cm®. Lo cual quiere decir que las demas celdas
unitarias que reproducen la red, seran limpias. Esto permitira considerar como una red la que describimos
en la parte C1 de la introduccion. Los parametros Ky K que representan las constantes de fuerza en esta
red de diamante, ahora las podemos obtener de las curvas experimentales para el silicio cristalino Fig.2.5.

2.3.1 RED DE DIAMANTE

Al principio de este capitulo nos referimos al hecho que la red diamante también puede explicar
los fendmenos fisicos asociados a la modificacion de los modos (fonones) del bulto de un cristal cuando
éste estd dopado, de manera que ahora vamos a resumir de forma muy breve* también en donde se han
realizado calculos de las frecuencias de los modos localizados en esta red con imperfecciones y esos
resultados se han aplicado para comparar con los obtenidos en los experimentos llevados a acabo con
infrarrojo y Raman. “El estudio de esta red de diamante fue realizado en la Facultad de Ciencias®
siguiendo el método de diferencia finita?. En este trabajo se obtienen las soluciones generales para los
modos del cristal perfecto usando la técnica de operadores y se estudian con todo detalle el espectro de
frecuencias de los modos (fonones) no localizados, la densidad de modos y se presentan ademas gréficas
de las formas de los modos no localizados.

El primer modelo de imperfeccion en esta red fue aquel que sustituye solamente la masa de un
4tomo de la red. Este problema fue resuelto’® como un problema de valores propios siguiendo el método
de diferencia finita“**®. Se obtuvo en este caso la férmula para la frecuencia de los modos localizados,
sus formas y las condiciones para su existencia en funcion de la masa de la imperfeccién. Y en una serie
de trabajos desde 1983** hasta la fecha el mismo autor ha aplicado este modelo de imperfeccion para
estudiar el corrimiento isotopico en las frecuencias de los modos (fonones) localizados en cristales de
silicio, germanio y diamante con atomos substitucionales de H, B, Cy N en Si; By Si en Gey N en C.
Para el primer caso las frecuencias de los is6topos de H estuvieron 2% por debajo de los resultados
experimentales, los del N, 4% por abajo y para los del By C, ambos por arriba del 11%. En el segundo
caso del germanio, los is6topos del B resultaron ser mayores por menos del 6% Yy los del Si mayores por
menos del 1.5%. En el caso del diamante con is6topos de N se comprob6 que efectivamente no hay
fonones locales. Un resultado acorde con las medidas experimentales. Por supuesto, los valores mismos
de las frecuencias se alejan todavia un poco del experimento en los casos tratados, esto se debe a no haber
incorporado en el modelo de imperfeccion las fuerzas diferentes del &tomo impureza con sus vecinos
cercanos, sin embargo, con este modelo de red de diamante, los resultados obtenidos mejoran mucho con
respecto a los obtenidos con la red de Born y que fueron descritos al principio de este capitulo para los
mismos materiales. No debemos olvidar que los calculos obtenidos con la red de Born mejoran mucho
con respecto a los obtenidos con la Teorias publicadas hasta ahora, de tal manera que entonces ain con
este modelo de imperfeccion primitivo, la red de diamante da resultados mas acordes con los
experimentales. Esto dltimo tiene que ver con el hecho de que esta red que estamos describiendo
reproduce muy bien los rangos de frecuencia de los fonones de los cristales perfectos en la direccién

<111>. Y en este nuevo modelo de dos parametros Ky K, estos fueron obtenidos segun el criterio
descrito en la seccion 2.2.1.

Un nuevo modelo de imperfeccion que cambia las fuerzas del &tomo impureza con sus vecinos
cercanos en la direccion del eje cristalografico cristalino que es la direccion de movimiento de los
fonones y que le asigna el mismo valor a la constante de fuerza que fue incorporado®’”) para estudiar el
caso de H en Si cristalino™®. Este nuevo modelo de imperfeccion en esta red de diamante, también fue
resuelto como un problema de valores propios con el método de diferencia finita“*®. Las constantes de
fuerza del cristal fueron obtenidas como ha sido descrito hasta ahora. Los resultados en este caso fueron

*Este resumen se tom6 de L.Andrade. Reporte Interno, FACUNAM, Primavera 2000.
**Para obtener informacion precisa sobre los trabajos ver la referencia del renglén anterior.
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sorprendentemente buenas, ya que la frecuencia para el fonén producido por el D estuvo solamente 0.6%
por abajo del resultado experimental***. Este resultado es muy cercano al experimento a pesar de que el
modelo de imperfeccion en este caso no es muy realista****. Una vez mas se infiere de lo anterior que la
red de diamante parece ser que es la mas adecuada para describir los fonones localizados que la red de
Born.

El verdadero modelo de imperfeccion substitucional en esta red de diamante fue introducido
desde finales de 19841 y resuelto usando al método de diferencia finita“>®. En este trabajo se obtiene
de manera analitica la ecuacion de frecuencias para los modos localizados como problema de
eigenvalores y las condiciones de existencia para los modos como funcién de la masa del atomo
imperfeccion y las constantes de las fuerzas de este a&tomo con sus vecinos cercanos. Como este modelo
de imperfeccion modifica las dos fuerzas del &tomo con sus vecinos cercanos, introduce dos constantes de
interaccion como parametros para el atomo impureza. Este modelo de imperfeccion fue aplicado al caso
de la impureza substitucional de carbén en el cristal de silicio™® ya que en este sistema se tienen 3
medidas experimentales para los fonones producidos por C*2, C** y C* respectivamente, de forma tal que
2 de las medidas experimentales se usaran para calcular las dos constantes que introduce la imperfeccion.
Los parametros asociados al cristal perfecto se calcularon como ya fue descrito. En este trabajo se
obtuvieron resultados que se aproximan mucho al experimento. El error correspondiente a la frecuencia
del fonén calculado por la teoria estd 2.24% por arriba de medido en el experimento. Los que
mencionamos arriba para este caso con el modelo que s6lo cambia la masa, estuvieron 11% arriba del
experimento. de tal forma que pudimos comprobar que la red de diamante con su modelo de imperfeccién
substitucional apropiado, d& los mejores resultados obtenidos con teoria alguna. Sin embargo, habia
detalles muy sutiles en los célculos que nos hicieron sospechar que algo en estos Gltimos trabajos no se
estaba entendiendo completamente (problema matematico asociado a soluciones numéricas de ecuaciones
no lineales). De ninguna forma estamos sefialando que el método de diferencia finita no fuese aplicable en
este caso particular. Al contrario de lo Gnico que estdbamos seguros, era que la aplicacién de este método

era totalmente correcta. El problema radico en el criterio de ajuste para calcular K"y k' . Un asunto de
una trascendencia fundamental en este tipo de problemas. Esto fue resuelto recientemente de manera
definitiva con un nuevo criterio de ajuste para calcular K'y k' ™. En este trabajo se estudia el caso de
B en Si y se obtiene un resultado para la frecuencia del fondn que estd 0.33% arriba del valor
experimental. Comparado con el obtenido con el modelo de masa isotopica que fue 11% arriba del
experimento se observa una mejoria extraordinaria. Casi un orden de magnitud. De tal forma que
podemos sefialar ahora que la red de diamante con los modelos de imperfeccion apropiados para las
impurezas y los criterios adecuados para calcular los pardmetros fenomenoldgicos de la teoria dan
resultados que comparados con los obtenidos con las redes de Born 6 con los obtenidos con otras teorias
publicadas son mucho mejores no sélo en los valores numéricos sino en la consistencia de todos sus
resultados’’. Al presentar los estudios hechos en la red diatomica de Born, nos referimos al caso del O
intersticial en fosfuro de galio y al calculo numérico de las frecuencias de los modos localizados ya que la
técnica de la funcién de green no es aplicable para este tipo de imperfeccion colocada en un sitio de la red
que no coincide con un atomo del cristal perfecto. “Desde el punto de vista matematico, el problema del
atomo intersticial no habia sido resuelto de una forma satisfactoria ya que es un problema dificil de
resolver. Por estas razones el primer modelo de imperfeccion en la red de diamante para un atomo
impureza intersticial solamente coloca al &tomo impureza entre dos &tomos impureza del cristal perfecto y
deja las constantes de las fuerzas del &tomo impureza con sus vecinos mas cercanos igual a la constante
de fuerza entre los vecinos como si el &tomo impureza no estuviera ahi. Este problema fue resuelto en
forma analitica®? usando el método de diferencia finita“®** como un problema de valores propios. En
este trabajo se obtienen las formulas para las frecuencias de los modos localizados y las condiciones para
su existencia, las cuales se presentan en forma grafica. Un gran resultado para la técnica de diferencia
finita con respecto a las otras publicadas para el mismo proposito. Este modelo de imperfeccion fue
aplicado para estudiar el efecto isotopico de H, D; 0, 0* y C*?, C** en silicio cristalino™® resultando
las frecuencias de los fonones localizados 38% mayor, 35% menor y 9% menor a los resultados
experimentales respectivamente. Resultados que son semejantes a los que describimos al principio del
capitulo para las redes de Born. Y que se deben, como ya sabemos en la red de diamante ha haber dejado
a la fuerza el &tomo impureza con sus vecinos sin cambio. Desde el punto de vista matematico, que

***| os resultados experimentales para el H en Silicio cristalino con los que se compara este trabajo, aparecen en: G,R. Bai,
H.W.Qi, L.M.Xie and T.S. Shi, Solid State Comman. 56,277(1985) Estos resultados también fueron usados en el trabajo descrito
antes para la impureza (isotpica) H en Silicio cristalino. Nuevas medidas experimentales han modificado estos resultados. Esto seré
discutido més adelante.

****Esta aproximacion para las fuerzas en el atomo impureza con sus vecinos, se hizo para evitar complicaciones matematicas
asociadas a la obtencion de soluciones en ecuaciones no lineales.
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mencionamos arriba, el resultado del problema intersticial es muy bueno pero para la aplicacion a los
experimentos ese modelo de imperfeccion debié mejorarse. EI modelo para atomo intersticial que
modifica tanto la masa del atomo impureza como las fuerzas que ese atomo tiene con sus vecinos
cercanos, fue resuelto usando el método de diferencia finita®® como un problema de valores
propios*'®). En ese trabajo se obtienen en forma analitica, las férmulas para las frecuencias de los modos
localizados. Otra vez la diferencia finita avanzando matematicamente. Este modelo de imperfeccion fué
usado para estudiar los efectos isotopicos de H, D; BY, B, C*?, C** y 0, 0 en silicio cristalino®*®,
Las constantes de fuerza de todos los potenciales atémicos fueron obtenidos de la misma forma como se
ha venido describiendo en los modelos de imperfeccidn anteriores en esta red de diamante. Los resultados
obtenidos con este modelo de imperfeccidn son: para la frecuencia del fonon localizado del 4&tomo de
deuterio en silicio cristalino, ésta queda 1.9% por debajo del valor experimental; en el caso del 0%, la
frecuencia del fonén localizado se calcula 0.53% arriba de la medicidn del infrarrojo; el fonén del
carbono 13 se obtiene y esta 0.25% arriba de la medicion experimental y finalmente el fonén del B esta
0.36% abajo del obtenido en el experimento.

Como puede observarse estos resultados obtenidos estan todos por abajo del %2 % de error con
respecto a los obtenidos en las medidas experimentales excepto el caso de la impureza de H que tiene un
error de aproximadamente 2% (un valor 8 veces mayor que los otros). Esto se mejoré cuando los
resultados experimentales fueron corregidos en este caso como veremos mas adelante. No obstante,
podemos calificar a la aplicabilidad de esta teoria como sorprendentemente apropiada para calcular las
frecuencias de los fonones localizados en semiconductores del grupo IV con esta red de diamante. Un
nuevo calculo con resultados experimentales méas actuales para el caso del H en Si cristalino mejora un
poco los valores de las frecuencias de los fonones localizados, el error disminuye al 1.6%%”. De lo
presentado en éste Capitulo 2 hasta ahora podemos concluir de forma general que la red diamante es muy
apropiada para calcular las frecuencias de los fonones localizados en semiconductores del grupo 1V de la
tabla periodica de los elementos a la cual pertenece el silicio cristalino y que para el tratamiento
matematico es imprescindible usar el método de diferencia finita“’*®. Ademés recordar que los modelos
de imperfeccion deben ser apropiados para describir el fendmeno fisico correspondiente y que si es asi,
los valores de las frecuencias que se obtendran se acercaran correctamente a los valores experimentales.
En lo que sigue de este capitulo vamos ha aplicar este método de diferencia finita al motivo de esta tesis:
obtener las frecuencias de los fonones localizados que se producen por moléculas de hidrdégeno y sus
isétopos en silicio cristalino. EI primer modelo de masas que discutiremos enseguida y el modelo general
del siguiente capitulo fueron presentados en congresos nacionales Ref. [118] y Ref. [119]
respectivamente.

2.3.2. PROBLEMA DE VALORES PROPIOS

En la figura 1.7 se presentd una celda unitaria del silicio cristalino con una molécula de
hidrogeno en una posicion intersticial con los &tomos vibrando en la direccion <111>. De ahi tomamos el
modelo molecular que presentamos como la figura 1.8. Ahora presentamos el modelo de red de diamante
con la molécula de hidrégeno (deuterio; deuterio-hidrégeno) como una imperfeccion intersticial en una
posicion tetrahedral vibrando a lo largo de la direccion cristalina <111>. Esta figura corresponde al
modelo més general, el cual serd analizado con todo detalle en el siguiente capitulo, sin embargo, como
vamos a resolver el problema como han sido resueltos todos los mencionados en la seccion 2.3.1 de este
capitulo, como problema de valores propios, preferimos obtener la solucion para el modelo de
imperfeccion mas general ahora y en lo que resta de este capitulo analizar el modelo de masas y dejar la
discusion del modelo de imperfeccion mas general para el siguiente capitulo. Esta forma de trabajo
también fué realizada asi y la raz6n de esto fue mencionada en la introduccion. Ahora observamos la
Figura C.2 y en ella colocamos a la molécula de hidrégeno {deuterio, hidrégeno-deuterio) de manera que
la red con la imperfeccion esta descrita por la Figura 2.8
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Fig. 2.8 Modelo de red de diamante conteniendo a la molécula imperfeccion en una posicion
tetrahedral como impureza intersticial. Figura tomada de la primera referencia [118].

Los parametros correspondientes son: M que denota la masa de los atomos de la red limpia y
m'y m" a los a&tomos de la molécula. Como antes K y K son las constantes de fuerza de la red
perfecta K' la constante de fuerza de los atomos en la molécula, K" la constante de fuerza de uno de los
atomos de la molécula con otro atomo de Silicio y K™ la constante de fuerza del otro atomo de la
molécula con otro 4tomo de Silicio en la direccién cristalina <111>. Las Yn, Xn, @, y Z_ denotan

las maximas amplitudes de las vibraciones atomicas alrededor de sus posiciones de equilibrio*.

Para resolver el problema necesitamos por un lado las ecuaciones de movimiento de los atomos
imperfeccion y sus vecinos cercanos que las escribimos como:

X, +(X=p, =Dy, +p,W, =0 (176)
PaYo + (EX=p, = p )Wy + p,Z, =0 (177)
PV, + (82X — P —,03)20 + 03Xy = 0 (178)
PsZy+(X=py—1)X+Yy, =0 (179)
en donde hemos definido X—m—a)2 & —E & —m—" —h —E —E —k_
K 8~ & m’p K'pl Kvpz Kyps K

Y por el otro, las soluciones generales para las ecuaciones de movimiento de todos los atomos de la red
limpia que fueron obtenidas de manera analitica usando la técnica de operadores*®. Con estas
soluciones generales construimos las soluciones que vamos a probar satisfagan un problema de
eigenvalores de manera que cumpliran las condiciones de localizacion“®®. También el método de
diferencia finita proporciona el camino para obtener la solucion del problema de eigenvalores, si este usa
el método por pasos, desarrollado en la ref.[49]. Entonces la solucion que proponemos para este
problema de valores propios sera:

Yy, =C,E;; n<0 (180)
1+ pE
X = [ﬁj C,E; " n<-1 (181)
I+p-x ’
a, =W, (182)
z,=2, (183)
y,=CE/, n>1 (184)
E,,+
X = [L’Dj C,E], n>0 (185)
I+p-x ’

*Notacion tomada de las referencias [55] y [118]
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En la solucién del problema de eigenvalores ecuaciones de la (180) a la (185), W, , Z,, Cy

C, son constantes arbitrarias y E1,2 se definié en [50] como:

O RD

186
5 (186)

2 —
en donde: Q= 2 =2x(p+1D2p

yo)

(187)

Sustituyendo (180), (181), (182), (183), (184), y (185) en las ecuaciones (176), (177), (178) y
(179), obtenemos un sistema homogéneo para las constantes W, Z C, y C,, que es el siguiente:

[+ pE) + (x— p, D)1+ p—X)|C, + A+ p—X) pW, =0 (188)
P.C, +(eX=p, —p W, +p,Z,=0 (189)
AL+ p=X)W, + (g,x—p,— p3) A+ p—X)Z, +(E, + p) p,C, =0 (190)
A+ p=X)Z, +[(x— p; —1)(E, + p) + 1+ p—X)E,|C, =0 (191)

En las ecuaciones anteriores simplificamos la notacién denotando a E,, de (186) como E;.

Buscamos soluciones del sistema de ecuaciones (188), (189), (190) y (191) diferentes de la trivial, por lo
tanto, el determinante del sistema tiene que ser cero.

1+ pE +(X=p, DA+ p-X) p,(L+p-X) 0 0

P EX= 0, =Py P 0 -0 (192)
0 Al+p=x) (&x=p—p)L+p-X) (B +p)
0 0 P+ p=X) (P=pPs)E + p(X=p,—1)

Al resolver el determinante (192) obtenemos un polinomio de segundo grado en E, que
presentamos en el Apéndice (ecuacion B). Para obtener la férmula de la frecuencia de los modos
localizados solamente tenemos que sustituir la E; dada por la ecuacién (186), a la que incorporamos el

valor de € dado por la ecuacién (187), en el polinomio obtenido para E, del determinante (192). Asi

obtenemos en forma analitica la férmula para las frecuencias de los modos localizados en esta red de

diamante con una molécula de hidrégeno (deuterio, hidrogeno-deuterio) como impureza intersticial. La

ecuacion para la frecuencia la presentamos también en le Apéndice (ecuacién A) como un polinomio de
2

séptimo grado en la variable X. Recordemos que X = y también que obtener la E; significa

obtener la solucién del problema de eigenvalores, ecuaciones (180), (181), (182), (183), (184) y (185).
Por supuesto también se deben obtener los valores de las constantes W, , Z , C, y C, de las
ecuaciones (188), (189), (190) y (191) para tener la solucion completa*™.

*Esta solucién del problema como uno de los valores propios fue presentada en el primer trabajo de la referencia [118]
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2.3.3 MODELO DE MASAS

El modelo de masas siguiente fué presentado en el Congreso de la Sociedad Mexicana de Fisica
Ref. [118]. En este modelo de masas solo incorporamos a la molécula de hidrégeno en la posicion
tetrahedral y no modificamos las constantes de las fuerzas de los atomos de la molécula con los atomos
del silicio vecinos mas cercanos en la direccion <111>.

Pero la constante de fuerza de los &tomos de la molécula la hacemos igual a las constantes de las
fuerzas entre los 4&tomos del cristal perfecto del Silicio, por lo tanto en este modelo se consideraa p; =1,

P, = Py = p . Esto es, se va a considerar un modelo mas simple. Este modelo lo presentamos en la
Figura 2.9

Hegidn 1 Region 11 | Hegian 111
K k K |k K k K k K
® o0 9—@ [
m m mm m” m m m
Y_] x-1 Y[]wg z 0 XU Yl x:l

Figura 2.9. Red infinita de Silicio cristalino en al direccién <111> para dos imperfecciones
isotopicas diferentes con masa M "~y m " intersticiales.

. . . m . .
En este caso se define también el pardmetro & =—. Este se refiere al cociente de las masas y
m

como éstas son iguales, como en las substituciones isotopicas H-H 6 D-D, entonces con la
aproximaciones anteriores la ecuacion de eigenvalores para las frecuencias del apéndice A se reduce a :

(p'e? =2p'® + p'e ) +(2p'e* +2p"* —2p'e* —2p°s —2p' s +2p°6" + 2p°c* —2p°eM)X" +
(p° —10p*s?* +4p°e* + p'e’ +4p°c +4p e —12p°c* —20°c* + 2p° +4p°c> + 2p°c* + p°* )X +
(4p° +4p°s* —4p"* +8p°s +4p s +8p°c” +4p°s* —4p° —8p°s’ +4p°s —4p°%)X* +
(4p's* —16p°s—8p s +8p°c* +4p°s” —4p° —8p°¢)x+8p° +8)0°

(193)

La ecuacion de frecuencias en este caso es un polinomio de quinto grado en x. Las demas letras
denotan los pardmetros del sistema, es decir, de la red y de la impureza. EI método anterior es solo para el
caso en que la masa de las imperfecciones son iguales, falta el caso en donde las masas son diferentes ver
figura 2.9, para este caso seguimos usando:

g=m/m
Y
& =m"Im

Entonces la ecuacion para las frecuencias se escribira como:
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(—p*el?e2 —p*e22el +p*el?e22+p*e2 el )X+ (p*e22+el?p*+pel?e2
+pte22el —2p*el?e2?—p°e2 —pte2 —plel —ptel +p°el?+p°e2?
+p°e2%el +p°el?e2 —2p°el?e22)x* +(p®—2p*e2?2-2¢l?p*+2p°
+2p*el?e2 +2p*e2%el +ptel?e22-6p*e2 el +2p° 2 +2p*e2 +2p°¢l
+2ptel —4p°el?—4p°e22 - p®e2?2—p®el?+2p°e2%el +2p°el?e2
+2p°el?e22-4p°e2 el +p°el?e2?)x3+ (—4p°—4p°—2ptel?e2
—2p*e2%el +4p*e2 el +4p° 2 +2p €2 +4p°el +2ptel +2p°cl?
+2p°e22+2p%e2%2+2p8el12-4p°e2%el —4p°cl?e2 +4p°e2 el +2p°cl
~2p%€l?e2 —2p%e2%el +2p°e2) X+ (p*e2?+el?p?-4p°+2pte2 &l
—8p° 2 -4p'e2-8p sl —4ptel +2p el?+2p 2%+ p® 2%+ p°el?
+4p°e2el —4pfel —4p*e2+2p°e2l)x+8p°+8p°=0

También en este caso la ecuacion de frecuencias es un polinomio de quinto grado. Para calcular
las frecuencias de los modos localizados usaremos el criterio de ajuste descrito en 2.21 para obtener el

valor de Kyk, por lo tanto de p . Entonces para obtener la frecuencia en el caso H-H, calculamos

primero el valor de & =0.03602323 y sustituimos este valor junto con el de p = 0.05en la ecuacién
(193) y obtenemos un polinomio de quinto grado en X que es el siguiente:

7536651890 10°x°-.4551814901 10°x* +.1501462087 10°x°-
2851310546 10°x*-.3200013439 10°x+.2625000 10° =0

De esta ecuacién tenemos que despejar la x dandonos las siguientes raices
-1.452156638, 1.363765610, 1.463544469, 2.111596996, 56.90896596

Para obtener el valor de la frecuencia usamos la relacion entre Xy @ anterior que es
2

X=

. Entonces @ se puede describir en términos de la frecuencia del méximo modo transversal
optico del cristal perfecto*.

2
o =Ze_x (195)
2.1

El valor experimental de esta frecuencia es 520cm™. Con lo anterior las frecuencias que obtenemos son en
-1
cm.™.

432.4146791 1, 419.0478016, 434.1068649, 521.4338431, 2706.973745

Estos nimeros son las frecuencias que estamos buscando pero observamos que la primera es
compleja, lo que quiere decir que esta no es solucién de nuestro problema. Las dos siguientes son
frecuencias por debajo de la rama dptica que no son facilmente medibles en los experimentos. La de
521.43 cm." estd muy cercana a la méxima frecuencia transversal optica del silicio y tampoco es
facilmente medible. Al menos no conocemos ningln reporte hasta la fecha. La Gltima es la que nos
interesa del fondn localizado.

*Ver L. Andrade. Reporte Interno, FACUNAM, Otofio 1984.
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Para el caso DD se va hacer exactamente el mismo procedimiento solo que el valor de la masa
cambia de la siguiente manera & = 0.071991432 por supuesto es el cociente de la masa de deuterio y
la masa del silicio llegando a la siguiente ecuacion

.1449980077 107x°-.6645683125 10°x" +.1872340223 10°x>+.2445452296 10°x*-.4146760047 10°x+.2625000 10° =0

Obteniendo las siguientes raices

-1.500297851, .7080189463, 1.471453762, 2.114084407, 28.47687866

Quedando las siguientes frecuencias

439.5238437 1, 301.9368612, 435.2782892, 521.7408698, 1914.872617

La discusién para los primeros cuatro valores de las frecuencias es como en el caso anterior de
manera que la Gltima es la del fondn localizado.

Para el caso de HD se usa la ecuacion para dos masas diferentes (194) cuyos parametros son los

siguientes &, = 0.03602323, &, =0.071991432 donde la primera es para hidrogeno y la otra para
deuterio. Se obtiene la ecuacion que sigue

.1449980077 107x°-.6645683124 10°x" +.1872340224 10°x°+.244545230 10°x*-.4146760047 10°x+.2625000 10° =0

Con las raices siguientes

-1.476121474, 9289195597, 1.467404173, 2.101654036, 42.81107086

y las frecuencias siguientes

435.9681327 1, 345.8459945, 434.6789118, 520.2047452, 2347.857541

Otra vez los primeros cuatro valores son como los anteriores y la Gltima es la frecuencia del
fonon localizado. En este Gltimo calculo si tomamos el caso DH y solo se intercambian las masas, nos dan
las mismas que para HD por lo que ya no lo ponemos

En la siguiente Tabla vamos a colocar los resultados obtenidos hasta ahora para este modelo de
masas junto a una recopilacion de los resultados experimentales. Esto lo enfatizamos otra vez, ya que
como relatamos en la motivacion experimental, estas medidas pertenecen a distintos experimentos hechos
a diferentes temperaturas. No hay un solo experimento que reporte todas las frecuencias de los fonones
localizados a la misma temperatura. Pero para propésitos de comparacién vamos a usar esta Tabla.
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RESULTADOS EXPERIMENTALES RESULTADOS TEORICOS

Molécula fcm"'
— 3618.3
HD — 3265
084
DH — 3191.1
1 2642 L 27069 25.37% ¥
2347.8  28.04% ¥ 7928

19141  27.55% ¥

Tabla 1. Medidas experimentales para los fonones y resultados tedricos obtenidos con el modelo
de masas en la red diamante.

2.3.4 DISCUSION DE RESULTADOS

De la Tabla 1 notamos que hay una enorme diferencia entre los resultados experimentales y los
obtenidos con esta teoria para el modelo de masas. Una primera diferencia es que el nimero de fonones
localizados medidos en los experimentos es de ocho, sin embargo, la teoria predice solamente tres. Pero
debemos recordar que este calculo fue realizado en 2001, para esa fecha, solamente habian sido medidas
las frecuencias de tres fonones localizados, de manera que nuestro calculo por lo que se referia al nimero
de fonones cuyas frecuencias habian sido medidas, estaban bien. En cuanto a las frecuencias obtenidas en
el calculo tedrico, éstas diferian por aproximadamente 28% de las experimentales. Un resultado que esta
en linea con los que habian sido obtenidos para otros modelos de imperfeccion en esta red de diamante
cuando las impurezas no cambian las fuerzas en la region de la imperfeccién como fue descrito antes en
este capitulo. Tomando esa diferencia es del orden de magnitud de la que se obtiene con los modelos
moleculares isotopicos (20)% como se describe en la segunda parte del capitulo 1, al calcular la
frecuencia de impurezas sustitucionales en semiconductores del grupo IV y semiconductores compuestos
de los grupos H1-1V con modelos moleculares. Por otro lado la diferencia en la frecuencia del fondn con
mayor frecuencia y el fonén con menor frecuencia “corrimiento isotopico”[972], no difiere mucho de la
experimental [1004] de manera que podemos concluir que el calculo con este modelo de imperfeccion en
la red diamante es adecuado dentro de las limitaciones impuestas por un modelo de imperfeccion que no
cambia las fuerzas entre los &tomos en la region de la red en la que se encuentra. Un comentario adicional
gue podemos hacer es que este calculo compite con ventajas con las teorias que usan el estado del arte
actual para este tipo de problemas y que fueron presentados al principio de la tesis en la motivacién
tedrica.
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Capitulo 3
3.1 MODELO DE IMPUREZA

En la motivacion experimental de la tesis hicimos referencia a que durante la realizacion de ésta,
aparecieron nuevos resultados experimentales refs.[11,12] ya que afiadimos otro que no conociamos
ref.[13] e incorporamos otro que aparece en el experimento pero que sus autores no lo consideran como
un fonén no localizado a la impureza molecular. Esto afade cinco fonones localizados mas de los tres a
los cuales hicimos referencia en los capitulos anteriores. Ademas, en este caso de impureza molecular

general, observamos de la Fig. 2.8 que tenemos un problema con tres parametros k', k" y k™; los
cuales son las constantes de fuerza de los d&tomos de la molécula con sus vecinos en la direccion <111>y
la interna de la molécula. Esto otro presentaba una seria dificultad para calcular estas tres constantes con
los pocos datos experimentales con los que contabamos. Por lo tanto tuvimos que hacer una
simplificacion de este modelo general sobre bases fisicas, la hipotesis fue la siguiente: Como la distancia
de un atomo de hidrogeno en la molécula al atomo de silicio mas cercano es muy parecida a la que hay
entre dos atomos de silicio cuando estan en su situacion mas alejada en el cristal limpio vamos a
considerar que los valores de las constantes de fuerza respectivas son muy parecidas. Nosotros las
hacemos iguales, es decir, k™ =k . Esto nos conduce a un problema de ajuste para determinar las
constantes de fuerza de la impureza para volverlo mas sencillo, tenemos que ajustar dos, a saber k' y

k". Aun asi, al hacer el resumen de una sola imperfeccion substitucional en esta red de diamante ya
describimos como el problema para ajustar 2 constantes de fuerza es un problema muy complejo,
asociado a la resolucion de ecuaciones no lineales que fue resuelto hasta el 2004 Ref. [116], de tal manera
que hicimos un primer ajuste para calcular las dos constantes con el criterio que usdbamos para la
impureza substitucional. Los resultados de estos calculos fueron presentados en 2000 y 2003 Ref. [118].
Estos resultados fueron cercanos al experimento pero tienen detalles muy sutiles que hacen sospechar que
no sean verdaderas soluciones del problema como en el caso de la impureza substitucional. Ya que en el
2004 resolvimos este problema de dos constantes, ahora presentamos, el céalculo de las frecuencias con
este nuevo método de ajuste en lo que sigue.

Uno de los resultados del primer ajuste ref.[118] es que no solo se tenian que presentar una y
solo una frecuencia por cada constante ajustada, desde el primer ajuste se ve que debe de salir , mas de
una frecuencia, claro esto se debe al modelo, pero en la Seccion 2.3.3 aparece una ecuacion de 5° grado y
de las cinco raices una sola corresponde con el fonon localizado. Ahora en éste modelo mas general
aparece una ecuacion de 7° grado, tenemos dos raices adicionales, de las cuales una se descarta por
razones fisicas, pero la otra es de otro fonén localizado*. La matematicas de este problema son muy
complicadas, esto lo refuerzo en la parte de la introduccion, ya que se han hecho calculos con una
imperfeccion y dos imperfecciones substitucionales usando la funcién de green, pero no se sabe que ésta
sirva para imperfecciones intersticiales por lo que se busca una solucion alternativa llamada de diferencia
finita.

Vamos ahora también a recordar las medidas experimentales. Primero, se presentaron tres lineas
que se tenian desde un principio, pero no se podian encontrar las otras experimentalmente. Una de éstas
fue encontrada por fisicos estadounidenses entre los que destacan Stalova, Chen, Fowler, etc'”. Otra
aparece en su trabajo pero no fue considerada por ellos. Aqui fué reinterpretada. Otras dos fueron
encontradas por unos alemanes llamados Lavrov y Weber'?, para ser exactos en marzo y noviembre del
afio 2002, generando respuestas a los resultados que en este trabajo se tenian para asi lograr
perfeccionarlos. Y una mas por Kitajima et. al. Ref [13].

Ahora vuelvo a presentar las dos figuras experimentales de la motivacion experimental Fig. 6 y
Fig. 7 en donde aparecen los nuevos fonones localizados.

*Este argumento surgi6 en un estudio semejante muy largo ref. [119], hecho para obtener las frecuencias de los fonones localizados
producidos por una impureza substitucional de Boro y una impureza intersticial de Hidrégeno en Silicio cristalino.
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Por mi parte como ya dije, llevo dos métodos para estudiar el problema en la direccion <111>,
uno es, el modelo molecular'’” y otro, la red de diamante con impureza molecular isotopica ''® y la red
de diamante con impureza general pero con un método de ajuste tentativo'''®. Ahora voy a comparar los
resultados de los nuevos experimentos para poder llegar a una conclusion con los calculos realizados con
el nuevo método de ajuste para las constantes, propuesto en el 2004 Ref. [116]. Esto es, se han encontrado
hasta estos dias 8 frecuencias ver tabla 3.1 para las cuatro posibles posiciones de las moléculas
intersticiales. Hasta el modelo de masas, solo se habian presentado tres y entonces ;donde estan las
otras?. La siguiente tabla recopila de todos los experimentos, las frecuencias de los fonones localizados
que en esta tesis vamos a tomar como referencia para comparar con nuestro calculo teorico.

Resultados | Experimentales
Molécula Frecuencia
(em)
HH 3627
HH 3618.3
HD 3425
HD 3265
HD 3191.1
HD 3177
DD 2645
DD 2642

Tabla 3.1 Resultados experimentales recopilados hasta 2006. Nota: el valor con * es un valor que
no se menciona como frecuencia de fonon por los autores.

3.2 CALCULOS DE LAS FRECUENCIAS DE LOS
FONONES LOCALIZADOS

Para obtener las frecuencias de los fonones localizados usamos las ecuaciones A y B del
apéndice con la restriccion ya definida para el modelo de imperfeccion, es decir, £ = k" . Entonces el
método de ajuste para calcular k' y k" de los experimentos serd descrito enseguida. Ahora en nuestra
ecuacion de valores propios (ecuacion (A)) tenemos que encontrar los valores de o, y 0, . En ésta se

sustituyen los valores conocidos el primero va a ser x y se va a calcular de la siguiente manera. De la
ecuacion

x=mw’k

se puede llegar* a la siguiente expresion que depende de la frecuencia transversal Optica que para el
Silicio es 522 cm™

® (195)

donde como ya se dijo @, es la frecuencia trasversal optica del silicio (522 em.) y wes la frecuencia

experimental, una para cada caso, esto es, una para HH, DD y HD. A saber para HH es 3618.3 cm.”, para

HD es 3264.8 cm.” y para DD es 2642.5 cm.” quedando para los valores de las X
xhh=100.8991326793499801
xhd=82.14695168890650460
xdd=53.81561165059232835

*Ver L. Andrade. Reporte Interno, FACUNAM, Otofio 1984. ref. [107].



Haciendo la aproximacion del modelo de imperfeccion, esto es, © = 0, como ya mencionamos

antes, hacemos una de las variables K = k™. Ahora tomando una x y el valor de 0 (ya se definié como
se calcula en el capitulo anterior). Se sustituyen en la ecuacion de valores propios (ecuacion A). De aqui
se obtiene la primera ecuacion con dos incognitas O, y 0, , se sustituyen también los cocientes de las

masas hidrogeno en silicio 6 deuterio en silicio (&, =m’/m,&, =m’’/ m), ésta, es la primera ecuacion.

Cabe destacar que este calculo se hace ajustando a la frecuencia del HH, para esta primera ecuacion se
usa la xhh nada mas pero se pudo haber ajustado a la frecuencia de DD. También pero de otra forma a la
de DH 6 HD. En esta tesis si se hizo pero se tomaron los resultados mas cercanos a los documentados en
los experimentos.

Nota: En el programa usado se cambia p=r,p, =rl,p, =r2,p, =r3,&, =21, &, =72
Ecuacion 1 para o, y 0o, .

16612.913r2r1>-2449.254r2*r1*-93830.110r1 12+
17870.065r2%r1+115631.459r2+4607.337r1-32513.222r22- (187)
825.374r1>-5626.766=0

La segunda sale de sustituir las x y la 0 anteriores en la ecuacion (187) y ésta a su vez en la
(186) con la restriccion que |E1| <1, el valor de E1 se sustituye a su vez en la ecuacion B del apéndice y

de ahi se obtiene la segunda ecuacién para O, y 0O, .

-5673201.887r112+19964986.448r2+38792917.852r1-

(197)
71105110.469=0

Obtengo 0, v p,, lo que quiere decir que se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas, por lo que con esto, puedo calcular la solucion simultanea, siendo estos los resultados:

frl = 1.820, r2 = 0.048},
(12 = 3.533-3.367L rl = 1.807+1.7441},
(12 = 3.533+3.367L rl = 1.807-1.7441},
(rl = 3.831, 12 = 43.759}

Estas son las soluciones del sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (196) y (197). Se
observa que de las cuatro parejas dos son complejas, estas no nos sirven y de las otras dos la ultima tiene
una r2 muy grande fisicamente no parece razonable este valor, por lo que vamos a usar a la primera
pareja. Ya obtenidos todos los parametros requeridos podemos obtener las frecuencias de forma que
procedemos a calcular las raices del polinomio de 7° grado (ecuacion de valores propios). Como
ajustamos con el valor de xhh, en el polinomio nos aparecerd x correspondiente al ajuste, ya que la
frecuencia que usamos es la de 3618.3. El polinomio lo podemos escribir como:

.825107°-.145 10°x°+.301 107x°-.161 10°x*+.552 10°x°>-
214 10°%x2-.942 10°x=0

Esto es un polinomio de sexto grado en x. Cuyas raices son:

-1.3005462, 1.3478584, 1.4821378, 2.1096690, 100.8991326, 102.4634369



A la x, después la introducimos en la expresion dada por (195), despejando la w y asi es como
tenemos cada uno de los resultados de las frecuencias de los fonones localizados del hidrogeno molecular
en el silicio cristalino, enseguida se presentan las frecuencias obtenidas:

410.71,418.1, 438.5, 523.2, 3618.3, 3646.2

En este primer caso obtenemos obviamente la frecuencia experimental para el caso HH, digo
obvio ya que la xhh la sacamos primero y solo regresamos al valor. De estas seis frecuencias la compleja
pues no se utiliza ya que fisicamente no se puede analizar, las dos siguientes estan por abajo de la banda
optica como ya encontramos en el modelo de masas del capitulo anterior, hay una muy cercana a la orilla
de la rama transversal optica que es muy dificil de medir y las dos ultimas son las referentes a el ajuste
HH (3618.3 cm.™) y una adicional (3646.2 cm.™) que se cree que es el otro fonén localizado medido en el
experimento. Para obtener los valores de las frecuencias para los casos , D2 , H-D y D-H vamos a hacer
el mismo procedimiento anterior asi es que pasaremos a hacer el caso DD, presentando la ecuacién en x
usando la misma solucién rl y r2 solo cambiando las masas de HH por DD.

-2 10°°%7-111 10®x°+.116 10°x°-.317 10°x*+.845 10°x°+
661 10°x%-.153 10*x+.82510° =0

Cuyas raices son:
-5599199, -1.3218089, .6991218, 1.4862240, 2.1167056, 49.4776991, 51.2712186
Convirtiendo a frecuencias de fonones nos queda

271,414.11, 301.1, 439.1, 524.0, 2533.7, 2579.2

Ahora tenemos dos frecuencias complejas, las otras cinco correspondientes a las discutidas en el caso HH
Pasamos al calculo de HD. Se presentan la ecuacion correspondiente con masas H y D (ver apéndice)

.82510°-.280 10°x°+.507 107x°-.233 10°x*+.695 107°x°-
727 10°x2-.124 10*x=0

Con raices como sigue
-1.3218072, .9185907, 1.4862151, 2.1023387, 76.9736460, 100.8623712
Sustituyendo en (195) queda

414.11, 345.2,439.1, 522.2, 3160.3, 3617.6

Que tiene 5 frecuencias como los casos anteriores. Por ultimo el caso DH, cuya ecuacion es la siguiente:

.825107°-.582 10°x°+.754 107x°-.245 10°x*+.714 10°x°-
819 10°x*-.124 10*x=0
Sus raices le siguen
-1.3005465, .9183811, 1.4821419, 2.1023751, 49.5153159, 76.9918270

Y frecuencias

410.7 1, 345.2, 438.5, 522.2, 2534.7, 3160.7



Las dos frecuencias de fonones localizados en este caso DH, difieren a las calculadas para HD.
Este resultado es consistente con la falta de simetria en la colocacion de la molécula en la red de
diamante. Un resultado fisico muy importante. En la siguiente Tabla presentamos los resultados
experimentales de los fonones con los que vamos a comparar y los resultados del calculo con la teoria.

RESULTADOS EXPERIMENTALES RESULTADOS TEORICOS
Molécula 4 cm™ 3646.2 0.53% T [
HH
— 3618.3 A58
T 3617.6 5.54% T
oay D —_— 3265 — 31607 3.19%¥ 11125
DH — 31911 == 3160.3 0.53% %
BE — 2642 —T — 25792 18.829, ¥+
o — 25347 4.17%

25337 4.1% * 1

Tabla 1. Medidas experimentales para los fonones y resultados teoricos obtenidos con el modelo
de imperfeccion en la red de diamante.

3.3 DISCUSION DE LOS RESULTADOS

De la observacion de la tabla anterior, un primer hecho importante se refiere al nimero de
fonones localizados producidos por la molécula de hidrogeno (deuterio, hidrégeno-deuterio, deuterio-
hidrégeno) medidos en los experimentos (8) y a los calculados por esta teoria (8). Por lo que se refiere a
las frecuencias hay un fonén cuya frecuencia esta cerca del 19% por abajo del valor experimental, cuatro
que difiere en aproximadamente 5% y dos por 0.53%, la otra se us6 para evaluar las dos constantes de
fuerza. El “corrimiento isotopico maximo” de 984 cm.” no difiere mucho del calculado tedricamente de
1112.5cm™. La diferencia en la frecuencia del fonén con 19% esta de acuerdo con las diferencias
obtenidas en los calculos con modelos de imperfeccion que cambian solamente las masas y no las
constantes de fuerza en la redes de Born como fue descrito en la seccion 2.1 del capitulo anterior. Para los
siguientes cuatro fonones estas diferencias son semejantes a las obtenidas también con modelos de
imperfeccion que cambian solamente las masas pero en la red de diamante como fue referido en la
seccion 2.3.1 y los dos tltimos fonones con diferencias de 0.53% pertenecen a modelos de imperfeccion
en los que si se cambian las fuerzas de los 4&tomos imperfeccion en la red de diamante. Nosotros en esta
tesis creemos que estas diferencias en las frecuencias se deben a la aproximacién que usamos para el
modelo de imperfeccion de la molécula impureza, es decir, haber aproximado a la constante de fuerza que

llamamos k£" con la del cristal perfecto. Pero recuérdese lo que fue referido en la seccion 2.3.1 con
respecto a los modelos de imperfeccion en esta red de diamante que usan dos constantes de fuerza para
las imperfecciones. Se present6é ahi un problema severo de solucion de ecuaciones no lineales que se
resolvié mas de 10 afios después. Por cierto, este hecho permitié haber presentado la solucion de este
problema aqui en forma correcta. Esto lo digo porque enfrentar el problema buscando un método de
ajuste adecuado para las 3 constantes de fuerza parece ser que es un problema que se llevara algo de
tiempo resolver. Este modelo de imperfeccion, aunque sea aproximado supera con mucho el que
presentamos en el capitulo anterior que llamamos “Modelo de Masas” en la red diamante, no solamente
en el numero de fonones localizados, sino en el valor de las frecuencias encontradas para estos fonones.
También al “Modelo Molecular” del capitulo 1, el cual produce 6 fonones y no 8 como el experimento.
Ademas las diferencias en las frecuencias en ese Modelo Molecular para el caso HD, fueron del orden de
18% con respecto al experimento. Mi conclusion es que, a pesar de las limitaciones del modelo de



imperfeccion, este calculo da resultados sorprendentes, sobre todo si se comparan los resultados con los
obtenidos por todas las teorias que manejan el estado del arte en estos temas. Para reafirmar esto ultimo:
si revisamos la Tabla de la motivacion tedrica que presenta todos los célculos de las frecuencias de los
fonones localizados realizados hasta la fecha y comparamos estos con los nuestros, la ventaja del calculo
de mi tesis es evidente.



CONCLUSIONES FINALES

Los resultados experimentales de acuerdo a lo presentado en la “Motivacion Experimental” confirman
tres de las frecuencias de los fonones localizados, via mediciones Raman 0 infrarrojo. Otras cuatro
frecuencias solamente han sido medidas una sola vez ya sea a través de Raman o infrarrojo. Una mas de
estas frecuencias aparece en uno de los experimentos, pero sus autores no la consideran, nosotros la
incorporamos como frecuencia del otro fonén localizado. Esta ultima idea surgié de un estudio
teorico 212D sobre  experimentos de fonones localizados en silicio debido a impurezas de boro e
hidrégeno en €l. Ademas, los experimentos en el caso de la molécula de hidrégeno en silicio cristalino, se
hicieron a diferentes temperaturas. Seria deseable un experimento a una sola temperatura, donde se
midieran las frecuencias de los ocho fonones localizados. Las teorias actuales que usan el “estado del
arte” en estos temas no reportan un acuerdo satisfactorio entre sus resultados y los experimentos. Por lo
que se refiere a mi calculo, en primer lugar el modelo molecular presentado en este trabajo en el capitulo
1, ofrece también una respuesta adecuada para el estudio de los fonones localizados que esta de acuerdo
con todos los otros estudios hechos con este modelo molecular para muchas otras impurezas en silicio
cristalino. Por lo que se refiere al modelo de masas del Capitulo 2, sus resultados concordaron con los
obtenidos para otras redes de diamante en las que se incorporaron impurezas substitucionales 6 impurezas
intersticiales. El modelo de impureza del capitulo 3, da respuestas muy consistentes con los experimentos
y resultados buenos que se acercan a los experimentos dentro de las limitaciones de este modelo en la red
diamante. Por primera vez se da una explicacion fisica que estd de acuerdo con los experimentos.
También se muestra en la red de diamante con una molécula como impureza intersticial el poder de la
técnica de diferencia finita, para obtener la formula para las frecuencias de los fonones localizados en este
caso.
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APENDICE A

A:=(Z1"2*r3*722"2*r2-21"2*r3*722"2*r—-
TXY2*XZ1N2* 22N 2421 N2* 227 2* N 2) *xNT+ (-

2*r1*r3*Z2N2*r2* Z142*r*r2* 21 N2 X 22 *  r 342 v *r2* 21N 2 v 1 X 224+ 21N 2* r 37 2% 22 v+
Z1N2*r3N2* 220 2*p4 2% r1*r3* 22 2% 21 *r+4*p*r2* 21 2% 7227 242* 21" 2*r3*r1* 2 2% v+
2XY2XYBXL2N2 LR r=2% L1 X L2 2* r N2 v 1 =2 X 212X N2 X r 1 X 22 =2 L1 X L2 N2 * N 2*r 2~
2XZAN2* L2 N 2* 3 =4 *Z1N2*X 13X L2 2* v 24 4* 721N 2* 3% 22N 2% r—

2*71N2* 3 2% r2* v 1=Z1 " 2% 3 2% L2N2 X r2—=4 X L1 N 2* 22N 22X N 2—1r 2N 22X 33X 42N 2% 721~
Z1N2* 3N 2% Z2*r2+r*p2 2% 212X 22N 24 r2 N 22X 21X 2202~

Y2N2*Z1N2*r3* 22N 242*% v *r2*Z1* 227 2% r 1) * X6+ (4*Z1 2% 220 2* v " 2+4* 21N 2% r3*% 722
N2XY2=4*%ZLN2* 3% 2202 = AXr*r2* L1 N2* 227 2=4* 721" 2* 3N 2% 2 2% r—

B*ZLN2*r3N2* 220 2% v+ A* 272 v 3% L2 2% 21 +3* L1 N2 * r 32X 420N 2% r 2~

QX 22X LA KXL2N243F 202 L1 N2 * r3* 2270 24+4* 21" 2% 30 2% 22 % r2—
B*p*p272*7172*%Z227"2-2172*r3"2*rl*r-21"2*r3*rl1"2*%r—-

Y2N2*r3* 72N 2* v+ r2 2% 21N 2*r30N 2% 2202~

TXr2* 7217 2*%r 1" 24217 2% 3 v 1" 2%r2+4 27 2% 30 2% 22* 21+ 721" 2*r3"2*r1*r24+r2"°2*71
N2XY3N2*L2-r* 21N 2% 3N 2* r2—r* 2" 2*r1* 722" 2~
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2FXY2XXN2*XZLFr3F r1+2*r2* 21 xN3* 33X L2 -2* r2* x"2*r1*r3*72-

2XY2*X N2 FXr 1 ARF Y B42Fr2* 21 AR 2F r  r 34 2% v 2* 1A RN 2K N 2*  r3 -

2*Xr2* 71 *X*r3*r M 2) *El-r2*r " 3% rl1-x"2*r"3*r1*r3-x"4*r"3*721*722-
TA2*ZL*XN2* 224N 3* 2L *x*r1—r " 3* ZL*XN2X L2+ 3 r N 3* r1* 22—~

XNOFZLFXr* 22+ XNE* 2 ¥ r* 22+ x"N5*r1*r* 722~

XMNAX 22X rl4+r 2% 1% 22%X+r "3 r1* 22 x+x"5*Z1*r*r1+x"3*r"3*Z1*rl-

XAN2*Xe N 3* 2% r1+r 2% 21 x* 1+ r2* " 2X 22X X+ 2* r N 3R L2FR+AXNBF AR 22X 7245 x*
2*r1*r3=5*r 2% 21 xRN 2% r3+r " 2% 21 x*r3+r " 3* 21 x*r345* X r N 2% r2*r3-
r2*rl1*r3*r+4*r2*x " 3* r*r3-4*721* x4 * r*r3+4*x"3*rl1* r*r3+x"3*r"3*Z21*r3-
XN2* N3 r2*Xr3+XNE5* L1 r*r3-Xx"N 4 2 X r*r3-x N4 1 X r*r3-3*r2*r"2*rl1*r3-
2*Xr2*r N3 F 1 r3-6 XN 2*Xr N 2* v 1 r342*X XN 3 r N 2*r1*r3-2*x"N4* r"2*Z1*rl-

OFXNAF Y N2XZ L XZ242*  r N3XLLFRNB*Z24+06* N 2X L1 kN 3*r]l—

S*p 2% 721 *xXN2* r1+5* " 2% 21 * X N3*Z22-2*r"3*721*x"2*rl-

S*ARXN2F¥ N 2* 1 X 2246 * XNBF N 2* 1 X 22 -2* XN 2 N3 1 ¥ L2-A4* xNA K r2*Xr* 72—

A*XXNAX 1 *r* L2+ 2% r2* x*r*rl—

2*XZ1*XN2*F X145+ xANBF 1 *r* 2244 X XNEX LA ¥ L245* r2* x N3 r* 22—~

4*Z1*XMNAXp* 1 +5%Z21* X3 r*r1+2*%Z21*x"3*Z2*r=5*Z21*x"N4*r* 72—

2FXN2FY LK Z2F 2 RABF N 2X 2% r 1 —r 2 X L1 KRN 2K 22X v+ 2% 21 x*r3*r*rl -
r2*x"4*721*r*rl-

r2*r " 3*r1* XN 2% 22+ 2 r N3 r1 X 22 * X+ r "2 r1 X r3*% 2% x+r " 3*r1* r3*22* x+r2*rl1*r3
FrXRZ2*X=XMNAF 1 *p3Fr*Z24xN5F 21 *r3* r*22-x 4% 21 r1*r3*r-

XNA*X 22X 33X 242 r N 2*r3F L2 R+ r2* r N3 r3*% 22 x—

T2*r 3% Z1*xMN2* 3% 722412 r " 3* 21 *X*r1*r3+r2*r 3% 21 x* rl—r2*r"3* 21 * x"2* 722~
r2*r"3*Z21*x"2*r1+r2*r " 3*Z21*XN3*Z24+xXN3*rN3* L1 r3*L2-X"2*r N 3*¥r2*r3* 72—~
Y2*Z21* XN 2% r3*Xr* 22+ r2* 21 X *r*r1+r2*x"5* 21 r* 72—~

T2* XMNA*Z1L*r3*r*22+4r2*x 3% 21 r1*r3*r—-x"2*r"3*rl*r3*722-

T2 XMNAF*r 1 r* 224 2% XN 3 r1* r3* r*22-r " 2* 21 * XN 2*r3* 722~

rA3*ZL* RN 2*X 33X 724 2% "3 r 1 r3XZ2* R+ r2*r1* 22 x*r—



XAN2*XrN3*Z1* r1*r3+r 2% 21 x*r3*r145*r2* x* r 1 *r3* 4+ 3% r2*x"3* rl1* r*Z22+r"3*%721
*x*rl*r3-

OFr2* X" 2*r1*r*r3+3*r2* 21 *x "3 r*r3+r2* 21 x*r3* r+r2*r"3*Z21* *x*r3-

r2* XN *Z1*r*r3-r2*r"3* 21 * X" 2*r343*r2* 721 *x"3*r*rl-

B*r2* 721 * XN 2*r*r142*r2* 21 x*r " 2% 1 *r342*%r2* 21 x*r " 2% r1+3*r2* 721 *x"3*r*72
=2Fr2*ZNARN2*L2F e N2+ A4F r2* 21 ARNBF N 2R L2 -3 * r2* XN 2*r1*Z2%r—

AX 2 Z1XXN2X N 2Xr 1 =2% Y2 XX NAXZL* N 2% L2 =-2Xr2* XN 2*Z1*r"2*r1*r3 -

BXL2* XNAKX LI XX Z242* 22X r N 2Xr1 % 22%x—

Lxp2*p " 2X I *XRN2KXZ242F v 2*RABFr 1 N2 X 2 243X XNBFr 1 r3*r*L242* 21 * x"3*r3*r*7
2=3* ZL*XMNF*r3Fr* L2 -2%r2* XN 2*Fr3Xr* 7243 r2*XNB X3 r* L2 -2 x"2*r1*r3*r*72 -
2XZLXRN2F 3 rr 1 =2 XNAF N 2K L1 3R L242* x N3 X N 2* 41 13-
AXXN2X N 2Xr2* 3% 72—

2FY2XZLFARN2FrBF N 2R L2422 F v 22X 2L AN BF 3R L2+ 2* v 2*xN3X 21 r3 XN 2* 22~

L] XN2X P N2KX 1 r3*Z242%XNB*X N 2* r1*r3* 72—

2FXY2XXN2F L 3 r* L2+ 4* N 2X L1 A RNBF B R L242* r2* r N2 r1 ¥ 3% 22  x—

2XY2X N 2FX 1 r3FZ2FRN 242X XNBFr N2 r2* v 3% Z243*x"N3* 21 *r3*r*rl -
2Fr2*XN2*Z1Fr3 X rrr 1+ 2% r2*xN3X 21 N 2* v 1 -4Xx N 2*X N 2* 21 r3*rl -

OFXN2* N2 2% r1=5*XN2* N 2* 22X 224 2% X*r N 3Fr2*¥r1+6*xXN3* N 2*r2* 722~
2FXXN2FLANBHRE 2R L2 =2F XNAF N 2R LR L2242 * XN KRN 2R L1 KL 2~

2FRXNAF L AQR 2R L 245FRF A 2X 2 r1+4*r2*x N3 r*r]1-5*r2*x " 2*r*rl -
2XY2XXN2KZ2F A2 XAy N3 r1*r3-2*r " 3* 21 A XN 2*r3+6*r " 2% 721 * x"3*r3-

OFXN2* N 2% r2* r34+2*X* N 3F 2 r3-5*r2* X N2 X r*r34 2% r2* x*r3*r+5* 21 * *x " 3* r*r3-
2FZLF*XN2*r3Fr=5* X" 2*r1*r*r3+2* x*r1*r3*r—-

2FXNAF N2 FR LR r342FARNBZFrAN2* 2  r348F r2* r " 2% r1 A x*r3-3*r2* 21 *x"2*r*r3-

QX 2* L RN2X N 2FXr342F ¥ 2% L1 A R*Fr3F N 24 2% r2*r " 3* rl1* x*r3-

4ry2*r " 2*xr1*xX"N2*¥r342*r2*x"3*721*r"2*r3;

B==rrir3—-r2rr3-r2rrl-2r2Z21x*22r-r2*r3—r2r*rl—r*rlr3
+3r2ZIXrZ2 427 rlx*r3 4220 rl 22 x—1r2Z1 xX*r3rZ2 + (= rl r3
— 2P r3-r2rrl -2 r3-r2rrl-r*rir3-r*ZI x*722 +1* Z1 x rl
—PZI X224l Z2x+1rrl Z2x+ 1 ZLxrl +r2 P Z2 x+r2 P Z2 x
+xrPrlr3—rZIXr3+rZIxr3+r ZI xr3+xr*r2r3+r2rlr3 r
+12Prlr3 -1 ZIXPrl+rrZI X722 - X2l 22 -x* P2 22 +x P r2 vl
— Pl 322 x -2 r3 22 x+r*Z1 X*r3 22 —rrl r3 722 x—r2rr3 722 x

+rZI X*r3722—-rZIlxr3rl = ZI xr3rl —r2xrir3r—Z1 x> r3r 72
12X 3 rZ2 +x*rl r3r Z2+ZIX*r3rrl)EI?+ 2712 Z1 x ¥ vl

—AXP P23 722 =222l r3rZ2 =222 Z1 P rl r3+3x3Z1 r3rrl
A2 Pl X*Z2-3r2ZI xX*rrl +r2ZL xr3rrl +4r2 Z1 X 1?72

+r2rl r3rZ2x=-32x*rl 22r+ Q7P rir3+2r2rr3+2r217 rl
22 ZI X221 +2r27 3422 rl + 27 rl r3=2r2x*rl r3 22

—212ZIXrZ2 =212 rl Z2x-2r27Z1 x*r3rZ2-212x*Z1 r3 rl
+212Z1 X322 =227l x*rl =2r2x*rlr3rZ2+2x>Z1 r3 rrl

+ 212l XPZ2 421271 XPrvl +2r2Z1 xr3 vl =212 Z1 X272
42120l 3 rZ2 x+2r2xX2rl Z2 v+ 212 Z1 X* PP rl + 212 Z1 x> 72

2P ZIxrl+2P ZIX*Z22 -2 rl Z2x-21rrl Z2x-21r*ZI1 xrl
2P Z2x-22rZ2x—6xrrlr3+ 61 ZI xX*r3-21*ZI1 xr3
2P ZIxr3—6xrPr2ri3+2m2rrrlr3+61r*ZI x*rl—-6r*7Z1 x> 72



+6x2Pr1 Z2+46x* P r2722 —6xrrr2rl +xX>r2r3rl —x*r2r3 22
X ZI 3l +xX° Z1 372 X rl 13722 -2 rr3+ ZI X rr3—x3rl rr3
+ X2 r 2 +xX* I r 22 =X ZI v 2+ ZI Xl =2 X rrl 4212 P rl 3

+3X2 7l r343x* P21 72227 ZI X722 -3 ZI X rl+ 217 Z1 ¥ vl
3Pl 242X Pl 22 =212 xrrl +2Z1 X rvl =33 vl r 22

— 312X rZ2-3Z1xX3rrl -2Z1 X Z2r+3ZIX*rZ2+2x*rl Z2 r
+3X° P R2rl =2xrr2rl =3P r2722+2x*rr2 22 +3r2x*rrl

+212XP 22 r=271 X213 rl =2X°rl 3722 +3r2xX°1r3722-212x*r3 272
—3ZIX* 3722427131322 +3xX°r1 3722 -3x*r2r3rl+3x>Z1 r3rl

+212x13rl =2xP Pl 342 ZI X r3 =3 ZI X*r3+3x>rr2r3
“2xP 23432 rr3=22xr3r=-3ZI X rr3+2Z1 xX*r3r+3x>rlrr3

—2xvl 3 r+rrl r3Z2x+12rr3Z2x—rZIl xX>r37Z2+rZl xr3rl
+212xrl r3r+4ZIXPr3rZ2 —4r2x*r3rZ2 —4x*rl r3rZ2

—AZI X3 rrl+r2Z1 X222 r—12P vl Z2x-1rrir3Z2x—r2rr3 Z2 x
2P Zlxrl+r2 P ZIX*Z22 -2 Zl xrvl+ P ZI X*r3 722 =12 rl Z2 x r

w12 ZI x13 vl +12 vl 322 x+12xX3rl 1322 +12x3Z1 r3vl —12x*Z1 ¥r3 22
—12ZI X322 -2l rZ2 - ZIl xrl r3—-r2xX°rlrr3—r2 ZI x> rr3

—12Zlxr3r—12Pr Zlxr3—12Z1 X rrl+12Z1 xr*rl r3+r2x*Z1 r 72
— 2 ZI X3P 22+ rl 3722 x+2xX3rlr3rZ2 =271 x*r3rz2

+2r2X°r3rZ24+2r2Z1 x> r3rZ2 -2r2x2Z1¥3rrl =212 rl xr3
21271 XPrr3 420271 X*rrr3-2127Z1 xr3 ) El —4r2 Z1 x* ¥ rl

—PZIXP2+r Zlxrl - P ZI X222+ rl 22 x+rrl Z2 x+ 12 Z1 xrl
+ 122 x+12P 22 x+5xrPrlr3-5rZ1 >3+ Zlxr3+r ZI1 xr3

+5xP? 23 -r2rlr3r=3r2rrir3-5rZIx*ri+5r 71 x> 722
5Pl Z2 -5 P2 22 +5xrr2rl +4r2xX° rer3 —4Z7Z1 x*rr3

+ A3l rr3—Ax 2 rZ2 —AX*rl v Z2 +4x°Z1 r 72 -4 Z1 x* rrl
+ 4123l =X Pl r3-xX*PrPZI 2 +xX3rrl1 22 —x°ZI r Z2 + X’ r2 r 22

+xX°rlrZ2 =X 2 rrl + X ZLrrl + X P ZLrl =X P 2 rl + X3 P r2 22
+ X3P ZI 3 =P 23 +xXZLrr3—x*r2rr3—x*rirr3 =212 rir3

62 rlr3—-6x*1r*PZ1 722421 ZI X722+ 6 ZI X*rl -2 ZI1 x*rl
+6 X3Pl 22 -2 rl Z2+22xrrl =2Z1 X rrl+5x3rl r22

512X FrZ2+5Z1 X3 rrl +2Z1 X3 Z2r—5Z1x*rZ2 -2x*rl Z2 r
— 622l +2xP 2 rl+6 X312 722 -2 2722 -5r2x*rrl

22X 22 r+2xr vl r3-2rZIX*r3+6r*ZI xX>r3-6x*r*r2 r3
+2xP 23 =52 rr3+22xr3r+5Z1 X rr3-2Z1 x*r3r—-5x>rl rr3
+2xrl 3 r+2X P rlr3=2x*P*ZI rl + P ri r3Z2 x+r2r*r3 Z2 x
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P ZIX*r3 2+ ZLxr3rl +5r2xrl r3r+2Z1X>r3rZ2-2r2x*r3rZ2
22X Pl 3 rZ2 =271 X*r3rvl —r2ZI X* 22 r+ 12 vl Z2 x+ 1 rl r3 72 x
+12P 322 x+2r Zlxrl -2 ZI x> Z2+r2 Zl xrrl — P Z1 x> r3 72

+12rl Z2xr+3m2X3rlr 22+ Zlxrl r3—-6r2x°rl rr3+312 71 x> rr3
+r2ZIxr3r+r2r ZIxr3+3r2ZI X rrl +2r2 Z1 x P rl r3

—3p2xZ1rZ2-212ZI X*r3 22 +202 P rl r3 22 x—12x* Z1 rrl
2Pl X222 Xl 3 r 22+ x> ZI k3 v Z2 —x* ZI vl r3r—x*r2 r3 r 722

—2PrZI X322+ Zlxrl r3-r21r ZI X2 rl +1r2 P Z1 x> 722
+ X3P ZI 3722 - P23 2 +2xZ1 rZ2 —12x*Z1 r3r 722

23 ZI vl r3r=x*rrlr3 22 —r2x*rir 22 +r2 x> vl r3 r 72

12l 322 x=x*rP ZIrlr3-r2x*Z1 rr3 -2 Z1 X*r3+2r2x>rl rr3
+3xX° I r3rZ2-3ZIX*r3rZ2+3r2X3r3rZ22+2r2Z1 x*r3r22
—212xX*ZIr3rrl +8r2 P rlxr3=3r2Z1 X>rr3—4r2Z1 x*r*r3
+27r2ZIxr3r+2xX P r2rl =2x P rl 22 +2xX° P Z1 722 - 2x* 12 722
—2x* P ZI 342X P r2r3-2r2x " Z1 P22+ 212X rl * 22

22X P ZIr3Z2+2x3 PP ZI vl r3 422X Z1 r3 P22 —AXP P rl r3 22
+2xX° Pl r3Z22+4rP ZI X r3Z2 =212 rl 1322 x>+ 2x° 1P 1213 22
Y212 ZL P rl —4xX* P ZLr3rl + 272 P rl xr3 + 212 x° Z1 17 13

APENDICE B
ajuste para wto=>522

>xh:=subs ({w=3618.3,W=522},a) ;
xh :=100.8991326793499801823226317875544986127625842251

>xd:=subs ({w=2642.5,W=522},a) ;
xd :=53.81561165059232835689434975998590742942704892764.

>xhd:=subs ({w=3264.8,W=522},a) ;
xhd = 82.14695168890650460210507772933456643325846655216

con wto=522 célculo para HH

> evphh:=subs ({Z1=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,22=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,r=0.0500000000000000000000000000000000000000000000000, r3=0.050000000
0000000000000000000000000000000000000000,x=100.89913267934998018232263
178755449861276258422513},A) ;

evphh = 16612.913704726268290784520735455055872117751516620 r2 ri*
— 2449.2543114166491292040441524547735264292955094991 127 r1?
—93830.110069741177336545613370955810842771279264924 rl r2

+ 17870.065156539791799216951671496603275477766431527 r2% rl
+ 115631.45968557043391443333412179224521998588375181 r2

+ 4607.3372660667099274665332019247458228137957560306 rl
— 32513.222558397855032675048563483723297057530029786 P22

— 825.37488991409219339663178159828940473376080792460 rl?
— 5626.7666188543991882944750398135044125862283752939
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>
subs ({x=100.89913267934998018232263178755449861276258422513,r=0.05},t)

5968&46796818436152360628629608002728445664138833

> subs (y=99688.467968184361523606286296080027284456641388330,ela) ;
0.00001003125055969138405321437861603013564547.

> subs (y=99688.467968184361523606286296080027284456641388330,elb) ;
99688.46795815311096391490224286564866842650574285

>

eElphh:=subs ({Z1=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,722=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,r=0.05,r3=0.05,x=102.46343699780861943024105186267348429510591672754
,E1=.10031250559691384053214378616030135645478e-4},B) ;

eElphh = —0.56732018878998027485380503709471319968250848678217 10" r1 r2
+0.19964986448748191015947179833404219860058657537660 10° 72
+0.38792917852741852032304808341461234492660311706969 10° r1
—0.71105110469586070302051683952588132449317339406040 10°

>R0:=collect (evphh,rl);
RO = (-2449.2543114166491292040441524547735264292955094991 r2?

— 825.37488991409219339663178159828940473376080792460

+ 16612.913704726268290784520735455055872117751516620 r2) r1* + (
4607.3372660667099274665332019247458228137957560306

+ 17870.065156539791799216951671496603275477766431527 r2*

— 93830.110069741177336545613370955810842771279264924 r2) rl

+ 115631.45968557043391443333412179224521998588375181 r2

— 32513.222558397855032675048563483723297057530029786 r2*
— 5626.7666188543991882944750398135044125862283752939

>Rl:=collect (eElphh, rl);
RI = (-0.56732018878998027485380503709471319968250848678217 107 12

+0.38792917852741852032304808341461234492660311706969 10%) r1
+0.19964986448748191015947179833404219860058657537660 10° r2
~0.71105110469586070302051683952588132449317339406040 108

>solve ({R0=0,R1=0}, {rl,r2});
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{rl = 1.8208433412576210470400836949844251826856033057565
r2 = 0.048706336085973982638510236240840129642211628925408 }, {r2 =
3.5331536457601764093842112117635428892784134974376 —

3.3670969267324281975943225423986567563341831492673 I, rl =
1.8072656705106294396536722196059379177948521740852 +

1.7441950437852758668878773970535510111839802875292 I}, {r2 =
3.5331536457601764093842112117635428892784134974376 +

3.3670969267324281975943225423986567563341831492673 I, rl =
1.8072656705106294396536722196059379177948521740852 —

1.7441950437852758668878773970535510111839802875292 1}, {
rl = 3.8314707097392768579412716480180639383707989877463 ,
r2 = 43.759058914919274644019218713317618788766925036700 }

ajuste con la unica solucion para HH 522

> {rl = 1.8208433412576210470400836949844251826856033057565, r2 =
.48706336085973982638510236240840129642211628925408e-1};
{rl =1.8208433412576210470400836949844251826856033057565 ,

r2 = 0.048706336085973982638510236240840129642211628925408 }

> HH522:=subs ({Z1=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,722=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,r=0.05,r1=1.8208433412576210470400836949844251826856033057565,r2=.48
706336085973982638510236240840129642211628925408e-1,r3=0.05},A);

HHS522 = 0.82585801119013464846015745923388809117558186346821 107
— 0.14573907393489462821529404372839087963751151363 107 x°
+0.30168234420002075887356479646750483489683394209292 107 x°
— 0.16148000643901256417272288555374412041058683522219 1075 x*
+ 0.55279900922234777757325429511917896756146414808726 107 x*
— 0.21430576395923543038541475159595574769196065838917 10~ x*
— 0.94262568060851296410106273275665709773851700164426 107 x

>solve (HH522=0, x) ;

-1.3005462640059006415976303740088587994584452439954
1.3478584721924586137012027204337669152433470803750
1.4821378657443683535071034050912910363693700937825

2.1096690248125596319042934377495120623569158715962
100.89913267934998018232263178755449861276258262838

102.46343696242232575321189872200929207990635905904

> DD522:=subs ({Z21=.71991432807245666824961060651050906833922738757435e~
1,22=.71991432807245666824961060651050906833922738757435e-
1,r=0.05,r1=1.8208433412576210470400836949844251826856033057565,r2=.48
706336085973982638510236240840129642211628925408e-1,r3=0.05},4);
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DD522 :=-0.2 107° x’

— 0.11198398286416441249915313014298805072313384046 107° x°
+0.11616004527954865132948576069774040219970092231201 107 x°
— 0.31770040158833740613739108247826962187658670425753 1075 x*
+0.84578710133272624924434896843029143004258538304793 10 x*
+0.66156429365090438031297924073118946365740523750060 107 x*
—0.000015351216737864817571461883254982062256197188228909 x
+0.82585801119013464846015745923388809117558186346821 107
>solve (DD522=0, x) ;
-0.55991991432082206249576565071494025361566920240373 10,
-1.3218089502074865302189052758993670175908658103074,
0.69912186047610476331123786784741667931615144202818,

1.4862240929299344885586497528207967691651321507320,
2.1167056695236142479125122790600367442289336812704

49.477699133344012150554388279905636558240936251970
51.271218658292162068677922430051362355485638972947

b

b

> HD522:=subs ({Z1=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,722=.71991432807245666824961060651050906833922738757435e-
1,r=0.05,r1=1.8208433412576210470400836949844251826856033057565,r2=.48
706336085973982638510236240840129642211628925408e-1,r3=0.05},A);

HD522 = 0.82585801119013464846015745923388809117558186346821 10~
— 0.2803881048200615803107326506660147776196916390 10~ x°
+0.50756234558047329245572271515336627898745088809946 1077 x°
— 0.23358223260267712972706635356170356107521702451095 107 x*
+ 0.69555684262036572693523542643118701069613092563029 107 x°
— 0.72752954834316795630580776409928747148918546696249 107 x?
—0.000012416782851586853013765596965213644124870596610060  x

>solve (HD522=0, x) ;
-1.3218072484882863343565540591187217705744454364816

0.91859071590162255578311727696879851982176699387306
1.4862151832590420051284001175004859905361019141311

2.1023387435631927608749556847588451566567957900108
76.973646009078783404529573668144969708201577250522

100.86237123161220830438380857298910728447430344601

b
2

2

3

> DH522:=subs ({Z1=.71991432807245666824961060651050906833922738757435e~
1,22=.36023230327633663178830143683428363568277231727628e-
1,r=0.05,r1=1.8208433412576210470400836949844251826856033057565,r2=.48
706336085973982638510236240840129642211628925408e-1,r3=0.05},A);
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DHS522 :=0.82585801119013464846015745923388809117558186346821 10~
— 0.58206613182246216951874256787195894684606606740 107 x°
+ 0.75499503764976043478317967074078512049265643574242 107 x°
— 0.24551239397415865109163126436477741948272949493888 105 x*
+0.71434479214188121977665731528278634456394777981630 107 x°
— 0.81920138913760826298628651480295977904156618093738 107 x?
—0.000012416782851586853013765596965213644124870596610063  x

>solve (DH522=0,x) ;

-1.3005465850601467577912516369289852468447850598320
0.91838115557561438287427337252163706952216658481653
1.4821419299049627429943472406637179758361504485025

2.1023751054036389790264655059534815177606587685838
49.515315919596666795031645298375704261168729891861

76.991827044526834243366523990786343529467035591090

b
b

b

2

> 01522:=-1.3005462640059006415976303740088587994584452439954,
1.3478584721924586137012027204337669152433470803750,
1.4821378657443683535071034050912910363693700937825,
2.1096690248125596319042934377495120623569158715962,
100.89913267934998018232263178755449861276258262838,
102.46343696242232575321189872200929207990635905904;
b1522 :=-1.3005462640059006415976303740088587994584452439954

1.3478584721924586137012027204337669152433470803750
1.4821378657443683535071034050912910363693700937825

2.1096690248125596319042934377495120623569158715962
100.89913267934998018232263178755449861276258262838

102.46343696242232575321189872200929207990635905904

>w:=(((522)72/(2.1))*x)"~(1/2);
w/F=36021422197670890168957822333536289711805473145830%?7

> subs (x=-1.3005462640059006415976303740088587994584452439954,w) ;
410.79368486439575581623797684305074925006226965121

> subs (x=1.3478584721924586137012027204337669152433470803750,w) ;
418.1990116000764789217075037562611075730177943690

> subs (x=1.4821378657443683535071034050912910363693700937825,w) ;
438.5359051431894015252394128875302169713099144075

b

> subs (x=2.1096690248125596319042934377495120623569158715962,w) ;
523.2003415596241565132227601629692944778908509846

> subs (x=100.89913267934998018232263178755449861276258262838,w) ;
3618.299999999999999999999999999999999999999971370

> subs (x=102.46343696242232575321189872200929207990635905904,w) ;
3646.240539910916245395353193093927550847675457490

> cl1522:=-559919914320822062495765650714940253615669202403.73, -
1.3218089502074865302189052758993670175908658103074,
.69912186047610476331123786784741667931615144202818,
1.4862240929299344885586497528207967691651321507320,
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2.1167056695236142479125122790600367442289336812704,
49.477699133344012150554388279905636558240936251970,
51.271218658292162068677922430051362355485638972947;

c1522 :=-0.55991991432082206249576565071494025361566920240373 10,

-1.3218089502074865302189052758993670175908658103074 ,
0.69912186047610476331123786784741667931615144202818 ,

1.4862240929299344885586497528207967691651321507320
2.1167056695236142479125122790600367442289336812704 ,

49.477699133344012150554388279905636558240936251970 ,
51.271218658292162068677922430051362355485638972947

> subs (x=-559919914320822062495765650714940253615669202403.73,w) ;

0.26954036532568238558395270706586133638097201533821 10% 1

> subs (x=-1.3218089502074865302189052758993670175908658103074,w) ;

414.13811245153743580113143036357929842103817350556

> subs (x=.69912186047610476331123786784741667931615144202818,w) ;
301.1877448259133445173370387033310210155480499856

> subs (x=1.4862240929299344885586497528207967691651321507320, w) ;
439.1400068195630049191883732254378426357677155984

> subs (x=2.1167056695236142479125122790600367442289336812704,w) ;
524.0721631764231364172566647333391988970563829281

> subs (x=49.477699133344012150554388279905636558240936251970,w) ;
2533.760744394266130074936865625463172918413182636

> subs (x=51.271218658292162068677922430051362355485638972947,w) ;
2579.275160720092278065468294540449812299669186473

> dl1522:=-1.3218072484882863343565540591187217705744454364816,

.91859071590162255578311727696879851982176699387306,
1.4862151832590420051284001175004859905361019141311,
2.1023387435631927608749556847588451566567957900108,
76.973646009078783404529573668144969708201577250522,
100.86237123161220830438380857298910728447430344601;
dl1522 :=-1.3218072484882863343565540591187217705744454364816

0.91859071590162255578311727696879851982176699387306
1.4862151832590420051284001175004859905361019141311 ,

2.1023387435631927608749556847588451566567957900108
76.973646009078783404529573668144969708201577250522

100.86237123161220830438380857298910728447430344601

b

>subs (x=-1.3218072484882863343565540591187217705744454364816,w) ;

414.13784586724618595540320491201875136072300389152 [

> subs (x=.91859071590162255578311727696879851982176699387306, w) ;
345.2406149420855592355103210681411762875965741335.

> subs (x=1.4862151832590420051284001175004859905361019141311,w) ;
439.1386905312525965710640801979986664310320672554:

> subs (x=2.1023387435631927608749556847588451566567957900108, w) ;
522.2905915297641661329698693842963944074707085648
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> subs (x=76.973646009078783404529573668144969708201577250522, w) ;
3160.326004818537193137173108989815023553571111328

> subs (x=100.86237123161220830438380857298910728447430344601,w) ;
3617.640796791047131494095663999521535363945943032

> el1522:=-1.3005465850601467577912516369289852468447850598320,
.91838115557561438287427337252163706952216658481653,
1.4821419299049627429943472406637179758361504485025,
2.1023751054036389790264655059534815177606587685838,
49.5153159195966667950316452983757042611687298918¢61,
76.991827044526834243366523990786343529467035591090;

el522 = -1.3005465850601467577912516369289852468447850598320 ,
0.91838115557561438287427337252163706952216658481653 ,
1.4821419299049627429943472406637179758361504485025 ,
2.1023751054036389790264655059534815177606587685838 ,

49.515315919596666795031645298375704261168729891861 ,
76.991827044526834243366523990786343529467035591090

> subs (x=-1.3005465850601467577912516369289852468447850598320,w) ;
410.79373556887752402088580597631213521888023403950 1

> subs (x=.91838115557561438287427337252163706952216658481653,w) ;
345.2012324068008703064942343582499398146376825455!

> subs (x=1.4821419299049627429943472406637179758361504485025,w) ;
438.5365063960027555687980634034918836181183438652.

> subs (x=2.1023751054036389790264655059534815177606587685838,w) ;
522.29510825312667864139562287282581301724045465201

> subs (x=49.515315919596666795031645298375704261168729891861,w) ;
2534.7237421589883762684225959859877310556560853 88!

> subs (x=76.991827044526834243366523990786343529467035591090,w) ;
3160.699214414494822450346237702642981900913362403!
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