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atenciones e incontables cuidados.

A mi padre, quien me indujo a los extraordinarios hábitos de la lectura y
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por su disposición a responder a todas mis, a veces ingenuas, preguntas.

Al Dr. Antonmaria Minzoni Alessio por su disposición a ser mi sinodal,
por la confianza que tuvo en mi trabajo, por las atenciones que me brindó en
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Al Dr. Angel Prieto Rúız por todos los consejos que me ha dado, que sin

v



vi

lugar a dudas han sido de gran ayuda durante la elaboración de este traba-
jo; por brindarme siempre su apoyo para seguir disponiendo de un espacio
para trabajar en el Departamento de F́ısica de la Facultad de Ciencias de la
UNAM; también por apoyarme para seguir trabajando como académico en
la Facultad de Ciencias durante mis estudios de posgrado.

A la Dra. Laura Lizarraga Saucedo por el inmenso apoyo que me ha dado
durante mis estudios de maestŕıa.
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2.1. Elementos de geometŕıa diferencial . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2. Ecs. clásicas de movimiento de una cáscara . . . . . . . . . . . 7
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Caṕıtulo 1

Introducción

La teoŕıa de gravitación de Einstein, basada en las ecuaciones de campo de
Einstein, actualmente, es la teoŕıa más aceptada para describir la interacción
gravitacional. Estas ecuaciones predicen varios fenómenos muy interesantes,
uno de éstos es un hoyo negro. De acuerdo a la teoŕıa de Einstein, un hoyo
negro es el estado final del colapso gravitacional de un cuerpo masivo. La
geometŕıa de espacio-tiempo fuera de un hoyo negro es la familia de Kerr-
Newman, que incluye la geometŕıa de Schwarzschild.

Al colapso gravitacional mencionado en el párrafo anterior se le llama
colapso clásico, ya que está dentro del marco teórico de la teoŕıa de la rela-
tividad general, que es una teoŕıa clásica. Cuando se toman en cuenta efectos
cuánticos, que se espera sean relevantes cerca de la formación de la singu-
laridad de curvatura tipo Schwarzschild en r = 0, no se sabe si se forma
tal singularidad. Cuando se consideran efectos cuánticos al colapso se le lla-
ma colapso cuántico. Estrictamente, debido a que la naturaleza es cuántica,
el colapso cuántico es el que debeŕıa suceder en la naturaleza (el colapso
clásico es una aproximación, que en algunos casos es suficiente para estudi-
ar el fenómeno, pero que cuando nos interesa conocer qué pasa cerca de la
formación de la singularidad no es adecuado).

Existe interés en el estudio del colapso cuántico, ya que, entre otras cosas,
éste podŕıa ayudar a comprender mejor la f́ısica en una región del espacio-
tiempo donde la curvatura es muy grande. Dicho estudio se podŕıa hacer
completamente dentro del marco teórico de la gravedad cuántica, sin embar-
go existe un problema: aún no se ha construido una teoŕıa de la gravedad
cuántica que sea completamente satisfactoria. Teniendo en cuenta ésto, es
natural recurrir a modelos de gravitación en donde se tomen en cuenta efec-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

tos cuánticos en el estudio del colapso, y con ésto ir avanzando en el en-
tendimiento de la f́ısica en regiones del espacio-tiempo con curvatura muy
grande.

Debido a lo complicado del estudio del colapso cuántico de un objeto
con forma arbitaria, es usual restringir la forma del objeto a una forma muy
simétrica, por ejemplo: una cáscara hecha de polvo que sólo interacciona
gravitacionalmente. El estudio del colapso cuántico de este sistema utilizando
la teoŕıa de gravitación de Einstein ya ha sido realizado por diversos autores
[5], [7], [8], [9], [10], [11], [13]; también se ha utilizado la teoŕıa newtoniana
de gravitación para hacer dicho estudio [20]. Algunas de las conclusiones de
los trabajos antes citados son: existe un umbral para la masa del sistema a
partir del cual se forma un “horizonte”, la conservación de la densidad de
probabilidad de la función de onda impide que se forme una singularidad y
se forman franjas de interferencia de la función de onda del sistema cuando
el radio de la cáscara se hace pequeño.

El objetivo de este trabajo es estudiar el colapso cuántico de dicho sistema
utilizando otros modelos de gravitación, y esperamos contribuir, aunque sea
de manera muy modesta, al mejor entendimiento del colapso cuántico. Los
modelos de gravitación que utilizaremos son: una teoŕıa conforme, la teoŕıa
linealizada de Einstein y gravedad en dimensión 2+1 (gravedad 2+1). Es
oportuno mencionar que el modelo de gravedad 2+1 tiene una ventaja sobre
los otros. La ecuación de Schrödinger que resulta se puede resolver anaĺıtica-
mente. Las ideas principales para abordar el estudio del colapso cuántico en
estos modelos las tomaremos, esencialmente, de un art́ıculo de Ryan [20],
donde se utiliza la teoŕıa Newtoniana de gravitación como modelo de grav-
itación.

El estudio del colapso cuántico de una cáscara esférica de polvo que sólo
interacciona gravitacionalmente tiene varias bondades, entre las más rele-
vantes están: (quizá la más importante) no hay radiación gravitacional, de-
bido al teorema de Birkhoff; y las métricas que resultan en diversos modelos
son relativamente sencillas, y muy simétricas.

Una de las preguntas más interesantes que se desea responder cuando se
estudia el colapso cuántico de la cáscara es si se forma un “horizonte”, o
no. La palabra horizonte la escribimos entre comillas, ya que, actualmente,
no se sabe como definir un horizonte cuando se toman en cuenta efectos
cuánticos en el colapso. Sin embargo, se pueden hacer aproximaciones para
indagar sobre la formación de éste. En este trabajo seguiremos este camino,
utilizando una aproximación que llamaremos semiclásica, ya que en ésta se
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utilizan conceptos clásicos y cuánticos para investigar la formación, o no
formación de un horizonte.

La idea principal detrás de la aproximación semiclásica antes mencionada
la tomaremos de [5] y [20]. Ésta consiste, esencialmente, en analizar si el valor
esperado del radio de la cáscara de polvo (que es un operador cuántico) en
algún momento, durante el colapso, es menor al radio del horizonte clásico
del sistema en cuestión. Si ésto sucede, entonces diremos que śı se forma un
horizonte, si no, no. Para realizar este anaĺısis es necesario conocer la ecuación
de Schrödinger para el radio de la cáscara. Ésto se consigue cuantizando el
Hamiltoniano clásico del sistema, que a su vez, da la ecuación de movimiento
clásica del radio de la cáscara. Esta ecuación de movimiento resulta de la
discontinuidad de la curvatura extŕınseca al pasar a través de la cáscara de
polvo, y se obtiene mediante el método para analizar dicha discontinuidad
dado a conocer en el art́ıculo seminal de Israel [12].

Ya mencionamos anteriormente que los modelos que utilizaremos son: una
teoŕıa conforme de gravitación, la teoŕıa linealizada de Einstein y gravedad
2+1. La ecuación de Schrödinger que resulta en la teoŕıa conforme es muy
complicada, y requeriŕıa un anaĺısis más amplio para indagar en sus conse-
cuencias, por lo que en este trabajo no haremos dicho anaĺısis. El colapso
cuántico en la teoŕıa linealizada de Einstein da los mismos resultados que en
la teoŕıa completa, mientras que en gravedad 2+1 la ecuación de Schrödinger
resultante es la de un medio oscilador armónico. Esto se debe esencialmente a
que se toma la constante cosmológica distinta de cero. El anaĺısis semiclásico
de la formación de un horizonte implica que hay un umbral para la masa
de la cáscara a partir del cual se forma un horizonte. También, se encuentra
que la función de onda del sistema presenta franjas de interferencia cuando
el radio de la cáscara decrece. Adicionalmente, un resultado interesante es
que existe una relación discreta entre la masa-enerǵıa total del sistema y la
masa en reposo del mismo, esta relación depende de los niveles de enerǵıa
del medio oscilador armónico.

La organización del trabajo es la siguiente: en el caṕıtulo uno se hace una
breve introducción, en el caṕıtulo dos se exponen las ideas principales del
colapso clásico en gravedad en dimensión 3+1 (gravedad 3+1), en el caṕıtulo
tres se muestran algunos aspectos relevantes del colapso cuántico en 3+1, en
el caṕıtulo cuatro se encuentran las ecuaciones de movimiento que describen
el colapso clásico en varios modelos de gravitación, en el caṕıtulo cinco se
tratan algunos aspectos del colapso cuántico en algunos de estos modelos, en
el caṕıtulo seis se hace el anaĺısis del colapso cuántico en gravedad 2+1 y en
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el caṕıtulo siete se dan las conclusiones y perspectivas del trabajo. También,
en la parte final del trabajo, se incluyen algunos apéndices en donde se hacen
algunos cálculos que se utilizan en la exposición general del trabajo.



Caṕıtulo 2

Colapso clásico en 3+1

En este caṕıtulo haremos la deducción de la ecuación de movimiento de
una cáscara esférica bidimensional hecha de polvo. En esta deducción nos
basaremos esencialmente en el art́ıculo seminal de Israel [12]. Dicha deducción
la tomaremos como modelo en deducciones que haremos en el caṕıtulo 4.

Para nuestros propósitos, necesitaremos algunos elementos de geometŕıa
diferencial, los cuales presentaremos en la sección 2.1. Una vez hecho esto,
encontraremos la ecuación de movimiento de la cáscara en la sección 2.2.

2.1. Elementos de geometŕıa diferencial

Sea V una variedad Riemanniana cuatridimensional de clase C4. Sea Σ
una hipersuperficie tridimensional suave de V . Sea n el vector normal unitario
a Σ. En lo que sigue consideraremos que Σ es tipo tiempo, es decir1, nαnα = 1.

Sean ea vectores linealmente independientes que pertenecen al espacio
tangente de V y que generan el espacio tangente de Σ2. Sea A un vector
tangente. Las componentes covariantes y contravariantes intŕınsecas a Σ de

1En este trabajo usaremos la convención de Einstein de suma sobre ı́ndices repetidos;
utilizaremos ı́ndices griegos y latinos, los ı́ndices griegos α, β, ... van de 0 hasta 3, los ı́ndices
latinos a, b, ... de 1 hasta 3, a menos que se especifique otra cosa. También asumiremos
que la norma es positiva para vectores tipo espacio y negativa para vectores tipo tiempo.

2Estos vectores están definidos en cada punto de Σ. Ver Lovelock y Rund (1989), p.
267.
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6 CAPÍTULO 2. COLAPSO CLÁSICO EN 3+1

A están definidas por3

Aa ≡ A · ea, A ≡ Aaea.

Sean ξa coordenadas intŕınsecas a Σ. La derivada de A con respecto a
estas coordenadas está dada por

∂A/∂ξb = Aa
;bea − AaKabn, (2.1)

donde Kab es el tensor de curvatura extŕınseca

Kab = eb · ∂n/∂ξa (2.2)

y Aa
;b es la derivada covariante de A con respecto a ξa

Aa;b = ∂Aa/∂ξb − AcΓc,ab, (2.3)

con

Γc,ab = ec · ∂ea

∂ξb
,

los śımbolos de Christoffel de la geometŕıa intŕınseca a Σ. La métrica in-
tŕınseca a Σ está dada por

gab = ea · eb.

Si introducimos en V coordenadas xα, la ecuación para Σ en forma
paramétrica es

xα = fα(ξi).

En estas circustancias, los vectores ea están dados por

eα
a = ∂xα/∂ξa. (2.4)

En el estudio de una hipersuperficie embebida en una variedad Rieman-
niana las ecuaciones de Gauss y Codazzi son importantes. Éstas se pueden
escribir respectivamente, en términos del tensor de Einstein, Gαβ, como

−2Gαβnαnβ =3 R + KabK
ab −K2, (2.5)

Gαβeα
an

β = Ka
b
;b −K;a, (2.6)

3Las relaciones de geometŕıa diferencial que se presentan en esta sección se pueden
consultar más ampliamente en Israel (1966) o Misner et al. (1968), p. 509.
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donde 3R es el escalar de curvatura de Σ y K = gabK
ab.

Otro concepto que utilizaremos es el de derivada absoluta de un vector.
Consideremos una curva en V parametrizada por τ . Las componentes de la
derivada absoluta de un campo vectorial, A, definido en esta curva están
definidas como

(∂A/∂τ)α ≡ δAα/δτ ≡ ∂Aα/∂τ + AλΓα
λµdxµ/dτ.

Si Aα = dxα/dτ , la derivada absoluta coincide con la derivada covariante:

δAα/δτ = Aα
;νA

ν . (2.7)

2.2. Ecuaciones clásicas de movimiento de una

cáscara

Consideremos una cáscara bidimensional esférica hecha de polvo. La evolu-
ción de la cáscara en el espacio-tiempo determina una hipersuperficie tridi-
mensional. Identificando el espacio-tiempo con la variedad Riemanniana, V ,
de la sección anterior, esta hipersuperficie es Σ. Los vectores dξa/dτ = ua

tangentes a Σ determinan las curvas que describen las part́ıculas que forman
la cáscara. El tensor de enerǵıa-momento de la cáscara es

Sab = σuaub,

con
uaua = −1,

y σ la densidad de masa en reposo de la cáscara. Para polvo

ua
;bu

b = 0. (2.8)

Llamemos V + y V − a las variedades en que divide Σ al espacio-tiempo.
Utilizando (2.1) y (2.8) se encuentra que la aceleración, medida en V + y V −,
es4

∂u/∂τ |± = ∂u/∂ξa|±dξa/dτ = −uaK±
abu

bn. (2.9)

4El śımbolo |+(−) indica que la expresión que lo precede está evaluada en el ĺımite
cuando nos acercandose a Σ por V + (V −). Aśı, las ecuaciones en donde hay expresiones
con |+(−) sólo tienen sentido sobre la hipersuperficie Σ. El ı́ndice + (-) en Kab o en K
significa que dicha cantidad está evaluada con respecto a V + (V −).
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En términos de la derivada absoluta

[uα
;νu

ν + uaubKabn
α]|± = 0. (2.10)

De (2.10) se sigue que

eα
auα;νu

ν |± = 0, (2.11)

nαuα
;νu

ν |+ + nαuα
;νu

ν |− = −2K̃abu
aub, (2.12)

nαuα
;νu

ν |+ − nαuα
;νu

ν |− = −γabu
aub, (2.13)

donde

K̃ab =
1

2
(K+

ab + K−
ab), (2.14)

γab = (K+
ab −K−

ab). (2.15)

Las ecuaciones (2.11)-(2.13) determinan la dinámica del sistema. Los térmi-
nos individuales de estas ecuaciones se pueden evaluar usando cartas en V +

y en V − mutuamente independientes, ya que éstos son escalares.
Si consideramos que la cáscara está en el vaćıo, entonces Gαβ = 0 en V +

y en V −. Aśı, las ecuaciones de Gauss y Codazzi, en este caso, son

3R + K±
abK±

ab −K2 = 0, (2.16)

K±
a
b
;b −K±

;a = 0. (2.17)

Sumando y restando (2.16)

3R + K̃abK̃
ab − K̃2 = −1

4
(8π)2(SabS

ab − 1

2
S2) (2.18)

y
K̃abS

ab = 0, (2.19)

donde hemos usado la ecuación de Lanczos5 [15],

γab − gabγ = −8πSab, (2.20)

y

γab = −8π(Sab − 1

2
gabS), (2.21)

5Ver Israel (1966), ec. (19).
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con γ = γa
a. Sumando y restando (2.17)

K̃ b
a ;b − K̃;a = 0. (2.22)

y

Sab
;b = 0. (2.23)

Utilizando (2.19) en (2.12) y (2.21) en (2.13) resulta

nαuα
;νu

ν |+ + nαuα
;νu

ν |− = 0 (2.24)

y

nαuα
;νu

ν |+ − nαuα
;νu

ν |− = 8π(Sab − 1

2
gabS)uaub

= 4πσ. (2.25)

La ecuación de movimiento de la cáscara, i.e., la ecuación diferencial que
satisface el radio de curvatura de la cáscara, se obtiene de (2.24).

La ecuación de Σ en forma paramétrica, en coordenadas con simetŕıa
esférica, xα = (t, r, θ, φ), es

t = t(τ), r = R(τ), θ = θ, φ = φ,

donde ξa = (τ, θ, φ) son coordenadas intŕınsecas a Σ6. La métrica sobre la
cáscara es

ds2 = −dτ 2 + R2(τ)(dθ2 + sen2 θdφ2). (2.26)

Por el teorema de Birkhoff, la métrica en V + es

ds2 = −fdt2 +
1

f
dr2 + r2(dθ2 + sen2 θdφ2), (2.27)

donde f = 1−2M
r

. La métrica (2.27) se conoce como la métrica de Schwarzschild.
La métrica en V − es la métrica plana ([2.27] con M = 0).

Para encontrar la ecuación de movimiento necesitamos conocer nαuα
;νu

ν |±.
Calculemos primero nαuα

;νu
ν |+; en la expresión que resulte basta hacer

M = 0 para obtener nαuα
;νu

ν |−.

6τ se puede pensar como el tiempo propio de un observador sobre la cáscara; θ y φ son
las coordenadas angulares esféricas usuales.
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La componente radial de uα|+ = (ut, ur, uθ, uφ)|+ es

ur|+ =
dr

dτ
|r→R =

dR

dτ
= Ṙ. (2.28)

Como estamos considerando sólo movimiento radial, entonces uθ|+ = 0 y
uφ|+ = 0. En el ĺımite7 r → R, tenemos f(r) → f(R), con lo cual de
uµ|+uµ|+ = −1, se obtiene

1

f (R)
Ṙ2 − f (R)

(
ut|+)2

= −1.

Despejando ut|+

ut|+ =

√
f (R) + Ṙ2

f (R)
≡ X+. (2.29)

Aśı,

uµ|+ =
(
X+, Ṙ, 0, 0

)
. (2.30)

El vector normal, nα|+, lo podemos encontrar utilizando

gabeα
ae

β
b = gαβ − nαnβ, (2.31)

donde

gab = diag

(
−1,

1

R2
,

1

R2 sin2 θ

)
, (2.32)

gαβ = diag

(
− 1

f
, f,

1

R2
,

1

R2 sin2 θ

)
, (2.33)

eα
τ =

(
dt

dτ
, Ṙ, 0, 0

)
, (2.34)

eα
θ = (0, 0, 1, 0) , (2.35)

eα
φ = (0, 0, 0, 1) . (2.36)

Haciendo α = β = 0 en (2.31) y utilizando (2.32)-(2.34) resulta

nt|+ = −Ṙ. (2.37)

7Veáse nota 4.
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De manera análoga, α = β = r, α = β = θ y α = β = φ dan como resultado,
respectivamente,

nr|+ = X+, (2.38)

nθ|+ = 0, (2.39)

y
nφ|+ = 0. (2.40)

Por lo tanto,

nα|+ =
(
−Ṙ, X+, 0, 0

)
. (2.41)

Teniendo en cuenta (2.30)

nµu
µ
;νu

ν |+ = ntu
t
;νu

ν |+ + nru
r
;νu

ν |+. (2.42)

Por otro lado

uµu
µ
;ν =

1

2
(uµu

µ);ν =
1

2
(uµu

µ),ν = 0,

aśı
ut

(
ut

;νu
ν
) |+ + ur (ur

;νu
ν) |+ = 0,

o bien
ut

;νu
ν |+ = −ur

ut

(ur
;νu

ν) |+. (2.43)

Insertando (2.43) en (2.42)

nµ (uµ
;νu

ν) |+ =

(
nr − ntur

ut

)
(ur

;νu
ν) |+. (2.44)

Utilizando (2.30) y (2.41) en (2.44)

nµ (uµ
;νu

ν) |+ =
1

fX
(ur

;νu
ν) |+. (2.45)

Ahora calculemos ur
;νu

ν |+. Tenemos que

ur
;νu

ν |+ =

(
dur

dτ
+ Γr

tt

(
ut

)2
+ 2Γr

tru
tur + Γr

rr (ur)2

)
|+. (2.46)

Se encuentra que

Γr
tt = −1

2
grrgtt,r (2.47)
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Γr
tr = 0 (2.48)

Γr
rr =

1

2
grrgrr,r. (2.49)

Insertando (2.47)-(2.49) en (2.46)

ur
;νu

ν |+ = R̈ +
M

R2
. (2.50)

Aśı, de (2.45) y (2.50) se sigue que

nµu
µ
;νu

ν |+ =
1√

1− 2M
R

+ Ṙ2

(
R̈ +

M

R2

)
. (2.51)

Haciendo M = 0 en (2.51)

nµu
µ
;νu

ν |− =
1√

1 + Ṙ2
R̈. (2.52)

Sustituyendo (2.51) y (2.52) en (2.24)

R̈

[√
1 + Ṙ2 +

√
1 + Ṙ2 − 2M

R

]
= −M

R2

√
1 + Ṙ2. (2.53)

Esta es la ecuación de movimiento de la cáscara de polvo. Una primera inte-
gral de esta ecuación es

(
1 + Ṙ2

) 1
2

= a + M/ (2aR) , (2.54)

donde a es una constante.
El significado f́ısico de a se puede conocer mediante la ecuación (2.25).

Sustituyendo (2.51) y (2.52) en (2.25)

R̈ + M
R2(

1− 2M
R2 + Ṙ2

) 1
2

− R̈
(
1 + Ṙ2

) 1
2

= 4πσ. (2.55)

Utilizando (2.54) obtenemos

(
1− 2M

R2
+ Ṙ2

) 1
2

= a− M

2aR
. (2.56)
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Insertando (2.54) y (2.56) en (2.55) encontramos

M

aR
R̈ +

M

R2

(
a +

M

2aR

)
= 4πσ

(
a +

M

2aR

)(
a− M

2aR

)
(2.57)

Por otro lado, utilizando (2.54) y (2.56) en (2.53)

R̈ = − M

2aR2

(
1 +

M

2aR

)
. (2.58)

Sustituyendo (2.58) en (2.57)

4πσR2 =
M

a
. (2.59)

El lado izquierdo de esta ecuación es la masa en reposo, m, de la cáscara.
Por otro lado, M es la masa-enerǵıa total8. Aśı, M (1− a) /a es una medida
de la enerǵıa (negativa) de amarre de la cáscara.

Utilizando (2.59) la ecuación (2.54) se puede escribir como

M = m
(
1 + Ṙ2

) 1
2 − m2

2R
. (2.60)

De (2.59) se sigue que a no tiene unidades, lo cual implica que (2.54) se
puede escribir como

(
1 +

[
Ṙ/c

]2
) 1

2

= a +
Gm

2Rc2
, (2.61)

donde G es la constante universal de gravitación y c es la velocidad de la luz
en el vaćıo. Si Ṙ ¿ c, de (2.61) se sigue que

a− 1 ' 1

2

(
Ṙ

c

)2

− Gm

2Rc2
. (2.62)

Ahora, si (a− 1) mc2 es la enerǵıa de amarre, es decir la contribución de
enerǵıa cinética y potencial a la gravitacional, entonces se cumple

(a− 1) mc2 = E
m

µ
, (2.63)

8Misner et al. (1968), p. 453.
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donde, E y µ son, respectivamente, la enerǵıa, cinética más potencial, y la
masa de cada part́ıcula de polvo. Aśı, de (2.62) y (2.63) se sigue que

E

µ
' Ṙ2

2
− Gm

2R
. (2.64)

Esta expresión se puede comparar con la que resulta de analizar el problema
con la teoŕıa Newtoniana, ver ec. (4.11).



Caṕıtulo 3

Colapso cuántico en 3+1

En este caṕıtulo expondremos las ideas generales del colapso cuántico de
una cáscara bidimensional de polvo.

En la sección 3.1 mencionaremos algunos de los problemas más relevantes
que se encuentran en la cuantización del colapso de la cáscara. En la sección
3.2 mostraremos dos de los hamiltonianos que existen para el problema y
mencionaremos los métodos por lo cuales éstos se han obtenido. En la sección
3.3 hablaremos de la formación de un horizonte en el colapso cuántico de
la cáscara. Finalmente, en la sección 3.4 mostraremos algunos resultados
numéricos.

3.1. Problemas en la cuantización del colapso

En la cuantización del colapso de una cáscara bidimensional de polvo hay
varios problemas. Los más relevantes tienen que ver con el tamaño de la masa
de la cáscara y con el hamiltoniano del sistema.

En la cuantización del colapso de la cáscara se hace una aproximación de
minisuperespacio con la idea de hacer el problema cuántico más asequible.
Esta aproximación consiste, esencialmente, en congelar los grados de liber-
tad correspondientes a radiación gravitacional y en suponer que la ecuación
de Schrödinger resultante es el análogo de la ecuación de Schrödinger de una
part́ıcula. Sin embargo, aún en esta aproximación, la ecuación de Schrödinger
tiene un comportamiento patológico cuando se espera que aparezcan gravi-
tones. Además, se encuentra que la masa de la cáscara no puede ser mucho
mayor que la masa de Planck. Por ejemplo, Háj́ıček [9] ha dado una condi-

15



16 CAPÍTULO 3. COLAPSO CUÁNTICO EN 3+1

ción suficiente, aunque no necesaria, que muestra que puede haber proble-
mas cuando la masa del cáscara es alrededor de dos masas de Planck. Con
respecto a este problema, también, se han dado argumentos basados en con-
sideraciones que usan la longitud de Compton, los cuales dan cotas similares
para la masa de la cáscara [5].

Por otro lado, para hacer la formulación cuántica del problema es nece-
sario tener un Hamiltoniano. Se han seguido varios caminos para encontrarlo.
Un camino seguido por varios autores está basado en el método ADM en su
versión completa. Siguiendo este método, ellos han escogido un tiempo in-
terno para el sistema con la idea de tener un Hamiltoniano verdadero y una
ecuación de Schrödinger que permitan estudiar la evolución del sistema. Sin
embargo, hay algunos problemas: las formulaciones cuánticas que resultan de
escoger diferentes tiempos internos no son unitariamente equivalentes. Otro
problema con estas formulaciones hamiltonianas es que con frecuencia éstas
requieren una selección ad hoc de un hamiltoniano en términos de variables
definidas sobre la cáscara. Otra variante usando ADM completo la han da-
do Kuchař y Háj́ıček, quienes, en lugar de foliar el espacio-tiempo mediante
hipersuperficies tipo espacio, han foliado el espacio-tiempo con hipersuperfi-
cies tipo tiempo. Mediante este método el hamiltoniano se obtiene de manera
coherente y no es necesario hacer selecciones ad hoc. Otro camino que se ha
seguido está basado en la ecuación de Wheeler-DeWitt. En las primeras dos
formas de encontrar el hamiltoniano arriba mencionadas hay ĺımites para la
masa de la cáscara, en la tercera parece que no. Estos ĺımites son de algunas
masas de Planck. Además, como hay varios hamiltonianos, queda abierta la
cuestión de cúal es el hamiltoniano apropiado.

Adicionalmente a los problemas conceptuales antes mencionados, hay
problemas técnicos: los hamiltonianos son muy complicados y es muy dif́ıcil,
prácticamnete imposible, encontrar soluciones anaĺıticas a las ecuaciones de
Schrödinger correspondientes.

3.2. Hamiltoniano del problema

La dinámica del colapso cuántico está determinada por lo ecuación de
Schrödinger que resulta de cuantizar un hamiltoniano del problema clásico.
Decimos un hamiltoniano y no el hamiltoniano, ya que, como hemos visto
en la sección anterior, hay varios hamiltonianos para el problema. En esta
sección mostraremos dos de estos hamiltonianos.
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Un hamiltoniano del problema se puede obtener apoyándose en la ecuación1

(2.60):

M = m
(
1 + Ṙ2

) 1
2 − m2

2R
. (3.1)

Definiendo el hamiltoniano como H ≡ M
m

, y las variables x ≡ R
Mpl

, V ≡
dx

d(T/Mpl)
= Ṙ, donde hemos usado m/Mpl → m con Mpl la masa de Planck,

resulta (c = G = 1)

H =
(
1 + V 2

) 1
2 − m

2x
. (3.2)

Si suponemos que V sólo depende de una variable P , que llamaremos mo-
mento, entonces de ∂H

∂P
= V (P ) se sigue que

dV

(1 + V 2)
1
2

= dP. (3.3)

Integrando (3.3) resulta que V = senh P . Por lo tanto,

H = cosh P − m

2x
. (3.4)

Es oportuno mencionar que este hamiltoniano es ad hoc, ya que escogimos
de manera ad hoc nuestro hamiltoniano como H = M

m
, y no utilizamos el

método ADM completo para encontrarlo.
Con la idea de evitar selecciones ad hoc del hamiltoniano Kuchař y

Háj́ıček [11] han utilizado el método ADM completo. El problema que surge
por este camino está relacionado con la función que describe a la materia de
la cáscara en el espacio-tiempo, δ (r −R(τ)), donde R(τ) es la posición de
la cáscara como función del tiempo propio de la cáscara. Ya que es práctica-
mente imposible reducir las derivadas con respecto al tiempo de esta función
a variables razonables del lagrangiano de la materia, del cual se esperaŕıa
obtener el Hamiltoniano del sistema, que a su vez describiŕıa el movimiento
de la cáscara en términos de variables canónicas definidas sobre la cáscara.

1La ecuación de Israel con unidades es:

M = m


1 +

(
Ṙ

c

)2



1
2

− Gm2

2c2R
,

donde c es la velocidad de la luz en el vaćıo y G es la constante de gravitación universal.
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Sin embargo, Kuchař y Háj́ıček, inteligentemente, han encontrado una man-
era de rodear el problema: en lugar de hacer la foliación del espacio-tiempo
mediante hipersuperfices tipo espacio, ellos han hecho la foliación del espacio-
tiempo por medio de hipersuperfices tipo tiempo. Con esta manera de utilizar
el método ADM completo, y formulando la velocidad del polvo que forma la
cáscara en términos de potenciales de velocidad, ellos encuentran el siguiente
hamiltoniano:

H = −
√

2R

(
1− M

R
−

√
1− 2M

R
cosh

P

R

)1/2

R ≥ 2M, (3.5)

H = −
√

2R

(
1− M

R
−

√
2M

R
− 1 senh

P

R

)1/2

0 ≤ R ≤ 2M. (3.6)

Este hamiltoniano no es ad hoc, sin embargo, es más complicado que (3.4).
Se puede demostrar que, si escogemos m como el hamiltoniano y suponemos
que P = P (V,R), es posible encontrar (3.5) y (3.6) de la misma manera ad
hoc como se encontró (3.4).

3.3. Formación de horizonte

La dinámica del colapso cuántico de la cáscara se estudia analizando el
comportamiento de un paquete de ondas. Este paquete se construye con
las soluciones estacionarias de la ecuación de Schrödinger correspondiente al
hamiltoniano que se utilice. La conservación de la probabilidad, garantizada
por la hermiticidad de los hamiltonianos, implica que el paquete de ondas
siempre va a rebotar a R = ∞ cuando los estados que forman el paquete no
están ligados.

Por otro lado, durante el colapso se puede, o no, formar un horizonte2.
Cuando se forma un horizonte podemos decir que se forma algo parecido a
un “hoyo negro”. En este caso, un observador sobre la cáscara veŕıa que en
un tiempo finito el radio de la cáscara disminuye hasta ser menor que 2M , y
después aumenta, debido a la conservación de la densidad de probabilidad,
hasta ser mayor que 2M . Sin embargo, para un observador en infinito, el

2Estrictamente, en gravedad cuántica aún no se sabe como definir un horizonte de even-
tos, sin embargo, podemos hablar de horizonte apoyandonos en el concepto de horizonte
clásico. En este sentido, el horizonte que estamos considerando es un horizonte semiclásico.
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tiempo que pasa para que el radio de la cáscara sea igual a 2M es infinito. Lo
que ve el observador montado en la cáscara cuántica lo podemos interpretar
apoyandonos en el análisis del colapso de una cáscara clásica. A un obser-
vador, sobre una cáscara clásica, que por alguna razón se contrae hasta un
radio menor a 2M y después se expande, se le presentaŕıa un escenario simi-
lar al que se le presenta al que está sobre la cáscara cuántica, pero en el caso
clásico, cuando el radio, durante la expansión, es mayor que 2M se puede
decir que la cáscara está más allá de nuestro tiempo futuro infinito (i+),
o “en otro universo”. Aśı, extendiendo esta interpretación al caso cuántico,
podemos decir que cuando en el colapso cuántico se forma un horizonte, la
cáscara se reexpande en otro universo.

Cuando no se forma un horizonte el colapso continua hasta que el principio
de incertidumbre permite, y en este punto comienza una reexpansión de la
cáscara en el mismo universo.

En general se espera que para masas grandes el paquete de ondas no
se disperse mucho, es decir, se espera que se mantenga bastante coherente
durante su evolución, permitiendo la formación de un horizonte y que el radio
de la cáscara pueda ser menor que el radio del horizonte, dando lugar a una
reexpansión en otro universo. Para masas pequeñas se espera que el paquete
de ondas se disperse muy rapido, de manera que no se forma un horizonte y
la cáscara rebota irremediablemente en el mismo universo.

El estudio de la formación de un horizonte se puede hacer de distintas
maneras, tres de éstas son:

1. Debido a que un horizonte de eventos es una caracteŕıstica global, para
estudiar la formación de un horizonte se debe definir una caracteŕıstica
global en la variedad fluctuante asociada con la cáscara. Esta variedad
fluctuante se debe construir en términos del superespacio completo de
gravedad cuántica canónica asociado con la métrica del sistema. En el
problema que estamos considerando se puede intentar hacer una aproxi-
mación para construir la métrica del espacio-tiempo. Kuchař argumenta
[13] que para el minisuperespacio de la cáscara basta con reemplazar
la masa y el radio de la cáscara por operadores en la métrica exterior
para obtener un operador métrico. Sin embargo, hay un problema: el
operador métrico es función del tiempo propio de la cáscara, y anal-
izando la métrica cerca a la cáscara [8] no podemos decir si para un
observador en infinito se forma un horizonte.
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2. Se pueden calcular 〈R(τ)〉 y ∆R(τ) =
√
〈(R− 〈R(τ)〉)2〉, y analizar el

comportamiento de ∆R(τ) cuando 〈R(τ)〉 se hace pequeño. Si ∆R(τ)
se hace muy grande cuando 〈R(τ)〉 se hace pequeño de tal manera que
∆R(τ) es más grande que el radio del horizonte clásico, entonces, se
puede considerar que no se forma un horizonte [7]. Esta manera de
analizar la formación de un horizonte parece ser la más sencilla.

3. Se puede considerar a M |ψ(R, τ)|2 como la densidad clásica, ρ(R, τ),
de un fluido, y calcular la métrica clásica para este fluido. Después
analizar si en esta métrica se forma un horizonte [7]. Por este camino
también hay algunos problemas. Por ejemplo, no es claro si la masa
M es la masa en reposo de la cáscara o es la masa de Schwarzschild.
Además, la densidad ρ que se obtiene de la solución de la ecuación
de Schrödinger no necesariamente satisface la ecuación de conservación
T µν

;ν = 0, con T µν el tensor de enerǵıa-momento del fluido.

3.4. Resultados numéricos

Los hamitonianos (3.4) y (3.5)-(3.6) son tan complicados que es prácti-
camente imposible encontrar soluciones anaĺıticas que se puedan interpretar.
Aśı, es natural buscar soluciones numéricas. Corichi et al [5] han dado solu-
ciones numéricas para estos hamiltonianos. Ellos consideran funciones de on-
da iniciales con un pico muy pronunciado en un radio un poco mayor al radio
del horizonte clásico, R = 2M . Los resultados que se obtienen se muestran
en las figuras 3.1 y 3.2. Estas figuras están tomadas de [5].
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Figura 3.1: Ráız cuadrada de la densidad de probabilidad, |u|2, que resulta del hamilto-
niano (3.4) evaluada en distintos tiempos. Cada tipo de gráfica corresponde a cada tiempo.
La gráfica continua es la gráfica de la densidad inicial.
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Figura 3.2: Ráız cuadrada de la densidad de probabilidad, |v|2, que resulta del hamil-
toniano (3.5)-(3.6) evaluada en un tiempo dado. La gráfica continua es la gráfica de la
densidad inicial.

Vemos que en ambos casos la posición del pico de la función de onda
se mueve hacia R = 0, donde rebota debido a las condiciones de frontera,
y después se dispersa. Notemos que las funciones de onda del hamiltoniano
(3.5)-(3.6) presentan muchas oscilaciones rápidas superpuestas, mientras que
las funciones de onda del hamiltoniano (3.4) no.
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Caṕıtulo 4

Colapso clásico en modelos de
gravitación

En este caṕıtulo haremos la deducción de la ecuación de movimiento
clásica de una cáscara bidimensional de polvo utilizando la teoŕıa Newtoniana
de gravitación (sec. 4.1), una teoŕıa conforme de gravitación (sec. 4.2) y la
teoŕıa de Einstein linealizada (sec. 4.3); aśı como la deducción de la ecuación
de movimiento de un anillo unidimensional de polvo utilizando gravedad 2+1
(sec. 4.4).

En la deducción de la ecuación de movimiento supondremos que sólo hay
movimiento radial.

4.1. Colapso clásico en la teoŕıa Newtoniana

La deducción que damos a continuación ya se ha hecho en [20].

Consideremos que la cáscara está formada por part́ıculas de masa µ.
Supongamos que sobre cada part́ıcula sólo actua el campo de todas la otras.
Escogamos una part́ıcula y analizemos la acción del campo de todas las otras.
Pongamos nuestro sistema de referencia de manera que la part́ıcula que es-
cogimos esté sobre el eje z. Consideremos que la cáscara está formada de
anillos que están sobre planos paralelos al plano xy. Fijemonos en un anil-
lo. La fuerza que ejercen dos masas infinitesimales, dM , que están sobre el
anillo y que son diametralmente opuestas, sobre la masa que escogimos sólo
tiene componente z, ya que las componentes paralelas al plano xy se cancelan

23
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mutuamente. La magnitud de esta fuerza es

dF = −2µG
cos γdM

r2
, (4.1)

donde γ es el ángulo que hace la ĺınea que une µ con dM y r es la longitud de
esta ĺınea. Si la cáscara tiene una densidad de masa uniforme σ = M/4πR2,
entonces

dM = σdS = σR2 sen θdθdφ, (4.2)

donde hemos usado coordenadas esféricas para expresar el elemento infinites-
imal de área dS. Además,

dz = −R sen θdθ. (4.3)

Aśı,

dF =
GµM

2πR

cos γdzdφ

r2
. (4.4)

Por otro lado,
r2 = 2R (R− z) (4.5)

y

cos γ =
R− z

[2R (R− z)]
1
2

. (4.6)

Sustituyendo (4.5) y (4.6) en (4.4)

dF =
GµM

2πR (2R)
3
2

dφdz

(R− z)
1
2

. (4.7)

Por lo tanto, la fuerza que la cáscara ejerce sobre µ, la cual se obtiene suman-
do la contribución de todos los anillos, es

F =
GµM

2πR (2R)
3
2

∫ 2π

0

dφ

∫ R

−R

dz

(R− z)
1
2

= −G
µM

2R2
. (4.8)

Es interesante notar que esta fuerza es la media aritmética de la fuerzas que
la cáscara ejerce sobre la masa µ cuando ésta está dentro, F = 0, y cuando
está justo fuera de la cáscara, F = −GµM

R2 .
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La ecuación de movimiento que resulta de la segunda ley de Newton,
F = µR̈, es

R̈ = −G
M

2R2
. (4.9)

Multiplicando (4.9) por Ṙ e integrando lo que resulta tenemos

d

dt

Ṙ2

2
=

d

dt

(
GM

2R
+ A

)
, (4.10)

donde A es una constante. Si escogemos A = E
µ
, con E la enerǵıa de la

part́ıcula, entonces
E

µ
=

Ṙ2

2
− GM

2R
. (4.11)

Esta ecuación es el ĺımite no relativista de (2.54), ver (2.64).
La formulación hamiltoniana del problema se puede hacer si definimos el

hamiltoniano como H ≡ E
µ

y el momento conjugado a R como PR ≡ Ṙ. En
estas circustancias

H =
P 2

R

2
− GM

2R
. (4.12)

Las ecuaciones de Hamilton aplicadas a este hamiltoniano son equivalentes
a la ecuación de movimiento (4.9).

4.2. Colapso clásico en una teoŕıa conforme

La teoŕıa conforme que vamos a utilizar es similar a la teoŕıa de Nord-
ström1 [18].

En la teoŕıa de Nordström la métrica del espacio-tiempo es

ds2 = φ2ds2
p, (4.13)

donde ds2
p es la métrica plana y φ es un campo escalar. La ecuación que φ

satisface es
¤φ ≡ ηµνφ,νµ = −4πφηµνTµν , (4.14)

1Es oportuno mencionar que parece que hay alguna confusión entre la comunidad de
relativistas en cuanto a la forma correcta de escribir Nordström. Las formas más usadas
para escribir esta palabra son Nordstrøm y Nordström aśı como, ocasionalmente, Nord-
strom. Sin embargo, la forma correcta es Nordström, ver Brill y Dray (1993).
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donde ηµν es la métrica plana y Tµν es el tensor de enerǵıa-momento. En
esta teoŕıa, la métrica gνµ = φ2ηνµ sólo tiene un grado de libertad, el de
φ. Lo demás de gνµ ya está determinado por la métrica de fondo ηνµ

2. Esta
teoŕıa es geométrica, en el sentido de que (4.13) y (4.14) se pueden escribir
en términos de entes geométricos como

R = 24πT, Cαβ
µν = 0, (4.15)

donde R es el escalar de Ricci, T = 1
φ2 η

µνTµν y Cαβ
µν es el tensor de Weyl

calculado a partir de gµν . La igualdad de la izquierda de (4.15) es una con-
secuencia de que

R = −6¤φ

φ3
. (4.16)

El tensor de enerǵıa-momento del sistema que estamos considerando es

Tµν = σuµuν , (4.17)

donde σ es la densidad uniforme de masa y uµ es la velocidad de las part́ıculas
que forman la cáscara. Utilizando este tensor en (4.14), la ecuación que resulta
para φ es

¤φ = 4πφ3σ. (4.18)

Esta ecuación es altamente no lineal, lo que hace muy dif́ıcil resolverla anaĺıtica-
mente.

Teniendo en cuenta los problemas técnicos que se presentan en la teoŕıa
de Nordström, utilizaremos una versión modificada de ésta. En esta teoŕıa
de Nordström modificada supondremos que la métrica del espacio-tiempo y
la ecuación que φ satisface son, respectivamente,

gµν = φηµν (4.19)

y

¤φ = ηµνφ,νµ = −8π
1

φ
ηµνTµν . (4.20)

La teoŕıa de Nordström modificada no es geométrica, ya que la ecuación que
determina φ no se puede escribir como

R = αT,

2Misner et al. (1968), p. 429.
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con R el escalar de Ricci, α una constante y T = 1
φ
ηµνTµν . Esto es una

consecuencia de que en esta teoŕıa

R =
3

φ2

(
−¤φ +

1

2φ

(
∇̃φ

)2
)

, (4.21)

donde
(
∇̃φ

)2

≡ φ,µφ,µ = ηµαφ,µφ,α.

Insertando el tensor de enerǵıa-momento (4.17) en (4.20) y utilizando que
gµνuµuν = 1

φ
ηµνuµuν = −1, la ecuación resultante para φ es

¤φ = 8πσ. (4.22)

Por otro lado,

σ =
M

4πR2
δ (r −R) , (4.23)

donde R = R (t). Aśı, la ecuación diferencial para φ es

−∂2φ

∂t2
+∇2φ =

2M

R2
δ (r −R) , (4.24)

donde ∇2 es el operador laplaciano en coordenadas esféricas. Una solución
aproximada de esta ecuación diferencial es3

φ =

{
1− 2M

r
; r > R (t)

1− 2M
R(t)

; r < R (t)
(4.25)

Por lo tanto, dentro de la cáscara el potencial es constante para cada t, y
fuera disminuye como el potencial Newtoniano. Además, en el ĺımite r →∞,
la métrica de la teoŕıa de Nordström modificada se reduce a la métrica plana.

Ahora encontraremos la ecuación de movimiento de la cáscara de polvo
mediante un procedimiento análogo al utilizado en la sec. 2.2.

Sea Σ la hipersuperficie en el espacio-tiempo, V , determinada por la
evolución de la cáscara. Sean V + y V − las variedades en que divide Σ al
espacio-tiempo. Sean ξa = (τ, θ, φ) coordenadas sobre Σ4.

Las ecuaciones (2.24) y (2.25) que determinan la dinámica del sistema en
relatividad 3+1 son una consecuencia de las ecuaciones de Einstein. Por lo
cual, en la teoŕıa de Nordström modificada, en principio, no tenemos todas

3Ver apéndice A.
4Ver nota 6 del cap. 2.
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las ecuaciones correspondientes a éstas. Empero, el significado f́ısico de la
ec.(2.24) es que la aceleración medida por dos observadores sobre la cáscara,
uno fuera, el otro dentro, es la misma en magnitud, pero con dirección opues-
ta5. Si esto no sucediera, las part́ıculas que forman la cáscara se separaŕıan,
y no habŕıa cáscara. Aśı, aunque la ec.(2.24) es una consecuencia de ecua-
ciones de Einstein que no tenemos, ésta se puede justificar sólo con argu-
mentos f́ısicos. Por lo tanto, si queremos que haya cáscara, la ec.(2.24) debe
seguir siendo válida en la teoŕıa de Nordström modificada, aún cuando no
podamos deducirla de otras ecuaciones. De la discusión anterior se sigue que
la ecuación de movimiento de la cáscara en la teoŕıa de Nordström modificada
se puede obtener de6

nαuα
;νu

ν |+ + nαuα
;νu

ν |− = 0, (4.26)

donde nα es el vector normal a Σ y uα es la velocidad de la cáscara. Calcule-
mos, pues, (4.26).

La ecuación de Σ en forma parámetrica, en coordenadas con simetŕıa
esférica, xα = (t, r, θ, φ), es

t = t(τ), r = R(τ), θ = θ, φ = φ.

La métrica sobre la esfera es

ds2 = −dτ 2 + R2(τ)(dθ2 + sen2 θdφ2). (4.27)

Debido a (4.19) y (4.25), la métrica en V + es

ds2 = φ+
[−dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sen2 θdφ2)

]
, (4.28)

donde φ+ = 1− 2M
r

. De manera análoga, la métrica en V − es

ds2 = φ−
[−dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sen2 θdφ2)

]
, (4.29)

donde φ− = 1− 2M
R(t)

. R (t) es el radio de la cáscara en el tiempo t.

Para encontrar la ecuación de movimiento necesitamos conocer nαuα
;νu

ν |±.
Calculemos primero nαuα

;νu
ν |+.

5Misner et al. (1968), p. 555.
6En este caṕıtulo el śımbolo |+(−) tiene el mismo significado que en la sección 2.2. Veáse

nota 4 del cap. 2.
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La componente radial de uα|+ = (ut, ur, uθ, uφ)|+ es

ur|+ =
dr

dτ
|r→R =

dR

dτ
= Ṙ. (4.30)

Como estamos considerando sólo movimiento radial, entonces uθ|+ = 0 y
uφ|+ = 0. En el ĺımite r → R, tenemos φ+(r) → φ+(R), con lo cual de
uµ|+uµ|+ = −1, se obtiene

φ+ (R) Ṙ2 − φ+ (R)
(
ut|+)2

= −1.

Despejando ut|+

ut|+ =

√
1

φ+ (R)
+ Ṙ2 ≡ X+

N . (4.31)

Aśı
uµ|+ =

(
X+

N , Ṙ, 0, 0
)

. (4.32)

El vector normal, nα|+, lo podemos encontrar utilizando

gabeα
ae

β
b = gαβ − nαnβ, (4.33)

donde

gab = diag

(
−1,

1

R2
,

1

R2 sin2 θ

)
, (4.34)

gαβ = diag

(
− 1

φ+ (R)
,

1

φ+ (R)
,

1

φ+R2
,

1

φ+R2 sin2 θ

)
, (4.35)

eα
τ =

(
dt

dτ
, Ṙ, 0, 0

)
, (4.36)

eα
θ = (0, 0, 1, 0) , (4.37)

eα
φ = (0, 0, 0, 1) . (4.38)

Haciendo α = β = 0 en (4.33) y utilizando (4.34)-(4.36)

nt|+ = −φ+ (R) Ṙ. (4.39)

De manera análoga, α = β = r, α = β = θ y α = β = φ dan como resultado,
respectivamente,

nr|+ = φ+ (R) X+
N , (4.40)
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nθ|+ = 0, (4.41)

y

nφ|+ = 0. (4.42)

Por lo tanto,

nα|+ =
(
−φ+ (R) Ṙ, φ+ (R) X+

N , 0, 0
)

. (4.43)

Teniendo en cuenta (4.32)

nµu
µ
;νu

ν |+ = ntu
t
;νu

ν |+ + nru
r
;νu

ν |+. (4.44)

Por otro lado,

uµu
µ
;ν =

1

2
(uµu

µ);ν =
1

2
(uµu

µ),ν = 0.

Aśı,

ut
;νu

ν |+ = −ur

ut

(ur
;νu

ν) |+. (4.45)

Insertando (4.45) en (4.44)

nµ (uµ
;νu

ν) |+ =

(
nr − ntur

ut

)
(ur

;νu
ν) |+. (4.46)

Utilizando (4.32) y (4.43) en (4.46)

nµ (uµ
;νu

ν) |+ =
1

XN

(ur
;νu

ν) |+. (4.47)

Calculemos ur
;νu

ν |+. Tenemos que

ur
;νu

ν |+ =

(
dur

dτ
+ Γr

tt

(
ut

)2
+ 2Γr

tru
tur + Γr

rr (ur)2

)
|+. (4.48)

Se encuentra que

Γr
tt =

φ+ (R),r

2φ
(4.49)

Γr
tr = 0 (4.50)

Γr
rr =

φ+ (R),r

2φ
. (4.51)
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Insertando (4.49)-(4.51) en (4.48)

ur
;νu

ν |+ = R̈ +
M

R2φ+ (R)

(
1

φ+ (R)
+ 2Ṙ2

)
. (4.52)

Aśı, de (4.47) y (4.52)

nµu
µ
;νu

ν |+ =
1

X+
N

[
R̈ +

M

R2φ+ (R)

(
1

φ+ (R)
+ 2Ṙ2

)]
. (4.53)

Ahora calculemos nαuα
;νu

ν |−. En principio, debeŕıamos hacer todo el
cálculo que hicimos para encontrar nµu

µ
;νu

ν |+, pero con la métrica (4.29),
sin embargo, como las métricas (4.28) y (4.29) coinciden sobre la cáscara,
las ecuaciones (4.32), (4.43), (4.47) y (4.48) siguen siendo válidas, pero con
ı́ndice - en lugar de +. Aśı,

uµ|− =
(
X−

N , Ṙ, 0, 0
)

, (4.54)

nα|− =
(
−φ− (R) Ṙ, φ− (R) X−

N , 0, 0
)

, (4.55)

nµ (uµ
;νu

ν) |− =
1

XN

(ur
;νu

ν) |−, (4.56)

ur
;νu

ν |− =

(
dur

dτ
+ Γr

tt

(
ut

)2
+ 2Γr

tru
tur + Γr

rr (ur)2

)
|−. (4.57)

En este caso los śımbolos de Christoffel son

Γr
tt = 0 (4.58)

Γr
tr =

1

2φ−
dφ−

dτ

[
1/

dt

dτ

]
(4.59)

Γr
rr = 0. (4.60)

Insertando (4.58)-(4.60) en (4.57)

ur
;νu

ν |− = R̈ +
2

φ−
M

R2
Ṙ2. (4.61)

De (4.56) y (4.61)

nµu
µ
;νu

ν
∣∣− =

1

X−
N

[
R̈ +

2

φ−
M

R2
Ṙ2

]
. (4.62)
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De (4.26), (4.53) y (4.62) se sigue que la ecuación de movimiento de la
cáscara es

R̈ = − 1

2
(
1− 2M

R

)
[

M(
1− 2M

R

)
R2

+
4M

R2
Ṙ2

]
. (4.63)

Si en (4.63) hacemos el cambio de variable y = R− 2M , obtenemos

ÿ = − M

2y2
+

2Mẏ2

y (y + 2M)
, (4.64)

donde ẏ ≡ dy
dt

. Dividiendo (4.64) por ẏ y arreglando lo que resulta

d

dt

(
ln ẏ − ln

[
y + 2M

y

])
= − M

2y2ẏ
. (4.65)

A partir de aqúı no es claro como proceder para encontrar una primera
integral de (4.64). Se puede hacer una aproximación7 cuando ẏ ' 1:

d

dt

(
ln ẏ − ln

[
y + 2M

y

])
' −Mẏ

2y2

=
d

dt

M

2y
. (4.66)

En esta aproximación, una primera integral de (4.64) es

ln ẏ − ln

[
y + 2M

y

]
− M

2y
= aN , (4.67)

donde aN es una constante.
Veamos algo más de la dinámica del colapso. Restando (4.62) a (4.53)

resulta

nµu
µ
;νu

ν |+ − nµu
µ
;νu

ν |− =
M

y2
. (4.68)

7Utilizando Maple 10 para resolver (4.64) se encuentra que ẏ =

− 1
2

√
− t+2M

t

(
a1Y1

(√
− t+2M

t

)
+J1

(√
− t+2M

t

))

a1Y0

(√
− t+2M

t

)
+J0

(√
− t+2M

t

) , donde J0(1)

(√
− t+2M

t

)
es la función de

Bessel de primer tipo de orden 0 (1), Y0(1)

(√
− t+2M

t

)
es la función de Bessel de segundo

tipo de orden 0 (1) y a1 es una constante. Esta expresión es poco manejable, aśı, es
natural hacer una aproximación.
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Si tenemos en cuenta que y = R−2M es una medida del radio de la cáscara,
entonces podemos proponer: M

y2 = 4πF (σ), con F una función de σ. En estas
circustancias

nµu
µ
;νu

ν |+ − nµu
µ
;νu

ν |− = 4πF (σ) . (4.69)

Aśı, en la teoŕıa de Nordström modificada tenemos una ecuación análoga a
la ecuación (2.25) que resulta en relatividad general.

Para hacer la formulación hamiltoniana del problema, el hamiltoniano,

en la aproximación que estamos considerando
(

1
ẏ
' ẏ

)
, lo podemos tomar

como

H ≡ aN = ln Py − ln

[
y + 2M

y

]
− M

2y
, (4.70)

donde Py ≡ ẏ es el momento conjugado a y. Las ecuaciones de Hamilton
aplicadas a este hamiltoniano son equivalentes a la ecuación de movimiento
(4.64) en la aproximación antes mencionada.

4.3. Colapso clásico en relatividad general lin-

ealizada

Para encontrar la ecuación de movimiento de la cáscara de polvo en rela-
tividad general linealizada utilizaremos la ecuación (2.24) que debe ser válida
en este caso, ya que en su deducción no se hizó ninguna suposición sobre la
intensidad del campo gravitacional.

La métrica sobre la cáscara es

ds2 = −dτ 2 + R2(τ)
(
dθ2 + sen2 θdφ2

)
. (4.71)

La métrica en V + es8

ds2 = − (1 + ν) dt2 + (1 + λ) dr2 + r2
(
dθ2 + sen2 θdφ2

)
, (4.72)

donde ν (t, r), λ (t, r) << 1. De las ecuaciones de Einstein se encuentra que9

λ = −ν = 2M
r

con M la masa-enerǵıa total de la cáscara. Aśı, la métrica en
V + es

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1 +

2M

r

)
dr2 + r2

(
dθ2 + sen2 θdφ2

)
. (4.73)

8Los śımbolos V + y V − tienen el mismo significado que en la sección 2.2.
9En el problema que estamos considerando ν y λ no dependen de t, i.e, el teorema de

Birkhoff también es cierto en relatividad general linealizada. Veáse apéndice B.
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La métrica en V − se obtiene de (4.73) haciendo M = 0.
Ya hemos dicho que la ecuación de movimiento la obtendremos de10

nαuα
;νu

ν |+ + nαuα
;νu

ν |− = 0. (4.74)

Calculemos, pues, nαuα
;νu

ν |±.
La velocidad de una part́ıcula que forma la cáscara es uα = (ut, ur, 0, 0),

ya que sólo estamos considerando movimiento radial y consecuentemente
uθ = uφ = 0.

La componente radial de uα|+ es

ur|+ =
dr

dτ
|r→R = Ṙ.

Utilizando que uα|+uα|+ = −1

−
(

1− 2M

R

) (
ut|+)2

+

(
1 +

2M

R

) (
ur|+)2

= −1.

Despejando ut|+

ut|+ =

√
1− 2M

R
+ Ṙ2

1− 2M
R

≡ X+
L . (4.75)

Aśı,

uα|+ =
(
X+

L , Ṙ, 0, 0
)

. (4.76)

El vector normal, nα|+, lo podemos encontrar utilizando

gabeα
ae

β
b = gαβ − nαnβ, (4.77)

donde

gab = diag

(
−1,

1

R2
,

1

R2 sin2 θ

)
, (4.78)

gαβ = diag

(
− 1

1− 2M
R

,
1

1 + 2M
R

,
1

R2
,

1

R2 sin2 θ

)
, (4.79)

eα
τ =

(
dt

dτ
, Ṙ, 0, 0

)
, (4.80)

10Veáse la nota 4 del cap. 2 para el significado de los śımbolos |+ y |−.
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eα
θ = (0, 0, 1, 0) , (4.81)

eα
φ = (0, 0, 0, 1) . (4.82)

Haciendo α = β = 0 en (4.77) y utilizando (4.78)-(4.80)

nt|+ = −Ṙ. (4.83)

De manera análoga, α = β = r, α = β = θ y α = β = φ dan como resultado,
respectivamente,

nr|+ = X+
L , (4.84)

nθ|+ = 0, (4.85)

y
nφ|+ = 0. (4.86)

Por lo tanto,

nα|+ =
(
−Ṙ, X+

L , 0, 0
)

. (4.87)

Utilizando (4.76)

nµu
µ
;νu

ν |+ = ntu
t
;νu

ν |+ + nru
r
;νu

ν |+. (4.88)

Por otro lado,

uµu
µ
;ν =

1

2
(uµu

µ);ν =
1

2
(uµu

µ),ν = 0.

Aśı,

ut
;νu

ν |+ = −ur

ut

(ur
;νu

ν) |+. (4.89)

Insertando (4.89) en (4.88)

nµ (uµ
;νu

ν) |+ =

(
nr − ntur

ut

)
(ur

;νu
ν) |+. (4.90)

Utilizando (4.76) y (4.87) en (4.90)

nµ (uµ
;νu

ν) |+ =
1(

1− 2M
R

)
XL

(ur
;νu

ν) |+. (4.91)

Ahora calculemos ur
;νu

ν |+. Tenemos que

ur
;νu

ν |+ =

(
dur

dτ
+ Γr

tt

(
ut

)2
+ 2Γr

tru
tur + Γr

rr (ur)2

)
|+. (4.92)
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Se obtiene que

Γr
tt =

M

r2
(4.93)

Γr
tr = 0 (4.94)

Γr
rr = −M

r2
. (4.95)

Sustituyendo (4.93)-(4.95) en (4.92)

ur
;νu

ν |+ = R̈ +
M

R2

[(
ut|+)2 − (

ur|+)2
]
. (4.96)

Utilizando que uαuα = −1

M

R2

[(
ut|+)2 − (

ur|+)2
]

=
M

R2

[
1 +

2M

R

(
ur|+)2

+
2M

R

(
ut|+)2

]
. (4.97)

A primer orden
M

R2

[(
ut|+)2 − (

ur|+)2
]

=
M

R2
. (4.98)

Sustituyendo (4.98) en (4.96)

ur
;νu

ν |+ = R̈ +
M

R2
. (4.99)

Insertando (4.99) en (4.91)

nµ (uµ
;νu

ν) |+ =
1(

1− 2M
R

)
X+

L

(
R̈ +

M

R2

)
. (4.100)

Haciendo M = 0 en (4.100)

nµ (uµ
;νu

ν) |− =
1√

1 + Ṙ2
R̈. (4.101)

Sustituyendo (4.100) y (4.101) en (4.74)

R̈

[√
1 + Ṙ2 +

√
1 + Ṙ2 − 2M

R

]
= −M

R2

√
1 + Ṙ2. (4.102)

Esta es la misma ecuación que encontramos en la sección 2.2 mediante rela-
tividad general no linealizada, ver ec. (2.53). Aśı, la ecuación de movimiento
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de la cáscara que resulta en relatividad general linealizada es la misma que
resulta en relatividad general completa. Una primera integral de (4.102) es

(
1 + Ṙ2

) 1
2

= aL + M/ (2aLR) , (4.103)

donde aL es una constante.
Haciendo los mismos pasos de (2.55) a (2.59) de la sec. 2.2 se puede

concluir que aL tiene el mismo sentido f́ısico que a de la sec. 2.2.
El ĺımite no relativista de (4.102) también es la ec. (2.64).
La formulación hamiltoniana del problema se puede hacer de la misma

manera que en relatividad general completa.

4.4. Colapso clásico en 2+1 con Λ 6= 0

En gravedad 2+1 consideraremos el colapso de un anillo unidimensional
de polvo11.

Las relaciones de geometŕıa diferencial que presentamos en las sección 2.2
también son válidas cuando V es tridimensional y Σ bidimensional12.

En el caso que estamos considerando a V lo identificaremos con el espacio-
tiempo y a Σ con la superficie que describe el anillo en el espacio-tiempo. Los
vectores dξA/dτ = uA, tangentes a Σ, determinan las curvas que describen
las part́ıculas que forman el anillo. Si consideramos que el tensor de enerǵıa-
momento del anillo es

SAB = σuAuB,

con
uAuA = −1,

y σ la densidad de masa en reposo del anillo, entonces de la misma manera
que en la sec. 2.2 se cumple que13

ei
Aui;ju

j|± = 0, (4.104)

11Las ideas centrales del desarrollo que se presenta en esta sección las hemos tomado
de [19], aunque nosotros seguimos un camino un poco distinto para hacer los cálculos. El
análisis del colapso de un anillo unidimensional de polvo también lo han hecho Crisóstomo
y Olea [6], utilizando la formulación hamiltoniana de relatividad general en dimensión
2+1.

12En esta sección los ı́ndices latinos minúsculos i, j, ... van de 0 hasta 2 y los ı́ndices
latinos mayúsculos A,B, ... van de 1 hasta 2.

13Veáse nota 4 del cap. 2 para el significado de los śımbolos |+ y |− y del ı́ndice +(-) en
Kab o en K.
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niu
i
;ju

j|+ + niu
i
;ju

j|− = −2K̃ABuAuB, (4.105)

niu
i
;ju

j|+ − niu
i
;ju

j|− = −2γABuAuB, (4.106)

donde

K̃AB =
1

2
(K+

AB + K−
AB), (4.107)

γ = K+
AB −K−

AB. (4.108)

Las ecuaciones (4.104)-(4.106) determinan la dinámica del sistema.
La ecuación de Gauss en 2+1 es

−2Gijn
inj =2 R + KABKAB −K2. (4.109)

Consideraremos que en V ±14

G±
ij = −Λg±ij , (4.110)

donde g±ij es la métrica de V ± y Λ es la constante cosmológica. Estas ecua-
ciones tienen como soluciones métricas con curvatura constante. Sustituyendo
(4.110) en (4.109)

2R + K±
ABKAB

± −K2
± = 2Λ. (4.111)

Restando (4.111) consigo misma

K+
ABKAB

+ −K2
+ −K−

ABKAB
− + K2

− = 0. (4.112)

Utilizando K̃AB y la ecuación de Lanczos15

γAB − gABγ = −8πSAB, (4.113)

la ecuación (4.112) se puede escribir como

SABK̃AB = 0. (4.114)

14Consideramos las ecuaciones de Einstein en el vaćıo con constante cosmológica dis-
tinta de cero, debido a que las ecuaciones de Einstein en 2+1 en el vaćıo sin constante
cosmológica tienen como solución, necesariamente, una métrica plana, ver Carlip (1998),
p. 3. Aśı, con constante cosmológica igual a cero, en el problema que nos interesa ten-
dŕıamos métrica plana en V + y en V −, lo cual no parece prometer mucho si tenemos en
cuenta que queremos estudiar un modelo jugete del colapso cuántico gravitacional.

15La ecuación de Lanczos es independiente de la dimensión. Ver Crisóstomo y Olea
(2004), p. 2.
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De (4.105) y (4.114)

niu
i
;ju

j|+ + niu
i
;ju

j|− = 0. (4.115)

Invirtiendo la ecuación de Lanczos

γAB = −8π (SAB − gABS) . (4.116)

Utilizando (4.108) y (4.116) en (4.106)

niu
i
;ju

j|+ − niu
i
;ju

j|− = 8πuAuB (SAB − gABS)

= 0. (4.117)

En gravedad 3+1 la ecuación de movimiento de la cáscara la obtuvimos
de la ecuación análoga a (4.115), mientras que la interpretación f́ısica de la
constante que apareció en una primera integral de la ecuación de movimiento
la obtuvimos de la ecuación análoga a (4.117). En relatividad general en
2+1 es un poco diferente, ya que, como más adelante veremos, de ambas
ecuaciones, (4.115) y (4.117), se obtiene la misma ecuación de movimiento.

La ecuación de Σ en forma paramétrica, en coordenadas con simetŕıa
circular, xi = (t, r, θ), es

t = t(τ), r = R(τ), θ = θ,

donde ξA = (τ, θ) son coordenadas intŕınsecas a Σ16. La métrica sobre el
anillo es

ds2 = −dτ 2 + R2(τ)dθ2. (4.118)

La solución de Gij = −Λgij en V + es17

ds2 = −fdt2 +
1

f
dr2 + r2dθ2, (4.119)

donde18 f = 1−2M + r2

l2
, − 1

l2
≡ Λ y M es la masa-enerǵıa total de anillo. La

métrica (4.119) se conoce como Schwarzschild-anti de Sitter (versión 2+1).
La métrica en V − se obtiene de (4.119) haciendo M = 0.

16τ se puede pensar como el tiempo propio de un observador sobre el anillo; θ es la
coordenada angular usual.

17Ver apéndice C.
18La función f se puede escoger como f = −MBTZ + r2

l2 , donde M = 1
2MBTZ, esta

igualdad es una consecuencia del comportamiento asintótico de la métrica. El sub́ındice
BTZ se pone debido a que la métrica que resulta (ver [1]) con esta elección se conoce como
BTZ. La distinta elección de f corresponde tanto a una elección del parámetro de masa
como un corrimiento del cero de la masa-enerǵıa total. Ver apéndice D.
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Ahora calcularemos niu
i
;ju

j|±. Calcularemos primero niu
i
;ju

j|+, en la ex-
presión que resulte basta hacer M = 0 para conocer niu

i
;ju

j|−.
La componente radial de ui|+ = (ut, ur, uθ)|+ es

ur|+ =
dr

dτ
|r→R =

dR

dτ
= Ṙ. (4.120)

Como estamos considerando que sólo hay movimiento radial, entonces uθ|+ =
0. En el ĺımite r → R, tenemos f(r) → f(R), con lo cual de ui|+ui|+ = −1,
se obtiene

1

f (R)
Ṙ2 − f (R)

(
ut|+)2

= −1.

Despejando ut|+

ut|+ =

√
f (R) + Ṙ2

f (R)
≡ X+. (4.121)

Aśı,

ui|+ =
(
X+, Ṙ, 0

)
. (4.122)

El vector normal, ni|+, lo podemos encontrar utilizando

gABei
Aej

B = gij − ninj, (4.123)

donde

gAB = diag

(
−1,

1

R2

)
, (4.124)

gij = diag

(
− 1

f
, f,

1

R2

)
, (4.125)

ei
τ =

(
dt

dτ
, Ṙ, 0

)
, (4.126)

ei
θ = (0, 0, 1) . (4.127)

Haciendo i = j = 0 en (4.123) y utilizando (4.124)-(4.126)

nt|+ = −Ṙ. (4.128)

De manera análoga, i = j = r y i = j = θ dan como resultado, respectiva-
mente,

nr|+ = X+ (4.129)
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y
nθ|+ = 0. (4.130)

Por lo tanto,

ni|+ =
(
−Ṙ, X+, 0

)
. (4.131)

Teniendo en cuenta (4.122)

niu
i
;ju

j|+ = ntu
t
;ju

j|+ + nru
r
;ju

j|+. (4.132)

Por otro lado,

uiu
i
;j =

1

2

(
uiu

i
)
;j

=
1

2

(
uiu

i
)

,j
= 0.

Aśı,

ut
;ju

j|+ = −ur

ut

(
ur

;ju
j
) |+. (4.133)

Insertando (4.133) en (4.132)

ni

(
ui

;ju
j
) |+ =

(
nr − ntur

ut

) (
ur

;ju
j
) |+. (4.134)

Utilizando (4.122) y (4.131) en (4.134)

ni

(
ui

;ju
j
) |+ =

1

fX

(
ur

;ju
j
) |+. (4.135)

Calculemos ur
;ju

j|+. Tenemos que

ur
;ju

j|+ =

(
dur

dτ
+ Γr

tt

(
ut

)2
+ 2Γr

tru
tur + Γr

rr (ur)2

)
|+. (4.136)

Se encuentra que

Γr
tt =

1

2
ff,r (4.137)

Γr
tr = 0 (4.138)

Γr
rr = −1

2

f,r

f
. (4.139)

Insertando (4.137)-(4.139) en (4.136)

ur
;ju

j|+ = R̈ +
R

l2
. (4.140)
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Aśı, de (4.135) y (4.140)

niu
i
;ju

j|+ =
1√

1− 2M − R2

l2
+ Ṙ2

(
R̈ +

R

l2

)
. (4.141)

Haciendo M = 0 en (4.141)

niu
i
;ju

j|− =
1√

1− R2

l2
+ Ṙ2

(
R̈ +

R

l2

)
. (4.142)

Sustituyendo (4.141) y (4.142) en (4.115) y (4.117)

(
R̈ +

R

l2

) 
 1√

1− 2M − R2

l2
+ Ṙ2

± 1√
1− R2

l2
+ Ṙ2


 = 0. (4.143)

Por lo tanto, la ecuación de movimiento es

R̈ +
R

l2
= 0. (4.144)

Una primera integral de esta ecuación es

Ṙ2

2
+

R2

2l2
= E, (4.145)

donde E es una constante por determinar.
De (4.143) se sigue que, como ya hab́ıamos anticipado, de ninguna de las

ecuaciones (4.115) y (4.117) podemos conocer la constante E. Aśı pues, es
necesario buscar otra manera para conocer E. Afortunadamente Peleg y Steif
[19] ya nos han dado la respuesta: hay que utilizar la componente ττ de la
ecuación de Lanczos,

γττ − gττγ = −8πSττ . (4.146)

Tenemos que
uA = uie

i
A. (4.147)

Haciendo A = τ y utilizando (4.122) y (4.126)

uτ = −1. (4.148)
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De manera análoga con A = θ, (4.122) y (4.127)

uθ = 0. (4.149)

También, tenemos que (ver ec. [2.9])

niu
i
;ju

j|± = −uAuBKAB|±. (4.150)

Aśı, de (4.141), (4.142), (4.144) y (4.150)

uAuBKAB|± = 0. (4.151)

Por lo tanto, de (4.148), (4.149) y (4.151)

Kττ |± = 0. (4.152)

Consecuentemente
γττ = 0 (4.153)

y
γ = gθθγθθ. (4.154)

Por otro lado,
Sττ = σ. (4.155)

Por lo tanto, de (4.146), (4.153), (4.154) y (4.155)

γθθ = −8πR2σ. (4.156)

Considerando que σ = m
4πR

, con m la masa en reposo del anillo,

γθθ = −4mR. (4.157)

Por otro lado, el tensor de curvatura extŕınseca es (ver ec.[2.2])

KAB =
∂ni

∂xB

ei
A − Γk

ijnke
i
Aej

B. (4.158)

Haciendo A = B = θ

Kθθ = −Γt
θθnt − Γr

θθnr

= fXR. (4.159)
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Por lo tanto,
γθθ =

(
fX|+ − fX|−)

R. (4.160)

De (4.157) y (4.160)

√
1 +

R2

l2
+ Ṙ2 −

√
1− 2M +

R2

l2
+ Ṙ2 = 4m. (4.161)

Resolviendo para E = Ṙ2

2
+ R2

2l2

E =
M2

32m2
+

M

2
+ 2m2 − 1

2
. (4.162)

La ecuación anterior se puede escribir como

E =
1

32
(a + 8m)2 − 1

2
, (4.163)

donde a = M
m

. Una medida de la enerǵıa de amarre es m−M = M (1−a)
a

. Aśı,
E está relacionada con la enerǵıa de amarre del anillo.

De (4.145) y (4.163)

Ṙ2

2
+

R2

2l2
=

1

32
(a + 8m)2 − 1

2
. (4.164)

Si definimos PR ≡ Ṙ como el momento conjugado a R, entonces el Hamil-
toniano del problema es

H ≡ E =
P 2

R

2
+

R2

2l2
. (4.165)

Las ecuaciones de Hamilton aplicadas a este Hamiltoniano son equivalentes
a la ecuación de movimiento (4.144).



Caṕıtulo 5

Colapso cuántico en modelos de
gravitación

En este caṕıtulo expondremos el colapso cuántico de una cáscara de polvo
bidimensional en varios modelos de gravitación.

En la sección 5.1 expondremos las ideas más relevantes del colapso cuánti-
co de una cáscara de polvo en la teoŕıa newtoniana. En la sección 5.2 tratare-
mos, brevemente, el colapso cuántico de una cáscara de polvo en la teoŕıa de
Nordström modificada y en la teoŕıa linealizada de Einstein.

5.1. Colapso cuántico en la teoŕıa newtoniana

Las ideas que expondremos en esta sección ya se han discutido más am-
pliamente en [20]. Aqúı no discutiremos con mucho detalle algunos cálculos,
y nos centraremos más en la idea general y en los resultados obtenidos.

Ya hemos dicho, en la sección 2.3, que durante el colapso cuántico de
una cáscara de polvo en gravedad 3+1 se puede formar un horizonte, o no.
De hecho, este es uno de los aspectos más interesantes del problema. Aśı, es
deseable estudiar la formación de un horizonte en un modelo de gravitación,
en este caso la teoŕıa newtoniana, y comparar los resultados que se obtienen
en ambos casos. Sin embargo, el concepto de horizonte es un concepto pura-
mente relativista, en consecuencia, en la teoŕıa newtoniana, en principio, no
tiene sentido hablar de horizonte. Empero, este problema puede resolverse si
introducimos una estructura de horizonte mediante el horizonte de Laplace-

45
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Michell1. Este horizonte está definido como el punto en donde la velocidad
de escape es igual a la velocidad de la luz. Es interesante notar que para una
masa puntual este horizonte coincide con el radio de Schwarzschild.

Una vez definido el concepto de horizonte en la teoŕıa newtoniana, pode-
mos estudiar si éste se forma, o no. Al igual que en el caso relativista hay
varias maneras de hacerlo. Una consiste en considerar el cuadrado de la fun-
ción de onda multiplicado por la masa de la cáscara como una densidad
clásica de masa, ρ(r, t), y analizar si en algún punto la velocidad de escape
es igual a la velocidad de la luz. Si esto pasa, entonces, podemos considerar
que śı se forma un horizonte. Otra es analizando el comportamiento de la

varianza del radio de la cáscara, ∆R(t) =
√
〈(R(t)− 〈R(t)〉)2〉, cuando el

valor esperado del radio de la cáscara, 〈R(t)〉, se hace pequeño. Si, cuando
〈R(t)〉 se hace pequeño, ∆R(t) en algún momento se hace mayor que el radio
del horizonte, entonces, podemos considerar que no se forma un horizonte.
En esta sección utilizaremos ambos caminos para analizar la formación de
un horizonte.

En la sección 4.1 definimos el hamiltoniano, H, para el colapso clásico de
la cáscara como

H =
P 2

R

2
− GM

2R
, (5.1)

donde PR es el momento conjugado al radio de la cáscara R. Ya hemos dicho,
en la sección 3.1, que en el colapso cuántico de la cáscara en gravedad 3+1
existe el problema de la selección ad hoc del hamiltoniano. En este sentido,
podŕıa argumentarse que la selección de (5.1) como el hamiltoniano es tam-
bién ad hoc, y que, consecuentemente, nos encontramos con el mismo proble-
ma que en gravedad 3+1. Sin embargo, cualquier otro hamiltoniano generado
por una transformación canónica, conectada a la identidad, es equivalente a
(5.1), y en consecuencia, no existe tal problema.

El hamiltoniano (5.1) tiene unidades de velocidad al cuadrado. Si lo di-
vidimos por la velocidad de la luz al cuadrado c2, y definimos R′ = R/L0,
P ′

R = PR/c, m = M/M0, con L0 y M0 una longitud y una masa de referencia,
respectivamente, obtenemos

H
′ ≡ H/c2 =

P
′2
R

2
− GmM0

2R′L0c2
. (5.2)

1Ryan (2004), p. S324.
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También, mediante un anaĺısis dimensional se encuentra que
[
P
′
R, R

′
]

= −i~/M0L0c. (5.3)

De este conmutador se sigue que el operador para P
′
R es −i~

M0L0c
∂/∂R

′
. Aśı, si

introducimos T = ct/L0, la ecuación de Schrödinger correspondiente a H
′
es

i
~

M0L0c

∂ψ

∂T
= − ~2

2M2
0 L2

0c
2

1

R2

∂

∂R

(
R2 ∂ψ

∂R

)
− GmM0

2L0Rc2
ψ, (5.4)

donde hemos suprimido las primas. Si M0 es la masa de Planck y L0 es la
longitud de Planck, entonces

i
∂ψ

∂T
= − 1

2R2

∂

∂R

(
R2 ∂ψ

∂R

)
− m

2R
ψ, (5.5)

donde T está medido en tiempos de Planck, R en longitudes de Planck y m
en masas de Planck. Las soluciones de esta ecuación son muy conocidas.

El paso a seguir es analizar la formación de horizonte. Para esto necesi-
tamos construir un paquete de ondas con soluciones estacionarias de (5.5),
que sea muy pronunciado alrededor de un radio mayor que el horizonte de
Laplace-Michell. Después, dejar evolucionar el paquete y analizar si se for-
ma un horizonte, o no. Debido a que los estados que nos interesan para
este propósito son estados no ligados, las funciones propias son funciones de
Whittaker, y las integrales necesarias no están tabuladas. Aśı, utilizaremos
un método aproximado para estudiar la formación de horizonte.

Definimos u(R, T ) = Rψ(R, T ), con lo cual la ecuación (5.5) se reduce a

i
∂u

∂T
+

1

2

∂2u

∂R2
= − m

2R
u. (5.6)

En consecuencia

〈R〉 =

∫ ∞

0

Ru∗udR (5.7)

y

〈R2〉 =

∫ ∞

0

R2u∗udR. (5.8)

Estas ecuaciones se pueden usar para analizar la formación de horizonte.
La ecuación (5.6) tiene soluciones exactas, pero son dif́ıciles de manejar

cuando se construye en paquete de ondas, ya que aparecen integrales que
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no están tabuladas, por lo cual se busca una solución aproximada. Ésta se
puede encontrar mediante un principio variacional dependiente del tiempo.
Una acción de Schrödinger para (5.6) es

S =

∫
dt

∫ ∞

0

[
i

2
(u̇u∗ − u̇∗u)− 1

2

∂u∗

∂r

∂u

∂r
+

m

2r
u∗u

]
dr, (5.9)

donde R → r y el punto significa d/dT . La idea es escoger una función
de prueba u(r, T ) con parámetros dependientes del tiempo, con lo cual la
acción (5.9) se convierte en una acción para tales parámetros2. La variación
de la acción con respecto a éstos da un sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas de primer orden para los parámetros. Para nuestros propósitos,
vamos a escoger una función3 que tiende a cero rápidamente cuando r → 0
y r →∞:

u = β(T )eiφ(T ) exp

[
−λ(T )

(
r2

R2
0(T )

+
R2

0(T )

r2

)
[1− i tan w(T )]

]
, (5.10)

donde β, φ, λ y w son parámetros que dependen de T . Es importante notar
que u2 tiene un único pico en r = R0, y que 1/λ es una medida del ancho del
pico. Utilizando (5.10) en (5.9), se encuentra que las ecuaciones diferenciales
acopladas de primer orden que satisfacen λ y ω son4:

ω̇ =
m2

π
cos4 ωe8λ

[(
16384

9
λ4 +

1024

3
λ3

)
[K1(4λ)−K0(4λ)]2

−128

3
λ2 [K1(4λ)−K0(4λ)] K0(4λ)

]
(5.11)

y

λ̇ =
m2

π
e8λ tan ω cos4 ω

[K1(4λ)−K0(4λ)]

8λK1(4λ)− (1 + 8λ) K0(4λ)

×
[(

8192

3
λ5 +

2560

3
λ4

)
[K1(4λ)−K0(4λ)]2

−256

3
λ3 [K1(4λ)−K0(4λ)] K0(4λ)

]
, (5.12)

2Este método parece que se debe a Whitham [21] y se usa extensivamente en la inves-
tigación de ecuaciones diferenciales parciales no-lineales.

3Esta función se escoge más por motivos de eficiencia para que el cálculo de las inte-
grales, que por razones f́ısicas.

4Veáse Ryan (2004), p. S330 para los detalles de este cálculo.
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Figura 5.1: Densidad de probabilidad, |u|2, para varios valores de τ .

donde K0 y K1 son funciones modificadas de Bessel de orden cero y de orden
uno, respectivamente. Este sistema de ecuaciones se puede resolver mediante
el método de integración Runge-Kutta de cuarto orden. Esto se realizó en
Maple5.

Las condiciones iniciales, ω(T = 0), λ(T = 0), para estudiar la formación
de un horizonte, se escogierón de tal manera que la posición del pico de la
función |u|2, en T = 0, es 5

4
veces el radio del horizonte clásico, 2m.

En la figura6 5.1 se muestra la gráfica de |u|2 para varios valores de
τ = m2T . De esta figura vemos que |u|2 empieza con un pico muy ancho,
después, el pico se vuelve muy angosto, y finalmente, se dispersa casi comple-
tamente. Este comportamiento se puede comparar con el comportamiento de
la densidad de probabilidad en gravedad 3+1 (fig. 3.1 y 3.2) y en gravedad
2+1 (fig. 6.1). En la figura 5.2 se muestra la gráfica de λ contra τ . De es-
ta gráfica vemos que inicialmente λ crece rápidamente, después, durante un
intervalo de tiempo se mantiene más o menos constante, para finalmente,
decrecer rápidamente hasta ser prácticamente cero. Este comportamiento de
λ está de acuerdo con el comportamiento de |u|2, recordemos que 1/λ es una
medida de la anchura del paquete. En la figura 5.3 se muestra la gráfica de
R0 contrar τ . De esta figura vemos que la posición del pico empieza fuera

5Ibid.
6Las figuras de esta sección las tomamos de [20].
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del horizonte, después, durante un intervalo de tiempo está dentro de hori-
zonte, durante el cual alcanza un mı́nimo, y finalmente, crece rápidamente.
Este comportamiento está de acuerdo con el comportamiento de |u|2. Si se
compara el comportamiento de |u|2 con el comportamiento de las densidades
de probabilidad en gravedad 3+1 (fig. 3.1 y 3.2) y en gravedad 2+1 (fig. 6.1),
se ve que, en general, tiene el mismo comportamiento que dichas densidades
de probabilidad. Las principales diferencias residen en que |u|2 no presenta
franjas de interferencia y en que sólo tiene un pico debido a la selección de
la función de prueba, mientras que las otras tienen varios picos; además, |u|2
presenta una parte que se extiende ampliamente hacia r →∞, mientras que
las otras no. Sin embargo, los aspectos esenciales para analizar la formación
de horizonte son caracteŕısticas que todas tienen.

Veamos ahora la formación de horizonte. De la figura 5.3 vemos el pico
de la función |u|2, efectivamente, para algún tiempo es menor que el radio
del horizonte clásico, r = 2m = 4, de hecho, tiene un mı́nimo menor a 2. Aśı,
esto nos da un primer indicio de que śı se forma un horizonte. Veamos que
sucede con 〈R(τ)〉 y ∆R(τ). En la figura 5.4 y en la figura 5.5 se muestra,
respectivamente, la gráfica de 〈R(τ)〉 y ∆R(τ). Vemos que el comportamiento
de 〈R(τ)〉 es similar al comportamiento de R(τ). El mı́nimo de 〈R(τ)〉 es
aproximadamente de 1.5, y sucede en τ ' 30. Esto también nos indica que
śı se forma un horizonte. También, vemos que ∆R(τ), en lugar de crecer,
tiene un mı́nimo cuando R0 y 〈R(τ)〉 tienen un mı́nimo, lo cual refuerza la
afirmación de que śı se forma un horizonte.

Ahora analizemos la formación de horizonte mediante la velocidad de
escape. Tomaremos como densidad clásica

ρ(r, T ) =
M

4π
|ψ(r, T )|2. (5.13)

El potencial gravitacional clásico, Φ(r, T ), satisface la ecuación de Poisson:

∇2Φ = 4πGρ(r, T ). (5.14)

Considerando la simetŕıa esférica del problema

1

r2

∂

∂r

(
r2∂Φ

∂r

)
= GM |ψ(r, T )|2. (5.15)

Usando que u(r, T ) = rψ(r, T ), resulta

dΦ

dr
=

GM

r2

∫ r

0

u∗udr. (5.16)
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Integrando la ecuación anterior tenemos

Φ = −GM

r

∫ r

0

u∗udr + GM

∫ r

0

1

r
u∗udr. (5.17)

La velocidad de escape la podemos calcular de la ecuación de enerǵıa para
una part́ıcula que forma la cáscara

E =
1

2
µv2 + µΦ, (5.18)

donde µ es la masa de la part́ıcula. De (5.18) se sigue que

v2

c2
=

2

c2
(Φ(∞, T )− Φ(r, T ))

=
2

c2
GM

(
1

r

∫ r

0

u∗udr +

∫ ∞

r

1

r
u∗udr

)
. (5.19)

Si medimos v en unidades de c y r en longitudes de Planck

v2 =
2M

r

∫ r

0

u∗udr + 2m

∫ ∞

r

1

r
u∗udr. (5.20)

Para que esta ecuación tenga sentido para todo r, la función |u|2 debe de
tender a cero rápidamente cuando r → 0 y r → ∞. La ecuación (5.20) la
podemos utilizar para saber si v2 en algún tiempo es igual a 1. Si es esto
sucede, entonces, podemos decir que śı se forma un horizonte.

Veamos si v tiene un máximo. La ecuación (5.16) la podemos usar para
este propósito. De (5.16) se sigue que Φ es siempre creciente, ya que 1

r2 y
u∗u son siempre positivos para cualquier solución u. Esto implica que si u
decrece lo suficientemente rápido cuando r → 0, entonces, Φ va a tener un
mı́nimo en r = 0 y un máximo en r = ∞. Para la función de prueba (5.10),
Φ es monótona creciente. Teniendo en cuenta esto y la ecuación (5.19), se
sigue que el máximo de v2 se alcanza en r = 0. Aśı, para la función de prueba
(5.10), la velocidad máxima está dada por

v2
max = 2Φ(∞, T ) = 2M

∫ ∞

0

1

r
u∗udr

=
4M

√
2λ(T )√
π

1

R0

e4λ(T )4λ(T )K0[4λ(T )]. (5.21)
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Para M = 2, en T = 0, se tiene v2
max = 0,45, mientras que, cuando R0 alcanza

el mı́nimo, se tiene que v2
max = 1,75 > 1. Aśı, podemos decir que śı se forma

un horizonte.
Para M < 2, el mı́nimo de R0 se hace más grande, en particular, cuando

M = 1,19, el mı́nimo de R0 es igual a 2M . Aśı, para M < 1,19 no se forma
un horizonte.

En general los resultados que se obtienen del colapso cuántico de la
cáscara en la teoŕıa newtoniana están de acuerdo con los que se obtienen
en gravedad 3+1 y en gravedad 2+1.

5.2. Colapso cuántico en Nordström modifi-

cada y en relatividad linealizada

En esta sección expondremos las ideas generales acerca del colapso cuánti-
co de una cáscara en la teoŕıa de Nordström modificada y en la teoŕıa lineal-
izada de Einstein.

5.2.1. Colapso cuántico en Nordström modificada

Para cuantizar el colapso de la cáscara en la teoŕıa de Nordström modi-
ficada, necesitamos cuantizar el hamiltoniano del colapso clásico (4.70):

H ≡ aN = ln Py − ln

[
y + 2M

y

]
− M

2y
, (5.22)

donde Py ≡ ẏ es el momento conjugado a y.
Llevar a cabo la cuantización de (5.22) parece complicado. Por ejemplo,

primero podŕıamos escribir ln Py como una serie de potencias de Py. Después,

definir el operador para Py como P̂y = −iα ∂
∂y

, con α una constante que hace
adimensional este operador. Dicho operador debeŕıa satisfacer

[
P̂y, y

]
= −i~β, (5.23)

donde β es una constante que hace adimensional el conmutador. También, po-

dŕıamos escribir ln
[

y+2M
y

]
como una serie de potencias en y+2M y y. Una vez

hecho esto, podŕıamos, en principio, escribir la ecuación de Schrödinger corre-
spondiente. Sin embargo, parece bastante complicado resolver esta ecuación,
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incluso numéricamente. Aśı, este camino no parece muy prometedor. Quizá ex-
ista una forma alternativa de abordar la cuantización del colapso clásico que
sea más accesible. Sin embargo, esto requeriŕıa una investigación más a fondo
de la que hemos hecho hasta ahora, tanto de la teoŕıa de Nordström modi-
ficada, como del hamiltoniano (5.22), por lo cual no continuaremos en este
trabajo dicha investigación.

5.2.2. Colapso cuántico en relatividad linealizada

En la sección 4.2 vimos que el hamiltonino para el colapso clásico de
la cáscara en relatividad linealizada es el mismo que en gravedad 3+1 (no
linealizada). Por lo cual, los resultados que se obtienen de analizar el colap-
so cuántico en gravedad 3+1, en la sección 3.4, deben ser válidos para el
colapso cuántico en relatividad linealizada. Aśı, no parece tener mucho sen-
tido estudiar el colapso cuántico en relatividad linealizada, si ya tenemos los
resultados en gravedad 3+1.
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Caṕıtulo 6

Colapso cuántico en 2+1

En este caṕıtulo estudiaremos el colapso cuántico de un anillo de polvo
en gravedad 2+1.

En la sección 6.1 mostraremos la ecuación de Schrödinger del problema.
En la sección 6.2 resolveremos la ecuación de Schrödinger del problema, y
construiremos el paquete de ondas del problema. Finalmente, en la sección
6.3 estudiaremos la formación de horizonte durante el colapso cuántico del
anillo.

6.1. Ecuación de Schrödinger del problema

La ecuación de Schrödinger la obtendremos a partir de la cuantización
del hamiltoniano clásico que encontramos en la sección 4.3 (ver ec. [4.165]):

H =
P 2

R

2
+

R2

2l2
, (6.1)

donde PR = Ṙ ≡ dR
dτ

y 1
l2

= −Λ, con Λ la constante cosmológica. Antes de
cuantizar H, es necesario hacer un anaĺısis dimensional.

En (6.1) tomamos de manera impĺıcita la convención c = 1. Aśı, en
unidades normales, la ecuación (6.1) se debe escribir como

H =
1

2c2

(
dR

dτ

)2

+
R2

2l2
. (6.2)

Por otro lado, H se puede escribir en términos de la masa-enerǵıa total, M ,

57
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y la masa en reposo, m, como (ver ec. [4.163])

H =
1

32

(
M

m
+ 8m

)2

− 1

2
. (6.3)

La ecuación (6.2) es adimensional, lo cual implica que (6.3) también lo es.
En consecuencia, M y m no tienen dimensiones. Para nuestros propósitos,
es deseable que M y m tengan dimensiones. Esto lo podemos lograr mul-
tiplicando M y m por una combinación de las constantes c y G que tenga
dimensiones de masa. Las dimensiones de c en 2+1, al igual que en 3+1, son
[c] ∼ longitud(tiempo)−1, sin embargo, las dimensiones de G en 2+1 son dis-
tintas que en 3+1. Veamos esto a detalle. De la ley de Gauss en d dimensiones
espaciales, se sigue que la magnitud de la fuerza entre dos masas, m1 y m2,
es F = −Gm1m2/r

d−1, donde r es la distancia entre las masas. Para d = 2:
F = −Gm1m2/r. Esto implica que en relatividad 2+1 las dimensiones de G
son: [G] ∼ (masa)−1(longitud)2(tiempo)−2. En consecuencia, [c2/G] ∼ masa.
Aśı, si M y m tienen dimensiones, entonces, GM

c2
y Gm

c2
son adimensionales.

Por lo tanto, para que H sea adimensional, y M y m tengan dimensiones, se
tiene que

H =
1

32

(
M

m
+ 8

Gm

c2

)2

− 1

2
. (6.4)

Es usual1 definir en 2+1 una masa de Planck, Mpl = c2/G, y una longitud
de Planck, Lpl = ~G/c3, aún cuando no hay ninguna razón para identificar
éstas con las que se definen en 3+1, especialmente si no conocemos el valor
de G, como es el caso, en dos dimensiones. Aśı, de (6.2) y (6.4) se sigue que
la ecuación para R, en unidades normales, es

1

16

(
M

m
+ 8

m

Mpl

)2

− 1 =
1

c2

(
dR

dτ

)2

+
R2

l2
. (6.5)

Definiendo un nuevo hamiltoniano H
′
= Mplc

2H con unidades de enerǵıa, y
omitiendo la prima, resulta

H =
Mplc

2

32

(
M

m
+ 8

m

Mpl

)2

− Mplc
2

2
(6.6)

y

H =
P 2

R

2Mpl

+
Mpl

2
ω2

0R
2, (6.7)

1Carlip (1998), p. 7.
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donde PR = MplṘ y ω0 = c/l. Ahora, regresemos a la cuantización del
hamiltoniano.

Cuantizar el hamiltoniano significa cuantizar (6.6) y (6.7). Para cuantizar
(6.7) basta hacer la sustitución usual: PR → P̂R = −i~∂/∂R, R → R. Para
cuantizar (6.6) necesitamos definir un operador asociado con alguna, o con
varias, de las variables que aparecen en esta ecuación. Una manera de hacer
esto, la cual nosotros usaremos, es tomar M como un operador y m como un
c-número. En estas circustancias:

Ĥ =
Mplc

2

32

(
M̂

m
+ 8

m

Mpl

)2

− Mplc
2

2
(6.8)

y

Ĥ = − ~2

2Mpl

∂2

∂R2
+

Mpl

2
ω2

0R
2. (6.9)

Si tomamos con función de onda del sistema Ψ̃ = ΨMΨ(R, τ), donde ΨM

es aproximadamente2 un estado propio de M̂ con valor propio M0, es decir,
M̂ΨM ' M0ΨM , resulta

[
Mplc

2

32

(
M0

m
+ 8

m

Mpl

)2

− Mplc
2

2

]
Ψ(R, τ) =

= i~
∂Ψ(R, τ)

∂τ
= − ~2

2Mpl

∂2Ψ(R, τ)

∂R2
+

Mpl

2
ω2

0R
2Ψ(R, τ). (6.10)

La segunda igualdad de (6.10) es la ecuación de Schrödinger de un oscilador
armónico3. Aśı, si tomamos, como es usual, Ψ(R, τ) = e−iEτ/~ψ(R), los val-
ores propios de la enerǵıa son

En =

(
n +

1

2

)
~ω0 =

(
n +

1

2

)
~c
l

. (6.11)

Por otro lado, la primera igualdad de (6.10) implica que la enerǵıa es

E =
Mplc

2

32

(
M0

m
+ 8

m

Mpl

)2

− Mplc
2

2
. (6.12)

2Un estado propio exacto de M̂ podŕıa ser δ(M −M0), sin embargo, con este estado
tendŕıamos problemas con la integral del cuadrado de la función delta. Es por esta razón
que tomamos un estado propio aproximado, el cual podemos considerar como una función
muy pronunciada alrededor de M = M0.

3En realidad (6.10) es la ecuación de Schrödinger de un medio oscilador armónico, ya
que R > 0.
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De (6.11) y (6.12) se sigue que

1

16

(
M0

m
+ 8

m

Mpl

)2

− 1 = (2n + 1)
~G
c3l

= (2n + 1)
Lpl

l
. (6.13)

Aśı, hay una relación discreta entre la masa-enerǵıa total, M0, y la masa en
reposo, m. Resolviendo para M0:

M0 = 8m2

[√
1

4m2
+

1

2m2

[
1

l

(
n +

1

2

)]
− 1

]
, (6.14)

donde hemos tomado G = c = ~ = 1.

6.2. Evolución del paquete de ondas

La segunda igualdad de la ecuación (6.10) se puede escribir como

i
∂Ψ(y, T )

∂T
= −1

2

∂2Ψ(y, T )

∂y2
+

1

2
y2Ψ(y, T ), (6.15)

donde y = R/
√

lLpl y T = cτ/l son variables adimensionales.

Teniendo en cuenta que Ψ(y, T ) = e−iET/~ω0ψ(y), resulta

d2ψ

dy2
+ (ε− y2)ψ = 0, (6.16)

donde ε = 2E
~ω0

. La solución de (6.16) es4

ψn(y) =
1√

2nn!
√

π
e−y2/2Hn(y), (6.17)

con ε = 2n + 1 y Hn(y) los polinomios de Hermite. Por lo tanto,

Ψn(y, T ) = e−i(n+ 1
2)T 1√

2nn!
√

π
e−y2/2Hn(y). (6.18)

La función de onda del anillo es una superposición de funciones Ψn

(paquete de ondas). Veamos cómo es este paquete. Notemos que aunque
la ecuación de Schrödinger (6.15) es idéntica a la ecuación del oscilador
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Figura 6.1: Potencial del problema con Mplω
2
0 = 1. La ĺınea punteada muestra una

posición t́ıpica del radio del horizonte clásico, RH .

armónico, el potencial sólo tiene sentido para y > 0, ya que el radio del
anillo no puede ser negativo. En otras palabras, tenemos el problema de
medio oscilador armónico, cuyo potencial se muestra en la figura 6.1. Debido
a que el potencial es infinito en y = 0, el paquete de ondas debe cumplir que

Ψ(0, T ) = 0, (6.19)

para todo T , y lo podemos considerar como un paquete gaussiano centrado
alrededor de un cierto y(T ). Construyamos, pues, el paquete. Supongamos
que en T = 0 el paquete es la resta de dos gaussianas, una centrada en
y = −y0, la otra en y = y0:

Ψ(y, 0) = α

[
e−

(y−y0)2

2 − e−
(y+y0)2

2

]
, (6.20)

donde α es la constante de normalización. La parte del paquete que toma
valores en y < 0 no tiene sentido f́ısico, y sólo se introduce para satisfac-
er la condición de frontera (6.19). Esta afirmación es cierta para todo T .
Para conocer la evolución del paquete en el tiempo, primero debemos ex-
pander Ψ(y, 0) como una serie de funciones propias de la enerǵıa, y después,
multiplicar cada función propia por su correspondiente e−iEnT/~ω0 . Haciendo

4Bohm (1989), p. 302.
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y0 = 2λ en (6.20), y arreglando lo que resulta, obtenemos

Ψ(y, 0) = α
[
e−λ2

e−y2/2
(
e2yλ−λ2 − e−2yλ−λ2

)]
. (6.21)

Ahora, la función generadora de los polinomios de Hermite es5:

e−s2+2sy =
∞∑
0

Hn(y)
sn

n!
. (6.22)

Utilizando (6.22) en (6.21) con s = ±λ

Ψ(y, 0) = α

[
e−λ2

e−y2/2

( ∞∑
0

Hn(y)

n!
[λn − (−λ)n]

)]
. (6.23)

Multiplicando cada término de (6.23) por e−iEnT/~ω0 = e−i(n+ 1
2)T , y utilizan-

do (6.22), resulta

Ψ(y, T ) = αe−i T
2 e
−

(
λ2+ y2

2

) [
e2yλe−iT−λ2e−2iT − e−2yλe−iT−λ2e−2iT

]
. (6.24)

Después de hacer un poco de álgebra, esta ecuación se puede escribir en
términos de y0 como

Ψ(y, T ) = αe−iT/2

[
e−

1
2
(y−y0 cos T )2e

i
2

(
y2
0 sin 2T

2
−2yy0 sen T

)

−

−e−
1
2
(y+y0 cos T )2e

i
2

(
y2
0 sin 2T

2
+2yy0 sen T

)]
, (6.25)

que es cero en y = 0 para todo T . La constante de normalización es

α =
1

π
1
4

[(
1− e−y2

0

)] 1
2

. (6.26)

La densidad de probabilidad no normalizada, ρ = |Ψ|2/α2, es

ρ(y, T ) = e−(y−y0 cos T )2 + e−(y+y0 cos T )2 −
−2e−(y2+y2

0 cos2 T) cos(2yy0 sen T ). (6.27)

5Bohm (1989), p. 303.
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De (6.27) vemos que ρ es peŕıodica. Lo cual implica que, durante el colapso
de la anillo, el pico de la parte f́ısica de ρ (y > 0) comienza en y0, llega a un
valor mı́nimo, ymin, y después, regresa a y0. Este ciclo se repite una infinidad
de veces. Para nuestros propósitos, como veremos en la sección 6.3, sólo nos
interesa un ciclo. Notemos que un ciclo de la parte f́ısica de ρ se cumple en
T = π, no en T = 2π. Aśı, en T = π/2 el pico de la parte f́ısica del paquete
habrá llegado a ymin.

La ecuación (6.27) también se puede escribir como

ρ(y, T ) = 2e−y2−y2
o cos2 T [cosh(2yy0 cos T )− cos(2yy0 sen T )] . (6.28)

Para T = 0, tenemos

ρ(y, 0) = 2e−y2−y2
o [cosh(2yy0)− 1] . (6.29)

De esta ecuación se sigue que en T = 0, la densidad de probabilidad f́ısica
sólo se hace cero en y = 0. Veamos que sucede en T = π/2:

ρ(y, π/2) = 2e−y2

[1− cos(2yy0)] . (6.30)

Esta ecuación implica que en T = π/2, la parte f́ısica de ρ se hace cero
en una infinidad de puntos, localizados en y = nπ

y0
, con n = 0, 1, 2, .... En

consecuencia, hay una infinidad de picos (máximos), un pico entre cada dos
ceros. Sin embargo, el pico entre y = 0 y y = π

y0
es el más grande (ver figura

6.2). Para saber la posición de los picos derivamos (6.30) e igualmos a cero:

y[1− cos(2yy0)]− y0 sen(2yy0) = 0.

De esta ecuación se sigue que los puntos cŕıticos, yc, de ρ(y, π/2) satisfacen

yc = y0

√
1 + cos(2ycy0)

1− cos(2ycy0)
. (6.31)

En principio estos puntos cŕıticos podŕıan corresponder a mı́nimos, máximos
o puntos de inflexión, sin embargo, no pueden corresponder a mı́nimos, ya
que antes hemos encontrado que éstos están localizados en y = nπ

y0
, y si

sustituimos estos valores para y en (6.31), resulta que nπ
y0

= ∞, lo cual no
tiene sentido; tampoco pueden ser puntos de inflexión, debido a la forma de
la función. Aśı, yc corresponde a la posición de los picos de ρ(y, π/2).
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Definimos y0 = λ
√

l
√

2M0 − 1 y y = ω
√

l
√

2M0 − 1. Utilizando estas
definiciones en (6.27), obtenemos

ρ(y, T ) = e−(ω−λ cos T )2 + e−(ω+λ cos T )2

−2e−(ω2+λ2 cos2 T) cos(2ωλ sen T ), (6.32)

donde hemos escogido
√

l = 1/
√

2M0 − 1. Para λ = 3, en las figuras 6.2 se
muestran la gráficas de la parte f́ısica de ρ para varios valores de T .
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Figura 6.2: Densidad de probabilidad, ρ, para T = 0, 1,04, 1,3, 1,57, 2,08, 2,6. La
densidad de probabilidad para T = 3,14 es la misma que para T = 0.
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6.3. Formación de horizonte

La definición de un horizonte cuántico es un problema que aún no está re-
suelto. Debido a esto, utilizaremos una estimación semiclásica para analizar
la formación de un horizonte. Hay varias posibilidades de hacer esto. Una
posibilidad es tomar la integral de |Ψ|2 entre R = 0 y R = RH , que siempre
es menor que uno, como la probabilidad de la formación de horizonte; otra es

usar el operador M̂ en la expresión R̂H = l
√

2M̂ − 1 para definir un operador
de horizonte, que se podŕıa usar para definir la probabilidad de la formación
de horizonte; una más es analizar si 〈R̂(τ)〉 es menor que RH para algún T ,
y tomar esto como una indicación de que śı se forma un horizonte. En este
caso la respuesta no es una probabilidad, sino una afirmación o negación,
sin embargo, es una manera, sin meterse en muchos problemas, de estimar
la formación de un horizonte. En este trabajo, seguiremos este camino para
analizar la formación de un horizonte.

Dejaremos evolucionar el paquete a partir de R(τ = 0) > RH , donde6

RH = l
√

2M0 − 1 es el radio del horizonte clásico de la métrica Schwarzschild-
anti de Sitter. Para analizar la formación de un horizonte, en principio, de-
beŕıamos calcular 〈R̂(τ)〉, lo cual no es complicado en este caso, sin embargo,
el resultado queda en términos de una función de Dawson, y cuando se quiere
conocer el mı́nimo de 〈R̂(τ)〉, mediante d〈R̂(τ)〉/dτ = 0, es necesario resolver
una ecuación algebraica trascendental, la cual no se puede resolver anaĺıtica-
mente. Por esta razón, en lugar de calcular 〈R̂(τ)〉, utilizaremos, como ya
vimos en la sección anterior, que el paquete rebota en T = π/2, y que el
pico más cercano a R = 0 domina a los demás, ya que es muy grande y
muy pronunciado, como se puede ver en la figura 6.3. Aśı, la posición de este
pico es una buena aproximación para 〈R̂(2l/cπ)〉. Teniendo en cuenta esto,
diremos que si la posición de este pico es menor que RH , entonces śı se forma
un horizonte, si no, no.

Recordando que y = R/
√

l, entonces, yH =
√

l
√

2M0 − 1. Aśı, y0 =
λyH , donde hemos usado y0 = λ

√
l
√

2M0 − 1. Para nuestros propósitos, nos
interesa λ > 1, ya que queremos que la posición inicial del paquete esté fuera
del horizonte clásico. Si definimos yc = γ

√
l
√

2M0 − 1, la ecuación (6.31) se

6En esta sección tomaremos G = c = ~ = 1.
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Figura 6.3: Densidad de probabilidad, ρ, de la función de onda para T = π/2. El pico
más cercano a y = 0 (R = 0) domina a los demás. Aunque en la figura sólo se ven dos
picos, ya hemos demostrado en la sección 6.2 que hay una infinidad de picos, sin embargo
debido a la resolución del programa de cómputo sólo se ven estos dos, los cuales para
nuestros propósitos ilustrativos son suficientes.

puede escribir como

γ = λ

√
1 + cos(2λγl(2M0 − 1))

1− cos(2λγl(2M0 − 1))
. (6.33)

Resolviendo para M0:

M0 =
1

2

[
1

6lγ
cos−1

(
γ2

9
− 1

γ2

9
+ 1

)
+ 1

]
, (6.34)

donde hemos escogido λ = 3. Notemos que, para nuestros propósitos, nos
interesa 0 < γ < 3, ya que si γ > 3, entonces, yc > yo, lo cual implicaŕıa una
expansión y no un colapso. Aśı,

M0|γ=3 =
1

2

[ π

l36
+ 1

]
(6.35)

es una cota para la masa-enerǵıa total de la cáscara para que haya colapso.
Esta cota, por razones f́ısicas, debe ser una masa mı́nima. También, notemos
que cuando γ = 1, entonces, yc = yH , es decir, el umbral para la formación
de horizonte es γ = 1. Aśı,

M0|γ=1 =
1

2

[
36,87

6l
+ 1

]
(6.36)
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es una cota para la masa-enerǵıa total de la cáscara para la formación de un
horizonte. Estas cotas nos dan una idea de lo que está pasando, sin embargo,
necesitamos conocer l. Una manera de hacerlo es estudiando el valor esperado
del hamiltoniano (enerǵıa).

De (6.12) tenemos que

〈H〉 =
1

32

(
M0

m
+ 8m

)2

− 1

2
. (6.37)

Por otro lado,

〈H〉 =
1

l
〈Hy〉, (6.38)

donde

〈Hy〉 =

∫ ∞

−∞
Ψ∗(y, 0)

(
−1

2

∂2Ψ(y, 0)

∂y2
+

1

2
y2Ψ(y, 0)

)
dy. (6.39)

En (6.39) hemos usado Ψ(y, 0), sin embargo, esto es irrelevante, ya que 〈H〉
no depende de T (la enerǵıa se conserva). Después de algunos cálculos, y
utilizando

∫∞
−∞ e−y2

dy =
√

π, resulta

〈Hy〉 =
1

2

[
1 + y2

0

(
1 + e−y2

0

)(
1− e−y2

0

)−1
]

. (6.40)

Si y0 >> 1,

〈Hy〉 ' 1

2

[
1 + y2

0

]
. (6.41)

Aśı, de (6.37), (6.38) y (6.41)

1

32

(
M0

m
+ 8m

)2

− 1

2
' 1

2l

[
1 + y2

0

]
. (6.42)

Después de un poco de álgebra:

(
M0

4m

)2

+ 4m2 − 17M0 + 8− 1

l
' 0. (6.43)

Resolviendo para M0

M0 ' 8m2

[
17±

(
289− 1

4m2

[
4m2 + 8− 1

l

]) 1
2

]
. (6.44)
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Para que la solución de esta ecuación sea real, se debe cumplir que

4m2 >
1

36
− 1

l288
. (6.45)

De (6.44) y (6.45) se sigue que

M0 >
17

18
− 17

l144
. (6.46)

Aśı, la conservación de la enerǵıa da una cota mı́nima para M0.
Teniendo en cuenta que las cotas (6.35) y (6.46) para M0 deben ser con-

sistentes, resulta
1

2

[ π

l36
+ 1

]
' 17

18
− 17

l144
. (6.47)

Esto implica que
l ' 2,749. (6.48)

Utilizando (6.48) en (6.35) y (6.36)

Mo|γ=3 ' 0,516 (6.49)

y
Mo|γ=1 ' 1,618. (6.50)

Por lo tanto, cuando
0,516 < M0 (6.51)

existe colapso, mientras que, cuando

0,516 < M0 < 1,618 (6.52)

existe colapso, pero no se forma un horizonte, y finalmente, cuando

M0 > 1,618 (6.53)

siempre se forma un horizonte7. Aśı, hay un umbral para M0 a partir del
cual se forma un horizonte, para masas menores que este umbral no se for-
ma un horizonte. Es oportuno mencionar que (6.53) y la cota para M0, a

7En términos de MBTZ el umbral para la formación de horizonte es MBTZ > 3,236,
ver apéndice D. El sub́ındice BTZ se pone debido a que esta masa es la que aparece en la
métrica BTZ, ver [1].
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saber8, M0 > 1/2, para que clásicamente no haya singularidad desnuda, son
consistentes.

Cuando se forma un horizonte, el anillo no rebota en el mismo universo en
donde empezó a colapsar, sino, en “otro universo”. Esto se debe a que, para
un observador sobre el anillo, el tiempo que transcurre, desde que él entra
hasta que él sale del horizonte, es finito, mientras que, para un observador
en infinito, el tiempo necesario para que el radio del anillo sea igual a radio
del horizonte es infinito. Aśı, para el observador en infinito, el anillo rebota
en otro universo, t > ∞.

8Recordemos que el radio del horizonte clásico satisface r = l(2M0−1)1/2. Si M0 ≤ 1/2,
el radio del horizonte es cero, o negativo, lo cual implica que no hay horizonte, y en
consecuencia tenemos una singularidad desnuda.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y perspectivas

Para estudiar el colapso clásico de un anillo de polvo en gravedad 2+1
utilizamos las ecuaciones de Einstein con constante cosmológica Λ, ya que
las ecuaciones sin constante cosmológica tienen como solución una métrica
plana. Una consecuencia de ésto es el “potencial armónico” que aparece en
la ecuación de movimiento clásica del anillo, (4.145):

Ṙ2

2
− Λ

R2

2
= E, (7.1)

donde E está relacionada con la enerǵıa total del sistema. Aśı, el movimiento
périodico del radio de anillo se debe a que Λ 6= 0.

El estudio del colapso clásico de una cáscara de polvo bidimensional me-
diante la teoŕıa de Nordström modificada se complica mucho, debido a que
la ecuación de movimiento

R̈ = − 1

2
(
1− 2M

R

)
[

M(
1− 2M

R

)
R2

+
4M

R2
Ṙ2

]
(7.2)

es no lineal. Aunque se puede hacer una aproximación: haciendo y = R−2M ,
y con la aproximación ẏ ' 1, una primera integral de movimiento es

ln ẏ − ln

[
y + 2M

y

]
− M

2y
= aN , (7.3)

donde aN es una constante. Esta ecuación se puede intentar resolver con
métodos numéricos.

71
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El estudio del colapso clásico de una cáscara de polvo en relatividad lineal-
izada, en general, no aporta algo nuevo al estudio del colapso en relatividad
completa.

Con respecto al colapso cuántico de un anillo de polvo en gravedad 2+1
podemos decir lo siguiente:

Con una aproximación semiclásica se puede estudiar la formación de un
“horizonte” de una manera en la cual es fácil interpretar los resultados.

La formación de un horizonte durante el colapso depende de la masa
de la cáscara, M0. Hay formación de horizonte para masas mayores a
algunas masas de Planck (M0 ∼ 2Mpl); para masas “muy pequeñas” no

hay formación de horizonte. Ésto se pod́ıa esperar de hacer consid-
eraciones generales acerca de la naturaleza del colapso: objetos “muy
masivos” se espera que colapsen, ya que, como la fuerza gravitacional1

es muy grande, el colapso sucede muy rápido y el paquete de ondas
no se dispersa mucho, permitiendo la formación de un horizonte; para
objetos “poco masivos”, el paquete de ondas se dispersa muy rápido,
lo cual impide que haya formación de un horizonte.

El anillo se colapsa hasta un radio mı́nimo, y después, se expande. Aśı,
cuando se forma un horizonte, podemos decir que la expansión sucede
en “otro universo” distinto al universo donde empezó el colapso.

La función de onda del sistema presenta franjas de interferencia durante
el colapso, en otras palabras, la función de onda tiene varios picos
(máximos). Estas franjas de interferencia se deben a las condiciones
de frontera, en el caso de gravedad 2+1, debido a que el potencial es
infinito en R = 0, lo cual es una consecuencia de que el radio del anillo
debe ser no negativo.

En ningún tiempo durante el colapso toda la función de onda del sis-
tema queda dentro del horizonte. Aśı, si consideramos la densidad de
probabilidad como el equivalente de una densidad clásica, entonces,
existe una diferencia con respecto al colapso clásico en el cual toda la
materia en algún momento śı está dentro del horizonte.

1En nuestro problema no estamos considerando otro tipo de fuerza además de la grav-
itacional, aunque los efectos cuánticos, por ejemplo, la conservación de la densidad de
probabilidad, juegan un papel de “fuerza repulsiva” que impide que se forme una singu-
laridad durante el colapso.
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La conservación de la densidad de probabilidad no permite que el anil-
lo se colapse en un punto, aśı, ésta juega un papel de un “potencial
repulsivo”. En este sentido, la conservación de probabilidad evita que
se forme una singularidad.

Existe el problema de la selección (ad hoc) del hamiltoniano como:

H =
P 2

R

2
+

R2

2l2
. (7.4)

El estudio del colapso cuántico de una cáscara de polvo bidimensional,
mediante la teoŕıa de Nordström modificada, requiere de un estudio más
profundo de dicha teoŕıa y de un estudio del hamiltoniano resultante en la
aproximaxión ẏ ' 1.

En el estudio del colapso cuántico de una cáscara de polvo en relatividad
linealizada se deberán obtener los mismos resultados que se han obtenido en
relatividad completa, ya que en ambos casos se tiene el mismo hamiltoniano.

En un futuro seŕıa interesante:

Tratar de definir una métrica promedio escribiendo la métrica fuera del
anillo en términos de coordenadas ξ (donde r = R(τ) + ξ) y t = τ . En
esta métrica se puede remplazar R(τ) por R̂ para formar un operador
métrico ĝij, y calcular 〈ĝij(ξ, τ)〉, donde, por ejemplo, ĝθθ = (R̂ + ξ)2,
de manera que

〈ĝθθ〉 = 〈R̂2(τ)〉+ 2〈R̂(τ)〉ξ + ξ2. (7.5)

Después, calcular el tensor de Einstein, Gij, a partir de 〈ĝij〉, y uti-
lizar ésto para definir el tensor de enerǵıa-momento clásico, Tij(ξτ),
mediante Gij = 8πTij. Este tensor de enerǵıa-momento satisface au-
tomáticamente T ij

;j = 0. Para este T ij, se puede definir, por ejemplo,
la densidad de la cáscara como función de ξ y τ .

Estudiar la relación discreta entre las masas M0 y m, (6.14):

M0 = 8m2

[√
1

4m2
+

1

2m2

[
1

l

(
n +

1

2

)]
− 1

]
, (7.6)

donde n = 0, 1, 2... y 1
l

=
√

Λ. Esta expresión implica que, para una
masa en reposo, m, dada, hay varias masa-enerǵıas totales, M0, que
dependen del estado donde se encuentre el medio oscilador.
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Estudiar el colapso cuántico de una cáscara de polvo bidimensional
mediante la teoŕıa de Nordström modificada, o, en general, mediante
una teoŕıa conforme, utilizando métodos numéricos.



Apéndice A

Cálculos de la sección 2.2

En este apéndice encontraremos una solución de la ecuación diferencial
(4.24):

−∂2φ

∂t2
+∇2φ =

2M

R2
δ (r −R) . (A.1)

Debido a la simetŕıa esférica del problema, φ sólo depende de r y de t.
Aśı, utilizando el laplaciano en coordenadas esféricas

−∂2φ

∂t2
+

∂2φ

∂r2
+

2

r

∂φ

∂r
=

2M

R2
δ (r −R) . (A.2)

Si expresamos φ en términos de los armónicos esféricos, Ylm (θ, ϕ), obtenemos

φ =
∑

lm

flm (r, t) Ylm (θ, ϕ) ,

donde θ es el ángulo polar y ϕ el ángulo azimutal. Teniendo en cuenta que φ
sólo depende de r y t, tenemos que

φ = f00 (r, t)

Lo cual implica que

−∂2f00

∂t2
+

∂2f00

∂r2
+

2

r

∂f00

∂r
=

2M

R2
δ (r −R) . (A.3)

Si introducimos en (A.3) la transformación

f00 =

∞∫

0

dkj0 (kr) ak (t) ,
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entonces el lado derecho de (A.3) debe ser igual a

2M

R2

∞∫

0

dkj0 (kr) bk (t) .

Utilizando que

j0 =
sin (kr)

kr
,

obtenemos

∞∫

0

sin (k′r)
k′r

δ (r −R) r2dr =

∞∫

0

dr

∞∫

0

dk
sin (kr) sin (k′r)

kk′r2
r2bk (t) .

Recordando que

∞∫

0

dr sin (kr) sin (k′r) =
π

2
δ (k − k′)

tenemos

bk (t) =
2

π
k′R sin (k′R) . (A.4)

Por otro lado, se cumple

d2j0 (kr)

dr2
+

2

r

dj0 (kr)

dr
= −k2j0 (kr) . (A.5)

Utilizando (A.4) y (A.5) en (A.3)

d2ak (t)

dr2
+ k2ak (t) = −4M

πR
k sin (kR) . (A.6)

Consideremos una solución de (A.6). Supongamos que R = R0 =cte. Bajo
estas condiciones:

d2ak (t)

dr2
+ k2ak (t) = − 4M

πR0

k sin (kR0) . (A.7)
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La solución general de (A.7) es

ak = A sin (kt) + B cos (kt)

+
4M

πR0

[∫
dt sin (kR0) sin (kt)

]
cos (kt)

− 4M

πR0

[∫
dt sin (kR0) cos (kt)

]
sin (kt)

= A sin (kt) + B cos (kt)− 4M

πR0

sin (kR0)

k
. (A.8)

Aśı, la solución para φ la podemos escribir como

φ = φ0 + φp,

donde

φ0 =

∞∫

0

[A sin (kt) + B cos (kt)]
sin (kr)

kr
dk

=

{
A
4r

ln
[(

r+t
r−t

)]
+ B

r
π
2
; t > r

A
4r

ln
[(

r+t
r−t

)]
; r > t

y

φp = − 4M

πR0r

∞∫

0

dk
sin (kr) sin (kR0)

k2

=

{ −2M
R0

; r < R0

−2M
r

; r > R0

Vemos que φ es la suma de una onda libre, φ0, y de la solución estática, φp,
para una esfera de polvo. Por lo cual, si hacemos A = B = 0, obtenemos la
solución estática.

La solución general para (A.6) es

ak =
4M

π

[∫
dt

sin (kR)

R
sin (kt)

]
cos (kt)

− 4M

π

[∫
dt

sin (kR)

R
cos (kt)

]
sin (kt) .
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En principio esta función se podŕıa sustituir en la expresión

φp =

∞∫

0

dkak (t)
sin (kr)

kr

e integrar sobre k, pero parece muy complicado.
Consideremos una dependencia sencilla de R con respecto al tiempo, un

brinco de R:

R (t) =

{
R0; t < t0

R0 −∆R; t > t0
.

En estas circustancias

ak = −4M

π

{
sin(kR0)

kR0
; t < t0

sin(k(R0−∆R))
k(R0−∆R)

; t > t0
.

Teniendo en cuenta esta expresión para ak, y sumando la constante 1 a la
solución, obtenemos

φ =





{
1− 2M

r
; r > R0

1− 2M
R0

; r < R0
; t < t0

{
1− 2M

r
; r > R0 −∆R

1− 2M
R0−∆R

; r < R0 −∆R
; t > t0

Si consideramos que el caso continuo es una secuencia de brincos muy pequeños
(aproximación repentina), entonces φ se puede escribir como

φ =

{
1− 2M

r
; r > R (t)

1− 2M
R(t)

; r < R (t)



Apéndice B

El teorema de Birkhoff en
relatividad linealizada

La métrica con simétria esférica se puede escribir como

ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2dΩ2, (B.1)

donde ν y λ son funciones de r y t.
En relatividad linealizada se considera que el campo gravitacional es muy

débil. Bajo estas circustancias (B.1) se puede escribir como

ds2 = − (1 + ν) dt2 + (1 + λ) dr2 + r2dΩ2, (B.2)

donde ν, λ << 1.
Con la métrica (B.1), las ecuaciones de campo de Einstein son1

8πT r
r = e−λ

(
ν ′

r
+

1

r2

)
− 1

r2
(B.3)

8πT θ
θ = 8πTϕ

ϕ =
1

2
e−λ

(
ν ′′ +

ν ′2

2
+

ν ′ − λ′

r
− ν ′λ′

2

)

− 1

2
e−ν

(
λ̈ +

λ̇2

2
− λ̇ν̇

)
(B.4)

1Landau y Lifshitz (1973), p. 396.
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8πT t
t = e−λ

(
1

r2
− λ′

r2

)
− 1

r2
(B.5)

8πT r
t = e−λ λ̇

r
(B.6)

donde ν ′ ≡ dv
dr

, λ̇ ≡ dλ
dt

y T µ
ν es el tensor de enerǵıa-momento. Las otras

ecuaciones son idénticamente cero.
En relatividad linealizada las ecuaciones (B.3)-(B.6) se reducen a

8πτ r
r =

ν ′

r
− λ

r2
(B.7)

8πτ θ
θ = 8πτϕ

ϕ =
1

2

(
ν ′′ +

ν ′ − λ′

r

)
− λ̈

2
(B.8)

8πτ t
t = −λ′

r
− λ

r2
(B.9)

8πτ r
t =

λ̇

r
(B.10)

donde τµ
ν es el tensor de enerǵıa-momento en relatividad linealizada.

En el vaćıo τµ
ν = 0, con lo cual (B.7)-(B.10) se reducen a

ν ′

r
− λ

r2
= 0 (B.11)

1

2

(
ν ′′ +

ν ′ − λ′

r

)
− λ̈

2
= 0 (B.12)

−λ′

r
− λ

r2
= 0 (B.13)

λ̇

r
= 0 (B.14)

La ecuación (B.14) implica el teorema de Birkhoff, es decir, implica que λ =
λ (r). En otras palabras, la métrica fuera de cualquier distribución esférica
de masa es estática.



Apéndice C

La métrica de
Schwarzschild-(anti) de Sitter
en gravedad 2+1

La métrica en coordenadas esféricas en 2+1 es

ds2 = −f (r, t) dt2 + g (r, t) dr2 + r2dθ2, (C.1)

donde f (r, t) = e2φ(r,t) y g (r, t) = e2λ(r,t) son funciones que se determinarán
con las ecuaciones de campo en 2+1.

Para conocer φ y λ, calcularemos el tensor de curvatura de Riemman,
Rµ

νδε, en tres dimensiones. Ésto lo haremos mediante el formalismo de Car-
tan. Definamos una base ortonormal de uno-formas ω0, ωr y ωθ:

ω0 = eφdt, ωr = eλdr, ωθ = rdθ,

que forman la métrica

ds2 = ηijω
iωj; ηij = diag (−1, 1, 1) .

Se encuentra que las uno-formas de conexión son

ω0
r = φ′e−λω0 + λ̇ e−φωr,

ωθ
0 = 0,

ωθ
r =

e−λ

r
ωθ.
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Tenemos que
R̃i

j = dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j, (C.2)

donde ωi
j son las uno-formas de conexión y R̃i

j son las dos-formas de cur-
vatura. Se encuentra que las dos-formas de curvatura distintas de cero son

R̃ 0
r =

(
−φ′′e−2λ + λ′φ′e−2λ + λ̈ e−2φ − λ̇ φ̇ e−2φ − φ′ 2e−2λ + λ̇ 2e−2φ

)
ω0∧ωr,

R̃ 0
θ =

−φ′e−2λ

r
ω0 ∧ ωθ − λ̇ e−φ−λ

r
ωr ∧ ωθ,

R̃ r
θ =

λ′e−2λ

r
ωr ∧ ωθ +

λ̇ e−φ−λ

r
ω0 ∧ ωθ.

De comparar la ecuación (C.2) con

R̃µ
ν = Rµ

ν|αβ|ω
α ∧ ωβ, (C.3)

donde Rµ
ναβ es el tensor de Riemann, se obtiene que las componentes del

tensor de Riemann son

R 0
r 0 r = −φ′′e−2λ + λ′φ′e−2λ + λ̈ e−2φ − λ̇ φ̇ e−2φ − φ′ 2e−2λ + λ̇ 2e−2φ,

R 0
r 0 θ = R0 r 0 θ = 0,

R 0
θ 0 θ =

−φ′e−2λ

r
,

R 0
θ r θ =

−λ̇ e−φ−λ

r
,

R r
θ θ r =

−λ′e−2λ

r
,

R r
θ 0 r = 0.

Haciendo la contracción del tensor de curvatura, se encuentra que las
componentes del tensor de Ricci son

Rrr = −φ′′e−2λ + λ′φ′e−2λ + λ̈ e−2φ − λ̇ φ̇ e−2φ − φ′ 2e−2λ + λ̇ 2e−2φ +
λ′e−2λ

r
,

R0r =
−λ̇ e−φ−λ

r
, (C.4)
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R0θ = 0,

Rrθ = 0,

R00 =
φ′e−2λ

r
−

(
−φ′′e−2λ + λ′φ′e−2λ + λ̈ e−2φ − λ̇ φ̇ e−2φ − φ′ 2e−2λ + λ̇ 2e−2φ

)
,

Rθθ =
−φ′e−2λ

r
+

λ′e−2λ

r
.

Por otro lado, las ecuaciones de campo con constante cosmológica en 2+1
son

Rij − 1

2
gijR = −Λgij. (C.5)

Tomando la traza de (C.5) se obtiene

R = 6Λ.

Por lo tanto
Rij = 2Λgij.

Como estamos trabajando en una base ortonormal, entonces de la última
expresión se sigue que

Ror = 0.

Aśı, de (C.4) se obtiene que
λ̇ = 0. (C.6)

Esta equación es el equivalente del teorema de Birkhoff en 2+1 con simetŕıa
circular (esférica).

Utilizando (C.6) en las otras componentes del tensor de Ricci

Rrr = −
(

φ′′ − λ′φ′ + φ′ 2 − λ′

r

)
e−2λ = 2Λ, (C.7)

R00 =

(
φ′′ − λ′φ′ + φ′ 2 +

φ′

r

)
e−2λ = −2Λ, (C.8)

Rθθ =

(−φ′

r
+

λ′

r

)
e−2λ = 2Λ. (C.9)

Sumando (C.7) y (C.8), resulta

φ = −λ. (C.10)
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Utilizando (C.10) en (C.9)

−2φ′e2φ

r
= 2Λ.

Integrando se obtiene
e2φ = B − Λr2, (C.11)

donde B es una constante de integración.
Teniendo en cuenta que [Λ] = 1

longitud2 , podemos hacer Λ = ± 1
l2

, donde l

es una longitud caracteŕıstica del problema. En estas condiciones, la métrica
(C.1) es

ds2 = −
(

B ∓ r2

l2

)
dt2 +

1(
B ∓ r2

l2

)dr2 + r2dθ2. (C.12)

Tomaremos la constante B como 1− 2M , con M el equivalente a la masa de
Schwarschild en 2+1. Sustituyendo B en (C.12), obtenemos

ds2 = −f (r) dt2 +
1

f (r)
dr2 + r2dθ2, (C.13)

donde f (r) =
(
1− 2M ∓ r2

l2

)
. La métrica (C.13) se conoce como la métri-

ca de Schwarzschild-de Sitter (−), o como la métrica de Schwarzschild-anti
de Sitter (+). Es oportuno mencionar que con nuestra selección de B, con
M > 0, se debe cumplir que M > 1/2 para que haya horizonte, y no haya
una singularidad desnuda. Esta singularidad con (sin) horizonte es una sin-
gularidad cónica, no de curvatura.

La constante B también se puede tomar, por ejemplo, como −M [1], [4],
o como −8M [19]. Nosotros, al igual que Crisóstomo y Olea [6], la tomamos
como B = 1 − 2M , ya que utilizaremos como métrica dentro del anillo la
métrica (C.13) con M = 0, y si escogemos B como −M o como −8M ,
entonces cuando hacemos M = 0 no se obtiene la métrica anti de Sitter:
ds2 = −

(
1 + r2

l2

)
dt2 + 1

1+ r2

l2

dr2 + r2dθ2.



Apéndice D

Masa de la métrica de un hoyo
negro en 2+1

En este apéndice discutiremos el significado f́ısico de la masa, M , que
forma parte de la métrica (C.13).

Cuando encontramos la solución a las ecuaciones de Einstein en gravedad
2+1 con constante cosmológica, la constante de integración, B, la escogimos,
siguiendo a Crisóstomo y Olea [6], como 1 − 2M (ver eqs. [C.11] y [C.12]).
Esto lo hicimos, como dijimos en el último párrafo del apéndice C, para que
cuando hagamos M = 0 en la métrica (C.13) obtengamos la métrica de anti
de Sitter. En otros trabajos [1], [4] y [19] se ha tomado B = −M y B = −8M ,
respectivamente. La selección de distintos valores para la constante B tiene
que ver, como vamos a mostrar en este apéndice, tanto con la selección del
parámetro de masa como con el diferente comportamiento asintótico de la
métrica, esto último está intimamente ligado con la selección del cero de
masa-enerǵıa total.

Se puede demostrar que si se escoge1 B = −MBTZ, para r → ∞, obten-
emos la masa ADM del hoyo negro a través del siguiente cálculo2:

MADM ≡ Mpl

16π

∫
drdθ

√
(2)g

(2)
R ' l

r

Mpl

8
MBTZ, (D.1)

donde3 MADM es la masa ADM, (2)g es la 2-métrica de (C.13) en hojas de

1Le ponemos el sub́ındice BTZ a esta masa, ya que la métrica que se obtiene con esta
selección de B usualmente se conoce como métrica BTZ.

2Carlip, (1998), p.49.
3MADM corresponde a la m de Carlip.
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t =const., (2)R es el escalar de curvatura en estas hojas y Mpl la masa de
Planck en 2+1 dimensiones. El factor l

r
está relacionado con el tiempo propio

en el ĺımite r →∞, esto es,

ĺım
r→∞

ds2 = −r2

l2
dt2 +

l2

r2
dr2 + r2dθ2, (D.2)

y no se considera verdaderamente una parte de la masa ADM. Por eso, el
parámetro de masa, sin unidades, es

MBTZ =
8

Mpl

MADM. (D.3)

Se puede dejar este parámetro aśı, o definir unidades de masa en términos
de un múltiplo de Mpl: κMpl, con κ un número real positivo. Si se quiere que
MBTZ = MADM, se pueden escoger unidades tales que κ = 8, como se hace
en [1] y [4], o κ = 1 como en [19].

Ahora, queremos relacionar el parámetro sin unidades M en (C.13) con
MADM. En nuestro caso

(2)gij =

(
1
f

0

0 r2

)
, (D.4)

donde f = 1− 2M +
(

r
l

)2
. De (D.4) se sigue que

det(2)gij ≡(2) g =
r2

f
. (D.5)

Ahora calculemos (2)R. Los śımbolos de Christoffel correspondientes a la
métrica (2)gij son

Γr
rr = − f ′

2f
, Γr

rθ = 0, Γr
θθ = −rf, (D.6)

Γθ
rr = 0, Γθ

rθ =
1

r
, Γθ

θθ = 0, (D.7)

donde ′ ≡ d
dr

. El tensor de Ricci es

Rrr = −Γθ
rθ,r + Γr

rrΓ
θ
rθ − Γθ

rθΓ
θ
rθ = − f ′

2fr
, (D.8)
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Rθθ = Γr
θθ,r + Γr

rrΓ
r
θθ − Γr

θθΓ
θ
rθ = −rf ′

2
, (D.9)

Rrθ = 0. (D.10)

En consecuencia
(2)R = grrRrr + gθθRθθ = −f ′

r
. (D.11)

Por lo tanto, de (D.5) y de (D.11) se sigue que

√
(2)g

(2)
R = − f ′

f 1/2
. (D.12)

Aśı, para nuestra selección de B obtenemos

MADM = −Mpl

16π

∫
drdθ

f ′

f 1/2
= −Mpl

8

∫
df

f 1/2
= −Mpl

4
f 1/2 + A, (D.13)

donde A es una constante que determinaremos mediante el comportamiento

asintótico de la métrica. Tomando4 A =
Mpl

4

(
1 +

(
r
l

)2
)1/2

, es decir, im-

poniendo el comportamiento asintótico de nuestra métrica como anti de Sit-
ter, y haciendo r →∞, obtenemos

MADM ' l

r

Mpl

4
M, (D.14)

que nos da

M =
4

Mpl

MADM. (D.15)

Si se quiere, podemos escoger unidades de manera que κ = 1
2

como en [6], o
κ = 1 como en esta tesis. De cualquier modo, de (D.3) y (D.15) se sigue que

M =
1

2
MBTZ. (D.16)

Aśı, nuestra selección de A implica que M es un multiplo de MBTZ.
Es oportuno notar que con nuestra selección de B estamos escogiendo

la métrica correspondiente al cero de la masa-enerǵıa total como la métrica
anti de Sitter, mientras que con la selección de B = −M el cero de la masa-
enerǵıa total corresponde a la métrica ds2 = − r2

l2
dt2 + l2

r2 dr2 + r2dθ2. Aśı,
la diferencia entre una y otra selección de B corresponde, f́ısicamente, a un
corrimiento en el cero de la masa-enerǵıa total5.

4La elección de esta expresión es de alguna manera arbitraria, ver Carlip (1998), p. 49.
5Antes era usual escoger la métrica anti de Sitter como la métrica correspondiente al

cero de la masa-enerǵıa total, ver [1]. Ahora es más usual la selección que hacen en [1].
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Reverté, 1973.

89



90 BIBLIOGRAFÍA
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