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Introduccion

Actualmente uno de los principales problemas de caracter internacional
lo constituye la contaminaciéon atmosférica. Por lo que se han implementa-
do normas internacionales para los distintos contaminantes, no obstante, lo
mas importante no lo constituye la implementacién de dichas normas, sino
el correcto cumplimiento de las mismas. Asi, en el presente trabajo se utili-
zan modelos estocdsticos para poder inferir acerca del comportamiento del
incumplimiento de la norma de un contaminante en particular, a saber, el
0Z0no.

Dicha aplicacién se realizard a través de una modificacién del método que
utiliza los procesos Bernoulli y Poisson propuestos por Javits (1980).

Por lo que el presente trabajo, esta dividido de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se describen las condiciones y métodos de andlisis con
que cuenta la Zona Metropolitana del Valle de México para hacer frente a los
problemas de control ambiental, en particular con el contaminante ozono.

En el Capitulo 2 se enuncian los resultados mas sobresalientes que carac-
terizan a las cadenas de Markov a tiempo continuo.

En el Capitulo 3 se desarrolla un caso particular de las cadenas de Markov:
el proceso Poisson.

En el Capitulo 4 se muestra la aplicacion de los modelos Binomial y Pois-
son en problemas de control ambiental, especificamente en la interpretacion
de la norma internacional para ozono.

En el Capitulo 5 se especifican algunos resultados de la inferencia Baye-
siana, asi como la propuesta de utilizar ésta teoria para inferir el valor del
parametro A del modelo Poisson que registra el nimero de dias que la con-
centracién de ozono rebasa los 100, 150, 200 y 240 puntos IMECA para cada
ano de 1997 hasta 2003.

VII



VIII Introduccién

Finalmente, se presentan las conclusiones y en los apéndices algunos re-
sultados complementarios ademas de las graficas de las distribuciones a priori
y a posteriori para los diferentes casos considerados.



Capitulo 1

Preliminares para el indice por
0ZONno

Uno de los principales problemas de contaminacion atmosférica en el Valle
de México es generado por las altas concentraciones de ozono. Esto ocasiona
que la poblacion de la ciudad se vea expuesta con frecuencia y, por periodos de
una o mas horas a concentraciones de ozono superiores a la norma ambiental
actual. En el trabajo se analizard el comportarmiento de dicho contaminante
(en términos del incumplimiento de la norma o no) a través de modelos
probabilisticos como lo son: los procesos Bernoulli y Poisson.

El presente capitulo esta dividido por secciones: en la primera seccion se
explica como funciona el sistema de monitoreo para el control de la calidad
del aire en la Zona Metropolitana del Valle de México. Mientras que en
la Seccién 1.2 se define lo que son las normas de calidad del aire y en la
seccién subsecuente se muestra como se lleva a cabo la equivalencia entre
unidades del indice metropolitano de la calidad del aire y las concentraciones
maximas diarias y en la ultima seccién se dan a conocer los danos que dicho
contaminante ocasiona a la salud humana. Lo anterior se puede revisar con
més detalle en: DDF et. al. (1996), INE et. al. (1997) e INE et. al. (2000).

1.1. Sistema de monitoreo
El sistema de monitoreo en el Distrito Federal cuenta con dos sistemas de

regulacién: uno manual en el cual se cuenta con 19 estaciones para el mues-
treo de particulas suspendidas totales y la Red Automatica de Monitoreo
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Ambiental (RAMA), ahora conocido como Sistema Integrado de Monitoreo
Ambiental (SIMA) que cuenta con 32 estaciones de monitoreo atmosférico
entre ellas 10 estaciones micrometeoroldgicas, una torre meteoroldgica, un
radar acustico y una ecosonda. Es relevante senalar que 21 de éstas se en-
cuentran en el Distrito Federal y 11 en el estado de México. Cada sitio de
monitoreo cuenta con el equipamiento necesario para efectuar las mediciones
de los contaminantes derivados de la actividad y uso del suelo mas repre-
sentativo de la region. Esta Red opera continuamente durante las 24 horas
del dia, todos los dias del ano, por lo que es posible mantener una vigilan-
cia constante del comportamiento espacial y temporal de los contaminantes
e informar de manera oportuna a la poblacién la situacién prevaleciente de
la calidad del aire mediante el Indice Metropolitano de la Calidad del Aire
(IMECA), asi como, poner en marcha el programa de contingencia ambiental
cuando los niveles de contaminacién son criticos. Los equipos de medicién con
que cuenta ésta red son analizadores de gases especificos para los siguientes
contaminantes (Tabla 1.1):

Contaminante Principio de Operacion
Ozono(O3) Fotometria en el rango de ultravioleta
Oxidos de nitrégeno(NO, NOy) Quimiluminiscencia
Bioxido de azufre(SOs) Fluorescencia pulsante
Monéxido de carbono(CO) Espectroscopia no dispersiva por
correlacién del filtro gaseoso
Acido Sulfhidrico(H»S) Ionizacién de flama
Particulas suspendidas Atenuacién de radiacion Beta
fraccién respirable( P M) y balanza de oscilacion.

Tabla 1.1: Principio de Operacién de los equipos de medicion del RAMA (Ver
INE et. al. (1997)).

Dado que se concentraran esfuerzos en el estudio del incumplimiento de
la norma para ozono, a continuacion, se define lo que es el ozono:

Definicién 1.1. El ozono es un contaminante que se forma en la atmaosfera
a partir de reacciones muy complejas, es decir, no es emitido directamente
de los escapes o chimeneas como algunos contaminantes.
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Existen dos ciclos generales de reacciones fotoquimicas en la formacion
del ozono troposférico, en las que participan el oxigeno molecular y dos de
los denominados precursores del ozono: los éxidos de nitrégeno (NOx) y los
hidrocarburos(HC).

El primer ciclo se forma a partir de oxigeno (Os), éxido nitrico (NO),
atomos de oxigeno (O), Oy atmosférico y biéxido de nitrégeno mientras que
en el segundo participan compuestos orgénicos volatiles (COV), bidxido de
nitrégeno (NOs), éxido nitrico (NO), atomos de oxigeno (O) y O, atmosféri-
co. Sin embargo, la complejidad de los procesos reactivos implica que las
concentraciones pico de ozono no sean directamente proporcionales a las de
sus precursores (6xidos de nitrégeno e hidrocarburos).

Dado que se estara analizando el caso del Distrito Federal, en la Figura
1.1, se presenta la distribucién de dichas estaciones

*3f

i

Figura 1.1: Distribucién de las estaciones de monitoreo en el D.F. (Ver INE et.
al. (1997)). Donde: TAC = Tacuba, AZC = Azcapotzalco, IMP = Instituto
Mexicano del Pétroleo, CUI = Cuitlahuac, LVI = La Villa, ARA = Aragdn,
LAG = Lagunilla, MER = Merced, HAN = Hangares, MIN = Metro
Insurgentes, BJU = Benito Juarez, SUR = Santa Ursula, PED = Pedregal,
PLA = Plateros, CUA = Cuajimalpa, TPN = Tlalpan, CES = Cerro de
la Estrella, UIZ = UAM-Iztapalapa, TAX = Taxquena y TAH = Tlahuac.
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1.2. Normas de calidad del aire

En esta seccién se explica como se lleva a cabo el control de la calidad
del aire en México, particularmente, para el caso del ozono.

Definicién 1.2. La norma de calidad del aire para determinado con-
taminante atmosférico es el valor que establece la concentracion mdxima de
contaminantes en el ambiente, la cual no debe sobrepasarse mds de una vez
por ano, para que pueda garantizarse la salud de la poblacion.

En México se cuenta con una norma o estandar de calidad del aire para
los siguientes contaminantes atmosféricos: Bidxido de azufre (SO2); Mondxi-
do de carbono (CO); Biéxido de nitrégeno (NO3); Ozono (Os); particulas
suspendidas totales (PST); particulas menores a 10 micréometros de didme-
tro (P M) y Plomo (Pb).

Observacién. Los niveles o concentraciones de los contaminantes en el
aire se expresan en unidades como: partes por millén (ppm), partes por billén
(ppb), o microgramos por metro ciibico (pg/m?). Sin embargo debido a la difi-
cultad de dicha nomenclatura, se han desarrollado indices de contaminacion.
De tal manera que a continuacion se da una definicién para dicho término.

Definicién 1.3. Un indice de calidad del aire pondera y transforma
las concentraciones de un conjunto de contaminantes a un numero adimen-
sitonal, el cual indica el nivel de contaminacion presente en una localidad
determinada y que pueda ser fdcilmente entendido por el publico.

La forma 6ptima para manejar las concentraciones de los contaminantes
con objeto de obtener un numero significativo depende del algoritmo que
se utilice para el calculo del indice. De tal manera que, la implicacién mas
importante es como ponderar los efectos de los contaminantes. En México,
se utilizan tanto las normas de calidad del aire como los niveles de dano
significativo para ponderar los efectos de los contaminantes y asi elaborar
reportes diarios de la calidad del aire. De esta forma, se cuenta con el Indice
Metropolitano de la Calidad del Aire (IMECA), el cual se basa en la utili-
zacion de funciones lineales segmentadas, correspondientes a los estandares
internacionales de calidad del aire, en cuanto a los criterios de episodios y
los niveles de dano significativo. Dicho indice incluye las variables CO, Og,
1\1027 PST, PMlO y SOQ
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Definicién 1.4. Formalmente la funcion que define el Indice Metropolitano
de la Calidad del Aire (IMECA) se expresa de la siguiente manera:

IMECA = mdx(I, I, I, ..., I,,),

donde I, 15,15, ..., I, son los subindices individuales para cada uno de los
contaminantes.

Como ya se menciond, el calculo de los subindices se basa en funciones
lineales segmentadas, y para los contaminantes mencionados arriba se utilizan
los puntos de quiebre (valores correspondientes a los estandares de calidad
del aire a partir de informacién local) siguientes (Tabla 1.2):

Puntos de PST PM10 SOQ N02 (610 03

quiebre (24hr) | (24hr) | (24hr) | (1hr) | (8hr) | (1hr)
) 260 150 0.13 | 021 | 11 | 0.11
T 546 350 035 | 0.66 | 22 | 0.23
T3 627 420 0.56 1.1 31 | 0.35
T4 864 510 0.78 1.6 41 | 0.48
x5 1000 600 1.00 | 2.00 | 50 | 0.60

Tabla 1.2: Puntos de quiebre del IMECA (Ver INE et. al. (1997)).

y sus significados son:

Calidad del aire IMECA
Buena o satisfactoria 0-100
Regular o No satisfactoria 101-150
Mala 151-200
Muy Mala 201 en adelante

Tabla 1.3: IMECA (Ver INE et. al. (2000)).

El primer punto de quiebre x; representa la norma de calidad del aire
para los distintos contaminantes y equivale a 100 puntos IMECA. Mientras
que los puntos de quiebre subsecuentes se disenaron tomando en cuenta los
criterios de salud ambiental. De tal forma que los puntos de quiebre son los
valores de la concentracion del contaminante que se relaciona con la salud.
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Cabe senalar que las normas de calidad del aire se publicaron en el Diario
Oficial de la Federacién en diciembre de 1994 por la Secretaria de Salud.
Dando como resultado para el ozono un valor limite de concentracién de
0.11ppm en un tiempo promedio de una hora con una frecuencia maxima
aceptable de 1 vez cada 3 anos.

En julio de 2000 se publicé el proyecto de modificacién de la norma de
ozono, la cual mantiene el limite vigente y adiciona uno nuevo de 0.08 ppm
en promedio de 8 horas. Por otro lado, las normas como las ya mencionadas
se establecen a partir del analisis de estudios epidemiologicos, toxicolégicos
y de exposicion, donde se identifica el nivel mas bajo de contaminacién que
es capaz de causar un impacto negativo en la salud de algin grupo de la
poblacién. Sin embargo, en México, dichos estudios todavia no producen
resultados, por eso se han tomado como base fundamental la revision de
normas establecidas por la Organizacion Mundial de la Salud o por Estados
Unidos de América, pais donde se genera la mayoria del conocimiento sobre
dichos tépicos.

1.3. Calculo de equivalencias

Puesto que en México se utiliza el IMECA para dar los respectivos infor-
mes de calidad del aire, es necesario mostrar el algoritmo a través del cual
se hace la transformacién de las concentraciones maximas a IMECA. Este
algoritmo es presentado a continuacién:

Algoritmo para el calculo del IMECA
Si y indica el indice IMECA y z indica la medida del contaminante, entonces:

__ 100
RY=%

"Yy= wglg?nl (.T - ZE2) + 200, T < T<To

"Yy= wglg(?ng (.T - ZES) + 300, i) < ZES.TS

100 (

Y= (T —x), w3 <<y

sy =20 (z—25) +500, 4 <,
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donde los puntos de quiebre xy, x5, x3, x4 ¥ x5 para los contaminantes son
dados en la Tabla 1.2. Un ejemplo del funcionamiento de dicho algoritmo se
da a continuacion.

Ejemplo:

Supdngase que para cierto dia la concentraciéon maxima diaria de ozono
fue de 0.19 ppm. Ahora bien, para obtener el indice IM EC A asociado a
dicha concentracion se hace lo siguiente:

De acuerdo con los puntos de quiebre para ozono se tiene que los cortes del
algoritmo para ozono son: xr1=0.11, £9=0.23, £3=0.35, x4,=0.48 y x5=0.60,
lo cual da como resultado los siguientes intervalos:

= medicién mayor que 0.00 ppm y menor que 0.11 ppm (0, z1]

]

(

= medicién mayor que 0.11 ppm y menor que 0.23 ppm (z1, 25

= medicién mayor que 0.23 ppm y menor que 0.35 ppm (z2, z3]
( 3, g
(

]

= medicién mayor que 0.48 ppm y menor que 0.60 ppm (x4, z5].

= medicién mayor que 0.35 ppm y menor que 0.48 ppm (3,

Dado que £=0.19, esto quiere decir que dicho valor cae entre x1=0.11y
x9=0.23 de tal manera que se utilizara la ecuacién en la que se encuentran
ambos cortes (x1 y z3). De lo cual resulta que el IMECA se obtiene con la
ecuacion

100 100

— 200 = ———
el 023—0.11

De esta forma, el IMECA correspondiente a ese dia tiene un valor de
166.67 puntos, el cual por conveniencia, en general, es redondeado al siguiente
valor, en éste caso 167 puntos IM ECA.

Por lo tanto, el IM EC A correspondiente a ozono en ese dia es 167 puntos.

Y= (0.19 — 0.23) + 200 = 166.67

1.4. Consecuencias del contaminante ozono

Algunos de los efectos que causa el ozono en humanos bajo ciertas condi-
ciones de exposicién (dependiendo de la concentracion, duracién y actividad
fisica realizada) son (ver, por ejemplo, INE et. al. (2000)):
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i) inflamacién pulmonar,
ii) depresion del sistema inmunolégico frente a infecciones pulmonares,
iii) cambios agudos en la funcién, estructura y metabolismo pulmonar, y

iv) efectos sistemdticos en érganos blandos distantes al pulmén, como, por
ejemplo, el higado.

Algunos estudios (DDF et. al. (1996)) han revelado que cuando se ex-
pone a ninos y adultos jévenes a concentraciones de 0.12 a 0.16 ppm por
periodos de 1 o 2 horas, mientras llevan a cabo diferentes niveles de ejercicio,
ellos pueden presentar decrementos en su funcién pulmonar. Mientras que
por periodos de exposicién prolongada (7 horas), y, concentraciones de 0zono
en el intervalo de 0.08 a 0.12 ppm, algunos estudios indican que existe un
decremento progresivo de la funcién pulmonar, asi como un incremento en
los sintomas respiratorios en situaciones de ejercicio moderado.

Los efectos pulmonares observados en seres humanos saludables expuestos
a concentraciones urbanas tipicas de ozono consisten en un decremento de la
capacidad inspiratoria, una broncoconstriccién moderada y sintomas subjeti-
vos de tos y dolor al inspirar prolongadamente. La reduccién de la capacidad
inspiratoria da como resultado una reduccién en la capacidad forzada (es el
volumen méaximo de aire que se puede soplar a una velocidad méaxima des-
pués de inhalar profundamente) y en la capacidad pulmonar total (cantidad
de aire contenido en los pulmones tras una inspiracién maxima), y en com-
binacién con la broncoconstriccién (asma) contribuye a una reduccién en el
volumen expiratorio forzado en un segundo (es el volumen maximo de aire
que se puede exhalar durante el primer segundo después de una expiracién
completa) (ver, INE et. al. (2000)).

La Secretaria de Salud, a través de su sistema de vigilancia epidemiolégi-
ca, analizé un total de 81 episodios de contingencia ambiental ocurridos entre
1992 v 1994, en situaciones en las que se sobrepasaron los 250 puntos del IME-
CA. La zona mas afectada fue la suroeste con 58 episodios. Los sintomas que
se presentan en la salud de la poblacion de la zona tienen una clara corre-
lacién positiva con el aumento en el nivel del indice IMECA. Los sintomas
comunmente observados son: disnea (dificultad para respirar), cefalea, con-
juntivitis, irritacion de las mucosas respiratorias y tos productiva.
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Informacion estadistica reciente muestra que en los anos 1994, 1995, 1996
(de acuerdo con los datos de la Tabla 1.4) los niveles del contaminante ozono
tienden a estabilizarse, contrariamente a lo registrado en la mayor parte de la
ciudad entre 1986 y 1991. No obstante, las concentraciones de ozono superan
frecuentemente la norma de calidad del aire, alcanzando niveles que superan
en mas de un 100 % el limite establecido.

Mayor Mayor Mayor Mayor Mayor

o igual a 100 o igual a 150 o igual a 200 o igual a 250 o igual a 300
1990 | 93%(338) | 64%(235) | 26%(94) | 8%(28) 1%(4)
1991 | 96 %(350) | 78 %(284) | 44%(162) | 15%(56) 2%(7)
1992 | 90%(329) | 72%(264) | 34%(125) | 11%(39) | 3%(12)
1993 | 89%(324) | 66%(240) | 23%(85) | 4%(14) | 0.3%(1)
1994 | 95%(346) | 72%(263) | 27%(100) | 1%(4) 0
1995 | 89%(325) | 72%(263) | 26%(94) | 2%(7) 0
1996 | 89%(327) | 64%(235) | 19%(71) 1%(5) 0

Tabla 1.4: Porcentaje y niimero de dias por encima de los 100, 150, 200, 250
y 300 puntos IMECA de ozono en la ZMVM de 1990 a 1996 (Ver INE et. al.
(1997)).

Por otro lado, la calidad del aire de una cuenca atmosférica también
depende, en primer instancia, del volumen de contaminantes emitidos, del
comportamiento fisico quimico de éstos y de la dindmica meteorolégica que
determina su dispersién, transformacién y remocion en la atmosfera. En par-
ticular el comportamiento del ozono depende en un 30 % de las fluctuaciones
meteoroldgicas y en un 70 % de los cambios en el volumen de emisiones de
contaminantes. Sin embargo, las condiciones fisiograficas y climaticas del
Valle de México, contribuyen de manera determinante a los problemas de
contaminacién de la ciudad. Dichas condiciones son:

i) Se encuentra a una altura de 2 mil 240 metros, por lo que el contenido de
oxigeno del aire es 23 % menor que al nivel del mar, provocando que
los procesos de combustién interna sean menos eficientes y produzcan
por tanto una mayor cantidad de contaminantes.

ii) Estd rodeado por las montanas de las sierras del Ajusco, Chichinautzin,
Nevada, Las Cruces, Guadalupe y Santa Catarina, las que constituyen
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una barrera fisica natural para la circulacion del viento, impidiendo el
desalojo del aire contaminado fuera del Valle.

iii) Se localiza dentro de la regién central del pafs, por lo cual estd sujeto
también a la influencia de sistemas anticiclénicos, generados tanto en
el Golfo de México como en el Oceano Pacifico. Ocasionando una gran
estabilidad atmosférica, inhibiendo el mezclado vertical del aire.

iv) Presenta con frecuencia inversiones térmicas que provocan el estanca-
miento de los contaminantes. Por las mananas, la capa de aire que se
encuentra en contacto con la superficie del suelo adquiere una tempe-
ratura menor que las capas superiores, por lo que se vuelve més densa
y pesada. Las capas de aire que se encuentran a mayor altura y que
estan relativamente mas calientes actiian entonces como una cubierta
que impide el movimiento ascendente del aire contaminado.

v) Recibe una abundante radiacién solar debido a su latitud de 19° N, lo que
hace que su atmésfera sea altamente fotorreactiva. De tal manera que
en presencia de la luz solar, los hidrocarburos y los éxidos de nitrogeno
reaccionan facilmente para formar ozono y otros oxidantes.

Existen dos técnicas con las que se puede analizar la evolucion histérica de
la contaminaciéon ambiental:

1) Frecuencia de excedencias sobre los niveles establecidos.
2) Valor promedio de los maximos diarios.

A partir de ellas se puede obtener valiosa informacién, como lo muestra
la primera técnica que se relaciona directamente con la salud, mientras que
la segunda da una idea cuantitativa del avance alcanzado en el control de
la contaminacion. Ambas técnicas fueron aplicadas en el caso de ozono por
la Secretaria del Medio Ambiente a partir de una serie de 11 anos de in-
formacion (donde se senala que el principal problema al que se enfrenta al
estudiar las tendencias es el efecto que las condiciones meteorolégicas tienen
en la formacién de ozono). De acuerdo a los resultados obtenidos por am-
bas técnicas se pudo concluir que el ano en que se registré el mayor nimero
de excedencias sobre 200, 250, y 300 IMECA fue el ano de 1991. Sin em-
bargo, cuando se compara el porcentaje de reduccion en el nivel promedio
anual del contaminante contra el porcentaje de reducciéon en el nimero de
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excedencias, la ultima técnica rinde resultados mas optimistas. Es decir, al
comparar diferentes anos se obtiene una mayor reducciéon en el nimero de
excedencias. Dejando claro que ain un pequeno porcentaje de reducciéon en
el promedio anual del nivel del contaminante se traducira en un considerable
efecto benéfico en la salud.

A partir de la Tabla 1.4 se tiene que el nimero de dias con IMECA supe-
rior a la norma fue préacticamente el mismo en 1996 y 1995 (89 % de los dfas),
con una disminucion en los valores superiores a los 200 y 250 puntos. En este
ultimo caso, en 1996 se tuvieron dos dias menos que en 1995, alcanzandose
el valor de contingencia en 5 ocasiones.

De acuerdo con DDF et. al. (1996), los anédlisis estadisticos demuestran
que la frecuencia de las concentraciones de ozono tienden a aproximarse a
una distribucién normal. Este hecho estadistico es fundamental en el diseno
de la estrategia para elevar la calidad del aire de la Zona Metropolitana del
Valle de México. Con base en ello, el propdsito fundamental de la estrategia
es reducir la media de la distribucién hacia valores mas bajos de tal forma
que los valores maximos y la frecuencia de incumplimiento de las normas
establecidos se reduzca. Consistentemente, se busca incrementar el niimero
de dias con bajos niveles de ozono.



Capitulo 2

Cadenas de Markov en tiempo
continuo

Con este capitulo se hard una presentacion de algunos resultados referen-
tes a la teoria de las cadenas de Markov a tiempo continuo, cuya importancia
reside en el manejo del concepto de periodos aleatorios de tiempo que hay
entre cada cambio de estado. En la Seccién 2.1 se dard una breve semblanza
de los resultados elementales de la teoria de probabilidades. En la Seccién
2.2 se desarrollan las ecuaciones diferenciales que las probabilidades de tran-
sicién de una cadena de Markov a tiempo continuo satisfacen. En la Seccién
2.3 se definen las probabilidades limite de una cadena de Markov a tiem-
po continuo. En la Seccion 2.4 se describen las probabilidades de transicién,
las ecuaciones diferenciales y las probabilidades limite para el proceso de
nacimiento y muerte.

2.1. Resultados preliminares

En esta seccién se expondra brevemente algunos resultados basicos de
la teoria de la probabilidad, los cuales se encuentran mejor desarrollados en
Ash (1972), Grimmett y Stirzaker (1982), Karlin y Taylor (1975) y (1981), y
Ross (1996).

Definicién 2.1. Un acontecimiento que puede ser reproducido y observado

en cualquier momento bajo las mismas circunstancias es llamado experi-
mento. Sin embargo, éste se denominard un experimento aleatorio si la

13
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reproduccion del experimento en varias ocasiones puede arrojar resultados
diferentes.

Definicién 2.2. El conjunto de todos los posibles resultados de un experi-
mento aleatorio se denotard por () y se denominard espacio muestral, es
decir,

Q ={w|w es un resultado del experimento aleatorio}.

Definicién 2.3. Cualquier coleccion de posibles resultados de un experimento
aleatorio se llamard un evento y se denotard por A.

Definicién 2.4. Sea A una clase de subconjuntos de 2. Se dice que A es
una o-algebra si y solo si, se cumple con las siguientes condiciones:

(i) Qe A,
(ii) Si A € A, entonces A° € A,
(iii) Si Ay, Ao, .... € A, entonces | ;o Ai € A.

Definicién 2.5. Sea Q) un espacio muestral y A una o-dlgebra de €2, entonces
la pareja (2, A) es llamada espacio medible.

Definicién 2.6. Sea Q2 un espacio muestral, A una o-dlgebra de subconjuntos
de 2. Una medida sobre una o-dlgebra es una funcién u: A — [0, 00| tal
que:

(i) u(®) =0,
(ii) u(A) =0,

(iii) Si {A;}, i € T es una secuencia de conjuntos disjuntos de Q, es decir,
A;NA; =0 para toda i # j, y T un conjunto de indices finito o infinito
numerable, se tiene que:

1 (U Ai) = n(A).

€T €T

Para el caso en que () = 1, p se llamard medida de probabilidad y p:
A —[0,1], serd denotada por P.
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Definicién 2.7. Un espacio de medida es una terna (2, A, p), donde €
es un conjunto, A es una o-dlgebra de subconjuntos de 2 y p es una medida
de A. Si p es una medida de probabilidad, entonces (2, A, ) se denomina
espacio de probabilidad y se denotard por (2, A, P).

Definicién 2.8. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y definase h como
la funcion h: Q — R y a B como cualquier intervalo de R. Si h™'(B) € A
para todo B C R, entonces h es una funcién medible en (9, A).

Definicién 2.9. Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad
(Q, A, P) es una funcion de Q) en R que es medible respecto a A.

Definicién 2.10. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad discreto y A un
evento. Se define la probabilidad del evento A como:

P(A) =) P(w).

w€EA

siempre que el o-dlgebra contiene los puntos.

Definicién 2.11. Un proceso estocastico X = {X;:t € T'} es una colec-
cion de variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad,
indexadas por un conjunto T y tomando valores en un mismo conjunto S. T
es llamado un conjunto de indices y S es el espacio de estados de X.

Observacién. Generalmente se interpreta a t como el tiempo y se llama
X; al estado del proceso al tiempo ¢. Si el conjunto de indices T" es un conjunto
contable, se llamara a X un proceso estocastico de tiempo discreto, y si T es
un conjunto continuo se llamara un proceso de tiempo continuo.

Definicién 2.12. Un proceso estocdstico X = {X; : t > 0} con espacio de
estados S finito o infinito numerable, se llamard proceso de semi-Markov
si, dado que X estd en el estado i € S':

(a) el siguiente estado al que se entrard serd el estado j con una probabilidad
indicada por Pij, i,j € S con ) o Pij = 1.

(b) dado que el siguiente estado al que se entrard es el estado j, el tiempo
hasta que la transicion de i a j ocurra tiene una distribucion Fj;, 1,7 €

S.
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Definicién 2.13. Sea X = {X; : t > 0} un proceso de semi-Markov con
espacio de estados S. La sucesion de variables aleatorias X* dado por { X} :
n=0,1,..} donde X? simboliza el estado del n-ésimo cambio de estado de
X tal que

P( :L+l:j|X:L:Z>:PZ]7 Z?jesa TLZO,].,Q,...
es llamada cadena de saltos asociada a X.

Definicién 2.14. Sea X = {X; : t > 0} un proceso semi-Markov con espacio
de estados S finito o infinito numerable. Si X tiene la propiedad de que cada
vez que entra al estado i € S.

(a) La cantidad de tiempo que permanece en dicho estado antes de hacer
una transicion a un estado diferente se distribuye exponencialmente con
tasa v;, Y

(b) Cuando el proceso deja el estado i, el siguiente estado al que entrard serd el
estado j € S, i # j con probabilidad P;;, Zi# P;=1,

entonces X es llamada una cadena de Markov continua.

Ver Ross (1996).

Observacion.

1. Por lo tanto, una cadena de Markov continua es un proceso estocastico
que se mueve de un estado a otro de forma que la cantidad de tiempo
que permanece en un estado antes de proceder a un estado distinto, es
distribuido exponencialmente.

2. Observe que, un estado ¢ € S para el cual v; = oo es llamado un estado
instantaneo, dado que cuando entra inmediatamente sale. Mientras que
siy; =0, 1 € .S entonces 7 es llamado absorvente dado que una vez que
entra al estado nunca lo deja.

Definicién 2.15. Sea X = {X; : t > 0} una cadena de Markov en tiempo
continuo con espacio de estados S. La tasa de transicion de i a j, 1,7 € 5,
i # 7, la cual se denotard por q;;, es definida por:

¢i; = vibPyj,

donde P;j es la probabilidad de transicion y v; es la tasa de la distribucion
exponencial dada en la Definicion 2.14.
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Observaciéon. Observe que de acuerdo a la definicién de tasa de transi-
cibn dei a j,i,7 € .S,1 +# 7, se tiene que:

ZQij = ZVZPU = ViZPij =V
J#i J#i J#i
Por tanto v; es la tasa a la cual el proceso deja el estado i y P;; es la
probabilidad de ir a j, dado que se estd en ¢. Adicionalmente, ¢;; es la tasa

con que el proceso hace una transicion del estado i al estado j. Ahora, se
presentara otra manera de definir una cadena de Markov de tiempo continuo.

Definicién 2.16. Considere un proceso estocastico a tiempo continuo X =
{X; :t >0} que toma valores en el conjunto finito o numerable S. Se dice que
dicho proceso es una cadena de Markov de tiempo continuo o cadena
de Markov continua si para todo s,t > 0, 0 < t; < ty < ... < t, < s,
ACS, i1,09,..,0,, 1 €S vale

P{Xt+s € A | th - il,XtQ - ’iQ, ...,th - ’in,Xs - Z}
- P{Xt+5€A|X8:Z}

En otras palabras, una cadena de Markov a tiempo continuo es un pro-
ceso estocastico que tiene la propiedad de Markov, es decir, la distribucion
condicional del estado al tiempo ¢ + s, dado el estado al tiempo s y todos los
estados a tiempos anteriores a s, depende sélo del estado en el pasado mas
reciente (es decir, al tiempo s) y es independiente del pasado.

Definicién 2.17. Considere la cadena de Markov en tiempo continuo X =
{Xi : t > 0} con espacio de estados S, y t,s € [0,00). La probabilidad
Pij(s,s+1), i, j €S, dada por

Pij(S,S‘i‘t):P{Xt_,_s :]|XSZZ}

es llamada probabilidad de transicion de la cadena X. La matriz
P(s+t) = (Pj(s +1)), jcg es llamada matriz de transicién de X. Cuando
Pi(s,s+t),i,j €S, s,t>0 no depende de s, se dice que X es homogénea
en el tiempo y la probabilidad y matriz de transicion son indicadas por
Pi(t), 1,7 € S, y P(t), respectivamente. Si la cadena de Markov es tal que
para todo t,s € [0,00) se tiene que: X (t + s) — X(t) tiene la misma distri-
bucion para todo t > 0, entonces X es llamada cadena con incrementos
estacionarios.
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Observacion.
Note que

S Py()=1, 0<Py(t)<1, i.jeSi>0.

JjeS

2.2. Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov

Antes de desarrollar dichas ecuaciones se enunciara un pequeno lema que
serda de gran utilidad.

Lema 2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Sea X = {X;:¢ >
0} una cadena de Markov continua homogénea en el tiempo con espacio de
estados S y probabilidades de transicion P;;(t), i,5 € S, t > 0. Entonces para
t,s > 0 se satisface:

Z]t—i—s ZRk Pk] ’L,jes
keS

Demostracion: Tome s,t > 0, entonces:

R](t+8) = P{Xt+5:]‘X0:Z}
P{X,y, = j, Xy = i}

P{X, = i}
©) ZP{Xt-i-S_]v s =k, Xo=1i}
kesS P{XO_Z}

@) . CP{X, =k X, =1
D N PN = | Xo = k. Xo = ) {P{X S J
kesS 0 —

2 . . )
N P Xy = | Xy =k, Xo = i} P{X, = k| Xo = i}

kesS

3 . .
QNP Xy, = | X, = R} P{X, =k | X =i}
kesS
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2N Puls)Py(h).

O

Recuerde que Pj;(t) = P{Xis = j | X5 = i}, i, j € S representa la
probabilidad de que la cadena X = {X; : t > 0} con espacio de estados 5,
estando en el estado 7 estara en j después de un tiempo t.

Se derivaran dos conjuntos de ecuaciones diferenciales para P;;(t),i,7 €
S,t > 0. Sin embargo, antes de hacerlo se enunciard el siguiente lema:

Lema 2.2. Sea X = {X; :t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo
con espacio de estados S y probabilidades de transicion P;,1,5 € S,t >0

1—-P;;(h)

(a) para cada i € S, se tiene que limy_g

de salida de 1.

=v; y se le llamard la tasa

(b) para todai,j € S,i # j, se tiene que limy, o P”h(h) = q;j y se le llamard la
tasa de transicion de i a j.
Demostracién: Ver por ejemplo, Ross (1996). O

Las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov muestran como se lleva a cabo
el proceso de salto de un estado 7 a otro j. Es decir, en las ecuaciones hacia
atras se supone que se hace un salto muy pequeno desde el estado ¢, antes
de llegar al estado 7, mientras que en las ecuaciones hacia adelante lo que
se considera es que se hace un salto muy grande desde el estado i antes de
llegar al estado j. Luego entonces lo que proporcionan estas ecuaciones es la
posibilidad de estar en el estado j después de haber realizado ya sea un salto
muy pequeno o un salto muy grande entre el estado 7 y el estado j.

Teorema 2.1. Ecuaciones diferenciales hacia atras de Kolmogorov.
Sea X = {X;:t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio

(1). Ley de probabilidad total.

(2). Definicién de probabilidad condicional.
(3). Propiedad de Markov.

(4). Definicién de probabilidad de transicién.
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de estados S, probabilidades de transicion P;(t), i,j € S,t > 0, tasa de
transicion q;;, 1 # j, 1,7 € S y tasa de salida de © € S dada por v;. Entonces
la deriwada satisface:

Pl](t) Z qwcpkg ZPZJ( )

keS,k#i

Demostracion: Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se tiene que
para todo t,h >0, e 1,5 € S vale

Py(t+h) =Y Py(h)Pylt) (2.1)
keS

Adicionalmente, por la definicién de derivada de una funcién se tiene que,

/ Pyt +h) — Fy(t) »
- = > .
P,;(t) }L1_>0 h , t>0,i,5€8

De esta forma, por (2.1), se tiene que:

Py(t+h) — Py(t) = [>_ Pul(h)Py(t)] — Py(t)
keS
= Y Palh)Py(t) — [1 = Pa(h)]Py(t).
keS,k#i

Al dividir por h, se tiene,

Pij(t+h) — Py(t) Pi(h)
h N Z h

(L= ()]
h

Py;(t) — P;(t).

kES, ki

Tomando el limite cuando h — 0 resulta,

PAED = Pol0) g 5 Pikh(h) Poi(t) — Iim w Py(t).

h—0 h—0 h—0

h—0 h
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Asi,

. %
im > P e 0= S gm0, (2.

keS, ki keS,k#i

se dividira la demostracion en dos partes. En la primera, se tomara S finito
y en la segunda se tomara .S infinito numerable. Adicionalmente, se usara el
hecho que si

lim inf a;, < hm ap < hm sup ay, (2.3)
h—0 =0 -0

y si
lim sup a;, = lim inf a,,
h—0 P h—0

entonces existe limy_.gay vy

lim inf a7, = hm sup ap = hm ap.
h—0 =0 —0

I) Suponga S finito

La ecuacién (2.2) se cumple a partir de que S es finito y de que el Le-

P ikh(h) = q;x- Esto se debe a que si para cada ele-

mento de la sucesién (a% Jns0, k= 1,2,..., N, existe lim,_ a®)

, N (k
My, oo D 1y ol también existe.

IT) Suponga S infinito numerable
Usando el resultado (2.3), s6lo queda demostrar que:

, . Pu(h
(a) limy_oinf Zkes,k;«éz‘ %ij(t) > Zkes,k;éi Qit Prj (1)

7 PZ h
(b) Mo Sup 3 e pes 5 Phs(t) < Ppes pes Gin Phs(t)
a) Tome M arbitraria, con M < oo, i < M, entonces,

lfm inf P““(h)ij(t) > lfminf Yy Fu (1)

h—0 h h—0
keS, ki k€S k#i k<M

= Z P (t) ]llm% inf

kES, ki k<M

= Z Qi Pr; (1).

kES, ki k<M

ma 2.2 garantiza limy_

, entonces

P;(1)

Pix(h)
h
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Haciendo M tender a infinito, se tiene que

. Py (h)
}Llil(l)lnf N P (t) Z ik Prj(t)

keS,k#i keS,k#i

b) Sea M arbitraria tal que i < M, entonces

S PmPyt) €S PP+ Y Pulh)Py(t)

keS, ki keS, ki k<M keS,k>M
(2)
< D PaPg+ Y Palh
keS, ki k<M keS,k>M
3
2 PPy 1 [Pa)+ > Pulh)
keS, ki k<M keS, ki k<M
Entonces:
4) Pi(h
hmsup Z Pk] t) < }LIH(I)Sup Z il )ij(t)
k€S kti - ke S kti k< M
1 — P(h) Pi.(h)
+ lim supi—hm sup Z
h=0 h W0 eskzikeM h
e Z Qi Prj(t) + v — Z Qik-
keS, ki k<M keS, ki k<M

Es decir, para toda M > ¢ se cumple

hm sup Z Pk] t) < Z Qi Pr; () + v — Z Gik-

kES, ki kES, ki k<M kES ki k<M

Haciendo M — oo se tiene que

hm sup Z Z GirPrj(t) +vi —vi = Z GirPrj (t)

keS,k#i keS,k#i keS,k#i

(1). Dividiendo la suma en k > M y k < M. Dado que M > iy k > M, se tiene que
para k > i vale k # 1.

(2). Paratodo k,j € Syt >0, Py;(t)

(3). Yyors Por(h) = 1= Xy py Pac(h).

(4). Por propiedades de limite.

(5). Ya que es una suma finita se puede intercambiar la suma y el limite, y por los
resultados del Lema 2.2.

<1
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Por lo que

}lll’ir(l]sup Z Pk] ) < Z GirPr; (1)
keES, ki kES ki

Asi de a), b) y la ecuacién (2.3) sigue que

lim Pl h Vpat) = Y anPu®)

keS k£ kES ki

Por lo tanto

Z QZkPk] z-PZJ( )

keS,k#i

con lo que queda terminada dicha demostracion. O

Teorema 2.2. Ecuaciones diferenciales hacia adelante de Kolmogo-
rov. Sea X = {X; :t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo con
espacio de estados S y probabilidades de transicion P, 1,5 € S, t >0, y s,
ademds, para todo i € S y todot >0, Y, o Pirqr < 00. Entonces, se cumple
que:

> Pal(t)gr; — v Py(t).
kES k]

Demostracién: Ver Norris (1997) y Brémaud (1999). O

2.3. Probabilidades limite

En la presente seccion se dan a conocer las probabilidades limite para
una cadena de Markov a tiempo continuo y que pueden ser encontradas mas
ampliamente en: Sanchez (2002), Alfaro R. (2003) y Ross (1996).

Definicién 2.18. Sea X > 0 una variable aleatoria. Se dice que la variable
aleatoria X es lattice si existe k > 0 tal que

i P{X =nk} =1,
n=0

(6). v; = Zj;éi,jeS Qij-
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es decir, la variable aleatoria X es lattice si solo toma valores multiplos de un
entero no negativo k. Se definird el periodo de X como el valor mds grande
de k que cumpla con dicha propiedad. Ademds, si X es lattice y F' constituye
la funcion de distribucion de X, entonces se dird que F' también es lattice.

Definicién 2.19. Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov de
tiempo discreto con espacio de estados S y probabilidades de transicion P;;(t),
1,7 € S. Se dice que X es irreducible si para toda 1,7 € S existe un entero
m > 0 tal que:

P{Xn—l-m:j ‘ Xn:i} :Pz‘(jm) >0,
es decir, X es irreducible si todos los estados estdn comunicados entre si.

Definicién 2.20. Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov a
tiempo discreto con espacio de estados S y probabilidades de transicion P;;(t),
i, j € S. Se dice que X es recurrente positiva si para todo i € S, dado
que Xg =1y

R, =min{n >1,X, =i}
es el tiempo de primer retorno a i, Se tiene que:

Definicién 2.21. Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov a
tiempo discreto, con espacio de estados S y probabilidades de transicion Pjj,
i,j € S, 1 # j. La distribucion estacionaria de X es una coleccion de
nimeros (i), i € S, que satisfacen para toda i € S:

(a) (i) >0,i€ S,
(b) > iesm(i) =1,
(c) m(i) = Zkes (k) Pri-

Definicién 2.22. Sea X = {X; : t > 0} un proceso de semi-Markov con
espacio de estados S. Sea X° = {X: :n = 0,1,2,...} la cadena de saltos
asociada a X . Se dice que el proceso X es irreducible si la cadena de saltos
es irreducible.

En lo subsecuente, denétese por p; la esperanza del tiempo de permanen-
cia por el proceso semi-Markov en el estado ¢ antes de pasar a un estado j.
Asimismo, definase R;; como el tiempo entre transiciones sucesivas al estado
i,y i = E[R;;] como el tiempo esperado de regreso al estado i.
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Teorema 2.3. Sea X = {X;:t > 0} un proceso de semi-Markov homogéneo
en el tiempo irreducible con espacio de estados S y con R;;, i € S, no lattice
y media finita, entonces

P(i) = th’m P{X,=1i|Xo =7},
existe y es independiente del estado inicial j € S, ademds para i € S,
. 2%
P(i) = —.
Hii
Demostracion: Ver Ross (1996). O
Teorema 2.4. Sea X = {X;:t > 0} un proceso de semi-Markov homogéneo
en el tiempo, irreducible y con espacio de estados S, con R;;, v € S, no lattice.

Sea X* = {X::n=0,1,..} la cadena de saltos asociada a X, recurrente
positiva y con distribucion estacionaria w*(1), 1 € S. entonces:

. , . . Ws(i)ﬂi
P@)=lim P{X;=i|Xo=j} = = >0.
t—oo > ies T
Demostraciéon: Ver Ross (1996). O

Teorema 2.5. Sea X = {X; : t > 0} una cadena de Markov continua ho-
mogénea en el tiempo con espacio de estados S y probabilidades de transicion
P(t),i,j € S,t >0. Sea X* ={X;:n=0,1,..} la cadena de saltos de X,
irreducible y recurrente positiva con distribucion estacionaria 7°(i),i € S.
Entonces, existe el limite de probabilidades de X :

y estd dado por

Plj)= =", jeES (2.4)

Demostracién: Es claro que se cumplen las condiciones del Teorema 2.4,
Y Hi = Vi ya que una cadena de Markov en tiempo continuo es un proce-
so de semi-Markov con distribucién Fj;, i, € S, igual a una distribucién
exponencial de parametro v; > 0, por lo que

, ™ (i)
ﬂ—s(z)/“’% — Vj
YOI 1) TR Sl

P(i) = lim P{X; =i | Xo = j} =
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Proposicién 2.1. Sea X = {X; : t > 0} una cadena de Markov conti-
nua homogénea en el tiempo, con espacio de estados S, que cumple con las
condiciones del Teorema 2.5, entonces:

(a) P(j) > 0,5 €S,

(b) X jes PU) =1,

(¢) viP(j) = 2ies vilP (1) Py,
(d) viP(j) = X ies P(i)a-

Demostracién: Por (2.4) se tiene que (a) y (b) se cumplen, dado que
m(7) >0, 7 € Sy también v; > 0,7 € S, entonces:

asimismo

™ (3) > )

> P = T s = S
0 (@)

jes jes D ies Vs Dies Vi

Dado que se cumplen las condiciones del Teorema 2.5 se tiene que:

T @ DesT™ ()P

V]P(j) = Ts k - s k
> kes Vi) D kes u(k)
B > ies WV—EZ)PZ'jyi _Z WV—EZ) Py
o > k) D ms(k) T W
keS oy ieS 2ukeS oy
€S

es decir,
viP(j) =Y P(i)Pyvi =Y _ P(i)g;.
ies €S
O

(1). Por (2.4) y la definicién de ¢;; (2.15).
(2). Se cumple ya que 7°(i), i € S, es la distribucién estacionaria de la cadena de
saltos asociada a X.
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Por lo que se puede concluir que las tasas a la cual el proceso entra y
sale de un estado 7 € S son las mismas. Y se les llama las ecuaciones de
balance total.

2.4. Procesos de nacimiento y muerte

Para apreciar la aplicacion de los resultados presentados en las secciones
anteriores, se expondra a continuacién el caso mas sencillo de las cadenas
de Markov a tiempo continuo, el proceso de nacimiento y muerte, dando a
conocer aspectos particulares del mismo.

Definicién 2.23. Sea X = {X; : t > 0} una cadena de Markov en tiempo
continuo con espacio de estados S = {0,1,2,...}, cuya tasa de transicion del
estadoi al j, 1 # j, 4,5 € S, es tal que q;; =0 si |i— j |> 1. Dicho proceso
se llama proceso de nacimiento y muerte.

Es decir, un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de Markov de
tiempo continuo para la cual las transiciones desde un estado ¢, sélo pueden
hacerse para los estados vecinos i — 1 e 7 + 1.

Definicién 2.24. Se llamard tasas de nacimiento y tasas de muerte a
los valores \; y p; coni € S =1{0,1,2,...} respectivamente, definidos por:

Ai = Qi1 > 0, 1=0,1,2,....
Wi = Qi1 > 0, 1=1,2,....
po =10

Cabe senalar que si S = 0,1, ..., N, entonces, se tomara Ay = 0.

Ejemplo: Considérese un sistema de atencion al publico cuyo estado en
un instante dado es representado por el niimero de personas presentes en el
sistema. Supdngase, que hay i personas en el sistema y que

(i) un nuevo arribo entra al sistema a una tasa exponencial con pardmetro

(ii) una persona deja el sistema a una tasa exponencial con pardmetro ju; >
0.
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Es decir, si hay ¢ personas en el sistema, entonces el tiempo hasta el
siguiente arribo es distribuido exponencialmente con media )\i y es indepen-
diente del tiempo hasta la siguiente partida que es distribuido exponencial-
mente con media ui Dicho sistema es un proceso de nacimiento y muerte.
Los parametros (A\;)2, v (1), son las tasas de llegada (o nacimiento) y
partida (o muerte).

Observacion:

Es sabido que Zies#i ¢ij = Vi, 1 € S, por lo que se tiene lo siguiente para
un proceso de nacimiento y muerte,

y a partir de que ¢;; = v;F;; se tiene que,

A sij=i+1 i€,

Aitpi?
Pz'j: )\iﬁ‘iui’ Sl]:Z—l i€S7
0, en otro caso.

2.4.1. Probabilidades limite

En esta seccién se presentara como obtener las probabilidades limite,
cuando éstas existen, en el caso particular de un proceso de nacimiento y
muerte

Teorema 2.6. Sea X = {X; : t > 0} un proceso de nacimiento y muerte
con espacio de estados S = {0, 1, ...} con tasas de nacimiento y muerte {\; :
i =0,1,2..} y{u i =1,2,...}, o = 0 respectivamente. Entonces la
probabilidad limite de X estd dada por

0o 1

A1 A9 Ao |

P(0) = |1+
Hmpbm—1--- 241

m=1

Am—1Am—2.--A1\0

oo )\m—l)\m—Q---)\l)\O

P(m) = )
,um,um—l-"u2:ul[1 + Zm:l Lo, o —1 +-- 42 41 ]

m=1,2,..

00 Am—1Am—2...A1X0

m=1 Hm MHm—1-.- 2 11 < ©0.

siempre que »
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Demostracién: Dendétese por P(i), i € S la probabilidad limite de la
cadena X. Note que para el proceso de nacimiento y muerte se tiene que las
tasas de transicién son dadas por:

N osij=i+1, i=0,1,..
G=qm  sij=i-l i=12..
0 en otro caso

y ademas

Por las ecuaciones de balance total para una cadena de Markov a tiempo
continuo se tiene que para el caso particular de un proceso de nacimiento y
muerte se cumple:

viP(j) = P(j = 1)gj—1; + P(j + D)ajr1;, JE€S
o equivalentemente
(A + 1) P(J) =X PG = 1) + pja PG+ 1), jES
Puesto que S = {0, 1, ...} se tiene que py = 0 lo que implica
AoP(0) = piP(1) (2.5)
también se tiene que
(A + i) P(n) = A\paP(n— 1) + pipn P(n+1), n>1. (2.6)

Puesto que la igualdad (2.5) es de gran utilidad para obtener las probabili-
dades limite del proceso de nacimiento y muerte se demostrara por induccion
sobre n que es valida para todo n > 0.

AP(n) = piup1P(n+1), n >0

Se cumple para n = 0 por (2.5). Para demostrar para n = 1 se tiene que por
(2.6):
(A1 + p1)P(1) = AP (0) + p2P(2) = i P(1) + p2P(2),

y por lo tanto

MP(1) = P(1) + p2P(2) — p P(1) = p2 P(2).
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Por hipétesis de induccion se cumple para n = k, es decir,

De tal forma que sélo queda demostrar que se cumple para n = k + 1. Se
sabe por (2.6) que

(>\k+1 + Mk+1)P(l{Z + 1) = /\kP(kZ> + Mk+2P(kZ + 2),

entonces

M1 P(k + 1) pes2P(k +2) + M P(k) — pr 1 P(k + 1)
proP(k+2) + 1 P(k+1) — e P(k+ 1)

= 2Pk +2).

—
—

Por lo tanto se tiene que:

)\n—l
L,

P(n) = Pn—1), n>1 (2.7)

Utilizando (2.7) se demostrara por induccién que se cumple

Am—1Am—2.- A1\
P(m) = 22 2m2 10 pg),  m > 1. (2.8)
Hmpbm—1--- 241

Para m = 1, de (2.7) se tiene que

A
P(1) = Z2P(0).
H1
Por hipdtesis de induccién se vale la igualdad (2.8) para m = k, es decir,
_ )\k—l)\k—Q'-')\l)\O
M fbl—1--- 21

P(k) P(0),

por lo que queda demostrar que se cumple para m = k + 1. A partir de que
se cumple (2.7), es decir,
)\n—l

Pln) = Hn

P(n—1),

(1). Por hipétesis.
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se tiene que paran =k + 1

Ak

Pk+1)=
( ) k41

P(k),

y por hipétesis de induccién P(k) = %P(O) lo que implica que

A A A

Pk+1)= P(0)
Mk+1 ke bl—1--- 21

Por lo que la igualdad (2.8) queda demostrada.
Dado que Y >~ P(m) = 1 se tiene que

2 A1 A2 AL A
1= P(0)+ P(0) )  “r—rm=2

m—1 Mo fbm—1--- 21
luego,
-1
A1 A2 AL
P(0) = |14 ) o=zl
= U bn—1---P2f01)
Note que si
i A1 Am—2-- M Ao _
1 MmHm—1..-f2f1

entonces P(0) = 0 y por tanto P(m) = 0 para todo m € S. Por lo que, para
que P(j) >0, 7 € S, se debe cumplir que:

e}

Am—1Am—2...A1 A0
> <o
HmMm—1--- 21

m=1

por lo que el teorema queda demostrado. O

2.4.2. Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov

A continuacion, se daran las ecuaciones diferenciales correspondientes al
proceso de nacimiento y muerte. Las cuales son como sigue:

Teorema 2.7. Sea X = {X; :t > 0} un proceso de nacimiento y muerte con
espacio de estados S ={0,1,2,...}, probabilidades de transicion P;;(t),i,j €
S y tasas de nacimiento y muerte dadas por \; > 0,1 =0,1,...,0; > 0,7 =
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1,2, ..., up = 0, respectivamente. Las ecuaciones hacia atrds y hacia adelante
de Kolmogorov de X estan dadas, por:
i)Ecuaciones hacia atras

Py;(t) = Ao Pyj(t) — Ao Poj (1)

Pi(t) = MPoanst) + piPoas(t) = it i) Py(t), i =1,2,..
ii)Ecuaciones hacia adelante

’

Po(t) = 1P (t) — Ao Pro(t)
le](t) = N1 Pyoa(t) + i1 Py (t) — (Nj + ) Py (t), j=1,2,...

Demostracién: i) Para una cadena de Markov a tiempo continuo se tiene

le](t) - Z C]ikpkj(t) - ViPij(t),
keS, ki

donde, ¢, es la tasa de transicién de i a k, i # k, k € S y v; es la tasa
de salida de 7. Debido a que el proceso de nacimiento y muerte es un caso
particular de una cadena de Markov a tiempo continuo, se tiene que:

A sik=i+1,1=0,1,...
Gr = p; sik=1—11=12 ..
0 en otro caso.

y para i € S vale
Vi = A\i + i

a) Considérese i = 0. Entonces, por el Teorema 2.1 se tiene que para t > 0
Py;(t) = qor Pij(t) — voPoj(t) = Mo Pyj(t) — Ao Poj ().

b) Sea i = 1,2, ... Entonces, también por el Teorema 2.1 se tiene que para
t>0

P;t) = i1 Piri(t) + g1 Pioas(t) — viPi(t)
NiPriaj(t) + piPimaj(t) — (N + 1) Pig ().
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c) Parat =0y para todoi,j =0,1,2,... vale

U

Por lo que de a), b), ¢) se obtiene que las ecuaciones hacia atrds para un
proceso de nacimiento y muerte estan dadas por:

Pyi(t) = MoPrj(t) — XoPoj(t)

Py(t) = AP () + piPra(t) = i ) Py(t) 0=1,2,.
ii) Para una cadena de Markov a tiempo continuo se tiene
Py(t)= > Pult)qs; — v;Py(t)
k€S, k]

donde como ¢i; es la tasa de transicion de k a j, k # j, k € Sy v; es la
tasa de salida de j,j € S. Luego, para un proceso de nacimiento y muerte,
se tiene que:

(a) Para el caso de j = 0 por el Teorema 2.2 vale

/

Py(t) = Pa(t)qo(t) — voPio(t) = Pu(t)p — Ao Pio(t)

(b) Para cualquier j = 1,2... también por el Teorema 2.2 vale

/

P;(t) = Pij-1(t)gi-1; + Pijs1qi115 — vi Py (1)
= Pya(O)Aj1 + Py Qe — (A + 1) Py (1)

(c) Parat =0y paratodoi,j=0,1,2,..
1 i
Fi;(0) = Y
0 @77
De (a), (b), (c) se sigue que las ecuaciones hacia adelante de un proceso

de nacimiento y muerte estan dadas por:

’

Pyo(t) = paP(t) — Ao Pro(t)
ley(t) = NP1 (t) + i1 Pijea (t) — (N + ) Py (t),  7=1,2,...



Capitulo 3

Proceso Poisson

El capitulo previo fue dedicado a la elaboracion de los conceptos basicos y
métodos de las cadenas de Markov de tiempo continuo. Ahora en este capitulo
se presentara con mas detalle un caso particular de cadenas de Markov a
tiempo continuo, a saber, lo que constituye el proceso Poisson.

En la primera seccién se difine un proceso de conteo, a partir del cual
se dard la definicién del proceso Poisson. Consecuentemente, se desarrolla
la distribuciéon de los tiempos de llegada y de espera. En la Seccion 3.2 se
muestra la distribucién condicional de los tiempos de llegada. Finalmente,
en la udltima seccion se presenta el proceso Poisson no homogéneo. Dichos
resultados se encuentran desarrollados mas ampliamente en Ross (1989).

3.1. Propiedades del Proceso Poisson

Definicién 3.1. Un proceso estocdstico N = { N(t) : t > 0} es un proceso
de conteo si N(t) representa el nimero total de eventos que han ocurrido
hasta el tiempo t. Formalmente, un proceso de conteo N(t) debe satisfacer:

(i) N(t)>0, t>0
(ii) N(t) es un valor entero, t >0
(iii) Si s <t, entonces N(s) < N(t), s,t>0

(iv) Para s <t, N(t) — N(s) es igual al nimero de eventos que han ocu-
rrido en el intervalo (s,t], s,t > 0.

35
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Definicién 3.2. Sea N = {N(t) : t > 0} un proceso de conteo. Se dice que
dicho proceso poseé incrementos independientes si el numero de eventos
ocurridos en el intervalo de tiempo (s,t], es decir, N(t) — N(s) es indepen-

diente del numero de eventos ocurridos en el intervalo de tiempo (r,u], r < u,
r,u > t, es decir, N(t) — N(s) es independiente de N(u) — N(r).

Definicién 3.3. Sea N = {N(t);t > 0} un proceso de conteo. Se dice que es
un proceso con incrementos estacionarios si la distribucion del niume-
ro de eventos que ocurren en algun intervalo de tiempo depende solo de la
duracion del intervalo. Es decir, si para todo t, >ty y s > 0 el numero de
eventos en el intervalo (t, + s,to + s) es decir, N(ta+s) — N(t; + s) tiene la
misma distribucion que el nimero de eventos en el intervalo (t1,ts], es decir,
N(ty) — N(tq).

Uno de los mas importantes procesos de conteo es el proceso Poisson, el
cual es definido como sigue:

Definicién 3.4. El proceso de conteo N = { N(t) :t > 0} serd un proceso
de Poisson con tasa A € R, A > 0, si:

(i) N(0)=0;
(ii) N posee incrementos independientes; y

(iii) el nidmero de eventos en algin intervalo de duracion t tiene distribucion
Poisson con media \t. Es decir, para todo s,t > 0,

(A1)

P{N(t+s)— N(s)=n} =M n!

Observacion.

1. Nétese que la condicién (iii) de la Definicién 3.4, muestra que un proceso
Poisson tiene incrementos estacionarios. Adicionalmente, se tiene que

(Ver Apéndice B) lo cual deja claro porqué A es llamada la tasa del
proceso.
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2. Note que la condicién (i) de la Definicién 3.4 dice que el conteo de eventos
empieza al tiempo ¢ = 0. Dado un proceso X = {X; : ¢ > 0} esta con-
dicién es facilmente verificada. La condicién (ii) puede ser verificada
directamente a partir del proceso X considerado. Sin embargo, no es
siempre del todo claro como determinar que la condicién (iii) de di-
cha definicién se cumple. Por esta razon una definiciéon equivalente del
proceso Poisson debe ser usada.

Definicién 3.5. El proceso de conteo N = {N(t):t > 0} serd un proceso
Poisson con tasa A € R, A > 0, st

(i) N(0) =0;

(ii) el proceso N tiene incrementos independientes y estacionarios;
(iii) P{N(h) =1} = Ah +o(h);

(iv) P{N(h) =2} = o(h),

donde o(h) estd definida en el Apéndice E, dentro de la Definicion E.1.

Para ver que se pueden usar ambas definiciones indistintamente, es nece-
sario mostrar que ambas definiciones son equivalentes.

Lema 3.1. Las Definiciones 3.4 y 3.5 son equivalentes.

Esta demostracion se hara en dos partes. En la primera parte se demos-
trara que la Definicion 3.5 implica la Definicion 3.4, y en la segunda parte se
demostrara que la Definicién 3.4 implica la Definicién 3.5.

Demostracién: a)Definicién 3.5 implica la Definicién 3.4. Note que basta
demostrar que las condiciones (iii) y (iv) de la Definicién 3.5 implican la
condicién (iii) de la Definicién 3.4. Para ello, sea:

Bu(t) = P{N(t) = n}

que indica la probabilidad de que n eventos hayan ocurrido hasta el tiempo
t. Se usard induccién matematica sobre n para demostrar la implicaciéon. En
primer lugar se obtendra una ecuacién diferencial para Py(t):

Py(t+h) = P{N(t+h)=0}
P{N(t) = 0,N(t + h) — N(t) = 0}

Y pIN(t) = 0}P{N(t+h) — N(t) = 0}
2 Py(t)[L = M+ o(h)]
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Rt +h) = R(t) o()

h
h
Tomando el limite cuando h — 0 se tiene que

!

Py(t) = =AR(1),

o bien

Py(t)

Po(t)

Integrando con respecto al tiempo en el intervalo de 0 a t se tiene
t ! t
Py(s
/ ol )ds: —/ Ads,
o To(s) 0

log Py(t) — log Py(0) = —\t.

y por lo tanto

Dado que Fy(0) = P(N(0) = 0) = 1, se tiene que
log Py(t) = —\t,

o bien
Po(t) = e_)‘t

que equivale a
(At)°
0!

e ™ = P{N(t) — N(0) = 0}.

Por tanto, se tiene que el apartado (iii) de la Definicién 3.4 se cumple para
n = 0.
Del mismo modo se obtendra una ecuacién diferencial para n > 1:

(1). Dado que N tiene incrementos independientes.
(2). Puesto que iii) y iv) de la Definicién 3.5 implican que P{N(h) = 0} = 1—Ah+o(h).
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P,(t+h)=P{N(t+h)=n}
= P{N(t) =n,N(t+h) — N(t) =0}
+P{N(t)=n—1,N(t+h)— N(t) =1}
+zn:P{N(t+h) =n—k,N(t+h)— N(t) =k}
= P_{N(t) =n}P{N(h) — N(0) =0}
+ P{N(t) =n—1}P{N(h) — N(0) = 1)}

+Y P{N(t) = n— k}P{N(h) — N(0) = k} (3.1)
Sin embargo, por el inciso (iv) de la Definicién 3.5, el tltimo término de
(3.1) es un o(h), dado que es una suma finita de funciones que son o(h).

Usando (iii) y (iv) de la Definicién 3.5 y la definicién de P, (t) se obtiene que
(3.1) se puede escribir como:

Po(t+h) = Py(t)Py(h)+Po_y () Py (h)+0(h) = (1—NR) Py () NPy () +0(R).

Por lo tanto,

Fult + h})L — PO _ b )+ AP (1) + K}?)
Tomando el limite cuando h — 0, se tiene que
Po(t) = —AP,(t) + AP, (1),
o equivalentemente,
MNP, (1) + AP, ()] = AeMP,_y(1). (3.2)
Note que
%(eAtPn(t)) = XM P, (t) + M P, (t),
por tanto (3.2) puede escribirse como
L P1) = AP (1) (3.3

dt
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Suponga que (iii) de la Definicién 3.4 vale para n < k, es decir,

At)"™
P,(t) = () e M.
n!
Ahora, se demostrara que dicho resultado se cumple para n = k. De la
ecuacion (3.3) y de la hipétesis de induccién se tiene que

d At At At ()‘t)k_l -\t )‘k k—1
l P - P _ = =

Integrando con respecto al tiempo en el intervalo de 0 a t se tiene que

[ e nonas = 2 [
Odse k(S S_(k‘—l)!os S

y por tanto
)\k
At A0 _ k
€ Pk(t) — € Pk(O) == k(l{j— 1)‘t
y dado que P,(0) = P{N(0) = k} = 0 para k # 0 se tiene que
k
py(t) = e M

k!

Por lo tanto queda demostrado que la Definicion 3.5 implica la Definicién
3.4.

b)Ahora para ver que la Definicién 3.4 implica la Definicién 3.5, sélo
queda demostrar que los incisos (iii) y (iv) de la Definicién 3.5 son validos,
puesto que los dos primeros incisos se cumplen en ambas definiciones. De la
condicién (iii) de la Definicién 3.4 se tiene que:

P{N(h) =0} = P{N(h) = N(0) = 0} = e

P{N(h) =1} = P{N(h) — N(0) = 1} = e M\h

P{N(h) =2} = P{N(h)— N(0)> 2}
= 1— P{N(h) — N(0) = 0} — P{N(h) — N(0) = 1}

= 1—eM_eM)n.
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Note que
P{N(h) =1} = Xh _ e MAh — \h B &
h N h h
Tomando el limite cuando h — 0 se tiene que
m P{N(h) =1} — Ah _
h—0 h

Por tanto, P{N(h) = 1} — Ah = o(h) y (iii) de la Definicién 3.5 sigue.
Adicionalmete, note que

(e —1) = Ae ™ —1).

0.

P{N(h)>2}  1—P{N(h)=0}— P{N(h) =1}

h h
1= e~ M — \he
h
1— —Ah
- TQ e M

Tomando el limite cuando h — 0 se tiene que

P{N(h) > 2} L, 1—e™h .

A h T e
D Jim Ae M — A lfm e
h—0 h—0

Por tanto P{N(t) > 2} = o(h) y el inciso (iv) de la Deifnicién 3.5 sigue.
O

De esta forma, queda demostrado que la Definicién 3.4 implica la Defini-
cién 3.5 y por lo tanto ambas definiciones son equivalentes.

Considérese un proceso Poisson N = {N(t),¢ > 0} con tasa A, y supénga-
se que cada vez que un evento ocurre es clasificado como del tipo 1 con pro-
babilidad p o del tipo 2 con probabilidad 1—p y que a su vez es independiente
de los demés eventos. Sean Ny (t) y Na(t) el nimero de eventos del tipo 1 y del
tipo 2 que ocurren en [0,t], respectivamente. Nétese que N () = Ny (t)+Na(t).

(1). Por la regla de L'Hépital.
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Proposicién 3.1. Los procesos de conteo Ny = {Ny(t),t > 0} y Ny =
{Ns(t),t > 0} son procesos Poisson independientes con tasas respectivas Ap

y A(1—p).

Demostracion: En primer lugar se calculard la distribucién de probabili-
dad conjunta
P{Ni(t) = n, No(t) = m}.

Para ello, se condicionara sobre N(t) obteniendo:

PNI(t) = n, No(t) =m} = > P{Ni(t) = n, No(t) = m | N(t) = k}

x P{N(t) = k}.

Considerando que han sido n eventos del tipo 1 y m del tipo 2, se tiene
que han ocurrido un total de n + m eventos en [0,¢]. Es decir,

P{N;(t) =n,Ny(t) =m | N(t) =k} =0 cuando k # n + m.
Por lo tanto,
P{Ni(t) =n,Ny(t) =m} = P{Ni(t) =n,No(t) =m | N(t) =n+m}
x P{N(t)=n+m}
— P{NU() = n. No(t) = m | N(t) = n+m)
e (A
e
(n+m)!
Sin embargo, dado que n + m eventos ocurrieron y que cada evento tiene
probabilidad p de tener un evento del tipo 1 y probabilidad 1 — p de ser un
evento del tipo 2, se sigue que la probabilidad que n de ellos sean tipo 1 y m

de ellos del tipo 2 esta dada por la probabilidad Binomial: (”J;Lm) p*(1—p)™.
Es decir,

e E R == Kn Zm)p”ﬂ —M %
(n—l—m)' n i ()\t)n+m
-S|
pn(l - p)me_’\te_’\tPH\tp()\t)ner

m!in!
—Atp ()\tp>ne—)\t(1—p) ()‘t(l _ p>)m

(n)! (m)! (34)

=€
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Note que,

P{Ny(t) =n} =Y P{Ny(t) = n,Nao(t) = m}

— oM (Atp)" Z o M(1-p) (At(1 - 'p))m
(n)! 2= (m)!
= Atp (Atp)n
=e .
(n)!
De tal manera que, Ny = {N;(t),t > 0} es un proceso Poisson con tasa Ap.
De forma similar se obtiene que

(3.5)

_ oy i A =)™
es decir, Ny = {Ny(t),t > 0} es un proceso Poisson con tasa A(1 — p). Por
lo tanto de (3.4), (3.5), (3.6) se tiene que N7 y Ny son procesos de Poisson
independientes con tasas A\p y A(1 — p), respectivamente. O

3.2. Distribucién de tiempo entre llegadas y
de espera

Definicién 3.6. Sea N = {N(t) : t > 0} un proceso Poisson con pardmetro
A >0, la secuencia X = {X,, :n > 1} es llamada la secuencia de tiempo
entre llegadas cuando X,, denota el tiempo entre la ocurrencia del (n—1)-
ésimo y del n-ésimo evento paran > 1, donde Xo =0 y X, denota el tiempo
de ocurrencia del primer evento.

De tal manera que se puede enunciar la siguiente proposicién:

Proposiciéon 3.2. Las variables X = {X,, n = 1,2,...} que integran la
secuencia de tiempos entre llegadas se distribuyen independiente e idéntica-

mente como una variable aleatoria con distribucion exponencial con pardme-
tro A > 0.

Demostracién: Sea n = 1. En primer lugar, ndtese que el evento { X; >
t} toma lugar si y s6lo si, no ocurren eventos del tipo Poisson en el intervalo
[0,t], por lo tanto

P{X; >t} =P{N(t)=0} ="
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De tal manera que, X; tiene una distribucién exponencial con parametro .
Para obtener la distribuciéon de X5 se condicionara sobre X;. Esto da:

P{Xy;>1t| X, =s}=P{0eventos en (s,s +1t] | X; = s}
= P{N(s+t)— N(s) =0}

—At

—
~

= €

De lo anterior se puede concluir que X, también es una variable aleatoria
exponencial con parametro A, y que X5 es independiente de X;. Suponga que
el resultado es valido para n = k, es decir,

P(Xk >1 ‘ Xp_1= 8) = B_M.
Queda demostrar que se cumple para n = k + 1, note que

P{Xgi1 >t | Xy = s} = P{0 eventos en(s,s +t] | X = s}
= P{0 eventos en(s,s +t]} = P{N(s+t) — N(s) =0}
—xt
e .

Por lo tanto X1 es una variable aleatoria exponencial de parametro A. O

Definicién 3.7. Considérese un proceso Poisson y X = {X,, : n > 1} la
respectiva secuencia de tiempo entre llegadas. El tiempo de espera hasta
la ocurrencia del n-ésimo evento indicado por S, se define:

Observacion:

La suposicién de incrementos independientes y estacionarios, significa que
el proceso en un instante dado es independiente de todo lo que ocurrié an-
teriormente a dicho instante (por tener incrementos independientes) y que
conserva la distribucién original (por tener incrementos estacionarios). De tal
manera, que se puede decir que el proceso no tiene memoria.

(1). Por incrementos estacionarios.
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Lo anterior muestra como se distribuye el tiempo entre la ocurrencia de
dos eventos consecutivos. Sin embargo, también se puede obtener la distri-
bucion del tiempo de llegada del n-ésimo evento o el tiempo de espera hasta
que el n-ésimo evento ocurra.

Note que S,, tiene una distribucion Gamma con parametros n y A. Es
decir, su funcién de densidad de probabilidad es:

e )t

ft) = e =1

t>0.

Este resultado sigue de la Proposicién 3.2 dado que X = {X,,,n =1,2,...}
se distribuye exponencial y del hecho que la suma de n variables aleatorias
independientes con distribucién exponencial con un mismo parametro A tiene
una distribucién Gamma con pardmetros n y A (Ver Apéndice D).

3.3. Distribuciéon condicional de los tiempos
de llegada

En la seccién anterior ya se obtuvo como se distribuye la secuencia de
tiempo entre llegadas X = {X,, : n > 0} y {S, : n = 0,1,...,} el tiempo
de espera hasta la ocurrencia del n-ésimo evento. Ahora, es necesario saber
como se distribuye el tiempo de ocurrencia de los eventos dado que un niimero
especifico de éstos ha ocurrido. Para obtener dicha distribucion es necesario
hacer las siguientes especificaciones.

Observacion:

Sean Y;,7 = 1,2,...,n, variables aleatorias y sean Y{;, i = 1,2,...,n los
estadisticos de orden correspondientes a Y1,Y5, ..., Y, es decir, Y es el k-
ésimo valor mas pequeno entre Y3, ...,Y,, k=1,2,...,n.

Lema 3.2. Si Y;, i« = 1,2,...,n son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con funcion de densidad f, entonces la funcion de
densidad conjunta g de los estadisticos de orden Y(1y,Y(a),..., Y(n) estd dado
por:

g(ylay27 7yn) =n! Hf(yz) Y1 < Y < .. < Yp.
=1

Demostracion: Lo anterior se cumple a partir de que:
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(i) (}/(1)7}/(2)7 7)/(71)) €8s igua’l a (y17y27 7yn) si ()/173/27 7Yn) €S igua’l a al-
guna de las n! permutaciones de (y1, Y2, ..., Yn), ¥

(ii) La funcién de densidad de (Y3, Y3, ...Y,) evaluada en y;,, ..., y;,, €s
[T, f(yi;) = T1j— f(y;) cuando i1, i, ..., i, es una permutacién de
1,2,...,n.

O

Lema 3.3. Sean Y;, ¢ = 1,...,n variables aleatorias distribuidas uniforme-
mente sobre (0,t), entonces la funcion de densidad de los estadisticos de
orden Y(1),Y(), ..., Y(n) estard dada por:

n!

9(Y1, Y2y s Yn) = m O<y <ty <...<yp, <L

Demostracién: Inmediata a partir del Lema 3.2. O
Ahora, se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Si se cumple que N(t) = n, entonces, los n tiempos de lle-
gadas S, ..., S, tienen la misma distribucion como los estadisticos de orden
correspondientes para n variables aleatorias independientes uniformemente
distribuidos sobre el intervalo (0,1).

Demostracién: Ver, Ross (1996). O

3.4. Proceso Poisson no homogéneo

En esta secciéon se considerara el proceso Poisson no homogéneo o también
llamado no estacionario, el cual es obtenido al dejar que la tasa del proceso
sea una funcion de t.

Definicién 3.8. Sea N = {N(t) : t > 0} un proceso de conteo. Dicho proceso
serd un proceso Poisson no homogéneo en el tiempo con funcion de
intensidad A(t) > 0, t > 0 si:

(i) N(0)=0

(ii) N ={N(t),t > 0} tiene incrementos independientes
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(iii) P{N(t+h)—N(t) =1} = Xt)h + o(h)
(iv) P{N(t+h) — N(t) > 2} = o(h)
De lo anterior se puede enunciar y demostrar el siguiente teoremas:

Teorema 3.2. Sea N = {N(t),t > 0} un proceso de Poisson no homogéneo
fo s)ds, entonces se cumple que N(t + s) — N(t) es distribuido
Pozsson con medw m(t +s) —mf(t), es decir:

PAN(t +5) — N(t) = n} = e-tmeram [0UEE ) ZmOF = 5

n!

Demostracion: Definase para todon > 0, s,t > 0:

Pu(s) = P{N(t + s) — N(t) = n}. (3.7)

Ahora, se usara induccién sobre n para demostrar el resultado. Asi, tome
n = 0, entonces:

Py(s+h) = P{N({t+s+h)—N(t) =0}

(
= P{N(t+s)—N(t)=0,N(t+s+h)— N(t+s)=0}
= P{N(t+s)—N(t)=0}P{N(t+s+h)—N(t+s)=0}
Py(s)P{N(t+s+h)—N(t+s)=0}
Po(s)[1 — A(t + s)h — o(h)]

—~
N
~

Por lo tanto,

P0(8+h)—P0(8) .
A =

Tomando el limite cuando h — 0 se tiene que

=\t + s)Py(s) + %h)

P(;(s) ==Xt + 35)Py(s),

es decir,

/

PO(S>
Po(s)

(1). Dado que N tiene incrementos independientes.
(2). Por (iii) y (iv) de la Definicién 3.7.

—A(t+ s).
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Lo que implica que

’

/Os%du = /OS—)\(tJru)du

log Po(s) ~ log Pa(0) = = [ Xt + u)da

y por lo tanto

Adicionalmente se tiene que

s t+s t+s t
/ A(t—i—u)du:/ A(p)dp :/ )\(,u)d,u—/ A(p)dp = m(t+s)—m(t).
0 ¢ 0 0
Por tanto, dado que Py(0) = P{N(0) = 0} = 1 se tiene que
Py(s) = e—lm(t+9)-m(@)]
Note que para n > 1. De (3.7) se puede escribir

P.,(s+h) = P{N(t+s+h)— N(t)=n}
= P{n eventosen(t,t + s), 0 eventos en [t + s, + s + h|}
+ P{n—1eventosen (t,t + s), 1eventoen [t + s, + s+ h|}

+ Zp{n — k eventos en (t,t + S), k eventos en [t + s,t + s + h|},
k=2

pero a partir de las condiciones ii), iii) y de iv) de la Definicién 3.8 se tiene:

P,(s+h) = P{neventosen (t,t + s)}P{ 0 eventosen [t + s,t + s+ h|}
P{n — 1 eventos en (t,t + s)} P{ 1 evento en [t + s,t + s+ h|}
o(h)

— Py(s)[L = At + $)h + o(h)]

b Poi()AE+ $)h + o(R)]

+ o(h),

+
+

lo cual implica que:

Pu(s+h) = Pu(s)[L—A(t +s)h+ o(h)]
Po_1(8)[A(t + $)I + o(h)]

o(h).

— -



Proceso Poisson no homogéneo 49

Es decir,

P,(s+ h) — P,(s) _ —A(t+ s)hP,(s) N At + s)hP,—1(s) N o(h)
h h h h

Tomando el limite cuando h — 0 se tiene que

/

P.(s) = =\t +5)P.(s) + Mt + s)P,_1(s),
o equivalentemente
ef:ﬂ)\(s)ds [PTIL(S) T+ A(t+ 8)P,(s)] = Po_1(s)A(t + S)eﬁt+s>\(s)ds

Por lo tanto
d tds t+s
—[6ft+ A(u)dupn(s)] — )\(t + S)Gft+ )\(u)duPn_l(s)' (38)

ds

Sea n = 1, entonces

a
dr

t+r A

[ehTARP ()] = At r)ek TPy ()

—
—
~

At +r)eli " Mwdug = Aw)du
At +7).

Integrando con respecto a r en el intervalo [0, s]
_ e — [FT5 N(w)du
Pi(s) = AMu)du + Py (0) ) e e
t
t+s s
@ { / )\(U)du] e 17 2w
t

= [m(t + 5) — m(t)]e =m0l

Por lo que queda demostrado para n = 1. Ahora para mostrar que se cumple
para k, supéngase que se cumple para n =k — 1, es decir,

V(o) [t + 5) = m(t)]F!

P{N(t +s) = N(t) = k — 1} = ¢""* (k—1)!

(1). Dado que Py(r) = e~ [m(t+r)—m@®)],
(2). Dado que P;(0) = P{N(0) =1} =0.
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De (3.8) se tiene

a
dr

t+r A

e

t+r A

(u)dqu (7’)] — /\(t + r)eft (U)dqu_l(r>

t+r k—1
(3) 3 (wWdu — 7 Nw)du [ )\(u)du]
= A(t+r) <eft Alw)du o= J" Alw)d ) Ji D)

[ Mw)du)!

t

(k — 1)

= ANt+7r)

Integrando con respecto a r en el intervalo [0,s]

6ftt+s )\(u)dqu(S> _ %M

dado que P,(0) = P{N(0) = k} = 0 se tiene:

[ftt"'s é\é;f)du]ke_ ftH—S )\(u)du’

+ P(0),

Pk(S) =

es decir,

im(tts)—m(ey Mt + ) = m(t)]*
k! ’

Por tanto, el resultado vale para todo n > 0 y el teorema queda demostrado.
O

P{N(t+s)— N(t) =k} =e

La importancia del proceso Poisson no homogéneo reside en el hecho que no
se requiere de la condicién de incrementos estacionarios, permitiendo la posi-
bilidad de que algunos eventos puedan ocurrir con mayor o menor intensidad
en diferentes periodos de tiempo.

Observacién. Cuando una funcién de intensidad A(t) es acotada, se pue-
de observar que un proceso no homogéneo es una muestra aleatoria de eventos
que ocurren de acuerdo a un proceso Poisson homogéneo. Especificamente,
sea A tal que:

At) <A, t>0

y considérese un proceso Poisson con tasa A. Supdngase, que un evento del
. . . e At
proceso Poisson que ocurre al tiempo ¢ es registrado con probabilidad ¥

(3). Por hipétesis de induccién.
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Entonces este proceso de conteo de los eventos es un proceso Poisson no
homogéneo con funcién de intensidad A(t). Este hecho sigue a partir de la
definicién de un proceso no homogéneo. Por ejemplo, i), ii) y iv) se cumplen
para un proceso Poisson homogéneo, mientras que el axioma iii) se cumple a
partir de lo siguiente:

P{ un evento contado en (t,t+ h)} @ P{un evento en (¢, + h)}@ + o(h)
= Ah@ + o(h)
= At)h+ o(h).

(1). Por la Definicién 3.5.



Capitulo 4

Proceso Bernoulli y Poisson en
el estudio de problemas
ambientales

Los capitulos anteriores detallaron el funcionamiento de los procesos Pois-
son y de las cadenas de Markov. En este capitulo se explicarda cémo utilizar
algunos procesos, en particular, el proceso de Bernoulli y el proceso de Pois-
son, en el andlisis de la contaminacién atmosférica, particularmente, para la
norma internacional del ozono. Lo cual, puede consultarse mas ampliamente
en Ott (1995).

En la primera seccion se explica el proceso Bernoulli, asi como las venta-
jas que presenta la utilizacién de éste modelo en el estudio de contaminacion
atmosférica. En la segunda secciéon se analiza el proceso Poisson en com-
paracion con el proceso Bernoulli, presentando ventajas y desventajas, ante
la ausencia de algunas suposiciones basicas. La utilizacién de estos procesos
para estudios de problemas de contaminacion atmosférica fue propuesto por
Javits (1980). En el Capitulo 5 se propondra y se utilizara el proceso de
Poisson como modelo, sin embargo el parametro del proceso serd estimado
utilizando una formulacion Bayesiana. Al contrario de lo que pasa con la
formulacién de Javits (1980), el parametro del proceso de Poisson serd una
variable aleatoria.

Antes de comenzar a desarrollar el proceso Bernoulli, se observara que
hay diversos fenémenos a nuestro alrededor que usualmente son modelados
como un proceso Bernoulli, el cual, en general, involucra eventos discretos
y la estimacién del ntimero total de ocurrencias del evento en estudio. Para

23
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observar mas detalladamente lo anterior, se tienen los siguientes ejemplos:

1.- Uno de los ejemplos méas sencillos, es suponer que una moneda equili-
brada (con probabilidad % de salir sol o dguila) es lanzada 10 veces
independientemente. ;Cuadl es la probabilidad de que cuatro caras apa-
rezcan?

2.- Cuando en una area metropolitana se cumple con la norma de calidad
del aire, el niimero esperado de excedentes por afio (es decir, el niimero
esperado de incumplimiento de la norma) es 1.0 o menor. Si la calidad
del aire en una &drea determinada es tal que el ntimero esperado de
excedentes es exactamente 1.0, ;cudl es la probabilidad de que:

a) més de un excedente ocurra en un ano?
b) més de 3 excedentes ocurran en 3 anos?
c) 6 o mas excedentes ocurran en 3 afios?

3.- Un campo es seleccionado para investigar si la contaminacién por pesti-
cida esta presente en el suelo de cierta drea. Cuando la contaminacién
estd presente, experiencias pasadas, indican que muestras recogidas del
area daran lecturas positivas con una probabilidad conocida, indicada
por p € (0,1). ;Cudntas muestras de suelo serfan colectadas en el area

para obtener un 95% de confianza de que una lectura positiva no es
accidental?

4.1. Condiciones para el proceso Bernoulli

Los ejemplos anteriores sirven de base para definir lo que es el proceso
Bernoulli, ya que se puede observar la existencia de ciertas condiciones que
se cumplen para todos los ejemplos. Asi, todos ellos comparten que:

a) La probabilidad de ocurrencia de un evento de interés es la misma para
todos los ensayos.

b) La cantidad final de interés es el nimero total de salidas exitosas.

c) Todos los ensayos son independientes.

Ahora bien se puede dar la siguiente definicién para el proceso Bernoulli:
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Definicién 4.1. Un proceso Bernoulli indica cuando un evento A ocurre
en un ensayo, donde la probabilidad de ocurrencia del evento A en cada en-
sayo es la misma y a su vez cada ensayo es realizado de forma independiente.

De esta forma, es posible definir una variable aleatoria K, que denote el
numero total de veces que el evento A ocurrié en una realizacién de N ensa-
yos, cuyo espacio muestral estard dado por S ={0,1,2,3,..., N}. Asimismo,
la probabilidad de que el evento A ocurra sobre cada ensayo estara denotado
por P{A} =p € (0,1) y la correspondiente probabilidad de la no ocurrencia
de A, A°, serd denotado por P{A‘} =1—p=gq.

Ejemplo:

Supongase que, en cierta poblacién, no se sabe quien es un fumador y
quien no lo es. Supéngase ademas, que, en un instante dado, la probabilidad
de que una persona seleccionada al azar sea fumadora es P{A} = %, donde A
donota el habito de fumar. Ahora supéngase que en una oficina se encuentran
dos de éstas personas, y que la preferencia de una persona por fumar no
influye en la otra.

Definase A; como el evento de que la persona 1 sea fumadora y A, como
el evento de que la persona dos sea fumadora. Por hipétesis se tiene que
P{A,}=P{A>}=s5. Entonces, en un instante dado pueden darse alguna de
las siguientes situaciones:

(i) Nadie es fumador;
(ii) Una de las dos personas es fumadora;
(iii) Las dos personas son fumadoras.

Por tanto la variable aleatoria discreta K indicando el nimero total de
personas fumadoras en un tiempo dado tiene espacio muestral S = {0, 1, 2}.
Asi, se tiene lo siguiente:

(i) Puesto que en el primer caso, ninguna de las dos personas sea fumadora,
tenemos que calcular la probabilidad de que K = 0, la cual puede ser
calculada como la interseccién de dos eventos independientes A{ y A,
es decir, que no sea fumadora ni la persona 1 ni la persona 2:

P{K =0} = P{AS N AS} = q¢ = (g) (g) = 0.790.
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(ii) El evento de que una persona sea fumadora, se camplira si y solamente si,
alguna de las dos personas es fumadora, es decir, tenemos los siguientes
dos casos:

a) La persona 1 podria ser fumadora mientras que la persona 2 no.
Entonces tenemos lo siguiente:

1
P{A;NAS} =pq = (5) (g) ~ 0.099.

b) La persona 2 podria ser fumadora mientras que la persona 1 no. En
este caso tenemos lo siguiente:

1
P{AIN A} =qp = <§) <§) ~ 0.099.

Ahora bien, el evento de que una persona sea fumadora es la combina-
cién de (a) y (b). Asi la probabilidad de que una persona sea fumadora
estd dado por la propiedad de la unién de dos eventos independientes,
es decir,

P{K =1} = pq+qp = 2pq = (%) (g) + (g) (%) ~ 0.198.

(iii) Finalmente, la probabilidad de que las dos personas sean fumadoras al
mismo tiempo es calculado como la interseccién de los eventos inde-
pendientes A; y As:

1\ 2
P{A;NAy}=pp= (5) ~ 0.012.

De esta forma, se pudo obtener las probabilidades correspondientes a
los eventos que hacen parte del espacio muestral del experimento. Se
puede observar que efectivamente la suma total de las probabilidades
es uno, es decir, es una funcién de probabilidad:

4

P{K=0} = ¢*= 2—1 =0.790
16

P{K =1} = 2pq= T 0.198

P{K =2} = p’= 81—1 =0.012
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Asimismo, se deja ver que la funcion estd sesgada hacia la izquierda y que su
moda se ubica en el origen (K=0).

Note que la variable aleatoria que cuenta el niimero de sucesos en una
sucesion de Bernoulli tiene distribucion Binomial.

Proposicion 4.1. Sean X eY wvariables aleatorias con distribucion Binomial
de pardmetros (n,p) y (m,p), respectivamente. Entonces la variable X +Y
se distribuye Binomial con pardmetros n +m y p.

Demostracién:

P{X+Y =k} = Xk:P{X:i,Y:k’—z’}
= Zk:P{X:i}P{Y:k—i}

k
}: Y\ i n—if ™ —i_m—k+i
') k—1

1=0

dondeg=1—-py (;) =0 cuando j > r.
Por lo tanto

P{IX4+Y = _ ok ntm—k n m _k ntm—k n+m
R A Z(@)(k—z P k

=0

O

Lema 4.1. Sean X, Xs, ..., X,, la sucesion de Bernoulli donde la probabi-
lidad de suceso es p € (0,1). Entonces, S, = > »_, Xy tiene distribucion
Binomial(n,p).

Demostracion: Una variable aleatoria X que se distribuye Bernoulli con
pardmetro p es una variable aleatoria con distribucién Binomial(1,p). Por
lo que a partir de la Proposicién 4.1 se cumple que > | X; se distribuye
Binomial con pardmetro n y p. O
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4.1.1. Aplicacion a modelos ambientales

La distribucién Binomial también es apta para una variedad de problemas
de control ambiental y tiene un uso especial en la interpretacién de normas
ambientales. El andlisis de esta seccién se basara en la Norma Internacional,
en la cual se especifica, que la concentracién méaxima de contaminacién en
el aire no puede excederse mas de una vez por ano en una localidad moni-
toreada. Esto implica que el control de la calidad del aire se enfoque en el
segundo valor mas alto observado durante el ano, en una localidad dada. Sin
embargo, esta forma presenta algunas desventajas:

a. No hay ninguna especificacion para la ausencia de observaciones. Por
ejemplo, si exactamente dos o tres lecturas fueron registradas en una
localidad, la comparacion de la segunda lectura mas alta de éste lugar
con la segunda lectura mas alta de un sitio en el cual hubo un ano lleno
de observaciones, tendria poco sentido.

b. Una segunda desventaja de dicha forma deterministica es que no consi-
dera casos raros e inusuales. Por ejemplo, condiciones metreorolégicas
muy inusuales pueden ser causantes de altas concentraciones de con-
taminacién en un ano determinado, no obstante ésta localidad podria
cumplir perfectamente con la norma en otros anos.

Asi, la norma para ozono tendrd una transicién de un modelo deterministi-
co a uno probabilistico, donde éste 1ltimo se basa en el ntimero esperado de
dias que la concentracién del contaminante rebasa los 0.12 ppm.

Definicién 4.2. Sea X la variable que denota la concentracion mdzrima de
ozono observada durante un dia y Xs como el valor numérico de la norma.
Se dird que hay un excedente de la norma si el evento {X > X } toma
lugar, cabe senalar que en este caso particular X, = 0.12 ppm.

Debido a que la norma ambiental de calidad del aire se cumple cuando el
numero esperado de concentraciones diarias por ano calendario que exceden
los 0.12 ppm es menor o igual a uno, es importante saber el nimero total
de dias durante un ano calendario que presentaron una excedencia. Si K es
la variable aleatoria que denota el niimero de excedentes observados durante
algin periodo de tiempo. Entonces, se cumplira con la norma si E[K] < 1.0
y no asi, cuando E[K] > 1.
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Sin embargo, los valores esperados resultan ser dificiles de estimar en con-
diciones reales, por lo que se expecifica que el nimero esperado de excedentes
por ano en una localidad sera calculada promediando el niimero estimado de
excedentes por cada ano de observaciones durante los ultimos 3 anos calen-
dario. No obstante, algunos anos presentaran ausencia de observaciones, por
lo que para ello se utilizara una tasa de excedencia definida por:

Definicién 4.3. Se define la tasa de excedente como la division del nime-
ro de excedentes observados entre el numero de observaciones disponibles para
un periodo de tiempo.

Dicha tasa es necesaria para los anos que presentan ausencia de observa-
ciones.

4.1.2. Distribucion de probabilidad del nimero de ex-
cedentes

Considérese el caso en el que el monitoreo de una localidad presenta como
resultado que se cumple con la norma de calidad del aire en el limite de dicha
norma, es decir, se asume que el niimero esperado de excedentes en ese sitio
sea exactamente 1.0 o en su caso que E[K]=1.0 (N6tese que es posible que en
algunos anos se obtengan 0 excedentes, y en otros anos se obtengan mas de
un excedente, sin embargo, el nimero esperado de excedentes por ano sera
1.0).

Asi, es importante saber cual es la distribucion de probabilidad de K que
describe el ntimero k de excedentes observados durante un ano particular
cuyo valor esperado sea E[K]=1.0.

A partir de lo expuesto en las secciones anteriores, se ha considerado que la
realizaciéon de K sea descrita como el resultado de una sucesiéon Bernoulli (que
registra incumplimiento o no de la norma), y la aplicacién de la distribucién
Binomial en la interpretacién de la norma para ozono, de acuerdo con Javits
(1980). En este andlisis, se consideran los excedentes diarios como eventos
independientes, y se considera que los 365 dias de cada ano calendario son
una serie de 365 ensayos independientes Bernoulli.

Sea K una variable aleatoria que describe el ntimero total de excedentes
encontrados en un periodo de un ano, y sea M una variable aleatoria que
respresenta el nimero total de excedentes contados en un periodo de 3 anos.
Considérese la situacién en la cual la calidad del aire esta en el punto critico,
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y que cumple apenas con la forma estadistica de la norma de calidad del aire
(pero sin exceder). En este punto critico, el niimero esperado de excedentes
para un periodo de un ano y de tres anos sera como sigue:

E[K]=1.0 y E[M]=3E[K]=3.0.

Bajo el supuesto de que el nimero de excedentes ocurrido durante este pe-
riodo de tiempo puede ser representado como una variable aleatoria con dis-
tribuciéon Binomial. Se determinaran los parametros n y p de la distribucién
para dichos periodos de tiempo.

Periodo de 1 ano: Se sabe que n = 365 dias y que E[K]| = 1, y tomando
en cuenta que E[K] = np para una distribucién binomial, se tiene que,
1

1 = np = 365p, lo cual implica que p = .

Periodo de 3 anos: En este cason = 1095 diasy E[M] = 3, lo cual implica

que 1095p = 3 y por lo tanto p = ﬁ = %5.

Observacion.

Lo anterior se explica a partir de que el niimero esperado de excedentes
por afio es uno y de que la tasa de excedente r = %5 es siempre la misma,
sin importar, el periodo de tiempo.

Ahora bien, a partir de los pardmetros n y p, la distribucién de probabi-
lidad para el nimero de excedentes en un ano de 365 dias estard dado por

el modelo de probabilidad Binomial con parametro n = 365y p = % 0
Binomial (365, ﬁ), donde g=1—-p=1-— %:0.36365:

365 1 \" /364\%65F
P{K =k} = —) (== k=0.1.2. .. 365.
{ } (k; ) (365) (365) P S

Los términos iniciales de la distribuciéon pueden ser calculados facilmente.
Por ejemplo, la probabilidad de K = 0 puede ser calculada como sigue:

P{K =0} = (3g5) (%)0 (%)3&_0 — (1)(1) (%)%s — 0.3674.

Este primer resultado indica que, si la norma para ozono se cumple de
tal manera que la E[K]|=1.0, entonces la probabilidad de que en un ano no
haya excedentes es 0.3674. En otras palabras, en 100 anos de observaciones
se esperarfa encontrar (0.367)(100)=36.7 anos, sin excedentes.
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Por otro lado la probabilidad de que uno o mas excedentes ocurran en un
ano determinado estara dado por:

P{K>1}=1-P{K =0} =1—0.3674 = 0.633.

P{K =0} + P{K =1} = 0.3674 + 0.3684 = 0.7358.

La probabilidad de que mas de un excedente ocurra en un ano esta dado
por:

P{K >1} =1-P{K = 0}—P{K =1} = 1-0.3674—0.3684 = 1—0.7358 = 0.2642.

lo cual implica que en promedio el 26.4 % de los anos experimentaran dos o
méas excedentes, aunque, la norma para ozono se haya cumplido.

Se puede observar que para E[K]=1.0, por ejemplo, la probabilidad de
mas de 4 excedentes por ano esta dada por:

P{K >4} =1 — 0.9664 = 0.0036,

lo que implica que para un area que apenas cumple con la norma, habra sélo
36 anos en 10,000 en los cuales 5 o més excedentes ocurriran.

Debido a que 5 o més excedentes son muy raros, la ocurrencia de cinco
o mas excedentes en una estacion real de monitoreo durante un ano par-
ticular sugiere fuertemente que la localidad no esta cumpliendo con la parte
estadistica de la norma. Es decir, es probable que el nimero esperado de
excedentes en dicho lugar sea mayor a uno o que E[K]| >1.0.

Ahora bien, la norma de calidad del aire para ozono puede verse como la
constitucion de dos partes:

a) La parte estadistica, la cual requiere que el niimero esperado de excedentes
sea menor o igual a uno, es decir, E[K] < 1.0, y

b) La parte deterministica, que especifica que el nimero promedio de ex-
cedentes observados en algin periodo de 3 anos sea menor o igual a
tres.

Si kq, ko, k3 denotan el nimero de excedentes observados en el primer, se-
gundo y tercer anos de un periodo de 3 anos, entonces la parte deterministica
de la norma requiere que el promedio de estos tres niimeros, sea tal que

(k1 + ko + k3) <

1.
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Sin embargo, esta condicion puede cumplirse sélo si el niimero total de exce-
dentes en un periodo de 3 anos, m = ki + k2 + k3 es menor o igual a tres. En
el caso, en que M tenga un valor de 4 o més, la localidad no estard cumplien-
do con la norma. Pero, jcudl es la probabilidad de que 4 o més excedentes
ocurran en algun periodo de 3 anos?. Usando el modelo de Bernoulli, la dis-
tribucion del numero total de excedentes en 3 anos, o (3)(365)=1095 dias
serd Binomial (1095, 55=), y la variable aleatoria M tendrfa la siguiente fun-
cion de densidad:

P{M—k}— 1095 L k @ 1095—k
Uk 365 365 ‘

A partir de que es de gran interés el evento de que ocurran cuatro o mas
excedentes, se tienen los siguientes resultados:

364 1095
P{M =0} = —— =0.04
{ 0} (365) 0.04958,
1095 /1 \' /364\'"™
PM=1}="C(—) (= = 0.14916
{ b= (365) (365) ’
1 1094 1 2 4 1093
Py = gy = Q09X U0 (1 AT (361N T 001,
1x2 365/ \ 365
(1095) x (1094) x (1093) / 1 \* /364 '
P{M =3} = — ) (= = 0.22435.
{ 3 1x2x3 365 365 0 35

Asi, la probabilidad de que ocurra el evento, 4 0 méas excedentes es calculado
de estos resultados como sigue:

P{M <3} = P{M=0}+P{M=1}+ P{M =2} + P{M =3}
0.04958 + 0.14916 + 0.22414 + 0.22435 = 0.64723.

P{M >4} = P{M >3} =1— P{M < 3} = 1 — 0.64723 = 0.35277.

Lo cual indica que si la norma es cumplida de tal forma que el niimero
esperado de excedentes es 1.0, entonces 4 o mas excedentes ocurriran en algin
periodo de 3 anos con probabilidad de aproximadamente p=0.353. Es decir,
a pesar de que la base estadistica para la calidad estandar del aire ha sido
cumplida, no obstante, niveles actuales no cumpliréan con la norma en 35.5 %
de los periodos de 3 anos.
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Para el caso, en el que méas de 6 excedentes ocurren, se obtiene que
F(6)°=0.96670, lo cual da una probabilidad de P{M > 6} = 1 — F);(6)=1-
0.96670=0.0333. Es decir, si la parte estadistica de la norma (1.0 excedente
esperado por ano), ha sido cumplida, entonces méas de 6 excedencias ocurriran
en 3.3% de los periodos de 3 afios en promedio.

Lo anterior sugiere que la frecuencia con la que cierta localidad estard fue-
ra de la norma puede ser muy grande, aunque se cumpla exactamente con
la norma. Consecuentemente, se concluye que los componentes estadisticos y
de cumplimiento de la norma no son consistentes.

Puesto que la distribucién Poisson es una buena aproximacién para la dis-
tribucién binomial, en la seccién subsecuente se analizara el proceso Poisson
ya que se estd utilizando una n = 365 suficientemente grande y una p = %5
pequena para poder hacer una buena aproximacion.

4.2. Proceso Poisson

Para esta secciéon se considerara un proceso que evoluciona continuamente
en el tiempo, a saber el proceso Poisson (desarrollado en el Capitulo 2 del
presente trabajo). De tal manera que la variable aleatoria de interés en este
caso, sera el nimero de eventos ocurridos sobre algin periodo de tiempo,
donde cada ocurrencia de un evento, se considerard como una llegada. Es
decir, nos interesa el nimero total de llegadas ocurridas durante algin perio-
do de observacién, donde el ntimero de llegadas no se ve afectado por algin
otro periodo de observacién anterior. Adicionalmente, se considera que la
distribucion del ntimero de llegadas serd independiente del tiempo al cual el
periodo de observacion empezoé. Es claro, que se trata de un proceso Poisson,
ya que:

Definicién 4.4. Un proceso Poisson describe el nimero total de eventos
independientes que oucurren durante un periodo especifico de observacion en
el cual la tasa de llegada es constante.

De acuerdo a lo expuesto en el Capitulo 2, se sabe que el modelo proba-
bilistico que caracteriza a un proceso Poisson es la distribucién Poisson, en el
cual, se considera A una constante positiva que representa la tasa de llegada

"La funcién de distribucién acumulada Fi () de una variable aleatoria X que toma
valores en un conjunto S C R, se define como Fx(v) = P(X < z),z € S.
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del proceso y N(t+s) — N(t) (donde N es definida de la misma manera que
en el Capitulo 2) es el nimero de llegadas en el periodo de observacién de
interés, es decir:

e—)\s()\s)n

P{N(t+s)— N(t) =n} = 0 n=01,..

4.2.1. Empleo en problemas ambientales

Al igual que antes interesa el calculo de las probabilidades asociadas con
el nimero de veces que un limite de concentracion es excedido, o en su caso,
que una norma ambiental no sea cumplida.

Supongase que se tiene una tasa promedio de excedencias de r exceden-
cias por unidad de tiempo. Asi, para poder aplicar el proceso Poisson, se
considerara que la tasa de llegada del proceso es igual a la tasa promedio
de excedencias, de tal manera que: A\ = r. Si K, es la variable aleatoria que
denota el nimero de excedentes en el periodo de tiempo de 0 a t, entonces
se tiene
e t(rt)k

k!
la cual es la funcién de densidad de la distribucién Poisson, donde t expre-
sard la duracién del periodo de observacion.

Ejemplo: Supéngase que agua contaminada es descargada en un manan-
tial continuamente y que el nimero de violaciones por unidad de tiempo de
la norma de calidad del agua puede ser tratada como constante, es decir, se
puede considerar andloga a una tasa de llegada constante.

P{K, =k} = (4.1)

4.2.2. Distribucion de probabilidad para el niimero de
excedentes

En la Seccién 4.1 el nimero de excedentes diario de la norma internacional
de ozono fue modelado con el proceso Bernoulli. En seguida, se considerara el
mismo problema pero tomando como modelo un proceso Poisson.

La variable aleatoria K, denotara el numero de excedentes ocurridos du-
rante un periodo de un ano y la variable aleatoria M, denotara el ntimero
de excedentes en un periodo de tres anos. Asumase la situacién critica, en la
cual la norma es apenas cumplida, de tal forma que no se rebasa, es decir,
que

E[K, =10 y E[M]=3FE[K]=3.0.
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Asi, no tomando en cuenta los anos bisiestos, se puede calcular la tasa de
excedencia como sigue, con t = 365.

E[K) =1.0=rt=(r)(365 dias).

Si se resuelve la ecuacion para obtener el valor para r, se obtiene que r =
excedentes por dia y al sustituir dicho valor en (4.1), se obtiene

L
365

;t
365 (%)k

P{K, =k} = - 2 k=012,

Asi,

i) La distribucién de probabilidad para un periodo de un afio se obtiene al
sustituir ¢ = 365 dias en la relacién anterior, lo cual da la distribucion
Poisson con tasa 1.

ii) Para calcular la distribucién de probabilidad para periodos de 3 anos, se
tendria que sustituir

t = (3 anos) = (365 dias por afno) = 1095 dias.
en dicha ecuacion, obteniendo la distribucién Poisson con tasa 3.

Después de haber obtenido el modelo para cada periodo de tiempo, se
puede hacer una comparacién con el modelo Binomial.

Por ejemplo, con el modelo Poisson, la probabilidad de que haya un ex-
cedente o menos esta dado por,

-1 1 -1 1 k
Fie,(1) = P{K; <1} = © 0,( ) + £ 1$ )" _ 073576,
donde F, (1) es la funcién de distribucién acumulada de la variable aleatoria
K, y cuyo valor es similar al obtenido con el modelo Binomial. Es decir, la
probabilidad del evento més de un excedente en un periodo de un ano es la
misma para ambos modelos:

P{K,>1}=1—- P{K, <1} =1— Fg,(1) = 1 — 0.73567 = 0.26424.

Por otro lado, la probabilidad de 0 excedencias en un periodo de 3 anos
esta dado por
6_3(3)0

P{M, =0} = —,

= 0.04979
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aplicando la distribucién Poisson comparado con P{M; = 0} = 0.04958 al
utilizar la distribuciéon Binomial. Si estos dos valores son redondeados, ambos
resultados serian iguales a 0.050.

Asimismo, si se considera el evento mas de tres excedentes en un periodo
de 3 anos entonces,

P{M, >3} =1—P{M, <3} =1— Fy,(3) =1 — 0.64723 = 0.35277

donde F)y,(3) es la funcién de distribucién acumulada de My, por lo que, se
obtiene aproximadamente el mismo resultado obtenido por el modelo Bino-
mial.

Finalmente, si se redondean los resultados del modelo Poisson a 3 digitos,
se puede observar que el 26.4 % de los periodos de un afio tendrian més de un
excedente y 35.3% de los periodos de 3 anos tendrian més de 3 excedentes,
lo cual es igual al modelo Binomial bajo el supuesto de que E[K]|=1.0. Los
calculos anteriores dejan claro la buena aproximaciéon del modelo Poisson al
Binomial para el caso en que p es pequeno y n es suficientemente grande.
Dado que p = %5 es un valor muy pequeno, se estd modelando un evento
raro, lo cual implica que el modelo Poisson, es un buen modelo para dicho
tipo de eventos. Dado que ambos modelos son buenos para resolver dichos
problemas, se debe tomar una decisiéon de cual modelo utilizar a partir de
la perspectiva con la que se aborde el problema en cuestién, puesto que pa-
ra el proceso Poisson el problema es visto como la constitucién de eventos
independientes (excedentes) en el tiempo, que ocurren con una tasa de lle-
gada constante A =r = % excedentes por dia y usualmente contados sobre
periodos de observacién de 1 o 3 anos. Mientras que en el modelo Binomial,
el problema es visto como la composiciéon de 365 ensayos independientes por
ano, con probabilidad p = % de obtener un excedente en un ensayo. Lue-
go, ambos modelos arrojan resultados aproximados para dichos pardmetros.

Cabe senalar que el modelo Poisson es aproximado por el modelo binomial.



Capitulo 5

Distribucion del numero de
excedentes para ozono

En la presente seccién se desarrolla la aplicacion del trabajo. En lugar
de utilizar los modelos Binomial y Poisson con los pardmetros dados en el
Capitulo 4, se utilizara el punto de vista Bayesiano para estimarlo. Se pre-
sentaran las distribuciones a posteriori del parametro de la distribucién Pois-
son que corresponde a la distribucion de la variable aleatoria que registra el
numero de dias en los cuales la concentracion ¢ de ozono sobrepasa la norma.
El valor ¢ representa los puntos IMECA, de tal manera que ¢ tomard valo-
res en {100, 150,200, 240}. Estos valores son seleccionados por las siguientes
razones: el valor 100 es el valor de la norma internacional, 150 es un valor
intermedio entre 100 y 200, el valor 240 es el utilizado por las autoridades
ambientales de la Ciudad de México para declarar una emergencia ambiental.

5.1. Algunos resultados de la Inferencia Ba-
yesiana

Uno de los objetivos de los andlisis estadisticos es encontrar el modelo mas
adecuado para un conjunto de datos. En dicho modelo se trata de incorporar
la informacion mas importante de los datos mostrando los rasgos significati-
vos de los mismos. Sin embargo, existen diversos métodos para llevar a cabo
dicho andlisis. Uno de ellos lo constituye la inferencia Bayesiana. En esta
seccion se definiran y utilizardn los conceptos de funcién de verosimilitud,
distribuciéon a priori, a posteriori, la familia conjugada y en particular se
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especifican dichos conceptos en el caso de la distribucién Gamma y Poisson.

Detalles adicionales a los presentados aqui, pueden ser encontrados en los
siguientes textos: Leonard y Hsu (1999) y Lee (1997).

En general, al utilizar un modelo para describir un experimento aleatorio
se desea encontrar la distribucion de los parametros para este modelo que
describe un conjunto de datos obtenidos a partir de una serie de repeticiones
del experimento aleatorio. Asi, se indicara por # el vector con los parame-
tros del modelo y X representara el vector con los datos descritos por el
modelo. El objetivo es obtener P(# | X). Sin embargo, del modelo se puede
obtener la probabilidad de obtener cierto conjunto de datos, si se conocen
los parametros, es decir, P(X | 0). Se vera mas adelante cémo utilizar dicha
informacién para obtener P(6 | X). Para lograr el objetivo se empezara con
algunas definiciones:

Definicién 5.1. Se llamard distribucién a priori a P,.i(0), si ésta cons-
tituye la distribucion de probabilidad para el pardmetro § € © (espacio de los
pardmetros), sin tomar en cuenta la informacion proporcionada por los datos.

Definicién 5.2. Sea f(X | 6) que denota la funcion de densidad conjunta o
funcion de masa de probabilidad de una muestra X = (Xy, ..., X,,), bajo un
modelo con pardmetro 6, es decir, la funcion de densidad de X dado 0. La
funcion de 0 definida por

L(X|0) x f(X]0).

es llamada la funcién de verosimilitud, donde el signo o< denota propor-
cionalidad. La funcion de verosimilitud normalizada se define como:

LX 6

Jo£(X [ 6)
Definicién 5.3. Sea P,.i0ri(0) la distribucion a priori del pardametro 6 y sea
L(X |0) para X € S y 6 € © la funcion de verosimilitud de X, entonces la
distribucién a posteriori de 0 es:

Prosteriori(0 | X) o¢ L(X | 0)Pyriori(8) (6 € O). (5.1)

Observaciéon. La Definicién 5.2 es una consecuencia del Teorema de
Bayes (Ver apéndice A), que utilizado en el caso de las distribuciones a priori
y a posteriori, produce

Priom’ 6 0
Pyosteriori(0 | y) = =2 L(f()yJ;(y | 0)

(0 € 0O)
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donde
f(y) = / f(y.6)d6 = / Poriors(0) (| 0)d6.

La constante de proporcionalidad puede depender de X pero no de 6.
La ecuacion (5.1) se puede ver como:

DENSIDAD A POSTERIORI X FUNCION DE VEROSIMILITUD X DENSIDAD A PRIORI.

De tal manera, que la densidad a posteriori resume la informacién total,
después de haberse observado los datos y proveer las bases para la inferencia
a posteriori de 6.

Definicién 5.4. Sea £ (X | 0) una funcion de verosimilitud. Una clase 11
de distribuciones a priori se dice que forma una familia conjugada con
L (X|0) sila densidad a posteriori

Pposteriori(e | X) X 'C(X ’ G)Ppriom’(e)

estd en la clase 11 para todo X, siempre que la densidad a priori esté en II.
Es decir, priori y posterior: estan en la misma familia de distribuciones.

Teorema 5.1. Sea X que se distribuye Poisson con parametro A. Supongase
que la distribucion a priori de 0 = X es Gamma con pardametros « y 3, (media
= % y varianza o® = %) Entonces la distribucion a posteriori de § = X
dado X =k es una distribucion Gamma con pardmetros a+k y 6+ 1, y

k
BO|X =k) =28
f+1
a+k
Var(0 | X =k) = ——.
rOIE =R = Gy
Demostracién: Por hipdtesis se tiene que: £(X | € = \) es propor-

cional a una distribuciéon Poisson()) y que Ppriori(f) es una distribucién
Gamma(c, 3). Por la Definicién 5.3 se tiene que

Pposteriori(e | X) X ‘C(X | Q)Pprwri(e)‘
Entonces,
6—)\)\k ﬁa}\a—le—ﬁ)\

()
o /6a)\k+a_16_'6>\_>\

Pposteriori(e =A | X = kf) 0.8

ﬁa)\a+k_16_(6+l)>‘
['(a+k)

X
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Por lo que Pposteriori(f) es una distribucién Gamma(a + k, 8 + 1) y por

tanto (Ver Apéndice D) pu = g—i’f y o2 = (5:1132' 0

Se vera en la siguiente seccién como utilizar este resultado para predecir el
nimero de violaciones de la norma de ozono en un ano dado.

5.2. Distribuciones del parametro A\

Los datos utilizados aqui pueden ser obtenidos en www.sma.df.gob/simat
y consisten de los maximos diarios de ozono de la Zona Metropolitana del
Valle de México durante los anos de 1997 hasta 2003.

Utilizando los registros de concentraciones diarias observadas para los
anos 1997-2003, se hace un conteo de los dias que rebasan los 100, 150, 200
y 240 puntos IMECA, para cada ano. En la Tabla 5.1:

Puntos

PPM 1997 1998 1999 | 2000 2001 2002 2003
IMECA
> 100 >.11 318 315 295 317 290 291 273
> 150 >.17 208 209 183 172 135 105 55
> 200 >.23 50 56 30 19 12 9 2
> 240 >.278 7 9 5 2 0 1 0

Tabla 5.1: Ntimero de dias que rebasan los 100, 150, 200 y 240 puntos IMECA.

Definase M (i) como la variable aleatoria que representa el niimero de dias
con medicién estrictamente arriba de la concentracion ¢, ¢ = {100, 150, 200, 240}.
De tal manera que es posible obtener el valor esperado de dias arriba de la
concentracion ¢, para toda ¢. Se ha considerado dos casos: el primero son
las mediciones de los anos 1997 hasta 1999 (ano en que se implementarén
nuevas medidas del control de la contaminacién por ozono); el segundo son
las mediciones de los anos 2000 hasta 2003. Los resultados obtenidos para el
periodo 1997-1999 son:
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E[M(100)] = 309.33 Var[M (100)] = 156.33
E[M(150)] = 200 Var[M (150)] = 217
E[M(200)] = 45.33 Var[M (200)] = 185.33
E[M(240)] =7 Var[M (240)] = 4

y para el periodo de 2000 a 2003 son:
E[M(100)] = 292.75 Var[M (100)] = 329.58
E[M(150)] = 116.75 Var[M (150)] = 2445.58
E[M(200)] = 10.5 Var[M (200)] = 49.67
E[M(240)] = 0.75 Var[M (240)] = 0.92

Se utilizara el modelo Poisson para registrar el nimero de dias que la
concentracion de ozono rebasa ¢. La diferencia con el modelo presentado en
el Capitulo 4 es que aqui se estimara el valor A de la distribucién Poisson
utilizando los datos reales de la red de monitoreo de la Ciudad de México. De
esta forma, suponga que la media de la distribucién Poisson tiene distribucién
a priori una Gamma(a, 3). Se sabe que una variable aleatoria Gamma(c, (3)
tiene una o? = % y = %, luego a partir de los valores obtenidos para la
media y la varianza de M (i), i = {100, 150,200,240} se puede obtener que
parametros oy [ se ajustan mejor a los valores de la media y varianza .

De esta forma, si F(M (7))1997—1999 indica el valor de la media de la variable
aleatoria M (i) durante los afios 1997 hasta 1999, entonces se tiene que

» para E[M(100)]1997—1999 10 mas adecuado es tomar Gamma(612.07, 1.98);
» para E[M(150)]1997-1999 tomar Gamma(184.33,0.92);
» para E[M(200)]1997-1999 tomar Gamma(11.09,0.24);
» para F[M(240)]1997—1999 tomar Gamma(12.25,1.75).
Para los anos de 2000 al 2003 se tiene que

= para E[M(100)]2000-2003 10 mas adecuado es tomar Gamma(260.03,
0.89);
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m para E[M(150)]2000_2003 tomar Gamma(5.57, 005>,
» para F[M(200)]2000—2003 tomar Gamma(2.22,0.21);
» para F[M(240)]2000—2003 tomar Gamma(0.61, 0.82).

Ahora, se obtiene que las distribuciones a posteriori, se distribuyen
Gamma(a + k, f + 1) a partir del Teorema 5.1, donde k representa el valor
que se rebasé en cada ano desde 1997 hasta el 2003. Por lo que se tiene lo
siguiente:

1. E[M(100)]
a) Para el ano 1997 se distribuye Gamma(930.07, 2.98) con p=312.24,
0%=104.83 y moda=311.91.

b) Para el ano 1998 se distribuye Gamma(927.07, 2.98) con u=311.24,
02=104.49 y moda=310.9.

c) Para el ano 1999 se distribuye Gamma(907.07, 2.98) con p=304.52,
02=102.23 y moda=304.19.

d) Para el ano 2000 se distribuye Gamma(577.03, 1.89) con ;=305.59,
0%=161.84 y moda=305.06.

e) Para el ano 2001 se distribuye Gamma(550.03, 1.89) con ©=291.29,
02=154.27 y moda=290.76.

f) Para el ano 2002 se distribuye Gamma(551.03, 1.89) con ;=291.82,
02=154.55 y moda=291.29.

g) Para el ano 2003 se distribuye Gamma(533.03, 1.89) con ;=282.29,
0%=149.5 y moda=281.76.
2. E[M(150)]
a) Para el ano 1997 se distribuye Gamma(392.33, 1.92) con ;=204.16,
0%=106.24 y moda=203.64.

b) Para el ano 1998 se distribuye Gamma(393.33, 1.92) con u=204.68,
02=106.51 y moda=204.16.

c) Para el ano 1999 se distribuye Gamma(367.33, 1.92) con p=191.15,
0%2=99.47 y moda=190.63.

d) Para el ano 2000 se distribuye Gamma(177.57, 1.05) con ;=169.48,
0%=161.76 y moda=168.53.



Distribuciones del parametro A 73

e) Para el ano 2001 se distribuye Gamma(140.57, 1.05) con u=134.17,
02=128.06 y moda=133.21.

f) Para el ano 2002 se distribuye Gamma(110.57, 1.05) con p=105.54,
02=100.73 y moda=104.58.

g) Para el afio 2003 se distribuye Gamma(60.57, 1.05) con p=57.81,
0%2=55.18 y moda=56.86.
3. E[M(200)]
a) Para el ano 1997 se distribuye Gamma(61.09, 1.24) con ©=49.08,
0%2=39.44 y moda=48.28.

b) Para el ano 1998 se distribuye Gamma(67.09, 1.24) con u=>53.9,
0%=43.31 y moda=53.1.

c) Para el ano 1999 se distribuye Gamma(41.09, 1.24) con p=33.01,
0%=26.53 y moda=32.21.

d) Para el ano 2000 se distribuye Gamma(21.22, 1.21) con pu=17.52,
02=14.46 y moda=16.69.

e) Para el ano 2001 se distribuye Gamma(14.22, 1.21) con pu=11.74,
0%2=9.69 y moda=10.91.

f) Para el ano 2002 se distribuye Gamma(11.22, 1.21) con u=9.26,
0%=7.65 y moda=8.44.

g) Para el ano 2003 se distribuye Gamma(4.22, 1.21) con u=3.48,
02=2.88 y moda=2.66.
4. E[M(240)]
a) Para el afio 1997 se distribuye Gamma(19.25, 2.75) con u=7, 02=2.55
y moda=6.64.

b) Para el ano 1998 se distribuye Gamma(21.25, 2.75) con pu=7.73,
0%2=2.81 y moda=7.36.

c) Para el ano 1999 se distribuye Gamma(17.25, 2.75) con u=6.27,
0%2=2.28 y moda=>5.91.

d) Para el ano 2000 se distribuye Gamma(2.61, 1.82) con u=1.44,
02=0.79 y moda=0.89.

e) Para el ano 2001 se distribuye Gamma(0.61, 1.82) con ©=0.34,
0%2=0.19.
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f) Para el ano 2002 se distribuye Gamma(1.61, 1.82) con u=0.89,
0%=0.49 y moda=0.34.

g) Para el ano 2003 se distribuye Gamma(0.61, 1.82) con ©=0.34,
0%=0.19.

Observacién. Para una variable aleatoria Gamma, la moda esta definida
para valores o > 1.

Con las distribuciones posterioris obtenidas, se tiene un ajuste mas preciso
del parametro A, como lo muestran las graficas de dichas distribuciones en el
Apéndice F.

Considerando que la moda de la gamma posteriori es un valor representa-
tivo de A, se tomard dicho valor como el parametro de la distribucion Poisson
que registra el nimero de dias que la concentracion de ozono rebasa i, en ca-
so que no se pueda tomar la moda se tomara la media de la distribucion a
posteriori. Para finalmente obtener:

1. M(100)
a) Para el ano 1997 se distribuye Poisson(311.91). Entonces
P(M(100)>300) =0.7390 y P(M(100)>320)=0.3108.

b) Para el ano 1998 se distribuye Poisson(310.9). Entonces
P(M(100)>300) =0.7202 y P(M(100)>320)=0.2907.

c) Para el ano 1999 se distribuye Poisson(304.19). Entonces
P(M(100)>300) =0.5802 y P(M(100)>315)=0.2565.

d) Para el ano 2000 se distribuye Poisson(305.06). Entonces
P(M(100)>300) =0.5995 y P(M(100)>325)=0.1216.

e) Para el ano 2001 se distribuye Poisson(290.76). Entonces
P(M(100)>280) =0.7242 y P(M(100)>300)=0.2817.

f) Para el ano 2002 se distribuye Poisson(291.29). Entonces
P(M(100)>280) =0.7344 y P(M(100)>300)=0.2923.

g) Para el ano 2003 se distribuye Poisson(281.76). Entonces
P(M(100)>270) =0.7470 y P(M(100)>300)=0.1325.

2. M(150)

a) Para el ano 1997 se distribuye Poisson(203.64). Entonces
P(M(150)>195)=0.7131 y P(M(150)>215)=0.2019.
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b) Para el ano 1998 se distribuye Poisson(204.16). Entonces
P(M(150)>195)=0.7253 y P(M(150)>215)=0.2124.

c) Para el ano 1999 se distribuye Poisson(190.63). Entonces
P(M(150)>180)=0.7667 y P(M(150)>200)=0.2355.

d) Para el ano 2000 se distribuye Poisson(168.53). Entonces
P(M(150)>155)=0.8423 y P(M(150)>180)=0.1777.

e) Para el ano 2001 se distribuye Poisson(133.21). Entonces
P(M(150)>120)=0.8653 y P(M(150)>140)=0.2609.

f) Para el ano 2002 se distribuye Poisson(104.58). Entonces
P(M(150)>90)=0.9181 y P(M(150)>115)=0.1432.

g) Para el ano 2003 se distribuye Poisson(56.86). Entonces
P(M(150)>45)=0.9380 y P(M(150)>65)=0.1271.
3. M(200)
a) Para el ano 1997 se distribuye Poisson(48.28). Entonces
P(M(200)>40)=0.8701 y P(M(200)>60)=0.0432.

b) Para el ano 1998 se distribuye Poisson(53.1). Entonces
P(M(200)>45)=0.8522 v P(M(200)>65)=0.0481.

c) Para el ano 1999 se distribuye Poisson(32.21). Entonces
P(M(200)>20)=0.9853 y P(M(200)>40)=0.0760.

d) Para el ano 2000 se distribuye Poisson(16.69). Entonces
P(M(200)>5)=0.9981 y P(M(200)>25)=0.0208.

e) Para el afio 2001 se distribuye Poisson(10.91). Entonces
P(M(200)>1)=0.9997 y P(M(200)> 20)=0.0042.

f) Para el ano 2002 se distribuye Poisson(8.44). Entonces
P(M(200)>1)=0.9979 y P(M(200)>15)=0.0130.

g) Para el ano 2003 se distribuye Poisson(2.66). Entonces
P(M(200)>1)=0.7439, P(M(200)>5)=0.0535 y P(M(200)>10)=0.0001.
4. M(240)
a) Para el ano 1997 se distribuye Poisson(6.64). Entonces
P(M(240)>1)=0.9900, P(M(240)>5)=0.6509 y P(M(240)>10)=0.0749.

b) Para el ano 1998 se distribuye Poisson(7.36). Entonces
P(M(240)>1)=0.9946, P(M(240)>5)=0.7428 y P(M(240)>10)=0.1260.
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c) Para el ano 1999 se distribuye Poisson(5.91). Entonces
P(M(240)>1)=0.9812, P(M(240)>5)=0.5397 y P(M(240)>10)=0.0390.

d) Para el ano 2000 se distribuye Poisson(0.89). Entonces
P(M(240)>1)=0.2238, P(M(240)>5)=0.0003 y P(M(240)>10)=0.

e) Para el ano 2001 se distribuye Poisson(0.34). Entonces
P(M(240)>1)=0.0462, P(M(240)>5)=0. y P(M(240)>10)=0.

f) Para el ano 2002 se distribuye Poisson(0.34). Entonces
P(M(240)>1)=0.0462, P(M(240)>5)=0. y P(M(240)>10)=0.

g) Para el ano 2003 se distribuye Poisson(0.34). Entonces
P(M(240)>1)=0.0462, P(M(240)>5)=0. y P(M(240)>10)=0.

Usando el programa Mathematica, se pudo obtener las probabilidades
asociadas a las distribuciones dadas arriba, de tal manera, que para M (100),
la cual mantiene una media alrededor de 300 para los anos de 1997 a 2003, se
puede observar que la probabilidad de que haya mas de 300 dias que rebasan
los 100 puntos IMECA va disminuyendo paulatinamente a la medida que
pasan los anos. Por ejemplo, para el ano 1997 se tiene una probabilidad de
0.7390, para 1999 una probabilidad de 0.5802, mientras que para el ano 2003
se tiene una probabilidad de 0.1325. Es decir, con lo anterior se ve reflejado
la influencia del cambio del control de calidad del aire, modificado en 1999.

Por otro lado para M (150), se observa que la media para los distintos
anos va disminuyendo comparada con la media del ano 1997 (203.64), pre-
sentanddse un cambio notable a partir de 1999, dando como resultado una
media mucho menor (56.86) para el ano 2003.

M (200) presenta condiciones similares, al comparar la media del ano 2003
con los otros anos, respectivamente. Dando como resultado que la probabili-
dad de que se rebase mas de 10 dias una concentracion de 200, es muy baja
para el ano 2003.

La observacion de M (240), muestra el cambio drastico que hay al compa-
rar la probabilidad de que se presentara una contingencia ambiental del ano
1999 (0.9812) al ano 2000 (0.2238).

Por ultimo se puede observar que después de haber tenido una probabili-
dad alta (0.9900) de que se declarard, mas de una vez contingencia ambiental
en el ano 1997, actualmente, se puede decir, que dicha posibilidad tiene una
probabilidad casi nula. Y una vez mas se observa como, a partir de la imple-
mentacién de un nuevo control ambiental en el ano de 1999, para los anos



Distribuciones del parametro A 77

subsecuentes a €I, la probabilidad es mucho menor comparada con el ano de
1997.



Conclusiones

El andlisis de tendencias de la calidad del aire a lo largo de los anos
permite inferir si existe un problema de deterioro creciente o una mejoria
paulatina para determinado contaminante. Asi, en el presente trabajo se ha
recurrido a la estadistica Bayesiana y a los procesos estocasticos para mostrar
el comportamiento del contaminante ozono, en el Valle de México, durante
el periodo de 1997 al 2003.

Para lo cual se considerd el niimero de dias que se rebasé una concentra-
cién determinada, como descrito por un modelo Poisson, donde la aplicaciéon
central del trabajo fue la determinacién del pardmetro (A) bajo el cual di-
cho modelo funcionaba. El parametro (\) fue analizadé como una variable
aleatoria a la que, antes de la evidencia muestral (rebase cada ano), se le
asigné una distribucién a priori Poisson ( con base en el grado de creencia
con respecto al comportamiento del pardmetro aleatorio). Después de usar
la evidencia muestral, la distribucion a priori fue modificada para obtener
una distribucién a posteriori Gamma, la cual fue empleada parda formular
inferencias con respecto al parametro (la cual es la estructura del método
bayesiano).

Se puede concluir que la estimacion de A facilito el calculo debido a que
la informacion inicial fue descrita por un miembro de la familia conjugada
Gamma, el modelo Poisson.

El método bayesiano permite que tanto la distribucién a priori como
la distribucién a posteriori proporcionen informacién necesaria para poder
tomar decisiones respecto al pardametro analizado.

Finalmente, de acuerdo a los resultados obtenidos, se puede observar que
para el contaminante ozono en el caso de contingencia ambiental ésta tiene
una probabilidad casi nula de presentarse (debido a que el pardmetro que
se utiliza para descartarla es raramente alcanzado). No obstante, se puede
observar que casi el 80 % de los dias del afio se rebasa la norma internacional,
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aunque se presente una ligera disminucién en comparacion con el ano de inicio
del periodo analizado (1997).

Asimismo, se pudo observar, una clara disminucién de los dias que reba-
saban una concentracion determinada. a partir de la implementacion de un
nuevo régimen ambiental en 1999.



Apéndice A
Probabilidad condicional

Definicién A.1. Sea E un experimento aleatorio, con un espacio muestral
Q de posibles salidas, y sea A la o-dlgebra sobre Q de acuerdo a la Defi-
nicion 2.4. Indique por P la funcion de probabilidad definida sobre A. Sea
{Bi1, By, ..., B, } eventos en A tal que ByUByU...UB, = Q y B, N B; #
0, i+ j. Entonces, para cualesquiera eventos A y B € A con P(A) > 0,

P(AN B)

P(B|4)= 5o

denota la probabilidad condicional que el evento B ocurra, dado que el
evento A ya ocurrio.

Teorema A.1 (Teorema de Bayes). Si {B, Bs, ..., B,} constituyen una
particion de un espacio muestral €2, entonces para cualquier evento A C €1,

P(A| B;)P(B)
P(A)

P(B;| A) = (i=1,2,..,r),

siempre que P(A) > 0, donde por la ley de probabilidad total,
P(A)=) P(A| B))P(B).
j=1

Teorema A.2 (Teorema de Bayes para densidades continuas). Sean
py(y) o fy(y) la funcion de probabilidad o de densidad de probabilidad a priori
de 'Y, respectivamente, y sea f(x|y) la funcion de verosimilitud. Entonces la
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probabilidad a posteriori o funcion de densidad de probabilidad a posteriori
de Y dada la evidencia muestral X es

P
P(ylr) = fly) By v) sty es discreta

-2, [P (y)

 JElyfyl)
W) = T F ), (o)

sy es continua



Apéndice B
Distribucion Poisson

Lema B.1. Sea X wuna variable aleatoria que se distribuye Poisson con
pardmetro \, es decir,

entonces E[X]| = X = Var[X].

Demostracion: Por definicion se tiene que
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Distribucién Poisson

También por definicion, o* = Var[X] = E[X?| — [E(X)]?, entonces

por lo que

E[X?]

= A o A o
a=0 ’ a=0 ’
AE[X]+ X
A,
Var(X)
BE(XY) — (BIX])? = N4+ X1= )\

A



Apéndice C
Distribucion Binomial

Definicién C.1. Una variable aleatoria tiene una distribucion de proba-
bilidad Binomial con pardmetros n y p si se cumple que:

P{K =k} = (Z)pkq”‘k = <Z)p’“(1 -p)" "

Definicién C.2. En todo anillo conmutativo, cualquiera que sea n € N, se
cumple

o= (v (Vo g =32 (o

p=0
lo cual constitutye el Teorema del Binomio.
Lema C.1. Sea X una variable aleatoria que se distribuye Binomial con
pardmetro n y p, entonces su media y varianza estdn dadas, respectivamente,

por
p=FE[X]=np;, o= Var[X]=np(l—p)=npq.

Demostracion: Se sabe que

n

= Z i ) zzzgj(nﬁi'x),pq (C.1)

z=0 z=0

Dado que = L Y que el término x = 0 se define como cero, reagru-

(1 x
pando los termmos de (C.1)

n_l r—1 n—x
—”PZ n_x)lp q
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tomando y > 0, y = x — 1 se tiene

MH

_npz n_l )'pzlnx:

y por el Teorema del Binomio

<n — 1) ey
y=0
n—1

n—1\ ,_1_ e n—
Z( Y )q( D= (g +p)" =1 =0

y=0

y por tanto p = np.
Por definicion, se tiene que,

o’ =Var[X] = Zx2f(x) —p? = E[X?] — u2.

Calculando E[X?] se obtiene,

n

n! “ n—1)! s
E[X2]:Zx2ﬁpq —anx ( ) P

—~ zlln-uw

Haciendo y =x — 1

n—1 n—1
n—1)! n—1
E[ XY =np y+1 —( pY¢" v =np y+1 < )pyq("_l)_y.
) = Y ) >0 ("
Note que
n—1 n—1
-1 y (n=1)-y _ n—1 y (n—1)—y
(y+1) P'q y P'q
y=0 y=0 Yy
n—1 1
+ (TL )pyq(" 1)—y
y=0 y
= (n—1)p+1

Por consiguiente

E[X?]

Ast que,

=np[(n — 1)p+ 1] = nplnp + 1 — p] = np[np + q] = (np)* + npq.

o? = (np)? + npq — (np)? = npq.



Apéndice D
Distribucion Gama

Debido a que la variable aleatoria continua con distribucion Gama es
elemental en el desarrollo del Capitulo 5, se enuncian algunos resultados de
la misma que pueden ser encontrados mds ampliamente en Canavos (1987),
Grimmett y Welsh (1986) y Hogg (1977).

Definicién D.1. La funcién Gama I'(t) se define por

['(t) :/ e Yy tdy
0

Observacioén:
D) =~y e gy
= (t—1) / N e vy Pdy
= (t— 1)1“& —1).
es decir,
% = (t—1). (D.1)

De (D.1) y dado que T'(1) = [ e *dz =1 se cumple que

I'(n)=(n—1)! (D.2)
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Definicién D.2. Una variable aleatoria X se distribuye Gama con pardme-
tros a y 3 si su funcion de densidad estd dada por

B(Ba)*te

flz) = o) x> 0.
Lema D.1. Sea X una variable aleatoria que se distribuye Gama(a, 3), en-
tonces
EX] = %, Var[X] = %, Moda[X] = O‘; !
Demostracion:
EX] = ﬁ/o xBe 7 (Bx)* dx
_ Y [T seg e
= G ), e
~ Tla+1)
- fl(w)
_ ¢
= 5
Por definicién o = Var[X] = E[X?| — [E[X]]?, entonces
B S
E[X? = W/o 22 Be P (Bx)* tdw
_ ; - —Bz «a
= ﬁF(a)/o xfBe ¥ (Bx)dx
— 1 OO a+l_—pzx
7621”(0()/0 B(xB) e Prdx
- Tla+2) (a+DI'(a+1) (a+1)al(a)
- PT(e)  PT(a) B(w)
Pt
— 7

Por lo que

2
Vol - 20— (4) - 5
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Puesto que X se distribuye Gama(a, ), entonces,

()t

f(z) = (o) x> 0.
De lo cual se tiene que
f/(x) = Fﬁ(Z) [(O& — 1)x0‘_26_59” + e_ﬁx(—ﬁ)xa_l]
Bee=B s -
= oy e DA
y (6%
(@) = g o= D60 (o= 1) = 2)a" e

e 3% — (o — 1) e 3] .
Tomando f'(x)=0 se tiene

(Oé o 1>xa—2 — ﬁflfa_l,

por lo que
R 1
5
Al sustituir x = O‘Tgl en f"(x) se tiene
P = 2 @ =2 =17 - (a - Da - 177,

Si f"(x) fuera positiva, implicaria que

[(a —2)(a—1)*"?%—(a— (o — 1)0‘_2]
(a —2)

0
(—1)
-1 > 0

vV vV Vv

pero eso es una contradiccion, por lo que f”(O‘T_l) < 0.
Luego, a partir de que f’(aT_l) =0 y de que f”(aT_l) < 0 se tiene un

mdzimo local en x = QT_I Es decir, la moda de una distribucion Gama

estd dada por

Moda|X] = % a> 1.
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Teorema D.1. Si las variables aleatorias X e Y tienen funciones de den-
sidad fx(x)" y fy(y) conjuntamente continuas e independientes, entonces la
funcion de densidad de X +Y esta dada por

fro@= [ fxo-n)vl)dy pmtodoac R (D3

Demostracion: Ver Grimmett y Welsh (1986). O

Proposiciéon D.1. Sean X e Y wvariables aleatorias que se distribuyen Gama
independientemente con pardmetros (s, \) y (t, \), respectivamente, entonces,
X +Y es una variable aleatoria Gama con pardmetros (s+t, ).

Demostracion: Sean fx(z) y fy(y) las funciones de densidad repectivas
de las variables X e Y.
Por (D.3)

fravia = [ " fxla— ) iv(y)dy.

Por lo tanto

1

fxiv(a) = )T /Oa Ae NN a — )P Ae Y (Ay) dy

O o [ o1t
= keA/(a—y) y'Tldy
0

1
@ ke—)\aas-l-t—l/ (1—2) e lda
0

3 _ _ .
® Ce s s a>0.

a partir de que es una funcion de densidad debe sumar uno y por lo tanto

)\e—)\a()\a)s+t—1

L(s+1t)

Jory(a) = (D.4)

O

“La funcién de densidad es una funcién no negativa, cuya integral, extendida sobre
todo el eje X, es igual a la unidad, es decir, fx(z) >0y ffooo fx(z) =1 para todo x.

* )\s+t

*(1) Donde k = W
(2). Al sustituir y = 2.

* s+t 1 s— —
(3). Donde C = m Jo (L =)ot~ da.
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Teorema D.2. Sean X, X5...X,, wvariables aleatorias que se distribuyen

exponencialmente e independientemente. Entonces X1 + Xo + ... + X, se
distribuye Gama(n, \).

Demostracion: Una variable aleatoria que se distribuye exponencialmen-
te con pardmetro A es una distribucion Gama(1,\). Por lo que, a partir de la
Proposicion D.1 se cumple que Y | X; se distribuye Gama con pardmetros
ny A O






Apéndice E
Funciones o(x)

Definicién E.1. Una funcion f serd o(x) si:

lim @ = 0.
x—0
Ejemplos y contra ejemplos:
1. La funcién f(z) = 2% es o(z) dado que:
2
TG P P )
x—0 2 z—0 2 z—0

2. La funcion f(x) = x no es o(x) dado que:

T ) S TR
z—0 I x—0 z—0

Observacion:
1. Si f() es o(z) y g(-) es o(x), entonces f(-) + g(-) también es o(x). Lo
cual sigue a partir de que:
tim JO 9@ g SO 9@ gy
z—0 e z—0 z—0 @

2. Si f(-) es o(x), entonces g(-) = cf(-) también es o(x). Lo cual se cumple
a partir de que:

T LGN e ) B
z—0 x x—0 X

Por lo tanto cualquier combinacion lineal de funciones que son o(x) es tam-
bién una o(x).
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Apéndice F

Graficas del parametro A
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Figura F.1: Distribucién a priori de A para M (100)1997_1999 comparado con
las distribuciones posterioris de M (100);, i = 1997, 1998, 1999.
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Figura F.2: Distribucién a priori de A para M (150)1997_1999 comparado con
las distribuciones posterioris de M (150);, ¢ = 1997, 1998, 1999.
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Figura F.3: Distribucién a priori de A para M (200)1997_1999 comparado con
las distribuciones posterioris de M (200);, ¢ = 1997, 1998, 1999.
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Figura F.4: Distribucién a priori de A para M (240)1997_1999 comparado con
las distribuciones posterioris de M (240);, i = 1997, 1998, 1999.
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Figura F.5: Distribucién a priori de A para M (100)2000—_2003 comparado con
las distribuciones posterioris de M (100);, ¢ = 2000, 2001, 2002, 2003.
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Figura F.6: Distribucién a priori de A para M (150)2000—2003 comparado con
las distribuciones posterioris de M (150);, i = 2000, 2001, 2002, 2003.
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Figura F.7: Distribucién a priori de A para M (200)2000—2003 comparado con
las distribuciones posterioris de M (200);, i = 2000, 2001, 2002, 2003.
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Figura F.8: Distribucién a priori de A para M (240)2000—2003 comparado con
las distribuciones posterioris de M (240);, i = 2000, 2001, 2002, 2003.
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