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Introduccion

El propdsito de esta tesis es estudiar las principales propiedades del polinomio de Tutte
para generar algoritmos que permitan obtener la expresion analitica para algunas graficas
particulares. Considero que la principal aportacion de esta tesis es la presentacion de
algunas demostraciones de resultados conocidos de manera simplificada, lo que permite
tener un mejor entendimiento de los mismos.

La tesis se desarrolla en 6 capitulos:

En el primer capitulo se dan las definiciones bésicas relativas a las graficas y se presentan
algunas graficas particulares, este es un capitulo introductorio al tema. En el capitulo
dos se define el polinomio de Tutte desde tres puntos de vista, el primero de ellos es a
partir de la definicién del polinomio generador de rango, el segundo es a través de una
relaciéon recursiva en funcion de los polinomios de Tutte de graficas con una arista menos
y el tercer caso es por medio de la relacién que tiene el polinomio de Tutte y los arboles
generadores. En este capitulo también se presentan los principales resultados asociados al
polinomio de Tutte. En el capitulo tres se estudian las configuraciones criticas, el juego de
reparto de fichas y se define el polinomio de nivel asociado a las configuraciones criticas
de una grafica conexa. En el capitulo cuatro se estudia el polinomio de confiabilidad, y
se analiza su relacién con el funcionamiento de una red, como el internet. En el capitulo
cinco se obtiene las formulas para el polinomio de Tutte de algunas familias de graficas.
En el capitulo seis, se en listan nuestras conclusiones.

Confio que esta tesis, sea de facil lectura para los estudiosos interesados en la teoria de
graficas, y en particular en los polinomios relacionados con las graficas.
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Prefacio

Existen distintos polinomios asociados con las redes o gréficas, por ejemplo, el polino-
mio cromatico, el polinomio caracteristico y el polinomio de confiabilidad de una red. El
proposito de este trabajo es estudiar de manera particular el polinomio de Tutte y dos po-
linomios mas que se derivan de este: el polinomio de nivel y el polinomio de confiabilidad
de una red.

El trabajo se centra en el polinomio de Tutte que corresponde a una generalizacién del
polinomio cromético y que fue propuesto por W. T. Tutte en el ano de 1954. Tutte, en un
principio llamé a su polinomio el dicrémata (dichromate) de la grafica G, por el hecho de
estar definido en dos variables x y y, y lo denoté indistintamente como T(z,y) é como
T(G;x,y); en la actualidad, a este polinomio generalmente se le conoce como el polinomio
de Tutte de la grafica G.

De la misma manera como ocurre con el polinomio cromatico, el polinomio de Tutte de
una grafica G, puede ser definido recursivamente mediante los polinomios de Tutte de dos
graficas con una arista menos, generadas por las operaciones de corte y contraccion de
una arista de GG. La principal virtud del polinomio de Tutte es que durante el proceso de
su construccion se pierde mucho menos informacion de la grafica que con el polinomio
cromatico.

El polinomio de Tutte se puede definir para una gréafica o para una estructura mas general
llamada matroide. Este polinomio tiene una diversidad de interpretaciones al evaluarlo a
lo largo de distintas curvas y puntos del plano X x Y. El motivo principal de esta tesis
es explorar algunas de estas interpretaciones, como el polinomio de nivel y el polinomio
de confiabilidad de una red. Aunque el polinomio de nivel surge de un proceso o juego de
reparto de fichas en las graficas, y el polinomio de confiabilidad de una red, corresponde
al calculo de la probabilidad de que todos los nodos de una red se mantengan en contacto,
ambos polinomios corresponden a un polinomio de Tutte evaluado en valores particulares
de z y y.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Definiciones

Los conceptos basicos de la teoria de graficas son extraordinariamente simples y se pueden
aplicar a problemas de muy diferentes dreas. En este capitulo se presentaran las defini-
ciones béasicas de la teoria de graficas para familiarizar al lector con la terminologia y la
notacion utilizada en el estudio del polinomio de Tutte.

Definicién 1.1. Una grdfica G en la clase G es un par ordenado de conjuntos disjuntos
(V,E) donde V = V(G) es un conjunto de puntos, llamados vértices, y E = E(G) es un
conjunto de pares de vértices, llamados aristas.

Una arista {xy} une a los vértices = y y, y se denota por zy. Asi xy y yx es exactamente
la misma arista y los vértices = y y son los vértices extremos de la arista. Si zy € E(G),
entonces x y y son vértices adyacentes o vecinos en (G, y son incidentes con la arista xy.
Dos aristas son adyacentes si tienen exactamente un vértice extremo en comun.

De manera intuitiva, al pensar en una grafica no se piensa en un par ordenado, sino en un
conjunto de vértices unidos por aristas y de manera natural se dibuja una grafica como
una figura en una superficie plana.

Figura 1.1. Una grafica
1
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Es més facil visualizar la grafica compuesta por los vértices V' = {1,2,3,4,5} y las aristas
E ={12,23,24,34,35,45} con un dibujo como el presentado en la figura 1.1.

Definicién 1.2. Dada una grifica G = (V, E), se dice que G' = (V', E') es una subgrdfica
de G, si ' C E y V' CV yescribimos G' C G.

5

VAN

G 1e

La figura muestra una subgréafica G’ de G en la figura 1.1.

Por definicién, una gréafica no contiene lazos, esto es, una arista que une al mismo vértice
rx, ni tampoco contiene aristas multiples o paralelas, esto es, varias aristas que unen a los
mismos vértices. En este trabajo se considera que las graficas pueden contener tanto lazos
como multiaristas, si se quiere especificar que una grafica no tiene ni lazos ni multiaristas
se les denominara como gréaficas simples.

Definicién 1.3. Sea G = (V, E) una grdfica en la clase G, y sea una arista e € E, se
define la operacion de borrado de la arista e en la grdfica G como la grifica G —e =

(V. E —{e}).

Esto significa que G — e es el resultado de borrar la arista e de la gréfica G.

Definicién 1.4. Sea G = (V, E) una grdfica en la clase G, y sea e € E, se define la
operacion de contraccion G /e como la grdfica que se obtiene cuando los vértices incidentes
a e se identifican en un sélo vértice y la arista e desaparece.

Note que si la arista e es un lazo, la operacién de borrado y la operaciéon de contraccion
relativas a esa arista generan la misma grafica, esto es, si e € E es un lazo, entonces
G—e=Gle.

En la siguiente figura se muestra una grafica GG, y las operaciones de borrado y contraccién
de la arista e.
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Definicién 1.5. Una trayectoria es una grafica P de la forma

V(P) = {vg,v1,v9,...,v},  E(P)={vgvy,v1ve,...,u_10}

La siguiente gréafica representa una trayectoria,

VA VN

Definicién 1.6. Una grdfica es conexa si para cada par de vértices distintos {x1,z2}
existe una trayectoria de 1 a xs.

Definicién 1.7. Una componente C de la grifica G es una subgrdifica conexa de G tal que
cualquier otra subgrdfica conexa C' de G es tal que V(C')NV(C) = ¢ o C' es subgrdfica
de C'.

La siguiente gréafica tiene 4 componentes

Definicién 1.8. Sea e € E(G) se dice que e es puente si el nimero de componentes de
G — e es mayor que el numero de componentes de G.

De esta manera si G es una grafica conexa y e es un puente de G, entonces G — € es
disconexa.

1.2. Diferentes Clases de Graficas

Definicién 1.9. Un ciclo es una grdfica W de la forma

V(W) ={vo,v1,v9,...,v},  EW) = {vgvy,viv, ..., 010,000}

La siguiente gréafica representa un ciclo,

N

En particular, una grafica consistente de un vértice y un lazo es un ciclo.
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Definicién 1.10. Un drbol es una grdfica conexa que no tiene ciclos y se denota como
T=(V,E).

La grafica consistente de un tnico vértice es un arbol.

Definicién 1.11. Un bosque es una grdafica F' = (V| E) tal que sus componentes conezxas
son drboles.

La siguiente grafica es un bosque.

NS

Definicién 1.12. Una rueda es una grifica W,, = (V, E) con V- = {vg,v1,09,...,0,} ¥
E = {vgvy, vove, U3, VoUs, ..., Uglp, U1V, VU3, U3V, UgUs, ..., Upn_1Un, UnU1}.

La siguiente figura representa una rueda de nueve vértices.

Definicién 1.13. Una grifica G = (V, E) es bipartita si V =V UVy con Vi # ¢, Vo # ¢
y inVa=o, yE={zy|zeVi y yels}.

La siguiente grafica es bipartita, con |Vi| =2y |V5| =T.

Definicién 1.14. La grifica completa K, = (V, E) es tal que V- = {vy,v9,v3,...,0,}
E={vwv; | v, v; eV y v #v;}

En K, cada pareja de vértices estan unidos por una arista. La siguiente figura representa
la grafica completa de seis vértices,
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Definicién 1.15. La grdfica vacia E, = (V,G) es tal que V = {vy,v9,v3,...,0,} E=¢

La siguiente es una gréfica vacia de 11 vértices,
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Capitulo

El polinomio de Tutte.

2.1. Polinomio Generador de Rango

El polinomio de Tutte es uno de los miembros més conocidos de una pequena familia de
polinomios asociados a una grafica

Existen diferentes maneras de introducir al polinomio de Tutte, aqui comenzaremos con
la forma basada en el polinomio generador de rango.

Definicién 2.1. Dada una grdfica G = (V, E), se define

» k(G) como el nimero de componentes conexos de G.

k(G), y
— VI + k(G)

» 7(G) como el rango de G, dado por r(G) = |V| —

» n(G) como la nulidad de G, dada por n(G) = |E|

Para entender estos conceptos, se muestran algunas graficas con el cdlculo de estos ntime-

k(G) =2 k(G) = k(G) =4
r(G)=5-2=3 r(G) =8 — 3_5 r(G)=10—4=6
n(G)=4—5+2=1|n(G)=5—-8+3=0|n(G)=8-10+4=2
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Definicién 2.2. Sea una grifica G = (V,E) y G' = (V', E') una subgrdfica de G, se dice
que G’ es una subgrdfica generadora de G si V' =V y E' C E.

Dado que una subgrafica generadora de G se puede identificar por medio de sus aristas,
entonces para la subgrafica conexa G’ = (V| F'), con F' C F se utilizara la notacién rg(F'),
ng(F), ko(F) para designar al rango, a la nulidad y al nimero de componentes de esta
subgréfica de G, en particular, rg(E) = r(G), ng(E) = n(Q) v ka(E) = k(G).

Ya estamos en condiciones para definir el concepto de polinomio generador de rango de

una grafica G:

Definicién 2.3. Dada una grifica G = (V, E), se define al polinomio generador de rango
S(G;x,y), como la funcion

S(Gyz,y) = Z g"e (B)—ratl Z ghe(F)=ke(E)yna(F)

FCE(G) FCE(G

Por ejemplo, para la grafica vacia E,, se tiene que k(E,) = |V|, por lo que r(E,) =
n(E,) = 0, entonces por la definicién de polinomio de rango obtenemos S(E,;x,y) = 1.

El enunciado del siguiente teorema se le puede adjudicar a W.T. Tutte en su articulo
seminal “A ring in graph theory” [1], aunque Tutte originalmente no lo expresé en términos
del polinomio generador de rango; sin embargo, el espiritu es el mismo, el invariante
considerado satisface una relacion lineal con el borrado y contracciéon de una arista. La
prueba que aqui se presenta se puede encontrar en Bollobas [2], Brox [3].

Teorema 2.4. Sea G = (V, E) una grifica con e € E. Entonces

(x+1)S(G —e;2,y) si e es un puente,
(

S(G;x,y) = y+ 1)S(G —e;x,y) si e es un lazo,

S(G —ex,y)+ S(G/e;x,y) sie no es puente ni lazo.

Demostracién Observe que el polinomio de rango S(G;z,y) se puede escribir de la
siguiente manera:

S(G7Zl§',y) = SO(G7x>y) + Sl(G;x>y)>

donde
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S$i(Giay) = Y arel® T natrue
FCE—{e}

Ahora se van a obtener formas alternas de escribir los exponentes de estos dos ultimos
polinomios. Primero para Sy(G;x,y), sea e € E(G), entonces

k(B kg_e(F —{e}) —1 si e es un puente
G =
kg_e(E — {e}) en cualquier otro caso
ra—e(E —{e}) + 1 sie es un puente
ra(E) =
ra—e(FE —{e}) en cualquier otro caso

Y para F' C E—{e} la subgrafica generadora de G con aristas en F' es igual a la subgrafica
de G — e con aristas en I, por lo que

ko(F) = ko-o(F);  1a(F) =1c-o(F); nc(F)=ng_(F),

y por consecuencia

ra—e(FE —{e}) —rg_e(F) +1 sieesun puente

ra(E) —re(F) = { (2.1.1)

ra—e(FE —{e}) —rg_c(F) en cualquier otro caso

nG(F) = ne_(F) (2.1.2)

De esta manera se sustituye (2.1) y (2.2) en So(G;z,y)

So(Giayy) = ) areEmrellynett)

FCE—{e}
{ > FcE-{o) gra—eBE—{ehtl=ra—c(Flyna—c(F) i ¢ es un puente,

ZFcE_{e} gre—elB{eh=ra—e(F)yna—c(F) en cualquier otro caso,

{ xS(G —e;x,y) sie esun puente,

S(G —e;x,y) en cualquier otro caso.

Ahora se encuentra una manera alternativa de escribir a S;(G;x,y). Sea e € E(G),
entonces
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ka(E) = kgre(E — {e}),

ra/(E —{e si e es un lazo
TG<E>_{ 61elE — {e})

rg/e(E — {e}) +1 en cualquier otro caso

Y para F' C E — {e} se sigue que:

kg_e(F) —1 sie es un puente

ko(F U{e}) = kg (F) = {

kG—e(F) en cualquier otro caso
y
G/ (F) si e es un lazo
ra(FU{e}) = .
rG/e(F) +1 en cualquier otro caso,
6

ra—e(F)+1 sie esun puente

ra(FU{e}) = {

rG—e(F) en cualquier otro caso

De esta manera se tiene que rg(E) —rg(F U{e}) y ng(F U{e}) en términos de G/e es,

ra(E) —ra(FU{e}) =rge(E —{e}) —rg/e(F) (2.1.3)

nag/e(Fy +1 sieesun lazo
ne(F U {e}) :{ /< E) (2.1.4)

nG/e(F) en cualquier otro caso

y al sustituir (2.3) y (2.4) en S1(G;x,y), se tiene que

Gz, y) = Z xTG<E>_TG<FU{e}>y”G<FU{e}>
FCE—{e}

{ ZFCE—{@} x’"G/e<E—{€}>—Tc/e<F>y"G/e<F>+1 si e es un lazo,

ZFcE_{e} :L”"G/e<E_{e}>TG/6<F>y"G/€<F> en cualquier otro caso,

yS(G/e;x,y) sie esun lazo,
S(G/e;x,y) otro caso.
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Los mismos valores de r¢(E) —rq(F'U{e}) y ng(F U{e}) en términos de la grafica G —e
son:

ra(E) —rg(F U{e}) =rg_(E —{e}) —rg_c(F) (2.1.5)

ng—e(F) si e es un puente
ng(F U{e}) = { (2.1.6)

neg—e(F)+ 1 en cualquier otro caso

y al sustituir (2.5) y (2.6) en S;(G;x,y), se tiene que

S(Giry) = 3 aroBretrull notrue)
FCE—{e}

{ chE_{e} gre—elB-leh=re—e(Flyna—e(F) & ¢ es un puente,

Y FCE—{e} gre—e{B—{elra—c{Fyna—c(F)+1 op cualquier otro caso,

{ S(G —e;x,y) sieesun puente,

yS(G —e;z,y) en cualquier otro caso.
Finalmente, al sumar So(G;z,y) v S1(G;x,y) se tiene que

para e puente:

S(Giz,y) = So(Gi 2, y)+51(Gs 2, y) = 2S(G—e;2,y)+5(G—e€; 2, y) = (142)S(G—e; 2, y)

para e lazo, se tiene que G — e = G/e, y:

S(Gix,y) = So(G;x,y)+51(Gsx,y) = S(G—e;x,y)+yS(G/e;x,y) = (14+y)S(G—e; 2, y)

y para e ni puente ni lazo:
S(G;x,y) = So(Gsz,y) + S1(G;x,y) = S(G—e;2,y) + S(Gle; x,y)

y queda demostrado el teorema. O

El siguiente teorema también es debido a W.T. Tutte [1], la prueba que damos es propia.

Teorema 2.5. Sea G = (V, E) una grdfica, el polinomio generador de rango de G es
1gual al producto de los polinomios generadores de rango de cada una de las componentes
conezas de la grdfica.
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Demostracién La demostracion se hace por induccién sobre el niimero de componentes
conexos de la gréfica.

Para el caso kg(E) = 1 el resultado es trivial. Sea kg(E) = 2, entonces existen dos
subgréficas conexas Gy = (Vi, E1) y Go = (Va, Es), tales que E = EyUE,, V=V UV, y
ViNVy = ¢; asi para cualquier subconjunto F' C E se tiene que ' = FyUF; con Fy C F,
y Fy C Es, por lo que k(F) = k(Fy) + k(Fy) y |F| = |F1 U Fy| = |Fi| + | Fz|; entonces,

G T y Z x ’r‘G yTLG<F> — Z x’r‘G<E1UE2>—Tg<F1UF2>ynG<F1UF2>
FCE F1CE1;F2CE2
— Z 761 B +7Gy (F2) =6y (F1) =16y (F2) ynay (Fi)+nay (F2)

F1CE1;F2CE»

_ Z xTG1<E1>_7“G1<F1>ynG1<Fl> Z G2 (B2)—Tay <F2>ynG2<F2>
FiCE; FCE>
= 5(Gr;2,y)5(Ga; 2, y)
Entonces el teorema se cumple para kg(E) = 2. Ahora suponemos que el teorema se
cumple para kg(E) = n y se demuestra que se cumple para kg(F) =n + 1.
Sea G con componentes conexas

Gi=(,E)y,Gy= Vo, Es), ..., Gor1 = (Voy1, Eng1); asi para cualquier subconjunto
de aristas ' C E se tiene que F' = U} F; U F,,4; con F; C E;.

S(G:z,y) Z g (E)=ra(Fyna(F) Z eI By —ra (U], Fl)y (UM )
FCE(G F;CE;i=1,...,(n+1)
_ E : Im;z:lci(U?:lEi>+rcn+1<En+1>—m;¢:1gi<U?:1Fi>—rcn+1<Fn+1>ynug:1c;i<U§’:1Fi>+ncn+1<Fn+1>

FyCE;i=1,...,(n+1)

§ : i, 6 Vi =1 Bi)=run_ G(U?lez‘>y”uyzlci<U?:1Fi> E : ern+1<E7L+1>_7‘Gn+1<Fn+1>ynGn+1<Fn+1>

L FCU v E Frni1CEp+1

= S(UyzleG z, y)S(GnH; x, y)

por el axioma de induccion, se tiene que para la grafica U ;G; se satisface el teorema,
por lo que

Entonces se concluye que el teorema se satisface para cualquier grafica. O
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Teorema 2.6. Sea G = (V, E) una grdfica conexa con m subgrdificas Gy = (V1, E1), ...,
Gm = (Vin, En) tales que E;NE; = ¢ y ViNV; ={vo} para toda i # j, entonces

S(Gyx,y) = S(Gr;2,y)S(Ga; 2, y)S (G332, y) ... S(Gi , y)

Demostraciéon Como F = FyUFE,U...UE,, todo subconjunto de aristas F' C E se puede
escribir como la unién disjunta de subconjuntos de F;, F; C E;; F'= FL U F, U ... F,
entonces kg(F) = kg, (F1) + kg, (Fs) + ...+ kg, (Fn), ra(F) = rg, (F1) +ra, (Fy) + ...+
ra,, (Fm) v ng(F) = ng, (F1) + ng,(F2) + ... + ng,, (F), de aqui se sigue de manera
semejante a la demostracion del teorema anterior. O

2.2. Definicion y propiedades del polinomio de Tutte.

Definiciéon 2.7. Dada una grdfica G se define el polinomio de Tutte como

Ta(w,y) = S(Gra—Ly—1)= Y (x—1)eEred 1),
FCE(G)

Tutte usaba la notacion T'(G; z,y) para el dicromata, ahora se utiliza indistintamente las
formas

T(Gixy) =T =T(G) = Ta(x,y).

Dado que el polinomio de Tutte es una transformacién del polinomio generador de rango,
satisface la relaciéon de recurrencia,

xTo_e si e es un puente,
To =< yYlg_. si e es un lazo,
Tg—c +Tgse sieno es puente ni lazo.
Como ejemplo, se va a desarrollar el polinomio de Tutte para la siguiente grafica, primero

utilizando la definicién de el polinomio generador de rango y luego utilizando la relacion
de recurrencia.

La gréfica es:
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Esta grafica tiene 64 diferentes subconjuntos de aristas F' € G. Estas subgraficas se
presentan de acuerdo al niimero de aristas.

k(F)=1
| HF) =4 r(E)=r(F) =0
Primer subgrafica con |E| = |F| =6 n(F) =2

El término (z — 1)"®)=") (y — 1)"F) aportado al polinomio de Tutte por esta subgrafica
es

(y—1)2:y2—2y+1.

Subgréficas de G con |F| =5 son 6,

5 con
AN P N PN N
=3
y n(F) =2

Los términos (z— 1)) =) (y — 1)) aportados al polinomio de Tutte por estas subgrafi-
cas son

Sy—1)+ (@ —1)(y—1)?=ay®> -2y +2 —y*+ Ty — 6.

Subgraficas de G con |F| =4 son 15,
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AN

S

<(
"

]

Y
2

<

1o
e

)
YaN
|
ZaN

7 con

k(F) =2
r(F)=3
n(F) =1

8 con

k(F)=1
r(F)=4
n(F)=0

Los términos (z—1)"F) ") (y —1)"(F) aportados al polinomio de Tutte por estas subgrafi-

cas son

Te—1)(y—1)+8=Tey —Tx — Ty + 15

Subgraficas de G con |F| = 3 son 20,

ﬂ .

N

y

T

AN

Y

*—=0

It

2dndl

A\
|
<,

£
|
)

/>

>

yd
/

N /PW\

18 con
r(F)=3
n(F)=0

2 con
r(F)=2
n(F)=1
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Los términos (z— 1) )= (y — 1)) aportados al polinomio de Tutte por estas subgrafi-
cas son

18(x — 1) + 2(x — 1)*(y — 1) = 22y — 4oy + 2y — 22% + 222 — 20.

Subgraficas de G con |F| =2 son 15,

I N R

AN
//

T.//.

o
e

Los términos (z— 1))~ (y —1)"F) aportados al polinomio de Tutte por estas subgrafi-
cas son

15(x — 1)? = 152 — 30z + 15.

Subgraficas de G con |F| =1 son 6,

S R P e

I n(F) =0

Los términos (z—1)"F) ") (y — 1)) aportados al polinomio de Tutte por estas subgrafi-

cas son

6(z —1)° = 62° — 182% + 18z — 6.
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Ultima subgrafica, |F| = 0

e |Ek(F)=5
r(F)=0
n(F)=0

El término (z — 1)"®)=7F)(y — 1)"F) aportado al polinomio de Tutte por esta subgrafica

€s

(x—1)*=2* —42® + 62° — 4o + 1.

El polinomio de Tutte es la suma de cada una de estas contribuciones, entonces

T(Gx,y) = Z (2 — 1)rE=rE) (y — 1)E) = gt 2% 2% 4 222y + wy + 1y

FCE(G)

Ahora se va a encontrar el polinomio de Tutte para la misma grafica, usando la relacién

recursiva.
T(] == T1 + T2
Tl = Z’Tg
T =T34+ T,
Ty =1Ts + Tk
Ty = yTs

€5 €6
€3 €2
€1
7N
e
e
€3 €2 63@ €2
€1 €1
€4
€4
e3 9 €3|| €2
€1 €1
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e3 e9 €3|| €2

T5 = .CL’T7 e1

e
T6:T7+T8 X %\

T7 = ZL’Tg €2 €9
Ty = yTIo e e
\(\ 'V

Ty = 2Ty 61[
T10 - 1
"]

Asi, se tiene que
s =22 y Tyg=uay
w Ty=2% y Teg=2*+uy.
s i=2+22+ay v Ty = 2%y + ay’

Ty=z'4+22+2%y vy Toh=2%+2%+ 2y + 2%y + 2y

Ty = x* + 22° + 22%y + 2% + 2y + 2y* = T(Gixy).

Los dos procesos dan el mismo polinomio.

2.3. El polinomio de Tutte y los arboles generadores.

En esta seccion se presenta la definicion original del polinomio de Tutte, y se demos-
trard que coincide con la definicién dada en la seccion anterior. Debido a que se conocen
las propiedades bésicas del polinomio de Tutte, sera mucho mas sencillo hacer su presen-
tacion.

Dado que el polinomio generador de rango es igual al producto de los polinomios genera-
dores de rango de las componentes conexas, es suficiente estudiar el polinomio de Tutte
de una grafica conexa.

Definicién 2.8. Dada una grifica coneza G = (V, E) se dice que el darbol T es un drbol
generador de G si V(T) =V y E(T) C E.

La siguiente figura muestra todos los arboles generadores de la grafica G que tiene 5
vértices y 6 aristas.
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Definicién 2.9. Dada una grdfica conexa G = (V, E) se define al conjunto de los drboles
generadores de G como

T(G)={T=(V,F)|FCE y T es un drbol}

Definicién 2.10. Dada una grdfica conexa G = (V, E) con un orden total establecido en
E = {e1,eq,...,en}, esto es e; <. e; sii < j; y dado T un drbol generador de G, se
define el corte fundamental de e; € E(T) como:

Ur(e;) ={e; € E(G) : (T —{e;}) U{e;} es un arbol}

€3 €2 €3 €2

G T

Por ejemplo, para el arbol generador 7" de la gréfica GG, los subconjuntos de corte de las
aristas, ej, eg, €3 y €5 son

Ur(e1) ={ei}; Ur(ez) = {ea,eq,e5};  Ur(es) = {es,eq,e5} y Ur(es) = {es, e}

Definicién 2.11. Sea G una grdfica conexa y considérese un orden total sobre su conjunto
de aristas. Sea T un drbol generador de G, entonces para e; € E(G) — E(T), se define el

ciclo fundamental de e;, Zr(e;) como el conjunto de aristas que forman el unico ciclo en
la subgrdfica T U {e;}.

Por ejemplo, para el mismo arbol generador 7' de la grafica G de la figura anterior, las
aristas que completan un ciclo son e4 y €5, las cuales son:

ZT(€4) = {62, 63,6’4} ) ZT(es) = {62, 63765766}
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€3 €2 €3 €2 €3 €2 €3 €2

€1 €1 €1 €1

Definicién 2.12. Sea T un drbol generador de una grdfica conexa G, se dice que una
arista e; € E(T) es internamente activa (de T, con respecto al ordenamiento de las aristas
de G) si e; es la arista mds pequena del corte fundamental que define.

En la grafica del ejemplo anterior, donde los subconjuntos de corte son

UT(€1) = {61}; UT(€2) = {62, €4, 65}; UT(€3) = {63764765} Yy UT(€6) = {65766}7
se puede ver que e, e5 v e3 son aristas internamente activas, y eg no lo es.

Definicién 2.13. Sea T un drbol generador de una grdfica conera G, se dice que una
arista e; € E(G) — E(T) es externamente activa (de T, con respecto al ordenamiento de
las aristas de G) si e; es la arista mds pequenia del ciclo fundamental que completa.

En el ejemplo anteriormente descrito donde los ciclos definidos son

Zr(es) ={ez e3,eat y  Zr(es) = {e2, €3, €5, €6}
se tiene que ni e4 ni ey tiene actividad externa, porque en los ciclos que cierran, la arista
mas pequena es €.

Decimos que un arbol generador tiene actividad interna ¢ y actividad externa j si hay
precisamente ¢ aristas internamente activas y j aristas externamente activas.

El siguiente teorema también es debido a Tutte y puede ser encontrado en [4] que es la

continuacién que Tutte hizo de su trabajo en [1].

Teorema 2.14. Sea G una grdfica conexa con un ordenamiento total en sus aristas.
FEscribimos  t;; al nimero de drboles generadores con actividad interna i y actividad
externa j. Entonces el polinomio de Tutte de G es,

Te(z,y) = Ztijxiyj-
.3

Obsérvese que, t;; = t;;(G) no depende del ordenamiento de las aristas, depende sdlo de
la grifica G.
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Antes de hacer la demostracién encontraremos el polinomio de Tutte usando la férmula

> tijr'y’ para la grafica del ejemplo.

€3 €2 €3 €2 €3 €3

€1 €1 €1 €1

Ur(e1) = {e1}

Ur(es) = {e2,es}

Ur(e1) = {e1}

Ur(e2) = {ez2,e4,e5}

Ur(e1) = {e1}
Ur(e3) = {e2,e3}
Ur(eq) = {e2,e4,e6}

Ur(es) = {es5,e6}

Ur(ez) = {e3,ea,e5} Ur(eq) = {e2,e4,e5}

Ur(eg) = {e5,e6} Ur(es) = {e5,e6}

Zr(es) = {e2,e3,e4} Zr(e2) = {ez,e3,eal  Zr(ez) = {e2,e3,ea}

Zr(es) = {ez2,e3,es5,e6}  Zr(es) ={es,es5,e6}t  Zr(es) = {es,e5,€e6}

actividad interna=3 actividad interna=1 actividad interna=2

actividad externa=0 actividad externa=1 actividad externa=1

€6 €y €5 €6 €5

€2 €2 €3

€1 €1 €1

Ur(er) ={e1} Ur(e1) = {e1} Ur(e1) = {e1}

Ur(e2) = {e2,e3} Ur(e2) = {e2,e3} Ur(e3) = {e2,e3}

Ur(eq) = {e3,ea,e5}  Ur(eq) = {e3,eq,¢e6} Ur(es) ={e2,eq,e5}

Ur(eg) = {es5,e6} Ur(es) = {e5,e6} Ur(es) = {e2,eq,e6}

Zr(e3) = {e2,e3,eat  Zr(ez) = {ez,e3,e4}  Zr(e2) = {e2,e3,e5,¢e6}

Zr(es) = {ea,e5,e6}  Zr(eg) = {ea,e5,e6} Zr(eq) = {ea,e5,€6}

actividad interna=2 actividad interna=3 actividad interna=1

actividad externa=0 actividad externa=0 actividad externa=2

€1

Ur(e1) = {e1}
Ur(e2) = {e2,e4,e6}
Ur(e3) = {e3,ea,e6}

Ur(es) = {e5,e6}
Zr(ea) = {e2,e3,ea}
Zr(ee) = {ea,e5,e6}
actividad interna=4

actividad externa=0

€6

€2

€1

Ur(e1) = {e1}
Ur(e2) = {e2,e3}
Ur(es) = {es,ea,e5}
Ur(eg) = {e3,ea,e6}
Zr(e3) = {e2,e3,¢e5,€e6}
Zr(ea) = {ea,e5, €6}
actividad interna=2

actividad externa=1

De esta manera se tiene que los valores de t;; diferentes de cero para esta grafica son:
tiy =1, t1o =1,19 =1, tyy = 2, t3g = 2 y tyo = 1, por lo que el polinomio de Tutte por

el resultado presentado en el teorema es

Z tyr'y = zy + 2y + 2 + 22°%y + 22° + 2!

,J

Demostracion La demostracion se hara por induccién sobre m el nimero de aristas de

una grafica conexa.

Considere primero la grafica vacia F; que tiene un tnico vértice, por lo que T' = Fj es el
unico arbol generador de E; y como no tiene aristas, su actividad interna y su actividad
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externa son cero, de donde se sigue que hay un tnico término ¢;; diferente de cero, tog = 1,
R gy p—
entonces Y, t;;x'y’ = 1.

Por otro lado, se sabe que el polinomio de Tutte de la grafica F; es
T(E17 Zlf,y) = 1a

por lo que el resultado ZU tijr'y? = T(G;z,y) se satisface para m = 0.

Ahora suponemos que el resultado se cumple para todas las graficas conexas con a lo més
m arista, m > 0. Entonces se supone que para cualquier grafica conexa con m aristas el
resultado se satisface, y a partir de esto se demostrara que también se satisface el resultado
para las graficas conexas con m + 1 aristas.

Considere una grafica conexa G = (V, E), con m + 1 aristas m > 0 y con un orden dado
a sus aristas, E(G) = {e1,€a,...,€m,€mi1}-

Se consideraran las tres posibilidades para e, .

CASO 1. e, 11 es un puente. La arista e,, 11 estd en todos los arboles generadores de G.
De esta manera e,, 1, es internamente activa en todos los arboles generadores de G, pues
su corte fundamental es Ur(ey11) = {€my1} y como e,, 1 siempre pertenece a un arbol,
entonces no es externamente activa en ninguno de los arboles generadores de G. Ademas,
si T' es un arbol generador de GG, entonces T'/e,, 11 es un arbol generador de G/e,,11 y la
actividad externa de T es igual a la actividad externa de T'/e,, 11, mientras que la actividad
interna de 7" es igual a la actividad interna de T'/e,,+1 +1, esto es t;41; = t7;, donde ;41
es el numero de arboles generadores de GG con actividad interna i + 1 y actividad externa
J y ti; es el nimero de arboles generadores de G /em+1 que tienen actividad interna i y
actividad externa j.

Por otra parte, con base en el teorema 2.5 se sigue que para G; y G las dos componentes
conexas de G, T(G — epa1;x,y) = T(Gy;x,y)T(Gy; x,y), v por el teorema 2.6 se sigue
que T(G/ems1;z,y) = T(Gr;2,y)T(Go;z,y): lo que implica que por ser e, puente,
entonces T(G — ey11;2,y) = T(G/epmi1;x,y) y como G/e, 1 es una grafica conexa con
m aristas, por hipdtesis de induccién se sigue que el resultado se satisface para esta grafica
y por consiguiente

T(G/ems1; v, y) = thjxiyj
i,J
Ahora considere la suma
Z ti-‘rl,jxi—i—lyj = Z t;"]x7«+1yj =z Z t:,jxlyj = $T(G/€m+1; z, y) = T(G7 x, y)7
,J ,J ,J

esto tltimo porque T(G;z,y) = 2T(G — epyi1;2,y), con lo que queda demostrado el
teorema cuando e,,; es un puente.
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CASO 2. e,,11 es un lazo.

Entonces por la definicién de polinomio de Tutte se tiene que
T(G;z,y) = yT(G — ems1; 2, y)

y dado que G —e,,11 = G’ es una gréafica conexa con m aristas, por hipétesis de induccién
se sigue que el resultado se satisface para esta grafica, y

T(Gizy) = yT(Ga,y) =y Y _ta'y
,J
donde t}; es el nimero de drboles generadores de G — €,,11 que tienen actividad interna i
y actividad externa j.

Como e,,+1 es un lazo, entonces esta arista no esta en ninguno de los arboles generadores
de G y el tnico ciclo que forma parte es el formado por ella misma, por consecuencia, un
arbol generador de G es de la forma T'=T" donde T” es un arbol generador de G — e, 1,
entonces Ur(e;) = Uri(e;) y Zp(e;) = Zpi(e;) parai =1,2.3,....my Zr(emi1) = {€m+1},
por lo tanto, e,,11 es externamente activa en todos los arboles generadores de G y en

consecuencia t; ; = t7;_;, de aqui se sigue que

Ztml’ y = Zt Pty = th Lar'y T =y T (G = emys 1,y) = T(Gs 2, y)
con lo que queda demostrado el teorema cuando e,, 1 es un lazo.

CASO 3. e,,11 no es ni puente ni lazo de G.

Entonces por la definicion de polinomio de Tutte, se sigue que,
T(Giz,y) =T(G = emy1; 2, y) + T(G/emir; 2,y)

y dado que G — €,,41 y G/ey1 son graficas de m aristas, por hipétesis de induccién, en
estas gréaficas se satisface el resultado y entonces,

T(G;x,y) Zt”z y’ +Zt;k]*xly

donde }; es el niimero de drboles generadores de G — €41 con actividad interna i y
actividad externa j, y t;7 es el ntimero de drboles generadores de G'/e,,41 con actividad
interna 7 y actividad externa j.

Sea T un arbol generador de GG, existen dos casos:

1. ems1 &€ E(T).
En este caso T también es un arbol generador de G — e,,11. Se va a probar que la
actividad interna y externa de 7" en GG es la misma que en G — €,,, 1.
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Considere que e; € E(T'), entonces el corte fundamental de e; en G es
Ur(ej) ={e; € E(G)| (T'—{e;}) U{e;} es un darbol}

y el corte fundamental de e; en G — €41 €s

Ur(e;) ={e; € E(G —emt1)| (T'—{e;}) U{e;} es un arbol}

Se puede ver que Ur(e;) = Us(ej) o Ur(ej) = Us(ej) U {€mt1}, en ambos casos la
actividad interna de 7" es la misma en G que en G — €,,11.

Considere e; € E(T), recordemos que el ciclo fundamental de e; es el tnico ciclo
de la subgréfica 7' U {e;}, si e; # enq1 entonces el conjunto Z(e;) es el mismo
en Gy que en G — €y,41; sl e; = epy41 entonces en el tnico ciclo de la subgréfica
T U {ems1}, ems1 no es la arista mas pequena, por lo tanto no es externamente
activa. Se probd que la actividad interna y externa del arbol T es igual en G y en
G — emt1

- Em+1 S E(T)

En este caso T'/e,, 11 es un arbol generador de G/e,, 11, se va a probar que la actividad
externa e interna de 7" en G es la misma que T'/€,,11 en G /e, 1.

Considere que e; € E(T) con j # m + 1 entonces el corte fundamental de e; en G
es

Ur(ej) ={e; € E(G)| (T'—{e;}) U{e;} esun darbol}

y el corte fundamental de e; en G/ep,41 €s

Urfenor(e3) = {; € B(Gfems) | (T/emsr — {e;}) U{er} s un drbol}.

entonces se sigue que Ur(e;) = Urye,.,, (€;). Ahora vemos el caso cuando j =m +1

Ur(ems1) ={e; € E(G)| (T —{ems1}) U{e;} es un arbol}

ya que e,, 11 no es puente en el conjunto Ur(e,,+1) hay al menos otra arista diferente,
por lo tanto, e,,;1 no es internamente activa. Se concluye que la actividad interna
de T es la misma que T'/e, 1.

Considere e; ¢ E(T'), entonces el ciclo fundamental de e; es el unico ciclo de la
subgrafica T'U {e; }, que a la vez es el tnico ciclo de la subgréfica 17'/e,,1 U {e;}.
Observe que el vértice e,,41 no afecta si es o no externamente activa la arista e;,
por lo tanto, se concluye que la actividad interna de 7" es la misma que T'/€,,11.

s : 4% *ok
De aqui se sigue que t;; = t;; +t;;, entonces

thjxy —Zt KR —i—Zt**xz T(G;z,y)
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Esto completa la demostracion O

En este capitulo se definio el polinomio de Tutte a partir del polinomio generador de rango
y se mostré que esta definicién equivale a la definicién del polinomio de Tutte a través
de los arboles generadores de una gréafica conexa. En el préoximo capitulo se revisara el
polinomio de Tutte a partir del juego denominado reparto de fichas para una gréfica
conexa.
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Capitulo 3

Reparto de fichas

En 1986, Joel Spencer [6] estudié el siguiente problema: Dado k € Ny {vy,...,v,}
n vectores en R™ tales que ||vi]lee < 1, para 1 < i < n, jexisten eq,es,...,€,, con
e; € {—1,1} para 1 <i < n tales que || Y1, €;vi]|oo < knt/2?

En su respuesta se utilizo un juego de balanceo. Se comienza con un montoncito de N
fichas en el centro de una trayectoria larga. En el primer movimiento se pasan [/N/2]
fichas a la derecha y [N/2] fichas a la izquierda. En cada siguiente movimiento se pasa a
la izquierda y a la derecha el mayor entero de la mitad de las fichas en cada montoncito
que se formé6 en el movimiento anterior, y asi se continua. Més tarde, Anderson et. al.
en [7] modifican el juego iniciando con un nimero arbitrario de montoncitos de fichas, y
moviendo una ficha a la izquierda o a la derecha en cada movimiento.

En 1991, Bjorner, Lovasz y Shor [8] estudiaron la generalizacién natural de este juego a
una grafica simple. Se colocan algunas fichas en cada vértice de G se dice que un vértice
estd listo si tiene al menos tantas fichas como su grado; cuando un vértice esta listo, éste
puede repartir una particula a cada uno de sus vértices vecinos. Lo que puede provocar
que otro vértice esté listo, y asi consecutivamente. Este juego fue llamado “chip firing
game” (el juego de reparto de fichas). El interés estaba en la distribucién final de las
fichas después de varios movimientos con las reglas mencionadas.

En el mismo tiempo del estudio de Spencer, se tiene el trabajo de Bak, Tang y Wie-
senfeld [9] y el de Dhar [10]. En [9] ellos introducen la nocién de fenémeno critico
auto-organizado. Esta nocion tiene como modelo las pilas de arena abelianas que fueron
introducidas por Dhar [10]. El juego de reparto de fichas y el modelo abeliano de pilas de
arena, bajo ciertas restricciones, representan el mismo proceso, lo que resulta interesante
dado que fueron propuestos de manera independiente y por razones diferentes.

Fue Norman Biggs [11] quien relacion6 el juego de reparto de fichas y el modelo abeliano
de pilas de arena. En este juego también se tiene una grafica GG, pero ahora se tiene a g,
un vértice especial. Las reglas de este nuevo juego son semejantes a las anteriores excepto
para q. El vértice ¢ tiene un débito de fichas igual al nimero de fichas de la gréafica y ¢
estd listo s6lo cuando todos los otros vértices no lo estan. Entonces ¢ puede repartir fichas
hasta que algin otro vértice esté listo. La ultima regla asegura un juego infinito. En [11],

27
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el juego es llamado el juego del dolar, y son usados dolares en lugar de fichas. El vértice
q juega el papel de gobernante y todo el juego es una simulacion de la economia. En esta
seccion se denotara a este juego como reparto de fichas.

3.1. Configuraciones criticas

Definicién 3.1. Dado un vértice v de la grifica G; v € V(G), el grado de v es igual al
numero de aristas incidentes a v y se denota por d(v).

Por ejemplo, en la siguiente gréfica se tiene que

d(vy) =1, d(vy) =3, d(vs) =3, d(vy) =2, d(vs) =5.

Vg

v3

U2

G U1

Observe que en un lazo, sus dos extremos son incidentes al mismo vértice, por tal razén
un lazo se cuenta como dos en el grado del vértice incidente, como el vértice vs de la
grafica anterior.

Definicién 3.2. Dado un par de vértices u y v de la grdfica G; u, v € V(G), se define
como grado de u y v al numero de aristas incidentes tanto a u como a v y se denota por

d(u,v) = {uwv|uv € E(G)}.

Se puede ver que
dw)=" Y d(u,v)+2d(v,v)
weV (G)—{v}
Definicién 3.3. Dada una grdfica G, 6(G) es el minimo y A(G) es el mdzimo grado de
los vértices de G.

En la grafica anterior se tiene que 6(G) =1y A(G) = 5.

Dada una grafica conexa G y un vértice fijo ¢ € V(G), el juego de reparto de fichas
considera que cada vértice v € V(@) distinto de ¢ tiene asociadas un nimero no negativo
de fichas s(v), y cuando s(v) > d(v) el vértice v puede repartir una ficha a los vértices
que estan al otro extremo de las aristas incidentes a v. El vértice ¢ tiene asociadas s(q) =
-3, £q s(v) fichas y ¢ s6lo puede repartir una ficha a los vértices que estan al otro extremo
de las aristas incidentes cuando ningin otro vértice esté en posibilidades de repartir fichas.

Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra una secuencia de las distintas configuraciones
de la grafica después de una reparticion sucesiva de fichas con las reglas establecidas.
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4 2 0 1 2
(*(17) 5 (*qﬁ) 3 (*5) 4 (*;1) L (*(17) )
1 1 1 2 3
1 2 3 4 5)
0 0 0 0 0
0 1 1 1
(*qﬁ) 3 (*5) o (*;1) 1 (*;1) 1
3 4 1 2
6 7 8 9
0 0 1 0

En las tres primeras configuraciones de esta figura, se encuentra un vértice distinto a ¢
que puede repartir; en la configuracién 4, el tnico vértice que puede repartir es ¢ y en
esta secuencia se llega a la configuracién 9, que es igual a la configuracién 4, por lo que
la serie de configuraciones de la 4 a la 9 se estaran repitiendo indefinidamente.

También se puede observar que a partir de la configuracion 4, cada vértice de la gréfica
reparte una vez, por lo que existen 5 configuraciones diferentes en la secuencia del reparto
de fichas. Estos hechos son resultados generales que en lo que sigue se establecen y prueban
formalmente.

Definicién 3.4. Una configuracion s es una funcion cuyo dominio es V(G) y cuyo codo-
minio son los numeros enteros, s:V(G) — Z, tal que

s(v) >0 VveV(G) —{q}

s(a) =~ s(v)

v#q

Se dice que v # ¢ estd cargado en una configuracién s si s(v) > d(v) y cuando v
esta cargado en s puede repartir una ficha a los vértices que se encuentran en el extremo
opuesto de cada arista incidente a él, generando una nueva configuracion s’ definida por

s(u) + d(u,v) siu# v
s'(u) =
s(u) —d(u) + 2d(u,u) siu=wv
Al reparto de fichas desde v se denota por s 2—s’ y se dice que v dispara.

Definicién 3.5. Si en una configuracion s todo vértice v # q se tiene que s(v) < d(v),
entonces s es una configuracion estable.

En una configuracién estable el tinico vértice que puede repartir una ficha a sus vértices
vecinos es q.
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Definicién 3.6. Dada una configuracion s, decimos que una Sucesion vy, Vs, ..., Up €S
q-legal para s st vy estd cargado en s, vy estd cargado en la configuracion obtenida de s
luego que vy repartiera, y asi sucesivamente hasta vy.

7

Dado que el vértice ¢ puede repartir fichas cuando ningtin otro puede hacerlo, entonces una
sucesion g-legal puede continuar indefinidamente, y como el nimero de configuraciones
estables es finita, entonces habra configuraciones s, que sean recurrentes, esto es, hay una
sucesion finita g-legal de reparticiones que empiezan y terminan con s.

Definiciéon 3.7. Una configuracion s es critica si es ambas, estable y recurrente.

El conjunto de configuraciones criticas lo denotaremos por O(G, q).

Teorema 3.8. Dada una configuracion critica s € ©(G,q) de la grifica G, existe una
sucesion q-legal en la cual cada vértice reparte exactamente una vez.

Demostracion Sea s una configuracién critica, y sea ¢, vy, vo v3 ..., U, ¢ Una sucesion
g-legal que origina las configuraciones:

S = S —4 S1 —n S9o —v2 S3... — k-1 Sk — Uk 8k+1 = Sp,

lo que afirma el teorema es que en esta sucesiéon cada uno de los vértices de V' (G), reparten
una y solo una vez.

La demostracion se hace por reduccion al absurdo, y primero se prueba que todos los
vértices de G deben estar al menos una vez en la sucesion g¢-legal.

Supoéngase que existe v € V(G) — {q} tal que no se encuentra en la sucesién g-legal de s,
esto es, v no repartié ninguna vez y que en la tiltima configuracion tiene el mismo ntimero
de fichas que en la primera configuracion, esto es, sp11(v) = so(v); de aqui se infiere que
ninguno de los vértices vecinos de v repartieron, porque de haberlo hecho v tendria al
menos una ficha mas en si, 1. Esto implica que a su vez, tampoco los vértices vecinos de
los vecinos de v repartieron, y como la grafica es conexa, se llega a la conclusion de que
ningin vértice repartio, lo que es contradictorio porque al menos ¢ repartié y existe una
trayectoria que une a los vértices v y ¢, entonces v debe estar en la sucesién ¢-legal.

Ahora, se prueba por reduccién al absurdo que en la sucesién g legal g = vo(s), wvi(s),
va(s), ..., vr(s), todos los vértice son diferentes y por lo tanto k debe ser igual a n — 1.

Suponga que en la sucesion g-legal el vértice v € V(G) — {q} es tal que v = v;(s) = v;(s)
con 1 <i<j<k ylosvértices vy(s)=q, vi(s), va(s), ..., vj_1(s) son todos diferentes,
entonces so(v) < d(v), s;(v) > d(v) vy s;(v) > d(v).

En la configuracion s; ya repartieron los vértices ¢, ... v;_1(s), por lo que el nimero de
fichas en el vértice v es igual a s;(v) = s(v)+d(v, q)+. . .+d(v,v;—1(s)). En la configuracién
Si+1, después que v reparte el nimero de fichas que tiene v es

si+1(v) = s(v) + d(v,q) + d(v,v1(s)) + ... + d(v,v;_1(s)) — d(v) + 2d(v,v)
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y en la configuracién s;, después que v;11, ..., v;_; reparten, el numero de fichas que tiene
el vértice v es:

s;(v) = s(v) + (d(v,q) + d(v,v1) + ...+ d(v,vj_1) + 2d(v,v)) — d(v) < s(v) < d(v)

- -

<0
con lo que se concluye que si vy(s) = ¢, vi(s), va(s), ..., vj_1(s) son diferentes, no es
posible que en s; el vértice v pueda repartir nuevamente porque no se encuentra cargado,
con lo que queda demostrado el teorema. O]

3.2. Arboles generadores y configuraciones criticas.
Las configuraciones criticas de la grafica conexa G tienen relacién directa con los arboles
generadores y con el polinomio de Tutte.

Teorema 3.9. Dada una configuracion critica s, existe una sucesion q-legal, ¢ = vo(s),
v1(8), ..., vo_1(8), que define un ordenamiento <, en V(G), y un drbol generador Ty de

G.

Demostraciéon Dada una configuraciéon critica s se va a obtener el ordenamiento de los
vértices <, y un arbol generador 7.

Se establece un orden <, en el conjunto de vértices V(G), dado por
q = V1 <y U2 =y U3 <y ... <y Up,
donde n = |V(G)].

Sea sp = s, y sea §1 la configuracion que resulta luego que ¢ = vy(s) reparte.

De manera recursiva para ¢ =1,2,...,n — 1 se sigue el siguiente procedimiento:

= Se elige como v;(s) para que reparta en la configuracién s; al minimo vértice que
esta cargado en la configuraciéon s;, de acuerdo al orden <,,.

» Sea s;41 la configuracién que resulta luego que v;(s) reparte.

Como s es una configuracién critica, la sucesion vy(s), v1(s), ..., v,-1(s), contiene a todos
los vértices en V(G), y resulta ser una sucesion g-legal. Esta sucesién g¢-legal define un
orden en los vértices de G' que se denota como <.

Se dice que un vértice v es cargado por v;_1(s), si v no esta cargado en la configuracién
s;_1 y esta cargado en la configuracion s;. Y se definen los conjuntos

Vi = {v|v es cargado por v;(s)}

Ahora considere los arboles definidos como:
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» T es el arbol con un solo vértice, el vértice ¢, Ty = {q},

m Parait=1,...,n — 1 se tiene que T; es el arbol

T,=Ti—1 U (Vicy, {vici(s)z| = € Viy})

Debido a que s es una configuracién critica, entonces cada vértice diferente de ¢,
solo puede ser cargado una sola vez, por lo que hay entre ¢ y cualquier vértice v una
Unica trayectoria, y resulta que T; es efectivamente un arbol.

= Finalmente, observe que T,_; = T,,, contiene todos los vértices de GG, con lo que se
prueba que T,, es un arbol generador de G, el cual lo denotamos por T. ([l

Teorema 3.10. Sea T un drbol generador de la grafica conexa G, entonces T define una
configuracion critica st y un ordenamiento de los vértices <r.

Demostraciéon Dado el drbol generador 1" de la grafica conexa G se va a construir una
configuracion critica sy y un ordenamiento de los vértices <p. Considérese el orden <,
anteriormente mencionado sobre el conjunto de vértices V(G)

q =V <y Vg <y U3 <y ... =<y Un,

donde n = |V(G)].

Si n = 1, entonces el tinico arbol generador de G es Ty = {¢} y la unica configuracién
posible es s7, (q) = 0, se satisface el teorema para n = 1.

Considérese ahora que n > 1y sea T un arbol generador de G y uy = ¢, entonces

» Vo ={v|vug € E(T)}, Vy es no vacio y q & Vp, ademads si v € Vo = d(v,ug) > 0.

= Sea u; = min{v € Vj}; entonces el conjunto Vi = {v|vu; € E(T)} es no vacio,
contiene a ug y Vo N Vy = ¢. Por ser T un arbol generador de G, el conjunto
Vo UVp — {ug, u1} es vacio sélo sin =2y parav € V; = d(v,u;) > 0.

» Cuando n > 2 se elije al vector uy = min{v € Vo UV} — {ug,u1}} y el conjunto
Vo ={v|vuy € E(T)} es tal que |VoN{ug,u1}| =1y (Vo —{ug,ui})N(Vouly) = ¢.
Ademids Vo U V3 U Vo — {ug, u1,us} es vacio sélo si n = 3 y cuando v € Vo =

d(v,us) > 0.
= Se continua este proceso recursivamente mientras u;;;lovk —{ug, ..., ui_1} # ¢ para
1=3,4,...,n—1; dado el vértice

u; = min{v € UL;%Vk —{uo, - ui—1}}
el conjunto,
Vi=Av]|vu; € E(T)},

es tal que |‘/z N {Uo, NP ,ui_l}\ = 1, (‘/z — {UO, “ee ,Ui_1}> N (UZ_:IOVk) = ¢ y siv e ‘/z
entonces d(v,u;) > 0
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De esta manera, en la sucesion ug, ..., u,_1 se encuentran una vez todos los vértice de
V(G) y se puede definir la configuracién sy dada por

. dv) =S5 _gd(v,u) si veVi—{ug,...,u;}, i=1,...,n—1
ST(U) =
= D g ST(W), si v=gq

esta configuracion es estable porque si v € V; entonces d(v,u;) > 0 y por lo tanto cuando
v # q se tiene que sp(v) < d(v), entonces el Gnico vértice que puede disparar en st es ug.

Sea s; la configuracién que resulta luego que ug reparte, entonces para v # ug se tiene
que s1(v) = sr(v) + d(v,up); esto implica que si v € Vj entonces v es cargado por uy,
porque s1(v) = d(v) y si v € Vi — {up} entonces s;(v) = d(v) — d(v,uy). Dado que
u; = min{v € Vj}, entonces u; puede repartir en s;.

Recursivamente, para n > ¢ > 2 suponga que s; es la configuracion que resulta después
que o, ..., u;—1 ya dispararon en ese orden, entonces para v € {ug,uy,...,u;—1} se tiene
que s;(v) = sp(v) + > o d(v,w;); y para v € V; — {ug, ..., u;} se sigue que s;(v) = d(v)
lo que implica que v es cargado por u; y que los vértices en U, _,Vi, — {uq, ..., u;} estén
cargados en s;, y dado que u; = min{v € U,_ Vi — {uo,...,u;}}, entonces w; puede
repartir en s;. Finalmente, al llegar a la configuracién s, todos los vértices en V(G) ya
dispararon una tinica vez, por lo tanto al final cada vértice en V(G) recibié >, d(v, u)
fichas de los otros vértices y entregé la misma cantidad de fichas cuando le tocé disparar,
por lo tanto s, (v) = sy(v) con lo que se concluye que s es una configuracién recurrente
y Ug, .- ., U,_1 forman una sucesion g-legal que define un orden en los vértices de G' que
se denota como <r. ]

La demostracién del teorema anterior es debida a N.Biggs y P. Winkler y estd en [24].
Sin embargo, la demostracion original usa un orden particular para los vértices. Primero
se da un orden arbitrario a las aristas y con este orden se ordenan lexicograficamente las
trayectorias que parten de q. Con este orden lexicografico se pueden ordenar los vértices
de la grafica conexa. Decidimos evitar este paso para mostrar que el orden que importa
es el de los vértices, y para graficas simples obtenemos el mismo resultado de [24]. Es
solo para el caso de las graficas con aristas paralelas que se necesita establecer un orden
en las aristas y sin el cual la correspondencia entre arboles generadores y configuraciones
criticas no esta totalmente determinado. Esto lo hacemos a continuacion, en un resultado
que no esta en el trabajo de Biggs y Winkler, pero que explica mejor qué es lo que pasa
con la biyeccién en el caso de que haya aristas paralelas.

Observe la siguiente gréafica, en ella se efectia el procedimiento para encontrar la confi-
guraciéon sr y la sucesion g-legal asociado al drbol generador T, siguiendo los pasos en la
demostracion del teorema anterior.
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v4

v3

v2

La configuracién st es

ule%

U2€V1—Vb—{uo}

ug € Vi — Vo — {uo}

ug € Vo= VoUW

u3

=
=
=
=

v2

u2
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Vo ={vlvge E(T)} Vi={v|vu € E(T)}
Vo ={v|vuy € E(T)} Vs=A{v]|vus € E(T)}
Vi =A{v|vuy € E(T)}

‘/():{Uf)} = U =V; = ‘/IZ{Q7U27U3}
VouVi —{q,u1} = {va, 03} = up =0y

= ‘/2:{@47115}7
VouViU Ve —{q,ur,us} = {vs, va}

= uz=v3 = V3={uvs}
VouViuVaU Vs —{q,u1,uz,us} = {vsa}

= Ug = Vg4 = ‘/21:{1)2}
VouViuVoUVsUVy —{q,ui,ug, us,us} = { }.

ST(U4) = d(U4) — d(U4, U()) — d(U4, Ul) — d(U4, Ug) = 0

Los dos teoremas anteriores dicen que existe una relacién entre las configuraciones criticas
de Gy los arboles generadores de GG; sin embargo, el texto de los dos teoremas no garantiza
que esa relacién sea biyectiva. Si una grafica conexa tiene multiaristas, existe més de una
configuracion critica asociada a un mismo arbol generador de GG, como se puede observar
en el siguiente ejemplo.

Considere la siguiente grafica conexa con 4 vértices y una multiarista. El grado de los
vértices es d(q) = 3, d(vy) = 3, d(v3) =3 y d(vy) = 1. En la misma figura se dibujaron
3 de sus arboles generadores.

En esta grafica se presenta sp,, la configuracién
critica asociada a T}, obtenida de acuerdo a la
construccion en la demostracion del teorema 3.10.
En este caso, el drbol generador T}, coincide con
T y ésta es la uinica configuracién critica asociada

U3

Uy

(%

al arbol generador T} .
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Para el arbol generador 75 existen dos configura-
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ciones criticas que satisfacen la ecuacion T, = T5,
s /

estas configuraciones son sp, v STy mostradas en

las dos gréficas de al lado. La razon de que existan

dos configuraciones criticas relacionadas al mismo

arbol generador es porque G tiene una multiarista

/
STQ

0

que forma parte del arbol generador.

Para obtener todos los arboles generadores, se deben distinguir las aristas paralelas de G.
Por ejemplo, en la grafica del ejemplo anterior se obtienen 5 arboles generadores cuando

se distinguen las aristas de G.

€ €1 €1
q q q q
64@ €5 €4 €5 €4 €5
€3 €3 €3 €3
G T T, T;
q s q s
€4 €5
e e
T, Ty

e —2) —3)
q g o | § !
G T, T
0 0

De esta manera, si se puede establecer una biyeccién entre las configuraciones criticas y

los arboles generadores de G.

Proposicién 3.11. Sean G una grdfica conexa, T' un drbol generador de G, st y ug, - -

-y Un—1

la configuracion critica asociada a T y la sucesion q-legal de acuerdo a la construccion de
la demostracion del teorema 3.10; entonces una configuracion s* de G que satisface la

desigualdad

s7(v) < sh(v) < sp(v) +d(v,u) =1 si v eV — U \Vi, para 0<i<n-—1

es una configuracion critica y la sucesion
Up—1 = Vp_1(ST) €s q-legal para s*.

Uy = U(](ST), U1 = ’U1(8T>, Ug = ’UQ(ST), ce ey
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Demostracién

Suponga que sk es una configuracion critica, que la sucesion ug, uy, . .. u,—1 €s g-legal, que
los vértices en V; — {uo, ..., u;_1} son cargados por u;; sea s; la configuracién que resulta
luego que wp, ..., u;—1 ya dispararon entonces s;(v) = sp(v) + S Ld(v,u) < d(v) y
Sit1(v) = s5(v) + > 4o d(v,uy) > d(v) cuando v € V; —{uy, ..., u;_1}, lo que implica que

[y

71—

d(v) =Y d(v,w) < sp(v) < d(v) = > d(v, ur)

0

B
Il

con lo que queda demostrada la proposicion .

Se pudo ver que las tnicas configuraciones criticas para las cuales ug, u1, ..., U,_1 son
¢-legales son de la forma de s} definida en esta ultima demostracién.

Teorema 3.12. Dada G = (V, E) una grdfica coneza existe una biyeccion entre el con-
Junto de configuraciones criticas ©(G, q) y el conjunto de drboles generadores Y(G).

Demostracion
Considere un orden total en E(G) dado por ey, ..., e, tal que si i < j entonces e; <. €;.
ParacadaT = (V, F') € T(G) se obtiene la sucesién de vértices uy, . . . , u,—1 y los conjuntos

Vo, ..., V1 tales que

= ug=q, Vo={v|uw e ET)};

= u; = min{v € U Vi —{uo,...,ui1}} v Vi={v|uw e B(T)}sii=1,...,n—1.

Si e = uv es tal que e € E(G), entonces el conjunto
By = {6 € E(G) | €= 'lL'U} = {euv(0)> cee euv(d(u,v)—l)}a

donde eyy0) <e - -+ <e Cuv(d(u,w)—1), €8 1O vacio.

La transformacién ¥ : T(G) — O(G, q) tal que a cada arbol generador T = (V, F') €
T(G) se le asigna la configuracion

d(v) — ZZ:O dv,up) +75 st veV,—A{ug,...,ui1}
SF(,U) = y F ﬁ Euiv = {eulv(])}
- Zvyﬁq SF(U) S1v ;é q
que es una configuracién critica porque satisface la proposicion 3.11 pues cuando v €
Vi —{uo, -, ui1}

—_

71—

d(v) =Y d(v,w) < dw) =Y dv,u) +j < d(v) =D d(v, u)
k=0

k=0 0

B
Il
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= s7(v) <sp(v) < sp(v) +d(v,u;) — 1
ya que —d(u;,v) < —j < —1.
Se debe probar que ¥ es una transformacion inyectiva y suprayectiva.
(a) ¥ es inyectiva:
Dado T} = (F1,V) y Ty = (F3,V) dos arboles generadores de G tales que Fy # Fj, se

encuentran las sucesiones de vértices u; y u; y los conjuntos V; y V.*, i =0,...,n—1 tales
que

= ug=us=q, Vo={vluwe i} Vy={v|uw € I3}
= u; = min{v € Uj_(Vi — {uo,...,uia}}t y Vi={v|uwe Fi}sii=1,...,n—1.

» wf =min{v e UV — {ug,...,ul )} vy Vi={v|uve R}sii=1,....,n—1.

)

Observe que si Vo = V', entonces necesariamente u; = uj, y en general si Vo = Vj, ...,
Vio1 = V¥, entonces necesariamente w; = uj, ..., Uji—1 = U/ { ¥ U; = u;.

Siexiste j =min{k |V, =V, —1<i<k—-1vy Vp#V'} donde V_; =V* = {up},
entonces sin pérdida de generalidad se puede encontrar v € V; — {uo,...,u;j_1} tal que
v & V¥ —{uo,...,u;_1} entonces por construccién u; carga a v en sp,, pero u; no carga
a v en sg, por lo que sp (v) > sg,(v), por lo tanto sp, # Sg,.

En el caso que V; = V;* para todo ¢ = 0,...,n — 1, se satisface que uv € F} si y sélo si
uv € Fy y debido a que F; # Fy, entonces alguna uv € F) es una multiaristas. por lo tanto
existe 0 < i < n—1 tal que parav € V; —{ug, ..., u;—1} se tiene que F1NE, ., # FoNE,,,
entonces si  F1 N Eyy = {euwi)} ¥ F2 N Euw = {euww(s)} se concluye que j; # ja, ¥
como sg, (V) =d(v) = > _odv,w;) + 51 ¥ sm(v) =d(v) = _,d(v,u;) + jo; por lo que
Sk 7A SFy-

(b) W es suprayectiva:

Dada una configuracién critica s € ©(G, q) y la sucesién g-legal de s dada por ug = ¢,
u; = min{v | v estd cargado en s;}, i =1,...,n — 1. Considérese el conjunto

Fy = {eun(d(v, 1) = j) € Eugo | j = d(v) = s(v) = 1 y v es cargado por ug}
y en general para ¢ =1,...,n — 1, se tiene los conjuntos

E == {euiv<d(vvui) - .]) € EUW

j=d(w)—s;_1(v) — 1y v es cargado por u;}

entonces por el teorema 3.9, se sigue que el conjunto Fy es tal que la subgrafica T' = (V, Fy)
es un arbol generador de G y se demuestra que ¥ es suprayectiva.

Finalmente, se concluye que a cada T'= (V, F') € T(G) le corresponde una configuracién
critica sp € O(G, q) y esta asociacion es biyectiva. O

Para ejemplificar estos resultados observe la siguiente grafica de 5 vértices y 6 aristas,
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3.3. El nivel y la actividad externa.

Existe un resultado interesante que relaciona al nimero de fichas de las configuraciones
criticas y los polinomios de Tutte, para llegar a este resultado primero se daran algunas
definiciones.

Definiciéon 3.13. El nivel de una configuracion critica estd dado por

nivel(s) = d(q) + Z s(vi) — |E(G)|

vieV(G)—{q}

Definicién 3.14. Dada una grdfica conexa G, el polinomio que enumera la distribucion
de las configuraciones criticas de acuerdo con su nivel es

R(G, y) _ Z ynivel(s)

s€0(G,q)

La relacién de este polinomio con el polinomio de Tutte estd dada por el siguiente teorema,

Teorema 3.15. Para una grdfica conexa G se tiene que

R(G,y) =T(G;1,y).
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De este teorema se desprende que para una grafica conexa G, existen tantas configuracio-
nes criticas de nivel j como arboles generadores de actividad externa j.

Se van a presentar dos formas para demostrar este teorema, la primera es aplicando el
método de induccién matematica, la segunda demostracién es a través de una interesante
construccion de los arboles generadores y la asociaciéon de estos con las configuraciones
criticas conocida como transversales.

El teorema anterior ha recibido al menos tres pruebas diferentes. La primera estd en [26]
(y corresponde a la primera demostracién que damos) la més reciente se encuentra en
[27] v [28] (y corresponde la que presentamos a continuaciéon), finalmente hay una tercera
debida a M. Chari que no ha sido publicada [25].

Demostracién 1
La demostracion se hace por induccién matemaética sobre el nimero de aristas, m = |E(G)|
Para ello, primero se prueba que la relacién

R(Gy)= Y " =T(G;1,y)
s€O(G,q)

se satisface para las graficas conexas con m = 1.

Si la grafica es conexa y tiene solamente una arista e;, entonces esta arista, o es puente o
es lazo.

= Si ey, es lazo, entonces V(G) = {q}, y el nivel de la tnica configuracién critica es
nivel(s) =d(q) — |E(G)|=2—-1=1.

Por lo que R(G,y) = y; mientras que el polinomio de Tutte es T(G;z,y) = v,
entonces se cumple que R(G,y) = T(G; 1,y)

» Si eg, es puente, entonces |V(G)| =2 y V(G) = {q, v1}, y la tnica configuracién
critica de G es s(vy) = 0, entonces el nivel de esta configuracién es:

nivel(s) = d(q) + s(v1) — |E(G)| =1 +0—1 = 0.

Por lo que R(G,y) = 1; mientras que el polinomio de Tutte es T(G;z,y) = =,
entonces se cumple que R(G,y) = T(G;1,y)

queda probada la propuesta para m =1

Ahora se supone que la propuesta se satisface para todas las gréaficas conexas con m < k
y a partir de esto se va a probar que la propuesta se satisface para las graficas conexas
conm=k+ 1.

Sea GG una grafica conexa con m = k + 1 aristas numeradas de 1 a m de acuerdo a un
orden total, ey, es, ..., €,,. Sea e € E(G) incidente al vértice ¢ € V(G), entonces e puede
estar en cualquiera de los 3 casos siguientes:
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CASO 1: e es un lazo.

Entonces e = qq, dg(q) = dg—_e(q) + 2 y ninguna particula es repartida desde ¢ a otro
vértice distinto a través de e, por lo que cualquier configuracién critica s de la gréafica G,
es también una configuracion critica de la grafica G — e vy,

nivela(s) = da(q) + 22,4, 5(v) — [E(G)
= doe(q) +24 2,4, 5(0) = ([E(G —e)[+1)
= da-—o(q) + 2rg s(v) — [E(G —€)| + 1

= nivelg_.(s) +1
Entonces el polinomio

R(G, y> _ Z ynivelg(s) _ Z ymvelg,e(s)—l—l _ yR(G —e, y)

s€O(G,q) s€0(G—eq)

Pero la grafica G — e tiene m = k aristas, por lo tanto para este polinomio se satisface la
relaciéon

R(G - 6ay) = T(G — € 1>y)7

y por las propiedades del polinomio de Tutte, cuando e es un lazo, se concluye que

CASO 2: e es un puente.

Entonces existe u € V(G) — {q} tal que e = qu. Sea T un drbol generador de G, sin
pérdida de generalidad se supone que uy y © = u; en la sucesion g-legal de syp.

Por ser e puente G — e tiene dos componentes conexas, G — e = G; U (G, sin pérdida de
generalidad se supone que ¢ € V(G1) y u € V(Gs) y se puede ver que en G, los vértices
en V(G1) — {q} no disparan a los vértices en V(G5) y viceversa, entonces s’ € ©(G1,q) y
s" € O(Ga,u) siy sdlo si la configuracién

s'(v) si veV(Gy) —q
s(v) = s"(v) si veV(Gy) —u

dv)—1 st v=u

Z#q s(v) si v=gq

estd en O(G, q).
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Ahora obsérvese que
nivelg(s) = da(q) + 22,4, 5(v) — [E]
= da(@) + 2 evian -1 SW) + 2vev@a)—fuy S(v) + s(u) — | E|
= dg(q) + ZUEV(Gl)—{q} s(v) + Zvev(Gz)_{u} s(v) +dg(u) — 1
—|E(Gy)| - [E(G2)| -1

= da(q) — 1+ ZUEV(Gl)—{q} s(v) — [E(G1)]
dee(Q)
+dg(u) — 1+ s(v) — |E(G
G( )() ZUEV(GQ)—{U,} ( ) | ( 2)|
dag—_e(u

= nivelg, (') + nivelg, (s")

El polinomio de nivel de G es

R(G, y) — Zse®(G,q) ynivel(s)

nivel(s’)+nivel(s")

Zs’E@(Gl,q); s"€O(Ga,u) Y
nivel (s’ nivel (s"
Zs’é@(Gl,q) yrivel )Zs”e@(Gw) yrivels")

= R(G1,y)R(G2,y)

y como |E(Gy)|, |E(Gs2)| < k, por hipétesis de induccién R(G1,y) = T(Gy;1,y) vy
R(Ga,y) = T(Ga;1,y) de donde se sigue que

R(Ga y) = T(G17 ]-7 y)T(G27 ]-7 y)>
por el teorema 2.5 y la definicién de polinomio de Tutte se sigue que

por lo tanto se concluye que

R(G,y) =T(G;1,y)

CASO 3: e no es ni puente ni lazo.

Entonces existe u € V(G) — {q} tal que e = ugq, y sin pérdida de generalidad se supone
que u=1u;ye=e.

Dado T un arbol generador de G, puede ser que e € T o e & T
(a) eeT
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Entonces T'/e es arbol generador de G/e. Sea ¢ el vértice que resulta luego que e se
contrae, entonces dg/.(q') = d(q) + d(u) — 2. La configuracién sr/. € ©(G/e, q’) si y sélo
si s € O(G, ¢') donde

s'(v) si v#u, v#£g
s(v)=1¢ dv)—1 si v=u
Z#q s(v) si v=gq
Observe que s = st es la configuracién asociada con T', ya que E(T)NE,, = {e1} y ademds

para v € V(G)—{q, u} se tiene que s} (v) = s7,,(v)+d(¢',v) = spr)(v)+d(v, q)+d(v,u) =
so(v), de aqui se sigue que s| = sy y en general s, | =s; parai =2,...,n— 1.

Ahora obsérvese que
nivelg(s) = da(q) + X2,2, s(v) — |E]|
+ 2 ev (@) —{gmy (V) + s(u) — |E]
+ D vev(@)—fguy S(v) +d(u) =1 — |E(G/e)| — 1

= dgye(q) + ZUEV(G/e)—{q’} s'(v) — |E(G/e)]

= nivelge(s’)

(b) egT
Entonces T es drbol generador de G—e y dg_c(q,u) = da(q,u)—1 vy dg_e(v,w) = dg(v, w)
en otro caso.

Como e ¢ E(T) en la configuracién sy € O(G, q), el vértice u no es cargado por ug = ¢q

= Sea u; el vértice que carga au, i =1,...,n — 1, entonces
st(u) = da(u) —da(u,ug) —. .. —dg(u,u;) +j = (dg—e(u) + 1) — (dg—e(u, ug) + 1)—
oo —dg_e(u,u;) + j
=dg_o(u) —dg_c(u,ug) — ... —dg_c(u,u;) +J

donde 1 < j < dg(u,u;) = dg_e(u, u;)

s Para v € {q,u} que es cargado por uy = ¢ se tiene que
st(v) = dg(v) — da(v,up) + j = dg—e(v) — dg—e(v,up) + J
donde 1 < j < dg(v,up) = dg—e(v, up),
s Para v € {q,u}, que son cargados por u;, i =1, ..., n — 1 se tiene que
st(v) = dg(v) —dg(v,ug) — ... —dg(v,u;) + j = dg—e(v) — dg_e(v, ug)—
coo—dg_e(vug) + 7
donde 1 < j < dg(v,u;) = dg_e(v, u;)
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De aqui se puede ver que sp € O(G — e, q), y el nivel de s es:

nivelg(s) = da(q) +>_,.,5(v) — |E|
= (da—e(q) + 1) + X ev(g-eo -1y 5(v) = (|E(G —€)[ +1)
= do—e(0) + XievG-e)—{g 5(V) = |E(G —¢)]
= nivelg_.(s)
De (a) y de (b) se sigue que cuando e no es puente ni lazo nivelg(sr) = nivelg/e(sr/e)
cuando e € Ty nivelg(st) = nivelg_.(sr—.) cuando e € T'. Por lo tanto,

R(G7 y) — ZSGG(G,q) ynivel(s) — Zse@(G/e,q) ynivel(s) 4 ZSEQ(G—e,q) ym'vel(s)

= R(G/e,y)+ R(G —e,y)

Pero tanto la grafica G/e como la grafica G — e tienen m = k aristas, por lo tanto con
estos polinomios se satisfacen las relaciones

R(Gle,y) =T(G/e;1y) v R(G—ey)=T(G—e1,y),

y cuando e no es un puente ni lazo, T(G;x,y) = T(G/e;z,y) + T(G — e; ,y) se concluye
que

R(G.y) =T(G;1,y),
queda probado el teorema. []

Corolario 3.16. El numero de configuraciones criticas de nivel j es igual al nimero de
arboles generadores de actividad externa j.

Demostracién Se sabe que T(G;x,y) = >, i t;;a'y’ donde t;; es el nimero de drboles
generadores de actividad interna i y actividad externa j, por lo que ). t;; es el ntimero de
arboles con actividad externa j, independiente de la actividad interna que tenga; entonces,

T(G;1y) =Y (O ti)y,
i i
mientras que el polinomio de nivel es

R(G, y) _ Z ymvel(s)

s€O(G,q)

y dado que R(G,y) = T(G; 1,y), al igualar los coeficientes de los dos polinomios se conclu-
ye que el nimero de arboles de actividad externa j es igual al nimero de configuraciones
criticas de j. OJ
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3.4. Trasversales

En esta seccién se incluye otra prueba del resultado principal de la seccién anterior pre-
sentado en el teorema 3.15. La razon de incluir esta prueba es su cercania a los conceptos
que se manejan en Ciencias de la Computacién. En particular es atractivo su uso en la
prueba del Lema 3.25. Ademds esta construcciéon permite extraer una vision mas claras
del papel de las aristas externamente activas de un arbol generador T

Empezaremos por definir el concepto de transversal y probar algunos lemas relacionados.
Definicién 3.17. Dada una grdfica conexa G = (V, E) con un orden total, <., en sus
arista ey, €s, ..., €, una trasversal o es una sucesion de aristas y vértices de G dado

por: o = (01,09,03...,0y5) con N =|V(G)U E(G)|, tal que cada vértice y cada arista
aparece exactamente una vez de acuerdo a la siquiente regla:

(i) Sio; € V(G) —{q}, entonces 0,1 es una arista incidente a o;.

(ii) Sio; € E(G), entonces es la mdzima arista, de acuerdo con el orden <., entre todas
las aristas que no estin en 0<* = {o1,09,...,0;_1} y es incidente a un vértice en

<i

o<

La condicién (i) implica que o7 = ¢. Por ejemplo, la siguiente gréfica con ¢ = a,
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Lema 3.18. Sea o y 7 dos diferentes decrecimiento trasversales, y k el indice minimo tal
que o, # Tx. Entonces oy, y T uno es una arista y el otro un vértice

Demostracién La demostracion se hard por reduccién al absurdo. Sea o<t = {0, : j < i}
el conjunto de elementos que aparecen antes del elemento o; en o, y por la eleccién de k,
se tiene que o<F = 7<% y oy, # 7.

Suponga que oy y T son ambos vértices, entonces por la condicién (i) op_1 = Ti_1 es
una arista incidente a los dos vértices o}, v 7, y ademas es incidente a un tercer vértice
en 0<F = 7<F 1o que es contradictorio pues una arista no puede incidir a tres vértices
diferentes.

Suponga que oy vy T son ambas aristas, entonces por la condicion (i7), oy es la méxima
arista que no esta en 0<* y es incidente a un vértice en o<*, mientras que 7, es la maxima,
arista que no esta en 7<% y es incidente a un vértice en 7<F, pero por la eleccién de k se
tiene que 0<% = 7<% de donde se sigue que necesariamente o, = 73, que es contradictorio,
pues se supone que estos dos elementos son diferentes. [

Definicién 3.19. Denotamos D(G, q) al conjunto de decrecimiento trasversales de G con
q fija.

3.4.1. Decrecimiento trasversal y arboles generadores

Sea ® la funcién la cual transforma la trasversal o de acuerdo a la siguiente regla

(o) = {ok-1: 00 € V(G) = {q}}

Por ejemplo, la transversal

tiene como imagen bajo ® al conjunto

®0) ={®, @, O}

que representa a la subgrafica
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y corresponde a un arbol generador de GG. Este es un resultado general como se puede ver
en el siguiente lema.

Lema 3.20. La transformacion ®(o), antes definida, describe una biyeccion entre el con-
junto de transversales D(G, q) y el conjunto de drboles generadores Y (G)

Demostracién Primero se prueba que para toda transversal o, la gréafica T' = (V, ®(0))
es un arbol generador.

Por construccién la subgrafica (V, ®(0)) es conexa, con |V| — 1 aristas y |V| vértices,
entonces se sigue que ® (o) es un arbol generador y queda probado que la funcién ® tiene
como codominio a YT(G).

Ahora se debe probar que ® es inyectiva y suprayectiva.

= O es inyectiva:

Sea o y 7 dos diferentes trasversales y k el minimo indice tal que o # 7. Sin
pérdida de generalidad el Lema 3.18 indica que o es un vértice y 7, una arista.
Entonces oy,_1 = 7;_1 es una arista de ®(o) porque precede a un vértice, pero no es
una arista de ®(7), por lo tanto ®(c) # O(7).

= O es suprayectiva:

La demostracion es sencilla, primero construimos la transversal del arbol generador
T, la cual es tnica ya que q es fijo. Y después agregamos las restantes aristas de G
de tal manera que se obtenga una transversal de G'y que se mantenga 1" como la
imagen de ®.

Elija la arista
e, = max{e € Ag} con Ay={ee€ E(T)]| e es incidente con vy = ¢}
y forme el conjunto

Dy={ee€ E(G) — E(T)|eesincidente a vy y e <. e}

Si Dy # ¢, entonces sus elementos se ordenan de acuerdo al orden <, quedando
como ep1 <e €02 <e - . <e €04y, donde jo = Dyl y sea vy € V' tal que e = vou;.

Entonces los primeros jy + 3 elementos de o se asignan como:

* . 3 S
q5 €ojos €0jo—1, ---5 €01, €5, U1y S1 Jo >0
oSiotd =
01 =4(¢, 02 =¢€y, 03=Ui; si jo=0
. ) Lk .
De manera recursiva para k = 1,2,...,|V| —1; sea Sy =) . ,j; ¥ se continua

la construccién de la transversal de la siguiente manera:
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Elija la arista ej = max{e € Ax} donde
A, ={e € (B(T) — 0=%-1#2¢+D) | ¢ es incidente con v € {vg, ..., vx}}
y forme el conjunto

Dy = {e € E(G)—o~5s-1#2¢:+) _B(T) | e es incidente av € {vy, ..., vs} ¥V €5, <c €}

Si Dy # ¢, entonces sus elementos se ordenan de acuerdo al orden <, quedando
como egy <c €k <e ... <c €k, donde jp = |Di| y sea vy el otro vértice incidente
de e}; entonces los siguientes j; + 2 elementos de o son:

- €kips Ckjr—1s ---y €kl, €p, Ukt1; St Jp > 0
o SSpt2+2) _ S Spo1t2(k+D)
€y Uk+1; si gp=0

Si terminando este proceso aun quedan aristas que no han sido incluidas en la
transversal, éstas se agregan en orden decreciente al final de la transversal.

Por construccién, (V, ®(o)) = T, y queda probado que ® es una biyeccién. [

Corolario 3.21. Sea ¢ la funcion que transforma el segmento de la transversal o<¢ de
acuerdo a la siguiente regla

or(0*) ={oj1 € 0™ | 0; € V(G) — {q}}

entonces ¢r(o<*) es un subdrbol de ¢(o).

3.4.2. Decrecimiento trasversal y configuraciones criticas

Dada una transversal o, se define la configuracion s, de la siguiente manera: para el
vértice v e V(G) —{q¢} vy v =0,

so(v) =d(v) — |[{e € =" | e es incidente a v}|.

En la configuracion s, el nimero de fichas que tiene cada vértice diferente de ¢ coincide
con su grado menos el numero de aristas incidentes a ese vértice que se encuentran en la
sucesion o antes de él.

Teorema 3.22. Dada la transversal o, la configuracion s, es critica.

Demostracién Por construccién de o, cada vértice v # ¢ esta precedido por una arista
incidente a él, por lo tanto, s,(v) < d(v) — 1 e implica que s, es estable.

Para probar que s, es recurrente, observe que cuando v # ¢y v = o;, ¢ > 1, entonces
si e € 0% es incidente a v el otro vértice incidente a e esta antes que v en o, por lo
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tanto el primer vértice v; # ¢ que aparece en la sucesién o es cargado por ¢, ya que
todas las aristas que unen a ¢ con v; estan antes que v; y le dan las fichas necesarias para
quedar cargado. Esto significa que si q reparte, las fichas que llegan a v; mas las fichas
que ya tiene, son suficientes para quedar cargado. Luego, si v; reparte se tiene que en la
configuracion resultante, el siguiente vértice vy # ¢ en la sucesion o esta cargado, porque
lo cargd ¢q o porque lo cargd vy, y entonces v, puede repartir y reparte. Asi, en general, si
los vértices siguen repartiendo en orden de aparicion en o, el i-ésimo vértice en la sucesion
o estd cargado en la configuracion i-ésima, porque fue cargado por alguno de los vértices
que le preceden, y por lo tanto puede repartir. De esta manera, cada vértice en o reparte
una y sélo una vez, y al final, cada vértice queda con el mismo ntmero de fichas que en
la configuracion inicial, con lo que se demuestra que la configuracién es recurrente.

Se probd que s, es estable y recurrente, por lo tanto es critica [l.

Teorema 3.23. Dada una grdfica conexa G, existe una biyeccion entre el conjunto de
decrecimientos transversales de G, D(G, q) y las configuraciones criticas de G, (G, q).

Demostracion De la construccién de s, y del resultado del Teorema 3.22 se sigue que la
funciéon o — s, asigna a cada transversal una configuracién critica. Es claro que si se tienen
dos transversales distintas, las configuraciones correspondientes seran también distintas,
por lo que la funcién es inyectiva. Sabemos por Lema 3.20 que el niimero de transversales
es igual al de arboles generadores y sabemos del Teorema 3.12 que el niimero de arboles
generadores es igual al nimero de configuraciones criticas, por lo que concluimos que la
asignacion o — s, es también suprayectiva.

3.4.3. La fuerza en el decrecimiento trasversal

Definicién 3.24. Decimos que la arista o; es fuerte en la trasversal o si aparece después
que sus extremos, en otro caso se dice que la arista es débil. La fuerza F (o) de la trasversal
es el numero de aristas fuertes en o.

Dado que cada arista que se agrega a la transversal debe ser incidente a un vértice que
ya estd integrado en la transversal, entonces todo lazo de G aparece en la transversal
después de su unico vértice incidente, por lo que si e es lazo de GG, entonces e es fuerte en
la transversal o.

Para el siguiente lema se denota como ea(F(T')) al numero de aristas externamente activas
en el arbol generador de T

Lema 3.25. Para cualquier trasversal o, una arista es fuerte en o si y solo si es exter-
namente activa en ®(o). Entonces

F(o) =ea(®(0)).

Demostracion. Se debe demostrar la implicacion en los dos sentidos.
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» “<” Si e es externamente activa en ® (o) entonces es fuerte en o

La demostracién se hara por reduccién al absurdo. Sea e* = g; = v*w* una arista
externamente activa en (V, ®(0)) y suponga que en la transversal o la arista e* se
encuentra entre sus dos vértices incidentes; sin pérdida de generalidad suponga que
w* estd antes y v* estd después de e* en la transversal o, esto es v* = o; con 7 < j.
Dado que e* & ¢(0) entonces existe una arista e’ # e* tal que e = 0;_;.

Por construccion se sabe que

<i—1

e"=max{e|ede incidente a un vértice v € e~}

mientras que
¢ =méx{e | e € e~2 incidente a un vértice v € e~7-2}

y como i—1 < j—2 se sigue que € <, e*. Por construccién, el tnico ciclo fundamen-
tal de (V, ®(o))U{e*} corresponde al tinico ciclo fundamental de (V', ®;(o;))U{e"}
con o, , por lo que este ciclo contiene a la arista e’ que es menor que e*, por lo
tanto e* no puede ser una arista externamente activa en (V,®(0)), vy esto es una
contradiccion. Por lo tanto e* debe estar después de sus dos vértices incidentes.

» “=7" Si e es fuerte en o entonces es externamente activa en ®(o):

Dado que e* = 0; = v*w* es una arista fuerte en o, entonces sus dos vértices
incidentes estan antes que ella en la transversal. Sin pérdida de generalidad suponga
que v* = 0; y w* = 0y con j' < j < i; por el corolario del Lema 3.20 se tiene
que ¢;11(0<,,,) es un subdrbol de ¢(o) cuyas aristas son mayores a la arista e,
y contiene a sus vértices incidentes; por lo que el ciclo fundamental que cierra e*
esta conformado por aristas mayores que ella y al ser la minima arista de este ciclo,
se sigue que e* es externamente activa. 0]

Lema 3.26. Para un decrecimiento trasversal o,
F(o) = niwvel(s,).

Demostracién Para el vértice v € V(G) — {q} vy v = 0;, se define el conjunto
F,={e €c~"| e es incidente a v},

de esta construccién se tiene que toda arista e € F), se encuentra entre sus dos vértices
incidentes en la transversal, entonces las aristas en F,, son débiles en o. Por esta razon, si
v # u se sigue que F, N F,, = ¢ y el ntmero de aristas débiles en la transversal es igual
a | Upsq Fol = 32,2, | Fo]- Ademds, se tiene que F(o) + 3, |Fy| = E(G), lo que implica
que 3, [Fv] = E(G) — F(o).
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Por otro lado, por la definicién de s,, se tiene que para el vértice v € V(G) —{q} se sigue
que s,(v) = d(v) — |F,|, entonces el nivel de s, es

nivel(s;) = d(q) + Y, 5.(v) — |E(G)|
= d(q) + X, (d(v) = [F]) = |E(G)]
= Levia) UV) = Xy [ Fo] = [E(G))]
= 2|E(G)| - (E(G) — F(0)) — |E(G)

= F(o)

queda demostrado el lema O]
Ahora ya se estd en condiciones de dar una prueba alternativa del Teorema 3.15.
Demostraciéon Teorema 3.15

Por el Lema 3.26, se sabe que R(G;y) = > coc.y y"ivel®) s igual a > 0eD(Ca) yF)
y por los Lemas 3.20 y 3.25, esta expresion es igual a > ey (g yeT) = > 1y’ Por el
Teorema 2.14 esto es precisamente T'(G; 1, y). O

Los juegos de balanceo fueron desarrollados independientemente de los juegos de reparto
de fichas, como un ejemplo vea [12] [13] [14]. También, han habido una enorme cantidad de
articulos devotos al juego general de reparto de fichas de Bjoner, Lovész y Shor, asi como
a una generalizacion a gréficas dirigidas [15] vea por ejemplo [15] [16] [17] [18] [19] [20].

Hay al menos dos generalizaciones del juego de reparto de fichas. Uno es para graficas
dirigidas. A. Bjorner y L. Lovész introdujeron una extensién natural del juego general de
reparto de fichas para gréaficas directas. Mas recientemente, D.G. Wagner ha considerado
la extension natural correspondiente del juego de reparto de fichas discutido aqui a las
graficas dirigidas fuertemente conexas [21]. Otra posibilidad fue considerada en [22] donde
el juego de reparto de fichas es generalizado a un proceso de reparto de fichas sobre latices y
entonces usadas para dar un juego de fichas para la clase de matroides regulares (Matroides
representables por matrices totalmente unimodulares, vea [23]) el cual contiene la clase
de matroides graficos. Desafortunadamente en ambas aproximaciones, la relaciéon con el
polinomio de Tutte parece estar perdida.



Capitulo 4

Polinomio de Confiabilidad

El polinomio de confiabilidad indica la probabilidad de que en una red, por ejemplo en el
internet, se mantengan comunicados los vértices que estan comunicados en la red. Antes
de entrar al estudio del polinomio de confiabilidad se presenta una breve introduccién a
los conceptos de probabilidad necesarios para demostrar los resultados en este tema.

4.1. Introducciéon a la Probabilidad

4.1.1. Definiciones basicas

Definiciéon 4.1. Desde el punto de vista de la probabilidad, se dice que un experimento,
es todo proceso o accion observable susceptible de repetirse.

Por ejemplo, lanzar un dado o lanzar un volado, es un experimento desde el punto de
vista de la teoria de la probabilidad.

Definicién 4.2. Espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados en un
experimento y se denota por ).

Por ejemplo, si el experimento es lanzar una moneda al aire, el espacio muestral es
Q = {aguila, sol},
el espacio muestral del lanzamiento de un dado es
Q=A{1, 2, 3, 4, 5, 6},
Definicién 4.3. Evento es un subconjunto del espacio muestral.

Definicién 4.4. Dos eventos A y B son mutuamente excluyentes si y solo si AN B = ¢.
Esto significa que si uno de los eventos ocurre, el otro es imposible que ocurra, o bien,
dos eventos son mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir al mismo tiempo.

o1
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Definicién 4.5. El evento imposible es el que no puede ocurrir y se denota con el simbolo
0.

Definicién 4.6. La probabilidad es una medida de la posibilidad que ocurra un evento al
realizar un experimento.

La definicion clasica de probabilidad es:
_#A
= 20

La probabilidad satisface los tres axiomas siguientes

P(A)

1. Para todo evento A, P(A) > 0.
2. P(Q) =1
3. Si Ay, Ay, As, ..., A, son eventos mutuamente excluyentes por pares entonces
P(AJUAU...UA,) =P(A)+ P(Ay) + ...+ P(A,)
Teorema 4.7. Para cualquier evento A, P(A°) =1— P(A)

Demostracién AU A°=Qy AN A° = ®. Entonces P(2) = P(AU A°) = P(A) + P(A°)
= 1, y despejando el valor de P(A°) queda probado el teorema.

Teorema 4.8. P(¢) =0

Demostracién
P¢)=P(Q)=1-P(Q)=1-1=0
4.1.2. Probabilidad Condicional

Definicién 4.9. Dados dos eventos A y B se define la probabilidad condicional de A dado
B como

2008 — ZoE2 i P(B) #0

PATB) =4 si P(B)=0

Practicamente, la probabilidad condicional dado el evento B, corresponde a la probabili-
dad cuando el espacio muestral se restringe a B.

Definicién 4.10. Dos eventos A y B se dice que son independientes si P(A | B) = P(A),
lo que significa que la ocurrencia de B no afecta a la ocurrencia de A y viceversa.

Dos eventos posibles son independientes si y sélo si satisface la relacion.

P(AN B) = P(A)P(B)
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4.2. Definicion del Polinomio de Confiabilidad

Dada una grafica conexa G = (V, E) se genera una subgréfica G, = (V, E,) con E, C E
mediante el siguiente proceso aleatorio: la arista e € E(G) se incluye en E, con probabi-
lidad p y se excluye, con probabilidad ¢ =1 —p, (0 < p < 1). Para cada arista e € E se
definen los eventos:

» A, la arista e es incluida en E,.

» AS: la arista e no es incluida en E,.

La probabilidad asociada a estos eventos es: P(A.) = p, y P(AS) = 1 —p = q. La
inclusién o exclusiéon de una arista en el subconjunto E, es independiente de la inclusién
o exclusién de otra arista. Entonces para dos aristas diferentes e y €’ en E, los eventos A,
y Ao son independientes, esto es P(A. | Ae) = P(A.), y por consecuencia, lo son también
sus respectivos complementos, entonces se satisfacen las siguientes relaciones:

El conjunto potencia de E(G), forma el espacio muestral del experimento de seleccionar

al subconjunto £,
Q=PEG))={F|FC EG)}

De esta manera, G, = (V, E,) es una subgrafica aleatoria de G, e indistintamente se
identificard como G, o como E,.

Suponga que E, = {e1,ea, ..., enp}, esto es, las aristas ej, es,...,€,, seincluyeron en £,
y las aristas ey, 41,€n,42,--.,6€n se excluyeron.

Entonces, la subgréfica (V, E,) equivale al evento

Ep=AqNAy N NA, NAS  NAS L NAS

enp+1 enp+2 €m

y consecuentemente

P(Ey) = P(A,NA, N NA, NAL  NAD ... NAD)
= P(A)P(As,) ... P(A.,, )P(AZ, )P(AZ, ). P(A)

— plEPIqIEI_‘EP‘

Ahora si ya se estd en condiciones de definir el polinomio de confiabilidad.
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Definicién 4.11. Sea la grdfica G = (V, E) y el subconjunto de aristas de G, E, definida
como se hizo antes, con 0 < p < 1, la probabilidad de que la subgrdfica G, = (V, E,) tenga
el mismo nimero de componentes de la grifica G = (V, E), en funcidn de p se conoce

como polinomio de confiabilidad de la grifica G, esto es, el polinomio de confiabilidad de
G es:

El siguiente teorema nos presenta una interesante relacion entre el polinomio de confiabi-
lidad y el polinomio de nivel, y consecuentemente con el polinomio de Tutte.

Teorema 4.12. Sea G = (V, E) y E, definida como antes, con 0 < p < 1, entonces

R(G) = Plr(Ey) = r(G)] = p"Vq"DT5(1,1/q).

Demostraciéon Considerando que el polinomio de Tutte esta definido como

T(Gia,y) = Y (o = 1y OOy - 1)0)

FCE

se tiene que los términos independientes de x —1 son cuando r(G) = r(F), ya que entonces
(x—1)"E)=r(F) = (2 —1)° = 1, y son los tinicos sumandos que no se anulan en el polinomio
de Tutte al sustituir x =1 por lo que:

TGy = Y, (y—1)""

r(F)=r(E)

Por otro lado, si 7(E,) = r(E) entonces

» n(E,) = |E,| —r(E,) = |Ey| —r(E) lo que implica |E,| = n(E,) +r(E)y

= |E| = [Ep| = [E] = n(Ep) — r(E) = n(E) — n(Ep)

De esta manera, si 7(E,) = r(E) la probabilidad que ocurra el evento E, es

P(E,) = pIEplqlEl—\Ep\ — pT’(E)Jrn(Ep)qN(E)—N(Ep)

y de aqui se sigue
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Plr(E,) =r(E)] = ZEpe{F|r(F)=r(E)}P(Ep)

= B e(F|r(F)=r(B)} pr(@Fn(Ep) gn(G)—n(Ep)

_ pr(G)qn(G) ZEPG{F P)—r(B)} pn(Ep)q—n(Ep)

o 7(G) n(G)Z p n(Ep)
— p@yq ByelF | r(F)=r(E)} \ g

_ Oy 1_ )"
= pa r(F)=r(E) \ ¢
= p" D¢ IT(G;1,1/q)

queda demostrado el teorema. O

Corolario 4.13. Sea G = (V, E) y E, definida como antes, con 0 < p < 1, entonces

1 mv—k n T (z,y
P(r(E) = 1(By) + k) = ppr 9=k eres ZTE00) ,

z=1,y=1/q

k=12...,|V|-r(E)

Demostracion

En el polinomio

R B — (I
87:9G7£J€’y) — Z [T([EE)E;) ,,,(}f)F_)]'k]‘ [(I B 1)T(E)—T(F)—k(y . 1)n(F)

FCE

el término que es independiente de (z — 1) es cuando r(E) — r(F') = k, entonces

8kTG(x7 y)

e = Y K- =k > (-1

=1 (E)—r(F)=k r(E)—r(F)=k

Considere los evento Ay = {F' |r(E) = r(F) + k} y cuando E, € Ay se tiene que

» n(E,) = |E,| —r(E,) lo que implica |E,| =n(E,) +7(E) —ky

= B[ = [Ep| = [E] = n(Ep) = r(E) + k = n(E) —n(Ep) + k
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y su probabilidad es P(E,) = p"E)¥n(Ep)=kgn(E)=n(Ep)+k ¢ de aqui
P(E, € Ay) = g ca, P(E))

— ZE A pr(E)—i-n(Ep)—kqn(E)—n(Ep)-i-k
P k

— pT(E)_kqn(E)""k ZEP EAk pn(EP)q_n(EP)

_ o r(B)—k, n(E)+k p\ ")

= PP 25, e (g)

_ r(E)—k, n(E)+k 1 n(Ep)
= p q DB, Ay (g - 1)

_ (G, (G)+k 1 1"(E”)
=D q ZT(G)—T(EP):IC q

— kT (G,
_ pr(G) kq(G)-i-k% gwkr y)

z=1,y=1/q

queda demostrado el teorema. O]

El polinomio de confiabilidad de una grafica completa se puede obtener mediante una
férmula recursiva, para obtener esta férmula se presenta el siguiente lema y el siguiente
teorema.

Lema 4.14. Sea K,, = (V, E) la grdfica completa con n > 2 vértices, y V; C V(K,,) tal
que |Vi| =i y vy € V; siendo vy un vértice fijo, entonces los subconjuntos

= Ay, =A{F CE(K.)| kg, (F) =1}

wm Ay ={F C E(K,)| (Vo_1,F) es conexa}

» Ay, ={FCEK,)| F=FUF; (V,F) esconexaysiuw € F, = u,v ¢V}
parai=n—2n—3,...,2,1

forman una particion del conjunto potencia de las aristas de K,

Demostracién Sea F' C E(K,,) cualquier subconjunto de aristas de la gréafica completa.
Si k(F') =1 entonces F' € Ay,,.

Si k(F') > 1, entonces sean G; = (U;, E;) las componentes conexas de (V, F). Elija como
F} al conjunto de aristas de la componente conexa (U;, F;) tal que vy € U; y construya
el conjunto

Ve, ={v e V(K,)| v esincidente a alguna arista en F}
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sea jo = |V, | entonces como vy € Vg, se tiene que F' C AVFl = AVJ‘o’ y queda demostrado
el lema. 0

Lema 4.15. Dada la grifica completa K, y la particion Ay, , Av,, ..., Ay, de la potencia
de E(K,) definida en el Lema 4.1/, entonces

n—1

) (1 pPIR(K,)

Demostracién Si E, € Ay, , entonces kg, (E,) = 1, lo que implica que r(E,) = r(K,),
entonces
P(E, € Ay,) = P(r(Ey) = r(Ky)) = R(K,),

se satisface el Lema para j = n.

Si B, € Ay, para j = 1,...,n — 1, se tiene que E, = Ej; U E,, tales que Ej, N E,y =
¢, (Vj, Ep1) es una subgrafica conexa, y los vértices incidentes a las aristas de Epy no
pertenecen a V;. Entonces rg;,(Ey1) = 7(K;) y Eps C E(K,_j).

Y como la inclusion, o no, de una arista en E, es independiente de la inclusién, o no, de
las otras aristas, se sigue que

P(Ep S AVj) = P[TKJ-(EP ) = T(Kj)]P(meerjAg)P(EN - E(Kn—j))

donde By, = {uv € E(K,) |ueV; y ve V(K,) -V}

Cada uno de los diferentes términos en la segunda parte de esta ecuacién es:
= Plrg, (F1) = r(Kj)] = R(K;)
= P(Neeny, A2) = [Leep,, P(AT) = (1 - )l = (1= p)/*)
» P(Eyy C E(K,—j)) = P(Ep2 € Qk,_;) = 1.
De aqui se sigue que P(E, € Ay,) = (1 — p)"IR(K;) y finalmente se encuentra que

P(E, € Uy,cv,Ay,) = Y P(E, € Ay))
V;CVy

= 10V, 17, €V - IR
= (11 ) prem,

Queda probado el lema para 1 < j <n — 1. O
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Teorema 4.16. Sea K,, = (V, E) la grdfica completa de n vértices, y E, definida como
antes, con 0 < p < 1, entonces

R(E) =1-3 (|27 ) 0 DR

k=1

Demostracion Por el Lema 4.14 se tiene que las clases de conjuntos Ay, son mutuamente
excluyentes o ajenas y forman una particién de €2, entonces

n

O U oa)=o

=1 \V;CV(Kp)
entonces por el tercer axioma de probabilidad se sigue que

n n

PILIL L] A= X PEean)|=Pe=1

i=1 \V;CV(Ky) i=1 \V;CV(Kp)
Por el lema 4.15 se tiene que

Zn: Y P(E, € Ay) Y ( 7;:11 ) 1—p) " IR(K,) + R(K,) =1

i=1 \V;CV(Kn) i=

y al despejar el término R(K,) se tiene que

Y (B0 ) am e

-1

3

k=1

queda demostrado el teorema. O

En este capitulo se defini6 el polinomio de confiabilidad y se dio una férmula para calcular
este polinomio para la grafica completa. Esto implica poder calcular la probabilidad que
en una red, como el internet, todos los vértices se encuentren conectados.

En el siguiente capitulo se va a encontrar las férmulas para los polinomios de Tutte para
algunas graficas particulares.



Capitulo 5

Polinomio de Tutte de algunas
familias de graficas

En los capitulos anteriores se revisaron las definiciones y algunas propiedades del polino-
mio de Tutte, asi como las de otros polinomios relacionados, como el polinomio de nivel y
el polinomio de contingencia. En este capitulo se va a encontrar el polinomio de Tutte de
algunas graficas particulares; primero se encontrard el polinomio de Tutte de un arbol y
de un ciclo, posteriormente se encuentra el polinomio de Tutte de una rueda y finalmente
se encuentra el polinomio de Tutte de la grafica completa. Adicionalmente se dan también
los polinomios de nivel de las mismas gréaficas. En algunos casos esta formulacion sera re-
lativamente sencilla pero como veremos al transcurrir el capitulo nos encontraremos con
graficas que nos daran férmulas mas complejas.

5.1. Polinomio de Tutte de un arbol

En un arbol con n vértices T,, todas las aristas son puentes, por lo tanto el polinomio de
Tutte de un arbol es

T(Ty;z,y) = 2!

29
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y el polinomio de nivel es

R(G,y) = 1

5.2. Polinomio de Tutte de un ciclo

Si C,, es un ciclo de n vértices, C,, — e es un arbol de n vértices y C, /e es un ciclo de
n — 1 vértices, entonces

T(Cuiz,y) = T(Copsz,y) +T(Th;z,y)

Aplicando el mismo razonamiento se obtiene que

T(Cpiz,y) = T(Cn—ﬁx’y)_'_xn_l
= T(Cpg;z,y) +a" 24+ 2"!
= T(Cyz,y)+z+a>+... +2" % +2"!
= y+at+at . Fa" P!

y el polinomio de nivel es

R(G;y) = y+n—1

5.3. Polinomio de Tutte de una rueda

Una rueda es una grafica W,, = G(V, E) con n vértices y 2(n—1) aristas, V' = {vy, va, ..., v,}
E = {v1vg, 0103, 0104, . . ., U1V, UaU3, V3Vy, VgUs, . . . , Up_1Up, UyUs }. La siguiente figura repre-
senta una rueda de nueve vértices.
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Para la rueda W,,, considere la clase de subconjuntos de sus aristas dada como

C. = {FCFE|vu¢&F},

entonces el polinomio de Tutte de W, se puede escribir como:

T(Wasz,y) = Y ((x—1)ErE g —1)n®)
FcCn
-l—(SL’ . 1)T(E)_7'(FU{’U2'UTL})<y . 1)n(FU{Ugvn}))

La clase C, se puede particionar en cinco clases disjuntas dadas por:

1. Cy, formado por los subconjuntos F' C C, tal que v; vy y v, estdn en una misma
componente de F', por ejemplo los siguientes subconjuntos de Wy estan en C; g:

U1 U1 (G

V9 V9 V9

V2 V2 V2

2. Cy, formado por los subconjuntos F' C C, tal que vy y v, estdn en una misma
componente de F'y v; en una componente distinta, esta clase sélo tiene un elemento,
la siguiente figura muestra el tnico elemento de la clase Cy g:



62

CAPITULO 5. ALGUNOS POLINOMIOS DE TUTTE

U1
V9

3. Cs, formado por los subconjuntos F' C C, tal que v; y v, estdn en una misma
componente de F'y vy en una componente distinta, por ejemplo se muestran algunos

elementos la clase Cs o:

U1
V9

V2

U1

4. Cy4, formado por los subconjuntos F' C C, tal que v; y vy estan en una misma
componente de F'y v,, en una componente distinta, por ejemplo se muestran algunos

elementos la clase Cy9:

U1
V9

V2

/ Ul
Vg
[ ]
V2

V9

V2

5. Cs, formado por los subconjuntos F' C C,, tal que vy, vs y v, estdn en componentes
distintas de F', por ejemplo se muestran algunos elementos de la clase Cs g:
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U1 U1
V9 V9 V9

%) ?:2\‘ 1:2\‘

De esta manera el polinomio de Tutte se puede reescribir como

TWasz,y) = > ((@— 1) @Oy - 1yn)

—i—(l’ B 1)T(E)_T(FU{U2Un})(y _ 1)n(FU{v2vn}))

Y para reducir esta expresion se observa que

/{;(F) ) FECanCQn

kE(FU{vv,}) =
k‘(F) —1 si F e€Cs,UCy, UCs,
por lo que
r(FU{vu,}) = |V|—=k(F U{vv,})
T(F) ) FECanCQn
T’(F) +1 st Fe anUC4nUC5n
y
n(FU{vv,}) = [FU{vv.}| —|V|+k(FU{vv,})

n(F)+1 si F e (i, UCy,
n(F) si F € Cs, UCyy UCs,

Entonces,
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Z ((I . 1)T(E)_T’(F)(y _ 1)n(F) + (LU _ 1)T(E)—T(Fu{v2vn}) (y . 1)n(FU{v2vn}))
FCCin
S ey (o = VPO = 100F) 4 (@ — By - 1) i 1,2

> pee, (&= 1) E=E (y — 1)) 4 (g — 1)rE=r =1 — 1)) 5 §=3,4y5
Y>> pee, (T — 1)rE=rE) (yy — 1)) si i=1,2

(xfl) ZFCCm(x - 1)T(E)_T(F)(y - 1)”(F) st 1=3,4y5

y el polinomio de Tutte es entonces

i=1 FCCin
5
x T T n
NS (e By - 1)
=3 FCCin

Considere los siguientes polinomios
= Pon(2,y) = Ypee,, (r = 1Oy - 1" parai=1,2,3,4,5

Entonces el polinomio de Tutte se reescribe como

T(Wiiwy) = y(Pule.y) + Poul@.y) + —— (Paa(2.9) + Pan(,9) + Poula,y))

De aqui se sigue que las expresiones

P?;kn(x>y) = P3n($7y)/($_1)? PZn(l’vy) = P4n(x,y)/(x—1) y P;n(x>y) = P5n($7y)/($_1)

son polinomios.

Ahora observe que la rueda W, 1 se construye quitando a W, la arista v,v,, agregando
el vértice v, 1 y las aristas es, = UpUni1, €ont1 = V1Upi1 V €opio = Upi1V2, entonces las
clases C; 11 se obtiene de las clases C;,, como se ve enseguida
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/\‘Ug /\0U2 /\‘Ug /\'Ug '/\"U2
L U1 L U1 . L v1 Ungl Lvr Undd L1 Un4l
Un+1
N N ~ltn ~l"tn 7
Feln FeCinp FuU{es} Fu{egmyi} F U {ean, ani1}
€ Cipnt1 € Cint € Cint1
kni1 (F) ki1 (F U {ean}) | kpr(F U {e2n41}) | kps1(F U {€2,, €2041})
M1 (F) N1 (F U {ean}) | nnpr(F U {eanta}) | nosa(F'U {ean, €ant1})
= n,(F) = n,(F) = n,(F) =n,(F)+1
V9 °Uy V2 V2 U2
. V1 . U1 . . U1 Un+1 vy Un+l 1 Un+1
Un+41
Un *up, Un '\'/‘ Un Un,
Fel, FeCsnn FU{exn} FU{emms1} F U {ea, eant1}
€ Cont1 € Csp11 € Cint1
g1 (F) ki (FU{ean}) | ki (FU{eami1}) | knp1(F U {em, eani1})
=k (F)+1 = k,(F) = k,(F) =k,(F)—1
Npt1 (F) N1 (FU{ean)) | nnpi(FU{eant1}) | nnri(F U {ean, €2n11})
= na(F) = na(F) = na(F) = n,(F)

)

N

N

N

V2
U1 U1 o v1 Unil v UnAl vy Un+1
Un+1
Un, J/.vn Un Un Un
FecCs, F € C5n11 F U {exn} FuU{ey1} F U {eam, eant1}
€ Cs i1 € Csp41 € Csnt1
kni1 (F) k1 (F U {ean}) | kpar(F U {e2n41}) | kps1(F U {€2,, €2041})
= kn(F) +1 = kn(F) = kN(F) = kn(F)
N1 (F) N1 (F U {ean}) | nnpr(F U {eanta}) | nosa(F'U {ean, €ant1})
= n,(F) = n,(F) = n,(F) =n,(F)+1
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V2 *U9 V2 V2 V2
U1 1 o v1 Un+l v1 Un4l v Un+1
Un+1
‘\/' Up ‘\/'Un J -\/ Up, Un
F ey FelCynn FuU{es} FuU{es1} FuU{ean,eams1}
€ Cant1 € Cint1 € Cint1
kni1(F) ki1 (FU{ean}) | knp1(FU{ems1}) | knp1(F'U {ean, €2n41})
N1 (F) N1 (F U {ean}) | (B U {eanta}) | nosa(F'U {ean, €2n41})
= n,(F) = n,(F) = n,(F) = n,(F)
N N e M M
— Ul — U1 . — U1 Un1 .—.M—tl v Un4-1
Un+1
‘\/‘ Un, '\/'Un Up, -\/ Up, Un,
FeCs, FeCsnn FU{ex} FU{emns1} F U {ea,, eant1}
€ Csnt1 € Csp41 € C3n41
kni1(F) ki (FU{ean}) | knp1(FU{ems1}) | knp1(F' U {ean, €2n41})
N1 (F) N1 (F U {ean}) | 1 (F U {eanta}) | nosa(F7U {ean, €2n11})
= n,(F) = n,(F) = n,(F) = n,(F)
De donde se obtienen las férmulas recursiva
- Pl n+1\T,Y) = (y + 1)P1,n(x7y> + P2,n('r7 y)/(l’ - 1) + ﬁP&n(l’u y)

]
-
3
+
—
8
<

|

)
|
—_
~—
s
S
—
8
P
_|_
8
-
3
—
8
S

Como se puede ver, si F' € Cyp, entonces k(F) = 2y n(F) = 0 por lo que Po,(x,y) = v—1,
ademas, por la simetria de W,, se tiene que

Py p(x,y) = Z (z —1)" =) (g — 1)nF) =

FCCS’!L

Y (=1 ET Iy = 1) = Py (2, y)

FCC47L
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Entonces las férmulas recursivas se pueden reescribir

Pl,n+1(x>y) = (y + I)Pl,n(x>y) + 1 + ﬁp3,n(x>y)
. P27n+1(x,y) = P2,n(x>y) =x—1

Pio(vy) =1+ (y+ )P, (z,y) + 75 P (z,y)

Pézn+l(x>y) = le(x,y) + ZL’PZ:H(ZL',’(I/)

P (@, y) = Pon(x,y) + Pyn(z,y) + 2P5,, (2, y),
De aqui se sigue que P57, (z,y) = P5,(z,y)/(z — 1) es un polinomio y entonces

= Poa(my) =14+ (y+ )P (z,y) + 2P (2, y)

= Pr(x,y) =1+ P (e, y) + Py (2,y),
como P, (x,y) = Py,(x,y), entonces se satisface la ecuacién

se puede despejar

Py (1, y) = Pra(r,y) + P35, (v, y) = 1= (y + 1) Py, (7,y),

entonces,

Pro(z,y) + (z — y) P5 (2, y)

Por lo que sélo se requiere tener tres ecuaciones recursivas

- Pl,n-l—l(x,y) =1+ (y + 1)P1,n(x7 y) + xpék,n(xv y)
= Pyoa(m,y) = Pua(n,y) + a5, (n,y) Y

= P, y) = Pz, y) + (2 —y) Py, (2, y).

67
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Entonces el polinomio de Tutte de la rueda W, es

T(Wn-l-l; Z, y) = y(Pl,n+1(x> y) + P2,n+1(x7 y))
T
_'_JI . 1(P3,n+1(x7 y) + P4,n+1(x7 y) + P5,n+1(x7 y))
= y(Prasi(@,y) + (@ = 1) + 2(2P5, 44 (z,y) + (z — 1) Py (2, )
= y((y+ 1) Pra(z,y) +2P5,(2,y) +2)

Y el polinomio de nivel de la rueda W, es

R(Wn-l-h y) = ypl,n-l-l(lu y) + 2P3*,n+1(17 y)
= (yly+1)+2)Pia(ly) + (y +2)P5(Ly) +y

Enseguida evaluaremos nuestras formulas para encontrar el polinomio de Tutte para W,
conn = 3,4,5,6,7. Dada la grafica Wj.

Uz@v3

La clase C; 3 tiene cuatro elementos.

v

entonces Py 3(z,y) = (y + 2)

La clase Cy 3 tiene un tnico elemento.
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k(F) =2
n=1-3+2=0
entonces P, 3(z,y) =

(z —1)

La clase Cs 3 tiene un unico elemento.

k(F)=2
n=1-34+2=0 vge—a  euy
entonces Ps3(z,y) = (x —1) vy
Pis(z,y)=(z-1)/(z —1) =1
La clase Cy4 3 tiene un dnico elemento.
k(F) =2
n=1-34+2=0 v A aqy
Piszy)=(@—-1)/(z-1) =1
La clase C5 3 tiene un unico elemento.
k(F)=3
n:0_3+320 Ve 1)01 * V3
Psa(z,y)=(x—1)* y

Py y) =1

Entonces, el polinomio de Tutte de la rueda W3 es

T(Ws;x,y) y(Pris(z,y) +

y((y +2)+

T

(

(
yly+1+z)+z(xr+1)

(9:+1)+y(y—|—1)+xy

(z —1)) +2(2P53(2,y) + (z — 1) Piz(z,y))

(x—1)+22+(x—1))

P Hr+yi+y+ay
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Para encontrar el

CAPITULO 5. ALGUNOS POLINOMIOS DE TUTTE

polinomio de Tutte de la rueda Wy se encuentran los polinomios P 4,

P;, y P con las féormulas recursivas:

Entonces

T(W4a$7y)

$Pu(z,y) = 1+ (y+1)Pis(x,y) +2P53(x,y)
= 1+Wy+Dy+2)+z
O, (2 y) = Pia(r,y) + P33, y)
= (y+2)+=x
¢r5(xy) = Pis(zy) + (x —y)Pss(r,y)
= (Y+2)+(@x—y)
= x+2

y(Pra(z,y) + (x — 1)) + 2(2P5 (2, y) + (z — 1) Py (2, y))
y1+w+Dy+2)+z+(x—-1))+22@W+2+2)+ (x —1)(z+2))
y(iy+ 1)y +2) +x(x+1)(z+2) + 4oy

2® 4+ 327 + 22 + 9 + 3y* + 2y + day

Para encontrar el polinomio de Tutte de la rueda W5 se encuentran los polinomios P 5,
P;. y P% con las féormulas recursivas:

0P1,5(x7 y)

‘P3*,5 (SL’, y)

0552, y)

Entonces

L+ (y+ 1) Pra(r,y) + 2P5 (2, )
= 1+@wW+1)*y+2)+w+D@+1)+a(z+y+2)
= W+1)P+ W+ + @+ +1+2@y+ D)+ oz +y+2)
= Pra(z,y) + 2P, (z,y)
= 1+y+)y+2)+z+z(y+2+2)
= (z+ 1)+ @+ +@y+)+w+1) +azy—1
= Pra(z,y) + (z — y) Pz, y)
= 1+wy+Hy+2)+x+z(y+2+2x)—yly+2+x)
= (@+12+(@x+1)+(y+1)
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T(Wssx,y) = y(Pis(x,y) + (x— 1)) +22P5(2,y) + (v — 1) Py5(2, )
= y((y+ 1P+ w+1)?*+ @+ +azy+1) +z(z+y+2)+
tr((z+ 13+ (@ + 1)+ (@ +1)(y+1) +2y(x+2+y)
= (w+1)-D(w+ 1+ @+1°+w+1) +ayly+1) +zy(z +y +2)) + 2y
+(z+ D) =)z + 1P+ (@ +1)*+ (@ + 1)+ (z + Day + 2zvy(z + 2 +y)
= W+ -+ +(@+D —(z+1) +day(z +y+2) +ay
= 2% 4+ 42° + 622 + 3z + y* + 49° + 6y% + 3y + 42y + day® + 9xy

En los siguientes dos ejercicios usaremos la ayuda de Maple.

Para encontrar el polinomio de Tutte de la rueda Wy se encuentran los polinomios P g,
Pio v P% con las féormulas recursivas:

$Pis(r,y) = 1+ (y+1)Pis(r,y) + P55z, y)
= y'+5¢y° + 3wy + 227y + 2° + 10y* + Sxy + 42 + 10y + 62 + 5
Pis(z,y) + P35 5(2,y)
= 4+ 6y+y°+ 47+ dyx + 62 + 42 + yPx + ya? +2®
Pis(z,y) + (x — y) Pys(z,y)
= 44 3y+y* 4 2yx + 6 + 422 + 2°

556z, y)

¢555(,y)

Entonces

TWeiz,y) = y(Pie(z,y) + (@ — 1)) +x(2P56(x,y) + (x — 1) Pyg(,y))
= 2%+ 52 +102% + 102 + 4z + v° + 5yt + 10y° + 10y + 4y
+52%y + 52°y” + 1527y + Sxy’® + 1520y* + 161y

Para encontrar el polinomio de Tutte de la rueda W7 se encuentran los polinomios P 7,
P3 .y P57 con las férmulas recursivas:

$P 7(vy) = 1+ (y+1)Pig(r,y) + P54z, y)
= 6+ 152y + 20y + 112%y + 15y + 102 + 20y* + 6y* + 159> + 1022
+52% + day® + 32%y% + 223y + 90 + 2t
€05 (xy) = Pis(zy) +aPig(,y)
= 5410y + 104> 4+ y* + 5y + Tay? + 1day + T2y + 10z + 1022 + 523
+ay® + 2%y* + 2Py + 2
¢ (2 y) = Pis(z,y) + (2 —y)Pig(,y)
= 54 6y +4y? + v + 22y® + 8xy + 32’y + 10z + 1022 + 52° + z*
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Entonces

TWrxy) = y(Pa(z,y) + (¢ — 1) + 2(2P5 7 (2, y) + (x — 1) P57 (2, )
= 2%+ 62° + 62ty + 152" + 623y* + 242y + 202% + 622>
+272%y? 4 362%y + 1522 + 6xy* + 242> + 362y* + 25zy + Sz
+4/% 4 6° + 15y* 4 20y> + 159 + 5y

Como se puede ver, para calcular el polinomio de Tutte de la rueda W, se requiere tener
calculados todos los polinomios Py ;(z,y), Ps;(v,y) y Psi(z,y) parai=1,2,3,...,n, los
siguientes dos resultados nos permiten tener una férmula no recursiva del polinomio de
Tutte de la rueda W,, para n > 5.

Teorema 5.1. Sean los polinomios Py y1(7,y), P51 (x,y) vy Py (2, y) definidos an-
tertormente, entonces

u P17n+1(1',y) = (1 + x4+ y)Pl,n(xay) - xypl,n—l($v y) - (I - 1)
P (@) = Pran(z,y) —yPia(z,y) — 1
- Pg:;-‘rl(xv y) = Pl,n-l-l(x? y) - 2yP17n(LU, y) + y2P1,TL—1(x7 y) + Yy — 1

Demostracién

Recordando la definicién del polinomio Py, (7,y) = Py, (v, y) +2P5, (2, y) se sigue que

Pl,n+1(x>y) =1 + (y + I)Pl,n(x>y) + xP?in(x>y)
=1 + yPl,n(zv y) + le(x,y) + :L'P:;n(:lj',y)

~~

P‘;’n+1(xvy)
= 1+ yPl,n(xa y) + P?in-i—l(x?y)

de aquf se despeja el polinomio P3, . (z,y)
P;,n+1($v y) = Pl,n+l(x>y) - yPl,n(x>y) -1
Prnpa(ry) = 14+ @+ DPa(z,y) + 2Pia(z,y) —wyPraa(e,y) —z

Py, (@)
= (I+z+y)Pia(zy) —zyPraa(z,y) — (z - 1)
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. k%
de la misma manera se puede hacer con P, (z,y)

P;,tz—i-l(x?y) = Pl,n($7 y) + (ZIZ' - y)P?in(x>y)
Pl,n($7 y) + Z'P?in(l',y) —’yP:;n(Zlf,y)

J

-~

P§7n+1(x7y)
Proa(z,y) —yPin(z,y) — 1= y(Pa(z,y) —yPraa(z,y) — 1)
= Pl,n—l—l(xu y) - QyPI,n(xv y) + y2P1,n—1(x7 y) + Yy— 1

De aqui se puede demostrar el siguiente teorema

Teorema 5.2. El polinomio Py ,(x,y) satisface las relaciones (para k > 1)

k .
W Paselen) = 3 (F7) @ty
k—1 2(k—i)—1 . .
+(1—2)) (—ay) Z (th)(l—hﬂ:—l—y)j

Il
o

i §=0

:
2k+1—1 i i
(2) Piogensi(z,y) = Y < ; ) (142 +y)" "0+ (—ay)

i=0
2(k—i)

+<1—x>§:<—xy>i ("1 )awasy

i 7=0

Demostracion La demostracién se hara por inducciéon matematica sobre k£ y para sim-
plificar la notacion se utilizara: a=14+2x+y, b=zy y c=1—ux.
Sabemos

Pis(y) = y+2 = (l+a+y)+(1—-2) = atc

P?:k,?)(xv y) =1

de aqui podemos obtener
Pra(z,y) = (y+2)(y+1)+ (z+1)

= I+z+y)’—oy+1-2)((1+z+y)+1)
a’> —b+cla+1)
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se puede escribir como

Pyy(z,y) i( ) 20-0) (_p)i 4+ 12_5 12)1<2+J>

=0 =0 7=0

Utilizando nuevamente la féormula recursiva se obtiene el polinomio P 5(x,y)

Pis(z,y) = (14+z+y)Pa(z,y) —zyPis(z,y) — (x—1)
= Q+z+y?—2aoy(l+ac+y)+1-2)((1+z+y)’+Q+z+y)+1—ay)
= @’ —2ba+c(a®*+a+1-0)

entonces

2(1—1)

(27)

Con esto se demuestra que las relaciones (1) y (2) se cumplen para k = 1.

Pus(z,y) i( ) 2011 (_pyi | 2 )i

1=0 % 7=0

Ahora se supone que la relacién se satisface para k = m y se va a probar que también se
satisface para k =m + 1.

Por la formula recursiva se tiene que

Progmi2y = (1+2+y)Promer)+1 — 2YPromer) — (v —1)
= aPiamy1)+1 — bPramms1) +C

y como la relacién se satisface para k = m, entonces
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e 2m + 1—2 Q(m_i)+1 i - i gy i +] J
P172(m+2) = a Z (—b) + CZ(—b) Z i a

=0 =0 =0
m o — m—1 2(m—i)—-1 4
—b Z( m Z) 2m=i) (_pYi 4 ¢S (=b) (Z Z.] )aj te
=0 =0 =0
- = 2m + 1—1 2m—i)+2 i - 2m —1 2(m—1) i+1
- z( D O (S EEIC?
=0 1=0
m . . m—1 2(m—1i)—1 . .
Z (Z_I._])ajJ’l—i-Z(—b)i“ (Zf])aj—l—l
i=0 ! i=0 =0 !

— g2t g Z ( 2m + 1—1 ) a2(m—i)+2(_b)i

( 2m@'_i ) a2(m—i)(_b)i+l + (_b)m—i-l

=0
m (m— i —I—
(e > (1)
m 2(m—1)+1
i t+7—1
> S ()
=1 7=0
m 2m+1—1 2m+1—1 i i m
- a2 +2+Z(( . )+( A )) 2( )+2( b)—i—( b) +1
=1
2m+1 m (m—i)+1
el Lee Dy (e
7=0 =1 7j=1
1
e (- (Til )
i=1 7j=1
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]

_ Z ( 2m +.2 —1 ) 2D+ ()i 4 (_pym
0

m 2(m 1)+1 it
+c a”+z < ‘7> J+Z( b)’

=1

<
Il

o
.
Il

—
<.

Entonces se satisface la relaciéon (1) para k = m + 1.
Ahora vamos a encontrar el polinomio Py o(m42)41-
Piominr1 = (L +24+Y)Piomso) — TYPriomi1)+1 — (= 1)
= aPiomy2) — OPriaminy+1 T ¢

y como la relacion se satisface para k = m y ya se probd que también se satisface para
P172(m+2), entonces se tiene que

K oamt2—i m R i
Piomioy+1 = a Z ( » )a2(m—2)+2(_b)z _I_CZ(_b)z ( ij )a]

1

m . m 2(m—i) , . .
2m+1—1 m—i i i v+ ;
—b E ( ; ) a?m=IT () 4 ¢ g (—b) < ; J ) a | +c

i=0 =0 =0
_ (WLZH ( 2m+2—1 ) Q2=+ _pyi 4 i ( 2m+1—1 ) a2(m—i)+1(_b)i+1>
i=0 ! i=0 ¢
m (m—1)+1 . . m 2(m—1) . .
Le Z Z (Zj;])JHJFZ ZHZ(ZJ;])"”rl
=0 j= Jj=0

m+1

T om 42— 2m+2z
— 2m+3 - 2(m—1) +3 - 2(m—9)+3/__ 1\
a +z( @- ) SR (I Eee
2m+1 2(m—1)+1
AL wrere e X (1)
j=0 Jj=

m—1 2(m—i)

Z byt Z (Zﬂ;J )aj_|_(_b)m+1

i=0 §=0
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2m—+2 m 2(m—1)+1 1
J _h\? ? J Jj+1
+c Z a’ + Z( b) ( ; ) a

m+1 .
_ Z < 2m‘|'i3 -1 ) a2(m—i)+3(_b)i

1=0

2m+2 2(m—1i)+2 . 1 1
+cZaJ+cZ Z ((H_jl._ )+<Hl_iz

j=1
+C(—b)m+1
m+1 .
_ Z ( 2m ‘|'.3 -1 ) a2(m—i)+3(_b)i
1
=0
2m-+2 2(m—1)+2 . .
+ ; (m—i) i+ ] }
el sl [ S (1 et ) e
j=1
m+1 .
_ Z ( 2m +.3 —1 ) a2(m—i)+3(_b)i
1
=0
m 2m i)+2
2m—+2 ; ( i)+ Z,+] ; .
—l—cZa —l—CZ ; a’ + c(—b)
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m+1 (m—1)+2 . .
B 2m+3 —1 2m—i) 3 (_ L+ j _pymel
= E ( ; ) +c§ ; a’ + c(—b)

=0 J

m+1 m-+1 2(m 1)+2 . .
_ 2m+3 — 1 2(m2+3 1+ j
= 50 ( ; ) +c g ; a

Con esto se satisfacen las relaciones (1) y (2), y quedan demostradas.

5.4. Polinomio de Tutte de la grafica completa

La grafica completa K, = G(V, F) tiene n vértices, V = {vy,va,v3,...,0,} yn(n—1)/2
aristas, E = {’Ul’Ug, V1V3,V1V4, . .. ,U1VUp, UaV3, V2V4, . ..,VU3V4, V3Vs5,...,Upn_1Un, Unl)g}, en la
grafica completa cada pareja de vértices estan unidos por una arista. La siguiente figura
representa la grafica completa de seis vértices.

Para encontrar el polinomio de Tutte y el Polinomio de nivel de K, se revisan primero
los siguientes dos lemas.

Lema 5.3. Sea K,, = (V, E) la grdfica completa. Para vy € V' un vértice fijoy G = (V, E’)
cualquier subgrdfica de K,, existe Us C V, tal que G1 = (Ug, E}) es una componente
coneza de G, donde B} = {uv € E'|u, v € Ug} y vy € Ug.

Demostracién Sea G = (V, E’) una subgrafica de K,,. Si k(G) = 1, entonces Ug =V, y
el lema se satisface.

Si k(G) > 1 considere que G = (V*, Ef), i = 1,...,k(G); son las componentes conexas
de G. Entonces G = GiU... UGy vy VNV =0sii#j.

Elija como Ug al conjunto V.* que contenga a vy, queda demostrado el lema. 0

Lema 5.4. Sea K, = (V, E) la grdfica completa n > 2. Considere vy, v; € V dos

vértices fijos y diferentes. Entonces para toda G = (V, E') subgrifica conexa de K,,, eriste

Ug CV, tal que Gy = (Ug, EY) es una componente conexa de la grdfica (V, E'— EY) donde
={e€eFE|le=vwv y velUgtyvw el y v €V —Usg.

Demostracién Sea G = (V, E’) una subgréfica de K,. Considere la subgrafica de G,
G*=(V,E*),donde E* = E' —{e€ FE|e=vv y veV}

Si k(G*) = 2, entonces Ug =V — {v1}, y el lema se satisface.
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Si k(G*) > 2, las subgraficas Gf = (V*, Ef), i = 1,...,k(G"); son las componentes
conexas de G*.

Elija como Ug al conjunto V;* que contiene a vy. ([

Teorema 5.5. Para la grdfica completa K,, se satisface la relacion recursiva
n—1 n—1
j=1
Demostracién Para toda G = (V, E') subgréfica de K,, = (V, E) se sabe que por el lema

5.3 existe Ug C V tal que

L] ’erUg,

» G} = (Ug, EY) es una componente conexa de G con Ej = {uv € E' |u,v € Ur}

De esta manera, si K; = (Ug, E1) y K,—j = (V — Ug, E3) con j = |Ug| < n, son dos
subgraficas completas de K,,, entonces B} C By y By =FE — E| C Ey y

= i, (E) = 1k, (B) = ki, (E') — ke, (E)
= ki, (E}) + kg, _,(E;) — 1
= [k, (Er) = 1] + [k, ;(E5) = 1] +1

= lkk (Ei) /{JK (E)] + [/fKn,j(E') ki, (E2)] +1
= g, (E') = |E'| = V| + kg, (E)
= |El| + |ES| — |Up| — |V = Up| + kg, (EY) + kg, _, (£3)
= nr,(E7) + ng,_,(E3)

Nétese que cuando |Ug| = j = n, entonces |Ej| = 0 y consecuentemente rg, = 0. De
esta manera, el polinomio de Tutte de la gréfica completa es:

T(Kn7 xvy> = Z (x_l)rK”(E)_TK"(El)(y—l)nKn(El)

E'CE
Z Z Z ([L’ _ l)rKn(E)—rKn(Equé)(y _ 1)nKn(E{UEé)
uUucyv, EiCElY EéCEQ

vg € U kKj(E{) =1

:Z Z Z (1) (s D= (BN, (B2) s, (B () i, () 4nsc

n—j

(E3)
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=(@=1) Y RUELYTEKnyz,y) + R(Kny)

Uucyv,
Ul=j<n
vg €U

-1

EU

n—1

)X (1) ) RO (Rog0) 4 RUE0)

=1

.

O

Este teorema permite obtener el polinomio de Tutte de K, recursivamente, pero depende
del polinomio de nivel de la misma gréafica. Por esta razén, es importante tener una
formula para encontrar el polinomio de nivel de la gréfica completa, el siguiente teorema
nos proporciona una férmula recursiva para el polinomio de nivel.

Teorema 5.6. Para la grdafica completa K, se satisface la relacion recursiva

y —1
y—1

n—1
n—2
Knay ( ) Kjay)R(Kn—j7y>
1

,7:

Demostracién Para vg y v; dos vértices diferentes y toda G = (V, E’) subgréfica conexa
de K,, = (V, E), por el lema 5.4 existe Us C V tal que

m vy € Ug y v1€V—Ug,

» (4 = (Ug, E}]) es una componente conexa de la grafica (V, B — EY) donde E} =
{ee B |le=vwv y veUg}.

De esta manera, si K; = (Ug, E1) y V(K,—;) = (V—Ug, E3) son dos subgraficas completas
de K, entonces E| C FE; E) = E'N Ey y Ej son tres conjuntos disjuntos, tales que,
kx,(E1) =1kg, (E;) =1y |Ej] > 1, con [Ug| = j; por lo que

« 1, (E) - i, (E') = 0
o i, (B') = |B'| = |V ()| + b, ()
= |B}| + |By| + | By| — |Ug| — |V = Ug| +1

=B = [Ual + 1+ |Eo| = [V = Us| + 1+ | B3] -1
= ng, (EY) + ng,_, (E) + | Eg| — 1
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De esta manera, el polinomio de nivel de la grafica completa es:

R(K,y)= > (-1
E'CE
k(E") =1

— Z Z Z Z (y — 1)n(E;uEéuEg)

UcCV —{uvu}, E{ C By, B} C Ba, Ei={viv|veUg}
vo € U b (BY) =1 ki, (B3 =1

- ¥ 3 S S (y— 1) Een sy

UcCV—A{v}, E| C Eq, E} C Ba, Eg:{v1v|v€Ug}
vo € U kr(B]) =1 ki, (B3 =1

= Z Z (y — 1)"(FD) Z (y — 1)"E) Z (y — 1)UEsI=1

UCV—{vu} E} C By, Ej C Ba, Eé:{vlv‘UEUG}
vg € U kKj(Eg):l kKnij(Eé):l

(y-1+D" -1

= Z R(K\y), y)R(Kn-j), y)

UcCV —{v}, y - 1
vg € U

O

Estos dos teoremas, permiten obtener el polinomio de nivel y el polinomio de Tutte de
manera recursiva, ahora presentamos otra formula para encontrar el polinomio de Tutte
de una grafica completa.
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Para encontrar el polinomio de Tutte de la grafica completa, se considera la forma recursiva
relacionada con la contraccion y el borrado de una arista.

/ N

LA AN
AT

Entonces se tiene que

T<K67x7y> = T(Kﬁ - elvxay) + T(Kﬁ/elv'ray)

El siguiente proceso de corte y contraccién da lugar a cuatro nuevas graficas

LA I
e

Las dos graficas del centro son isomorfas y tienen el mismo polinomio de Tutte. Este resul-
tado se repite, obteniéndose una sucesién de subgraficas, en las cuales se puede aprovechar
el isomorfismo. De esta manera se obtiene la siguiente sucesion de graficas resultado de
borrado y contraccion.
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En este diagrama, se observa que el vértice del que parten las multiaristas en cada gréfica
no es el mismo, pero las graficas resultantes son isomorfas y por lo tanto tienen el mismo
polinomio de Tutte, por lo que es adecuado utilizar este diagrama para encontrar el
polinomio de Tutte. En la tltima hilera de este diagrama se observa una serie de graficas
las cuales presentan una regularidad, la primera es la grafica completa con 5 vértices, un
vértice menos que la grafica inicial; la segunda es una grafica completa de 4 vértices con 2
multiaristas que parten de un mismo vértice v a todos los otros vértices y un lazo incidente
a este vértice v; la tercera es una grafica completa de 3 vértices con 3 multiaristas que
parten de un mismo vértice v a todos los otros vértices y tres lazos incidentes a este
vértice v (1 + 2 = 3); la cuarta es una gréafica completa de 2 vértices con 4 multiaristas
que parten de un mismo vértice v a todos los otros vértices y seis lazos incidentes a este

vértice v (1 +2+ 3 = 6); y la dltima es una grafica completa de 1 vértices con diez
lazos incidentes a este vértice v (14 2+ 3 +4 = 10). Esta regularidad observada en la

[
N

R
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ultima hilera del diagrama es un resultado general que para probarlo es necesario definir
las graficas completas con multiaristas incidentes a un mismo vértice.

Definicién 5.7. Sea K, 1 = (V, E) la grdfica completa de n — 1 vértices y sea vy un
vértice que no estd en' V', vg € V', definimos como K, . = (V', E') a las clases de grificas
tales que V' =V U{vy} y E C E', en donde E' ademds de las aristas en E tiene k
aristas de la forma vov para t vértices v € V y k — 1 aristas de la forma vov para los
restantes n —t — 1 vértices v € V. A estas clases le llamamos la grdafica completa con k
aristas en t vértices.

v
Por ejemplo, esta figura representa a una 0
grafica completa de 4 vértices con 3 multi-

aristas en dos vértices, entonces la grafica es:
€s K473,2

De acuerdo a esta tultima definicién se tiene que K, 1,—1 = K.

La arista e = vgv con v € V es puente si y sélo si k = 1y ¢t = 1, en cualquier otro caso e no
es ni puente ni lazo, y las operaciones de corte y contraccion de la grafica para esta arista

son
Kn_1U{’U()} sik=t=1

Kn,k,t — €= Kn,k—Ln—l Sl k > ]. y t - 1
Ky ki1 en otro caso
y
Kn—l sik=t=1
Kn,k,t/e = Kn_Lk’n_Q U Uk sik>1 yit= 1

Kp—1k414-1 U Uk—1 en otro caso
donde Uy_; es un conjunto de k& — 1 lazos incidente a vy

El diagrama de borrados y contracciones para la grafica completa de 6 vértices se presenta
nuevamente, ahora con los datos del polinomio de Tutte asociado a cada grafica.

N\

T(Kea52,y)

2

(K5,2,4; z, y)

=
=
=
B
s
~
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2 A
L

T(Ke,13;7,Y) T(Ksp3;2,y) T(Ku3;7,9)
G o=
\ \ N\ \

T(Kei2;2,v) T(Ks22;,9) VI (Ky32;2,y) VT (K342, 2,9)

L~ 8

T(Kep;,y)  T(Kspa;2,y) YT(K431,$?J y3 (Ksa1;7,y) ?JG (Kas152,y)

<7 —5

T(K5; z, y) ?JT(K4,2,3; €, y) ygT(K3,3,2; x, y) yﬁT(K2,4,1; €, y) ylo

El polinomio de Tutte de K¢ se puede escribir en términos de graficas de menos vértices
como:

T(Kg; 7, y) = (v4+4)T(Ks; 2, y)+10yT (K05 7, y) +10y°T (K3 3.2; 7, y)+5y°T (Ko 4 15 7, y) +y'°

y el polinomio de nivel como:
R(Ks,y) = 5T (Ks5;1,y) + 10yT(Kuz3;1,9) + 10y°T (K3 325 1,y) 4+ 5y°T (Ka41; 1, 4) + "

Teorema 5.8. FEl polinomio de Tutte de la grifica K,1 se puede calcular mediante la
formula recursiva

n—1
T(Kn+l;x>y) = (x+n— 1 Knax y +Z ( ) (=) /ZT(Kn-i-l—i,i,n—i;xvy)+yn(n_1)/2
=2
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y el polinomio de nivel como

n—1

Kni1y Z ( ) 2T ( Ky it ini; L y) +y" D2

=1

Demostracion Se sabe que cuando e es una arista de la grafica G que no es puente ni
lazo entonces T'(G;z,y) = T(G — e;x,y) + T(G/e; z,y), de esta manera se tiene que

T(Kn—i-l; x, y) - T(Kn-i-l,l,n—l; x, y) + T(Kn,ln—l; X, y)
= T(Knt1in-2;2,y) + 2T (Kpon-2;%,y) + YT (Kn_130-2,%,Y)
= T(Kny11n-32,9) + 3T (Kpon-3;2,9)
+3yT(Kn—1,3,n—3; x, y) + ygT(Kn—2,47n—3; xZ, y)
n—1
n — 1 ili—
= Z ( - ) Y TURT(K, i 2, y)

]

=0
n—1
= (I +n— ]-) Kn; X, y + Z ( ) i(i=1) /ZT(Kn—i-‘rl,i,n—i; Z’,y)
=2

con lo que queda demostrado el teorema.

De la misma manera se encuentra el polinomio de Tutte de la grafica K, y4+1,-1 para
k > 1 siendo igual a

n—1
n i— i) —k(k— n ) —E(k—
T(Kpitpsin: T, y) = Z( ) )y[(k+ DOAD—RE=DOI2P (R )y B D) k(= 1)]/2
i=0

o de manera equivalente

—_

— n i— % n— n
yk(k 1)/2T(Kn,k+1,n—1; x, y) = < . ) y(k+ Dk+ )/2T(Kn—i+1,k+i,n—i; xay>+y(k+ D(ktn)/2

3

]

Il
o

%

y el polinomio de nivel es

- n i— 7 n n—
y" VPR(K 1 psin-1,y) = Z ( i ) y WS (K i ki 1, y)y BT =D/
i=1

Para encontrar el polinomio de Tutte de una gréafica completa usando esta féormula recur-
siva es necesario obtener los polinomios de Tutte de las graficas K35y Ks;.
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El polinomio de Tutte de K3 es T(K3;x,y) =2 +x + vy

T(K37 €, y)

/N

- T(KS,l,l; X, y) + T(K2,2,1; x, y)

NN

O =(@+l)z+y=a*+ax+y

y el polinomio de Tutte de Ky es T(Ka2o1;2,y) =2+ Yy

- T(Koo1;2,y)
. . O =r+y

Entonces, el polinomio de Tutte de K, utilizando la férmula recursiva es

T(Kyx,y) = (v+2)T(Ksx,y) +3yT (Koo 2, y) +9°
= (z+2)(®+a+y)+3ylz+y)+y°
= 2%+ 327 + 22 + 4oy + 2y + 3y° + ¢

En este capitulo se calcularon los polinomios de Tutte y los polinomios de nivel de dife-
rentes graficas particulares. Estos polinomios para un ciclo o un arbol son muy simples,
no asi para la rueda y para la grafica completa.

En particular, la formula presentada para la rueda tiene la caracteristica que no es recur-
siva, que es una ventaja porque no se requiere obtener los polinomios de Tutte o de nivel
para las ruedas de un niimero menor de vértices.
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Para la grafica completa, se presenté dos maneras de calcular sus polinomios de Tutte y
de Nivel.



Capitulo 6

Conclusiones

El tema principal de este trabajo es realizar un estudio del polinomio de Tutte de una
grafica. Para ello se presentaron las definiciones de los conceptos basicos relacionados
con las graficas, como son el concepto de vértice, el concepto de arista, el concepto de
conexidad, el concepto de arboles, el concepto de ciclos, etc. En este contexto, se hizo la
convencion de denotar con el término genérico de “graficas” tanto a graficas simples como
a las multigraficas.

Primero se define el polinomio de Tutte de una grafica a partir del polinomio generador
de rango, y se se demostraron las propiedades relacionadas con el borrado y la contraccién
de una arista de la grafica. Se demostro que el polinomio de Tutte de una gréfica es igual
al producto de los polinomios de Tutte de las componentes conexas de la grafica, esto
justifica, porque sin pérdida de generalidad sélo es necesario estudiar a los polinomios de
Tutte de graficas conexas.

Luego se estudié la relacion del polinomio de Tutte con los arboles generadores de una
grafica conexa, se definieron los conceptos de actividad interna y externa de una arista
con respecto a los arboles generadores. Se presenté una manera alternativa de representar
a los polinomios de Tutte.

Se establecen las reglas del juego del reparto de fichas, y se definieron los conceptos de
configuraciones estables, recurrentes y criticas, se probd la existencia de una biyeccion
entre los arboles generadores y las configuraciones criticas, y se prueba una relacién entre
el nivel de una configuracion critica y la actividad externa de un arbol generador.

Se presentan dos pruebas de este resultado.

Otra aplicacién importante del polinomio de Tutte es su relacién con la probabilidad que
una arista pertenezca o no a una subgréafica, lo que se traduce en la probabilidad que en una
red de comunicacién dos nodos se encuentren intercomunicados por alguna trayectoria. Se
definio6 el polinomio de confiabilidad de una grafica como la probabilidad que los vértices
que estan conectados en la gréafica original, siguen estando conectados en una subgrafica
generadora. Se probd que el polinomio de confiabilidad es igual al polinomio de nivel,
evaluado en una funcién de la probabilidad.

89
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Es interesante ver que temas tan diversos, como el juego de reparto de fichas, el concepto
de arboles generadores y la probabilidad que una red se mantenga conectada en todos sus
nodos tienen como comun denominador a los polinomios de Tutte.

Los tres tépicos fueron estudiados y se desarrollaron diferentes resultados conocidos, apor-
tando algunos aspectos interesantes en las diferentes demostraciones presentadas. Consi-
dero que los conceptos fueron presentados en lenguaje sencillo y de manera clara y espero
que pueda ser utilizado por estudiantes de licenciatura para introducirlos a esta rama de
las matematicas que me parece fascinante.

Finalmente, se presentaron las férmulas para calcular los polinomios de Tutte y de nivel
para algunas graficas particulares. En particular, la férmula presentada para la rueda no
es recursiva.
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