UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

FACULTAD DE CIENCIAS

PRODUCTOS CAJAY ESPACIOS CASI - Lv - RESOLUBLES

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE
MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS

PRESENTA
HUMBERTO VILLEGAS RODRIGUEZ

DIRECTORDE TESIS: DR. ANGEL TAMARIZMASCARUA
N"ii"‘@:z
g IS

7

MEXICO, D.F. o it JUNIO DEL 2006
OE PO%EGS,%%D'OS



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A mi espasa Diana Luz

@ mis hijos Dianita, Addn g Alan



Agradecimientos

Agradezco al Dr. Angel Tamariz Mascariia por todo el apoyo y paciencia que tuvo, para
que pudiera hacer este trabajo de tesis. Sin duda uno de los mejores profesores que he
conocido, tanto por su calidad humana como profesional.

A mis sinodales, por sus comentarios y correcciones que me ayudaron a entender un
poco mas sobre Topologia General.

A todos los profesores de la ECFM de la UAS por su apoyo en momentos dificiles.



Contenido

INTRODUCCION 2
1 PRODUCTOS CAJA 4
1.1 RESULTADOS BASICOS . . . o o oo s, 4
1.2 ESTRUCTURAS UNIFORMES EN PRODUCTOS CAJA . . . ... .. .... 12
1.3 FUNCIONES CARDINALES . . . . . o s 16
1.4 NORMALIDAD . . . . o e 17
2 PARACOMPACIDAD 20
2.1 PRELIMINARES. . . . . o o 20
2.2 EL V—PRODUCTO . . . . . o s s, 23
2.3 PARACOMPACIDAD Y PRODUCTOS CAJA NUMERA-BLES . . . ... ... 27
3 LA m-TOPOLOGIA 30
3.1 LA m-TOPOLOGIA Y LOS PRODUCTOS CAJA . . . . . . . ... ... ... 32

4 ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS CON LA TOPOLOGIA CAJA 38

4.1 ALGUNAS PROPIEDADES DE Co(X) . . . . . o o o oo 38
4.2 ESPACIOS Cg-DISCRETOS . . . . . ... o e 40
5 ESPACIOS CASI-w-RESOLUBLES 47
5.1 INTRODUCCION . . . . . e s 47
5.2 ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS CASI-w-RESOLUBLES . .. 47

5.3 ESPACIOS CASI-w-IRRESOLUBLES . . ... ... ... ... ... ....... 51



INTRODUCCION

n
Sean X1, Xo,..., X, espacios topoldgicos. La topologia producto del conjunto [] X, es la
i=1

que tiene como base todos los conjuntos de la forma ﬁ U,, donde U; es un conjunto abierto
de X;, i =1,2,...,n. Si ahora {X, : « € I} es una faInZiTila infinita de espacios topoldgicos, una
generalizacién natural de la topologfa anterior para el producto infinito [, X, es la topologia
caja, que tiene como base todos los conjuntos de la forma [[, Un, donde U, es un conjunto
abierto de X, a € I. Generalmente se denota a [[, X, con la topologfa caja por Oy X,.

La topologfa caja fue la primera topologia que se consideré para un producto infinito de
espacios (Tietze 1924 [12]), pero dado que esta topologia no preserva propiedades complejas
como la compacidad, conexidad y metrizabilidad, entre otras, fue sustituida por la topologia
de Tychonoff. La topologfa de Tychonoff sobre [], Xa es la que tiene como base todos los
conjuntos de la forma:

1., Ua, donde U, es un abierto de X4, y Uy = X4, excepto para un nimero finito de indices.

A partir de la década de los 70;, el estudio de los productos caja toma gran interés, esto
debido a que estos productos se aplican para construir contraejemplos de algunas conjeturas
de la Topologia General. Por ejemplo M. E. Rudin en 1974 construye un espacio normal no
numerablemente paracompacto [8], este espacio es un subespacio de un producto caja. La
existencia de espacios normales no numerablemente paracompactos fue un problema que estuvo
abierto por cerca de 20 anos. Otro ejemplo fue la respuesta a la pregunta hecha por Nyikos ;el
producto de un espacio metrizable y un espacio w,-metrizable es necesariamente normal? J. E.
Vaughan responde negativamente a esta pregunta [9], él presenta dos espacios X y Y tales que
X es metrizable, Y es un producto caja wi—metrizable y X X Y no es normal.

Un aspecto de los productos caja que se ha investigado més detenidamente es lo que se
refiere a las propiedades de cubierta, principalmente las propiedades de paracompacidad y
normalidad. Andlogamente a lo que ocurre con los productos de Tychonoff, el estudio de
estas propiedades presenta complicaciones y problemas muy dificiles, muchos de ellos atin sin
resolver. Por ejemplo, no se sabe atin si se puede decidir en ZFC si un producto caja numerable

de espacios compactos, es paracompacto o normal.



Un tipo de producto que se ha venido estudiando con especial interés, son los productos
de copias de la recta real con la topologia caja, esto es productos del tipo (JR!. Uno de los
dltimos resultados sobre este tipo de productos, es obtenido por L. B Lawrence, él prueba que
si |[I| > w1, entonces COR? no es paracompacto [14].

La teoria que se ha desarrollado sobre productos caja aparece en la literatura matematica
en forma mas o menos aislada, y generalmente en presentaciones especializadas, lo que dificulta
su estudio y divulgacién, aunque existen trabajos como [5] y [6] en los que se hacen resumenes
de algunos aspectos de ésta. Por otra parte C(X), el espacio las funciones continuas de X
a R con la topologfa que hereda de OJRX, es un espacio importante por sf mismo que no ha
recibido atencién por parte de los topdlogos.

En esta tesis, se pretenden dos cosas. Una, reunir y articular una parte del desarrollo que
ha tenido la topologia caja, y dos, hacer un estudio de la propiedades topolégicas de C(X).
La tesis estd dividida en cinco capitulos. En los primeros tres capitulos se hace revisién de una
parte del desarollo que ha tenido la teoria de los productos caja. Los trabajos consultados para
esta parte de la tesis fueron principalmente, [3], [5], [6], y [7]. En los capitulos 4 y 5 se hace
un estudio de las propiedades topolégicas de Ch(X); los resultados obtenidos aqui son todos
originales.

En el capitulo 1 se presentan las definiciones y resultados bédsicos sobre productos caja. En
el capitulo 2 se estudia la paracompacidad de los productos caja numerables y en el capitulo 3 se
presenta una aplicacién de la teoria de los productos caja al andlisis del espacio de las funciones
continuas con la m-topologia. En el capitulo 4 se estudian las propiedades de C(X) y los
espacios C-discretos, que son lo espacios X para los cuales C(X) es discreto; se prueba que
los espacios C-discretos es una clase amplia que contiene a la clase de los espacios w-resolubles.
Por 1ltimo, en el capitulo 5 se estudian los espacios casi-w-resolubles y sus relaciones con los
espacios w-resolubles. Los espacios casi-w-resolubles es una clase especial de espacios contenida

en la clase de los C-discretos.



Capitulo 1

PRODUCTOS CAJA

Sea {X,, : a € I} una familia de espacios topolégicos. Un conjunto de la forma II,U,, en donde
U, es un abierto de X, para cada a, es llamado caja abierta de I1,X,. La topologfa sobre
I, X, que tiene como base todas las cajas abiertas, es llamada topologia caja del producto
cartesiano I1, X,. A II,X, con la topologia caja lo denotamos por [, X,. Si para cada o € I,
X, = X, escribiremos OX, en lugar de O, X, v a los subconjuntos Il F,, donde F, = F C X
para todo « € I, los denotaremos por F!. Si para cada o € I, 7, es la topologia de X, entonces
denotaremos por [,7, a la topologia caja definida en II,X,.

Ocasionalmente aplicaremos la siguiente generalizacién de la topologia caja. Sea { X, : o € I}
una familia de espacios topolégicos y x un cardinal infinito. La topologia k-producto en
I, X, es la que tiene como base todos los subconjuntos de la forma I1,U,, donde U, es un
abierto en X, y U, = X,, excepto quiza para un conjunto de factores de cardinalidad menor
que K.

Obsérvese que si K = w, la topologia w-producto es la topologia de Tychonoff, y si |I| < &
la topologia x-producto es la topologia caja.

La intencién de este capitulo es, primeramente, presentar las propiedades bésicas de los
productos caja, para posteriormente presentar de manera introductoria, algunos resultados
sobre estructuras uniformes, normalidad y funciones cardinales en productos caja.

La topologfa caja de un producto finito de espacios topoldgicos coincide con la topologia de
Tychonoff, de ahi que siempre se considere en este trabajo productos infinitos de espacios con

m3&s de un punto.

1.1 RESULTADOS BASICOS

Proposicién 1.1 Sea {X, : o € I} una familia de espacios topoldgicos. Entonces



i) La topologia caja contiene a la topologia de Tychonoff.

i1) La aplicacién proyeccion g : 0o, Xo — X es continua y abierta, para cada 5 € I.

ii1) Si para todo o, Ay C Xq, entonces oAy = 4 A,.

i) I, Fy es un subconjunto cerrado (abierto) de 0o, X, si y sdlo si, Fy, es un conjunto ce-

rrado (abierto) de X,, para todo o € 1.

PRUEBA. i) Es claro de la definicién de topologia caja.

i1) Sea Ug un abierto de Xg, entonces
7r[§1 (Ug) =11, Va, donde V, = X, para toda o # 8y V3 = Up.

Es claro que 7751 (Ug) es un abierto de [, X, luego se tiene la continuidad de 7. Se muestra
ahora que mg es abierta. Sea II,U, una caja abierta, luego mg (II,U,) = Ug es abierto. Dado
que cualquier conjunto abierto U de [, X, se puede expresar como U = U;G;, donde GG; es una
caja abierta, y w3 (U;G;) = Uimg (G;), se tiene el resultado.

iii) Sea © = {zo} € Il4A,. Para B € I arbitrario, considérese un abierto Ug en Xg
tal que zg € Ug. Luego wgl (Ug) es un abierto de 0, X, que contiene a x y por lo tanto
ng (Ug) NaAq # 0, es decir Us N Ag # 0. Por lo tanto x5 € Ag. Dado que 3 es arbitrario,
x € I1A,.

Supongamos ahora que = € ITA, y que II,U, es una caja abierta que contiene a z. Entonces
Uy, N Ay # 0 para todo a € I, es decir 1, (Uy N Ay) = HoUy N1 A # 0. Luego x € 11, A,.

iv) Sea I, F, un conjunto cerrado de 0, X,. Entonces, por i), IIoFy = o Fy = o Fy, s
decir F, = F, para todo a € I. Por otra parte, si F,, es cerrado para todo a € I, entonces, por
iii), My Fo = o Fp = M, F,. B

Como consecuencia de iv) de la proposicién anterior, vemos que si cada X, es un espacio

discreto, entonces [, X, es un espacio discreto de cardinalidad [],, |Xa/-

Corolario 1.2 Sea J C I. Entonces UycgjXo es homeomorfo a un subespacio cerrado de
DaEIXa-

PRUEBA Sea {z,} un punto arbitrario en [] X,. Se define
acl—J

f : DaGJXa - DaGIXa

por f ({xa}a€j> = {Ya}oer> donde

Ty Sl € J
Yo = .
“ Zo Sia€el—J.



Es claro que f es un homeomorfismo sobre f (OyecsXs), y ademds este conjunto, por iv)

de la proposicién 1.1, es un conjunto cerrado de [,er X,,. B

Proposicién 1.3 Sea {X, : a € I} una familia de espacios topoldgicos. Si I = |J Iy donde
teT
I; NIy =0 para t #t', entonces

DaXa ~ DtGT (DaGIthz) .

PRUEBA. Sea f : Oy Xa — Dier (D
Oter (Oaer, Xao), donde z; = {z4}

Xa) la aplicacién definida por f(z) = {z¢},cp €

acly

€ Uaer, X Claramente f es uno-uno y sobre. Mostraremos

a€l
que f es continua. Sea * = {Ta},c; € UaXa y [I Wi una caja abierta que contiene a
teT
[ (x) = {x¢}ep; esto es, {a} € [[ Wi, Asi para cada t € T, xy € Wy € Oaer, Xo, luego para
teT
cada t € T existe un abierto basico [[ Ua: tal que
acl

Ty = {‘TOé}aGIt (S H Uaﬂf C VVt g Dae]tXa.

acl;

Por lo tanto HteT acl, Ua,t es un abierto que contiene a x y

f (MWagye) € [ Wee
teT
Esto 1ltimo prueba que f es continua en z, y por lo tanto continua, ya que x es arbitrario.

Por tltimo f es abierta, ya que si II,U, es una caja abierta de [, X, entonces

acl;

f(HaUa) = DteT ( H Ua) .

Es claro que Uer ( I1 Ua) es abierto ya que U, es abierto en X, paratodoa e I. B
acly

Proposicién 1.4 Sea {X, : « € I} una familia de espacios topoldgicos y A un subespacio de

Xa para cada o € I. Entonces las dos topologias sobre 11, A, la topologia caja del producto de

los subespacios {Aq : o € I}, y la topologia de subespacio de 0o, X, coinciden.

PRUEBA. Sea 7. la topologia caja del producto de los subespacios {4y :a €1} vy 75 la
topologia de subespacio. Si II,V, es un abierto béasico de 7., donde V, es un abierto en A,

para todo « € I, existe un abierto U, C X, tal que V,, = A, N U, para todo v € I. Asi

M, Vy =1, (A NUy) = A NI U, € Ts.



La demostracién de la contencién en el otro sentido es andloga. M

Proposicién 1.5 Si X, es Hausdorff (respectivamente regular, completamente regular) para

cada o € I, entonces 0, X, es Hausdor(f (respectivamente reqular, completamente regular).

PRUEBA. Si X, es un espacio Hausdorff para todo «, entonces 11, X, con la topologia
Tychonoff también lo es. Por otra parte la topologia Tychonoff estd contenida en la topologia
caja, por lo tanto ésta también es Hausdorff.

Supongamos ahora que X, es regular para toda o € I. Si x € [0, X, y I U, es una
caja abierta que contiene a x. Por la regularidad de X, existe un abierto V, en X, tal que
zoq € Vo CV, C U, para todo a € I; de aquf que z € I1,V, C I1,V, C II,U,. Aplicando la
Proposicién 1(iii) se tiene

z € 1,V, CIL,V, CILU.

Por 1ltimo, consideremos que X, es completamente regular para toda o € I. Sea A C
OaXa un conjunto cerrado y z ¢ A. Existe entonces una caja abierta II,U,, tal que z €
II,U, C O, Xo — A; luego para cada « € I existe una funcion continua f, : X, — [0, 1] tal que
fa(Xa = Ua) = {1}y falza) =0.

Definimos entonces f : 0y Xo — [0,1] por f(z) = sup {fa(%a)}cr, donde 2 = {z,}. Es
claro que f(z) =0y que f(A) = {1}. Mostraremos que f es continua. Sea p = {po} € U X4

y € > 0. Para cada o € I, existe un abierto W, de X, que contiene a p,, tal que si

€
y € W, entonces |fo(y) — fa(Pa)| < B}

Sea entonces la caja abierta II,W, que contiene a p. Si x € 11, W, entonces para todo o € I,
To € Wo y por lo tanto |fo(2a) — fa(pa)| < § . Es decir para todo o € I, fo(za) < f(p) + 5,
y por lo tanto f(z) < f(p) + §.

Por otra parte existe § € I tal f(p) —§ < fs(pg) < f(p). Combinando la desigualdad
anterior con esta tltima se tiene que f(p) —e < f g(zg), es decir f(xz) > f(p) —e. Asi que

finalmente se tiene que |f(x) — f(p)| < €, lo que prueba que f es continua en p.A

Un espacio topolégico X es un P-espacio si todo Gy es abierto. X es cero dimensional,
si tiene una base para su topologia formada por conjuntos abiertos-cerrados. X es un grupo

1

topolégico, si es un grupo y las las aplicaciénes (z,y) — xy~' y 2 — 2! son continuas.

Mostraremos ahora que estas propiedades topolégicas se preservan bajo productos caja.
Teorema 1.6 Sea {X, : a € I} una familia de espacios topoldgicos, entonces

i) Si para cada a € I, X, es un P-espacio, 0, X, es un P-espacio.



i1) Si para cada « € I, X, es cero dimensional, [, X, es cero dimensional.

i71) Si para cada a € I, X, es un grupo topoldgico, [, X, es un grupo topolégico.

PRUEBA. i) Supongamos que para cada o € I, X, es un P-espacio y sea G un conjunto
Gs de OX,, esto es G = [ Gy, donde cada G,, es un abierto de 0, X,. Sea z € G, entonces

n<w
para cada n € w, x € Gy, luego existe un abierto bésico I1,Gq,p tal que x € I1,Go € Gy Ast

que z € () HaGapn =1 [ Gan € G. Dado que para cada o € I, (| Gq, es abierto en X,
necw ncw necw
se tiene que II, [ Ga,n es un abierto de 0, X,. Esto prueba que G es abierto y por lo tanto
new
o X4 es un P—espacio.

i7) En este caso es suficiente recordar que el conjunto de todos los II,G,, donde G, es
abierto en X, es una base para [0, X,. Si GG, es también cerrado, entonces 1I,G, es cerrado
por la Proposicién 1(iv).

i41) Si definimos en [0, X, el producto zy = {zaya} donde z,y son elementos de L, X4 ¥
Tala €s el producto en el grupo X,, es facil ver que 0, X, es un grupo. Aqui la identidad es
e = {eq}, donde e, es la identidad en X,, y el inverso de cada z = {z,} es z7! = {z;'},

1 es el inverso de z, en X,.

donde z_,

Mostramos ahora que el producto y la inversién son continuas. Sean z = {z,}, ¥ = {ya}
elementos en [, X, y II,G, una caja abierta que contiene a xy; luego para cada o € I z,Y, €
Gq, y dado que X, es un grupo topoldgico, existen abiertos U, y V,, que contienen a x, y ¥a
respectivamente tales que Uy, V, C Gy, asi que 11, UIL,V, C II,G, y por lo tanto el producto
es continuo. Sean ahora x = {z,} € 0, X, y II,G, un abierto que contiene a 7l = {x;l},
esto es z,' € G, para todo a € I. Dado que X, es un grupo topolégico, existe un abierto V,,
en X, tal que si t € V,, entonces t~' € Gy, para todo o € I. Asi, II,V,, es un abierto que
contiene a x = {x,} de tal manera que si y € I1,V,,, entonces y~! € I1,G4. Esto prueba que la

inversién es continua. W

El teorema que sigue es causa de que muchos consideren a la topologia caja como una
topologia “mala”. Recordemos que un espacio X es perfecto si cada conjunto cerrado en X

es un Gj.
Teorema 1.7 Sea {X, : o € I} una familia de espacios regulares no discretos, entonces

i) 04 X4 no es localmente compacto.
i1) 0o Xq no es separable.

i71) OaXa no es primero nimerable.
iv) O, X4 no es perfecto.

v) O X4 no es localmente conexo.

vi) O, X4 no es conexo.



PRUEBA. Sea p = {po} € Ua X4 tal que p, no es un punto aislado de X, para cada o € I.
i) Supongamos que [0, X, es localmente compacto, luego existe una vecindad V' de p con
cerradura compacta, y una caja abierta II,U, que contiene a p tal que p € I, U, CV C V.
Elegimos ahora z,, € U, — {po} para todo a € I. Ya que X, es regular, existe para cada a € I

un conjunto abierto H, de X, tal que
Pa eHoz gH_onga_{xa}-

Por lo tanto
F={lloKs: Ko € {Hqa,Uy—Ho} Y€}

es una cubierta abierta, no numerable y cuyos elementos son ajenos dos a dos del conjunto
C={yelaXa:Ya € {pa,ta}t Yael}.

El conjunto C C I, U, CV C V es no numerable, de hecho tiene cardinalidad oMl > 2% es
cerrado, por la Proposicién 1.1 (iv), y no es compacto. Pero esto es una contradicciéon ya que
los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos son compactos.

i1) Sea F C O,X, un conjunto denso. Entonces para cada II,K, € F, (donde F es
el conjunto definido en i), II,K, N E # (. Para cada F = II,K, € F elegimos un punto
pr € II,K,N E. Como los elementos en F son ajenos por pares, entonces pr # pg si F,G €
Fy F#G. Por lo tanto |E| > | F| =2/l > 2«

i41). Supongamos que Uy, Us, Us, ... son cajas abiertas que contienen a p € [0, X, definidas
por U, = lIoUqn, n € w. Sea ¢ : w —I una aplicacién inyectiva, y para cada « € I definimos

el conjunto V,, por

Uan — Fpn, donde o= ¢ (n), F, es un conjunto
Vo = finito contenido en Uy, ¥ P & Fi.
Ua1 si  # ¢ (n) para todo n € w.

)

Entonces p € V =11, V,, y es claro que II,U, », € V para todo n € w, es decir las cajas abiertas
Uy, Uy, Us, ..., no forman una base.

iv) La propiedad de ser perfecto la heredan los subespacios cerrados, luego por el Corolario
1.2 basta que demostremos este resultado para I = w. Sea p € [1,X,, tal que p, no es un
punto aislado de X, y consideremos los conjuntos abiertos, U,, = X,, — {pn} para cada n € w.
Mostraremos que el conjunto U = II,U, no es un F,. Supongamos que Fj,, es un conjunto
cerrado de U, X,, y que F,, C Fj,41 C U para todo n € w. Dado que [, X, es regular existe,

para cada n € w, una vecindad abierta Uy, o de py, tal que Fy NIL, U, o = 0. Puesto que ninguna



coordenada de p es aislada, existe 2° € (0, X, tal que x) € Uoo — {po} y para todo n > 0,
0

w?l = pp. Como 20 ¢ I, por la regularidad de 0, X, existe un abierto U, 1 que contiene a z,,

para cada n € w, tal que m C Upy, que cumple ademds II,,U, 1 N Fy = 0yale IL,Up 1.
Continuando el procedimiento anterior se obtiene para cada m € w, cajas abiertas 11,,U,,
y puntos ™ € O, X, que satisfacen:
a) I1,Uy, 1, es una vecindad de z™ 1 disjunta de F,.
b) m C Up,m—1 para todo m € wy
Upm —{pn} sin=m
{xﬁfl} en otro caso.
Sea x € U, X, definido por z,, = 2]} para todo n € w, entonces

¢) Para todo n,m € w, 2] € {

ze [ MUnm) = | Fon-
Ademds x € U, por lo tanto U no es un F.
v) Sea I1,G, una caja abierta que contiene a p. Dado que X, es regular, para cada « existe

una familia de abiertos {Gq,n} en X, tal que po, € Gopnt1 € Gan € G para todo n € w.

new
Sea ¢ : w — I una aplicacién inyectiva y para cada m, k € w definimos la caja cerrada E(k, m)

por

ok, m) = Gantkt1 sipn)=a yn>m
o X en otro caso.

Mostraremos ahora que el conjunto E = () E(k), donde E(k) = |J E(k,m), es abierto-
kew mew

cerrado en [, X,.

E es cerrado. En efecto, sea x = {zo} € o Xo — E, luego existe k € w tal que x ¢ E(k),
esto es, para cada m existe o, € I tal que T, & Ea,,(k,m), es decir zq4,, ¢ Gay,, ntks1- Asi,
para cada a,, existe un abierto U,,, en X,,, que contiene z,,, ¥ Ua,, N Ga,, ntk+1 = 0. Luego
la caja abierta U =[], Uq, donde

Ua,, st o= ayy,
U, =
X, en otro caso

satisface que U N E(k) = @, y por lo tanto z € U C 0, X, — E. Esto prueba que E es cerrado.
Mostramos ahora que F es abierto. Sea z = {x,} € F, luego para cada k € w existe un
nimero natural my, tal que x4 € Gopnikt1, donde n > my y ¢(n) = o. Podemos elegir los my,

de tal manera que my < myi1, k = 1,2,... Consideremos ahora la caja abierta U =[], U.,
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donde

a =

. — Ga,nJrs; sims <n<mMmsp1y (p(n) =
Xa, en otro caso.

Es claro que = € U. Mostraremos que U C E(k, my41) para todo k € w, esto a su vez implica
que x € U C E. Sea o € I. Si existe n tal que p(n) = a y myy1 < n, entonces E,(k,mgi1) =
m. Por otra parte sea s tal que mg < n < mgy1, entonces Uy, = G4 nts. Dado que
Mmi+1 < Mg es claro que Gonts C Gaptkri-

vi) En la demostracion de v) se hace ver que toda caja abierta contiene un conjunto abierto-

cerrado en [, X,. Esto prueba que [, X, no es conexo. M

Corolario 1.8 St P es una de las propiedades enlistadas en el Teorema anterior, entonces

[1, Xa con la topologia k-producto no satisface P si k > w.

PRUEBA. Se obtiene haciendo una pequena modificacién en la demostracién del Teorema

anterior. W

Corolario 1.9 ) El producto caja de espacios T3 no discretos no es metrizable. ii) El producto

caja de espacios T3 no discretos no es un espacio vectorial topoldgico.

PRUEBA. i) y i) se obtienen del Teorema 1.7, incisos #ii) y v) respectivamente. B

Teorema 1.10 Sea {X,, : o € I} una familia de espacios requlares no discretos. Entonces

DaXa = U ch
acJ

donde |J| =21 y {Fa} ey es una coleccion de conjuntos abiertos-cerrados disjuntos dos a dos.

PRUEBA. Sea {Ig: g € J, |J| = |I|} una particién de I, donde |Ig| = |I|. Aplicando la ley

asociativa para productos caja se tiene
DozXa ~ DQEJ(DﬁGIaXB)

Dado que un producto caja nunca es conexo, para cada o € J existen conjuntos abiertos-

cerrados H, Wy, ajenos, distintos del vacio, tales que Oger, X3 = Ho |J We. Luego la coleccion

{HUa Uy € {Ha,Wa}}
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1,

estd formada por abiertos-cerrados, es disjunta dos a dos y su cardinalidad es 2!, Ademds

Docs(Oser, Xs) = {H Uy : U, € {Ha,Wa}} N

1.2 ESTRUCTURAS UNIFORMES EN PRODUCTOS CAJA

Uno de los resultados de la teoria de los espacios uniformes es el siguiente: Un producto de
Tychonoff de espacios topologicamente completos es topologicamente completo [2]. Sorpren-
dentemente este resultado también es vdlido para productos caja. En esta seccién se presenta
una prueba de esta ultima afirmacion.

Establecemos primero la siguiente notacién. Sea X un conjunto

La diagonal de X es el conjunto A (X) = {(z,z) : z € X}.

Parar € XyDCX?=XxX,Dlz]={ye€ X :(z,y) € D}.

Para D C X2, D7! = {(x,y) : (y,x) € D}. D es simétrico si D = D1,

Para C,D C X2, CoD = {(:c,z) cX?2:3ye X, (x,y)€C,(y,2) € D}.

Definicién 1.11 Una uniformidad sobre X es una coleccion U de subconjuntos de X? que

satisface:

i) NU=A(X),

i1) D € U=F o ECD para algin F € U,

iii) D €U = E~' C D para algiin E € U,

iw) SiAceUy B el entonces ANB U,

v)SiAeUy AC BC X2 entonces B € U.

Al par (X,U), donde U es una uniformidad sobre X lo llamamos espacio uniforme.

En vez de trabajar con toda la uniformidad, a veces es mas conveniente trabajar con una
subcoleccién de ella. Una subfamilia ® de una uniformidad I/ es una base uniforme o base,
si cada miembro de U contiene algun miembro de ®. El siguiente teorema caracteriza a las

bases uniformes.

Teorema 1.12 Una familia ® de subconjuntos de X? es una base uniforme para alguna uni-

formidad sobre X, si y sdlo si,

i) ND =A(X),

ii) D € ® =F o ECD para algin F € D,

iii) D € ® = E~! C D para algin E € D,

iw)SiA€eDy BeDexiste C €D tal que C C AN B.
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PRUEBA. La prueba se obtiene facilmente de las definiciones de base uniforme y uniformi-
dad. W

Sea X un conjunto donde se tiene definida una base uniforme ®. Es fécil ver que
T(®)={GC X :paracadaz e G,3 D €D, D[z] CG}

es una topologia Hausdorff sobre X, que llamaremos la topologia uniforme.

Ahora si X es un espacio topoldgico y esté definida una base uniforme ® en X, la topologia
de X no necesariamente es igual a la topologia uniforme. Cuando 7 (D) es igual a la topologia
de X decimos que ® es una base uniforme compatible con X. Una pregunta natural ahora

es jen cudles espacios se puede definir una base uniforme compatible? Se conoce la respuesta.

Teorema 1.13 (véase [4]) Un espacio X posee una base uniforme compatible si y solo si, X

es completamente regular.

Definimos ahora una base uniforme sobre un producto caja. Sea {X, : @ € I'} una familia
de espacios topoldgicos y supéngase que para « € I, D, es una base uniforme sobre el espacio

X,. Consideremos el conjunto
OuDa = {(g:,y) € (MaXa)? :Va € I, (Ta,ya) € Da},

donde D, € ®, para cada o € I. Mostraremos que el conjunto de todos los U, D, que
denotamos por 9, es una base uniforme sobre [, X; atin mds, si cada ®, es compatible

con X, D, es compatible con [, X,. Para esto aplicamos el siguiente lema, fécil de probar.
Lema 1.14 S D=0,D.,E= Oy,E, son elementos de 1,9, entonces

i) (OaDa) " = 0aD3,
i) Oa(Da 0 Ey) = OaDg 0 OpEa,
iti) Si x = (z4), € laXa, entonces D[z| = 114Dy [z4].

Teorema 1.15 Si para cada o € I, D, es una base uniforme compatible con el espacio X,

entonces D, es una base uniforme compatible con 1, X, .

PRUEBA. Mostraremos que 0,9, es una base uniforme y que 7 (0,®,) = 0474, donde
T €s la topologia de X, para cada a € I. Para ver que [J,®,, es una base uniforme aplicamos
el Teorema 1.12

i) 0D =A(I14,X4): Sea (z,z) € A (Il X,) y D=0,D, € 0,04, donde D, € ®, para
todo a € I. Entonces (zq,%q) € Dy para todo a € I, es decir (z,z) € D. Esto prueba que
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A (IIaXa) € NOaD4. Supéngase ahora que (z,y) € 0Dy y sea B € I, fijo. Luego (z3,y5) €
D, para todo D € ®g. Dado que N®g = A(Xg3), 3 = yg y como [ es arbitrario, concluimos
que z = y. Esto prueba que N®, C A (II,X,) . Se ha probado entonces que N, = A (I1,X4).

i) D € 0y®4=E o ECD para algin E € O0,9,: Sea D= 0,D,, € 0,9,,donde D, € D,
para todo « € I; luego existe E, € ®, tal que E, o E, C D,. Aplicando ii) de lema anterior,
Oa(Eq 0 Ey) = o Eq 0 Oy E,. Entonces, si E=0,F,, EoE C D.

iii) D € 0®o = E~! € D para algin E € 0,9,: Sea ahora D = 0,D, € 0,9, donde
D, € D, para todo a € I, luego existe C,, € D, tal que C;! C D,. Aplicando i) del lema
anterior, (DQC’Q)_I =[0,C;! € 0,D,. Entonces si C=0,C,, C! CD.

(iv) SiD € 0@, y E € 0,9, existe F € 0,9, tal que F C DNE: Sean D, E elementos de
Ua®g, luego D=0,D, y E= O, FE,, donde E,, D, son elementos de ®, para cada a € I. Por
ser . una base uniforme existe F, € D, tal que F, C D, N E, para cada « € I. Por lo tanto
O.F, C OyE, N0, Dy,

T(00®q) = Oa7a: Sea G € 7(0,D,) y = un elemento de G. Existe entonces D € 0,9,
tal que D [z] C G. Por (7ii) del lema anterior, z € II, D, [zo] = D [z] C G. Dado que II,D,, [z,]
es un basico de O, X, G € OuTq.

Sea ahora II,G, un abierto bésico en [,7 v « un elemento de II,G,. Por hipétesis, para
cada a € [ existe, D, € D, tal que x € D, [r,] C G4. Aplicando otra vez iii) del Lema
anterior, z € I1,D, [zo] = D[z] C II,G4, donde D = 0,9,. Esto prueba que I1,G, es un
abierto en 7 (0,9,) . W

Este teorema tiene dos importantes corolarios:

Corolario 1.16 FEl producto caja de espacios completamente requlares es completamente requ-

lar.

PRUEBA Esto resulta de los Teoremas 1.13 y 1.14. B

Para el segundo corolario necesitamos antes unas definiciones.

Definicién 1.17 Sea § una coleccion no vacia de subconjuntos de un espacio topoldgico X. §

es un filtro si satisface:

(1) 0 &3
(1i) SiA€Fy B € Fentonces ANB € F.
(1it) St AeFy AC B C X, entonces B € §.

Definicién 1.18 Sea § un filtro de un espacio topoldgico X y D una base uniforme compatible
sobre X.
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i) Sea z € X. § converge a = (§F — z), si cada vecindad U de x pertenece a §.
i1) § es de ®-Cauchy si siempre que D € D existe z € X tal que D[z] € §.
ii1) © es completa si todo filtro ®-cauchy converge.

iv) X es topologicamente completo si posee una base uniforme compatible completa.

Corolario 1.19 FEl producto caja de espacios topoldgicamente completos es topoldgicamente

completo

PRUEBA. Sea § un filtro [, ,-Cauchy sobre [, X,. Para cada 8 € I definimos
35 = {F C X5 WEI(F) € 8’}

Mostraremos que §3 es un filtro ©g-Cauchy sobre Xg. Es fécil ver que §g es un filtro de
Xp. Veamos entonces que §g es de Dg-Cauchy. Sea D € Dg. Elegimos D =1, D, € 0,9, tal
que D, =X2sia#pBy Dg = D; dado que § es U,D,-cauchy, existe x € 11,X, tal que
Dlz] € §. Por el Lema 1.14(4i7) se tiene que

D [z] = aDq [za] = WEI(Dﬁ [zg]) € S.

Esto prueba que §g es D g-Cauchy sobre Xg. Por otra parte dado que X, es topologicamente
completo para cada « € I, existe z,, € X, tal que §o — zo. Mostraremos que § —z = {z,} .
Es suficiente probar que para todo D € 0,9, D[z] € §. Sea D =00,D, € 0,D,. Se puede
ver que existe un elemento simétrico E € 0D, tal que EoEoEC D y dado que § un filtro
oD -Cauchy sobre O, X, existe y € I1, X, tal que E[y] € §.

Mostraremos que E[y]NE[z] # 0. Para toda o € I, E,[ya] € §o y dado que §o — 24
también E, [24] € Fa. Luego Ey [ya] N Eq [2a] # 0 para todo « € I, por lo tanto, E[y] NE[z] =
1o (Ealy] N Eqlza]) # 0. Asi que existe un elemento ¢ € E[y] NE[z] y éste satisface que (y, q),
(z,q) € E.

Se prueba ahora que E[y] C D [z]. Sea z € E[y], luego (y, z) € E. Se tiene entonces, por ser
E simétrico que (z,q), (¢,y) v (y, 2) son elementos de E, luego (z,z) € EoEoE C D, es decir
z € D[z]. Por tltimo, dado que § es un filtro y E[y] € §, entonces D[z] € §, que es lo que se

queria probar. H

Sea ® una base uniforme. Una sucesion normal en ® es una coleccién numerable
{D,, : n € w} de miembros de © tal que para toda n € w, Dyt 0 Dpy1 € Dy o D;l. La

siguiente proposicion, sobre sucesiones normales, la probamos para referencia posterior.

Proposicién 1.20 Para cualquier sucesion {E, :n € w} en una base uniforme ©, eriste una

sucesion normal {Dy, : n € w} tal que D,, C E, para toda n € w.
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PRUEBA Tomemos Dy = Ep. Sea D] € ® tal que Djo D] C DyNDy*. Tomamos entonces
Dy = D;NEy, luego Dy € Ey y Dyo Dy C Dy N Dyt. Sea ahora D) € D tal que Dy o Dy C
DlﬂDfl, tomamos entonces Dy = DIZHEQ, luego Do C Eo y Dao Doy C Dy ﬁDfl. Continuando
el procedimiento indefinidamente obtenemos la sucesién {D,, : n € w} que es normal y satisface

ademds que D,, C E, para todan € w. B

1.3 FUNCIONES CARDINALES

En esta seccion se estudian algunas funciones cardinales que tienen importancia en el estudio

de los productos caja.
Definicién 1.21 Sea X un espacio topoldgico.

i) La densidad de X denotada por d(X) es

d(X)=min{|S|: SCc X, S =X}.

i7)El nimero de Lindel6f de X, denotado por L(X) es
L(X) = min {k : cualquier cubierta abierta de X tiene una subcubierta de cardinalidad < x} .
i7i) El peso de X, denotado por w(X) es
w(X) =min{|S] : § es una base para X }.

Es facil ver que L(X) < min{|X|,w(X)}. Adema&s si X es un producto caja de espacios
regulares no discretos, por el Teorema 1.7 incisos (i) y (i), se tiene que d(X) > wy w(X) > w.
Para las funciones continuas y sobreyectivas se tiene la siguiente propiedad del nimero de

Lindelof, que aplicaremos posteriormente.
Lema 1.22 Si f: X — Y es una aplicacion continua y sobreyectiva, entonces L(Y) < L (X).

PRUEBA Sea U una cubierta abierta de Y, entonces f~(U) ={f"(U):U € U} es una
cubierta abierta de X. Existe entonces una subcubierta W de f~(U) tal que |[W| < L(X).
Elegimos ahora para cada x € X un abierto W, € W que contiene a x, entonces W, =
f*(Uf(x)) para un Uy(,) € U. Luego la coleccion {Uf(x) tx € X} es una subcubierta de U tal
que [{Uppy iz € X} < L(X). W

Un espacio X es de Lindel6f si L(X) = w. La siguiente proposicién muestra que un

producto caja nunca es Lindelof.
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Proposicién 1.23 Sea {X, : « € I} una familia de espacios topoldgicos Ty y X = X,

Entonces L(X) > 21 En particular un producto caja nunca es un espacio de Lindeldf.

PRUEBA. Para cada espacio X, elegimos dos subconjuntos abiertos A, y B, de X4,
diferentes del ) y de X, tales que X, = Ay |J Ba- Asi, la familia

{Il,Ga : Ga € {Aa, Ba}}

es una cubierta abierta de X de cardinalidad 2/, de la que no se puede extraer ninguna

subcubierta numerable. l

Estimamos ahora la densidad de los espacios O(w + 1)* y OR“. Estos espacios tienen un
interés especial ya que se ha mostrado que bajo CH estos espacios son paracompactos, pero ain

no se sabe si en ZFC se puede decidir su paracompacidad.
Proposicién 1.24 d(OR%) = ¢ y d(O(w+1)¥) =c.

PRUEBA. Es claro que d(OR¥) < ¢ y d(d(w+1)*) < ¢. Por otra parte observemos que
si D es un conjunto denso en [ORY o en O(w+1)“, siguiendo la demostracién de la prueba del

Teorema 1.7 (ii) se obtiene que |D| > 2* = ¢. Esto prueba la conclusién del teorema. B

1.4 NORMALIDAD

En esta seccién se presentan algunos resultados relacionados con la normalidad de los productos
caja. Este tema presenta algunas dificultades y problemas que no se presentan para los produc-
tos Tychonoff. Por ejemplo, es conocido que el producto Tychonoff de una coleccién numerable
de espacios metrizables es metrizable, y por lo tanto normal, contrastando con el hecho de que

para productos caja esto no necesariamente ocurre, como mostramos en el siguiente teorema.

Teorema 1.25 Si{X,, : n € w} es una familia de espacios métricos separables, entonces 0, X,

no es necesariamente normal.

PRUEBA. Consideremos el producto de Tychonoff Z*, donde,

Z:{nil :nEw}U{O}

con la topologia de subespacio de la recta real. Es claro que Z“ es un espacio compacto

metrizable. Denotemos por d a una métrica compatible con este espacio. Consideremos
también el subespacio
P={te Z¥:t(n) #0 para todo n € w}
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Este espacio es homeomorfo al espacio de los irracionales, véase [2] . Definimos ahora el espacio
X =P x0OL¥ donde L ={—r:r € Z} con la topologia de subespacio de la recta real. X es
un producto caja de espacios metrizables; mostraremos que no es normal.

Consideremos los subconjuntos de X, F' = {(p,—p) : p € P} y G = P x (L —{0})“, es claro
que F' es cerrado, G es abierto y F' C G. Supongamos que existe un abierto U de X tal que
F CUCU CG. Para cada n € w definimos el conjunto

Up={-p:pePyBp27") x{-peU}

donde B(p,27™) es una bola abierta con centro en p y radio 2~". Es claro que |J Up,=(L—{0})%
new
y si n < m entonces U,, C U,,. Ademas siguiendo la demostracién del teorema 1.7(iv) podemos

ver que (L — {0})¥ no es un conjunto F, de [OL¥; luego existe a € O0Z¥ y m € w tal que
—a € Up, — (L — {0})¥ en OL%.

Debido a que OZ“ y OL“ son homeomorfos, se tiene que
ac{t:—teUyp}—Pen0Z¥,

y por la densidad de P en Z%, existe b € P tal que d(a,b) < 2,,1% Ahora como (b, —a) ¢ G,
existe una caja abierta V' C COL¥ tal que —a € V' y un natural £ = m + 1 tal que

Uﬂ({teP:d(b,t)<2—1k}><V):®. (1.1)

Sea ahora V' = {v: —v € V}, luego V' es una caja abierta en JZ% tal que a € V'; dado
que a € {t: —t € Uy, }, entonces

1 |
Por lo tanto existe un elemento ¢ en
1 |
B(a,z—k)ﬂV ﬂ{t —tGUm}

y esto implica que

{teP:d(t,c)<2im}><{—c}gU

Dado que d(b,c) < d(b,a) + d(a,c) < st + 377 = 5 entonces (b, —c) € U. Pero esto
contradice 1.1. l
Mostramos en seguida que los productos caja, siempre contienen subespacios no normales,

si los factores son compactos o primero numerables. Para probar esto aplicamos el siguiente
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teorema debido a Katetov. Recuerdese que un espacio topolégico X es hereditariamente

normal si cada subespacio de X es normal.

Teorema 1.26 (Teorema de Katetov) [19] Si X X Y es hereditariamente normal, entonces o
cualquier subconjunto numerable de X es cerrado y discreto o cada subespacio cerrado de Y es

un Gs.

Proposicién 1.27 Sea {X, : a € I} una familia de espacios no discretos tales que (o, X, es
hereditariamente normal. Entonces para cada o € I, cualquier subconjunto numerable de X,

es cerrado y discreto.

PRUEBA. Sea 3 € I fijo y sea ' = Oa23X4. Por la Proposicion 1.3, 0, X, = Xg x O, y
por el Teorema 1.7(iv), [’ tiene un subconjunto cerrado que no es un Gy. Aplicando ahora el

Teorema de Katetov, se tiene el resultado. W

Corolario 1.28 Sea {X, : a € I} una familia de espacios compactos o primero numerables no

discretos, entonces L, X,, tiene un subespacio no normal.

PRUEBA. Esto es claro, ya que un espacio compacto no tiene subconjuntos numerables
que sean cerrados discretos, y un espacio primero numerable tiene al menos un subconjunto

numerable que no es cerrado discreto.
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Capitulo 2

PARACOMPACIDAD

De las propiedades de los productos caja que se han estudiado més detenidamente, estédn la
paracompacidad y la normalidad; un problema de especial interés es el siguiente:

Determinar qué condiciones debe cumplir una familia de espacios topolégicos, para que su
producto caja sea paracompacto.

Para familias no numerables hasta 1990 no se sabia nada con respecto a este problema,
hasta que en ese ano L.B. Lawrence prueba el tinico resultado negativo que se tiene: En ZFC
el producto caja no numerable de copias de la recta real no es normal. La situacién es distinta
para familias numerables, ya que en este caso se han obtenido algunos resultados positivos con
axiomas adicionales a ZFC. El primero de ellos fue obtenido en 1972 por M.E. Rudin, [10]:
La hipdtesis del continuo implica que el producto caja de una familia numerable de espacios
metrizables o-compactos localmente compactos es paracompacto.

El teorema de M. E. Rudin se ha mejorado, pero atin son desconocidos muchos aspectos
sobre la cuestién de la paracompacidad y normalidad de un producto caja. Por ejemplo, no se
sabe si en ZFC el producto caja de una familia numerable es paracompacto o normal, cuando
todos los factores son compactos metrizables o compactos primero numerables.

En este capitulo, se presentan algunos de los resultados obtenidos por K.Kunen [3] y E. K.
van Douwen [6], relacionados con el problema anterior para familias numerables.

Se considera en este capitulo que los espacios son Ts, es decir regulares y T;.

2.1 PRELIMINARES.

En esta seccién se presentan algunas propiedades de los espacios paracompactos que aplicaremos
posteriormente.
Recordemos que si U y V son dos familias de conjuntos de un espacio topoldgico X, se dice

que U es localmente finita si para cada x € X existe una vecindad de x que intersecta a lo
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més, un nimero finito de elementos de Y. U refina a V si U = UV y si para cada U € U
existe V € V tal que U C V. X es paracompacto si cada cubierta abierta de X tiene un
refinamiento abierto localmente finito.

Se puede encontrar en [1] sugerencias para la demostracién de la siguiente caracterizacién

de la paracompacidad.

Proposiciéon 2.1 Un espacio X es paracompacto si y sélo si para cada cubierta abierta U de
X, existe una vecindad V de la diagonal de X2 tal que {V [z] : x € X} refina U.

Proposiciéon 2.2 En un espacio paracompacto X, el filtro de vecindades de la diagonal de X

es una uniformidad completa compatible con X.

PRUEBA. Sea N la coleccién de todas las vecindades de la diagonal de X. Mostraremos
primero que N es una uniforme.

Es claro que A(X) C NN. Supéngase ahora que (z,y) € NN. Si & # y, entonces (z,y) ¢
A(X) luego existe una vecindad V' de (z,) tal que V N A(X) = (). Puesto que X? es regular
existe una vecindad U de (z,y) tal que (z,y) € U CU C V. Asf que A(X) C X?2-U C X?-U
es decir X2 — U es una vecindad de A(X) y por lo tanto (z,y) ¢ X2 — U. Pero esto es una
contradiccion.

Sea D € N. Para cada z € X elegimos una vecindad abierta G, de z tal que G2 C D.
De acuerdo a la Proposicién 2.1 existe £ € N tal que {E[z] : € X} refina a {G, :x € X}.
Sea C = ENE~! € N; probaremos que C™1 C Dy CoC C D. Sea (y,z) € C~!, entonces
(z,y) € E, esto es y € E[z]; luego existe z € X tal que E[z] C G,, y por lo tanto x,y € G,
es decir (y,z) € G2 C D. Esto muestra la primera contencién. Ahora si (z,2) € C o C, existe y
tal que (z,y) € C'y (y,2) € C, y de ahi que z, z € E[y|. Luego para un w € X, z,z € Gy, €s
decir (x,z) € G2, C D. Esto prueba la segunda contencién.

N es compatible con X. En efecto, sea 7 la topologia de X. Hay que probar que 7(N) = 7.
Sea G € T(N) y € G. Luego existe D € N tal que D[z] C G. Si se toma D abierto en
X2 se tiene que D[z] € 7. Esto prueba que G € 7. Sea ahora G € 7y y € G. Tomemos
F=(GxG)UX —{y}) x (X —y) que es una vecindad de A(X). Es claro que F'[y] C G, es
decir G es un abierto en 7 (N). Esto prueba que N es compatible con X.

N es completa: Sea § un filtro sobre X no convergente. Entonces para cada y € X existe
una vecindad Gy de y tal que G, ¢ §. De acuerdo a la Proposicién 2.1 existe D € N tal que
{D[z]: 2z € X} refina a {G, :y € X}. Es claro que § no es N'—Cauchy. B

Corolario 2.3 Sea {X, : « € I} una familia de espacios paracompactos. Entonces o, X, es

topoldgicamente completo.
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PRUEBA. De la Proposicién anterior se tiene que un espacio paracompacto es topologica-
mente completo. Aplicando el Corolario 1.19 se tiene el resultado. B

Mostramos ahora que los P-espacios con nimero de Lindelsf igual a wy son paracompactos.
Proposicién 2.4 Si X es un P-espacio y L (X) < w1, entonces X es paracompacto.

PRUEBA. Aceptemos por el momento que X es cero dimensional. Sea U una cubierta
abierta de X, entonces U tiene un refinamiento {V, : & < w1} donde cada V,, es un conjunto
abierto-cerrado. Sea W, = Vo, —U{Vs: 3 < a}, entonces {W, : @ < w} es una coleccién de
conjuntos abiertos ajenos dos a dos que refina U. En efecto, es claro que {W, : @ < w;} refina

a U y ademds cada W, es un conjunto Gy, pues es igual a Vo, N (] (X — V,) y a < wi. Como
B<a
X es un P-espacio, entonces W, es abierto para todo o < wy. Evidentemente, {W,, : a < w1}

es localmente finita, por lo tanto X es paracompacto.
Mostramos por tltimo que X es cero dimensional. Sea U un abierto de X y x un punto

de U; por la regularidad de X existe una coleccién {G,,} de conjuntos abiertos tal que

n<w
z € Gpy1 C G C U para todo n < w. Es claro entonces que () Gy es un conjunto cerrado
que contiene a x y a su vez estd contenido en U. Por otra parten?]u G, es abierto ya que X es
un P-espacio. H e

Sea U wuna familia de subconjuntos de un espacio X. U es estrella finita si para cada
UelU, {Veld:UNV #£(} es finita. U es estrella numerable si para cada U € U,
{VeUu:UNV #(} es a lo mas numerable. Un espacio X es fuertemente paracompacto,
si toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto estrella finito. Es claro que todo espacio
fuertemente paracompacto es paracompacto.

La siguiente caracterizacién de los espacios fuertemente paracompactos es conocida, se puede

hallar una demostracién en [1].

Proposiciéon 2.5 Un espacio reqular X es fuertemente paracompacto si y sélo si cada cubierta

abierta de X tiene un refinamiento abierto estrella numerable.

Un espacio X es ultraparacompacto si cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento
formado por conjuntos abiertos ajenos dos a dos. Se puede encontrar una demostracién del

siguiente resultado en [6].

Proposicién 2.6 Un P-espacio paracompacto es ultraparacompacto.
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2.2 EL V-PRODUCTO

Sea { X, : n € w} una familia de espacios topologicos. Definimos la relacién = en [[ X,, por
x=y si {n:x,#yn} es finito.

Se puede ver que = es una relacién de equivalencia sobre [] X, la cual induce un espacio
cociente de [, X,. A este espacio se le denota por vV, X,,, y lo llamaremos el V—producto o
producto nabla de los X,,. A la aplicacién cociente que va de [, X, a V,X, la designamos
por q.

El producto nabla fue introducido por K. Kunen [3] para estudiar la paracompacidad de
los productos caja numerables. En esta seccién se presentan algunas propiedades bésicas del

V—producto y de la aplicacién cociente g, que aplicamos en la préxima seccion.

Proposicién 2.7 Sea {X,, : n € w} una familia de espacios y para cada n € w, Ay, B, C X,.
Entonces:

(1) ¢(x) = q(y) siy sélo si x,, = y, para casi todo n € w (es decir x, = yp, excepto para un
nimero finito de indices).

(77) ¢ (x) € q(II,Ay,) siy sélo si x,, € Ay, para casi todo n € w.

(#91) g (11, A,) C q (I, By,) siy sélo si A, C By, para casi todo n € w.

(1) Si cada A, es abierto (cerrado) en X,, entonces ¢ (II,,Ay,) es abierto ( cerrado) en VX,,.

PRUEBA. (i) Es claro de la definicién de = .

(1) Si ¢ (z) € q(I1,A,,), entonces existe y € 114, tal ¢ (z) = q(y). Por (i), x, = yn para
casi todo n, y asi x,, € A, para casi todo n. El otro sentido es claro.

(7i1) Supongamos que ¢(I1,A,) C q(II,,B,). Entonces por (ii) si x, € A, para todo n,
T, € B, para casi todo n. Esto implica que A, C B, para casi todo n. El otro sentido es claro.

(iv) Supongamos que A,, C X,, es abierto para cada n € w. Se mostrard que ¢~ {q (11, A,)}
es abierto en [0, X,,; esto prueba que ¢ (II,,A,,) es abierto en V,, X,,.

Sea y € ¢ ' {q(II,A,)} = {y € 0, X, : yn € A, para casi todo n}. Entonces y, € A, para
casi todo n. Para cada n € w tal que y,, € A,, tomemos un abierto V,, tal que y, € V,, C A,,, vy

para los n € w tal que y, ¢ A,, témese V,, = X,,. Entonces es claro que
y €LV, Cq ' {g(I,An)}

Por dltimo, si A, es cerrado en X,, para todo n € w, entonces es suficiente mostrar que

0,X, —q ' {¢(II,A,)} es abierto. Repetimos el procedimiento anterior. H

La siguiente proposiciéon justifica el llamar producto a V, X,,.
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Proposicién 2.8 Sea {X,, :n € w} una familia de espacios y para cada n € w, A, C X,.
Entonces q (11,,Ay) = V, Ay.

PRUEBA. Denotemos por g4 v qx a las las aplicaciones cociente [, A, — V, A4, y U, X,, —
Vn Xy, respectivamente. Es claro que g4 (x) = ga(y), si y sélo si, ¢x (z) = ¢x(y) para
x,y € O, X,,. Esto permite definir la aplicacién h : V,, A, — gx (0, A5) por h(ga (z)) = qx (x),
x € O0,A,. Es facil ver que h es uno-uno y sobre.

h es continua: Esto se puede ver si se observa que hogyq = qx | 0, A, y se aplica el siguiente
resultado que es bien conocido: Una aplicacién f : X — Y donde X es un espacio cociente es
continua si y sélo si la composicién f o g lo es, donde g : Z — X es la aplicacién cociente, [1].

h es abierta: Sea U, C X, un conjunto abierto para cada n € w, entonces
qx (Hn (An N Un)) =dqgx (DnAn) Nagx (HnUn) .
Esto prueba que h es una aplicacién abierta. ll

Proposiciéon 2.9 Si para cada n € w, X, es un grupo topoldgico, entonces VX, es un grupo

topoldgico.

PRUEBA Para [z], [y] en V,, X, se define [z] [y] = [zy] . Es fécil ver que esta operacién estd
bien definida y satisface los axiomas de grupo.

Mostramos que el producto es continuo. Sea U un abierto en V, X, que contiene [z][y],
luego ¢~ (U) es abierto en [0, X, que contiene a xy. Dado que [J,,X,, es un grupo topoldgico,
existen conjuntos abiertos Wi y Ws en [, X,, que contienen a x y y respectivamente tales que
WiWs C ¢~ 1(U). Ya que

g '(Wh)g ' (Wa) C q(WiWa) C q(q ' (U)) =U

se tiene la continuidad del producto. De manera similar se obtiene la continuidad de la inversién.
[ |

El V—producto se comporta bien bajo axiomas de separacién bajos.

Proposicién 2.10 Si para cada n € w, X, es Hausdorff, regular o completamente reqular

entonces también lo es V, X,,.

PRUEBA. La prueba de los casos Hausdorff y regular se obtiene inmediatamente aplicando
la proposicién 2.7(iv). Supongamos entonces que X, es completamente regular T para cada

n € w. Dado que un espacio es completamente regular T9 si y sélo si es homeomorfo a un
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subespacio de una potencia de [0,1], [1]; v a su vez [0, 1] es homeomorfo a un subespacio de
un grupo topolégico, por ejemplo el circulo, podemos afirmar que para cada n € w, existe un
grupo topoldgico Y, y un subespacio A, C Y, tal que A, = X,. Por otra parte aplicando la
Proposicién 2.8 v, A, = q(]] An) € V,.Y,. Dado que v,Y,, es un grupo topolégico y vV, A, es
homeomorfo a un subespacio de V,Y,, se tiene que V, A es completamente regular; esto debido

a que un grupo topoldgico es completamente regular [1]. H

Una interesante propiedad del V-producto es que siempre es un P-espacio. Para probar esta

afirmacion aplicaremos el lema siguiente.

Lema 2.11 Si para todon € w, {Ay, m : m € w} es una sucesion de conjuntos tal que Ay mi1 C
Apm C X, para todo m € w, entonces q (11, Ann) € () ¢ (InAnm)-

mew

PRUEBA. Hay que mostrar que para cada m € w, q(II,An,) C ¢(II,A,,,). Por la
proposicién 2.7 (iii) es suficiente mostrar que para cada m € w existe ky, tal que Ay, C Ay
si n > k. Esto se obtiene tomando k,,, = m, ya que si n > k,,, = m, entonces A, , C A, -1 C
. CA,,, 1

Proposicién 2.12 v, X, es un P—espacio.

PRUEBA. Sea U un G5 en V,X,, esto es U = [\ Uy, donde cada U,, es un abierto

mew

en V,X,. Mostraremos que ¢~ (U) es abierto en [0,X,. Sea z € ¢~ (U), luego para cada
m € w existe un abierto basico 11,,U,, », en U, X,, tal que = € IL, Uy, ,, C (f1 (Up,) ; por lo tanto
q(z) € ¢(II,Upm) C q (q_1 (Um)) C Uy, es decir

(@) € () ¢(MUnm) € (| Un="T.
mew mew

Dado que se pueden elegir los II,U,, ,, de tal manera que II,Uy, ypq1 C 11U, para todo

m € w, por el Lema 2.11 se tiene que ¢ (II,Up ) € () ¢ (I1,Upm) . Esto permite mostrar que

mew

x e Il,Up, C gt U).

En efecto, es claro que z € 11U, ya que z, € Uy, para todo n € w; en particular para

n = m. Sea ahora y € II,U, ,, entonces ¢ (y) € q(II,Uy), esto es ¢(y) € U. Por lo tanto
veqg(q) cqgt(U).

Corolario 2.13 Si para cada n < w, X, es un espacio reqular entonces V,X, es un espacio

cero-dimensional.
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PRUEBA. Por las Proposiciénes 2.10 y 2.12, v, X,, es un P-espacio regular. Por otra parte

se mostré en la proposicién 2.4 que los P-espacios regulares son cero-dimensioales. ll

Para finalizar esta seccién consideremos la aplicacién q. ; Que propiedades topoldgicas tiene
g? Por ser una aplicacién cociente es continua, y por la Proposicién 2.7(iv) es abierta. En la
misma Proposicién 2.7 se establecié que si F), es un conjunto cerrado de un espacio X,, para
toda n € w, entonces ¢q(I1,,F;,) es cerrado en V,X,. Esto sugiere preguntar si ¢ también es
cerrada. La respuesta es que, en general, no lo es; pero si cada X, es o-compacto y localmente

compacto la aplicacién cociente ¢ resulta ser cerrada.

Teorema 2.14 Si cada X,, es o-compacto y localmente compacto entonces la aplicacion co-

ciente q es cerrada.

PRUEBA. Para probar que q es cerrada aplicamos el siguiente teorema: Una aplicacién
continua f : X — Y es cerrada si y sélo si para cada punto y € Y y cada conjunto abierto
U C X el cual contiene a f~! {y}, existe una vecindad V de y tal que f=* (V) C U, [1].

Sea entonces x € [, X,, y U una vecindad de ¢! {q (z)} . Para cada n se puede elegir una

sucesién {X,, 1}, de subconjuntos compactos de X, tal que

(i) Xy,0 es una vecindad de zp,
(11) Xpg € Xpgt+1 Y Xn =Xk (Ver el Teorema 7.2 en [2])
k

Afirmacion: para cada k existe una sucesiéon {Vnk}n de vecindades de z,, tal que

H ka X H Vn,k - U.

n<k n>k

Para probar esto, obsérvese primero que [J,, X, se puede identificar con [[ X, X OpspXn;
n<k
entonces U contiene a [[ X, % % [[ {zi}. Dado que [] X, i es compacto, existe una vecindad
n<k i>k n<k

Vi de [] {zi} en 0,51 X, tal que [[ Xy, x V C U, (ver el Teorema 3.9 en [1]); podemos
i>k n<k
suponer que V tiene la forma [[ V;, %, donde los conjuntos V, ;, son abiertos.
n>k
Definimos para cada n < w una vecindad W,, de x,, por

Wo = Xoo ¥ anxnp(](ﬂ Vn,k> sin > 0.

k<n

Entonces v,,W,, = ¢q (H W, | es una vecindad de g (x) . Mostramos ahora que ¢~* (v,,W,,) C U.
n

Sea y € g1 (V,W,) . Por la Proposicién 2.7 (i) , existe m tal que y, € W, si n > m. Elegimos
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kE > m tal que y, € X, para n < m. Dado que y, € W,, C X,,0 C X, paran > m,y
Yn € Wy, C V, 1 para n > k vemos que

Yy e HXn,k X an,ng
n<k n>k

Esto prueba que g es cerrada. B

Corolario 2.15 Sipara cadan € w, X,, es o-compacto y localmente compacto, y ademds [, X,

es paracompacto entonces, V, X, es paracompacto.

PRUEBA Esto es consecuencia directa del Teorema 2.14 y el hecho de que las aplicaciones

cerradas conservan la paracompacidad, [2]. B

2.3 PARACOMPACIDAD Y PRODUCTOS CAJA NUMERA-
BLES

Una cuestion natural que surge del Corolario 2.15 es la siguiente: ;La paracompacidad del pro-
ducto nabla V,, X,,, implica la paracompacidad de [, X,,, si los espacios X, son c—compactos y
localmente compactos? El siguiente teorema muestra que la respuesta es afirmativa y aun mas,
[0, X,, resulta ser fuertemente paracompacto. Esto trae como consecuencia un hecho intere-
sante: en los productos caja numerables de espacios o-compactos y localmente compactos, los
conceptos de paracompacidad y paracompacidad fuerte son equivalentes. Damos una prueba

de este hecho enseguida.

Teorema 2.16 Supdngase que para cada n < w, X, es un espacio reqular o-compacto y local-

mente compacto. Las afirmaciones siguientes son equivalentes.

i) O, X, es fuertemente paracompacto.

i1) O, X, es paracompacto.

iii) V, X, es paracompacto.

PRUEBA i) — ii) es clara. La implicacién i) — i) es el Corolario 2.15. Probemos ahora

ii1) — ). Sea U una cubierta abierta de 0, X,,. Para cada x € [0, X, se define el conjunto

E(x) = U{Z/EDaniykzxkparak>n}.

n<w
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E (z) es o-compacto, dado que para cada n el conjunto

{y € 0, X, 1 yp, = xp para k >n} = X, ><X2><...><Xn><kH {zx}
>n
es o-compacto. Por el Teorema 2.14, la aplicacién ¢ : U, X,, — V,X,, es cerrada, aplicamos
entonces la siguiente caracterizacion de la aplicaciones cerradas: Una aplicaciéon f: X — Y es
cerrada si sélo si dado un subcunjunto S C Y y un abierto U que contiene a f~(5), entonces
existe un conjunto abierto V'O S tal que f~ (V) C U, [1]. Luego para el conjunto ¢ (z) = E (z)
se puede elegir una subcoleccién numerable U, C U tal que ¢~ {q(z)} C [JU, y un conjunto

abierto Vq(x) en V, X, tal que

q(:c) € ‘/q(a:) y q_l (V;](z)) - Uuz

Por hipétesis y por la Proposicién 2.12; v,, X, es un P-espacio paracompacto, de ahf que este
espacio es ultraparacompacto, por la Proposicion 2.6. Sea entonces { Wy}, un refinamiento de
{Vq(m) tx € Elan} formado por conjuntos abiertos ajenos dos a dos. Luego para cada o € I,

existe V, = Vq(m) para algin x € [, X,, tal que W, C V,. Entonces
{a7"(Wa)NU : U € Wy, donde Wo C Vo = V), v € 1}

es un refinamiento estrella numerable y abierto de &. Dado que [, X, es regular, por la

Proposicion 2.5 se tiene que [, X,, es fuertemente paracompacto. l

El corolario siguiente es una versién mejorada del Teorema de M. E. Rudin [10].

Corolario 2.17 (CH) Si para cada n € w, X,, es un espacio reqular o-compacto localmente

compacto y w(X,) < wi, entonces 0, X,, es paracompacto.

PRUEBA Dado que w(X,) < w; para toda n € w, entonces w((J,X,) < w1, y de ahi que
L(O,X,) <wi. Por el Lema 1.22, L(V,X,) < w1, y por las Proposiciones 2.12 y 2.4, V,, X, es
paracompacto. Concluimos que [, X,, es paracompacto por el Teorema 2.16.

Una interesante propiedad de los productos caja numerables es que bajo CH, la paracom-
pacidad se puede caracterizar en términos del nimero de Lindeldf, cuando los factores son

compactos. Para probar esto, aplicamos la siguiente propiedad de los espacios compactos,
debida a Arhangel’skii.

Lema 2.18 Cualquier particion de un espacio compacto de conjuntos cerrados G tiene cardi-

nalidad a lo mads c.

Se puede encontrar una prueba de este resultado en [5].

28



Teorema 2.19 (CH) Si para cada n < w, X,, es un espacio compacto reqular, entonces 0, X,

es paracompacto si y solo si L (0, X,) < wi.

PRUEBA Supongamos que L (O, X,,) = w;. Por el Lema 1.22 se tiene que L (V,X,,) < wi,
y dado que V,X,, es un P—espacio regular, V,X,, es paracompacto por la Proposicién 2.4.
Aplicando ahora el Teorema 2.16 se tiene que [J,, X,, es paracompacto.

Supongamos ahora que [J,, X, es paracompacto. Sea R una cubierta abierta de [J,, X,. Apli-
cando las Proposiciones 2.1 y 2.2 construimos recursivamente una sucesién normal {D,, : n € w}
de vecindades de la diagonal de O, X,,, y una sucesién {R,+1:n € w} de cubiertas de cajas
abiertas de [, X,, que satisfacen:

i) Dy, refina a Ry, y

i) {R: R € Rp41} refina a {D,[z] : z € I, X, }.

Dado que {D,, : n € w} es normal, E = (| D, es una relacién de equivalencia sobre II,, X,
n<w
y E refina Rg. Mostraremos que para cada z € II,X,, F[z] es un conjunto G5 cerrado en

I1, X, con la topologia Tychonoff. Sea x € II, X, fijo y sea m € w. Por i) existe R, 13 € Ryn+3

tal que Dp43[z] € Rpy43. De ii) existe y € I, X, tal que I, Ry mi3 C Dpyoly]. Dado que

-1

{D,, : n < w} es normal, es decir para todo m < w, D41 0 Dy € Dy, N DY

se tiene que
Dyyy2ly] € Dpyjx] y por lo tanto 11, Ry, ;mi3 € Dylz]. Para cada m € w definimos una caja

abierta Gy, = [[,, Gn,m, donde

Gnm:

)

Rym si n<m
X, st n>m

Mostraremos que en II, X, con la topologia Tychonoff

() Gm= () Gm = Elal.

m<w m<w

Dado que II, R, ;43 C I, R, 1, para todo m € w, entonces Gy43 C Gy, para todo m € w,

luego es claro que [ Gpm = [\ Gm. Para ver la otra igualdad tomemos y € F[z], luego
m<w m<w

y € Dy, [z] para todo m € w. Dado que D, [z] C II, Ry, ,, para todo m € N, se tiene que y € Gy,
para todo m € N, es decir y € NG,,. Tomemos ahora y € NG, y m fijo. Aplicando i) y i7) se
tiene que y € II,, R, 13 y dado que I, Ry, 1y3 € Dy [z], y € Dy [x]. Podemos concluir entonces
que y € E[z].

Se ha probado entonces que E[z] es un conjunto cerrado Gg en II, X,,. Aplicando el Lema
2.18 se tiene que |{E[z]: 2z € II, X,,}| < ¢. Ademds es claro que {E[z]: x € I, X,,} cubre a
U, X, y refina a Rg. Por lo tanto existe RE) C Ro con ‘RIO‘ <cy 7% cubre a O, X,,. B
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Capitulo 3

LA m-TOPOLOGIA

Existen varias topologias naturales que se pueden asociar a C(X) y entre las mds importantes
se pueden mencionar a la topologia de la convergencia puntual, la topologia de la convergencia
uniforme, la topologia compacto abierta y la m—topologia. Esta tltima topologia fue intro-
ducida por Hewitt [11] en 1948 y generaliza en forma natural a la topologia de la convergencia
uniforme.

En este capitulo se muestra, aplicando la teoria de los productos caja, que C(X) con la
m—topologia no es normal si X es localmente compacto o primero numerable, y X no es
pseudocompacto ni discreto.

Se considera en todo este capitulo que los espacios son Tychonoff, es decir Ty y completa-
mente regulares.

Empezamos con las definiciones de topologia uniforme y m-topologia. Para cadae >0y f €
C(X)seaB(f,e)={g9ge€C(X):|g(x)— f(x)] <e para toda x € X}. La topologia de la con-
vergencia uniforme en C (X) es la generada por la base B={B(f,e): fe€ C(X), € >0}.
Esta topologfa sobre C(X) es metrizable; una métrica d que genera esta topologia estd definida
por d(f,g) = sup {dr(f(z),g(z)) : x € X}, donde dg es una métrica acotada compatible con
la topologfa usual de R. Denotamos por C,(X) a C(X) con la topologia de la convergencia
uniforme.

Sea CV (X) el conjunto de las funciones estrictamente positivas en C (X), y para cada
eeCH(X)y feC(X) sea

B(f,e)={9€C(X):|g(z)—f(z)] <e(z) paraz e X}.
La m-topologia sobre C'(X) es la generada por la base

B={B(fe): feC(X),ecC(X)}.
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Es claro que la m-topologia es m4s fina que la topologia de la convergencia uniforme. En lo
que sigue, Cp, (X)) denota a C' (X)) equipado con la m-topologia. No es dificil ver que Cp, (X) es
un espacio de Tychonoff, es decir, T; y completamente regular. El siguiente resultado relaciona

a la m-topologia con los productos caja.
Proposicién 3.1 Si X es discreto, entonces Cp, (X) ~ ORX.

PRUEBA. Si X es discreto, entonces C (X) = R¥X. Sea B (f, ) un bésico en la m-topologfa,
donde f € Cp, (X) y e € CT (X) es claro entonces que

B(f.e)= ] (f (@) —e(@), f (2) +e(x).

zeX

Sea ahora [] G, un abierto basico en ORX, donde G, = (ag,b;) para todo = € X. Si
rzeX
b

e € C1(X) estd definida por e(z) = 25% y f: X — R por f(z) = a, + e(z), entonces es

claro que [[ Gz = B(f,e). &
zeX

La topologia de la convergencia uniforme estd contenida en la m—topologia. Por lo tanto
una pregunta natural es j, cudndo C,,(X) = Cp,(X)? No es dificil la demostracién de la siguiente
proposicién que responde a esta pregunta. Recuerdese que un espacio X es pseudocompacto

si toda funcién continua f : X — R es acotada.
Proposicién 3.2 Las condiciones siguientes son equivalentes:

a) X es pseudocompacto,
b) Cm (X) =Cy (X)»
¢) Cp, (X) es metrizable.

Esta ultima proposicién nos dice que una condicién necesaria para que Cp, (X) no sea
normal es que X no sea pseudocompacto, por lo tanto nos serd ttil la siguiente caracterizacién
de los espacios que no son pseudocompactos en términos de sucesiones abiertas discretas. Una
colecciéon U de subconjuntos de un espacio topolégico X es discreta si para cualquier z € X,

existe una vecindad W de x que tiene interseccién no vacia con a lo méds un elemento de U.

Proposicién 3.3 Un espacio X no es pseudocompacto si y solo si tiene una sucesion discreta

de conjuntos abiertos no vacios.

PRUEBA. Sea {U,}

Ty € U,. Dado que X es completamente regular se puede elegir para cada n € w una funcion

new una sucesién discreta de conjuntos abiertos no vacfos de X y sea
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continua f, : X — R tal que f,(X —U,) =0y f,(z,) = n. Entonces > f,, : X — R es una
n

funcién continua ya que {U,} es discreta. Ademds claramente ) f;, no es acotada en X.

n<w
Supongamos ahora que X no es pseudocompacto. FExiste ento%ces una funcién continua
f:X — Ry un conjunto de puntos {x1, z2,z3,...} de X tal que f(z1) < f(z2) < f(x3) < ...y
ademds f(z,) 4+ 1 < f(z),) para todo n,m € wy n < m.
Por la continuidad de f podemos elegir para cada n € w una vecindad abierta V,, de z,, tal
que

si z € V,, entonces |f(x) — f(zn)| < i

La sucesién {V, },, ., es discreta; en efecto sea x € X, existe entonces una vecindad de V' de

x tal que )
siy € V entonces |f(y) — f(x)] < T

Supongamos que V intersecta a V,, y a V,,, donde n < m. Luego existen puntos yi, y2 en V,,

vy V,, respectivamente tales que

Fn) = Feal < 5 v 1£2) = Fam)] < 7

y como y1, y2 € V se satisface ademds que

Fn) = F@) < 7 v 1)~ f@) < 7.

Luego

[f(@m) = fl@n)| < |f(@m) = f(y2)| + | f(y2) = F@)| + 1F(2) = fly)] + [f(92) = )]
<i+i+titi=L

Pero esto ultimo contradice las propiedades del conjunto {z1,x2,...} . B

3.1 LA m-TOPOLOGIA Y LOS PRODUCTOS CAJA

En esta seccién mostramos que C,,(R) no es normal y extendemos este resultado a espacios
localmente compactos y primero numerables.
Denotamos en lo que sigue por NN al conjunto de todas las funciones de N en N, equipado

con la métrica d definida por

dz,y)= Y, 2" wyeN, » 0=0
z(n)#y(n)

NN con esta métrica d es un espacio métrico completo y es homeomorfo al espacio de los
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1
n+1

usual de subespacio de R. Se puede ver que cualquier espacio no discreto, primero numerable

irracionales, [1]. Denotamos también por Z al espacio { in € w} U {0} con la topologia

tiene necesariamente un subespacio cerrado homeomorfo a Z.

Proposicién 3.4 Sean A,, n € w, A, y B conjuntos definidos por

Ap={f€CnR): f(z)=0siz ¢ (2n,2n+ 1)},
A:{fECm(R):f(x):Osixgé U (2n,2n+1)} y

nw
B={feCn): f(0)=f(1) =0}
Entonces:
i) A es cerrado en Cp,(R),
ii) A, =~ B,
iit) A~ 0O,A,
iv) B contiene un subespacio cerrado homeomorfo a N,
PRUEBA. i) Sea f € Cp, (R) — A, luego existe y ¢ |J (2n,2n+ 1) tal que f(y) # 0. Si

n<w

e = |f(y)], entonces B (f,e) C Cp, (R) — A; en efecto, sea g € B(f,e) entonces para todo
zeR,|f(x)—g(x)| <e=|f(y)|, luego g (y) # 0 y por lo tanto g ¢ A. Esto prueba que A es
cerrado en Cy, (R).

i1) Para cada n € w, sea A, = {f € Cp,([2n,2n + 1]) : f(2n) = f(2n+ 1) = 0}. Es fécil ver
que la aplicacién 1 : A, — A, definida por ¢ (f) = f | [2n,2n + 1] es un homeomorfismo; es
decir A, = A!,. Por otro lado la aplicacién ¢ : A} [2n,2n + 1] — B definida por ¢(f) = f o ¢,
donde ¢ : [0,1] — [2n,2n + 1] es una aplicacién lineal, es un homeomorfismo, esto es A/, ~ B.
Por lo tanto A,, ~ B.

iii) Sea o : 0A, — A definida por o (f) = > fn . Es claro que ) f, € A para todo
f ={fn} € OA,. Mostraremos que o es un homeomorfismo.

o es sobre: Si g € A, definimos para cada n € w, la aplicacién f, : X — R por

g(z) siz e (2n,2n+1)
fn(fB) =
0 en otro caso .

Es claro que f,, € A,,. Luego o(f) =c({fu}) =D fn=9.

o es uno-uno: Supongamos que o(f) = o(g), donde f ={f,} y g = {gn}. Estoes > f,, =
> gn; luego para cada n, f, =g, . Asi f =g.

o es continua: Sea f = {f,} € 0, A,. Es facil ver que para todo e € C*(R), o([[ B(fn,€)) =

n
B(o(f),e). Se sigue entonces la continuidad de o.
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o es abierta: Sea IIB(f,,e,) un abierto bésico en [, 4, donde e,, € C*(R) para cadan € w.
Definimos e € C*(R) por

en (2) size (2n,2n+1)
e(x) =4 const =¢p(0) sixz e (—o0,0]
lineal size2n+1,2n+2].

Luego o(I1, By, (fn, en)) = B(a(f),e); es decir o es abierta.

iv) Dado que I es compacto, Cp, (I) es un espacio de Banach, bajo la norma |f| =
maxger |f (x)]. B escerrado en Cy, (I); en efecto sea f € Cp, (I)— B, luego f (0) # 06 f(1) # 0.
Supongamos que f(0) # 0y tomemos € = |f (0)|, entonces B (f, %) C C), (I) — B. Para probar
esta afirmacion tomemos g € B (f,5) , entonces|f (z) — g (z)| < § para todo z € [0,1]. En
particular |f (0) — g (0)| < § y por lo tanto g (0) # 0. Esto prueba que g € Cp,(I) — B.

Sea {Un,k}n7k<w
un punto de U, . Para cada n, k € w elegimos una funcién continua f, j : [0,1] — [0, 1] tal que

una coleccién de conjuntos abiertos ajenos dos a dos de [0,1], y sea

fak@ni) =1y for([0,1] = Up) = 0. La sucesién {fnvk}n,k@; estéd en B y tiene las siguientes
propiedades:

1) | fakll =1 para todo n, k € w.

2) for(x) =006 fi;(x) =0 paratodo z € I y todo n,k,i,j €wconn #1i,0k#j.

Dado que B es es subespacio cerrado de Cp,(I) podemos definir la aplicacién ¢ : NY — B
por ¢ (z) => 27" Jn,z(n)- Mostraremos que % es una inclusién, es decir mostraremos que % es
inyectiva y continua, ademsds de la continuidad de la aplicacién ¢! : P(NN) — NN,

1 es inyectiva: Si v (z) = (y) entonces
Z 27nfn,:c(n) - Z 27nfn,y(n) = Z 2in(fn,:c(n) - fn,y(n)) =0

Supongamos que existe n tal que z(n) # y(n). Si t € [0,1] es tal que fnm(n)(t) = 1, entonces
Jnym)(t) =0y por lo tanto

0= Z 27" (fn,:r(n) - fn,y(n)) = 2in(fn,m(n) - fn,y(n))(t) = 27nfn,z(n) (t) =2""

Pero esto es una contradiccién, asi que xz(n) = y(n) y por lo tanto = = y.

1 es continua: Para todo z,y € NN

d (w (.’L’) P (y)) = HZ 2_nfn,x(n) - Z 2_nfn,y(n)

<2< > 2 =d(,y)
(n)#y(n)
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donde m es tal que z(m) # y(m) y si i < m entonces (i) = y(i). La continuidad de 1) es
entonces clara.

¢! (NY) — NV es continua: Sea g € ¥ (NV) y & > 0. Afirmamos que ¢~ '(B (g,£)) C
B (z,¢) donde z = wil(g); para probar esta afirmaciéon tomemos y = wil(h) donde h € B(g, 5).

Se tiene que

- _ _ €
Hg - h” = HZ2 nfn,y(n) - ZQ nfn,a:(n) <27 < 5’
donde m es tal que z(m) # y(m) y si i < m,z(i) = y(i).
Por otra parte d(z,y) = o2 < Y 27 = 27mFl < ¢ Esto prueba que y €

2(n)Zy(n) nm
B (z,¢).

Se ha probado entonces que 1) : NN—B es una inclusién. Ahora, dado que w(NN) es
un subespacio completo de B, éste es cerrado en B. Es decir B tiene un subespacio cerrado

homeomorfo a NN, H
Teorema 3.5 C,, (R) no es normal.

PRUEBA Supongamos que C,,(R) es normal. De i),4) y i) de la Proposicién 3.4 se
tiene que JB“es normal, donde B = {f € Cy,(I) : f(0) = f(1) =0}, y de ) de la misma
Proposiciéon deducimos que D(NN)“ es normal. Por otra parte, dado que NV contiene un
subespacio cerrado homeomerfo a Z = {%ﬂ 'n € w} con la topologfa usual de subespacio de
R, se tiene que NN x (JZ% es un espacio normal. Pero esto es una contradiccién, ya que en el

Teorema 1.5 se prueba que el espacio NN x [JZ% no es normal. ll

Extendemos ahora el resultado del Teorema 3.5 a espacios localmente compactos o primero

numerables.

Teorema 3.6 Sea X un espacio el cual no es pseudocompacto ni discreto. Entonces Cp(X)

no es normal si X es localmente compacto o primero numerable.

PRUEBA. De acuerdo con la Proposicién 3.3 existe una sucesioén discreta {V},} de con-

n<w
juntos abiertos no vacios en X, y como X no es discreto podemos suponer que V[ contiene un
punto no aislado.

Construimos ahora una sucesién {U,} de conjuntos de la siguiente manera: Si para

n<w
n € w, V, estd compuesto sélo de puntos aislados elegimos algin z, de ellos y definimos
U, = {x,}. Si para n € w, V,, contiene algin punto z, no aislado, entonces, dado que X
es completamente regular, existe una funcién continua ¢, : X — [0,2] tal que ¢, (z,) = 2

v ¢,(z) = 0 si & ¢ V,. Definimos entonces U, = ¢,((0,2]). Es fécil ver que{U,} asi

n<w

construida es una sucesién discreta de abiertos no vacios tales que U,, C V.
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Consideremos ahora los conjuntos

A ={fe€Cn(X): f(x)=0siz ¢ U,}ncw,y

A—{feCm(X):f(x)—Osiacgé UUn}.

n<w
Estos conjuntos tienen las siguientes propiedades:
1) A es cerrado en Cp,(X).
2) A=0,A,.

3) A, tiene un subespacio cerrado homeomorfo a Z = { 'n € w} para n > 0.

1
n+1 °
4) Ag tiene un subespacio cerrado homeomorfo a NN,

Prueba de 1) Sea f € Cp, (X) — A, luego existe y ¢ |J U, tal que f(y) #0. Sie=|f(y)]

n<w

entonces B (f,e) C Cp, (X) — A: en efecto sea g € B(f,e) entonces |f (x) — g (z)| < € para
todo = € X. Luego g (y) # 0 y por lo tanto g € Cy, (X) — A.
Prueba de 2) Definimos o : 0, A, — A por o (f) = >_ fn. En forma andloga como se hizo

n
en la Proposicién 3.4(iii) se prueba que o es una aplicacién uno-uno, sobre y continua. Sélo

queda mostrar que o es abierta, para hacer esto definimos para cada n € w una aplicacién
continua h,, : X — [0, 1] como sigue: si n es tal que z,, es un punto no aislado de V}, entonces
hn, = min{l,¢,} y para el caso en que z,, € V, es aislado se define hy(z) = 1 si © = x,
y hn(z) = 0 en otro caso. Se tiene entoncesque para cada m, hy, : X — [0,1] es continua,
hn(x)=1six €U,y hp(x)=0sixz ¢V,

Sea II,,B(fn, e,) un abierto bésico en [, A, donde e, € C* (X). Entonces se define e €
Ct(X)pore=> (hpen)+1—>" hy. Se puede ver que paratodox € X yn € w, e (z) = e, (),
y por lo tanto o (IIB,, (f,en)) :nB (o (f),e). Es decir o es abierto.

Prueba de 3) Si x,, es un punto aislado de V,,, entonces la aplicacién o : A,, — R definida por
o(f) = f(zn), f € Ay, es un homeomorfismo. Dado que R es primero numerable no discreto,
A, tiene un subespacio cerrado homeomorfo a Z.

Supongamos ahora que x,, € V,, es un punto no aislado. Se define entonces
B={feCuX): f(z)=0six ¢ U,}.

Siguiendo la prueba del Teorema 3.4(iv) y el hecho de que X es completamente regular se tiene
que existe una sucesién doble { f,, x}n k<o en B tal que

i) | fn k] <1 para todo n, k € w y existe x tal que f, i(z) = 1.

it) fak(z) =00 fij(x) =0 para todo x € X y para todo n,k,i,j conn#iok#j.

Sea 1) : NN B la aplicacién definida por ¢ (z) = 3 27" fn,z(n)- De manera andloga a como
n
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se hizo en la proposicién 3.4(iv) se prueba que v es una inclusién con imagen cerrada.

Si X es localmente compacto, se puede elegir U,, C V,, de tal manera que U, sea compacto,
pero esto implica que A, = B. Dado que NV es primero numerable, A,, tiene un subespacio
cerrado homeomorfo a Z.

Supongamos ahora que X es primero numerable. Si {WW,,},,<. es una base local decreciente
de z,, se puede elegir la sucesién {f, ,} en B de tal manera que para todo n,k € wy = € X, si
x ¢ W, entonces f, () = 0. Dado que la topologfa de la convergencia uniforme estd contenida
en la m-topologfa, la aplicacién ¢ : NN — A,, definida como antes, es abierta y v (N N) es cerrada
en A,. Ademss ¢ : NN — A, continua; para ver esto observese primero que para cualquier
e € CT(X) existe m, tal que e(z) > 27™ siempre que z € W,,. Entonces para todo z,y € NN,

si &y, =y, para n < m se tiene

() (2) = (y)(2)] <27 = Y 27" < e(2) para z € Wi,
n>m
Esto prueba que v es continua y por lo tanto ¥ es una inclusién. Luego A, tiene un
subespacio cerrado homeomorfo a Z.
4) Este es el caso n =0 en 3).
Por tltimo, procediendo de manera andloga a como se hizo en la prueba del Teorema 3.5 se

prueba que Cy, (X) no es normal. B
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Capitulo 4

ESPACIOS DE FUNCIONES
CONTINUAS CON LA
TOPOLOGIA CAJA

Consideremos el espacio R¥, el espacio de todas las funciones de X a R con la topologfa de
Tychonoff. La topologia puntual sobre C(X), es la topologia que hereda como subespacio de
RX: es natural considerar entonces la topologfa que hereda C(X) como subespacio de JRX. A
la topologfa que hereda C(X) como subespacio OJR¥ la llamaremosmos la topologia caja, y
a C(X) con esta topologia lo denotamos por Ch(X).

En este capitulo se hace un estudio de C(X), que hasta donde sabemos, no se habia hecho.
Se trata principalmente el siguiente problema: jcudndo CH(X) es un espacio discreto?

En este capitulo no se suponen de antemano axiomas de separacién, pero si suponemos, a

menos que se diga otra cosa, que los espacios son infinitos.

4.1 ALGUNAS PROPIEDADES DE Ch(X)
Empezamos mostrando que C(X) es un subespacio cerrado de ORX.
Teorema 4.1 Para cualquier espacio X, Co(X) es un subespacio cerrado de ORX.

PRUEBA. Sea f € ORX — C(X). Existe entonces z9 € X tal que f no es continua en ese
punto; luego, existe una vecindad U de f(z¢) tal que para toda vecindad V' de z existe z, € V
tal que f(z,) ¢ U. Podemos elegir entonces una vecindad Uy (,,) de f(zo) contenida en U y una

vecindad Vi (,,) de f(z,) para cada z, € V' tal que Usgyg) () Vi) = 0.
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Consideremos ahora la caja abierta [][ U, donde

zeX
Uf(aco) st T =20
Uw=9 Vi@, st T = Ty

R en otro caso.

Es claro entonces que f € [[ U, C ORY — C(X). A
reX

Proposicién 4.2 C5(R) es un espacio discreto.

PRUEBA. Sea f € Ch(R). Mostraremos que existe una caja abierta [[ G, tal que f €
zeR
[] Gz y ésta es la tnica funcién continua que contiene.
zeR
Para cada r € Q existe una sucesién {x] } de puntos irracionales tal que z], — r, que cumple

) : - r B . L
ademds que si ry # 72, entonces {x'}, . N{x72}, o, = 0. Consideremos la caja abierta [] G,

z€R
donde

. Gw:(f(w)—%,f(it)—i-%) si x=x,,r€cQnecw
o (f(z) =1, f(z) +1) en otro caso.

Es claro que f € ][ Gi, y ademds f es la tinica funcién continua que contiene [] Gg;
z€eR z€eR
en efecto sea g € [[ G, una funcién continua; dado que para cada r € Q, =], — r entonces
zeR
g(xl) — g(r). Por otro lado se tiene que para cada n € w,

Flah) = 5 < glan) < fa) +

tomando limites tenemos que f(r) < g(r) < f(r), esto es f(r) = g(r). Como r es arbitrario y

Q es denso en R se tiene que f(z) = g(z) para toda z € R. B

Nos preguntamos ahora ;jqué propiedades debe tener un espacio X para que Ch(X) sea
discreto? Mostramos enseguida que si X es T y tiene puntos aislados, entonces C(X) no

puede ser discreto. Recordemos que un punto x € X es aislado en X si {z} es abierto.
Proposicién 4.3 Si X es un espacio Ti con puntos aislados entonces C(X) no es discreto.

PRUEBA. Sean f: X — R una funcién continua, [[ U, una caja abierta que contiene a
reX
f v xo un punto aislado de X. Definimos una funcién g : X — R por g(z) = f(x) si  # zo,

y g(xo) = yo donde yo € Uy, — {z0}. Es claro que g € [] U, y dado que {zo} es cerrado y

rzeX
abierto, g es continua.
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Hemos probado que cualquier caja abierta de JRX no puede contener una tnica funcién

continua, es decir Ch(X) no es discreto. B

Esta ultima proposicién nos plantea el siguiente problema: ;cémo es la estructura topolégica
de C(X) cuando X es un espacio T con puntos aislados? Damos una solucién a este problema
cuando el espacio X se puede escribir como X = Y U F, donde C(Y) es discreto y F' es el

conjunto formado por todos los puntos aislados de X.

Teorema 4.4 Si X es un espacio topoldgico que se puede escribir como X =Y UF donde F es
discreto cerrado y abierto en X con |F| =k y Co(Y') es discreto, entonces Co(X) = @ses(Xs),
donde Xs = OR" para toda s € S con S =C(Y).

PRUEBA. Dado que X = Y U F, y F es un conjunto abierto cerrado y discreto de X, es
facil ver que Co(X) = C(Y) x Co(F), ademés como C(Y) es discreto y Co(F') = OR" se
tiene entonces que Ch(X) = Pses(X;), donde X ~ OR” para toda s € S con S =C(Y). R

Un caso especial de este Teorema es cuando kK = wi, en este caso se tiene que Cp(X)
~ Bses(0OR“Y). L. B. Lawrence prob6 que OJR“! no es un espacio paracompacto [14] ; luego, si
|F| > w1, Co(X) no es paracompacto, ya que en este caso JR" no es paracompacto.

También, si en el Teorema 4.4, se tiene que F es finito, esto es |F'| = n, entonces Ch(X) =
Bses(Xs) donde X = OR™ =R, es dcir Co(X) es metrizable.

Por dltimo observemos que existen espacios que no se pueden escribir como lo requiere el
Teorema 4.4. Un ejemplo de este tipo es X = {% n = 1,2,3...} U {0} con la topologia que

hereda como subespacio de R.

4.2 ESPACIOS C-DISCRETOS

Un espacio X es Cp—discreto si Ch(X) es discreto. R es Cp-discreto y los espacios 171 con
puntos aislados no son Cp-discretos, ver las Proposiciones 4.2 y 4.3. En esta seccién estudiamos
algunas de las propiedades de los espacios C-discretos; probamos en particular que ésta es una
clase grande de espacios que contiene a los espacios w-resolubles.

En la prueba de la Proposicién 4.2 no aplicamos el hecho de que R es un espacio separable.
Mostramos ahora que esta condicién es suficiente para garantizar que un espacio T sin puntos

aislados es C-discreto. Tenemos antes el siguiente lema.

Lema 4.5 57 X es un espacio Ty sin puntos aislados, entonces todo conjunto abierto de X

tiene un numero infinito de puntos.
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PRUEBA Sea U un conjunto abierto de X y supongamos que
U={x1,...,zp}, n>2

Para los puntos z1 y @9, por ser X un espacio 1j, podemos suponer que existe un abierto V tal
que z1 € V y 29 ¢ V, (para el otro caso el razonamiento es andlogo). Entonces U NV es un
abierto que contiene a lo méds n — 1 puntos.

Es decir, de un conjunto abierto con n puntos siempre podemos construir otro con a lo
mds n — 1 puntos. Podemos aplicar entonces este hecho las veces necesarias para obtener un

conjunto abierto de un solo punto, lo cual contradice que X no tiene puntos aislados. l

Teorema 4.6 Un espacio X sin puntos aislados Ty, tal que
min{|D|: D C X es denso y denso en si mismo} = N

es Co-discreto. En particular un espacio X separable T1 y denso en si mismo es Co-discreto.
Prueba. Sean D = {z1, z2, z3,...} un conjunto denso numerable de X tal que x; # x; si

i #7j,y f € Ch(X). Consideremos la caja abierta [[ G, donde
zeX

(fl) =L, flx)+ 1) si T =z,
(f(x)=1,f(z)+1) en otro caso.

Es claro que f € [] G,. Veamos que f es la dnica funcién continua que contiene [][ G.
rzeX zeX
Sea ¢ una funcién continua tal que g € [[ G5. Sea x € X y € > 0. Por la continuidad de f y
zeX
g existe una vecindad V de z tal que si y € V entonces

@)~ f@)| < 5 ¥ l9(v) - g(@)| < 5. M
Por otra parte
(@) —g(@)] < [f(z) = fFWI+1f) — 9@+ l9(y) —g@)].  (2)

Se tiene ademés que |f(y) — g(y)| < L cuando y = z,,. Dado que D es denso en X y denso
en si mismo se tiene que DNV es infinito, ya que si fuera finito entonces DNV seria un abierto

finito del subespacio D, que no tiene puntos aislados, y ademds es Ty. Pero esto contradice el
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Lema 4.5. Luego existe y = z, € V con 1 < £. De (1) y (2) se obtiene que |f(z) — g(z)| < €,

luego f(z) = g(a).

Hemos probado que para cada funcién continua f existe una caja abierta [[ G, que con-
reX
tiene a f y ésta es la unica funcién continua que contiene, es decir Ch(X) es discreto.

Por 1ltimo, si X es Ty y separable cualquier denso D numerable de X es infinito, ya que los
conjuntos finitos de X son cerrados, y estamos considerando espacios infinitos. Ademds D no
tiene puntos aislados, ya que si z es un punto aislado de D existe un abierto W en X tal que
{z} = W N D,y entonces (W — {z}) N D = 0, pero esto contradice la densidad de D. Ahora

sélo aplicamos la primera parte del enunciado de este teorema. W
Corolario 4.7 Un espacio infinito numerable Ty sin puntos aislados es Cr-discreto.

Observemos que dado cualquier espacio topolégico X, podemos construir un subconjunto
denso D = D; U D> de X tal que D; es denso en sf mismo, D; puede ser vacfo, y cada punto
en Dy, si Dy # (), es aislado en D. Se puede probar, omitimos la demostracién, el siguiente
resultado méds general que el expresado en el Teorema 4.6: Si X es un espacio Ty sin puntos
aislados tal que |D1| = Ng y clx(D1) Neclx(D2) = 0, entonces X es Co-discreto.

La siguiente condicién para que un espacio sea C-discreto es sugerida por la demostracién

de la Proposicion 4.2.

Proposicién 4.8 Si un espacio X tiene la propiedad: X contiene un conjunto denso D, no

necesariamente numerable, tal que para cada r € D existe una sucesion {x]} en X — D que

new

tiende a v, y siry # o, {x)'}, e, V{22 },e, = 0. Entonces X es Co-discreto.

PRUEBA. Sea f € Cy(X). Consideremos la caja abierta [[ G, donde
zeX

G, =

(f(z) =L, f(x)+3L) siz=al,reDnecw
(f(x) = 1,f(z)+1) en otro caso.

Es claro que f € [] Gs. Veamos que f es la dnica funcién continua que contiene [][ G.
zeX reX
Sea g una una funcién continua tal que g € [[ G, y r un punto de D. Existe entonces una
rzeX
sucesion {z},}, .y en X — D tal que z7, — 7, y por lo tanto g(z7,) — g(r). Dado que

Flah) =5 < glan) < S +

tomando limites, tenemos que f(r) < g(r) < f(r); esto es f(r) = g(r). Es decir f y g son

continuas que coinciden en un denso D, por lo tanto f = g.
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Hemos mostrado que para cada f € Cp(X) existe una caja abierta [[ G, tal que f €
zeX
[[ Gz v ésta es la unica funcién continua que contiene, es decir Ch(X) es discreto. W
zeX

Como una aplicacién de este Teorema, mostramos que [JR* es un espacio Cp-discreto.
Verificamos que [JRY satisface las condiciones del Teorema. Tomemos D = QY, es claro que
este conjunto es denso en [JR“. Ademds, para r = {r,} € D, tomamos la sucesién s" = {s],}
donde !, = {rl + jg,rg, }, m > 0. Es facil ver que si 71 # ro entonces {s/1} N {s2} = 0.
Asi que [JR¥ es un espacio Cp-discreto. De manera andloga se puede ver que para cualquier
cardinal 8, OR? y R? con la topologfa de Tychonoff, son C-discretos.

Obtenemos ahora unas caracterizaciones de los espacios Co-discretos que nos permitirdn

obtener clases mds amplias de este tipo de espacios.

Teorema 4.9 Para un espacio completamente regular X sin puntos aislados, las siguientes

afirmaciones son equivalentes.

i) X es Cg-discreto.
i1) Se puede definir en X una funcién positiva f : X — R tal que todo abierto V de X
contiene un conjunto numerable de puntos {z1, x2, x3,...} para el cual f(z,) — 0.

i11) X tiene una cubierta { D, } de conjuntos ajenos dos a dos, tal que cualquier conjunto

n>0
abierto de X intersecta una infinidad de elementos de los {D,,}
PRUEBA

i) — 1) Dado que X es Cp-discreto, para cada funcion h € C(X) existe una caja abierta

n>0 -

[ Gz tal que Co(X) N [[ Gz = {h}. Tomemos en particular la aplicacién constante cero,
zeX zeX
que denotamos por c. Asi que existe una caja abierta [[ Gy tal que Co(X) N [[ Gz = {c}.
zeX reX
Para cada = € X podemos considerar a G, como un intervalo abierto que contiene al cero,

asi que podemos escribir G, = (g(z), f(z)), f(z) > 0.
Afirmamos que la aplicacién f : X — R tiene la propiedad requerida. Sea V' un abierto de
X y zp un punto de V. Existe una funcion continua f; : X — [0, 1] tal que f1(X — V) = {0}

y fi( zo) = 1. Como f1 ¢ [] Gz existe 1 € V tal que f(z1) < fi( z1) < 1. Elijjamos ahora
zeX
una funcion continua fo : X — [0, 3] tal que fo(X — V) = {0} y fa( 20) = 3. Como fo ¢ []
zeX
G, , existe 9 € V tal que f(x2) < fa(z2) < % Continuando de esta manera obtenemos una
sucesion de puntos 1 ,x2 ,23... en V tal que f(x,) < %, es decir f(z,) — 0.
i1) — i4i) Definamos la funcién d : X — N por d(z) = minimo natural, tal que ﬁ < f(z),

y, para cada n > 0 definimos los conjuntos D,, por
D, ={xe€ X :d(zx) =n}.
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Es claro que la coleccién {Dy},~ es ajena dos a dos y cubre a X. Sea ahora V' un abierto

de X, por hipétesis existe una sucesién de puntos xi, za, x3,... en V tal que f(z,) — 0, luego

1
d(wn)

{DN}n>l :
i11) — 41) Definamos una funcién f : X — R por f(x)

— 0. Es decir, d(x,) — oo, y por lo tanto V intersecta a una infinidad de elementos de

1

= 2 six € Dy. Sea ahora V un abierto

de X, existe entonces una sucesién creciente de enteros positivos ni, no,... tal que la sucesién
Ty s Tny, -~ estd en V' y ademds x,, € Dy, i = 1,2,3....Es claro entonces que f(z,,) — 0.

1) — 1) Sea h : X — R una funcién positiva tal que todo abierto V no vacio de X contiene
un conjunto numerable de puntos Fy = {z1,z2,x3,...} para el cual h(z,) — 0y sea 7 el
conjunto de abiertos no vacios de X.

Tomemos f € Cy(X) y consideremos la caja abierta [[ G, donde
rzeX

(f(z) = h(x), f(x)+ h(x)) st zeU{Fy:VerT}

(f(x) =1, f(z)+1) en otro caso.

Es claro que f € [ G,. Veamos ahora que f es la tnica funcién continua que contiene
[[ Gz. Sea g una unsefﬁncic’)n continua tal que g € [[ Gz. Sea zp € X y € > 0. Por hipdtesis
Z}Eﬁzte una vecindad abierta V' de zq tal que si y € inr)ftonces
€

1)~ fo)l < 5

¥ l9(y) — 9@o)| < 5. (1)

Por otra parte

| (x0) — g(@o)| < |f(z) = fFWI+1f(W) —9@W)| +lg(y) —g(@)[.  (2)

Ademss se tiene que |f(y) — g(y)| < h(y) cuando y € UF,. Dado que Fyy C V' y h(Fy) —
0, podemos elegir un z, € Fy tal que h(z,) < §. Luego de (1) y (2) se obtiene que
|f(z0) — g(z0)| <€,y ast f(zo) = g(xo). Dado que zq es arbitrario se tiene que f = g.

Hemos mostrado que para cada f € Cg(X) existe una caja abierta [[ G, tal que f €
zeX
[[ Gz y ésta es la unica funcién continua que contiene, es decir X es Cy-discreto. B
rzeX

Observemos que las demostraciones de las implicaciones iii) — 1) — i) del teorema anterior
no requieren la condicién de que el espacio sea completamente regular.
Un espacio X es resoluble si existen dos conjuntos densos ajenos D y F' . Mads general-

mente, dado un cardinal a, decimos que X es un espacio a-resoluble si existe una familia de
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subconjuntos densos de X, ajenos dos a dos, de cardinalidad «. Un caso de especial importancia
en este trabajo son lo espacios w- resolubles, es decir espacios para los cuales existe una familia
numerable de subconjuntos densos ajenos dos a dos. Se puede ver en [13] una seleccién de

resultados que tratan sobre los espacios resolubles y w- resolubles.
Proposicién 4.10 Todo espacio w-resoluble es Ch-discreto.

PRUEBA. Sea X un espacio w-resoluble, es decir existe una familia {D,, } de conjuntos

n<w

densos, ajenos dos a dos. Es claro entonces que {D,},, U {X — U D, ¢ satisface la condicién
n<w

iii) del Teorema 4.9, luego X es Cy-discreto. W

Eric K. van Douwen mostré que existen espacios numerables regulares sin puntos aislados
que no son w-resolubles [15], y por otro lado por el Corolario 4.7 se tiene que todo espacio
numerable sin puntos aislados es Cg-discreto. Esto nos muestra que la clase de espacios Cg-
discretos contiene en sentido propio a la clase de los espacios w-resolubles.

Consideremos ahora el espacio C(X,Y), donde X y Y son espacios topoldgicos. Para
finalizar esta seccién mostraremos que C(X,Y’) es un subespacio cerrado de OY X cuando Y

es regular, y C(X,Y’) es discreto cuando Y es metrizable y X es w-resoluble.

Proposicién 4.11 Si X y Y son espacios topoldgicos y Y es regular, entonces Co(X,Y) es

un subespacio cerrado de OY .

PRUEBA. Sea f € OYX —C(X,Y). Existe entonces xg € X tal que f no es continua en ese
punto. Luego existe una vecindad U de f(xg) tal que para toda vecindad Vde xg, existe z, € V'
tal que f(x,) ¢ U. Tomemos ahora un conjunto abierto W en Y tal que f(zo) € W CW CU
y una vecindad Vi, ) de f(z,) para cada z, tal que W (| Vy(,,) = 0.

Consideremos la caja abierta [[ U, en OY X, donde
reX
W si T = 2
Uw=9 Vi@, s T = Ty
Y en otro caso

Es claro entonces que f € [[ U, c OYX —C(X,Y). &
zeX

Proposiciéon 4.12 Si X es un espacio w-resoluble y Y es un espacio metrizable, entonces

Co(X,Y) es un espacio discreto.
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PRUEBA. Sea {Dy},,.,

enY. Si f € Co(X,Y) consideremos la caja abierta [[ G, donde
zeX

una coleccién de densos disjuntos dos a dos en X y d una métrica

{yeY dly, f(z) <1} si x € Dy,
(f(x)—=1,f(z)+1) en otro caso.

Es claro que G = [] G contiene a f. Mostramos ahora que f es la dinica funcién continua
zeX
que esta contenida en G. Sea g € [] G5 una funcién continua, ¢ un punto de X y € > 0.
reX
Existe entonces una vecindad V' de x¢ tal que si

x € V, entonces d(f(zo),d(f(z)) <
x € V, entonces d(g(xg),d(g(x)) <

(1)
(2)

wlm

wlm

Por otra parte existe y € VN D,, con % < %, es decir

€

d(f(y),d(g(y)) < 3 (3)

Por la desigualdad del triangulo se tiene

d(f(z0),9(z0)) < d(f((xo), f(y)) +d(f(y),9(y)) + d(g(y), g(z0))-

Ahora, dado que y € V' y por 1), 2) y 3) se tiene que

d(f(x0),9(z0)) < % + % + % =e.

Esto prueba que f(z9) = g(xo), y como z es arbitrario se tiene que f = g.

Hemos mostrado que para cada f € C(X,Y) existe una caja abierta [[ G tal que f €
zeX
[T G: v ésta es la unica funcién continua que contiene, es decir C(X,Y) es discreto. B
zeX
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Capitulo 5

ESPACIOS CASI-w-RESOLUBLES

5.1 INTRODUCCION

Un espacio X es casi-w-resoluble si X tiene una cubierta {D,,} de conjuntos ajenos dos a

n<w
dos, tal que cualquier conjunto abierto de X intersecta una infinidad de elementos de {D,},,_,, -
Los espacios casi-w-resolubles son C-discretos, y en la clase de los espacios completamente
regulares estos conceptos de espacio son equivalentes, ver el Teorema 4.9. Por otra parte la
clase de los espacios casi-w-resolubles es grande, ya que ésta contiene propiamente a la clase
de los w-resolubles. Esto sugiere la siguiente pregunta: ;existen espacios que no sean casi-w-
resolubles 7 Este capitulo trata sobre esta cuestién.

En la primera seccién se presenta un estudio de los espacios casi-w-resolubles, y en la seccién
dos mostramos que si V=L entonces todo espacio sin puntos aislados es casi-w-resoluble y
por lo tanto Cp-discreto. También probamos que la existencia de un cardinal medible es
equiconsistente con la existencia de un espacio que no es casi-w-resoluble. Recordemos que sélo

se estdn considerando espacios infinitos.

5.2 ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS CASI-w-
RESOLUBLES

En esta seccién se presentan algunas propiedades de los espacios casi-w-resolubles. Empezamos
presentando ejemplos de este tipo de espacios. Primeramente, es claro que los espacios w-

resolubles son casi-w-resolubles.

Ejemplo 5.1 Los espacios Ty sin puntos aislados tales que

min{|D|: D C X es denso y denso en si mismo} = Vg
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son casi-w-resolubles. En particular cualquier espacio Ty separable es casi-w-resoluble.

Esto es fécil de ver, ya que si D = {x1, x9, ...} es un denso numerable en X, entonces es claro,
por el Lema 4.5, que la coleccion numerable {{z1},{z2},...} U{X — D} satisface la definicién

de casi-w-resolubilidad.
Ejemplo 5.2 Los espacios Ty numerables sin puntos aislados son casi-w-resolubles.

En este caso si X = {z1, x2, ...} es el espacio numerable, tomamos la coleccién {{z1},{z2}, ...},
que claramente satisface la definicién, ya que X no tiene puntos aislado y cada abierto en X es
infinito por el Lema 4.5.

Posteriormente se presentan més ejemplos de espacios casi-w-resolubles. Antes se tienen

algunas propiedades de estos espacios.
Proposiciéon 5.3 Si X es casi-w-resoluble, entonces X no tiene puntos aislados.
PRUEBA. Se obtiene directamente de la definicién.

Proposiciéon 5.4 Si X tiene un subconjunto denso D casi-w-resoluble, entonces X es casi-w-

resoluble.

PRUEBA. Dado que D es casi-w-resoluble, existe una coleccién numerable de conjuntos
{D1, Do, ...} ajenos dos a dos en D tal que para cualquier abierto U en D existe una sucesién
estrictamente creciente de naturales ny,ng, ... tal que UN Dy, # 0, i = 1,2, 3, ... Afirmamos que
la coleccion { Dy, Dy, ...} U{X — D} satisface la definicién de casi-w-resolubilidad en X. Sea V'
un abierto en X, luego DNV es un abierto no vacio en D. Asi que (VND)ND,, =VND,, #0,

1=1,2,3,..., es decir X es casi-w-resoluble. B
Proposiciéon 5.5 Sea X un espacio casi-w-resoluble. Entonces:

i) Cualquier subespacio abierto de X es casi-w-resoluble.

i1) X con cualquier topologia més chica es casi-w-resoluble.

ii1) Si la aplicacién f: X — Y es continua y biyectiva, entonces Y es casi-w-resoluble.

iv) Si la aplicacién f : Y — X satisface que intf(A) # () para cada abierto no vacio A de
Y, ('en particular si f es abierta) entonces Y es casi-w-resoluble.

PRUEBA - i) y i7) se obtienen directamente aplicando la definicién de casi-w-resolubilidad.
Probemos iii). Sea {Di, Ds,...} la coleccién de conjuntos en X, ajenos dos a dos, tal que
cualquier conjunto abierto de X intersecta una infinidad de elementos de {D1, Da, ...} . Luego,

{f(D1), f(D3)...} es una coleccién de subconjuntos de X ajenos dos a dos. Sea ahora V un

48



abierto de Y y supongamos que existe ng tal que V N f(D,,) = () para todo n > ng. Entonces
ffl(V) N D, = ( para todo n > ng, lo que contradice que X es casi-w-resoluble, dado que
f~Y(V) es un abierto no vacio de X.

Prueba de iv). Dado que X es casi-w-resoluble, existe una coleccién { D1, Da, ...} de subcon-
juntos de X, ajenos dos a dos, que satisface la definicién de casi-w-resolubilidad. La coleccién
{f~Y(D1), f~H(D2),...} de subconjuntos de Y es ajena dos a dos. Si V es un abierto de Y
para el que existe ng tal que V N f~1(D,) = 0, donde n > ng, entonces int(f(V)) # 0 y
int(f(V))ND,, = 0, donde n > ng. Pero esto contradice que X es casi-w-resoluble, dado que

int(f(V)) #0. W

Teorema 5.6 Si un espacio X se puede expresar como X = |J X;, donde cada X; es un
el
subespacio casi-w-resoluble, entonces X es casi-w-resoluble.
PRUEBA .-Sea M una familia maximal disjunta dos a dos de subespacios casi-w-resolubles.
Aceptemos por el momento que UM es denso en X. Para cada M € M elegimos una coleccién
{M,, : n < w} que satisface la definicién de casi-w-resolubilidad. Definimos entonces para cada

n<w,D,= |J M,.Esclaro que la coleccién {D,, : n < w} es disjunta dos a dos. Sea ahora
MeM
V un abierto de X; dado que UM es denso en X entonces V N (UM) # (. Elijamos entonces

M € M tal que VN M # (). Dado que VN M es un abierto en M, se tiene que (VNM)NM, # ()
para un numero infinito de indices, esto a su vez implica que V intersecta a una infinidad de
elementos de {D, : n < w}.

Para terminar la prueba mostramos que UM es denso en X. Supongamos lo contrario, esto
es X — UM = U es un abierto no vacio. Esto es, existe € U y x ¢ UM luego para un X;, se
tiene que X; N U es un subespacio abierto de X; Aplicando i) de la Proposicion 5.5(4) se tiene
que X;NU es casi-w-resoluble. Luego MU {X; N U} es una familia maximal disjunta dos a dos,

contradiciendo la maximalidad de M. R

Recordemos que X es homogéneo si para cualesquiera x,y € X existe un homeomorfismo
h: X — X tal que h(z) =y.

Corolario 5.7 Si X es homogéneo y contiene un subespacio casi w-resoluble, entonces X es

casi-w-resoluble.

PRUEBA. Sea Y es un subespacio casi- w-resoluble de X y tomemos un z € Y fijo; para

cada y € X formamos el homeomorfismo h, : X — X tal que hy(z) = y. Luego X = (J hy(Y),
yeX
y cada hy(Y') es casi w-resoluble. W

Una consecuencia de este corolario es que cualquier espacio del tipo Cp,(X) es casi w-resoluble

ya que éste es homogéneo y contiene como subespacio una copia de los reales.
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Corolario 5.8 Un espacio Ty es casi-w-resoluble si se puede escribir como una union de sub-

espacios numerables sin puntos aislados.
PRUEBA. Esto es inmediato del Teorema 5.6 y del Ejemplo 5.3. H

Corolario 5.9 Cualquier producto de Tychonoff de los espacios {Xo : a € I}, donde cada X,

es T y tiene mds de un punto, y ademds I es infinito, es casi-w-resoluble.

PRUEBA. Sea z = {z,} € X = [[, Xa y consideremos el conjunto A, = [[, {Za,¥a},
donde gy, es un punto en X, distinto de z,. Luego A, es un subespacio compacto de X sin

puntos aislados y por lo tanto casi-w-resoluble, ver [13]. Dado que X = |J A,, por el Teorema
zeX
5.6 se tiene el resultado. B

Tenemos enseguida algunas caracterizaciones de la casi-w-resolubilidad.
Teorema 5.10 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) X es casi-w-resoluble.
i1) X contiene una cubierta de conjuntos { Dy, D1, Do, ...} ajenos dos a dos, tal que Int(DyU
Dy UDsU...UD,) =0 para todo n < w.

ii1) X contiene una sucesion numerable de conjuntos densos {F,, } estrictamente decre-

nw’

ciente, tal que NF,, = (.

iv ) X contiene una cubierta numerable de conjuntos {G,,} estrictamente creciente, tal

n<w?
que Int(Gy ) = () para toda n < w.
PRUEBA. i) — 7). Por definicién X contiene una cubierta {D,,}

dos a dos, tal que cualquier conjunto abierto de X intersecta una infinidad de elementos de

n<w de conjuntos ajenos
{Dn}, <., - Supongamos que existe ng tal que Int(DoUD;UDyU...U Dy, ) # 0, existe entonces
un abierto V' C Do U Dy U Dy U ... U Dy, que no puede intersectar una infinidad de elementos
de {D,}

i1) — 1) Si para cada n < w definimos F,, = D, U D,,41 U ..., entonces la coleccién {F,}

n<w *

tiene la propiedad requerida.
i71) — iv) Por hipétesis, existe en X una coleccién {F},} decreciente de conjuntos densos tal

que NF,, = (). Luego si G,, = X — F,, para todo n < w, entonces X = |J G,,. Ademss es claro
n<w

que la sucesién de conjuntos {G,,} es creciente y Int(Gy,) = () para todo n < w.

n<w
iv) — 1) Definimos los siguientes conjuntos Dy = Fy Dy = Fy — F,..., D, = F,, — F},_;. Es

facil ver que la coleccién {D,,} satisface las propiedades requeridas. B

Un subconjunto F' de un espacio topolégico X es denso en ninguna parte si Int(F') =0).

No es dificil ver que la unién finita de conjuntos densos en niguna parte es densa en ninguna
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parte. Un espacio topolégico X es de primera categoria si se puede expresar como una unién
numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Un espacio X es de segunda categoria si
no es de primera categoria. La siguiente propiedad de los espacios de segunda categoria es muy
conocida: En un espacio de segunda categoria cualquier sucesién de conjuntos densos abiertos,
tiene interseccién no vacia.

Un espacio X es Baire, si cualquier sucesién de conjuntos densos abiertos en X tiene
interseccion densa. Es conocido que la propiedad de Baire se preserva para subespacios abiertos
de X.

Mostramos ahora que los espacios de primera categoria son casi-w-resolubles.

Proposicién 5.11 Si X es un espacio de primera categoria sin puntos aislados, entonces X

es casi-w-resoluble.

PRUEBA. Por hipétesis X se puede expresar como X = |J F),, donde cada F,, es un

n<w
conjunto denso en ninguna parte, esto es Int(F,) = (). Definimos los conjuntos Dy = F7,
Dy = F1UF,, ..., D, = F1UF, U ..U F,. Entonces la coleccién de conjuntos {Dy},,
es estrictamente creciente y X = |J D,. Dado que la unién finita de conjuntos densos en

n<w
ninguna parte es denso en ninguna parte se tiene que cada conjunto D, es denso en ninguna

parte. Por iv) de la Proposicién 5.10 se tiene el resultado. B

Corolario 5.12 5i X es un espacio que contiene un denso infinito de primera categoria sin

puntos aislados, entonces X es casi-w-resoluble.

PRUEBA. Sea D C X un denso infinito de primera categoria, por la Proposicién 5.11 D es

un denso casi-w-resoluble; aplicando ahora la Proposicién 5.4 se tiene el resultado.

5.3 ESPACIOS CASI-w-IRRESOLUBLES

Consideramos ahora la pregunta que se mencioné en la introduccién de este capitulo: ;existen
espacios que no sean casi-w-resolubles? A un espacio sin puntos aislados que no sea casi-w-
resoluble lo llamaremos casi-w-irresoluble. En lo que sigue se determinan algunas condiciones
para que un espacio sea casi-w-irresoluble. Tenemos antes algunos hechos sobre topologfas
maximales y espacios irresolubles.

Un espacio X sin puntos aislados es irresoluble, si no se puede escribir como la unién de
dos subconjuntos densos ajenos, es decir, si X no es resoluble. Un espacio X sin puntos aislados
es hereditariamente irresoluble, si cualquier subespacio sin puntos aislados es irresoluble.
Un espacio X es hereditariamente irresoluble con respecto a los subespacios abiertos,

si cualquier subespacio abierto es irresoluble.
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Proposicién 5.13 (Eric K. van Douwen [15]) Un espacio X es hereditariamente irresoluble
con respecto a sus subespacios abiertos, si y sélo si, para todo A C X, Int(A) = 0 implica que

A es denso en ninguna parte.

Proposicién 5.14 (Eric K. van Douwen [15]) Cualquier espacio irresoluble tiene un subespacio

abierto no wvacio, hereditariamente irresoluble.

Una técnica para construir espacios irresolubles es debida a Hewitt [16]. El concepto basico
de esta construccién es el de topologia maximal. Un espacio X es maximal si no tiene puntos
aislados y cualquier topologia méds fuerte sobre X tiene puntos aislados. Un espacio X es
submaximal si todo subespacio denso de X es abierto.

Es claro que todo espacio submaximal es irresoluble y se puede ver en [16] que todo espacio

maximal es submaximal. El siguiente teorema fue probado por Hewitt [16].

Teorema 5.15 Todo espacio topoldgico sin puntos aislados tiene una extension maximal, es

decir una topologia mds fuerte maximal.
Probamos ahora que todo espacio submaximal de segunda categoria, es casi-w-irresoluble.

Proposiciéon 5.16 Si X es un espacio submazximal de sequnda categoria sin puntos aislados,

entonces X es casi-w-irresoluble.

PRUEBA. Sea {D,} una sucesién decreciente de conjuntos densos en X. Por ser X sub-
maximal cada conjunto D,, es un conjunto abierto, y por ser X de segunda categorfa, ND,, # ().

Luego por el Teorema 5.10(4i7) X no es casi-w-resoluble. W

Otro tipo de espacios casi-w-irresolubles son los espacios Baire irresolubles. Mostramos esto

enseguida.

Proposiciéon 5.17 Si X es un espacio sin puntos aislados Baire irresoluble, entonces X es

casi-w-irresoluble.

PRUEBA. Supongamos que X es casi-w-resoluble. Por la Proposicién 5.14 X tiene un
subespacio abierto no vacio Y hereditariamente irresoluble, y por la Proposicion 5.5 (i), Y
es un espacio casi-w-resoluble con la propiedad de Baire. Luego podemos escribir ¥ como
Y = UD,, donde la coleccién {D,}, ., es estrictamente creciente y ademds Int(D,,) = ), para
cada n < w.

Por la Proposicién 5.13 se tiene que cada D, es denso en ninguna parte, luego Y es un

espacio de primera categorfa, lo que contradice que Y es un espacio Baire. B

Kunen, Szymanski y Tall establecen en [17] el siguiente resultado:
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Proposicién 5.18 La existencia de un cardinal medible es equiconsistente con la existencia de

un espacio Baire irresoluble.

Un espacio X es es o-discreto si se puede expresar como una unién numerable de espacios

discretos. En [18] Alas, Sanchis, Tkacenko, Tkachuk y Wilson prueban el siguiente teorema:
Teorema 5.19 Las siguientes condiciones son equivalentes en ZFC:

i) existe un espacio Baire irresoluble;
i1) existe un espacio submaximal que no es o-discreto;

i11) existe un espacio maximal que no es o-discreto.Mostraremos que este teorema también

es cierto si se cambia la propiedad "no es o—discreto" por la propiedad "casi-w—irresoluble".
Necesitamos mostrar primero que un espacio o—discreto es casi-w-irresoluble, para hacer esto

aplicamos la siguiente proposicién.

Proposicién 5.20 En un espacio Ty sin puntos aislados, la union finita de subconjuntos dis-

cretos tiene interior vacio.

PRUEBA. Sea X un espacio Ty sin puntos aislados y X7 un subconjunto discreto de X.
Si existe un abierto no vacio V tal que V C X7, tomamos un punto x € V; luego, por ser X3
discreto, existe un abierto U en X tal que {z} = U N X;. Pero entonces UNV = {x}, es decir
x es un punto aislado X, lo cual es una contradiccién. Esto prueba que int(X;) = 0.

Sean ahora X7, X5 subconjuntos discretos de X. Supongamos que existe un abierto no vacio
V C XU Xs. Existe entonces un punto z € V tal que z € X y x ¢ Xo; luego, existe un abierto
Uen X tal que U C V y UN X; = {z}. Podemos elegir entonces un punto y € U distinto de
2 y un conjunto abierto W C U tal que W N Xo = {y}. Si ahora z € W, donde z #y y z # x
entonces z € V' y z ¢ X;U Xo, lo cual es una contradiccion.

Supongamos entonces que la proposicién es vilida para n conjuntos. Tomemos en;clonces

X1, X9,...,X,, Xnt1 subconjuntos discretos de X. Si existe un abierto no vacio V- C J por
i=1

hipétesis podemos suponer que existe x1 ¢ X1y 21 € CJ Sea J =1{2,3,....,n+ 1} y sea Jp el
conjunto de fndices tales que x; € X;, si y sélo si ¢ € 1712 . Existe entonces un abierto U; C V'
tal que Uy N X; = {z1}, ¢ € J;. Elegimos ahora un punto zo € Uy, z2 # x1; entonces zy ¢ X,
1 € Jy, por lo tanto existe Jo C J, JoNJ; = 0, tal que xo € X;, siy s6lo si i € Js.

Existe entonces un abierto Uy C Uj tal que Us N X; = {z2}, i € Ja. Elegimos otra vez
un punto x3 € Uy, w3 # =1, x3 # x1 y entonces x3 ¢ X;, i € Jo, por lo tanto existe J3 C J,

JsNJy =0, J3NJ; =0, tal que z3 € X;, si y sélo si i € J3.
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Continuando el procedimiento, y dado que J es finito se puede construir:

a) una sucesion finita de conjuntos abierto U, Uy_1, ..., U1, tales que

U.cUp_1C..cU cCcV.

b) una particién {J1, Ja,...,Jp} de Jy

c) una sucesién de puntos 1, g, ..., v} tales que UyN X; = {a;}, i€ J, 1 =1,..,k.

Si ahora z € Uy, z # zk, ...,z # =1, aplicando repetidamente a), b), y ¢) tenemos que z € V
n

y z ¢ |, lo cual es una contradicién. l
i=1

Corolario 5.21 Un espacio Ty sin puntos aislados o-discreto es casi-w-resoluble.

PRUEBA. Sea X un espacio o-discreto Ty sin puntos aislados. Entonces X se puede expresar

como X = |J X, donde cada X,, es un espacio discreto. Podemos suponer, sin pérdida de
nw

generalidad, que la sucesion { X}, _ es estrictamente creciente y cada X, es una unién finita de

conjuntos discretos. Aplicando la Proposicién 5.20 y el Teorema 5.10(7v) se tiene el resultado. B
Teorema 5.22 Las siguientes condiciones son equivalentes en ZFC:

i) existe un espacio Baire irresoluble;
i1) existe un espacio submaximal casi-w-irresoluble;

i11) existe un espacio maximal casi-w-irresoluble.

PRUEBA. i) — i) Sea (X,7) un espacio Baire irresoluble. De acuerdo a la Proposicién
5.14 podemos suponer que X es un espacio Baire hereditariamente irresoluble y por el Teorema
5.15 podemos elegir una topologia p O 7 sobre X tal que (X, u) es maximal.

Supongamos que (X, i) es casi-w-resoluble; esto es, existe una sucesiéon {X,} estricta-

n<w

mente creciente con X = |J X, y Int,(X,,) = 0 para todo n < w. Dado que p D 7, se tiene

n<w
entonces que Int,(X,,) = () para todo n < w. Por otra parte (X, 7) es heritariamente irresoluble,

luego podemos aplicar la Proposicién 5.13 para obtener que Int,(X,) = 0 para todo n < w, es
decir X es de primera categoria, lo cual es una contradiccién, ya que X es un espacio de Baire.

ii1) — 1) Es claro. i) — i). Sea X un espacio submaximal casi-w-irresoluble, por el
Corolario 5.21 tenemos que X es un espacio submaximal que no es o-discreto; aplicando ahora

el Teorema 5.19 se tiene el resultado. B

Corolario 5.23 SiV = L, entonces todo espacio Haussdorff X sin puntos aislados, es casi-w-

resoluble y por lo tanto Ch-discreto.

PRUEBA El Corolario 3.4 de [18] establece que si V = L, entonces cualquier espacio
Hausdorff submaximal es o—discreto. Aplicando ahora el Corolario 3.21 tenemos entonces que

todo espacio Hausdorff submaximal sin puntos aislados es casi-w-resoluble.
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Por dltimo, sea (X, t) un espacio sin puntos aislados y consideremos su extensién maximal
(X,t'), donde t C t'. Se tiene entonces que (X,t') es casi-w-resoluble. Dado que la aplicacién
id : (X,t") —(X,t) es biyectiva y continua se tiene, por la Proposicién 5.5 (iii), que (X,t) es

casi-w-resoluble. H

Corolario 5.24 La existencia de un cardinal medible es equiconsistente con la existencia de

un espacio mazrimal casi-w-irresoluble.

PRUEBA. Es consecuencia de los Teoremas 5.18 y 5.22. B

Para finalizar mostramos que la existencia de un cardinal medible implica la existencia de

un espacio Ty casi-w-irresoluble.
Proposicién 5.25 Si existe un cardinal medible, entonces existe un espacio Ty casi-w-irresoluble.

PRUEBA Sea o un cardinal medible, y sea p un ultrafiltro sobre o w*-completo. Sea
X = aU{p}. Definimos una topologia ¢t para X como sigue: A es abierto en X si y sélo si
p € Ay ANa € p. Supongamos que X con esta topologia es casi-w-resoluble, es decir X = UX,,
y Xn C Xp41 para n < w. Sea np un nimero natural tal que p € X,,, y sea n; < w tal que
X, Na € p (‘esto porque p es w-completo ). Luego si n > max {ng, n1}, entonces int(X,,) # 0.

Esto significa, por Teorema 5.10(iv), que X es casi-w-irresoluble. W
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